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Resumo

Nesta dissertacao temos como objetivo estudar um pouco sobre aplicagoes de métodos
numéricos na area de dinamica orbital, dentre eles os principais sao o método de Runge-
Kutta de 42 ordem e a depuracao via solucao manufaturada.

Sera realizada uma breve abordagem da relagao de forca entre dois corpos no espaco,
uma vez que ela sera utilizada posteriormente para a modelagem do problema principal.

Além disso, trabalharemos com algoritmos desenvolvidos em Python, buscando aplicar
os conceitos estudados resolvendo e depurando uma EDO (Equagao Diferencial Ordinéria)

e, ao final, sera apresentada uma simulagao orbital entre os corpos Sol-Terra-Lua.
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Prefacio

A exploracgao espacial vem crescendo a cada dia mais e mais, com isso, as demandas tec-
nolégicas aumentam proporcionalmente e consequentemente o uso de métodos numéricos
nessas tecnologias se tornam vitais para o sucesso das missoes espaciais, seja para reali-
zar simulagoes e encontrar melhores 6rbitas de acordo com os objetivos, ou para realizar
manobras orbitais ou ainda, até mesmo para o desenvolvimento dos processos autéonomos
dos equipamentos, visando diminuir ao méaximo a necessidade de interferéncias externas
por meio de comunicagoes com o equipamento.

Para que tudo isso seja passivel de ocorrer é preciso a combinagao de mais de um
método numérico. Neste trabalho, dividido em 4 capitulos, abordaremos alguns deles
visando desenvolver uma simulacao ao final.

A principio iniciaremos com uma abordagem sobre o método de Runge-Kutta (R-K),
realizando uma breve demonstragao do método de segunda ordem, utilizando as expansoes
de Taylor para uma e duas variaveis. Em seguida, o método de Runge-Kutta de quarta
ordem sera apresentado mas nao demonstrado, por conta de sua complexidade que nao
caberia no tempo habil deste trabalho.

Ainda no primeiro capitulo, serd feita uma aplicacdo dos métodos R-K de ordem 2
e 4, no mesmo PVI (Problema de Valor Inicial) e com mesmo passo, buscando mostrar
na pratica a diferenca na velocidade de convergéncia entre os dois e assim justificando a
escolha do método de ordem 4 para o uso em nosso problema final.

Em seguida, no capitulo 2, abordaremos o método de verificagao via solu¢gao manufa-
turada, o qual é importante de ser utilizado por verificar se a configuracao dos algoritmos
numéricos foi feita corretamente. De forma simplificada, o método insere no algoritmo
do PVI, uma fungao de solugao exata que, por sua vez, ao ser extraida do resultado final
obtido deixara os resquicios do erro de aproximacao, e este estard diretamente relacionado
ao passo usado para a aproximacao, de modo que, poderemos calcular e conferir a ordem
numérica para o método.

O capitulo 3 apresentara uma breve abordagem da relacao de forga entre dois corpos
no espaco e, em seguida, apresentaremos um algoritmo genérico dessa relagao, buscando
realizar uma primeira implementacao de um problema de dois corpos, apenas para fins
de testagem, para que posteriormente possamos adaptar a modelagem do problema real.

No capitulo seguinte uniremos todos os conceitos numéricos vistos e testados até entao,
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a fim de modelar um problema de trés corpos bastante conhecido, que neste caso sera o
problema Sol-Terra-Lua, onde, por meio de processos de adimensionalizacao e reducao de
ordem das relagoes de forga, adaptaremos os dados ao algoritmo desenvolvido no capitulo
anterior, combinando com o algoritmo desenvolvido em [7] e, ao final teremos as 3 imagens
representando as orbitas da Terra e da Lua individualmente e de forma plana e também,
as oOrbitas desses mesmos dois corpos, combinadas no espago, além de algumas outras
representacoes que achamos de relevante insercao.

Por fim, apresentaremos uma breve conclusao deste trabalho, retomando os métodos
que aqui foram estudados e ressaltando mais uma vez a importancia que eles tém dentro

dos estudos da dinamica orbital e da exploragao espacial.



Capitulo 1

Métodos Numéricos

1.1 Meétodo de Runge-Kutta

Desenvolvido por Carl David Tolmé Runge e Martin Wilhelm Kutta, o método conhe-
cido pela juncao de seus sobrenomes, Runge-Kutta, tem o intuito de “imitar” o método
de séries de Taylor, com o diferencial de que nao seja necessério realizar derivagoes anali-
ticas da EDO (Equacao Diferencial Ordinéria) original. Para que resolvéssemos um PVI

(Problema de Valor Inicial) do tipo

{ v =ft2) (1.1)

z(a) = x4

a partir do método de Taylor seria preciso encontrar as derivadas z’, 2", ... da funcao f.
Essa limitagao pode se tornar um problema ao usar esse método, uma vez que os calculos
das derivadas podem ser bastante trabalhosos, aumentando as chances de erro e também
aumentando o tempo gasto para preparacao de um possivel codigo. Neste trabalho iremos
supor que tanto a funcdo f(¢,x) como a func¢do z(t) tem infinitas derivadas continuas em
um intervalo de tempo [a,a + T para T > 0 suficientemente grande para uma simulagao.

Para fins de exposi¢ao a priori apresentaremos o método de Runge-Kutta de ordem
2, que apesar de ter uma baixa precisao para o uso cientifico, se torna uma interessante
ferramenta para compreender melhor o método de ordem superior, no caso, o Runge-Kutta

de ordem 4, que por sua vez serd apresentado posteriormente.

1.1.1 Série de Taylor Para Funcoes de Duas Variaveis

Antes de adentrarmos na apresentacao do método de Runge-Kutta de ordem 2, é im-

portante discutirmos a série de Taylor para func¢oes de duas varidveis, pois serda importante
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para sua demonstracao. A série infinita é dada da seguinte forma:

foshy+0) =Y (v + g ) S, 12

=

sendo ela analoga & série de Taylor para funcoes de uma variavel, descrita por

n ook
flx+h)= Z %hk + Eny1,
k=0 ’

onde .
SrE)
(n+1)!

para algum Z € [z, + h], onde f tenha n + 1 derivadas continuas.

En+1 =

Em[I.2) os termos dentro dos parénteses sao interpretados da seguinte forma

o 9\
(g +k50) floi) =1

Ox
) o' of of
(h%w@) flz,y) = ha—+k:a

) 0\° B 2a2f % f 282f

onde as derivadas parciais de f estdo em funcao de (z,y).

Assim como no caso da série para fungoes de uma variavel, se a série de Taylor para
fungoes de duas variaveis for truncada, é preciso inserir um termo para representar o erro
de aproximacao e assim manter a igualdade. Sendo assim, a equacao devera ficar da

seguinte forma:

f(:z:+h,y—|—k):zl <ha%+kaa> f(x,y)+%(h%+ka%) f(z, ). (1.3)

i=0
O ponto (Z,y) pertence ao segmento que une os pontos (z,y) e (x+h,y+ k) no plano.
Visando adotar uma notagao menos carregada, utilizaremos as seguintes alteragoes

para representar as derivadas parciais:

_9f
fe= E (1.4)

_9f
fx_%

1.1.2 Meétodo de Runge-Kutta de Ordem 2
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No método de Runge-Kutta de ordem 2 sua féormula contém dois tipos especiais de

fungao como mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.1. Considerando um PVI da forma apresentada em o wvalor n(t + h)

calculado através da sequinte equagao:
1
A+ R) = (t) + 5K + ),

onde

K, = hf(t,l’)
K2 = hf(t —+ h,l’ + Kl),

€ tal que x(t + h) = n(t + h) + O(h?).

Observacao: Dizemos que o erro de truncamento local é de ordem 3, e dizemos que
o erro do método, também chamado de erro global, é de ordem 2, uma unidade a menos
que o erro de truncamento local. Ou seja, n(t + h) ¢ uma aproximagcao de ordem 2 para
z(t +h).

Demonstra¢ao. No método de Runge-Kutta de ordem 2 utilizamos a combinacao de duas

formas especiais da fung¢ao, sendo elas

K, = hf(t,l‘)
K2 = hf(t + Oéh,,.'lf + ﬁKl)v

que ao realizar uma combinagao linear entre elas obteremos

n(t —+ h) = l‘(t) + lel + U.)QKQ <

n(t+h) =x(t) +wihf(t,z) +whf(t+ah,x+ Bhf(t,x)). (1.5)

Precisamos determinar wy, wsy, o e § para que a equagao|l.5[seja o mais precisa possivel.

Para isso, iremos expandir o méximo possivel de termos utilizando a série de Taylor
1
3!

na qual estamos supondo que tanto z(t) como f(x(t),t) sdo fun¢oes suaves em t.

2t 4 h) = 2(t) + ha' (1) + %h%”(t) () + (1.6)

Comparando as equagoes[L.5|e[1.6] uma forma de fazer com que elas sejam semelhantes
seria optando por adotar wy = 1 e wy = 0, uma vez que o sistemanos da que 2’ = f.
Deste modo, obteriamos apenas a forma simples do método de Euler, que por sua vez tem
ordem 1 de precisao.

Para alcancar uma precisao que chegue até o termo h? é preciso uma escolha de
parametros um pouco mais complexa. Usaremos entao uma aplicacao da série de Taylor

para funcoes de duas varidveis no termo final da equagao Adotando n = 2 no método
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de Taylor mencionado, dado pela equacao os termos t, ah, x e Shf substituirao os

termos z, h, y e k respectivamente, de modo que obteremos o seguinte:

flt+ah,z+ Bhf(t,x)) = f‘f‘ahft_"ﬁhffx_'_% (Oéh%‘i‘ﬁhf%) f(Z,9).

substituindo essa nova equagao em ela ficara dessa forma

n(t+h) = x(t) + (w1 +wo)hf + awsh®fi + Bwah® f fr + O(R?). (1.7)

A partir da equacgao a equacao recebe uma nova forma. Uma vez que 2’ = f

temos que
y dx' (df(t,x)\  [(Of dt of \ (dz\ _
v _dt_( dt )_<8t)(dt)+(8a:> (dt)_ft+f“f:>

v(t+h) =x(t) +hf + %hth + %thfac + O(h?). (1.8)

Comparando as equagoes e obteremos as seguintes relagoes:

(w1 +w) =1, (1.9)
Qwy = %, (1.10)
By — % (1.11)

Logo, uma solugao conveniente para os termos acima seriam o =1, § =1, wy; = % e

_1
Wy = 5-
Sendo assim, o resultado obtido para z(t + h) aplicando o método de Runge-Kutta de

ordem 2 serd da forma:

n(t+h) =z(t) + %(Kl + K>),

onde

Kl - hf(t,l’)
Ky = hf(t+ha+ K).

Este método de Runge-Kutta é conhecido como método de Euler modificado, mas ele
por sua vez nao é o unico método de R-K de ordem 2, pois podemos fazer outras escolhas
que satisfazem as equagoes[1.9] e Usando a como parametro, temos as seguintes

equacoes
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O

O método de Runge-Kutta pode também ser de ordem 3 ou superior contendo trés ou

mais estagios consequentemente, sendo o de ordem 4 o mais utilizado.

1.1.3 Meétodo de Runge-Kutta de Ordem 4

Diferente do algoritmo de ordem 2, o método de Runge-Kutta de ordem 4 é muito mais
comum no meio cientifico para trabalhar com PVIs do tipo pois, por se tratar de uma
ordem maior, existem mais processos a serem realizados no caminho de convergéncia
para a solucao aproximada, e com isso temos um ganho de precisao e velocidade de

convergéncia. Por conta disso, esse método é muito mais utilizado e consiste na seguinte

equagao:
1
onde
Kl—hf )

(t,
(
=hf(t+ 3 1h T+ 1K2)
Aqui nao realizaremos a demonstracao deste método, pois se trata de um longo pro-

cesso que nao caberia no tempo de planejamento deste trabalho, entretanto a mesma pode

ser encontrada na referéncia [3].
1.1.4 Aplicagao

Para exemplificar a diferenca de precisao entre os dois métodos, realizaremos uma
implementagao deles na linguagem de programacgao denominada Python, de modo a apro-

ximar um resultado para x(2) partindo do seguinte PVI, com um passo de 0, 01:

l:1 2 t3
{x +x°+ 7 (1.13)

(1) =—4
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Aplicagao Runge-Kutta de Ordem 2

#Definicdo da funcdo
def f(t, x):

return 1 + x**2 + t**3

#Condig¢do inicial z(a)
x = -4

#numero de passos

n = 100

#intervalo de integracgdo

a=1

b=2
#Passo

h = (b-a)/n

#Aplicagcdo do Runge-Kutta de Ordem 2 iniciando em t = a e
#integrando n vezes para obter uma solugdo aproximada de x(b)
t =a

for k in range(O,n):

ki =h * f(t, %)
k2 =h* f(t + (h / 2), x + (k1 / 2))
x =x + (1/2)*(k1 + k2)
t = a + ((k+1)*h)
print(x)

Ao término das integragoes do codigo acima obtém-se que z(2) ~ 4,3004174.

Aplicagao Runge-Kutta de Ordem 4

Se substituirmos no codigo anterior o lago descrito dentro do for pelo laco a seguir,
obteremos entao um coédigo para solucionar o PVIatravés do método de Runge-Kutta
de ordem 4 e entao poderemos comparar os resultados obtidos ao utilizar os mesmos

parametros para as duas variagoes do método.

#Aplicacdo do Runge-Kutta de Ordem 4 inictiando em t = a e
#integrando n vezes para obter uma solugdo aproximada de x(b)
t =a

for k in range(O,n):
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ki =h * £f(t, %)
k2 =h * f(t + (h / 2), x + (k1 / 2))
k3 =h * f(t + (h/ 2), x+ (k2 / 2))
k4 = h * £f(t + h, x + k3)
x = x + (1/6)*(kl + (2xk2) + (2%k3) + k4)
t = a + ((k+1)*h)
print (x)

Feita a alteracdo, obtém-se que x(2) ~ 4,3712208. Para fins de parametros de com-
paragao adotaremos x(2) ~ 4, 371221866 como sendo uma aproximagao mais precisa com
relacao & solugao exata, que pode ser verificada por meio de uma anéalise mais aprofun-
dada do PVI, entretanto a intencao aqui é apenas mostrar a diferenca de precisao entre
os dois métodos apresentados anteriormente perante um resultado mais proximo do ideal.

Temos entao os seguintes valores:

R-K 22 Ordem R-K 42 Ordem Aprox. Precisa
2(2) ~ 4,3004174 2(2) ~ 4, 3712208 2(2) ~ 4, 371221866

Analisando os resultados obtidos e comparando com o valor mais preciso podemos
claramente observar que o método de ordem 4 ¢ muito mais preciso que o de ordem 2,
para melhor visualizar a diferenca vejamos o erro relativo de cada um com relacao ao

valor de maior precisao:

Erro R-K 22 Ordem Erro R-K 42 Ordem
~ 7,08 x 1072 ~ 1,066 x 1076

Com isso temos a garantia de que utilizar o método de ordem 4 nos beneficiara com
maior precisao e consequentemente maior velocidade de convergéncia, ou seja, serd preciso

menos integragoes para obter um resultado de maior relevancia de precisao.






Capitulo 2

Verificacao Por Solucao Manufaturada

Para verificarmos se o método numérico foi devidamente configurado e nao contém
erros de digitacao ou erros de logica, utilizaremos uma estratégia de depuracao, que utiliza
aproximacoes de erro para diferentes passos de integracao do método em questao, aplicado
a um problema que tenha solu¢do exata conhecida z(t). Essa estratégia ¢ denominada

verificagao por solu¢ao manufaturada.

Se tomarmos, por exemplo, um passo h e um instante de tempo t = t; fixo, devemos

entdo calcular as solugoes numéricas n(ts, h) e n (t £ %), ou seja, para o instante de tempo

R
2

os erros podem ser modelados com a seguinte aproximagao

ts aplicaremos os passos h e 3 no codigo em questao. Se h for suficientemente pequeno,

|e<tf7h)’ = |77(tf7h) - x(tf> ~ |C(tf)‘|hp’7 (2'1>

() 1= (105) ~ sl = ol () 22)

de modo que C,) ¢ uma constante com relagao a h, mas pode depender de t7, sendo que

p representa a ordem indicada pelo método que esta sendo utilizado, ou seja, como neste
trabalho abordamos os métodos de Runge-Kutta de ordens 2 e 4, entao para o cédigo de

cada um deles o valor de p deve ser aproximadamente 2 e 4, respectivamente.

Vale ressaltar que o problema escolhido para fazer a verificacao deve ter solugao com
numero de derivadas superior & ordem do método. Considerando que temos a solucao
exata x(t), para t = t; na equagéo desejamos entao nos certificar de que a ordem do
método configurado tem a ordem prevista em teoria. Para isso, é preciso determinar os
valores n(ts, h) en (t £ %), utilizando os passos h e %, respectivamente, sendo h > 0. Feito

isso, temos que o valor da razao entre[2.1] e[2.2| representara o seguinte:

Cieph?
C(tf) (%)p

Nty h) —x(ty)
n(tr, %) — x(ty)

~
~

= 2", (2.3)
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ou seja,

p = log,

( n(ty.h) — x(ty) ) ‘ | 2.4

n(tr,5) — x(ty)

Ao aplicarmos esse método sucessivamente para passos de integragao progressivamente
menores, obteremos através da equagao uma sequéncia pi, P2, P3, P4, ..., qUE CONVerge
para o valor de p previsto na ordem do método numérico utilizado. Isso acontecera
somente se a implementacao do método tiver sido realizada corretamente e se o problema

utilizado tiver solucao suficientemente diferenciavel.

Como afirmado na referéncia [§], é de suma importancia que sejam realizados proce-
dimentos de verificacao por solucao manufaturada, pois faz parte das boas préticas de
um bom programador ao aplicar um método numérico, buscando solucionar algum pro-
blema em questao. Usualmente esse procedimento deve ser realizado para vérias solugoes

manufaturadas de complexidade variada.

2.1 Depuracao do Método de Runge-Kutta de 22 e 42
Ordem

No capitulo anterior apresentamos dois codigos configurados em Python e realizamos
uma comparacao de suas precisoes utilizando o mesmo passo h, entretanto, surge o ques-
tionamento: Como confiar que tudo foi corretamente configurado e que os resultados
apresentados de fato justificam a escolha do método de 4* ordem? Para isso, utilizamos
a depuracao por solucao manufaturada para ter a garantia de que tudo havia sido feito
corretamente. Antes de apresentarmos os cédigos depurados e os resultados aproximados
obtidos, descreveremos como foi feita a escolha da funcao g(t), que sera inserida no codigo

para que a depuragao seja feita de forma precisa.

Primeiro escolhemos a seguinte soluc¢do exata para x(t)

x(t) = %let. (2.5)

Em seguida, buscaremos descobrir quem é g(t) (termo for¢ante), de modo que a solugao

exata [2.5]seja solugdo de

=1 2443 t
{m + 22+ +g()’ (26)

z(l) = —4
substituindo no sistemae chamando %4 de C, obteremos que

(Cet) =14 (Ce')? + 13 + g(t) <=
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g(t) = —1—C%* +Ce' — 1*. (2.7)

2.1.1 Depuracao do Runge-Kutta de Ordem 2

Dadas as defini¢coes descritas anteriormente, configuramos o codigo a seguir para o
método R-K de ordem 2 e coletamos os dados referentes a cada erro relacionado ao
numero escolhido de passos que, por sua vez, comegamos com um valor baixo e fomos
dobrando até que obtivéssemos a convergéncia dos valores da ordem aproximada para a

ordem do método em questao.

import numpy as np
# Definicdo da funcdo g(t) tal que z(t) tem a solugdo exata escolhida
C = -4/(np.exp(1))
def g(t):
return Cxnp.exp(t) - 1 - (C**2)*np.exp(2*t) - t**3

# Definicdo da fungdo do PVI
def f(t, x):

return 1 + x**2 + t**3

# CondigGo inictal z(a)

= -4

™

numero de passos que deve ser dobrado a cada integragdo
até que se observe a convergéncia do erro tender a 0

e a ordem tender a ordem do método que estd sendo aplicado
= 12

B ow W oW

# Intervalo de integracdo

a=1

b=2

# Passo

h=(0®-2a /n

# Aplicacdo do Runge-Kutta de Ordem 2 utilizando a funcdo g(t)
# para calcular a solugdo manufaturada, iniciando em t = a e

# integrando n wvezes para obter o walor do erro de aproximagdo,
# ao realizar a diferenca entre a solugdo aproximada de z(t)
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Tabela 2.1: Depuracao por solucao manufaturada do algoritmo do R-K de 2% ordem.

Niamero de Passos (n) | Erro aproximado | Razao | log,(Razao)
2 80 x10 2|~ 10,00 ~ 3,32
24 ~80x 107 | ~ 5,30 ~ 2,41
48 “15%x 1073 |~ 4,70 ~ 2,93
96 —392% 107 | ~ 4,20 ~ 2,10
192 —76x107° | ~ 4,20 ~ 2,10
384 18 %1075 |~ 4,00 ~ 2,00
768 45 %1075 | ~ 4,00 ~ 2,00

# e a solugdo exata de g(t) mo print ao final do lago "for”
t =a
for k in range(O,n):
k1 =h * (£(t, x) + g(t))
k2 = h * (f(t + h, x + k1 ) + g(t+h))
x=x+ (1 /2) * (kl + k2)
t = a + ((k+1)*h)
print(x)
print(t)

print (x-C*np.exp(t))

A tabela foi construida a partir dos dados coletados a cada integragao do codigo
para um numero diferente de passos, onde indicamos os niumeros de passos (integragoes),
aproximagao do erro associado, a razao, calculada conforme descrito em [2.3]e suas res-
pectivas aproximagoes de ordem calculadas segundo a equagao 2.4

Como podemos observar na tabela a convergéncia para a ordem do método ocorreu
perfeitamente, o que indica que o método foi configurado corretamente ao ser realizada a

preparacao do algoritmo.

2.1.2 Depuracao do Runge-Kutta de Ordem 4

Para fazer a depuracao do algoritmo do método de R-K de 4® ordem, substituimos o
codigo apresentado a seguir no algoritmo anterior, na etapa equivalente a configuracao
do método de ordem 2, e da mesma forma, realizamos as altera¢oes no valor nimero de

passos para obter as aproximagoes dos erros.

# Aplicacdo do Runge-Kutta de Ordem 4 utilizando a funcdo g(t)
# para calcular a solugdo manufaturada, iniciando em t = a e
# integrando n vezes para obter o walor do erro de aproximagdo,
# ao realizar a diferenca entre a solugdo aproximada de z(t)

# e a solugdo exata de g(t) mo print ao final do lago "for”
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Tabela 2.2: Depuracao por solucao manufaturada do algoritmo do R-K de 4* ordem.

Ntamero de Passos (n) | Erro aproximado | Razao | log,(Razao)
B T53x10 % | ~24.00 ~ 150
24 —22x 1074 | ~ 18,33 ~ 4,20
48 —12x107° | ~ 1846 ~ 4,20
96 —6,5 x 1077 | ~ 16,66 ~ 4,05
192 —39%x 108 | ~ 16,25 ~ 4,02
384 24 %1079 | ~ 16,00 ~ 4,00
768 —1,5 x 1071 | =~ 16,00 ~ 4,00

for k in range(O,n):
ki = h * (£(t, x) + g(t))
k2 =h *x (¢t + (h/ 2), x+ (k1 / 2)) + gt +h/ 2)))
k3 =h * ((f(t + (h / 2), x+ (k2 / 2)) + g(t + h / 2)))
k4 = h * (f(t + h, x + k3) + g(t + h))

x + (1/6)*(kl + (2%¥k2) + (2%k3) + k4)

a + ((k+1)*h)

X

t

print(x)
print(t)
print (x-C*np.exp(t))

A tabela assim como a anterior, foi construida a partir dos dados coletados a cada
integracao do codigo para um nimero de passos diferente, onde indicamos os ntmeros de
passos e suas respectivas aproximagoes de ordem.

Como podemos observar, a convergéncia para a ordem do método ocorreu perfeita-
mente, o que indica que o método foi configurado corretamente ao ser realizada a prepa-

racao do algoritmo.
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Capitulo 3

Relacao de Forca Entre Dois Corpos no

Espaco

Neste capitulo vamos supor que dois corpos de massas my e mqy se encontram no espago
tridimensional, e cada um tem uma velocidade inicial arbitraria. Considerando que seus
movimentos sao regidos pela Lei da Gravitagao Universal e que estao em um sistema

inercial.

mi

ra-11

g

Figura 3.1: Posicoes das Massas m; e my.

Portanto, para obter a relacao de forca do problema de dois corpos, necessitaremos
de uma sequéncia de mudangas de coordenadas. Iniciaremos com um sistema inercial

arbitrario no qual um vetor r qualquer pode ser descrito da seguinte forma:

r =&+ i+ (¢, (3.1)

onde &, 1 e  sao os vetores unitarios do sistema escolhido e &, n e  representam a posi¢ao
de um objeto qualquer. Sendo assim, os vetores r; e ry representarao a posicao das massas

my e My, respectivamente. Conforme a ﬁgura [1].
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Partindo agora da segunda Lei de Newton em sua forma vetorial:

d’r
F=m— 3.2
chamaremos de Fi5 a forca gravitacional exercida sob m; devido a& ms e de Fy; a forca

gravitacional exercida sob msy devido a my, onde

Fio = K2mymy —2—— 1 (3.3)

\ r, — 1

rp—Io
Fo, = —k*mymy——m8—. 3.4
21 1 2|r2—r1|3 (3.4)

Vale ressaltar que a diferenca de sinais entre as forgas Fi5 e Fo; remetem ao sentido em
que estao sendo exercidas.

Afim de compreender melhor o funcionamento das equagoes que descrevem as relacoes
de forga no espago e compor um primeiro esbog¢o de um cédigo que sera melhor trabalhado
posteriormente com dados reais, desenvolvemos um cédigo com dados genéricos, de modo
que pudéssemos obter algum desenho orbital, averiguando se o método de desenvolvimento
das relagoes de forga havia sido configurado corretamente. O mesmo sera explicado no
capitulo a seguir, ao final da modelagem do problema Sol-Terra-Lua, nas equag’()esa
4.12

import numpy as np
import matplotlib.pyplot
import matplotlib.pyplot as plt

#x[0], z[1] e xz[2] posigdGo do corpo 1, coordenadas z, Yy, z Tespectivamente
#x[3], z[4] e z[5] posicdo do corpo 2, coordenadas xz, Yy, z respectivamente
#x[6], x[7] e z[8] veloctidade do corpo 1, coordenadas z, Yy, z respectivamente

#x[9], x[10] e z[11] Velocidade do corpo 2, coordenadas xz, Yy, 2z respectivamente

kq = 3.5 #Constante k* da lei da gravitacdo escolhida de forma arbitrdria
ml = 1 #Massa do corpo 1
m2 = 2 #Massa do corpo 2

# condigcdo imicial dos objetos genéricos
x = np.array([-1,0,0,1,0,0,0,-2,0,0,1,0])

#composi¢cdo das equagdes de forga de dois objetos mo espago
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def
d3

6
7
£8
9
f1
f1

re

f(t, x):
(np.sqrt ((x[0]-x[3])**2 + (x[1] - x[4])**2 + (x[2] - x[5])#*%2))**3

kq*m2* (x[3] - x[0])/d3

kq*m2+*(x[4] - x[1])/d3

kq*m2+*(x[6] - x[2])/d3

~kg*m1*(x[3] - x[0])/d3

0 = -kqg*ml*(x[4] - x[1])/d3

1 = -kg*ml*(x[5] - x[2])/d3

turn np.array([x[6], x[7], x[8], x[9], x[10], x[11],
f6, f7, £8, f9, f10, f11])

#Condigcdes iniciais do método R-K

(S = S © SV
Il I Il Il

#Cre

1000 #numero de passos

0 #inicio do intervalo de integragdo
50 #fim do intervalo de integracgdo
(b-a)/n  #Passo

a #Vartavel de tempo

acdo da matriz de vetores, onde cada linha rTeceberd as posig¢des calculadas

v=np.zeros((n+1,12))

#Insercdo das condigbes iniciais na primeira linha do wvetor

v[O0,

1] = x

#Método de Runge-Kutta de 42 ordem

for

#2D

k in range(0,n):

ki =h * £(t, x)

k2 = h* f(t + (h / 2), x + (k1 / 2))

k3 =h * f(t + (h / 2), x + (k2 / 2))

k4 =h * £f(t + h, x + k3)

#Composig¢do dos K_{t1}s para estimar a prozima posig¢do dos objetos
x = x + (1/6)*(kl + (2xk2) + (2%k3) + k4)

t = a + ((k+1)*h) #Avanco no tempo

*

vik+1,:] = x #Registro da nova posicdo dos objetos

matplotlib.pyplot.plot(v[:, 0], v[:, 1])
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matplotlib.pyplot.plot(v([:, 3], v[:, 4])
plt.axis('equal')
matplotlib.pyplot.show()

Como resultado deste codigo, obtivemos as imagense que mostram o movimento
entre os dois corpos genéricos descritos no codigo. E possivel observar que os dois orbitam
um centro de massa associado as massas de ambos. Vale destacar, que na imagem
adicionamos apenas uma velocidade no eixo Z, para ilustrar qual seria o real movimento
dos corpos no espacgo ao longo do tempo. Tendo tudo isso em vista, comprovamos assim,
que o c6digo desenvolvido cumpriu com o objetivo de testar o funcionamento das equagoes
de relagao de forca e também de testar a estrutura do cédigo. Deste modo, no proximo

capitulo adaptaremos o algoritimo para trabalhar com uma modelagem real.

Figura 3.2: Sistema de dois corpos genéricos orbitando um centro de massa.
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— ml
— m2

Figura 3.3: Sistema de dois corpos genéricos orbitando um centro de massa com movi-

mento no espaco.
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Capitulo 4

Modelagem do Problema de 3 Corpos

Sol-Terra-Lua

Antes de modelarmos nosso problema Sol-Terra-Lua, temos que ajustar alguns para-
metros nas equagoes|3.3|e(3.4] apresentadas anteriormente, cujo desenvolvimento esta mais
detalhado na referéncia [5]. Nelas encontramos a constante k2, que na fisica é equivalente

a constante gravitacional G' que, por sua vez, equivale a 6,673 x 10~ "m?/(kg - s?).

Uma outra consideragao a ser realizada é a de que o Sol seré colocado como o centro
do sistema, uma vez que sua massa é muito superior as massas da Terra e da Lua, sendo
assim, ele sera o referencial inercial do sistema, deste modo reduzimos o problema de trés
corpos a um problema de dois corpos, que pode ser mais facilmente solucionado. Para
facilitar, consideraremos que a Terra e a Lua serao massas pontuais. A figura a seguir

ilustra o sistema.

Lua

Ts1, Terra

€3

Sol

Y

€2

Figura 4.1: Configuracao do sistema Sol, Terra, Lua, [7].
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Utilizando os subindices S, T e L, para fazer referéncia ao Sol, Terra e Lua, respec-
tivamente, descreveremos a seguir as relagoes de for¢a que agem sob cada corpo a partir

do que foi descrito em e

A forga exercida pelo Sol sob a Terra é dada por

M,
FST = —G%I‘ST. (41)
st

A forca exercida pelo Sol sob a Lua é dada por

mp Mg

FSL = -G rsr. (42)

rer
A forca exercida pela Terra sob a Lua é dada por

FTL == _GerL- (43)
"'TL

E por fim, a forga exercida pela Lua sob a Terra é dada por

FLT = _GerT = _FTL- (44)
Lo

Onde mr, my, e Mg representam as massas da Terra, Lua e Sol, respectivamente, as
componentes rsr, r'sr, 'ty € Ty representam os vetores Sol-Terra, Sol-Lua, Terra-Lua
e Lua-Terra (conforme apresentado na figura , de modo que os denominadores das
fracoes representam o modulo de cada um desses vetores, por isso nao estao com o termo

r em destaque.
Relacionando as equacoes apresentadas com a equagcao de forga desenvolvida por New-
ton e aplicando o principio da superposicao de forcas, que segundo descrito na referéncia
[2], nos permite calcular a forga total a que uma particula estd submetida, através da

soma vetorial das forcas que todas as demais particulas exercem sobre ela. Sendo assim,

obtemos o seguinte sistema:

mr Mg mrmy,
mr -ar = =G 3 rsT — G 3 rLT
ST LT
mp Mg mrmy
mp-a, =—G 3 rs, — G s
SL TL

onde ar e ay, representam a aceleracao da Terra e da Lua. Reescrevendo a equacao acima,

temos que
N _Igy _ mprpr
dt? r'r = GMS T%T Mg riT (4 5)
d? _ _rsp _ mrrrp )
it = GM; 7~5§L Ms 2.,

Seja r; o vetor tridimensional dado por:

3
r, = E xij . €j7
=1



4. Modelagem do Problema de 3 Corpos Sol-Terra-Lua 23

ou seja, r; representa todos os vetores posicao relacionados ao sistema Terra, Lua e Sol,
que por sua vez, a partir de agora, usaremos os indices 1, 2 e 3, respectivamente, para
melhor descrever suas representagoes no algoritmo que apresentaremos posteriormente. A
componente €;, representa os eixos ortonormais do sistema tridimensional e a componente
x;; representa os parametros das coordenadas em cada eixo do sistema.

Buscando evitar trabalhar com ntimeros muito grandes, realizaremos um processo
chamado de adimensionaliza¢ao, que consiste em escolher um parametro base e em seguida
o relacionar aos demais parametros semelhantes a ele, ou seja, no nossos caso realizaremos
duas adimensionalizagoes diferentes, uma em relacao a distancia Sol-Terra e a outra sera a
adimensionalizagao do tempo, que consistird em normalizar as constantes que aparecerao
nas equagoes que serao desenvolvidas a seguir.

Vamos agora introduzir os parametros reais R e t’ que serao usados na adimensiona-
lizagdo. Sejam

= Ry (4.6)
t=1-1
onde R é escolhido como o raio médio entre o Sol e a Terra em metros. O valor de ¢’ em
segundos, é escolhido de acordo com a equagao“ 4.8] Assim, u;; sao as novas coordenadas
computacionais adimensionais e ¢ o tempo computacional adimensional. Tudo isso dito,

podemos reescrever as equagoes presentes em [£.5]da seguinte forma

12 G Mg o (wij — ug;)
1§ = Cs gy Z AR
£ dt> =1 T R k=1, j=1 MS Zl 1 (wi = up)? ) ’

ki

onde k, é conjunto de todos os corpos presentes no problema e ¢ é o conjunto dos corpos
que estao sob a agao das forcas aplicadas, logo ¢ = 1,2, uma vez que o Sol, representado
pelo indice 3, foi escolhido como centro do sistema e, por sua vez, nao consideraremos as
influéncias por ele sofridas, pois sao minimas e isso apenas dificultaria a modelagem.

Nas equacoes anteriores, realizamos o processo de adimensionalizacao das distancias
conforme fora descrito, agora, para garantir que toda a equacao seja adimensionalizada,
t' seré escolhido de modo que a constante que multiplica a equacao seja normalizada,
logo

R3

t =
GMg’

(4.8)

sendo assim a equagéo assumira a forma

3

d’ (wy —ung) o
a2 ZZ Ms (0 (g —u)2)? ) o

Jj=1 k 1 j=i

Agora realizaremos o processo de redugao de ordem do problema modelado. Desta

forma simplificaremos a preparacao do algoritmo que sera apresentado em breve. Inicia-
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remos a partir da seguinte defini¢ao
Tijo = Uij
{ o (4.10)
Tij1l = g Wij,
onde z;;p representa a posi¢ao dos objetos modelados e x;j; a velocidade, sendo ela a
primeira derivada da posi¢ao. Substituindo em obtemos que
d 3 ~ 3 ~
LD o1 Tijo € = D5 Tij1 * €

d 3 ~ 3 3 M, (2350 —kj0) ~ )

< E T €5 = § =1 E L Lk ey
=11 J ) = M J

dt = ki S (S (@io—ri0)?) 3

(4.11)

onde ¢ = 1, 2 totalizando um sistema de 12 equagoes escalares.
Por fim, podemos reescrever o sistema|4.11} de modo que em suma, descreve os movi-

mentos da Terra e da Lua através das seguintes EDOs de primeira ordem

(

~

d 3 3

LD =10 € = D i Tij1 €
d 3 ~ 3 .
LD =1 D201 €5 = D5y Taj1+ €

d 3 ~ 3 3 M (z150—Tkjo0) ~ 4.12
at Zj:1 T1 € = Zk:Q Zj:l (—Mg(z?l(zio_’;;o)z)g . ej> ( )

d 23 ~ 3 3 M, (T2j0—kj0) ~

AN e =R Y (M .
=1 J J ) =1 7 )

dt 1 k#£2 Ms (53, (za0-2110)2) 2

\

onde as fungoes x1;5(t) € z25(t) sdo referentes aos corpos Terra e Lua respectivamente.

4.1 Implementacao do Problema em Python

Cada vez mais a programacao numérica vem se tornando nao s6 uma grande aliada,
mas essencial para a exploragao espacial e para a compreensao do desenvolvimento do
universo e consequentemente do nosso sistema solar

Combinando as informagoes apresentadas até o momento, adaptamos uma simulacao
encontrada na referéncia |7], para a estrutura do algoritmo que viemos desenvolvendo
durante todo o trabalho. Utilizando o método de Runge-Kutta de ordem 4 que foi de-
purado via solugao manufaturada e utilizando o algoritmo desenvolvido para o problema
de dois corpos genéricos. Esse codigo, possivelmente pode ser melhor otimizado no caso
de desejar uma abordagem cientifica mais precisa, entretanto para os fins desse trabalho
esta sob medida, buscamos detalhar cada passo nele presente através de comentarios, para

deixa-lo o mais didatico possivel, o mesmo ainda pode ser acessado através da referéncia

[6].

import numpy as np

import matplotlib.pyplot
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import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

# m~3/(kg*s~2) é a constante gravitacional
G = 6.673%10**(-11)

#Terra/Lua/Sol em quilogramas

ml = 5.9724x10%x24 #terra

m2 = 0.07346%x10%*x24 #lua

m3 = 1.98892%x10%*30 #sol

R = 1.4709%10*x11 #Ra<o Terra mo periélio

V = 30.29 *10%*3 #Velocidade da terra no periélzo
Rm = 1.496%10*x11 #Raio médzo Sol-Terra

Vm = 29.78%10%*3  #Velocidade média da trajetoria

RL = R + 0.3633%10%*x9  #Raro da Lua mo perigeu

VL = V + 1.076%10%%3 #Velocidade da Lua mo perigeu
Rml = Rm + 0.3633*10%*9 #Raio médio Sol-Lua

Vml = 1.02207*10%%3 #Velocidade média da trajetoria

#4dimensionalizagdo das distdnctas com relacdo a distancia Terra-Sol
Rt = R/Rm  #Raio Sol-Terra

Vt = V/Vm  #Velocidade Terra
Rl = RL/Rm #Raio Sol-Lua
V1 = VL/Vm #Velocidade Lua

#Admensionalizagdo do tempo

A= 1 #Ano

As = 31536000 #1 ano em segundos

Tmet = np.sqrt((Rm**3)/(Gxm3)) #Tempo métrico

Tcomp = As/Tmet #Tempo computacional / mormal izado
Ti = 0 #Tempo inicial

Tf = AxTcomp #Tempo final

dt = 1000 #intervalo dt em segqundos

n = int (A*As/dt) #Numero de divisdes

#Condigdes iniciats
x = np.array([Rt,0,0,R1,0,0,0,Vt,0,0,V1,0.0033])
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#x[0], z[1] e z[2] posigdo da Terra, coordenadas xz, Yy, z respectivamente
#x[3], z[4] e x[5] posigGo da Lua, coordenadas x, y, z respectivamente
#z[6], z[7] e z[8] velocidade da Terra, coordenadas z, Yy, z respectivamente

#x[9], x[10] e z[11] Velocidade da Lua, coordenadas x, Yy, z respectivamente

#Constantes das Equacdes
Cl = m2/m3 #Constante das equagdes da Lua

C2 = m1/m3 #Constante das equagbes da Terra

#Func¢do das relagbes de forca entre os objetos

def f(t, x):
d3 = (np.sqrt(( x[0]- =x[3])*x2 + (x[1] - x[4])**2 + (x[2] - x[B5])**2) )**3
dt3 = (np.sqrt((x[0])**2 + (x[11)**2 + (x[2])**2))**3
d13 = (np.sqrt((x[3])**2 + (x[4])**2 + (x[5])**2))**3

Il

#Movimento da Terra

f6 = ((-x[0])/dt3) - Cix(x[0] - x[3])/ d3
£7 = ((-x[11)/dt3) - Cix(x[1] - x[4])/ d3
£8 = ((-x[2])/dt3) - Cix(x[2] - x[5])/ d3

#movimento da Lua

f9 = ((-x[3])/d13)
£10 = ((-x[4]1)/d13)
f11 = ((-x[51)/d13)

C2x(x[3] - x[0])/ d3
C2+(x[4] - x[1])/ d3
C2+(x[5] - x[2])/ d3

return np.array([x[6], x[7], x[8], x[9], x[10], x[11], f6, f7, £8, f9, f10, f11])

#Vetor u que receberd as novas postigdes calculadas no método R-K

#Crtacdo da matriz de vetores, onde cada linha Teceberd as posigdes calculadas
u=np.zeros((n+1,12))

#Insergcdo das condigdes iniciais na primeira linha do vetor u

ul0, :] =x

#Condigcdes iniciais do método R-K
a=Ti #Condigdo do tempo
t =a #Variavel de tempo

h = (Tf-Ti)/n #Passo de integracgdo
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#Método de Runge-Kutta de 42 ordem

for k in range(O,n):
k1l =h * f(t, x)
k2 =h *x f(t + (h / 2), x + (k1 / 2))
k3 =h *x f(t + (h/ 2), x + (k2 / 2))
k4 = h x £(t + h, x + k3)

#Composig¢do dos K_{t1}s para estimar a prozima posig¢do da Terra e da Lua

x = x + (1/6)*(kl + (2xk2) + (2%k3) + k4)
t = a + ((k+1)*h) #Avanco no tempo
ulk+1,:] = x #Registro da nova posig¢do da Terra e da Lua

#Funcdo para plotagem das orbitas

def plot(titulo, X, Y, planeta):

plt.figure(titulo)

plt.plot(X , Y, label = titulo)
plt.xlabel( r' $x_{%s}$'/planeta )
plt.ylabel( r' $y_{%s}$'/planeta )
plt.grid()

plt.legend (loc = 1)

plot( u'Orbita da Terra 2D' ,ul:, 0], ul:, 11, 'T' )
plot( u'Orbita da Lua 2D' ,ul:, 3] - ul:, 0], ul:, 4]-ul:,1], 'L_R" )
fig = plt.figure()

#composicdao 3D das orbitas da terra e da Lua

ax = Axes3D(fig)

ax.plot(ul:, 0], ul:, 1],ul:, 2],'b-',label='Terra')
ax.plot(ul:, 3], ul:, 4],ul:, 5],'g-"',label="'Lua')
ax.legend()

ax.set_xlabel('X")

ax.set_ylabel('Y")

ax.set_zlabel('Z")

plt.show()
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4.1.1 Resultados obtidos

Apo6s rodar o codigo, ele nos apresentou as seguintes imagens das orbitas da Terra e
da Lua no plano e também de casos diferentes da composicao das duas 6rbitas no espaco,

com variacoes no tempo orbital.

1.00 - —— Orbita da Terra 2D

0.75 1

0.50 1

0.25 1

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 1

—1.00 1

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
XT

Figura 4.2: Orbita da Terra adimensionalizada [7).

As imagens e sao referentes a orbita da Lua adimensionalizada. A intencao
de apresenta-las é mostrar que a orbita da lua, assim como as de todos outros objetos
celestes, tem suas variacoes ao longo do tempo, podendo ser mais ou menos evidente.
Como o periodo orbital da Lua é de 27 dias, quando olhamos seu movimento ao longo de
1 ano completo, nota-se uma variagao conforme a apresentada na imagem (4.4

As imagens [£.5] e[4.6] nos mostram a combinagao dos movimentos da Lua e da Terra
no espago, nelas é possivel notar com mais evidencia que a Lua nao estd no mesmo plano
em que a terra e o sol. E importante observar também, que por conta dessa evidenciacao,
o movimento da lua no eixo Z nao esta em escala. Observando mais atentamente, outro
fator que podemos notar, é de que a 6rbita da Terra sofre uma leve variagao no espago
por consequéncia desse movimento da Lua, uma vez que, os dois objetos orbitam o centro
de massa do sistema Terra-Lua, e ele por sua vez, esta levemente deslocado do centro de
massa da Terra.

Por fim, a imagem [£.7]apresenta um outro evento interessante, onde claramente pode-
mos observar que o movimento da Lua no espaco, para periodos maiores que do que 1 ano,

nao segue o mesmo trajeto, havendo assim uma pequena variagao de um ano para outro.
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—— Orbita da Lua 2D

0.002 A

0.001 ~

< 0.000 -

—0.001 A1

—0.002 A1

~0.002  —0.001 0.000 0.001 0.002

XLR

Figura 4.3: Orbita da Lua adimensionalizada [7].

—— Orbita da Lua 2D

0.002 A

0.001 A

S 0.000 -

—0.001 A1

—0.002 A1

—0.002 —0.001 0.000 0.001 0.002

XLg

Figura 4.4: Orbita da Lua adimensionalizada: Periodo de 1 ano.
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— Terra
— Lua

[0.0002

10.0001

0.0000

F0.0001

-1.00

-0.75
~1.00

Figura 4.5: Composigao tridimensional das érbitas da Terra e da Lua adimensionalizadas

.

— Terra
— Lua

0.2

0.4 X

0.0 0.2

Figura 4.6: Composicao tridimensional das 6rbitas da Terra e da Lua adimensionalizadas:

Periodo de 3 meses.
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Figura 4.7: Composicao tridimensional das érbitas da Terra e da Lua adimensionalizadas:
Periodo de 3 anos.

0.0002 -

0.0001 -

0.0000 A

—0.0001 A1

—0.0002 A1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
t

Figura 4.8: Variacao na amplitude da coordenada Z da Lua: Periodo de 3 anos.
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0.0002 1

0.0001 A

0.0000 1

—0.0001 1

—0.0002 1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.9: Periodo de variacao na amplitude da coordenada Z da Lua: 6 meses

De modo complementar, na imagem observamos que a amplitude do movimento da
lua no eixo Z, sofre uma variagao peridédica, porém se observarmos a imagem Veremos
que o periodo é menor do que meio ano, sendo assim, isso ja implica no fato de a trajetoria
da Lua nao se repetir no periodo de 3 anos da imagem (4.7

Para uma analise um pouco mais detalhada das 6rbitas obtidas, recomenda-se a leitura
da referéncia [7], uma vez que o nosso foco era fazer a modelagem e apresentar uma

simulagao, faltando tempo habil para tal.
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Capitulo 5

Conclusao

O presente trabalho teve como intuito apresentar uma cadeia de métodos numéricos
que, computacionalmente, podem ser aplicados a modelagem de diversos problemas ma-
teméticos. Aqui em especial apresentamos aplicagoes voltadas para solugoes de PVIs,
tendo como foco principal a modelagem de problemas de dinamica orbital.

A principio, apresentamos o método de Runge-Kutta, que foi percursor em todas as
etapas de desenvolvimento deste trabalho, em especial o0 método de 4* ordem, sendo ele
responsavel por trazer a precisao necessaria para que a modelagem final pudesse ocorrer.

Para verificarmos se nossos algoritmos haviam sido configurados corretamente, apre-
sentamos o método de verificacao via solugao manufaturada, que apos as testagens a ordem
apresentada pelo algoritmo era equivalente a ordem do método configurado, garantindo
assim sua correta aplicagao.

Apo6s uma breve retomada da relagao de forcas entre dois corpos no espaco, realiza-
mos uma primeira configuracao do algoritmo que posteriormente seria adaptado para a
modelagem de um problema real. O intuito nesta etapa, foi justamente de entender como
montariamos a estrutura base e se a redugao de ordem do problema havia sido realizada
corretamente.

Por fim, adentramos na modelagem de um caso especifico de trés corpos na mecéanica
celeste, uma vez que nao existe ainda uma solucao geral de viavel aplicacao, deste modo
ap6s algumas consideragoes importantes, reduzimos o problema a um problema de dois
corpos, onde o Sol foi considerado o referencial inercial do sistema e as distancias foram
parametrizadas segundo a distancia Terra-Sol, fazendo o processo de adimensionalizacao,
o que nos faria trabalhar com nimeros pequenos. Da mesma forma parametrizamos o
tempo, para que este fosse o fator de adimensionalizacao das constantes, tornando por
fim o problema passivel de uma configuracao mais simples.

Concluimos entao a modelagem do problema de trés corpos, com um algoritmo que a
partir dos dados reais, adaptado da referéncia [7], que ao fim, nos apresenta o caminho das

orbitas da Terra e da Lua, tendo o Sol como referencial inercial. Deste modo, atingimos
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o objetivo principal deste trabalho, que era realizar aplicagoes numéricas a um problema

de dindmica orbital.
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