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RESUMO

ANDRADE, A. C. C. Extensoes do residuo quantilico. 2022. 129 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

Os modelos de regressdo possuem profunda importancia em andlises que t€m por objetivo
investigar a relagdo entre uma varidvel dependente e um conjunto de varidveis preditoras. A
analise de diagndstico é uma etapa fundamental na verificacdo do ajuste de um modelo de
regressao, cujos objetivos sdo identificar possiveis pontos discrepantes e/ou influentes e verificar
possiveis afastamentos das suposi¢cdes feitas para a modelagem. Nesse caso, é desejavel obter
residuos cuja distribuicdo seja bem aproximada pela distribuicio Normal padrao, visto que suas
propriedades e comportamento sdo conhecidos. O residuo quantilico é uma importante classe
de residuos com essa caracteristica, em que sua distribui¢ao € assintoticamente Normal padrao
quando os parametros do modelo sdo consistentemente estimados. Outro problema comum no
ambito da andlise de regressao abrange a sele¢ao de modelos, cujo intuito consiste em selecionar
o melhor modelo teérico dentre um conjunto de modelos candidatos. O objetivo desse trabalho
foi desenvolver extensdes do residuo quantilico, em aspectos de andlise diagndstica e selecao de
modelos. Para verificagdo da adequacao do modelo, introduz-se um residuo assintoticamente
Normal padrao distribuido, que pode ser usado para qualquer modelo de regressao circular-linear
paramétrico. Para deteccdo de possiveis pontos outliers, é proposta uma extensdao em modelos
de regressao beta inflacionados em dois e trés pontos, cuja distribui¢do caudal é semelhante
a distribui¢do Normal padrdo. Por fim, sdo introduzidos trés critérios de selecdo de modelos
por meio de testes de bondade do ajuste com o uso do residuo quantilico, em um contexto
especifico de selecdo da distribui¢do da varidvel resposta em modelos aditivos generalizados

para localizagdo, escala e forma (GAMLSS).

Palavras-chave: andlise de diagnéstico, regressdo beta inflacionada, regressdo circular, residuo

quantilico, sele¢cdo de modelos.






ABSTRACT

ANDRADE, A. C. C. Extensions of the quantile residual. 2022. 129 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

Regression models have profound importance in analyses that aim to investigate the relationship
between a dependent variable and a set of predictor variables. The diagnostic analysis is a
fundamental step in validating a regression model, whose objectives are to identify possible
discrepant and/or influential points and to verify possible deviations from the assumptions made
for modeling. In this case, it is desirable to obtain residuals whose distribution is close to
the standard Normal distribution, since their properties and behavior are known. The quantile
residual is an important class of residuals with this characteristic, where its distribution is
asymptotically standard Normal when the model parameters are consistently estimated. Another
common problem in regression analysis is model selection, which consists in selecting the best
theoretical model from a set of candidate models. The objective of this work is to develop
extensions of the quantile residuals, in aspects of diagnostic analysis and model selection. To
check the model fit, an asymptotically distributed standard Normal residual is introduced, which
can be used for any parametric circular-linear regression model. For the detection of possible
outliers, an extension is proposed on two and three-point inflated beta regression models, whose
tail distribution is similar to the standard Normal distribution. Finally, three model selection
criteria are introduced by testing goodness of fit using the quantile residuals in a specific context
of response variable distribution selection in generalized additive models for location, scale and
shape (GAMLSS).

Keywords: circular regression, diagnostic analysis, inflated beta regression, model selection,

quantile residuals.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os modelos de regressdo possuem profunda importancia em andlises que t€ém por objetivo
investigar a relacdo entre uma ou mais varidveis, denominadas dependentes, e outras, ditas
explicativas. Existem vdrias classes de modelos, que variam de acordo com as especificidades
de cada problema e conjunto de varidveis. Dessa forma, uma etapa importante na regressao
€ a andlise de diagndstico. Seus principais objetivos sdo identificar pontos discrepantes e/ou
influentes e verificar possiveis afastamentos das suposi¢des feitas para a modelagem. Para tal,

faz-se uso dos residuos gerados pelo modelo ajustado.

Os residuos sao fungdes de uma medida de afastamento de uma observagdo para seu
proprio valor ajustado. Isso posto, um grande desafio é encontrar residuos com propriedades e
comportamento conhecidos, o que facilita a interpretacdo dos graficos e as posteriores identi-
ficacdes de pontos influentes e/ou outliers no modelo. Para verificar a adequagao do modelo,
¢ desejdvel, por exemplo, usar residuos que sdo bem aproximados pela distribuicdo Normal

padrdo.

Diversos tipos de residuos foram propostos por alguns autores, como por exemplo os
residuos quantilicos (DUNN; SMYTH, 1996). Esta classe de residuos fundamenta-se no teorema
da inversa da funcdo distribuicdo acumulada, e tem distribui¢c@o assintoticamente Normal padrao
quando os pardmetros do modelo sdo consistentemente estimados. Feng, Sadeghpour e Li (2017)
estudaram o comportamento deste residuo no contexto de modelos lineares generalizados (MLG),
realizando a comparag¢do do mesmo com os residuos deviance e de Pearson. Sob os critérios
considerados pelos autores, observou-se que em situacdes de mé especificacdo do modelo e
em amostras finitas o residuo quantilico apresenta melhor desempenho que os demais. Pereira
(2019) mostrou que para os modelos de regressao beta, a distribui¢ao do residuo quantilico é
bem aproximada pela Normal padrao, mesmo em amostras pequenas. Lemonte e Moreno-Arenas
(2019) observaram o mesmo para o contexto dos modelos generalizados de Johnson Sg. Scudilio

e Pereira (2020) propuseram um ajuste aos residuos quantilicos em MLG, constatando que, na
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andlise de diagndstico, este residuo se sobressai ao residuo de Pearson padronizado e ao residuo

deviance padronizado.

Em alguns contextos, o residuo quantilico ndo € adequado para a conducao da anélise
de diagnéstico. Dessa forma, este trabalho propde extensdes para esta classe de residuos sob os

contextos da regressdo circular e regressdo inflacionada em dois ou trés pontos.

Primeiramente, considerou-se o contexto de dados circulares, em que as varidveis estao
definidas em um espaco limitado e fechado e, portanto, devem ser analisados conforme técnicas
apropriadas, geralmente distintas daquelas para dados em um espaco euclidiano usual (GOULD,
1969). Aproveitando a escassez de estudos no ambito da analise de diagndstico em modelo de
regressao circular (LIU et al., 2016), propde-se neste trabalho uma extensdo do residuo quantilico
para modelos de regressao circular, visto que as diferencas topoldgicas entre a reta real e o circulo
ndo permitem a utilizacdo da defini¢do de Dunn e Smyth (1996), sem que haja nenhuma corre¢do
ou adaptacdo. Para tal, considerou-se a classe de modelos de regressdo proposta por Fisher e Lee
(1992), cuja varidvel resposta possui distribui¢cdo von Mises. Além disso, foram propostas duas
extensoes para o modelo de Fisher e Lee, contemplando as distribui¢des sine-skewed von Mises

e wrapped Cauchy.

O segundo contexto abordado diz respeito as varidveis do tipo taxa ou propor¢ao, cujo
suporte da varidvel resposta possui dois ou trés pontos com massa de probabilidade positiva.
Neste caso, a distribuicdo beta ndo se faz pertinente. Ospina e Ferrari (2010) apresentaram uma
nova distribui¢do, denominada distribui¢c@o beta inflacionada, capaz de modelar varidveis com
probabilidade positiva de assumir valores em pelo menos um dos limites do intervalo (0, 1). Para
além deste cendrio, surgem ainda varidveis cujas observacoes nao podem assumir valores em
um determinado intervalo (0, c¢). Em tal caso, tem-se como proposta para o ajuste deste tipo de
varidvel, a distribuicdo beta inflacionada truncada, que consiste na mistura de uma distribui¢cdo
beta com suporte no intervalo (c, 1) e uma distribui¢ao trinomial que assume os valores 0, 1 e ¢
(PEREIRA; BOTTER; SANDOVAL, 2012).

Diante destas extensOes da distribui¢do beta, surgem os modelos de regressao beta
inflacionados (OSPINA; FERRARI, 2012) e beta inflacionados truncados (PEREIRA; BOTTER;
SANDOVAL, 2013). Na andlise de diagndstico destes modelos, € comum que se utilize o residuo
quantilico aleatorizado (DUNN; SMYTH, 1996), o que é ttil para verificar falhas na especificaciao
do modelo. No entanto, pode falhar para identificar outliers, conforme observado por Pereira et
al. (2020) no contexto dos modelos de regressao beta inflacionados em zero. O residuo quantilico
aleatorizado apresenta limitacdes na deteccao destes pontos cujos valores se aproximam da
componente discreta. O mesmo ocorre para os modelos beta inflacionados em dois e trés pontos.
Pereira et al. (2020) propuseram um residuo com boas propriedades para detec¢io outliers,
sobretudo quando néo sdo identificados pelo residuo quantilico aleatorizado. Neste trabalho, foi
introduzida uma generalizacdo do residuo desses autores, abrangendo os modelos de regressao

beta inflacionados em dois e trés pontos, mas que também pode ser facilmente estendida para
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mais pontos de inflacéo.

Além da andlise de diagnéstico, outro problema comum no ambito da andlise de regressao
consiste na selecdo de modelos. Na pratica, existem inimeros modelos tedricos que podem ser
ajustados, variando a distribui¢do da varidvel resposta, a quantidade de varidveis preditoras e a
funcao de ligacao, por exemplo. Em geral, ndo existe um modelo real que represente a relacao
entre a varidvel resposta e as preditoras. Portanto, é necessario utilizar de critérios de selecdo,

visando eleger o melhor modelo teérico dentre um conjunto de candidatos.

De um modo geral, os métodos para comparagdo de modelos podem ser divididos entre
abordagens baseadas na informacgdo e processos tradicionais baseados em testes de hipdteses
(LEWIS; BUTLER; GILBERT, 2011). Muitos trabalhos versam sobre o uso de critérios de
selecdo de modelos baseados em estatisticas de testes, porém se restringem ao problema de
selecdo de varidveis. Por outro lado, testes de qualidade do ajuste sdo propostos para avaliar
as premissas sobre a distribui¢cdo da varidvel dependente. Devido a propriedade do residuo
quantilico ser assintoticamente Normal padrao distribuido, quando os parametros do modelo
sdo consistentemente estimados, serdo introduzidos nesse trabalho trés critérios de selecao de
modelos por meio de testes de bondade do ajuste com o uso do residuo quantilico, avaliando o
desempenho relativo destes métodos em um contexto especifico de selecao da distribui¢cao da

varidvel resposta em modelos aditivos generalizados para localizacdo, escala e forma (GAMLSS).

1.1 Organizacao da tese

A tese esta organizada da seguinte forma. O Capitulo 2 introduz um residuo assinto-
ticamente Normal padrao distribuido, que pode ser usado para qualquer modelo de regressao
circular-linear paramétrico. Para avaliar o comportamento da distribui¢do de probabilidade do
residuo proposto em pequenas amostras, foram realizados estudos de simulacdo Monte Carlo.
Para estudar o comportamento desse residuo, dois modelos de regressao sdo introduzidos, e duas
aplicacdes sdo usadas para mostrar que o residuo proposto pode detectar erros de especificacao
nos modelos ajustados. O Capitulo 3 introduz a extensdo do residuo quantilico para detecgdo de
outliers em modelos de regressao beta inflacionados em dois e trés pontos. Sao realizados estudos
de simulagdo Monte Carlo a fim de comparar a distribuicdo desses residuos nas caudas com a
distribuicdo Normal padrao. O Capitulo 4 propde trés critérios de selecdo de modelos com o uso
do residuo quantilico, para sele¢iao da distribui¢ao da varidvel resposta em modelos GAMLSS.
Estudos de simulacdo Monte Carlo foram realizados com o intuito de comparar o desempenho
desses critérios a outros dois baseados na informa¢do. Com o objetivo de enfatizar a importancia
da anélise de diagndstico do modelo selecionado, foram consideradas duas aplicagdes. Por fim,

o Capitulo 5 apresenta as conclusdes dessa tese e sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO

RESIDUO QUANTILICO CIRCULAR

A regressao circular-linear € frequentemente utilizada para modelar a relagdo entre uma
variavel dependente circular e um conjunto de varidveis preditoras lineares. Para verificar a
adequacdo do modelo, é desejavel usar residuos que sao aproximadamente Normal padrao
distribuidos. Contudo, a maioria dos residuos usados em modelos de regressao circular nao
atendem esse requisito e sdo utilizados especialmente para identificacio de outliers. Outros
residuos sao limitados aos modelos de regressdo von Mises. Neste capitulo € introduzido um
residuo assintoticamente Normal padrao distribuido, que pode ser usado para qualquer modelo
de regressao circular-linear paramétrico. Estudos de simulacdo de Monte Carlo sugerem que
a distribuicdo deste residuo € bem aproximada pela distribuicdo Normal padrao mesmo em
pequenas amostras. Para estudar o comportamento desse residuo, dois modelos de regressao sao
introduzidos, e duas aplicacdes sdo usadas para mostrar que o residuo proposto pode detectar

erros de especificacdo nos modelos ajustados.

2.1 Introducao a dados circulares

Diversas dreas do conhecimento possuem interesse em fenomenos de natureza direcional
ou periddica, cujas observacdes - denominadas dados direcionais - sdo, na pratica, comumente

tratadas em espacos bi ou tridimensionais. Alguns exemplos frequentes sdo:

1. meteorologia: orientacdo do vento (LANG et al., 2020), horério que ocorrem tempestades;
2. oceanografia: direc@o de correntes marinhas;
3. geologia: orientagdo da magnetizacdo remanescente de uma rocha;

4. biologia: orientacdo das aves durante a migracdo, movimento dos animais em resposta a
estimulos (RODRIGUEZ; NUNEZ-ANTONIO; ESCARELA, 2020);



28 Capitulo 2. Residuo quantilico circular

5. medicina: hordrio de internacido na UTI de um determinado hospital, angulo das regides
dos olhos humanos (ABUZAID, 2020).

Medidas angulares bidimensionais podem ser geometricamente representadas por angulos
ou pontos sobre a circunferéncia de um circulo unitdrio, com relacio a uma direcdo zero (origem)
e um sentido de orientaco preestabelecidos. A vista disso, essas observagdes sdo também
chamadas de dados circulares. Analogamente, dire¢cdes em um espago de trés dimensdes podem
ser caracterizadas por meio de uma esfera unitdria, sendo entdo denominados como dados
esféricos. Para além dessas dimensdes, dados na forma angular podem ser configurados por
pontos sobre a superficie de uma hiperesfera. E valido ressaltar que ndo hd um consenso sobre a
escolha da direcao zero; frequentemente, para o caso circular, utiliza-se o sentido anti-horario

com origem no 0° ou —7.

Note que, tanto as superficies esféricas quanto as circunferéncias constituem espacos
limitados e fechados, cujo conceito de origem ndo € bem definido. Em decorréncia disso, dados
direcionais devem ser analisados conforme técnicas apropriadas, que, em geral, diferem da
andlise estatistica para dados na reta (GOULD, 1969). O uso de medidas lineares no contexto
direcional provoca, dentre outras desvantagens, respostas sensiveis a escolha da direcao zero
(MARDIA, 1972).

Considere, por exemplo, uma amostra de tamanho 2 mensurada com relagdo ao eixo
das abcissas, cujos ngulos observados sdo 15° e 345°. E intuitivo pensar que a direcdo média
esteja em torno do 0°, e que o desvio padrdo ndo seja muito alto, uma vez que as observagoes
sdo proximas entre si (como mostra a Figura 2.1(a)). Entretanto, nesse caso, a média aritmética
amostral equivale a 180°, e o desvio padriao amostral - calculado utilizando a definicdo ndo
viesada para dados em R” - a 233,34°, aproximadamente. Contudo, se o eixo das ordenadas
representar a dire¢do zero, os dados se tornam 285° e 255°, respectivamente (como visto na
Figura 2.1(b)). Nesse novo sistema de coordenadas, a média aritmética e o desvio padrdo
amostrais resultam em 270° e aproximadamente 21,21°, nessa ordem. Portanto, além de serem
medidas voléteis, observa-se por meio da Figura 2.1 que, a depender da origem escolhida, a
média aritmética ndo corresponde a uma medida de “centro”, assim como o desvio padrio

amostral (linear) ndo descreve o grau de dispersdao dos dados.

2.1.1 Notacao e representacoes graficas

Uma amostra de n dados circulares pode ser representada de diferentes formas, tais

como:

1. 61,...,6,,com 0; €T, Vj e {l,...,n}, em que I representa um arco de comprimento
27. Nesse contexto, 6; refere-se ao angulo entre o €ixo x € o j-ésimo ponto observado,

considerando o sentido anti-hordrio de rotacao.
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+Z - Média aritmética - - Média aritmética

Figura 2.1 — Posicdo correspondente a média aritmética, considerando como direcdo zero: o eixo das
abcissas (a) e o eixo das ordenadas (b).

2. (1,6y),...,(1,6y), utilizando coordenadas polares.
3. X1,...,X,, em que X; corresponde ao vetor unitrio X; = (cos 0;, sen BJ)T, Vjie{l,...,n}.
4. Zy,...,Z,, sendo Z; na forma de nimeros complexos, obtido por meio da férmula de Euler

Zj = ¢l9 =cosBj+isenB;,Vje{l,...,n}.

seng

0| cose 1

Figura 2.2 — Formas de representar um dado circular.

A Figura 2.2 exibe algumas das representacdes mencionadas anteriormente, considerando
uma amostra de tamanho n = 1. Note que o vetor unitario x = (cos 8, sen 8) corresponde ao
nimero Z = cos 8 +i sen 0 no plano complexo, bem como, ao angulo 8 mensurado com relagado

a origem e sentido anti-hordrio de rotagao.

A maneira mais simples e usual de representar graficamente uma amostra circular se da

por meio do grafico de dispersao no circulo, em que cada observagdo € vista como um ponto
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na circunferéncia do circulo unitdrio. A Figura 2.3(a) ilustra esse método para os dados da
Tabela 2.1, obtidos em Luschi et al. (2001). Os registros consistem nas diregoes resultantes de 10
tartarugas-verdes (Chelonia mydas), ao se moverem em direcao a sua ilha de Ascensdo. Nesse
experimento, estabeleceu-se como direcao zero o Norte (equivalente ao eixo das ordenadas) e

sentido horério de rotacdo.

Tabela 2.1 — Dire¢des resultantes da nidificacdo de 10 tartarugas-verdes.

20° 40° 285° 296° 296° 299° 303° 308° 314° 326°

(@)

Figura 2.3 — Diagrama de dispersdo circular (a) e rose diagram (b) para os dados da Tabela 2.1.

Alternativamente, pode-se utilizar um gréfico - denominado rose diagram (MARDIA,
1972) - similar ao histograma para dados na reta real, como mostra a Figura 2.3(b). Ao invés de
barras, o rose diagram compde-se de setores cuja drea € proporcional a frequéncia observada na

respectiva classe.

2.1.2 Estatisticas descritivas no circulo

Seja 6y,..., 0, os angulos correspondentes aos respectivos vetores unitarios xp, ..., X.
A direcdo média (ou angulo médio), 6, € definido como a direcdo do vetor resultante X, cuja

coordenada cartesiana € dada por

n . n .
j_lcosej ijl sen 6;
n n '

€)= (=122,

Dessa forma, 8 pode ser entendido como o angulo entre o eixo das abscissas e o vetor
(C,S), obtido por meio de

~ 1 & 1 &
6:Arg{ZZcosej+i;Z sen Gj},
j=1 j=1
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ou como solucao do sistema de equacdes

@
=i
DI

= Rcos
S =R sen

em que R representa o comprimento do vetor resultante X. Portanto

R=+C?+§2.

Y

D

b

A quantidade R, denominada comprimento resultante da média, satisfaz 0 < R < 1, uma
vez que oS vetores X1, . . ., X, sS40 unitdrios, e pode ser utilizada como uma medida de concentragio
dos dados. Nesse caso, quanto mais dispersas as direcdes estdo em relacdo ao angulo médio,
mais préximo R estara de 0. Sendo assim, quando os dados estdo distribuidos uniformemente no
circulo, a concentragio é minima. A partir de R, pode-se estabelecer uma medida de dispersdo

simples e 1til para comparacdes com dados na reta,
V=1-R,

cognominada variancia circular amostral. Contudo, diferentemente do ambito linear, define-se o

desvio padrao circular amostral como
v =+/—2log(1-V).

Para elucidar tais medidas, considere os dados da Tabela 2.1, em que n = 10. Calculando

cosfjesen B, j=1,...,10, obtém-se

Tabela 2.2 — Coordenadas cartesianas para os dados da Tabela 2.1.

0; cosf; sen6;
20° | 0,9397 0,3420
40° | 0,7660 0,6428

285° | 0,2588 -0,9659
296° | 0,4384 -0,8988
296° | 0,4384 -0,8988
299° | 0,4848 -0,8746
303° | 0,5446 -0,8387
308° | 0,6157 -0,7880
314° | 0,6947 -0,7193
326° | 0,8290 -0,5592
Média | 0,6010 -0,5559

Portanto,
(C_‘,S) ~ (0,60, —0,56), 0~317° ¢ R~ 0,8187,

consequentemente
Vx=0,1813 e v=0,6326.
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Observe que R ~ 0,8187 estd mais proximo de 1, indicando que as dire¢des estdo, de
certa forma, concentradas em relacdo a média. A Figura 2.4(a) ilustra a direcio média 6 ~ 317°,

indicada pela seta, bem como seu comprimento resultante.

Figura 2.4 — Dire¢ao média e comprimento resultante da média, referentes aos dados da Tabela 2.1 (a) e
Tabela 2.3 (b).

Para fins de comparacao, considere os dados da Tabela 2.1 transformados para o sistema
com origem no eixo das abcissas e sentido anti-horério de rotacao, exibidos na Tabela 2.3.

Analogamente, obtém-se

(€,§) ~ (0,60, —0,56), 6'~133° e R ~0,8187, V' ~0,1813 e v’ =0,6326.

Tabela 2.3 — Direcdes resultantes da nidificacdo de 10 tartarugas-verdes, mensuradas com rela¢do a origem
no eixo X e sentido de rotagdo anti-horério.

70° 50° 165° 154° 154° 151° 147° 142° 136° 124°

Note que os valores de R, V e v ndo se alteram conforme a dire¢io zero é modificada.
Observe também que, 8 = 317° - considerando origem no Norte e sentido hordrio de rotacdo - e
6’ = 133° - com origem no eixo X e sentido de rotacdo anti-hordrio - equivalem ao mesmo ponto
sobre a circunferéncia (como ilustra a Figura 2.4). Isto é, diferentemente das medidas lineares,

tais estatisticas ndo sdo sensiveis a escolha da direcdo zero.

2.1.2.1 Direcdo mediana amostral

Considere uma amostra circular 60y, . .., 6,, equivalente aos pontos Py, ..., P, na circunfe-
réncia do circulo unitario. De acordo com Mardia (1972), a direcao mediana 0 corresponde ao

ponto P que satisfaz:

1. O diametro PQ divide o circulo em dois semi-circulos com igual nimero de observagdes;
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2. A maioria dos dados observados estd mais proxima de P do que da anti-mediana Q.

Seja, por exemplo, uma amostra de tamanho n = 9, cujos angulos observados sao
43°,45° 52°,61°,75°, 88°, 88°,279°, 357°, medidos com relagdo ao eixo das abcissas e sentido
anti-hordario de rotacio (MARDIA, 1972). Por meio da Figura 2.5(a), note que o ponto P,
correspondente ao angulo 52°, satisfaz as condi¢des anteriores e, portanto, 6 = 52°. B valido
ressaltar que 6 ndo equivale a mediana calculada segundo a definicdo para dados lineares - que,
nesse caso, resultaria em 6* = 75° -, em virtude da dificuldade em ordenar as observagdes, uma

vez que o conceito de origem nao € bem definido.

(a) (b)

Figura 2.5 — Direcdo mediana para uma amostra de tamanho impar, retirada de Mardia (1972) (a), e para
dos dados da Tabela 2.1, em que n € par (b).

Tal como ocorre com a mediana para dados na reta, quando »n € impar, a mediana circular
amostral coincide com uma das direcdes observadas. No entanto, se n € par, considera-se o ponto
médio de duas observacdes adjacentes apropriadas (OTIENO, 2002). Desse modo, para os dados
da Tabela 2.1, tem-se que a mediana estd compreendida entre os pontos 303° e 308°, portanto
0 = 305,5°, como mostrado na Figura 2.5(b).

Novamente, utilizando a defini¢do adequada para dados no espago euclidiano usual,
tem-se que a mediana para a amostra da Tabela 2.1 consiste no angulo 297,5°, enquanto que
para as observagdes transformadas (Tabela 2.3), equivale a 144, 5°. Isso posto, assim como as

medidas anteriores, a mediana amostral (linear) revela-se inapropriada para dados circulares.

2.1.3 Funcao distribuicao

As distribui¢des circulares sdo caracterizadas por concentrar a probabilidade total sobre a
circunferéncia de um circulo unitario. Dessa forma, o suporte de uma varidvel aleatoria circular 0
¢ descrito por um arco predefinido de comprimento 27. Usualmente utiliza-se [0,27) ou [—7, ).

Além disso, faz-se necessdrio estabelecer uma direcao de origem e sentido de orientagdo.
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E valido ressaltar que, por convencao, utiliza-se letras gregas mindsculas para representar
tanto varidveis aleatdrias circulares ainda ndo observadas, quanto seus valores ja observados. Os
parametros da populagdo de interesse também sdao simbolizados, em geral, por meio de letras

gregas.

Isso posto, seja 6 um angulo aleat6rio com suporte em [@y, Wy + 27), @y € R, e sentido
de orientacdo anti-horario. A funcao distribui¢do acumulada circular F € definida satisfazendo
(MARDIA; JUPP, 2009):

F(6p) =P(mp <6< 6p), m <6y <wp+27 2.1

F(90—|-27'L')—F(90):1, —o0 < Gy < oo, 2.2)

Observe que a condi¢do (2.2) garante probabilidade igual a 1 para qualquer arco de
comprimento 27 sobre o circulo unitdrio. Para @y + 27k < 6y < wp +2m(k+ 1), com k =
+1,£2,..., tem-se

2.1

1. wp < 6)—2mk<wp+21n =~ F(8y—2mk)=P(ax <6 < 6y —27k);

2. F(6y—2mk) = F(6y) — k, pois

2.2
F(6—21k) =2 PGy —2mk+2m) — 1
@2 gy —2mk+2m+21)— 11
@2 gy — 27k +27k) — k
—  F(6)—k.
Portanto,
F(60) = k+P(p < 6 < 0y — 27k). 2.3)

Dessa forma, diferentemente das func¢des distribuicao definidas no espago euclidiano usual,

lim F(6)) = e lim F(6p) = —oo.

90-}00 60—>—oo
Por defini¢do, F (@) =0e F(wy+2m) = 1. Paraa < < a +2m,

Pla <6< p)=F(p)~F(a)= [ dr(ey) 2.4

considerando a integral de Lebesgue-Stieltjes (MARDIA; JUPP, 2009). Note que, apesar de
F depender da diregdo de origem ay, F(B) — F(c) independe dessa escolha. A vista disso, a
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funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) f é definida baseando-se em F(f3) — F(a). Se F é
absolutamente continua, f existe e € tal que
B
/ £(8)d6 = F(B) —F(a), —so<a<p <o, 2.5)
[0

satisfazendo as seguintes propriedades JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001):

(i) f(6)>0;
(i) [;-f(0)d6=1;
(iii) f(6) = f(6+k-2m), VkeZ.

2.1.4 Funcao Caracteristica

Seja 6 uma varidvel aleatéria circular com distribuicdo F(6). A fungdo caracteristica de

0 ¢ definida por
. 2r
<pp:E[e’P9]:/ ¢PO dF(0), p=0,+1,42, ..., (2.6)
0

Observe que @, : Z — C, diferentemente do que ocorre no ambito das varidveis aleato-

rias com suporte nos reais, visto que a varidvel aleatdria 6 € periddica e, portanto,

) 2T . 2w .
E |:ezp9:| :/ oiPo dF(G) (2:2)/ elp(9+27r) dF(G) ) |:ezp(9+27r):|
0 0

ip2 T
= @p =",

que ocorre quando @, =0 ou ¢'P?™ = 1, isto é, apenas em valores inteiros de p. Além disso, os

coeficientes de Fourier de F, @,, satisfazem as seguintes propriedades (MARDIA; JUPP, 2009):
1) @ =1;
(i) @, = @_,, em que @, representa o complexo conjugado de @,;

(iii) |gp| < 1.

2.1.5 Momentos Trigonométricos

O p-ésimo momento trigonométrico de O corresponde ao valor de sua funcao caracteris-
tica aplicada em p JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001), que pode ser descrito, também,

por

Op = 0p+ iﬁpy
em que
wy+27
o, =Ecos(p0)] = / cos(pB) dF(0) (2.7)
@
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wo+27

By, =E[sen(p0)]| = /wo sen(pO) dF(0). (2.8)

Em particular, para p = 1, tem-se ¢; = (p, i), em coordenadas polares. Esse primeiro
momento trigonométrico proporciona mais informacao do que o primeiro momento ordindrio
B

de uma variavel aleatéria com suporte nos reais, uma vez que y = arctan” (06_1> representa a

média populacional de 6 e p = 4/ 0612 + B12 corresponde a uma medida de concentracdo tedrica,

denominada comprimento resultante da média. A fun¢ao arctan™ € definida como

( B
arctan(a)+a)o, seax>0epf >0,
T+ ax, seax=0epf >0,
B
arctan (—) +wp+7mw,, seo <O,
arctan® <E> = « (2.9)
x 3T’I—l—a)o, seax=0ef <0,
arctan(%)—f—a)o—l—Zﬂ, seax>0ef <O,
 indefinido, seax=0ef =0,

com o intuito de “corrigir” a funcdo arco tangente, uma vez que esta fornece valores no intervalo

(—%, %) A defini¢go (2.9) leva em consideragdo os sinais de o e 3 para gerar o inverso unico e
B

correto em [y, @y + 27). Note que arctan™ (&) ¢ definida mesmo quando « igual a zero, desde
que B seja diferente de zero JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001).

2.1.6 Mediana Populacional

Seja 6 uma varidvel aleatdria circular com densidade f(6). De maneira andloga a defini-

cdo de mediana amostral (Subse¢do 2.1.2.1), a mediana direcional populacional corresponde ao

Eo+m Eo+2m 1
/ £(6)d6 :/{g f(6)do =, (2.10)

0 0+

satisfazendo f(&y) > f(&o+ m) (MARDIA, 1972).

o que soluciona

2.1.7 Distribuicoes circulares

Muitas distribuicdes circulares sdo obtidas a partir de transformacdes de modelos probabi-
listicos da reta real ou de vetores aleatérios bidimensionais, bem como, por meio de analogias no
circulo de importantes caracterizacdes univariadas. Os mecanismos utilizados fundamentam-se,
por exemplo, no método da maxima entropia, em distribuicdes deslocadas (convertendo um vetor
aleatorio linear bivariado) ou em projecdes estereograficas, como descreve Jammalamadaka e
Sengupta (2001).

Em particular, destaca-se a distribuicdo von Mises, derivada de maneira similar a dis-

tribuicdo Normal para dados na reta, por meio da caracterizacao de propriedades. Esse modelo
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possui uma vasta utilizacdo em problemas aplicados JAMMALAMADAKA; SENGUPTA,
2001), e desempenha uma grande importancia na inferéncia estatistica circular (MARDIA,
1972), semelhantemente a distribuicdo Normal no contexto linear. Em decorréncia disso, varios
autores propuseram generalizacdes e extensoes dessa distribui¢cao, como por exemplo: von Mi-
ses generalizada (GATTO; JAMMALAMADAKA, 2007), sine-skewed von Mises (UMBACH;
JAMMALAMADAKA, 2009) e von Mises assimétrica generalizada (KIM; SENGUPTA, 2012).

Outros modelos probabilisticos sdo obtidos por meio de mapeamentos do tipo muitos-
para-um (JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001), originando as chamadas distribui¢des
arqueadas (wrapped distributions). O método consiste em enrolar a funcao densidade de pro-
babilidade de uma varidvel com suporte na reta, em torno do circulo unitario, acumulando os
valores das funcdes densidades de probabilidade das regides sobrepostas. Dessa forma, seja X

uma varidvel aleatéria linear com densidade f(x), define-se
0 = X (mod 27), 2.11)

em que X (mod 27) representa o resto da divisdo de X por 27. Portanto, a densidade circular de

0 é calculada por

g(0) = i f(0+2mm), 0<6 <2m. (2.12)

m=—oo

Em algumas situagdes, a depender da distribuicao de X, utiliza-se uma representacao
alternativa da densidade g, obtida por meio das seguintes propriedades (MARDIA, 1972):

a) Se ¢x () corresponde a funcdo caracteristica de X, entdo o momento trigonométrico de

ordem p, @, para a distribui¢do circular arqueada equivale a
¢ = ¢x(p).

b) Se ¢x(r) é integravel, entdo

g(0)= Y f(0+2mm) = o

m—=—oo p:l

1+2 i (Ocpcos(pe) + B, sen(pQ))] . (2.13)

em que Px (p) = oty +ifp.

Sao exemplos de distribui¢Oes obtidas por meio do método supramencionado: wrapped
Normal, wrapped Cauchy, wrapped t de Student e wrapped Exponencial (MARDIA, 1972;
PEWSEY; LEWIS; JONES, 2007). E vilido ressaltar que essa metodologia niio se restringe ao
uso de varidveis continuas com suporte na reta real. De forma andloga a descrita anteriormente,
pode-se, por exemplo, obter uma distribui¢do arqueada a partir da distribuicdao Poisson (MARDIA,
1972).

Nas secoes seguintes, serdo detalhadas as distribui¢des utilizadas para avaliar o residuo

proposto neste trabalho. Sdo elas: von Mises, visto que é considerada a distribuicdo mais
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importante no contexto de dados circulares (MARDIA, 1975); wrapped Cauchy, em razao de
seu uso abrangente, uma vez que surge como uma alternativa a distribui¢do von Mises para
dados simétricos no circulo (KENT; TYLER, 1988); e sine-skewed von Mises (UMBACH;
JAMMALAMADAKA, 2009), devido a sua capacidade em descrever dados circulares nao

simétricos, diferentemente das distribui¢des anteriores.

2.1.7.1 Distribuicao von Mises

Mises (1918) introduziu a distribui¢do que recebe seu nome em um problema fisico, ao
estudar desvios de pesos atbmicos em relacio a valores inteiros. O autor derivou a distribui¢do por
meio do principio da maxima verossimilhanga, supondo unicamente que a média € o valor mais
provével, baseando-se, portanto, na abordagem utilizada por Gauss para derivar a distribuicdo
Normal. Por esse motivo e, também, devido as similaridades com a distribui¢cdo Normal para
dados na reta real, Gumbel, Greenwood e Durand (1953) nomearam-a como distribui¢do Normal

Circular.

Em virtude dessa analogia, a distribui¢ao von Mises vem sendo exaustivamente estudada
e aplicada por diversos autores, em diferentes dreas do conhecimento. Stephens (1982), por
exemplo, utilizou esse modelo probabilistico para analisar propor¢des continuas de tempo,
considerando o tempo gasto por 130 alunos em oito atividades durante um dia. Gabarda e
Cristébal (2012) propuseram uma metodologia de avaliacao da qualidade de imagens, por meio
da distribuicdo Normal Circular. Harris e Johnson (2007) fizeram uso dessa distribui¢do para
caracterizar a orientacio de flocos em painéis de fibras orientadas (flakeboard). Outras referéncias
de aplicagdes, sobretudo no ambito da zoologia e geologia, podem ser encontradas em Batschelet
(1965).

Ja na esfera tedrica, destacam-se alguns trabalhos importantes, como os de Gumbel,
Greenwood e Durand (1953) e Greenwood, Durand et al. (1955). Esses autores forneceram
tabelas que facilitam os calculos da estimativa de maxima verossimilhanca de um dos parametros
da von Mises, bem como, tabelas de significancia para testes de hipotese. Varios testes foram
sugeridos por Watson e Williams (1956), tanto para comparar vetores de duas ou mais amostras,
quanto seus parametros concentragdo. Best e Fisher (1979), por sua vez, forneceram um algoritmo
capaz de gerar valores dessa distribui¢do, com base no método de aceitagcdo-rejeitacao, utilizando

a densidade de uma wrapped Cauchy como funcao envelope.

Isso posto, uma varidvel aleatdria circular 0 tem distribuicao von Mises, denotada por

0 ~ vM(u,x), se sua fun¢do densidade de probabilidade for descrita como

f(O;u,x) :%exp{lccos(e—,u)}, (2.14)

2nly(x

emque 6 € [-m, ), ue[—mnm), k>0,¢ Ih(x) representa a fungio de Bessel modificada de
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1° tipo e ordem zero, definida como

= q 1 2r
h(x)=) 5 (Ex) : (2.15)
r=0""

O parametro u equivale a média circular da varidvel 0, enquanto Kk mensura a concen-
tracdo dos dados, sendo assim um parametro de precisdo. Quando Kk — 0, a distribui¢do von
Mises converge para uma uniforme circular, e quando K — oo, para uma distribuicdo degenerada
no ponto y = u. Além disso, como ilustra a Figura 2.6, a distribui¢cdo € unimodal e simétrica
em relacdo a direcdo . Outras propriedades importantes dessa distribui¢ao sao mencionadas e

demonstradas por Jammalamadaka e Sengupta (2001).

Figura 2.6 — Densidade da distribuicdo von Mises para gt =0e k =0,5 e 10.

2.1.7.2 Distribuicdo sine-skewed von Mises

Umbach e Jammalamadaka (2009) propuseram uma ampla classe de modelos assimé-
tricos, obtidos por meio de uma adaptacdo da abordagem de Azzalini (1985) para o contexto
circular. Os autores apresentaram um caso particular dessa constru¢do, derivado de perturbacdes
com a func¢do seno, o qual resultou em uma familia de distribuicdes denominada sine-skewed.
Abe e Pewsey (2011) apresentaram resultados gerais para qualquer distribuicdo pertencente a
essa familia, relativos a funcao distribuicdo, momentos trigonométricos, medidas circulares e
sobre a estimativa de maxima verossimilhanca dos parametros. Recentemente, Miyata, Shiohama

e Abe (2019) provaram a identificabilidade destes modelos.

O método consiste em construir distribu¢Oes assimétrias a partir de uma densidade f,

. s . . . . -~ / . . . L, . ~
simétrica conhecida e uma distribuicdo G, tal que G exista e seja simétrica em relacdo a 0.

Teorema 2.1.1. Suponha f e g densidades circulares simétricas em relacao a 0, definidas sobre
o intervalo [—m,7), e G(6y) = ffg;g(e)de. Se 6 € uma fung@o impar e periddica, tal que
|6(0)] <med(0)=05(0+2mk), Vk € Z, entdo

fu(0) =2f(6 - )G (8(6 — ) ). (2.16)
¢ uma densidade circular (UMBACH; JAMMALAMADAKA, 2009).
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Em particular, os autores apresentaram uma versao assimétrica da distribui¢do von Mises,

T+0
proveniente das escolhas G(0) = % (distribui¢do uniforme circular), e §(6) = Amsen 6,

cuja funcdo densidade de probabilidade é dada por

FO 1k A) = exp{xcos(6 —pu)}

22l (%) (I+Asen(6 —p)), (2.17)

emque 6 € [—n,7m), uel[-nmx), x>0 e Aec[—1,1]. Abe e Pewsey (2011) nomearam
esse modelo de distribui¢do sine-skewed von Mises, denotada aqui por 0 ~ SSvM(u, k, ). Essa
distribui¢c@o de probabilidade é um caso particular da distribuicdo k sine-skewed generalizada
(RAD; BEKKER; ARASHI, 2020). Por outro lado, a distribuicdo von Mises € um caso particular
da distribuig¢ao sine-skewed von Mises quando A = 0, e a assimetria da distribui¢do aumenta a

medida que |A| cresce (Figura 2.7).

Figura 2.7 — Densidade da distribuicdo sine-skewed von Misesparat =1, Kk =7 e A =0, 13—0 e —1.

Abe e Pewsey (2011) forneceram resultados mais especificos para essa distribuicao,
obtendo, por exemplo, os estimadores dos parametros pelo método dos momentos. Uma aplicagdo
desse modelo pode ser encontrada em Umbach e Jammalamadaka (2009), referente a dire¢ao
escolhida por formigas apds receberem um estimulo. Os autores mostraram que a distribui¢ao
sine-skewed von Mises oferece um melhor ajuste aos dados, quando comparada a distribui¢ao

von Mises.

2.1.7.3 Distribuicdo wrapped Cauchy

A distribuicdo wrapped Cauchy, introduzida por Levy (1939), surge como uma im-
portante alternativa ao modelo von Mises para representagdo de dados circulares simétricos.
Schulgasser (1985), por exemplo, mostrou que essa distribui¢ao € mais adequada para o estudo
sobre a orientacdo das fibras de uma folha de papel fabricada a maquina, do que o modelo von

Mises.

A distribui¢do wrapped Cauchy € obtida por meio de uma varidvel aleatoria X com
distribui¢ao Cauchy, cuja densidade € dada por

B Y
P (e — p)?

f(x) —o0 < x < oo, (2.18)
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em que 4 € R e y > 0 sdo parametros de locacdo e forma, respectivamente.

Utilizando a equagdo (2.12), tem-se que a funcdo densidade de probabilidade de uma
varidvel 8 wrapped Cauchy distribuida, denotada como 6 ~ WC(u,7), é dada por

o) (o)

2(0) :m;_mf(0+27tm) :m;_m M2+n(912nm_m2, (2.19)

que se reduz, com base em Jammalamadaka e Sengupta (2001) e na equacdo (2.13), a

1 o0
= — —Yp _
5(0) = o +2p§1e cos (p(e u))] (2.20)
o
_ 1-e _r<6<m, 2.21)

21 +e 2" —2¢Ycos(0—p)’

em que U representa a direcdo média de 6 e y é um pardmetro de dispersdo, com Var[0] =1—e~7.
Neste caso, o comprimento resultante da média é dado por p = e~ 7. Note que a distribui¢do
wrapped Cauchy converge para uma uniforme no circulo, a medida que p — 0. Assim como a
von Mises, o modelo em questdo € unimodal e simétrico em relacdo a (. A Figura 2.8 exibe a

densidade da distribui¢do wrapped Cauchy, considerando diferentes valores para o parametro 7.

Outra forma bastante util para expressar a f.d.p. de uma varidvel wrapped Cauchy
distribuida, se d4 por meio das fun¢des seno e cosseno hiperbdlico, em que obtém-se (CAO et
al., 2014)

1 sinh(y)
8(8) = 27 cosh(y) — cos (6 — )’

(2.22)

como demonstrado no Apéndice A.1.

Figura 2.8 — Densidade da distribuicdo wrapped Cauchy parayu =0e y = i, %, 1e10.

Como visto anteriormente, a distribui¢do wrapped Cauchy pode ser representada por
meio de uma forma fechada de densidade. Em geral, o mesmo ndo ocorre para modelos wrapped,
ocasionando, por exemplo, dificuldades na estimagdo via método da maxima verossimilhanca
(MMV). Kent e Tyler (1988) mostraram que para uma amostra de tamanho n > 3, o MMV para
a distribuicdo wrapped Cauchy existe e € tnico.
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2.2 Regressao Circular

Métodos de regressao circular possuem grande importancia no estudo de dados bi ou
multivariados, quando pelo menos uma das componentes tem natureza circular e ha o interesse
em entender a relacdo entre duas ou mais varidveis. Os modelos de regressdo circular podem
ser classificados levando em consideracao o tipo de associagdo entre as varidveis, que podem
ser: circular-circular, circular-linear e linear-circular. O primeiro caso refere-se aos cendrios
em que tanto a varidvel resposta quanto as preditoras possuem natureza circular. Rivest (1997),
por exemplo, investigou a associacao entre 0 movimento do solo durante um terremoto e a
direcdo da descida mais ingreme. Por sua vez, a regressdo circular-linear € utilizada quando
hé o interesse em predizer valores de uma varidvel circular a partir de valores de varidveis
lineares. Gould (1969) analisou dados provenientes de um vetorcardiograma, por meio de um
modelo cuja varidvel preditora € linear. Por dltimo, tem-se a regressao linear-circular, que pode
ser utilizada para investigar a associacao entre uma varidvel linear e preditoras circulares. No
contexto multivariado, Lund (1999) relacionou o tempo de desova de um peixe em particular,
com duas caracteristicas referentes a maré do ambiente, sendo uma delas também circular -

tempo de maré baixa - e a outra linear - amplitude da maré baixa.

No que tange os modelos de regressdo com resposta circular, convém-se utilizar a familia
de distribuicdao von Mises (FISHER; LEE, 1992), devido as similaridades com a distribui¢io
Normal e suas principais propriedades de inferéncia. Nesse sentido, Gould (1969) apresentou um
modelo de regressdo multipla com resposta circular von Mises distribuida e preditoras lineares,
cujos parametros sdo ajustados por meio do método de méxima verossimilhanca. Entretanto,
Johnson e Wehrly (1978) verificaram a presenca de méximos locais na fungdo de probabilidade
desses modelos, o que provoca problemas de ndo identificabilidade. Diante disso, os autores
propuseram uma alternativa a abordagem de Gould, baseando-se em uma funcao distribuicao
marginal completamente especificada para a varidvel explicativa, que, nesse caso, € tnica. Por
fim, Fisher e Lee (1992) generalizaram a metodologia de Johnson e Wehrly, por meio de uma
fun¢do de ligacdo g que mapeia a reta real para o circulo. O modelo permite relacionar a direcdo
média e a dispersdo da varidvel resposta - ainda von Mises distribuida - a um conjunto de

varidveis explicativas lineares.

Em relacido aos modelos de Gould, Laycock (1975) afirma que o método de maxima
verossimilhanca é equivalente ao método de minimos quadrados (MMQ). Contudo, Lund (1999)
ressalta que a regressao via MMQ nao é adequada no contexto circular, uma vez que a diferenca
de quadrados nao é uma medida conveniente para o circulo. Dessa forma, o autor propde uma
metodologia andloga ao MMQ, adaptada para o contexto circular, cujas estimativas produzidas

também sado iguais aquelas obtidas pelo MMYV, se a varidvel dependente for von Mises distribuida.

Para além da distribui¢do von Mises, Sarma e Jammalamadaka (1993) introduziram uma
classe de modelos de regressdo para dados bivariados, em que ambas as componentes possuem

natureza circular. O método consiste em uma aproximacgao por polindmios trigonométricos,
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e pode ser utilizado tanto de forma ndo paramétrica, quanto paramétrica, ao se especificar a
distribui¢cdo da varidvel dependente condicionada a varidvel independente. Em particular, os
autores apresentaram a forma exata do modelo para os casos paramétricos com a distribui¢cao
von Mises, wrapped Cauchy e wrapped Normal. Jammalamadaka e Lund (2006) utilizaram a
metodologia proposta para investigar a relacdo entre a dire¢do do vento e o horério em que a

observacao foi mensurada, considerando dados sobre a qualidade do ar do Texas.

Contudo, muito dos fendmenos periddicos ou direcionais ndo sdo necessariamente
simétricos, portanto, surge também a necessidade por modelos que envolvam a assimetria quando
presente. Note que os modelos de Sarma e Jammalamadaka se encaixam nessa conjuntura. As
classes de modelos propostas por SenGupta, Kim e Arnold (2013), SenGupta e Kim (2015) e
Kim e SenGupta (2016), também possibilitam o uso de distribui¢cdes assimétricas ou, ainda,
assimétricas bimodais. Kim e Rifat (2019), por exemplo, utilizaram os modelos de SenGupta
e Kim (2015), assumindo erros assimétricos por meio da distribuicdo von Mises generalizada
(KIM; SENGUPTA, 2012).

Entetanto, como afirmado por Fisher e Lee (1992) e, mais recentemente, por Hall e Shen
(2015), hd uma certa negligéncia em estudos tedricos de modelos de regressao com resposta
circular. Diante dessa limitagcdo, sobretudo no ambito de distribui¢des que diferem da von
Mises, propde-se, neste trabalho, duas extensdes a metodologia de Fisher e Lee (1992), na qual

abrangem as distribuicdes sine-skewed von Mises e wrapped Cauchy.

E vilido destacar que a regressdo circular ndo se restringe aos cendrios em que a varivel
resposta € angular. No entanto, quando a varidvel dependente possui suporte na reta, os métodos
de inferéncia estatistica usuais (isto é, para dados lineares) sdo também vélidos. Jammalamadaka
e Lund (2006), por exemplo, utilizaram um modelo de regressao linear multipla para prever
o nivel de ozo6nio, segundo um conjunto de preditoras lineares e circulares. As covaridveis
circulares em questdo - direcao do vento e més de medig¢ado - foram incorporadas ao modelo por
meio das fungdes seno e cosseno. Devido a esse paralelo com os métodos lineares, este trabalho
abordard apenas os modelos cuja varidvel dependente possui natureza circular, restringindo-se,

ainda, aos casos em que as preditoras sdo lineares.

2.2.1 Modelo von Mises de regressao

Fisher e Lee (1992) propuseram trés generalizacdes aos modelos de Johnson e Wehrly,
assumindo que a varidvel resposta € von Mises distribuida. A primeira delas, denominada por
modelo de médias, consiste em modelar a média direcional da varidvel dependente, em termos
do vetor de covaridveis lineares. Gill e Hangartner (2010) consideram este modelo como o mais
importante dentre os trés apresentados por Fisher e Lee, e o utilizaram na andlise de dados
sobre terrorismo doméstico nos Estados Unidos. Diversas aplicacdes deste modelo podem ser
encontradas nos campos da biologia e ecologia, como por exemplo, nos trabalhos de Borgioli et al.

(1999), Fitzgerald e Taylor (2008) e Artes (2008). O segundo modelo apresentado corresponde
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a uma extensdo do modelo de dispersdo de Johnson e Wehrly, que associa o parametro de
concentracdo da von Mises 2 uma unica covaridvel com suporte na reta. Hensz (2015) utilizou esse
modelo para investigar os fatores ambientais que influenciam a rota de migracao das andorinhas
do artico. Por fim, o terceiro modelo provém da combinacao direta entre os dois primeiros e,
portanto, foi denotado por modelo misto. Nesse caso, os dois pardmetros da distribui¢do von
Mises sdo associados, conjuntamente, as varidveis explicativas. Para exemplificar seu uso, Fisher
e Lee utilizaram os dados provenientes de um estudo com 31 pervincas azuis, modelando a
direcao do movimento em fun¢do da distancia percorrida, apds terem sido transplantadas para

baixo da altura em que vivem normalmente.

Este trabalho se restringird ao uso do modelo de médias. Portanto, considere 0 =
(61,65,...,6,) varidveis aleatérias circulares independentes, tais que 6; ~ vM(u;, k), Vi =
1,...,n. O modelo em questao relaciona cada média direcional (; 2 um conjunto de p varidveis

explicativas lineares, por meio de uma fun¢do de ligacdo g, de modo que

wi = g(ni), (2.23)

em que 1; = o + Bixit + Paxio + - - - + Bpxip. A fungdo de ligagdo g : R — [—7, ) € mondtona
e duplamente diferencidvel, o que evita os problemas de ndo identificabilidade dos estimadores

de méxima verossimilhanca (EMV) nos modelos de Gould.

Uma outra abordagem possivel para o modelo de médias von Mises, consiste em consi-

derar
i = p+g(Bixit + Boxio + -+ - + Bpxip), (2.24)

cuja funcdo g deve satisfazer g(0) = 0, a fim de garantir que o pardmetro { tenha interpretacdo
de origem. E vilido ressaltar que, na pritica, raramente h4 o interesse em interpretar o parimetro
de origem e, portanto, ndo hd perdas em se utilizar a primeira abordagem. Por meio de estudos
preliminares, optou-se pela utilizacdo do modelo (2.23), como feito por Medeiros, Ferrari e
Lemonte (2017) e Maitra e Braun (2012), uma vez que traz menos problemas de convergéncia

dos estimadores.

Fisher e Lee (1992) discutem algumas func¢des de ligagdo possiveis, dentre elas
g(t) = 2arctan(t), (2.25)

bastante usual, tanto em trabalhos teéricos (SOUZA; PAULA, 1999), quanto praticos (BORGI-
OLI et al., 1999; GILL; HANGARTNER, 2010). Neste trabalho, propde-se também a utilizacdo
de

t

g(t)=2m T, (2.26)

14+¢
em que g : R — [—m, ) satisfaz as condi¢des de monotonicidade e diferenciabilidade, bem

como, g(0) =0.
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Para o ajuste do modelo, Fisher e Lee sugerem o uso do MMV, utilizando o algoritmo
de minimos quadrados reponderados (IRLS) de Green (1984), uma vez que o método nao
oferece solucao explicita e necessita de um procedimento iterativo. O logaritmo da funcao de

verossimilhanca é dado por

((ni,x|0) = —nlIn (27 Ip(Kk)) + Kk )_ cos (6; — g(m:)).- (2.27)
i=1
No estudo em questdo, as estimacdes serdo obtidas pelo MMV, por meio do método Nelder-Mead
(NELDER; MEAD, 1965), utilizado no ambito de regressao circular por Kim (2009) e Hidayah
(2018), por exemplo. Sera utilizada a funcdo optim, presente no pacote stats em ambiente R (R
Core Team, 2021).

2.2.2 Modelo sine-skewed von Mises de regressao

Apesar de raramente dados circulares serem simétricos (KIM; RIFAT, 2019), ndao ha
muitos avangos na literatura acerca de modelos de regressdo circular assimétricos. SenGupta,
Kim e Arnold (2013) e Kim e Rifat (2019) propuseram modelos de regressao que abrangem
erros cuja distribuicdo € assimétrica, ou assimétrica bimodal. No entanto, ambos os modelos
versam sobre regressdo inversa e se restringem ao caso circular-circular. Ja no contexto da
regressdo linear-circular, SenGupta e Ugwuowo (2006) apresentaram um modelo de regressao
multivariado assimétrico. Mais sobre os recentes avangos na estatistica circular, sobretudo no
ambito de modelos de regressiao, podem ser encontrados em Kim e SenGupta (2018) e Pewsey e
Garcia-Portugués (2020).

Em virtude da escassez de estudos sobre regressdo circular assimétrica, principalmente
no ambito circular-linear, este trabalho propde uma extensao ao modelo de médias von Mises,
desenvolvido por Fisher e Lee (1992) e descrito na se¢ao anterior. Entdo, sejam 0y, ..., 6, varidveis
aleatdrias circulares independentes, tais que 6; ~ SSvM (u;, x,A). O modelo de regressdo é dado
por

wi = g(mi), (2.28)

em que 1; e a funcao de ligacdo g sdo definidos de maneira andloga ao modelo de médias von

Mises. Dessa forma, o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga do modelo pode ser expresso por

0k, 218) = —nln (27 (1)) + K Y cos (6 — g(m)) +
=1

1

y In(14Asen(6; —g(n;))). (2.29)
=1

1

2.2.3 Modelo wrapped Cauchy de regressao

No que tange os modelos de regressdo com resposta wrapped Cauchy, pode-se citar os
trabalhos de Kato, Shimizu e Shieh (2008), Abuzaid e Allahham (2015) e Jha e Biswas (2017).
No primeiro, os autores desenvolveram um modelo de regressdo baseado na transformacao

de Mobius, supondo que o erro circular segue distribuicdo wrapped Cauchy. Jha e Biswas
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(2017) generalizaram este modelo de Kato, Shimizu e Shieh para o caso miltiplo, considerando,
também, outras distribui¢des para os erros circulares. Por fim, Abuzaid e Allahham propuseram
um modelo de regressdao simples, também considerando erros wrapped Cauchy distribuidos.
Entretanto, todos os trabalhos mencionados se restringem aos casos onde tanto a varidvel resposta

quanto a explicativa possuem natureza circular.

Devido a limitacdo de estudos no ambito da regressao circular-linear com resposta
wapped Cauchy distribuida, propde-se estender o modelo de médias de Fisher e Lee (1992)
também para esse caso. Entdo, sejam 6, ..., 6, varidveis aleatdrias circulares independentes, tais

que 6; ~ WC(u;, 7). O modelo de regressdo é dado por

wi = g(mi), (2.30)

em que 7, e a fungdo de ligacdo g sdo definidos de maneira andloga ao modelo de médias von
Mises. Dessa forma, o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca do modelo, considerando a

parametrizacdo definida em (2.22), pode ser expresso por

2(ni,7|0) = —nIn(27) + nin(sinh(y)) — iln (cosh(y) —cos(6; —g(n:))) - (2.31)

2.3 Residuos para dados circulares

A andlise de diagndstico consiste em uma etapa importante na regressao, cujos principais
objetivos sdo: identificar pontos discrepantes e/ou influentes e avaliar possiveis afastamentos
das suposicdes feitas para o ajuste do modelo. De inicio surge a andlise de residuos, que é
util tanto na identificacdo de pontos discrepantes, quanto na verificacdo das suposi¢des do
modelo. Os residuos configuram-se como uma medida capaz de mensurar a discrepancia entre o
valor observado e o valor ajustado pelo modelo (COX; SNELL, 1968). E conveniente buscar
por residuos que sejam bem aproximados pela distribuicdo Normal padrio, visto que suas
propriedades e comportamento sdo conhecidos, o que facilita a interpretacdo dos graficos e as

posteriores identificacdes de pontos discrepantes no modelo.

Devido as diferencgas topoldgicas entre a reta real e o circulo, muitos dos residuos
existentes na literatura para dados lineares ndo se aplicam no contexto circular, sobretudo aqueles
obtidos a partir da diferenca ¥ — ut (sendo u a esperanca da varidvel resposta linear Y). Contudo,
ha uma escassez de estudos relacionados a andlise de diagndstico em regressodes circulares
(LIU et al., 2016). Grande parte dos trabalhos existentes versa apenas sobre diagndsticos de
influéncia (LIU et al., 2016; RAMBLI et al., 2010) ou deteccao de outliers (ABUZAID; HUSSIN;
MOHAMED, 2013; RAMLEE et al., 2020), negligenciando, de certa forma, a bondade de ajuste

para a distribui¢cdao imposta a varidvel dependente.

Mardia (1972), por exemplo, propds um residuo baseado na distancia circular (RAO,
1969), definido como

A

¢ =1—cos (6;—6;), (2.32)



2.3. Residuos para dados circulares 47

para a i-ésima observagdo. Note que e; € [0,2] e, portanto, ndo pode ser utilizado na verificagdo
da distribuicao imposta aos erros (IBRAHIM, 2013), para os casos em que essa suposicao existe.
O mesmo ocorre com os residuos baseados da distancia circular definida por Jammalamadaka e
Sengupta (2001), em que

e;-k*:ﬂ—’n—|9i—éi|), (2.33)

com e/ € [0,7]. Além disso, em ambos os casos, ndo parece razodvel que os residuos sejam
bem aproximados pela distribuicdo Normal padrao, justamente pelo intervalo limitado em que se

encontram.

Por outro lado, D’elia (2001) apresentou uma definicdo de residuo com suporte no
intervalo [— 7, |, 0 que possibilita a investigagdo da distribuicdo imposta no modelo. Maruotti
et al. (2016), por exemplo, utilizaram esse residuo para checar as caracteristicas marginais do
modelo ajustado, por meio de graficos quantil-quantil. Abuzaid, Hussin e Mohamed (2008)
também propuseram uma defini¢do de residuo circular, baseada na distincia circular, capaz de
avaliar a adequan¢ao do modelo, bem como, detectar possiveis outliers. Entretanto, os autores
restringiram-se ao modelo de regressdo circular-circular desenvolvido por Hussin, Fieller e
Stillman (2004). Por fim, Souza e Paula (2002) desenvolveram residuos que, além de satisfazerem
essa necessidade (verificar a aderéncia do modelo) , dispdem de uma importante propriedade:
distribui¢do de probabilidade equivalente a distribuicdo Normal padrao. Estes residuos consistem

em uma padroniza¢do do residuo deviance, mas limitam-se aos modelos de regressdo von Mises.

Diante do exposto, este trabalho tem por finalidade propor um novo residuo para regres-
soes de resposta circular e preditoras lineares, cujo desempenho serd comparado com alguns dos
residuos existentes na literatura (descritos nas se¢des seguintes). Bem como, por meio de estudos
de simulacdo, serd verificado a aproximagao do residuo proposto com a distribui¢io Normal

padrao.

2.3.1 Residuo deviance

Comumente, nos modelos lineares generalizados (MLG) (NELDER; WEDDERBURN,
1972), utiliza-se a fun¢do desvio como medida de avaliagdo da qualidade do ajuste, cuja definigcao

¢ dada por D(0, 1) = Y, d}, em que

X ) R 12
di = sgn(0; — Iii)\/§<fi(9i|ﬂi, K) —4i(6:|fu, K)) : (2.34)

sendo sgn a fungdo que retorna o sinal de um niimero real, ¢;(6;|.) a contribui¢do de 6; para o
logaritmo da fungao de verossimilhanca e fi; e [I; os estimadores de maxima verossimilhanga de

UW; com base no modelo saturado e no modelo ajustado, respectivamente.

No contexto de dados circulares, Paula (1996) e Maitra (2012) empregaram o residuo
componente do desvio em modelos de dispersao com resposta von Mises. Mutwiri (2015) e

Mutwiri (2016), por sua vez, fizeram uso desse residuo nos modelos de média von Mises,
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definidos em (2.24). Nesse tltimo caso, como demonstrado no Apéndice A.2, o residuo deviance

¢ dado por
di = (0}, %) = sgn(0; — @) V2R (1 —cos (6, 1)) " (2.35)
que equivale a R
d; = sgn(6; — fi;) 2k sen (9" . “”) : (2.36)

com base em algumas relagdes trigonométricas (SOUZA; PAULA, 2002).

Para o modelo sine-skewed von Mises, proposto neste trabalho, obtém-se (ver Apéndice
A.3)

1/2
di:d(ei\,ﬂi,fc,i):sgn(()i—ﬂi)\@{fc(l—cos(@,-—,ai)> —In |:1+3LSCH(91'—‘[11')1| } . (237)

Entretanto, assim como ocorre na regressao beta (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-
NETO, 2008), para a qual a varidvel resposta também possui como suporte um intervalo limitado,
06|, &, ﬁ,) — 4;(6;|fu;, &, i) pode ser negativo, tornando impossivel o célculo do residuo
deviance. Para exemplificar, considere o caso em que 6; = 2,43, (I, =2,42, k =4,57 ¢ A= 0,16.

Dessa forma, tem-se que

E,-(Bi]ﬂ,-, k,i) —fi(ei“li, ﬁ',i) = k(l — COS (9, — ﬂ,)) —1In |:1 —|—§Lsen(9i — [:L,)}
- 4,57(1 ~cos (2,43 —2,42)) —In [1 +0,16sen (2,43 —2,42)]
— 0,0014,

inviabilizando, portanto, o célculo de d; nos modelos de regressdo com resposta SSvM.

Por fim, para o modelo com resposta wrapped Cauchy, tem-se que (ver Apéndice A.4)

h(A) (9 “ ) 1/2
p— A1, A — . cosh(y) —cos (6, — U;
dz = d(91|.u17')/) = sgn(G, .uz)\/i{ In ( COSh(?) — ) } ‘ (238)

2.3.2 Residuo d}: correcao tipo matriz hat

Souza e Paula (2002) apresentaram duas extensdes do residuo deviance para modelo de

regressao von Mises, sendo a primeira delas uma correcdo da componente da fun¢do desvio,

0 — [
n(455)
Wh—n T
(1—h;)1/2

definida como

di = sgn(6; — [i;) (2.39)
. ) .
em que /}; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H* = GX(XTG X)~!XTG,
e G = diag{g'(n;)}, avaliada no vetor de estimativas de méxima verossimilhanca (1,1, %)7.
Por meio de estudos de simulacdo, os autores verificaram que o residuo d;" possui distribui¢do

aproximadamente Normal padrdo.
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2.3.3 Residuo r;: aproximacao via série de Taylor

A segunda extensao do residuo deviance para modelo de regressao von Mises, desen-
volvida por Souza e Paula (2002), fundamenta-se em transformar o componente do desvio,
expressando-o como func¢ao de uma varidvel aleatéria com distribui¢do conhecida, e realizar

uma expansao em série de Taylor até termos de segunda ordem. Com isso, o residuo € dado por

sen (Gi_ui)
1/2 2

I()(ﬁ')e_f( ’

ri=sgn(6;— [;)(2/m) (2.40)
em que [y representa a fun¢do de Bessel modificada de 1° tipo, definida na equagdo (2.15). Como

verificado pelos autores, r; também possui distribuicao aproximadamente Normal padrao.

2.3.4 Residuo quantilico circular

Seja F(y;u,¢) a fungdo distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria linear Y,
continua, com média [ e parametro de precisdo ou dispersao ¢. Em um modelo de regressao
assumindo que u varia em fungdo de varidveis preditoras e ¢ € constante, o residuo quantilico
(DUNN; SMYTH, 1996) é definido como

rg =0 YF (i, 9)}, (2.41)

em que P(.) denota a funcdo de distribui¢do acumulada da Normal padrdo. Dunn e Smyth
(1996), ainda, propuseram uma extensao ao residuo quantilico, denominada residuo quantilico
aleatorizado, adequada aos casos em que Y possui distribuicao discreta. Além disso, se a
distribuicdo de Y contém mais de dois parametros, o residuo quantilico pode ser definido de

maneira similar.

Pode-se demonstrar que tanto o residuo quantilico, quanto o residuo quantilico aleato-
rizado, possuem distribuicao assintética Normal padrao, quando os parametros do modelo sao
consistentemente estimados. Contudo, como ja mencionado no Capitulo 1, Pereira (2019), Scudi-
lio e Pereira (2020) e Lemonte e Moreno-Arenas (2019) mostraram que a distribui¢do do residuo
quantilico é aproximadamente Normal padrao, mesmo em pequenas amostras, considerando,
respectivamente, os modelos de regressao beta, MLG e os modelos de regressdo generalizados de
Johnson Sp. J4 para o residuo quantilico aleatorizado, Feng, Li e Sadeghpour (2020) mostraram
que sua distribui¢ao também € bem aproximada pela Normal padrdo em pequenas amostras, nos

modelos de regressdo Poisson e binomial negativo.

Em um primeiro momento, pode-se pensar em utilizar o residuo quantilico no ambito
dos modelos de regressao circular, sem qualquer tipo de corre¢do ou adaptacao, isto €, por meio
da definicdo (2.41). Contudo, € vélido lembrar que a funcdo distribuicdo acumulada de uma
varidvel aleatoria circular depende da posicdo de origem, como definido em (2.1). Para elucidar

os problemas dessa abordagem, considere o seguinte exemplo: suponha que a posicao de origem
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seja0, 0, =11x/12, I, =0e 7= ¢~1/2, sendo os dois dltimos estimados com base no modelo

de médias wrapped Cauchy, proposto na Se¢do 2.2.3. Por (2.41), obtém-se

_ A _ 11T N _
rgg = ®YF(6:0,9)} =2 1{F (E;uizo,he 1/2)}

11
= ¢! {IP (0 <6< 1—2” ‘9 ~ WC(o,e—1/2)>} = ®1(0,4877)

= —0,0309,

ou seja, apesar da observacdo 6; estar praticamente oposta a sua respectiva estimativa fl;, o residuo
quantilico apresenta valor proximo de zero. A Figura 2.9(a) ilustra essa situagao, destacando o

intervalo de integragdo [0, 6;].

(a) (b)

2

Figura 2.9 — Regides de integracdo para os exemplos em que 6, = 117/12, I, =0, ¥ = e1/2, com origem

no 0, considerando ry, (a) e r;[_ (b).

Entretanto, por (2.4), pode-se observar que mudar a posicao de origem implica, simples-
mente, em adicionar uma constante a F (MARDIA; JUPP, 2009). Dito isto, a fun¢do distribui¢cdo
acumulada, no contexto de dados circulares, pode ser definida sob qualquer intervalo de compri-
mento 27. No pacote circular, implementado no R por Lund, Agostinelli e Agostinelli (2017),
por exemplo, os autores expressam-na a partir de @ — 7, por padrao. Essa escolha é conveni-
ente para distribuicdes simétricas, uma vez que possibilita representar a funcdo distribui¢ao

acumulada na reta real, ao “desembrulhd-la” no intervalo [y — 7, u + 7).

Nesse sentido, para o emprego do residuo quantilico no ambito da regressao circular,

propde-se utilizar a fun¢do distribuicdo acumulada definida da seguinte forma
F*(6)) =P(Md, — 7 < 6, < 6p), (2.42)

em que Md; representa a mediana circular da varidvel aleatéria 6; ~ F(7;), sendo 7; o vetor de
parametros que define a distribuicdo F'. Portanto, a extensdo do residuo quantilico, apresentada

neste trabalho, € dada por
ry =@ {F*(6:1,)}, (2.43)

sendo F'* o estimador de F'*, com base em Md,;.
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Voltando ao exemplo anterior, tem-se Md; = 0, uma vez que a distribui¢do wrapped

Cauchy € simétrica com fI; = 0. Utilizando a definicao (2.43),

11
r;i - <1>I{F*(e,.;a,.,f/)}:cp1{1:(1_2”;@.:0,7/261/2)}
-1 11z i .
= ® 0_”3933‘9“"“’(0,6 )) ¢ =®1(0,9877)

= 2,2468,

0 que corrobora com o fato de fI; e 6; serem extremamente distantes no circulo. Assim como
no cenario anterior, a Figura 2.9(b) evidencia a regido de integragdo. A comparagdo entre os
gréficos (a) e (b) da Figura 2.9 traz indicios, mesmo que intuitivos, sobre a plausibilidade de ry,,
em confronto a r,.

E razodvel que se questione a escolha de Md; — 7 como limite inferior do intervalo, uma
vez que, para algumas distribui¢des, coincide com o ponto u; — 7. De fato, para distribui¢des
simétricas como a wrapped Cauchy, ndo ha distingdo entre as duas alternativas. Contudo, o
mesmo nao ocorre no contexto das regressdes com resposta assimétrica. O uso da mediana
circular fundamenta-se justamente na sua defini¢@o, isto €, no fato de garantir que F*(Md;) = %,
0 que implica, por exemplo, r, ~ 0 para os casos em que 1\//15, ~ 0;. Analisando a Figura 2.10,
observa-se que o residuo rf]i assume valores negativos e decrescentes em moédulo, quando 6; €
[1\//[\d,~ — 717,1\//I\di], e valores positivos crescentes, se 0; € [l\//l\di,l\//l\di + 7). Ou seja, r}, se aproxima
de zero, a medida que 1\//I\d,- — 0;, indo de encontro ao que se espera de um residuo. Da mesma

forma, r;, se afasta de zero, a medida que a distancia entre Md; e 6; cresce.

Figura 2.10 — Comportamento do residuo r,.

No ambito da regressao circular, € essencial que os residuos sejam invariantes rotacionais,
ou seja, que nao alterem seu valor se todas as observagdes sofrerem uma rotacdo de mesmo
angulo. Considere uma observagdo 0; e sua respectiva mediana estimada 1\//I\d,-, o valor calculado
de ry, deverd ser igual ao residuo da observagdo rotacionada 6; +c, com mediana ajustada
1\//I\dl~ + c. Assumindo que os parametros da varidvel resposta ndo relacionados a dire¢ao mediana

sao mantidos constantes, pode-se observar na Figura (2.11) que o residuo quantilico circular
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satisfaz essa propriedade. Observe que a curva de distribuicdo de probabilidade estimada da
varidvel resposta gira de acordo com a observagdo, pois a mediana estimada foi aumentada em
c. Desta forma, as regides de integracao correspondentes ao cdlculo do residuo quantilico sao

equivalentes, como pode ser verificado pela congruéncia dos angulos.

—— QObservacéo original
___ ~--- Observacao transladada

Figura 2.11 — Comportamento do residuo ry, ao girar uma observagao 6.

Para verificar a adequag@o do modelo, € interessante utilizar residuos cuja distribui¢do
seja bem aproximada pela distribuicdo Normal padrao. Quando os residuos nao possuem essa
propriedade, as vezes eles também ndo sdo identicamente disribuidos (ver, por exemplo, Tabela
1 de Anholeto, Sandoval e Botter (2014)). Quando isso ocorre, modelos bem ajustados podem
ser descartados (ver aplicacdo 3 de Pereira (2019)), mesmo quando utilizados gréificos de
probabilidade Normal com envelope simulado (ATKINSON, 1981) na andlise diagnéstica. O
teorema a seguir afirma que o residuo quantilico circular € assintoticamente Normal padrio
distribuido.

Teorema 2.3.1. Seja 0y,..., 0, varidveis aleatdrias circulares independentes, em que cada 6;
possui um vetor de pardmetros 7;. Se 7; ¢ Md; sdo consistentemente estimados, sob o modelo

verdadeiro,
re 2 N(0,1),

D A e
em que — denota convergéncia em distribuicao.
O teorema € provado no Apéndice A.5. Isso sugere que a distribui¢do do residuo quanti-

lico circular € bem aproximada pela distribuicio Normal padrao quando o tamanho da amostra é

grande. Para avaliar o comportamento da distribui¢cao de probabilidade do residuo quantilico
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circular em pequenas amostras, principalmente em comparacio com os demais residuos descritos,

foram realizados estudos de simulacdo apresentados na secao seguinte.

E vilido ressaltar que no ponto 1\//I\di — 7= 6;, 1y, = —oo,uma vez que F* (1\//I\dl —m;2;)=0.
Similarmente, para o caso em que (1\//[\(1, — ) +27m = 6;, ry, = °°, uma vez que F”* ((l\//[\dl —7)+

2T; fl) = 1. Contudo, considerando que a varidvel dependente possui natureza continua,
P(Md; — 7t = 6;) = P((Md; — 1) + 27 = 6;) = 0. (2.44)

Entretanto, em virtude das limita¢des de precisdo e exatiddao das maquinas e, consequentemente,
dos métodos computacionais, poderd haver casos em que ry, diverge. Como solugdo, sugere-se a
escolha de um € > 0, tdo pequeno quanto se queira, onde
;o zj{F:ﬁ(@i - 8??")}’ se 6; — (@i — 1) € [—&,0] 0.45)
{F*(Md; —n+¢€;%;)}, se6;—(Md;—m) € (0,¢].

Para avaliar o comportamento da distribui¢do de probabilidade do residuo proposto em
pequenas amostras, sobretudo em comparacao aos demais residuos descritos, realizaram-se
estudos de simulagio apresentados na segio seguinte. Considerou-se, neste caso, € = 10710,
Para as distribui¢des simétricas, a dire¢dao mediana coincide com a média circular. Portanto, nos
modelos de regressdo com resposta von Mises ou wrapped Cauchy, utilizou-se o estimador de
maxima verossimilhanga de p; como estimador de Md;, que corresponde a dire¢ao mediana para
observacdo i. Para o modelo de regressdo com reposta sine-skewed von Mises, Md; ndo tem uma
forma fechada. Neste caso, a mediana foi estimada numericamente pelo método do trapézio
(PURVES, 1992).

Mediante as estimativas de maxima verossimilhanga de B, B, ..., Bp, foi obtida a estima-
tiva de maxima verossimilhanca de p; para cada observagdo. Com base em em (I; e 30, 31 , ...,ﬁp,
e nas estimativas de maxima verossimilhanca dos demais parametros da distribuicdo resposta,
procurou-se numericamente um ponto no intervalo [—7, ) que satisfaz a Equagdo (2.10), consi-
derando um erro de trés casas decimais. Nota-se que o estimador da mediana obtido dessa forma
€ um estimador consistente de Md;, uma vez que corresponde a uma funcao dos estimadores de

maxima verossimilhanga do modelo.

2.4 Estudos de simulacao

Nessa secao, os estudos de simulacdo foram divididos de acordo com a distribui¢ao da
varidvel resposta, considerando, portanto, os trés modelos de regressao circular descritos na

Secdo 2.2 e duas covaridveis, nas quais

Ui = g(Po+ Bixit + Paxiz). (2.46)

Paralelamente, foram realizados estudos de simulagdo para avaliar a convergéncia dos estima-

dores de maxima verossimilhanga. Os resultados destes estudos foram omitidos por questdes
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de brevidade. Os modelos considerados nos estudos de simulacdo das Se¢des 2.4.1 a 2.4.3 ndo

apresentam problemas de convergéncia dos estimadores.

Com o intuito de estudar as caracteristicas da distribui¢do do residuo quantilico circular,
foram realizadas 5000 réplicas de Monte Carlo. Para cada um dos modelos, foram avaliadas
diferentes condi¢Oes derivadas de um cendrio denominado como base, por meio de variagdes
dos valores pré definidos para os parametros, da funcdo ligac@o e/ou da distribuicao atribuida as
covariaveis. Para todos os casos, considerou-se os tamanhos amostrais » = 20 ¢ 50. Em cada um
dos cendrios considerados, as varidveis preditoras foram mantidas fixas em todas as réplicas de
Monte Carlo.

Tendo em vista o interesse em residuos cuja distribuicao se aproxima de uma Normal
padrdo, foram calculadas algumas medidas descritivas para cada um dos residuos explicitados,
como média, variancia, assimetria e curtose. Bem como, foram calculados os valores para a
estatistica de Anderson-Darling (ANDERSON; DARLING, 1954), utilizada para testar se cada
residuo possui distribui¢io Normal padrio. O valor da estatistica de Anderson-Darling é usada
como uma medida de proximidade entre cada distribuicdo residual e a distribuicio Normal

padrdo.

2.4.1 Estudos de simulacao para o modelo com resposta von Mises

Sabe-se que, para os modelos de regressdo com resposta von Mises, em particular, as
extensdes propostas por Souza e Paula (2002) - isto é, os residuos d e r; - possuem distribui¢do
aproximadamente Normal padrio. A vista disto, para esta classe de modelos, avaliou-se o
comportamento do residuo proposto, comparando-o com o residuo deviance (d;) (Equangéo 2.35)
e os dois mencionados anteriormente. Para tal, foram considerados cinco cendrios, conforme
mostrado na Tabela 2.4. O cenério I € definido como cendrio base. Para o cenério II, a funcio de
ligacdo foi alterada. No cendrio III, hd uma diminuicdo no valor de do parametro de precisdo dos
dados. O cendrio IV tem covaridveis geradas a partir das distribuicdes Normal e Gama e nao
da distribuicao uniforme que foi usada nos demais cendrios. Por fim, no cendrio V, alterou-se
os valores dos parametros do modelo para aumentar a variancia circular de y; ao longo das n

observacoes.

Tabela 2.4 — Descrig¢do dos cendrios para o modelo de regressao von Mises.

Cendrio | Fun¢do de Ligagao Xi1 xo PBo B B x
I-base | g(r) =2arctan(r) U(0,1) U,1) 1,75 2,2 -1,2 4
I |gt)=2n:% - UO1)  U@O1) 175 22 -12 4
11 g(t) =2arctan(t) U(0,1) Uu,1) 1,75 2,2 -1,2 2
v g(t) =2arctan(t) N(%,:5) Gama(3,6) 1,75 -2,2 -1,2 4
\Y g(t) =2arctan(t) U(0,1) U(,1) 2,50 -3,0 -2,0 4

A Tabela 2.5 apresenta a média e variancia amostrais, os coeficientes de assimetria e cur-

tose, e a estatistica do teste de Anderson-Darling referente aos residuos r*i, r; e d;, considerando
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as 5000 réplicas via Monte Carlo para o cendrio I e n = 20. Os resultados para o residuo d; foram
omitidos, uma vez que sua distribui¢do € pior aproximada pela Normal padrdo, quando compa-
rada a distribui¢@o de d;, em todos os cendrios. O residuo d; possui média, assimetria e curtose
semelhantes ao residuo deviance, contudo, sua variancia se afasta de 1. O mesmo ocorre com o
residuo ponderado padronizado 2 na regressao beta, cuja padronizacdo também consiste em uma
divisdo por (1 — hii)l/ 2 (ANHOLETO; SANDOVAL; BOTTER, 2014; PEREIRA, 2019).

Para a maioria das observagdes, os residuos r; € d; apresentam média e coeficiente de
assimetria proximos de zero e coeficiente de curtose ligeiramente inferior a 3. O mesmo ocorre
para o residuo d; e, portanto, os resultados obtidos para os residuos r; e d; corroboram com
aqueles encontrados por Souza (1999) e Souza e Paula (2002). Como também observado por
esses autores, tem-se que o residuo d; possui varidncia maior que r;, apresentando valores
que se afastam de 1. E justamente neste ponto onde a distribui¢io do residuo deviance melhor
se aproxima da Normal padrdo, em comparagdo a padronizagdo via (1 — hii)l/ 2. Em geral, a
variancia também € proxima de um para r;, mas € superior a 1,1 para d; em metade das 20
observacoes. No mesmo cendrio, r;i tem média, variancia e coeficiente de curtose semelhantes
a r;. No entanto, r,. tem coeficiente de assimetria mais préximo de zero do que r; quando o
valor de y; esta longe do valor de u; da maioria das outras observacdes. Como consequéncia, em
média, o residuo r;l, apresenta valores inferiores para a estatistica de Anderson-Darling, quando

comparado aos demais residuos.

Analogamente, as Tabelas A.1-A.4, encontradas no Apéndice A.6, exibem os resultados

Tabela 2.5 — Resultados da simulacio para "*w r; e d;, considerando o cendrio I com n = 20 - modelo de
regressdo von Mises.

i Ui Meédia Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
' T d; g rpod; T T d; g rpd; g T d;
1 1,88 0,02 -0,06 —0,06 1,08 1,09 1,16 0,05 —0,17 —-0,18 2,78 2,76 2,77 5,08 11,19 18,34
2 -0,83 —-0,01 —-0,01 —-0,01 0,86 0,87 0,93 0,03 0,03 0,03 2,89 2,93 2,94 6,30 5,89 1,83
3 -1,07 0,04 0,04 0,04 1,00 1,01 1,08 0,03 0,03 0,04 2,82 2,85 2,86 3,17 3,24 6,05
4 1,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,01 1,08 —-0,04 —0,04 —0,05 2,78 2,82 2,82 0,74 0,79 3,81
5 -1,38 —-0,01 0,00 0,00 1,05 1,06 1,13 0,00 0,03 0,03 2,81 2,81 2,81 2,47 2,64 7,86
6 —0,75 0,00 0,00 0,00 0,99 1,00 1,06 0,04 0,04 0,04 2,85 2,8 2,90 0,47 0,45 2,24
7 —-0,02 0,00 0,00 0,00 0,89 0,90 0,96 —-0,02 —0,02 —0,02 2,87 2,92 2,93 3,40 3,08 0,58
8§ 1,00 -0,03 -0,03 —0,03 1,00 1,01 1,08 —0,05 —0,05 —0,05 2,82 2,85 2,87 2,36 2,40 5,41

O

1,30 0,02 0,01 0,01 1,051,06 1,13 —0,05 —0,10 —0,11 2,87 2,85 2,87 3,95 3,84 9,04
10 1,41 —0,01 —0,02 —0,02 1,03 1,04 1,11 —0,03 —0,09 —0,09 2,71 2,72 2,73 3,24 3,97 9,23
11 0,33 0,00 0,00 0,00 1,051,061,13 0,04 0,04 0,04 2,78 2,82 2,82 2,44 2,65 7,85
12 —1,79 —0,01 0,04 0,05 1,05 1,06 1,13 —0,06 0,17 0,18 2,90 2,90 2,91 2,23 5,60 10,63
13 —0,78 0,01 0,01 0,01 1,02 1,03 1,10 0,00 0,01 0,01 2,74 2,78 2,78 2,05 2,14 6,34
14 0,00 0,01 0,01 0,0l 0,80 0,81 0,86 —0,02 —0,02 —0,02 2,87 2,91 2,92 13,89 13,31 6,66
15 —0,24 —0,02 —0,02 —0,02 0,90 0,91 0,97 0,03 0,02 0,02 2,88 2,88 2,89 4,20 3,92 2,04
16 —1,51 0,03 0,04 0,04 1,08 1,09 1,16 0,03 0,08 0,09 2,92 2,92 2,92 4,27 5,64 11,52
17 1,70 0,02 —0,02 —0,02 1,07 1,07 1,15 0,03 —0,13 —0,14 2,90 2,84 2,86 3,62 4,08 9,89
18 1,04 —0,01 —0,01 —0,02 0,99 1,00 1,07 —0,02 —0,02 —0,02 2,78 2,80 2,81 1,58 1,53 4,47
19 —1,23 0,00 0,00 0,00 1,03 1,04 1,11 0,09 0,11 0,11 2,83 2,85 2,86 1,91 2,10 6,39
20 1,08 0,01 0,0 0,01 1,051,06 1,13 —0,06 —0,06 —0,07 2,88 2,92 2,94 1,83 2,07 6,54

Média 0,00 0,00 0,00 1,00 1,01 1,08 0,00 —0,01 —0,01 2,83 2,85 2,86 3,46 4,03 6,84
Desv. Pad. 0,02 0,02 0,02 0,08 0,08 0,08 0,04 0,08 0,09 0,06 0,06 0,06 2,84 3,20 4,09
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para os cendrios II-V, respectivamente, considerando n = 20. No cendrios I, II e IV, os trés
residuos apresentam média proxima de 0 em todas as 20 observacdes da amostra. J4 no cenarios
III e V, os residuos r; e d; apresentam observacdes com valores substancialmente longe da
referéncia, como por exemplo a primeira observacio no cendrio III, cuja média equivale a —0,24
e —0, 26, respectivamente. A assimetria € proxima de 0 para todas as observagdes, em todos os

cendrios, apenas para o residuo quantilico circular.

Tabela 2.6 — Média das medidas de distribui¢do dos residuos r;i, ri € d;, considerando os cenarios I-VI e
os tamanhos amostrais n = 20 e n = 50 - modelo de regressdo von Mises.

I’* r; di

Cendrios =20 n=50 n=20 =50 n=20 n=350
Média 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Varidncia 1,00 1,00 1,01 1,01 1,08 1,09

I Assimetria 0,00 0,00 -0,01 0,01 -0,01 0,01
Curtose 2,83 2,99 2,85 3,02 2,86 3,02

Estatistica A-D 3,46 1,28 4,03 2,16 6,84 4,47
Média 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Variancia 1,00 1,00 1,01 1,01 1,08 1,09

II Assimetria 0,00 0,01 -0,01 0,00 —-0,01 0,00
Curtose 2,83 2,98 2,85 3,01 2,86 3,02

Estatistica A-D 2,37 1,24 2,73 2,08 5,52 4,40
Média 0,00 0,00 -0,01 0,00 —-0,01 0,00

Varidncia 1,00 1,00 0,99 1,00 1,16 1,18

I Assimetria —0,01 0,01 -0,02 0,01 -0,02 0,01
Curtose 2,98 3,02 2,78 2,76 2,77 2,75

Estatistica A-D 3,31 1,20 24,56 27,89 37,61 43,77
Média 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Variancia 1,00 1,00 1,01 1,01 1,08 1,09

v Assimetria —0,01 —0,01 0,00 —0,01 0,00 —0,01
Curtose 2,79 2,94 2,82 3,00 2,83 3,01

Estatistica A-D 3,45 1,25 3,40 1,28 6,35 3,61
Média 0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01

Varidncia 1,00 1,00 0,98 1,01 1,05 1,08

\Y% Assimetria —0,01 0,00 —-0,02 0,02 —-0,02 0,02
Curtose 2,84 2,99 2,83 2,99 2,82 2,99

Estatistica A-D 8,52 1,38 9,96 10,62 12,32 13,33

A Tabela 2.6 apresenta a média (entre as n observagdes) das medidas de distribuicao,
obtidas por cada um dos trés residuos, em todos os cendrios e ambos tamanhos amostrais.Para
n = 20 e para os trés residuos, os valores médios da média e assimetria sdo proximos de zero
em todos os cendrios, enquanto que os valores médios da curtose sdo ligeiramente inferiores a
trés para todos os residuos. Para 0 mesmo tamanho de amostra, os valores médios da variancia
para rj]‘i e r; sdo proximos de um, enquanto que a variancia média de d; é ligeiramente maior

que um. A distribui¢@o de ry, € bem aproximada pela distribui¢do Normal padrao em todos os
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cendrios para n = 20, mas a aproximagao é um pouco pior quando a variancia de u; ao longo das
n observagdes é maior (cendrio V). Por outro lado, a aproximacgao da distribui¢do dos demais
residuos a distribuicdo Normal padrdo nao € tdo boa quando a variancia da varidvel resposta é
maior (cendrio III). A estatistica de Anderson-Darling revela que a distribui¢ao de ry, estd mais
proxima da distribui¢do Normal padrdo, quando n aumenta de 20 para 50. Note que o mesmo

nao ocorre com 0s demais residuos nos cenarios Il e V.

Tabela 2.7 — Comparacgdo da estatistica de Anderson-Darling, para n = 20 e n = 50, considerando os
cendrios I-VI - modelo de regressdo von Mises.

Cendrio n Residuos Média DP Minimo 0 [0)) 03 Maiximo
Ty 3,46 2,84 0,47 2,01 2,82 4,01 13,89
20 ri 4,03 3,20 0,45 2,13 3,16 4,46 13,31
d; 6,84 4,09 0,58 4,31 6,46 9,09 18,34
I
Ty 1,28 1,02 0,23 0,52 0,99 1,66 4,57
50 ri 2,16 2,64 0,16 0,71 1,31 2,23 14,63
d; 4,47 3,31 0,28 2,37 4,05 5,46 17,42
Ty 2,37 1,58 0,44 1,29 2,08 2,86 6,00
20 ri 2,73 1,63 0,49 1,63 2,60 3,31 5,81
d; 5,52 2,85 0,97 3,58 5,44 7,60 12,02
I
Ty 1,24 0,90 0,24 0,55 0,97 1,59 4,26
50 ri 2,08 3,14 0,18 0,66 1,25 2,07 20,49
d; 4,40 3,38 0,15 2,54 3,70 5,97 21,40
Ty 3,31 4,08 0,58 1,26 2,26 3,07 18,45
20 r 24,56 31,45 1,86 6,16 11,90 23,33 122,58
d; 37,61 40,04 1,32 15,93 23,42 42,44 156,96
I
Ty 1,20 0,98 0,26 0,53 0,87 1,32 411
50 ri 27,89 44,83 0,74 1,96 5,75 20,14 198,20
d; 43,77 51,21 3,02 15,68 19,77 38,25 233,00
Ty 3,45 2,94 0,49 1,39 2,49 4,57 12,85
20 ri 3,40 2,98 0,51 1,36 2,00 4,94 12,27
d; 6,35 4,75 0,84 2,72 4,98 10,85 15,85
v
Ty 1,25 0,87 0,15 0,56 1,00 1,62 4,18
50 r 1,28 0,87 0,14 0,59 1,16 1,67 4,33
d; 3,61 211 0,32 1,74 3,54 5,38 8,45
Ty 8,52 5,79 0,90 4,21 6,95 13,01 21,34
20 ri 9,96 11,14 1,67 3,28 5,05 8,72 37,78
d; 12,32 11,15 1,77 6,68 9,15 12,58 44,84
\%
Ty 1,38 1,22 0,18 0,58 0,85 1,65 4,83
50 ri 10,62 23,29 0,17 0,62 1,50 4,46 108,79
d; 13,33 25,03 0,66 1,94 4,21 7,16 116,78

A Tabela 2.7 exibe, de maneira mais detalhada, os resultados para a estatistica de
Anderson-Darling, em todos os cendrios considerados neste estudo de simula¢do. Com excecao

do cendrio IV, em que r;, e r; tém comportamento semelhante, a distribui¢éo do residuo proposto
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revela-se mais proxima da distribuicdo Normal padriao, quando comparada a distribuicao dos
demais residuos. Para ambos os tamanhos amostrais no cendrio III, em que o parametro de
concentracdo da varidvel resposta € menor, o valor mdximo da estatistica de Anderson-Darling
referente ao residuo quantilico circular é consideravelmente menor que a média para os demais
residuos. O mesmo ocorre no cenério V com n = 50, onde a variancia de y; também é aumentada.
O resultado do cenario III € coerente com a conclusdo de Souza e Paula (2002), que observaram
que a distribuicdo dos residuos r; e d;" melhor se aproxima da distribui¢do Normal padrdo para
valores moderados ou grandes de k. Em alguns cendrios, para n = 20, algumas observagdes
apresentam valores mais elevados para estatistica de Anderson-Darling, para todos os residuos.
Contudo, para o residuo quantilico circular, esta situagdo minimiza-se substancialmente quando
n = 50.

De uma forma geral, tem-se uma boa concordancia entre a distribui¢do do residuo
proposto e a Normal padrio, mesmo em pequenas amostras, como ocorre nos modelos de
regressdo beta, MLG e nos modelos de regressao generalizados de Johnson Sp. Assim como
observado no caso linear, e conforme o Teorema 2.3.1, a aproximag¢do melhora quando n aumenta
de 20 para 50.

2.4.2 Estudos de simulacao para o modelo com resposta sine-skewed

von Mises

Com o intuito de avaliar o comportamento do residuo proposto em modelos de regressao
cuja varidvel resposta possui distribuicdo assimétrica, considerou-se a classe de modelos com
resposta SSvM. Para este caso, nao foi encontrado nenhum outro residuo com potencial distri-
bui¢io Normal padrio, aproximadamente. E valido lembrar que, como mostrado na Segdo 2.3.1,
nessa classe de modelos o residuo deviance (Equagdo 2.37) ndo pode ser calculado. Os cendrios
foram construidos de forma andloga ao caso von Mises, como pode ser observado na Tabela 2.8.
Para esse modelo, tem-se um nimero maior de cendrios, pois também foi considerado diferentes

valores para o parametro de assimetria da distribuicao da variavel resposta.

Tabela 2.8 — Descri¢do dos cendrios para o modelo de regressdo sine-skewed von Mises.

Cendrio | Fung¢do de ligacéo Xi| xo PBo B Brx A
I-base | g(t) = 2arctan() U(0,1) u,1) 1,75 2,2 -1,2 4 0,5
I [g(r)=2n1% —x UO,1)  U@O1) 1,75 22 -12 4 05
I g(t) =2arctan(¢r) U(0,1) u,1) 1,75 2,2 -1,2 2 0,5
IV | g(t) =2arctan(t) N(3,7;) Gama(3,6) 1,75 -22 -12 4 0.5
\Y% g(t) =2arctan(t) U(0,1) Uu,1) 1,75 -2,2 -1,2 4 0,9
VI | g(t)=2arctan(t) U(0,1)  U(0,1) 1,75 -22 -12 4 -0,2
VII | g(t)=2arctan(t) U(0,1)  U(0,1) 2,50 -3,0 2,0 4 0,5

Para n = 20, no cendrio base, semelhante a regressdo von Mises, a média e o coeficiente

de assimetria do residuo quantilico circular ndo diferem substancialmente dos correspondentes
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valores na distribui¢do Normal padrdo para todas as observacodes (Tabela 2.9). Por outro lado, o
coeficiente de curtose € ligeiramente inferior a 3 para todas as observacdes, € a variancia nao
¢é tdo proxima de um para algumas observacdes. A média e o desvio padrao da estatistica de
Anderson-Darling sdo maiores que os observados no cendrio base do modelo de regressao von
Mises. No entanto, o residuo quantilico circular se aproxima satisfatoriamente da distribui¢ao

Normal padrdo, uma vez que a estatistica do teste ndo € tdo alta para nenhuma das observacoes.

Tabela 2.9 — Resultados da simulag@o para ry,, considerando o cendrio I com n = 20 - modelo de regressao
sine-skewed von Mises.

1 u; Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
1 1,88 0,04 1,00 —-0,04 2,68 6,29
2 —0,83 —-0,02 0,85 0,01 2,83 7,18
3 -1,07 0,04 1,00 0,00 2,77 3,86
4 1,00 —0,01 1,01 —-0,04 2,76 0,83
5 -1,38 0,02 1,03 -0,05 2,76 3,85
6 —0,75 —0,02 0,98 0,01 2,80 1,40
7 —0,02 —0,04 0,88 -0,02 2,89 7,74
8 1,00 -0,03 1,01 —-0,04 2,78 2,81
9 1,30 0,03 1,05 -0,06 2,85 6,48
10 1,41 0,00 1,03 -0,06 2,71 3,23
11 0,33 —0,03 1,04 0,02 2,79 3,82
12 —1,79 0,06 0,96 —-0,04 2,90 11,72
13 -0,78 0,00 1,02 -0,01 2,73 1,77
14 0,01 -0,02 0,79 0,00 2,85 15,28
15 —0,24 —0,05 0,89 0,02 2,88 10,70
16 —1,51 0,06 1,04 -0,03 2,81 12,70
17 1,70 0,04 1,01 —-0,03 2,76 6,25
18 1,04 —0,02 1,00 -0,03 2,76 1,96
19 —-1,23 0,02 1,02 0,07 2,72 2,17
20 1,08 0,01 1,05 -0,09 2,86 2,41
Média 0,01 0,98 -0,02 2,79 5,62
Desyv. Pad. 0,03 0,07 0,04 0,06 4,16

De maneira andloga, as Tabelas A.5-A.10 (Apéndice A.7) exibem os resultados para os
cendrios II-VII, respectivamente, com n = 20. Com excec¢do do cendrio V, em que o coeficiente
de assimetria € maior, todas as observacdes t€ém média proximo de zero. Nos cendrios III, V e
VII, algumas observagdes apresentam assimetria maior que 0, 11. Entretanto, no cenério III o
coeficiente de curtose se aproxima de 3. O aumento do tamanho amostral, ocasiona melhoras
significativas no coeficiente de curtose (Tabela 2.10) para os demais cendrios e aproxima a
variancia a 1. Como consequéncia, a estatistica de Anderson-Darling diminui e, portanto, a
distribuic@o do residuo proposto se aproxima de uma Normal padrdo quando n aumenta de 20

para 50.

Novamente, tem-se uma boa concordancia entre a distribuicao do residuo proposto e a
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Tabela 2.10 — Média das medidas de distribui¢do do residuo r,, considerando os cendrios I-VII e os
tamanhos amostrais n = 20 e n = 50 - modelo de regressao sine-skewed von Mises.

Cenarios Tamanho amostral Média Varidncia Assimetria Curtose Estatistica A-D

: n=20 0,01 0,98 —0,02 2,79 5,62

n=50 0,00 1,00  —0,04 2,95 1,61

- n=20 0,00 0,99  —001 2,77 3,45

n=50 0,00 1,00  —0,03 2,93 1,66

- n=20 0,00 098  —0,04 3,04 4,82
n=50 0,00 1,00  —0,04 3,04 1,74

v n=20 0,00 098 —0,01 2,75 5,26
n=50 0,00 099  -0,02 2,91 1,65

v n=20 0,02 0,97 0,03 2,78 16,48
n=50 0,01 0,99 0,02 2,96 6,15

Vi n=20 —0,01 0,99  —0,01 2,79 6,29
n=>50 —0,01 1,00 0,00 2,94 3,22

Vil n=20 0,01 0,98  —0,03 2,79 6,83
n=50 0,00 1,0l  —0,05 2,97 1,56

Normal padrao, embora a aproximacao nao seja tdo boa quanto na regressao von Mises. Isso
pode ser notado, por exemplo, comparando-se os valores das estatisticas de Anderson-Darling
dos dois modelos (Tabelas 2.7 e 2.11). A aproximagao € pior especialmente quando o parametro
de assimetria da varidvel resposta € alto (cendrio V). Como esperado, a aproximagao melhora

com o aumento do tamanho amostral.

2.4.3 Estudos de simulacdo para o modelo com resposta wrapped

Cauchy

Nesta dltima classe de modelos considerada, avaliou-se o comportamento do residuo
proposto, comparando-o com o residuo deviance (d;) (Equacao 2.38). De maneira andloga aos

casos anteriores, foram analisados diferentes cenarios, como mostra a Tabela 2.12.

Para n = 20, em todos os cendrios, a média e a assimetria do residuo quantilico circular
nao difere substancialmente de zero para todas as observagdes (Tabelas 2.13 e A.11-A.15, no
Apéndice A.8). A variancia € ligeiramente superior a um para a maioria das observacdes, em todos
os cendrios. Para todos os cendrios, a curtose, em média, é proxima de 3, embora se afaste para
algumas observagdes. Como consequéncia, a média e o desvio padrdo da estatistica de Anderson-

Darling sdo maiores do que os observados nos cendrios do modelo de regressdo von Mises, o que
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Tabela 2.11 — Comparacgdo da estatistica de Anderson-Darling, para n = 20 e n = 50, considerando os
cendrios I-VII - modelo de regressao sine-skewed von Mises.

Cenario n  Média DP  Minimo 01 O Q03 Maiaximo
I 20 5,62 4,16 0,83 2,35 3,85 7,32 15,28
50 1,61 1,22 0,24 0,74 1,30 2,15 6,34

I 20 3,45 1,75 1,10 2,07 3,03 5,10 6,47
50 1,66 1,62 0,23 0,81 1,08 1,75 9,56

10 20 4,82 4,61 0,34 1,92 2,54 8,83 16,38
50 1,74 1,17 0,30 0,86 1,21 2,23 4,92

v 20 526 6,14 0,49 1,72 3,77 5,02 26,37

50 1,65 1,58 0,13 0,68 1,27 1,90 8,47
v 20 16,48 16,01 1,26 4,11 10,65 27,87 57,24
50 6,15 7,73 0,38 1,41 3,11 6,06 38,31
v 20 6,29 6,14 0,48 2,36 4,09 7,50 22,61
50 3,22 3,03 0,20 1,07 2,12 4,10 14,60
vip | 20 683 443 0,34 3,74 5,13 9,68 14,75
50 1,56 1,26 0,33 0,71 1,00 2,10 6,24

Tabela 2.12 — Descri¢do dos cendrios para o modelo de regressdo wrapped Cauchy.

Cendrio Fungdo de ligagio Xi1 xo Bo Bi B Y
I-base  g(t) =2arctan(t) U(0,1) u,1) 1,75 -2,2 -1,2 0,15
I g(r)=2r:%—-x UO1)  UO1) 1,75 22 -12 0,15
11 g(t) =2arctan(t) U(0,1) u(,1) 1,75 -2,2 -1,2 0,35
1\Y% g(t) =2arctan(t) U(0,1) U(,1) 1,75 -2,2 -1,2 1,00
vV gt = arctan(t) N(3,75) Gama(3,6) 1,75 -2,2 -1,2 0,15
VI g(t)=2arctan(r) U(0,1)  U(0,1) 2,50 -3,0 -2,0 0,15

indica que a distribuicao do residuo quantilico circular € mais proxima a distribuicao Normal
padrio no caso da regressdo von Mises. No entanto, o residuo quantilico circular aproxima-se
satisfatoriamente da distribui¢do Normal padrio, principalmente em comparacao com o residuo

deviance, cujos valores sdo significativamente maiores.

A Tabela 2.14 apresenta a média das medidas de distribui¢@o, para os residuos ry, e d;,
em todos os cendrios € em ambos os tamanhos de amostra. Para n = 20, a distribui¢do de ry, €
bem aproximada pela distribuicio Normal padrdo. No entanto, a aproximagao € pior do que nos
modelos anteriores, especialmente porque o residuo quantilico circular tem variancia ligeiramente
superior a um na regressao wrapped Cauchy. Para n = 50, a aproximagao da distribuicdo Normal
padrdo € muito boa e proximo ao observado para os demais modelos. Por outro lado, para ambos

os tamanhos de amostra, a distribuic@o do residuo deviance na regressao wrapped Cauchy nao
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Tabela 2.13 — Resultados da simulag@o para r, e d;, considerando o cendrio I com n = 20 - modelo de
regressdo wrapped Cauchy.

i Ui Média Variancia Assimetria Curtose  Estatistica A-D

T d rg 4 o d rg 4 Iy d
1 1,88 —0,02 —0,23 1,16 2,86 0,01 —0,04 2,71 2,09 14,91 865,54
2 -0,83 0,03 0,10 1,02 2,52 0,03 0,05 3,30 2,57 26,88 452,40
3 -1,07 -0,02 0,07 1,10 2,74 0,00 0,05 2,87 2,25 5,64 644,83
4 1,00 0,01 —0,08 1,05 2,60 0,04 —0,06 3,09 2,38 6,59 527,12
5 -1,38 —0,01 0,12 1,11 2,77 —-0,02 0,04 2,84 2,21 6,87 691,22
6 —0,75 -0,01 0,06 1,07 2,64 -0,01 0,06 3,09 2,39 8,22 540,09
7 -0,02 0,01 0,03 1,03 2,53 -0,02 —0,01 3,27 2,51 14,84 453,92
8 1,00 0,00 —0,06 1,08 2,67 —0,11 —0,09 3,08 2,33 6,51 571,76

9 1,30 —0,01 —0,12 1,12 2,76 —0,03 —0,08 2,90 2,18 6,54 701,16
10 1,41 —0,02 —0,17 1,07 2,65 0,01 —0,07 2,97 2,24 4,12 639,56

11 0,33 0,03 0,01 1,122,799 —0,04 —0,04 2,84 2,21 8,66 685,52

12 -1,79 —0,02 0,16 1,08 2,68 0,00 0,09 2,90 2,19 4,20 673,22

13 —0,78 0,00 0,06 1,09 2,73 —0,01 0,03 2,81 2,23 4,53 645,97

14 0,01 —0,01 —0,03 1,01 2,44 0,04 0,01 3,58 2,78 45,87 368,33

15 —0,24 —0,03 —0,02 1,06 2,59 —0,01 0,03 3,22 2,50 16,63 480,89

16 —1,51 0,01 0,15 1,11 2,75 0,02 0,07 2,88 2,18 5,87 705,27

17 1,70 —0,01 —0,19 1,09 2,71 0,04 —0,06 2,85 2,17 5,51 716,56

18 1,04 0,01 —0,08 1,10 2,74 0,02 —0,03 2,86 2,23 5,16 655,78

19 —1,23 0,00 0,10 1,08 2,71 0,00 0,06 2,83 2,24 4,62 637,62

20 1,08 0,00 —0,11 1,10 2,70 0,07 —0,02 3,02 2,31 4,18 618,85
Média 0,00 —0,01 1,08 2,68 0,00 0,00 3,00 2,31 10,32 613,78
Desv. Pad. 0,0 0,12 0,04 0,10 0,04 0,06 0,21 0,17 10,14 115,59

pode ser aproximada pela distribuicio Normal padrdo, pois possui varidncia muito maior que um

e coeficiente de curtose muito menor do que 3.

Embora o residuo quantilico circular apresente algumas observagdes com valores ele-
vados para estatistica de Anderson-Darling, esta situacdo minimiza-se substancialmente em
n = 50 (Tabela 2.15). E vilido ressaltar que os valores maximos da estatistica do teste, referente
ao residuo proposto, sdo consideravelmente menores que os minimos observados no residuo
deviance. Portanto, novamente, tem-se uma boa concordancia entre a distribui¢do do residuo

proposto e a Normal padrao, sobretudo em comparagdo ao residuo d;.

2.5 Aplicacao

Na Secdo 2.4, estudou-se a distribui¢cdo dos residuos considerados neste trabalho, avali-
ando se sdo bem aproximados pela distribuicao Normal padrdo. No entanto, € de suma impor-
tancia que os residuos sejam capazes, também, de identificar erros de especificagdo do modelo.
Para avaliar essa propriedade, foram consideradas duas aplicac¢des, sendo a primeira via dados

simulados e a segunda com um banco de dados reais.
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Tabela 2.14 — Média das medidas de distribui¢ao dos residuos ry, e d;, considerando os cendrios I-VI e os

tamanhos amostrais n = 20 e n = 50 - modelo de regressao wrapped Cauchy.

d

Cenarios n=20n=50 n=20 n=50
Média 0,00 0,00 —-0,01 0,00

Varidncia 1,08 1,02 2,68 2,53

| Assimetria 0,00 0,00 0,00 0,00
Curtose 3,00 3,00 2,31 2,25

Estatistica A-D 10,32 1,74 613,78 556,76
Média 0,00 0,00 —-0,01 0,00

Variancia 1,08 1,02 2,68 2,53

11 Assimetria 0,00 0,00 0,00 0,00
Curtose 2,99 3,00 2,31 2,25

Estatistica A-D 8,04 1,68 605,1 553,85
Média 0,00 0,00 —-0,01 0,00

Variancia 1,09 1,02 2,32 2,16

I Assimetria —0,01 0,00 0,00 0,00
Curtose 2,98 2,99 2,13 2,02

Estatistica A-D 10,98 1,85 577,93 520,14
Média 0,01 0,00 —-0,06 0,00

Variancia 1,11 1,03 1,63 1,31

v Assimetria —0,01 0,00 0,05 0,00
Curtose 2,98 2,99 2,06 1,86

Estatistica A-D 15,32 2,49 330,85 350,13
Média 0,00 0,00 —-0,01 —0,02

Variancia 1,08 1,02 2,68 2,54

v Assimetria 0,00 0,00 0,00 —0,02
Curtose 2,99 3,01 2,32 2,27

Estatistica A-D 10,39 2,00 599,39 541,87
Média 0,00 0,00 -—-0,01 0,01

Variancia 1,08 1,02 2,64 2,52

VI Assimetria 0,00 0,00 0,01 0,00
Curtose 3,00 3,00 2,32 2,24

Estatistica A-D 14,39 1,96 619,88 574,66

2.5.1 Aplicacao com dados simulados

Para esta primeira aplicacdo, foram geradas 200 observacdes provenientes do modelo de
regressdo com resposta sine-skewed von Mises. As covaridveis foram geradas com base em uma
U(0,1), utilizando By =3,5, 1 =1,8, o =1,2, k =1,e L = —0,9.

A Figura (2.12) (a) apresenta o grafico de probabilidade normal com envelope simulado
(ATKINSON, 1981) para o residuo quantilico circular, quando o modelo com resposta sine-
skewed von Mises € ajustado. Corretamente, o residuo r;;i nao indicou nenhuma falha de ajuste,
uma vez que nao hé pontos fora dos limites do envelope simulado. Adiante, foram ajustados
os modelos de regressdo com resposta von Mises e com resposta wrapped Cauchy, em que

claramente ha um erro de especificacdo. Erroneamente, os residuos r; e d; ndo sugerem falhas
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Tabela 2.15 — Comparagdo da estatistica de Anderson-Darling, para n = 20 e n = 50, considerando os
cendrios I-VI - modelo de regressao wrapped Cauchy.

Cendario n Residuos Média DP Minimo 01 (0)) 03 Maiaximo
20 Ty 10,32 10,14 4,12 5,03 6,53 10,20 45,87
d; 613,78 115,59 368,33 536,85 642,19 686,95 865,54

s 1,74 0,92 039 1,13 1,57 2,58 4,11

d; 556,76 55,46 443,97 520,14 556,20 592,55 724,17

o Ta 8,04 6,16 3,93 501 585 7,34 2832

I d; 605,10 81,00 440,21 558,92 620,01 654,98 746,06
o 1,68 0,8 051 097 1,55 2,13 3,96

d; 553,85 44,94 443,79 526,83 552,48 579,03 685,92

o 10,98 10,21 3,84 5,90 7,47 10,42 47,88

- d; 577,93 158,42 286,30 480,55 595,58 653,46 973,55
o 1,85 1,25 0,41 1,02 1,53 2,20 6,60

d; 520,14 109,24 375,45 443,52 503,96 549,17 903,76

o 15,32 8,73 5,30 10,77 13,51 17,25 40,01

v d; 330,85 137,81 96,62 237,49 341,77 409,22 647,40
o 2,49 1,50 0,58 1,31 2,18 3,30 7,44

d; 350,13 220,24 122,16 190,16 246,70 441,28 937,00

o Ta 10,39 9,85 4,44 579 7,67 9,96 49,66

v d; 599,39 96,61 369,80 557,95 593,79 672,13 746,60
o 2,00 1,57 0,30 0,94 1,52 2,56 8,37

d; 541,87 44,19 407,26 515,15 544,02 565,66 615,52

o 14,39 16,77 4,23 6,13 8,34 13,49 77,72

v d; 619,88 162,86 293,94 498,15 634,48 710,52 971,39
s T 1,9 1,32 032 1,13 1,51 2,41 6,62

d; 574,66 85,83 427,08 517,22 567,40 599,09 847,90

no ajuste dos modelos von Mises (Figura (2.12) (c)(d)). O mesmo acontece para o residuo
deviance nos modelos de regressao wrapped Cauchy (Figura (2.12) (f)). Por outro lado, o
residuo quantilico circular sugere corretamente problemas na especificacdo dos modelos, posto
que € possivel observar uma série de pontos consecutivos fora dos limites do envelope simulado
(Figura (2.12) (b)(e))

2.5.2 Aplicacao com dados reais

A segunda aplicagdo usa os dados de Scapini et al. (2002), correspondentes a orien-
tacao de dois crustidceos da espécie funil de areia (sympatric sandhoppers) de uma praia no

Mediterraneo, expostos a diferentes fatores ambientais. Os dados estdo disponiveis no pacote
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Figura 2.12 — Gréfico de probabilidade normal com envelope simulado considerando os dados simulados
para o residuo ry, (a), quando ajustado corretamente 0 modelo sine-skewed von Mises; para
rj;i (b), r; (c), e d; (d), quando ajustado incorretamente o modelo von Mises; para r;i (e)ed,;
(f), quando ajustado incorretamente o modelo wrapped Cauchy.

HDIR do software R (SAAVEDRA-NIEVES; CRUJEIRAS, 2021). Neste trabalho, utilizou-se o
subconjunto referente as 229 observacdes de f€meas da espécie Talitrus saltator, cuja visao de

paisagem foi permitida (Figura 2.13 (a)).

Foram ajustados os modelos com resposta von Mises, sine-skewed von Mises e wrapped
Cauchy com fungao de ligagao definida pela Equagao 2.25. A Tabela 2.16 apresenta as estima-
tivas dos parametros e os valores-p do teste da razdo de verossimilhanga (TRV) para os trés
modelos, considerando a temperatura como covaridvel. Os resultados sugerem que a temperatura
¢ significativa, como encontrado por Scapini et al. (2002) e Marchetti e Scapini (2003). De
uma forma geral, Bl < 0 implica que as dire¢cdes médias estimadas sofrem uma translacdo
em sentido horario, a medida que a temperatura aumenta. O mesmo pode ser observado pelos
diagramas de dispersao circular da Figura 2.13. A Figura 2.13 (b) representa as direcdes dos
crustaceos, cuja temperatura registrada foi menor ou igual a 23, 5°C (mediana das observacgoes
da covaridvel temperatura), enquanto que a Figura 2.13 (c) representa as diregdes dos crustaceos,
cuja temperatura registrada foi maior que 23, 5°C. Observa-se, portanto, que hd uma translagio

em sentido hordrio na concentracdo dos pontos entre os dois graficos, coerente com a estimativa
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@) (b) (©

Figura 2.13 — Diagrama de dispersao circular para as 229 orientag¢des dos crustaceos (a), para as obser-
vagdes dos crustaceos, cuja temperatura registrada € menor ou igual a 23,5°C (b) e cuja
temperatura registrada é maior que 23,5°C (c).

obtida de B

Tabela 2.16 — Estimativas dos parametros e valor-p do (TRV) para dados de sandhopper.

von Mises sine-skewed von Mises  wrapped Cauchy
Estimativa valor-p Estimativa valor-p Estimativa valor-p
Bo 3,275 < 0,001 1,314 0,003 3,487 < 0,001
B —0,083 0,007 —0,052 0,003 —-0,084 0,013

Para a verificagdo da adequagdo dos modelos, foram obtidos os trés conjuntos de residuos.
O residuo quantilico circular indica falhas no ajuste dos modelos com resposta simétrica, ja
que 13% dos pontos estdo fora dos limites do envelope na Figura 2.14 (a), sendo um ponto
bem evidente, e pela presenca de 31% dos pontos para além dos limites na Figura 2.14 (e). O
mesmo ndo ocorre com os demais residuos (Figura 2.14 (b)(c)(f)), onde no méaximo 5% dos
pontos encontram-se fora dos envelopes e todos esses estdo bem préximos aos seus limites. Para
o modelo de regressao sine-skewed von Mises, o residuo quantilico circular ndo sugere falhas no
ajuste (Figura 2.14 (d)), uma vez que ndo hé pontos visivelmente fora dos limites do envelope e

mais de 90% deles de fato se encontram entre as curvas.

2.6 Conclusoes

Neste capitulo, prop0s-se uma extensao ao residuo quantilico, adequando seu uso para os
modelos de regressao circular. Por meio de estudos de simulag@o via Monte Carlo, comparou-se
a distribui¢do do residuo quantilico circular com outros trés preexistentes. Com o intuito de in-

vestigar se os residuos podem identificar erros de especificacdo no modelo, foram implementadas
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Figura 2.14 — Grifico de probabilidade normal com envelope simulado para orientagdo sandhopper e ry,

(a), r; (b), e d; (c), quando o modelo de regressdao von Mises € ajustado; r; (d), quando o
modelo de regressao sine-skewed von Mises € ajustado; ry, (e) e d; (f), quando o modelo de
regressao wrapped Cauchy € ajustado.

duas aplicagdes, sendo uma delas com dados simulados e outra com dados reais. Para realizar

essas andlises, foram introduzidos dois modelos de regressao.

E muito desejdvel que um residuo tenha as duas propriedades a seguir. Primeiro, sua
distribuicdo deve ser bem aproximada pela distribuicdo Normal padrdao. Em segundo lugar, deve
ser possivel detectar a falta de ajuste do modelo. Os estudos de simulacdo sugerem que hd uma
boa concordancia entre a distribui¢do do residuo quantilico circular e a distribuicdo Normal
padrdao em todos os cendrios, mesmo em pequenas amostras. A aproximagao melhora quando o
tamanho da amostra aumenta de 20 para 50, o que corrobora o fato de que o residuo proposto
¢ assintoticamente Normal padrao distribuido em modelos de regressao para dados circulares
(como demonstrado algebricamente), assim como com o residuo quantilico no caso linear. Além
disso, o residuo quantilico circular se destaca dos demais especialmente nos cendrios onde a

variancia circular € menor.

Para os modelos de regressdao von Mises, jd foi demonstrado que as extensdes propostas
por Souza e Paula (2002) - isto €, os residuos d; e r; - possuem distribui¢do aproximadamente

Normal padriao. Contudo, os estudos de simulagdo da Secdo 2.4.1 indicam que a distribuicdo do
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residuo d;" possui menor concordancia com a Normal padrdo, quando comparada a distribui¢ao

do residuo deviance, uma vez que sua variancia se afasta de 1.

Em relacdo a capacidade de identificar falhas no ajuste, as aplicacdes mostraram que o
residuo proposto também se sobressai aos demais. A primeira aplicacio mostrou que o residuo
quantilico circular sugere mais claramente a falta de especificagdo do modelo, quando comparado
aos demais residuos. A segunda aplicagdo destaca a superioridade do r; , especialmente no caso

em que a varidvel resposta € assimétrica.

Além dessas vantagens apontadas pelos estudos de simulagdo e aplicacdes, o residuo
proposto também se destaca dos demais em relagdo a simplicidade e invariabilidade de sua
expressao algébrica ao considerar distintas classes de modelos de regressao para dados circulares.
Ele pode ser utilizado para qualquer modelo de regressao circular-linear paramétrico que assume
observagdes independentes, incluindo modelos nos quais mais do que um parametro da varidvel
resposta € uma func¢do de covaridveis. Também pode ser usado em modelos de regressdo circular-
linear ndo paramétricos, nos quais a funcao de distribuicdo da varidvel resposta pode ser estimada,
como no modelo proposto por Marzio, Panzera e Taylor (2013). No geral, o residuo quantilico
circular €, portanto, uma escolha melhor para realizar a andlise de diagnéstico de regressao

circular do que os residuos concorrentes.
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CAPITULO

DETECCAO DE OUTLIERS EM MODELOS
DE REGRESSAO BETA INFLACIONADOS EM
DOIS E TRES PONTOS

A regressdo beta (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004) é frequentemente utilizada para
modelar a relagc@o entre uma varidvel continua do tipo propor¢ao e um conjunto de varidveis ex-
plicativas. Nos casos em que o suporte da varidvel resposta possui um ou mais pontos com massa
de probabilidade positiva, o problema recai na classe dos modelos de regressao beta inflacionados
em um ou mais pontos (MARTINEZ, 2008; PEREIRA; BOTTER; SANDOVAL, 2013), que
também podem ser chamados de modelos de regressao beta ajustados em um ou mais pontos ou
modelos de regressdo beta aumentados em um ou mais pontos (GALVIS; BANDYOPADHYAY;
LACHQOS, 2014). A distribuicao beta inflacionada considera que o componente continuo é¢ mo-
delado pela distribui¢do beta, e o componente discreto por meio de uma distribuicao discreta. Na
andlise de diagndstico destes modelos, € comum que se utilize o residuo quantilico aleatorizado
(DUNN; SMYTH, 1996), o que € util para verificar falhas na especificacio do modelo. No
entanto, pode falhar para identificar outliers, conforme observado por Pereira et al. (2020) no
contexto dos modelos de regressao beta inflacionados em zero. O residuo quantilico aleatorizado
apresenta limitacoes na deteccdo destes pontos cujos valores se aproximam da componente
discreta. O mesmo ocorre para os modelos beta inflacionados em dois e trés pontos, conforme

serd discutido neste capitulo.

Pereira et al. (2020) propuseram um residuo com boas propriedades para deteccdo
outliers, sobretudo quando ndo sdo identificados pelo residuo quantilico aleatorizado. Neste
capitulo, € introduzida uma generalizacao do residuo desses autores, abrangendo os modelos
de regressao beta inflacionados em dois e trés pontos, mas que também pode ser facilmente
estendida para mais pontos de inflacdo. Ospina e Ferrari (2012) também propdem um residuo

para avaliacao da qualidade do ajuste em modelos de regressdo beta inflacionados no zero ou
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um, ao qual também é proposta uma adaptacao neste capitulo para o contexto dos modelos beta
inflacionados truncados. Sao realizados estudos de simulacdo Monte Carlo a fim de comparar a

distribuicdo desses residuos nas caudas com a distribui¢do Normal padrao.

3.1 Distribuicao beta inflacionada

Variaveis do tipo taxa, razao ou propor¢ao sdo comumente estudadas em contextos como
a proporc¢do de jogos ganhos por um tenista profissional (PEREIRA, 2019), proporcao de renda
gasta em alimentacdo (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004) e propor¢do de compras realizadas
via dispositivo movel (WANG; MALTHOUSE; KRISHNAMURTHI, 2015). Nesses casos, €
conveniente utilizar a distribuicao beta, uma vez que estas quantidades sdo medidas no intervalo
aberto (a,b), com a,b € R. No ambito dos modelos de regressdo com a distribui¢do beta, é
interessante utilizar a reparametrizacio proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004) paraa =0
e b =1 e estendida por Pereira, Botter e Sandoval (2012) para a, b € R, cuja densidade de
probabilidade € dada por
~1

. _ F(q))(y—a)(%)‘f’*l(b_y)(%)‘l)
f(y; 1, ¢,a,b) = r [(2‘:3) ¢] r [(ijﬂ‘) ¢] (b—a)?—!

em que I'(.) é a fungio gama definida como I'(¢) = [5°x' e *dx, u € (a,b) é a média da

, Y€ (ab), 3.1

varidvel Y e ¢ > 0 € um pardmetro de precisdo.

Note que a distribuicdo beta é absolutamente continua no intervalo aberto (a,b) e,
portanto, ndo abrange os casos em que a varidvel pode assumir os valores a ou b com alguma
probabilidade positiva. Na ecologia, por exemplo, ¢ comum encontrar dados com uma alta
proporcao de zeros, como no estudo sobre a cobertura percentual de duas familias de plantas em
uma determinada regido (TANG et al., 2021). Para o caso a = 0 e b = 1, Ospina e Ferrari (2010)
introduziram distribui¢cdes que contemplam a massa de probablidade em zero, um ou ambos.
Para os casos em que a varidvel pode assumir o valor zero, os autores propdem uma mistura
entre a distribuic@o beta e uma distribuicdo degenerada em zero, denominada distribuic@o beta

inflacionada em zero (BIZ), cuja funcao densidade de probabilidade é definida como

0, sey =0,
IB1z(y; 00,14, 0) = (3.2)
(1—=00)fs(y;1t,9), seye(0,1),

em que &) = P(Y =0), u =E(Y|Y € (0,1)), ¢ € um pardmetro de precisdo e fp(y;it,9) é
definida como em (3.1), com a =0 e b = 1. A correspondente funcao distribui¢do acumulada é

dada por
FBIZ()’;50,.U7¢) = 50]1[0700)()7) + (1 - SO)FB(y;.u7¢)7 (33)

em que Fp(y; i, 9) é a fungdo distribui¢do acumulada de Y ~ Beta(0, 1).
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Para as proporg¢des observadas no intervalo [0, 1], Ospina e Ferrari (2010) propuseram
uma distribui¢do inflacionada com base em uma mistura entre a distribuicao beta e a distribui¢do
de Bernoulli, denominada distribui¢cdo beta inflacionada em zero e um (BIZU), cuja densidade

de probabilidade pode ser escrita como

%, sey=0,
fB1zu (y: 00,61, 14, 0) = < &, sey=1, (3.4)
(1_60_31)f3(y;“7¢>7 sey & (071)7

em que & e O; sdo, respectivamente, P(Y =0) e P(Y = 1), u = E(Y|Y € (0,1)), ¢ é um
pardmetro de precisdo e fp(y;U,¢) é definida como em (3.1), com @ =0 e b = 1. Como

conseguinte, a funcdo de distribui¢cdo BIZU € dada por

Fizu (380, 61, 1, @) = 80T[0,00) (¥) + 6111 00 (v) + (1 — 60 — 81 ) F (¥ 1, 9), (3.5)

em que Fp(y; i, ¢) é a fungdo distribui¢do acumulada de Y ~ Bera(0, 1).

Para além destes cendrios, surgem ainda varidveis cujas observagdes ndo podem assumir
valores em um determinado intervalo (0,c), sendo 0 < ¢ < 1. Essas varidveis surgem, por
exemplo, na andlise de um determinado pagamento limitado entre dois valores, quando estudado
em funcdo do seu valor mdximo. Em tal caso, tem-se como alternativa para o ajuste deste tipo de
variavel, a distribui¢do proposta por Pereira, Botter e Sandoval (2012), que consiste na mistura
de uma distribui¢éo beta com suporte no intervalo (c, 1) e uma distribui¢@o trinomial que assume
os valores 0, L e c . SejaY ~ BIZUT (8, 61,6, 1.9, c), sua f.d.p. é dada por

(50, sey =0,

01, sey=1,
ferzur (v; 80, 61,6, 1.0, ¢) = (3.6)

56; Sey:C,

\(1_60_51_SC)fB(y;.uvd)vcal)? seyE (C71)7

com fungdo de distribui¢ao descrita como

Feizut (930,61, 6¢, 1.9, ¢) = 8olj0.c0) (¥) + Eclc.c) (¥) + 61111 o) (v) + (1 — 80 — 61 ) Fp(y; 4, 9, ¢, 1). (3.7

Os autores nomearam a distribuicao como beta inflacionada truncada (BIZUT). Neste
trabalho, além desse nome, a distribui¢do também serd referida como beta inflacionada em trés

pontos.

3.2 Regressao beta inflacionada

Diante destas extensdes da distribui¢do beta, surgem os modelos de regressdo beta infla-
cionada em zero (RBIZ) (OSPINA; FERRARI, 2012), beta inflacionada em zero e um (RBIZU)
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(MARTINEZ, 2008) e beta inflacionados truncados (RBIZUT) (PEREIRA; BOTTER; SAN-
DOVAL, 2013), quando hd o interesse em estudar essas varidveis em fun¢do de algumas outras.
Exemplos praticos dessas classes de modelos incluem andlises da mortalidade em acidentes de
transito (OSPINA; FERRARI, 2012), estudos sobre indices de eficiéncia de um determinado
municipio (PEREIRA; CRIBARI-NETO, 2014) e dados sobre o uso de dlcool em adolescentes
(LIU; KONG, 2015). A classe de modelos RBIZU assume que a varidvel resposta do modelo
segue distribuicao BIZU, em que tanto a média dos valores continuos quanto a probabilidade
de assumir os valores discretos sdo ajustados em func¢do de varidveis preditoras. Isto &, se-
jam Yy,...,Y, varidveis aleatérias independentes com Y; ~ BIZU (89, 61, Wi, ¢;),Vi=1,...,n,0
modelo RBIZU ¢ definido por

g1(p) =ni =x1 b1,
2(0i) = N = x5 Bo, (3.8)
H (810, 6i1) = (ho(8i0,611),h1 (80, 61)) = (Gio, Git) = (zio¥ 2z ¥ ) s

em que Bi = (Bi1,B21, -+ Bpu1)™s B2 = (B12,B22s -+ Bpy2)™s %0 = (110,205 -+ Ypo0)" €71 =
(711, Y215 s ypll)T sdo os vetores de parAmetros desconhecidos, x;; = (Xj11,X21, --- x,-pul)T,
X = (Xi12, X022, -+ Xipg2) " s 2i0 = (2i10,20205 -5 Zipe0)" € Zit = (Zi11,Zi21, -+, Zipy1)" 50 05 Ve-
tores que representam os valores das varidveis independentes, g; e g> sdo funcdes de ligacao
estritamente mondtonas e duplamente diferencidveis de (0,1) em R e de R™ em R, respecti-
vamente, e H é uma funcéo de ligacdo bijetora duplamente diferencidvel de C em R?, em que
C é um subespaco de R? definido como C = {(§j,8;1) : 0 < 8 < 1,0 < & < 1 — §}. Mais
informagdes sobre uma classe de modelos RBIZU ainda mais geral do que a dada em (3.8)
podem ser encontradas em (OSPINA; FERRARI, 2012).

Pereira, Botter e Sandoval (2013) propuseram uma extensdao ao modelo introduzido por
Martinez (2008), permitindo a existéncia de um terceiro ponto de inflagdo c; e cuja varidvel
resposta ndo assume valores no intervalo (0, ¢;). O modelo também permite que o suporte da
variavel dependente varie entre as unidades populacionais, bem como ¢ varie em fungao de
outras varidveis. Embora esse caso seja menos comum que o modelo com um ou dois pontos de
inflacdo, 0 modelo tem aplica¢des em seguro desemprego (PEREIRA; BOTTER; SANDOVAL,
2012) e cartdo de crédito (PEREIRA; BOTTER; SANDOVAL, 2013). Se Y1,...,Y, sdo varidveis
aleatérias independentes com distribui¢ao BIZUT (0, 0;1, ic, Ui, §i,¢i), os modelos RBIZUT

sdo definidos por

g1(ti) =N =X£/31,
82(9i) = i = x5, B, (3.9)
H (80,61, 8ic) = (Gio, Gt Gic) = (zio¥g >z ¥y »zic Ve )

em que B, B2, %, Y1, Xil» Xi2, Zio € Zi1 sS40 0s mesmos vetores descritos no modelo RBIZU.

Analogamente, ¥ = (Yic, Yac -+ Vpec)! € Zic = (ZitesZizes s Zipec) » 813 (ciy1) = Re gy : RT —
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R sdo fungdes estritamente mondtonas e duplamente diferencidveis, e H : C — R3 é uma funcio
de ligacdo bijetora duplamente diferencidvel, em que C é um subespaco de R* definido como
C= {(51'(),5,'1,5,'6) 0< O < 1,0 < 01 <1— 5,'(),0 < O < 1—08;0— 51'1}-

Os modelos RBIZU e RBIZUT, definidos em (3.8) e (3.9), respectivamente, podem ser
estimados pelo método da maxima verossimilhanga, por meio de procedimentos numéricos de
otimizacao. Nos estudos de simulagdo e nas aplicacdes desse capitulo, foi utilizado o método
quase-Newton de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) (BROYDEN, 1970; FLETCHER,
1970; GOLDFARB, 1970; SHANNO, 1970). Utilizando-se as propriedades assintéticas do
estimador de maxima verossimilhanca, podem ser obtidos intervalos de confianca e testes de
hipétese sobre os parametros, usando por exemplo o teste da razdo se verossimilhangas ou o
teste de Wald.

3.3 Deteccao de outliers

Um aspecto importante no processo de constru¢cao do modelo de regressdo consiste em
identificar possiveis outliers dentre as observacoes. Essas quantidades podem ocorrer devido
a erros operacionais durante a coleta, medi¢ao ou transcri¢do dos dados. Contudo, também
podem ser observacdes genuinas, capazes de indicar falhas na especificagdo do modelo. Os
outliers podem ser entendidos como observagdes mal ajustadas pelo modelo, cuja presenca
pode influenciar o ajuste da curva, afetando significativamente as estimativas dos parametros e a

capacidade preditiva do modelo, ocasionando resultados imprecisos na andlise.

Como resultado da necessidade de identificar outliers e diante de suas caracteristicas,
¢ comum a utilizagdo dos residuos para sua detec¢do. O uso do residuo studentizado, por
exemplo, é um critério utilizado para detectar um Unico valor discrepante na regressao linear
(PAUL; FUNG, 1991). Um ponto é considerado como possivel outlier se o valor absoluto do
seu residuo for significativamente maior do que o valor para as demais observagdes. Nos casos
em que a distribui¢do de probabilidade do residuo é conhecida, uma observagdo € identificada
como possivel outlier se o valor absoluto do respectivo residuo exceder um determinado limite
(PEREIRA et al., 2020).

Na classe de modelos RBIZU obtém-se trés valores ajustados para cada observacao,
sendo: estimativa da probabilidade da observagao assumir o valor zero, estimativa da proba-
bilidade da observacdo assumir o valor 1 e estimativa do valor esperado da varidvel resposta,
dado que a observagdo assume valor no espaco continuo (0, 1). De maneira andloga, na classe
de modelos RBIZUT existem quatro valores ajustados para cada observacgdo, sendo os dois
primeiros idénticos ao caso anterior, a estimativa da probabilidade da observacdo assumir valor
c¢; € a estimativa do valor esperado da varidvel resposta, dado que a observacdo assume valor no
espaco continuo (c;, 1). Nos casos em que a observagio assume um dos pontos discretos, apenas a

respectiva estimativa da probabilidade da observacao assumir aquele valor € ttil. Diferentemente,
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quando a observacdo pertence ao intervalo de valores, todas as estimativas sdo importantes. Note
que o numero de valores ajustados de interesse depende do valor assumido pela varidvel, o que

dificulta a defini¢do de um tnico residuo para todo o conjunto de pontos (PEREIRA et al., 2020).

3.3.1 Residuo quantilico

Com o intuito de obter residuos continuos no contexto dos modelos de regressdo cuja
varidvel resposta € discreta ou possui uma componente discreta, Dunn e Smyth (1996) propuse-
ram uma randomizacdo do residuo quantilico. Contudo, no contexto dos modelos de regressao
inflacionados no zero, Pereira et al. (2020) mostraram que o residuo quantilico apresenta uma
certa limitag@o na deteccdo de outliers cujos valores se aproximam da componente discreta. Isso
ocorre pois se a varidvel resposta for préximo de 0, com IP’(?,-:\ 0) ndo muito pequena e menor
que %, entdo o residuo serd negativo com valor absoluto ndo muito alto e, portanto, pode ndo ser
capaz de detectar alguns outliers. O mesmo ocorre nos modelos inflacionados no zero e um e

inflacionados truncados, conforme sera discutido abaixo.

Nos modelos RBIZU, o residuo quantilico aleatorizado € definido como

(I)il{ui()}v S€ yi :07
riq = ¢_1{FBIZU(Yi;5i0751‘17111',51')}7 se yi € (0,1), (3.10)
& M}, sey; =1,

em que Fprzu (vi; 60, 611, i, q?,) ¢ a funcdo distribui¢do definida em (3.5), e u;o € u;; sao varidveis
aleatérias com distribui¢do uniforme U (0, d) e U(1 — &1, 1), respectivamente. Observe que, se

yi € (0,1), entdo Fgrzy (vi; 80, 61, i (})\,) > §) e, consequentemente, rl-q > ®~1(§;). Com isso,

~ 1 .
se y; pertence a componente continua e ;) > 5 entao rf] > 0. De maneira similar, se y; € (0,1) e

~

oi1 > %, entio rl‘-] < 0. Pelos graficos da Figura 3.1(a)(b), pode-se notar que o residuo quantilico
aleatorizado necessariamente nao assume valores grandes e negativos (simultaneamente), quando
y; estd proximo de zero e gio nao € muito pequeno. Semelhantemente, quando y; estd proximo de
1, o residuo quantilico aleatorizado necessariamente ndo assume valores grandes positivos, se

;1 ndo for consideravelmente pequeno. Nesses casos, 0 r? pode nao identificar alguns outliers
no modelo RBIZU.

De maneira andloga, para a classe RBIZUT, o residuo quantilico aleatorizado € calculado

por

(q’_l{uio}, sey; =0,

o )2 Huie, se yi = iy
&Y Farzur (vis 8i0, 811 S Bis i) 1o se i € (e 1),
\cp_l{uu}, sey; =1,

(3.11)

S
I
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Figura 3.1 — Comportamento dos residuos r? com 8; = 0,4 fixo e variando os valores de & (a); r? com
& = 0,4 fixo e variando os valores de &; (b); r;‘ % com 01 = 0,4 fixo e variando os valores
de & (c); r?Gq com & = 0,4 fixo e variando os valores de 6; (d).

em que Fgrzut (vi; 60, 6i1, Oic, i, (Z?i,ci) ¢ a fungdo distribui¢do definida em (3.7), ujg, ujc € u;
sdo varidveis aleatérias com distribui¢cdo uniforme U (0, &), U (80, Sio + Oic) € U(1 — ;1,1),
respectivamente. Novamente, se y; € (¢;, 1), entdo Fgrzur (vi; 60, 61, Gic, Wi, (@,ci) > 0j0 + Ojc €,

~ -~

consequentemente, ! > ®~1(§; + &;.). Portanto, conforme jd apontado por Pereira (2012), se
yi pertence a componente continua e /5;0 e gic nao forem pequenos, r? nao podera ser negativo
e apresentar valor grande, em moédulo, ao mesmo tempo. Desta forma, se nesse caso y; for um
outlier o residuo quantilico nao serd capaz de detectd-lo como tal. O mesmo ocorre para os

valores préximos de 1.

Um exemplo de situac@o em que o residuo quantilico aleatorizado pode deixar de detectar
outliers ocorre no pagamento de cartdo de crédito. Pereira (2012) denominou de valor relativo
do pagamento (VRP), a proporcado do valor de uma fatura de cartdo de crédito que um cliente

paga em um determinado més. Como as administradoras de cartao de crédito estabelecem um
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valor minimo para pagamento da fatura, o VRP pode assumir os valores O (se o cliente ndao
paga a fatura), ¢; (se ele paga o valor minimo), 1 (se ele paga o valor total) e qualquer valor
real no intervalo (c;, 1) se ele paga mais que o minimo e menos que o total. Um cliente com
problemas financeiros, tradicionalmente tem dificuldade de pagar o valor igual ou préximo ao
total. Porém, para esse cliente g,-l ndo é tdo pequeno, pois comumente esse perfil de cliente
contrali um empréstimo com taxa de juros mais barata para pagar a fatura do cartdo de crédito
que geralmente apresenta altas taxas de juros. Porém, raramente esse perfil de cliente pagard um
valor préximo do valor total da fatura, ja que, quando ele pega outro empréstimo, geralmente
ele € capaz de pagar o valor total. Assim, um cliente com dificuldade financeira que tiver
um VRP préximo de 1 deveria ser considerado uma observagdo outlier. Porém, se usarmos o
residuo quantilico aleatorizado, a observacdo nao apresentara valor alto do residuo, pelos motivos

discutidos anteriormente.

3.3.2 Residuo r;™

Para os modelos de regressdo beta inflacionados no zero ou um, é comum realizar a
anélise de residuos dos componentes discreto e continuo separadamente. Ospina e Ferrari (2012)
apresentaram um conjunto de ferramentas de diagndstico para avaliacdo da qualidade do ajuste
e identificacdo de possiveis outliers no componente discreto e continuo, separadamente. Os
autores propdem uma versao do residuo de Pearson padronizado para verificacdo das suposi¢des
do modelo e identificagdo de possiveis outliers no componente discreto. J4 para componente
continua, os autores definem uma modifica¢do do residuo ponderado padronizado 2 de Espinheira,
Ferrari e Cribari-Neto (2008). Usando conjuntamente as informagdes de ambos os componentes,
os autores sugerem a utilizacdo do residuo quantilico aleatorizado, cujos resultados indicam bom
desempenho para avaliar as suposi¢des do modelo, mas pode falhar em identificar alguns outliers
(PEREIRA et al., 2020), conforme ja discutido.

Estudos de simulacgdo realizados por Pereira et al. (2020) sugerem que o residuo proposto
por Ospina e Ferrari (2012) para o componente continuo do modelo, ndo é adequado para
identificar outliers no contexto dos modelos de regressdo beta inflacionados em zero. Como
o residuo dos autores foi desenvolvido para o caso dos modelos beta inflacionados em apenas
um ponto, e diante da superioridade do residuo quantilico em relagdo ao residuo de Espinheira,
Ferrari e Cribari-Neto (2008) (PEREIRA, 2019; PEREIRA et al., 2020), define-se a seguinte
extensao para as observagdes do componente continuo dos modelos RBIZU e RBIZUT

Kk "qi
r. = (312)
' \/ 1 - al
em que ry, é o residuo quantilico definido em (2.41), considerando F (y;; 1;, (]3,) a funcao distri-
bui¢do acumulada de uma varidvel aleatéria beta distribuida, e 1 — @; equivale a probabilidade
de y; pertencer a componente continua do modelo. Ou seja no caso dos modelos RBIZU,

l—a;j=1— 5,0 511, e naclasse RBIZUT, 1 —¢o; = 1 — 5,0 — 5,1 — 8,C Basicamente, a diferenga
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, Kk
do residuo r;"

em relag@o ao proposto por Ospina e Ferrari (2012) € o uso do residuo quantilico
ao invés do residuo ponderado padronizado 2 (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO,
2008). Note que o residuo quantilico utilizado aqui ndo € a versao aleatorizada, sendo assim o

*kg P
numerador de r; " se refere apenas ao componente continuo.

3.3.3 Residuo r}

No contexto dos modelos de regressao inflacionados no zero, Pereira et al. (2020)
introduziram uma classe de residuos para identificacdo de outliers na componente continua. O
residuo proposto é uma fungao de 9;y e qualquer residuo r; utilizado em modelos de regressao

para varidveis de resposta continua, definido como

. c1>—1[(1—c1>(|r,~\))(1—5,-0)]i ser; <0, 3.13)
O 11— (1-®(|ri]))(1—-8)], ser;>0,

e que pode ser reescrito como
&1 [d(r;)(1 - 5], se r; <0,

— R N (3.14)
d! [8i0 + D(r;)(1—8)], ser;>0.

~.

Os proprios autores apontam o residuo quantilico como uma escolha natural para r;. Note
que, nesse caso, ndo é necessdrio a utilizagdo da aleatorizagdo, uma vez que o residuo r; se
refere apenas a integrante continua. Nesse caso, o residuo foi nomeado como residuo quantilico

. *q . ~ PN . .
ajustado no zero (r;"), para os quais sdo vélidos os seguintes teoremas:

q:rq

Teorema 3.3.1. Se r,, > 0, entdo r; 1.

Teorema 3.3.2. Se r; possui distribui¢ao Normal padrdo e 6,y é conhecido Vi, tal que Vk >

1 I 1
1T (18Nl =1 |- _8§
D [1 2(1 5,0)} = {2%—25,0},

P(r; < —k) =P(r; > k) =1— (k).

O Teorema 3.3.1 sugere que rfq possa ser interpretado como uma correcdo do residuo
quantilico aleatorizado, quando r,, < 0, para identifica¢do de outliers. O Teorema 3.3.2 garante
que, se r; ~ N(0, 1) e 8 € conhecido, nas caudas o residuo 7 possui comportamento semelhante
a uma varidvel aleatéria com distribui¢do Normal. Essa caracteristica € interessante, uma vez

que facilita a definicdo de um limiar de classifica¢do para o residuo.

Embora, em geral, a distribuicao de r; ndo seja idéntica a Normal nas caudas, sobretudo
no contexto de amostras pequenas, estudos de simulacao realizados pelos autores sugeriram que
o residuo quantilico ajustado no zero possui nas caudas propriedades semelhantes a varidveis

. . .~ . ~ . . pg *
com distribui¢cao N(0, 1). Bem como, as aplicagdes apresentadas indicaram que o residuo r; 1
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pode identificar observacdes outliers em cendrios que o residuo quantilico aleatorizado falha na

identificacdo.

3.4 Extensao proposta

Diante das limitacdes do residuo quantilico aleatorizado na identificacdo de outliers no
contexto dos modelos RBIZU e RBIZUT, mencionadas na Secao 3.3.1, € conveniente definir
um residuo diferente para cada componente do modelo (PEREIRA et al., 2020). Isso posto,
serd realizado uma extensdo a classe de residuos proposta por Pereira et al. (2020), adequando
0 seu uso para identificacdo de observacdes outliers no componente continuo dos modelos de
regressao beta inflacionados em dois e trés pontos. Baseado nas equagdes (3.13) e (3.14), para a
classe de modelos RBIZU e RBIZUT, propde-se a seguinte extensao:

G _ O (1-®(|r:) (1 —@)], ser; <0, (3.15)
o1 —(1—-d(r]))(1—a)], ser;>0,

emque | —o; =1— /6\,-0 — gz‘l no caso dos modelos RBIZU e 1 —q; =1 — (/3\,-0 — (/3\,-1 — (/‘5\,-6 no
caso dos modelos RBIZUT. Note que o residuo definido pela Equacdo (3.15) consiste em
uma generaliza¢do do residuo r;, podendo, inclusive, abranger os modelos de regressdo beta
inflacionados em p € N pontos. Por esse motivo sua notacio recebe o super indice G. Se r; < 0,

entdo por propriedade da distribui¢io Normal padrdo, tem-se que 1 — ®(|r;|) = ®(r;), portanto
& [(1 = ®(|n]))(1 - &)] = &~ [@(r)(1 - &). (3.16)
Se r; >0, entdo |ri| =ri e

& [1— (1—D(r))(1 - &)] = G+ B(r) (1 - &), (3.17)

Portanto, pelas equagdes (3.16) e (3.17), pode-se reescrever r?‘G como

O () (1—a)], ser; <0,
r;kG: [A( l)( l)] ~ l (3.18)
O o +D(r;)(1—a;)], ser;>0.

Novamente, tem-se que o residuo quantilico € uma escolha natural para r;, obtendo

G .
9 considerando

r;.k Y 0s graficos da Figura 3.1(c)(d) exibem o comportamento do residuo r?
diferentes combinagdes de &y e 0;. Note que as limitagdes apresentadas pelo residuo quantilico
aleatorizado sdo corrigidas. Embora o Teorema 3.3.1 ndo seja vélido nesse contexto dos modelos

beta inflacionados em mais de um ponto, o Teorema 3.3.2 pode ser estendido da seguinte forma:

Teorema 3.4.1. Se r; possui distribuicdo Normal padrido e ¢; é conhecido Vi, tal que Vk >

o1 {1—%(1—%)},
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P(riC < —k) =P(r; > k) = 1 — ®(k).

A demonstragdo deste teorema pode ser feita por meio de dois passos:

D P(r;6 < —k) =1 —D(k).
D) P(r36 > k) = 1 — (k).
Prova de (I)

Para o caso RBIZU, considere ¢; = 0,Vi =1, ...,n. Note que k > 0 e, portanto

P(riC < —k) = P@ @)1 —0o)] < —k, yi €
= P[®(r)(1—04) < P(—k), yi € (ci,1)]
)

(k)

P(r)) < —=

yi € (ci, 1)}

1—OCl,

l_al

- ofot (T52)poie )
: q();’(k)f;f)u— )
— -3k

Prova de (II)

De maneira andloga,

P(rf >k) = P[@ o +D(ri)(1—a;)] >k, yi € (¢
= Plog+P(ri)(1 - o) > P(k), yi € (ci

= Plri>d! (cpikj—;la) , i € (Ci,l)}
_ PP»@(%)}PLG(

- (ofo (B oo
i (04

= 1-®(k).

Portanto, por (I) e (I) tem-se que o Teorema 3.4.1 € vélido.

|
- P[r,<c1>“ <q>(_k?) vi € (Cul)}
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3.5 Estudos de simulacao

Nessa secdo sdo apresentados os estudos de simulagdo Monte Carlo para avaliar a
distribui¢do caudal dos residuos propostos, nos modelos RBIZU e RBIZUT em diferentes
situagdes. Considerou-se o caso particular dos modelos de regressao logistica beta inflacionada
(RLBIZU) e regressao logistica beta inflacionada truncada (RLBIZUT), definidos pelas Equacdes

3.19 e 3.20, respectivamente.

Para cada modelo, foram avaliadas diferentes condicdes derivadas de um cendrio base,
por meio de variagdes nos parametros ou na distribui¢do atribuida as covaridveis. Para todos
os casos, foram realizadas 25000 réplicas de Monte Carlo com n = 100, mantendo as varidveis

preditoras fixas ao longo de todas as réplicas.

De maneira semelhante ao desenvolvido por Pereira et al. (2020), o desempenho do
residuo rf Y4 foi comparado a extensao do residuo proposto por Ospina e Ferrari (2012), definida
pela Equagdo (3.12). Para cada conjunto de residuos foram calculadas as porcentagens de
residuos menores que —3,—2,—1 e maiores que 1,2,3, entre as 25000 réplicas. Quando y
assume algum dos pontos discretos, os residuos nao sao definidos e, portanto, considerou-se que
eles ndo sdo menores que —1 ou maiores que 1. Com o intuito de analisar as similaridades entre
o comportamento do residuo proposto com a distribui¢io Normal padrdo, foram calculadas as
estatisticas descritivas das porcentagens mencionadas acima, comparando-as aos valores tedricos
daN(0,1).

3.5.1 Estudos de simulacao para a classe RBIZU

Nos estudos de simulagdo para o caso em que os dados sdo observados no intervalo [0, 1],

serd considerado o modelo RLBIZU com a seguinte estrutura:

In (1 'uiu.) = i1+ Barxia1 + Baixizi,
- M

In(¢;) = P12 + Baoxina + B3axizz, (3.19)

\ (ln <1fia,~> ,In (1 filoci)) = (Gio, Gin),

emque 1 —a; =1— 80— ;1 e (i, Gi1) = (Y10 + 1202i20 + V30230, Y11 + P212i21 + V31231)-

O cendrio I foi construido com base em Pereira et al. (2020), em que: B1; = —1,5, P21 =
—1,0, 31 =1,0, B2 =4, B2 = 32 =0, Yo = —0,5, 120 = 0,5, y30 = —1,0, 11 = = 1,0, o1 =
—0,5, 131 = 0,5, resultando em u € (0,09, 0,34), ¢; = 54,60,Vi=1,...,n, & € (0,13, 0,42),
01 € (0,11, 0,31). As varidveis explicativas xj; e x;3; foram geradas por meio de sorteios
independentes da distribuicdo U (0, 1), e assumiu-se X2 = zipo = Zi2] = Xi21 € Xi32 = 230 =
Zi31 = Xj31- A partir deste cendrio base, foram construidos outros 4 cendrios, cujas alteragdes
sdo apresentadas de maneira resumida na Tabela 3.1. O cendrio II consiste em aumentar o

intervalo de valores possiveis para &y e, para isto, considerou-se yo = 0,3, 711 = —0,5 ¢
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131 = 0,2, resultando em & € (0,24, 0,59), o; € (0,11, 0,31). No cendrio III, as covaridveis
X1 € x;31 foram geradas por meio de sorteios independentes das distribui¢des N(1/2,1/12) e
Gamma(3,1/6), respectivamente. No cendrio IV, reduziu-se o valor de ¢; por meio de 1o =3, 0

que resultou em ¢; = 20,08,Vi = 1,...,n. Por fim, o cendrio V considera o modelo sob precisao
varigvel, por meio de B12 =4, By = —1/2 B3 = 1/2, em que ¢; € (35,58, 83,41) e ¢; = 55,94.

Tabela 3.1 — Alteragdes feitas nos cendrios em relacdo ao cendrio I, para o modelo RLBIZU.

Cendrio Alteracdes
II aumentou-se o intervalo de valores de &y
Il mudanga na distribui¢do das varidveis preditoras
IV redugdo do valor de ¢;
V ¢, varidvel

A Tabela 3.2 apresenta os resultados das simulacdes dos cendrios I-V. A média e a

Gg ~ Lot £
Sa0 proximas aos valores teéricos da

. - *
mediana das porcentagens calculadas para o residuo r;
distribui¢do Normal padrdo. Considerando a variabilidade amostral, mesmo os quartis e valores
minimos e maximos ndo sdo distantes dos valores de referéncia, em geral. Dessa forma, ha

Gq

. s . . . o~ * . . N . . o~ ~
indicios de que a distribui¢do de r; ~* nas caudas seja proxima a distribui¢do Normal padrao para

n = 100, independente do valor das varidveis preditoras. Nao ha diferencas significativas entre os

L. ey e , *G
cendrios, o que sugere que a distribui¢io do residuo r;

nas caudas seja invariante a0 aumento
da probabilidade de ocorréncia de zeros na amostra, a mudangas na distribuicdo das covaridveis
e ao aumento da variabilidade dos dados. Por outro lado, ao considerar o modelo com precisao
varidvel, as porcentagens calculadas para r? “q apresentam-se um pouco mais longe dos valores
tedricos da distribuicdo Normal padrdao do que no Cenario I. Portanto, assim como também
observado por Pereira et al. (2020), quando incluidas varidveis explicativas no submodelo para o
parametro ¢;, a distribui¢do do residuo nas caudas se distancia um pouco da Normal padrdo. Ja
para o residuo r;k 4 tanto a média quanto a mediana das porcentagens calculadas ficam distantes
dos valores tedricos da distribuigcdo Normal padrdo, indicando uma distribui¢do um pouco mais

achatada do que o desejado.

3.5.2 Estudos de simulacao para a classe RBIZUT

Os estudos de simulacdo considerando a classe de modelos de regressdo beta inflaci-
onados em trés pontos foram conduzidos de maneira andloga ao caso anterior, cujo modelo

RLBIZUT possui a seguinte estrutura:
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Tabela 3.2 — Estatisticas descritivas para porcentagem de residuos em cada intervalo - modelo de regressio
BIZU - cenirios I-V.

Cenario Residuos Intervalo residual  Valor tedrico  Minimo 01 Mediana Média 03 Maiaximo
<=3 0,13 0,04 0,09 0,11 0,11 0,12 0,18

<=2 2,28 1,80 2,16 2,26 2,26 236 2,62

+Gg < -1 15,87 15,46 15,85 1596 1598 16,12 16,50

i >1 15,87 15,31 15,78 1596 1596 16,15 16,52

>2 2,28 1,82 2,20 2,29 2,29 2,38 2,61

I >3 0,13 0,06 0,10 0,11 0,11 0,12 0,19
<=3 0,13 0,52 0,65 0,71 0,72 0,78 0,92

<=2 2,28 3,25 3,69 3,83 3,82 395 4,18

sk < -1 15,87 11,33 12,19 12,58 12,52 12,80 13,46

i > 1 15,87 11,06 12,19 12,56 12,50 12,85 13,41

>2 2,28 3,32 3,71 3,85 3,83 3,99 4,21

>3 0,13 0,56 0,68 0,75 0,74 0,80 1,04

<=3 0,13 0,03 0,07 0,09 0,09 0,11 0,15

<=2 2,28 1,92 2,18 2,30 2,29 240 2,66

+Gq < -1 15,87 13,06 15,29 15,58 15,37 15,82 16,31

T > 1 15,87 12,80 15,07 15,52 15,33 15,86 16,37

>2 2,28 1,90 221 2,30 2,30 243 2,70

I >3 0,13 0,05 0,09 0,10 0,11 0,12 0,20
<=3 0,13 0,76 1,05 1,20 1,17 1,29 1,43

<=2 2,28 3,43 3,97 4,14 4,10 4,27 4,57

kg < -1 15,87 848 993 10,54 10,39 10,98 11,68

i > 1 15,87 8,23 9,84 10,54 10,35 10,95 11,65

>2 2,28 3,57 3,94 4,12 4,11 4,30 4,65

>3 0,13 0,79 1,05 1,20 1,19 1,33 1,50

<=3 0,13 0,02 0,08 0,10 0,10 0,12 0,18

<=2 2,28 1,64 2,20 2,30 2,28 241 2,59

+Gq < -1 15,87 15,35 15,80 15,97 1598 16,17 16,56

" > 1 15,87 15,00 15,79 1597 15,96 16,14 16,59

>2 2,28 1,74 2,21 2,32 2,29 241 2,58

i >3 0,13 0,05 0,09 0,11 0,11 0,13 0,17
<=3 0,13 042 0,67 0,75 0,73 0,79 0,91

<=2 2,28 2,88 3,74 3,89 3,84 4,00 4,22

kg < -1 15,87 11,26 12,30 12,54 12,50 12,73 13,25

i > 1 15,87 10,98 12,26 12,58 12,49 12,78 13,31

>2 2,28 2,98 3,73 3,90 3,84 3,99 4,36

>3 0,13 0,44 0,68 0,76 0,74 0,80 0,94

<=3 0,13 0,04 0,08 0,10 0,10 0,12 0,18

<=2 2,28 1,82 2,14 2,24 2,25 2,36 2,59

+Gq < -1 15,87 15,51 15,87 1599 16,01 16,14 16,50

di > 1 15,87 15,32 15,77 15,95 1594 16,15 16,52

>2 2,28 1,84 2,20 2,30 2,30 2,38 2,61

v >3 0,13 0,06 0,10 0,11 0,11 0,12 0,19
<=3 0,13 0,51 0,64 0,70 0,71 0,77 0,89

<=2 2,28 3,25 3,69 3,81 3,82 396 4,16

sk < -1 15,87 11,34 12,21 12,62 12,54 12,82 13,47

i > 1 15,87 11,02 12,18 12,55 12,50 12,86 13,44

>2 2,28 3,35 3,71 3,85 3,84 3,99 4,22

>3 0,13 0,57 0,69 0,75 0,75 0,80 1,04

<=3 0,13 0,00 0,03 0,06 0,07 0,10 0,20

<=2 2,28 1,56 2,10 2,23 2,25 2,42 2,78

+Gg < -1 15,87 15,69 16,09 16,20 16,22 16,35 16,70

di > 1 15,87 15,45 16,07 16,22 16,22 16,39 16,79

>2 2,28 1,48 2,08 2,24 224 244 2,75

v >3 0,13 0,00 0,03 0,05 0,06 0,09 0,22
<=3 0,13 0,32 0,54 0,63 0,64 0,74 0,93

<=2 2,28 2,93 3,70 3,87 3,89 4,09 4,42

kg < -1 15,87 11,50 12,51 12,86 12,79 13,07 13,72

i > 1 15,87 11,57 12,52 12,84 12,80 13,12 13,66

>2 2,28 296 3,74 3,94 3,89 4,09 4,42

>3 0,13 0,25 0,55 0,65 0,65 0,74 0,97
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( Ry
In (ﬁtl Nl) = Bi1 + Ba1xio1 + Barxiai,
— M

q In(;) = Bi2 + Baoxino + B32xiz2, (3.20)

(2 ) (52 ) o (124)) = oo

em que 1 —o; = 1— 3o — 61 — Gic e (Gio, Gi1, Gic) = (Y10 + 120zi20 + Y302i30, V11 + V21221 +
V31231, Yic + VacZize + VaeZize)-

Os cenérios foram construidos de maneira semelhante ao caso RBIZU. Para o cenério
I, considerou-se ¢; = 0,2, Vi=1,...,n, B11 = —1,5, Bo1 = —1,0, B31 = 1,0, B1o =4, B =
B2 =0, vio = —0,5, 120 = 0,5, y30 = — 1,0, 11 = —1,0, o1 = —=0,5,131 = 0,5, , 1. = —0,5,
e = — 1,13, = 0,5 resultando em p € (0,27, 0,47), ¢; =54,60,Vi=1,...,n, & € (0,13, 0,42),
61 € (0,11, 0,31) e 8, € (0,10, 0,32). As varidveis explicativas xj| e x;31 foram geradas por
meio de sorteios independentes da distribui¢do U (0, 1), e assumiu-se xjp2 = zipo = Zi21 = Zize =
Xi21 € Xi32 = Zi30 = Zi31 = Zi3c = Xi31. A partir deste cendrio base, foram construidos outros 6
cendrios, cujas alteragdes sdo apresentadas de maneira resumida na Tabela 3.3. Os cendrios la e
Ib trazem modificagdes no terceiro ponto de inflacdo c;, sendo ¢; = 0,5, Vi=1,...,n e ¢; gerado
a partir de uma distribui¢ao U(1/5,1/2), respectivamente. O cendrio II consiste em aumentar o
intervalo de valores possiveis para d e, para isto, considerou-se y;9 = 0,3, 11 = —0,5, 131 =0, 2,
e = —0,5, 3. = 0,65, resultando em & € (0,16, 0,53), mantidos os intervalos de &; e O,
como no cendrio base. Nos cendrios III, IV e V foram realizadas alteracdes idénticas ao caso
RBIZU.

Tabela 3.3 — Alteragdes feitas nos cendrios em relacdo ao cendrio I, para o modelo RLBIZUT.

Cenario Alteracdes
Ia  aumentou-se o valor da constante ¢
Ib c¢; variavel
II aumentou-se o intervalo de valores de &
Il mudanca na distribui¢do das varidveis preditoras
IV redugdo do valor de ¢;
V ¢, varidvel

A Tabela 3.4 apresenta os resultados da simulag@o para os cendrios I, Ia e Ib. A média e

. . *Gq ~ o £
a mediana das porcentagens calculadas para o residuo r; ™ sdo proximas aos valores tedricos da

distribui¢do Normal padrdo. Considerando a variabilidade amostral, mesmo os quartis e valores
minimos e maximos ndo sdo distantes dos valores de referéncia, em geral. Dessa forma, ha
indicios de que a distribui¢ao de r;.k Y4 has caudas seja proxima a distribuicdo Normal padrao
para n = 100, independente do valor das varidveis preditoras. Assim como observado nas

G ) .
a nas caudas € mais

q

simulacOes para o modelo de regressdao RBIZU, a distribuicdo do residuo r?
proxima da distribuicao Normal padrao, quando comparada a distribuicdo do residuo r;.k *I nas

caudas, para todos os intervalos e em todos os cendrios. Os resultados para os dois residuos
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nao sofrem alteracdo quando apenas modificado o valor de c;, considerando-o constante para
todas as observacoes. Isso se deve ao fato das estimativas do modelo também serem mantidas
inalteradas. No caso em que a constante varia de acordo com as covaridveis, os resultados
possuem uma inexpressiva diferenca. Os resultados para os cendrios II-V (Tabela 3.5) sdo

similares ao observado no caso RBIZU.

Tabela 3.4 — Estatisticas descritivas para porcentagem de residuos em cada intervalo - modelo de regressao
BIZUT - cenarios I, Ia e Ib

Cendrio Residuos Intervalo residual Valor teérico Minimo 01 Mediana Média 03 Maximo
<=3 0,13 0,04 0,08 0,10 0,10 0,12 0,18

<=2 2,28 1,95 2,18 2,27 2,28 2,40 2,58

*Gg < -1 15,87 14,73 15,55 15,80 15,74 15,92 16,63

i >1 15,87 14,79 15,52 15,68 15,67 1591 16,38

>2 2,28 2,06 224 2,31 232 239 2,61

I >3 0,13 0,06 0,08 0,11 0,11 0,12 0,18
<=3 0,13 0,78 0,96 1,04 1,04 1,13 1,24

<=2 2,28 3,56 3,94 4,09 4,07 421 4,52

S < -1 15,87 9,53 10,59 11,08 10,98 11,38 11,88

! >1 15,87 9,51 10,61 10,97 10,96 11,36 11,88

>2 2,28 3,63 4,00 4,10 4,10 4722 4,48

>3 0,13 0,85 1,02 1,09 1,08 1,14 1,29

<=3 0,13 0,04 0,08 0,10 0,10 0,12 0,18

<=2 2,28 1,95 2,18 2,27 2,28 2,40 2,58

+Gq < -1 15,87 14,73 15,55 15,80 15,74 1592 16,63

i > 1 15,87 14,79 15,52 15,68 15,67 1591 16,38

>2 2,28 2,06 224 2,31 2,32 2,39 2,61

Ia >3 0,13 0,06 0,08 0,11 0,11 0,12 0,18
<=3 0,13 0,78 0,96 1,04 1,04 1,13 1,24

<=2 2,28 3,56 3,94 4,09 4,07 421 4,52

o <—1 15,87 9,53 10,59 11,08 10,98 11,38 11,88

! >1 15,87 9,51 10,61 10,97 10,96 11,36 11,88

>2 2,28 3,63 4,00 4,10 4,10 422 4,48

>3 0,13 0,85 1,02 1,09 1,08 1,14 1,29

<=3 0,13 0,04 0,08 0,09 0,10 0,12 0,18

<=2 2,28 1,91 2,19 2,26 2,28 2,39 2,58

+Gq < -1 15,87 14,79 15,54 15,80 15,73 15,92 16,53

i > 1 15,87 14,80 15,52 15,69 15,67 15,89 16,39

>2 2,28 2,06 223 2,31 2,31 2,40 2,60

b >3 0,13 0,05 0,09 0,11 0,11 0,12 0,19
<=3 0,13 0,80 0,96 1,04 1,04 1,12 1,22

<=2 2,28 3,58 3,94 4,08 4,08 421 4,51

S <—1 15,87 9,50 10,56 11,02 10,98 11,38 11,84

! > 1 15,87 9,54 10,61 10,96 10,96 11,37 11,86

>2 2,28 3,62 4,00 4,10 4,10 4,22 4,48

>3 0,13 0,86 1,02 1,09 1,08 1,14 1,27

3.6 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentadas duas extensoes de residuos para verificagao da quali-

dade do ajuste e detec¢ao de possiveis pontos outliers, no contexto dos modelos de regressao
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beta inflacionados em um ou mais pontos. Para a classe de residuos r;kG foi demonstrado um
resultado algébrico, que garante um comportamento caudal semelhante a distribui¢ao N (0, 1),
dadas algumas premissas. Por meio de estudos de simulagdo Monte Carlo, comparou-se a dis-
tribuicao caudal desses residuos a distribuicdo Normal padrao, uma vez que conhecido o seu
comportamento, pode-se classificar uma observag@o como outlier caso o valor absoluto do seu

respectivo residuo seja, por exemplo e em moddulo, superior a 3.

Os resultados do estudo de simulacdo sugerem que a extensao proposta para o residuo de
Pereira et al. (2020) (r;k Gq) possui distribuicio caudal semelhantes a uma varidvel Normal padrdo
distribuida. Em conjunto com o Teorema 3.4.1 demonstrado, os resultados sugerem que esta
classe de residuos pode identificar outliers em situacdes que o residuo quantilico aleatorizado
nao consegue detectd-los. Em comparacdo com a adaptagdo proposta ao residuo de Ospina e
Ferrari (2012), o residuo r;-k vq parece ser uma melhor op¢ao para identificacao de outliers em

modelos de regressdo beta inflacionados em um ou mais pontos.
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Tabela 3.5 — Estatisticas descritivas para porcentagem de residuos em cada intervalo - modelo de regressio
BIZUT - cendrios II-V

Cendrio Residuos Intervalo residual Valor teérico Minimo Q1 Mediana Média Q3 Maiximo
<=3 0,13 0,02 0,07 0,09 0,09 0,11 0,15

<=2 2,28 1,86 2,22 2,32 231 241 2,64

«Gq < -1 15,87 11,99 13,54 14,21 14,03 14,55 15,07

i >1 15,87 11,75 13,58 14,06 1396 14,57 15,22

>2 2,28 1,78 2,21 2,35 2,34 246 2,75

I >3 0,13 0,05 0,08 0,10 0,10 0,12 0,17
<=3 0,13 1,13 1,33 1,48 145 1,55 1,72

<=2 2,28 352 3,99 4,10 4,09 422 4,68

S <-1 15,87 7,74 8,59 9,02 891 9,25 9,66

! > 1 15,87 7,60 8,55 8,90 885 9,20 9,85

>2 2,28 325 392 4,11 4,11 431 4,66

>3 0,13 1,03 1,41 1,51 1,49 1,59 1,79

<=3 0,13 0,02 0,08 0,10 0,10 0,12 0,20

<=2 2,28 1,61 2,20 2,30 2,28 2,42 2,61

+Gq <—1 15,87 14,88 15,59 15,78 15,76 1591 16,44

i >1 15,87 14,54 15,49 15,75 15,71 1595 16,27

>2 2,28 1,54 2,25 2,33 230 243 2,68

1 >3 0,13 0,03 0,09 0,11 0,11 0,13 0,18
<=3 0,13 0,62 098 1,05 1,03 1,10 1,25

<=2 2,28 3,16 3,97 4,12 4,07 422 4,55

4 < -1 15,87 9,90 10,86 11,06 11,02 11,22 11,68

! >1 15,87 9,88 10,81 11,05 11,00 11,30 11,69

>2 2,28 3,07 4,00 4,14 4,10 4,29 4,54

>3 0,13 0,60 0,99 1,08 1,05 1,14 1,28

<=3 0,13 0,04 0,08 0,09 0,09 0,11 0,16

<=2 2,28 1,95 2,16 2,26 227 236 2,56

+Gq < -1 15,87 14,87 15,63 15779 15,78 15,98 16,34

i >1 15,87 14,80 1545 15,72 15,67 15,92 16,29

>2 2,28 1,90 221 2,32 2,32 242 2,57

v >3 0,13 0,04 0,10 0,12 0,11 0,13 0,18
<=3 0,13 0,78 0,97 1,04 1,03 1,09 1,16

<=2 2,28 3,68 3,93 4,10 4,06 4,19 4,43

e <-1 15,87 9,72 10,69 11,04 11,00 11,33 11,94

! >1 15,87 9,61 10,58 11,04 10,95 11,34 11,91

>2 2,28 3,63 3,9 4,10 4,10 423 4,52

>3 0,13 0,85 1,01 1,08 1,08 1,14 1,28

<=3 0,13 0,00 0,02 0,04 0,05 0,08 0,15

<=2 2,28 1,52 1,88 2,10 2,06 226 2,46

+Gq <—1 15,87 13,88 14,93 15,39 15,33 15,80 16,46

i >1 15,87 14,07 15,84 16,08 16,02 16,36 17,02

>2 2,28 1,50 1,98 2,12 2,11 225 2,56

v >3 0,13 0,00 0,02 0,04 0,05 0,07 0,13
<=3 0,13 1,31 2,20 2,69 2,72 3,07 5,28

<=2 2,28 322 520 6,00 597 6,62 9,00

skq < -1 15,87 8,48 11,16 11,98 11,97 12,97 14,52

i >1 15,87 821 11,66 12,99 12,67 13,85 14,81

>2 2,28 3,13 5,14 6,04 6,19 721 9,00

>3 0,13 1,23 2,11 2,46 2,69 3,19 5,00
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CAPITULO

SELECAO DE MODELOS VIA RESIDUO
QUANTILICO

A sele¢do de modelos € um problema comum no dmbito da andlise de regressao, uma
vez que existem inimeros modelos tedricos que podem ser ajustados, variando a distribuicao
da varidvel resposta, a quantidade de varidveis preditoras e a funcdo de ligacao, por exemplo.
Na prética, em geral, ndo existe um modelo tedrico que represente a relacao entre uma varidvel
resposta e um conjunto de varidveis preditoras. Portanto, o objetivo consiste em selecionar o
melhor modelo tedrico dentre um conjunto especifico de modelos candidatos. De um modo
geral, os métodos para compara¢do de modelos podem ser divididos entre abordagens baseadas
na informacao e processos tradicionais baseados em testes de hipoteses (LEWIS; BUTLER;
GILBERT, 2011). Diante disso, esse capitulo introduz trés critérios de selecao de modelos por
meio de testes de bondade do ajuste com o uso do residuo quantilico. Para avaliar o desempenho
relativo destes métodos, foram realizadas simulacdes de Monte Carlo em um contexto especifico
de selecdo da distribuic@o da varidvel resposta em modelos aditivos generalizados para locali-
zacdo, escala e forma (GAMLSS). Os resultados obtidos foram comparados com dois critérios
de selecdo baseados na verossimilhanca. Com o intuito de enfatizar a importancia da anélise de

diagnostico do modelo selecionado, foram consideradas duas aplicacdes.

4.1 GAMLSS

Rigby e Stasinopoulos (2001) e Rigby e Stasinopoulos (2005) propuseram os GAMLSS
como alternativa aos modelos lineares generalizados (MLG) (NELDER; WEDDERBURN,
1972) e modelos aditivos generalizados (GAM) (HASTIE; TIBSHIRANI, 1990), onde algumas
premissas para o ajuste dos modelos sdo alargadas. Nos GAMLSS, a suposi¢ado de distribui¢do
para varidvel resposta € relaxada para uma familia de distribuicdo geral e, portanto, ndo se

restringe as distribui¢des que pertencem a familia exponencial. A parte sistemdtica do modelo
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permite modelar os parametros de localizacdo, forma e escala da varidvel resposta, por meio
de fun¢des paramétricas, ndo paramétricas, lineares, ndo lineares ou aditivas. No caso dos
MLG e GAM, parametros relacionados a variancia, assimetria e curtose nao sao modeladas

explicitamente em funcdo das preditoras lineares.

Os GAMLSS consideram observacdes independentes para a varidvel resposta, as varia-
veis explicativas e os valores dos efeitos aleatdrios. Para os casos onde nao ha termos aditivos
em qualquer um dos parametros da distribui¢do, o modelo é chamado de GAMLSS paramétrico,
e € nele que este capitulo ird focar. Para este caso, sejam Y1,Y>,...,Y, varidveis aleatdrias inde-
pendentes com fungio densidade de probabilidade f(y;;0'), em que 87 = (6;1,0p,0;3,0i) =
(Wi, 07, Vi, T;). Os pardmetros [; e O; sdo caracterizados como pardmetros de localizaco e es-
cala, respectivamente, enquanto que V; e T;, se houverem, sdo ditos parametros de forma. Para

k=1,2,3,4, seja g(.) uma funcdo de liga¢cdo monétona conhecida, tal que

8k(Ok) = M = XiPr 4.1

~ T _ T _

em que 6 e Nk sdo vetores n X 1, sendo 8, = (O, 02, ---,6u), pk = ([)’lk,BZk,...,Bpkk) e
Xy € a matriz das covaridveis de dimensdo n X py, € p; corresponde ao nimero de varidveis
regressoras no modelo para 6. O componente paramétrico Xy 3 pode conter termos lineares,

fatores, polindmios e termos de interagao para as varidaveis explicativas.

As estimativas dos parametros nos modelos GAMLSS podem ser obtidas por meio de
dois algoritmos para maximizac¢ao da func¢do de verossimilhanga, ou até mesmo pela combinagdo
de ambos. Sao eles: algoritmo RS (RIGBY; STASINOPOULOS, 1996) e algoritmo CG (COLE,;
GREEN, 1992). Nos estudos de simulacdo e aplicagdo deste capitulo, sera considerado o
procedimento conjunto para o ajuste dos modelos, em que utiliza-se duas vezes o algoritmo RS

antes de alternar para o algoritmo CS.

No contexto computacional, varios pacotes no R possuem a estrutura de modelagem
GAMLSS implementada. H4 apenas uma restricao para as fungdes densidade de probabilidade
populacionais na implementagcdo dos modelos GAMLSS em ambiente R (RIGBY; STASINO-
POULOS, 2005). Faz-se necessirio que a fungio f(y;;0') e as suas primeiras derivadas em
relaciio a cada um dos pardmetros de 6 sejam computiveis. Na biblioteca gamiss (RIGBY;
STASINOPOULOS, 2005), estdo implementadas intimeras distribuicdes, dentre elas continuas,
discretas, para dados bindrios ou de contagem, inflacionadas em um ou dois pontos € com
diferentes nimeros de parametros (RIGBY et al., 2019). Nesse capitulo, serdo consideradas as
distribui¢des continuas de dois pardmetros (' = (L, 0;)), com suporte nos R* e cuja média
seja o parametro U; que define a funcdo densidade de probabilidade. Sdo elas: Gama, Gaussiana
Inversa e Weibull (terceira parametrizacao) (JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN, 1995). A
Tabela 4.1 apresenta a func¢do densidade de probabilidade que define a distribui¢do da varidvel Y;

para os trés casos considerados e sua respectiva variancia.

Como E(Y;) = p; para as trés distribui¢des e com base nas variancias (Tabela 4.1), nota-se
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Tabela 4.1 — Notacdo, funcio densidade de probabilidade (f.d.p.) e variancia das distribuicdes Gama,
Gaussiana Inversa e Weibull.

Distribuicdo ~ Notacdo fd.p. Variancia

yil/oiz_le_yi/(clgp'i)

Gama Gama(U;, o; (4.2) ol u}
( ) (Gizﬂi)l/c‘zr(l/aiz)
o I ST 2,3
G. Inversa GI(u;, c;) ex 55— i— )| (4.3) o7 U;
2ncly?} 217707 yi
o;—1 o; 2
. } Oiy; Vi 25 )
Weibull Wei(u;, o; —t—exp|— | ———— 4.4) (—) w; —
wo) e (uja) | a) ()
o =I(c; '+1)

Nota

que, nas distribuicdes Gama e Weibull o coeficiente de variagdo depende apenas de o;, sendo
o proprio pardmetro ¢; na Gama. Na Weibull a relacdo entre o pardmetro o; e o coeficiente
de variacdo ndo € tao simples, dependendo da funcdo gama, mas € possivel verificar que o
coeficiente de variagdo descresce a medida que o parametro aumenta, ou seja, o; € um parametro
de precisdo nesse caso. Na distribuicao Gaussiana Inversa, o coeficiente de variacdo aumenta a

medida que o; cresce, mantido U; fixo.

4.2 Selecao de modelos

Um modelo GAMLSS pode ser representado por M = {D, G, T, 1}, em que D especifica
a funcao distribui¢do da varidvel dependente, G define o conjunto das funcdes de ligacdo, T o
conjunto dos termos preditores € A representa o conjunto dos hiperpardmetros. Para o ajuste
dos GAMLSS a um conjunto de dados especifico € necessdrio que seja especificada cada uma
destas componentes, das quais existem distintas possibilidades de escolha, o que permite ajustar
diferentes modelos concorrentes por meio de suas inimeras combinacdes. Dito isso, € necessario
que sejam estabelecidos métodos de comparagdo entre esses modelos candidatos, a fim de

selecionar aquele que melhor se ajusta aos dados.

No contexto dos modelos GAMLSS, pode-se destacar o uso de dois critérios de sele¢io
de modelos, sendo ambos baseados na informacdo: critério de informagao de Akaike (AIC)
(AKAIKE, 1973) e critério de informag¢do Bayesiano (BIC) (SCHWARZ, 1978). Nesta sec¢ao
serdo apresentadas 3 critérios baseados no residuo quantilico, visando a selecado de modelos
que se diferem apenas pela distribuicdo de probabilidade assumida para a varidvel dependente.
Isso pois, em particular, resultados da inferéncia estatistica podem ser sensiveis a especificacdao

incorreta da distribuicao tedrica atribuida a varidvel resposta.
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4.2.1 Critérios de informacao

Os dois critérios de selecao de modelos baseados na fungdo de verossimilhanca mais
utilizados sdo o AIC e o BIC (KUHA, 2004). Para evitar a selecdo de um modelo altamente
parametrizado e que, portanto, implicam em problemas de aplicabilidade em novos conjuntos de
dados, ambos os critérios sao compostos de uma penalizacdo sobre a complexidade do modelo.

O primeiro critério foi derivado por Akaike (1973), sendo definido como
AIC = —2log (e@; y)) +2p, 4.5)

em que ¢ (E y) € o logaritmo da fun¢do de verossimilhan¢a do modelo ajustado e p é o nimero
de parametros do modelo. O AIC é um estimador de maxima verossimilhanga para divergéncia
de Kullback-Leibler (KULLBACK; LEIBLER, 1951), que mede a distancia entre um modelo

candidato e o modelo verdadeiro.

O segundo critério baseado na informagdo também faz uso de uma func¢ido do ndmero
de parametros como penaliza¢do por complexidade, no intuito de aumentar a capacidade de
generalizacdo do modelo escolhido em relagd@o a outros bancos de dados. Schwarz (1978) define
0 BIC como

BIC = —2log (€(§;y)> + plog(n), (4.6)

~

em que em que /(0;y) e p sdo como definidos em 4.5 e n é o tamanho amostral. O BIC visa
selecionar o modelo com maxima probabilidade a posteriori dada as observagdes (HUANG,
2017).

Tanto o AIC quanto o BIC sao fungdes que devem ser minimizadas, mas apesar de
serem similares em sua defini¢do, os critérios possuem diferentes propriedades sob diferentes
suposi¢des. Enquanto o BIC € assintoticamente consistente, o AIC € assintoticamente eficiente.
Isto €, para os casos em que o modelo verdadeiro esta entre os modelos candidatos, é esperado
que o BIC selecione o modelo verdadeiro a medida que o tamanho amostral cresce (dentre outras
suposi¢oes). Por outro lado, quando o modelo verdadeiro ndo estd no conjunto dos modelos
candidatos, é esperado que o AIC selecione assintoticamente o0 modelo que minimize o erro
quadratico médio da estimativa (VRIEZE, 2012).

O AIC e BIC sao critérios versateis, que podem ser utilizados tanto em modelos aninhados
quanto nao aninhados. Kieschnick e McCullough (2003), por exemplo, utilizaram os critérios
para selecdo da distribui¢do da varidvel resposta do tipo proporc¢ao, e Peluso, Vinciotti e Yu
(2019) no contexto dos modelos GAM, embora essa abordagem receba algumas criticas em
virtude das log-verossimilhancas dos modelos candidatos terem estruturas diferentes. H4 também
uma certa discussdo com relacdo a regra adotada para selecdo de modelos via critérios baseados
na informacao. Colonna e Sauleau (2013) e Fraaije ef al. (2015) consideram diferencas superiores
a 10 como altas, entre 5 e 10 como moderadas e menores que 5 como incertas sobre qual modelo

escolher. Contudo, as magnitudes dos valores de AIC e BIC variam bastante conforme o conjunto
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de modelos candidatos e, portanto, as quantidades 10 e 5 podem representar proporcionalidades

muito diferentes.

4.2.2 Testes de especificacao para distribuicao da variavel resposta

Muitos trabalhos versam sobre o uso de critérios de selecdo de modelos baseados
em estatisticas de testes, porém se restringem ao problema de selecdo de varidveis. Mallows
(1973) propds uma estatistica para selecdo de submodelos no contexto de regressao linear
multipla. Hosmer, Jovanovic e Lemeshow (1989) e Pregibon (1980) introduziram duas extensoes
ao critério de Mallows para o uso em MLG, sendo a primeira baseada na estatistica > de
Pearson e a segunda na estatistica deviance. Lawless e Singhal (1978) consideraram situagdes
de regressdo ndo Normal e o utilizaram a estatistica do teste da razdo de verossimilhanca para

testar submodelos em relacdo ao modelo completo.

Por outro lado, testes de qualidade do ajuste sdo propostos para avaliar as premissas sobre
a distribuicao da varidvel dependente, nesse contexto em que assume-se que as observacoes sao
provenientes de uma mesma familia de distribui¢des, mas com parametros diferentes. Dentre as
medidas utilizadas, pode-se citar o coeficiente de correlagdo de Filliben (1975) e as estatisticas
de Anderson-Darling, Shapiro-Wilk, Cramér-Von Mises e suas variadas extensdes (KLAR;
MEINTANIS, 2012).

Filliben (1975) propds uma estatistica para testar hipéteses compostas de normalidade,
combinando o grafico de probabilidade Normal e o coeficiente de correlagdo produto-momento.
O autor define o grafico de probabilidade Normal como o gréfico da estatistica de ordem
R(;) versus alguma medida de locagdo loc(R;)). De maneira similar ao que foi proposto na
Secdo 2.2, Filliben (1975) nao encoraja o uso da média como medida de locacdo, mas sim a
mediana. Isso pois a E(R(i)) possuli trés propriedades indesejadas, dentre elas a ndo existéncia
de uma técnica uniforme de obtencado entre as distribuicdes e, em alguns casos como para a
distribuicdo Cauchy, IEJ(CR(,-)) ndo pode ser definida. Com isso, é esperado que o grifico de
R(iy versus M; = loc(R;)) = mediana (R;) seja aproximadamente linear, para os casos em
que de fato a amostra foi gerada de uma distribuicdo Normal. Para medir a linearidade do
grafico, o autor propde o uso do coeficiente de correlagcdo produto-momento. Considerando
as observagoes ordenadas fR(i) e as medianas da estatistica de ordem M; de uma distribui¢cdo

N(0,1), o coeficiente de correlagdo do gréfico de probabilidade Normal é definido por

11(3() R)(M; — M)

R R — R (1)

' = Corr(R,M) 4.7)

Filliben (1975) ressalta a possibilidade de extensdo do estatistica 4.7 como critério de
selecdo da melhor distribui¢do dentre um conjunto candidato finito. Por isso, nesse capitulo,
propde-se o uso do coeficiente de correlagao de Filliben como critério de selecdo de modelos

que se diferem pela distribuicdo especificada para varidvel resposta. Nesse caso, o modelo
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selecionado serd aquele com maior valor rf', dentre o conjunto dos modelos candidatos. Essa
abordagem € conveniente no contexto dos modelos de regressdo, uma vez que ja € frequente o
uso do gréfico de probabilidade Normal para verificacdo das suposi¢cdes do modelo (mas nao
como forma comparativa entre modelos concorrentes). Nesse caso, o grafico é construido para
os residuos gerados pelo modelo ajustado e, para os modelos GAMLSS em particular, € comum

0 uso do residuo quantilico.

Diante disso e devido a propriedade do residuo quantilico ter distribui¢do assintética
Normal padrdo, quando os pardmetros do modelo sao consistentemente estimados, propde-se
também o uso da estatistica do teste de Anderson-Darling (ANDERSON; DARLING, 1954)

como critério de selecdo de modelos, dada por

n

1 .
ADS=—n—— Y 12i—1][log(p()) +log(1 = puiz1))]; (4.8)
i=1
em que p(;) = P([R;) — R]/s) e @ é a funcio de distribui¢io acumulada da N(0, 1), R e s sdo
a média e o desvio padrao dos residuos ajustados pelo modelo. Nesse caso, quanto menor a
estatistica do teste, entende-se que mais préxima estd a distribui¢do do residuo a N(0,1) e,

portanto, seleciona-se 0 modelo com menor ADS dentre o conjunto dos modelos candidatos.

De maneira andloga, o terceiro critério de sele¢do proposto nesse capitulo baseia-se no
residuo quantilico padronizado, introduzido por Klar e Meintanis (2012) no intuito de derivar
um teste de bondade de ajuste para MLG. Nesse caso, serd utilizada a estatistica do teste de
Anderson-Darling, definida em (4.8), em que R serd dado por (KLAR; MEINTANIS, 2012)

z="9""1 (4.9)

S,«q

sendo ry; o residuo quantilico definido em (2.41). Para diferenciar este critério de sele¢do ao

anterior, denomina-se a estatistica do teste de Anderson-Daring baseada em Z; como ADS?},

4.3 Estudos de simulacao

Para avaliar o desempenho dos critérios de selecdo apresentados na Secao 4.2, foram
realizados estudos de simulagdao Monte Carlo. Em cada réplica, foram geradas as observacoes da
varidvel resposta com base em um modelo GAMLSS com uma das trés distribui¢des apresentadas
na Tabela 4.1. Considerando todas as demais componentes do modelo especificadas corretamente,
isto €, sem variar a funcdo de ligacdo e o conjunto de preditoras utilizadas na construg¢ao da
amostra, ajustou-se os 3 modelos GAMLSS possiveis. Ou seja, para cada réplica foram ajustados
dois modelos com m4 especificagdo na distribuicdo da varidvel resposta e o modelo correto.
Para cada conjunto destes 3 ajustes, foram calculados os 5 critérios de sele¢iao, obtendo suas

respectivas taxas de acerto ao longo das 10000 réplicas de Monte Carlo.

O procedimento foi dividido de acordo com a distribui¢ao da varidvel resposta, onde

foram considerados diferentes cendrios e tamanhos amostrais (n = 25,50, 100 e 500). Para as 3
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distribuicdes, o cendrio I foi construido segundo o modelo

In (u;) = Bo1 + Prixi + Barxia + Ba1xi3 + Paixia, (4.10)

em que Bo; = 1, xjx ~ N(10,2) e By =0,05,Vk = 1,2,3,4. Neste cendrio, GiD foi considerado
fixo para todas as observacdes e D = GA, GI ou WB, sendo Gl-GA = 0,3 para o modelo com
resposta Gama, GiGI =0, 11 para o modelo com resposta Gaussiana Inversa e O'iWB = 3,7 parao
modelo com distribuicdo Weibull, de modo que o coeficiente de varia¢do seja igual a 0,3 para
todos os trés casos. Outros 6 cendrios s@o derivados a partir deste. Os cendrios II e III consistem
em aumentar o coeficiente de variag@o para 0,6 e 0,9, respectivamente, considerando GZ-GA =0,6,
O'iGI =0,22e¢ GZ-WB =1,7e GI.GA =0,9, Gl.GI =0,33¢ GZ-WB = 1,1, na devida ordem. No cendrio
IV, xj ~ Gama(10,2),Vk = 1,2,3,4, para as trés distribui¢des da varidvel resposta. No cendrio
V, acrescentou-se 4 covaridveis ao modelo 4.10, sendo x; ~ N(10,2) e B; =0,05,Vk =5,6,7,8.
No cendrio VI, as covaridveis foram geradas de maneira correlacionada, por meio da distribui¢do
N4(10,%), sendo

10 4 08 01 O

10 08 4 0 0.1
10 = e X= 4.11)
- 10 01 0 4 07

10 0 0.1 07 4

Por fim, o cenario VII considera GP variando conforme as 4 covaridveis, de tal forma que

In (GiD> = Bo2 + Bi2xi1 + Booxio + B3oxiz + Pazxia, (4.12)

em que x;; ~ N(10,2) e Bio = (—1)¥710,03,Vk = 1,2,3,4 ¢ B2 = log(¢t), sendo ¢ o valor de GiD
no cendrio I para a respectiva distribuicdo atribuida a varidvel resposta. Com isso, o valor de GiD
no cendrio VII € similar ao valor de GiD no cendrio base, para cada uma das trés distribui¢des se

o valor das covaridveis forem todos iguais aos seus valores médios.

A Tabela 4.2 apresenta o percentual de réplicas em que cada critério seleciona o modelo
corretamente especificado, isto é, cuja distribui¢do considerada para varidvel resposta de fato
coincide com a distribui¢do geradora das observacdes. Os resultados sdo divididos por distri-
buicdo e tamanho amostral, destacando o critério com melhor desempenho em cada cenério.
De maneira geral, os critérios baseados na verossimilhanca obtiveram maior taxa de acerto que
os critérios baseados em testes de hipdtese com o residuo quantilico. Todos os critérios t€m
desempenho melhor a medida que o tamanho amostral aumenta, alcancando quase 100% de
acerto com n = 500 em alguns cendrios (alguns valores sdo iguais a 1,00 devido ao sistema de

arrendondamento com apenas duas casas decimais).

A medida que a variabilidade da resposta aumenta (cendrios I-III), a performance dos
métodos diminui, no caso da distribuicio Weibull e aumenta na distribui¢do Gaussiana Inversa.
Na distribuicdo Gama, o desempenho dos métodos baseados na informacdo também cai, e

dos métodos baseados no residuo quantilico oscilam entre os tamanhos amostrais. Os cendrios
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com mudanga de distribuicdo das covaridveis (cendrio IV) ou com covaridveis correlacionadas
(cendrio VI), em geral, ndo possuem resultados muito diferentes ao cendrio base. O acréscimo de
covaridveis no modelo (cendrio V) diminui o desempenho dos critérios AIC e BIC na distribui¢do
Gama e aumenta nas demais, oscilando também conforme o tamanho amostral para os critérios
propostos. No ultimo cendrio, com GiD também variando conforme as covaridveis, o desempenho
dos critérios piora nas distribuicdes Gama e Weibull e, em geral, melhora na distribui¢io

Gaussiana Inversa, embora hajam pequenas flutua¢des entre os tamanhos amostrais considerados.

Para as simulagdes cuja varidvel resposta possui distribui¢cdo Gama, a estatistica ADS
obteve melhores resultados que os critérios AIC e BIC em n = 25. Contudo, 0 mesmo nao
ocorre nos modelos com as demais distribuicdes. J4 as estatisticas ADS{?} e ¥ apresentaram,
no maximo, desempenho semelhante aos demais critérios com o residuo quantilico, sendo, em

geral, piores que os demais métodos comparados.

E vilido ressaltar que os resultados dos critérios AIC e BIC sio idénticos, uma vez que
os modelos comparados possuem a mesma quantidade de parametros. Em todos os cendarios
com resposta Gaussiana Inversa ou Weibull, e n = 25,50 ou 100, esses critérios sdo superiores
aos métodos propostos, tendo performance igual ou maior em n = 500. Apesar das criticas
aos critérios baseados na informacao, conforme discutido na Secao 4.2, os resultados indicam
um bom desempenho para escolha da distribuicao atribuida a varidvel resposta, sobretudo em
comparagdo aos critérios propostos neste trabalho, que possuem melhor justificativa tedrica para

O UuSoO.

4.4 Aplicacao

Embora os resultados da secdo anterior mostrem que os critérios AIC e BIC possuem bom
desempenho para selecdo de modelos, € vélido ressaltar a importancia da andlise de diagnostico
envolvendo os residuos gerados pelo modelo escolhido. Uma vez que os critérios selecionardo o
melhor modelo dentre aqueles ajustados, ndo ha garantias se as premissas do ajuste sdo de fato
atendidas. Para ilustrar essa situacdo, foram consideradas duas aplica¢des, sendo a primeira via
dados simulados, onde o verdadeiro processo de geracdao dos dados € conhecido, e a segunda

com um banco de dados reais.

4.4.1 Aplicacao com dados simulados

Para esta primeira aplicacio, foram geradas 500 observacdes provenientes do modelo de

regressao com reposta Gaussiana Inversa Generalizada (GIG), definida pela func¢do densidade de
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Tabela 4.2 — Taxa de acerto dos critérios de sele¢do, por tamanho amostral e distribui¢ao atribuida a
varidvel resposta.

Gama Gaussiana Inversa Weibull

Cen. Critério n n n

25 50 100 500 25 50 100 500| 25 50 100 500

AIC 026 047 0,66 098061 0,73 0,86 1,00 | 0,77 0,85 0,93 1,00
BIC 026 047 0,66 098|061 0,73 086 1,00 0,77 085 093 1,00

I ADS 030 039 0,58 093|045 0,60 0,72 0096 0,61 0,80 0090 1,00
ADS®? 028 039 0,57 092|046 0,61 0,73 0096 0,65 0,80 089 1,00
028 041 0,63 095]047 0,62 0,76 0098 0,69 0,83 0092 1,00

AIC 022 043 0,62 095|074 087 096 1,00]0,73 0,76 0,81 0,96
BIC 022 043 0,62 0095|074 0,87 096 1,00 0,73 0,76 081 0,96

)| ADS 035 045 061 093050 0,72 0,88 1,00 0,56 0,70 0,77 0094
ADS™ZY 031 044 061 092]053 075 091 1,00 0,60 0,71 0,76 0,93
030 045 0,64 095053 0,76 0,93 1,00 | 0,64 0,73 0,79 0,96

AIC 0,20 036 045 062083 094 099 1,00 0,61 0,64 0,64 0,68

BIC 0,20 0,36 045 062083 094 099 1,00 0,61 0,64 0,64 0,68

I ADS 042 043 047 061|050 0,77 094 1,00 | 0,49 0,57 0,60 0,65
ADSZ} 033 040 047 062|056 083 097 1,00 | 0,56 0,61 0,60 0,65
0,31 039 047 064|056 0,84 098 1,00 0,59 0,62 0,63 0,66

AIC 027 045 0,69 098062 0,73 085 1,00 0,76 0,85 0,93 1,00
BIC 027 045 0,69 098|062 073 0,85 1,00 0,76 085 0093 1,00

v ADS 029 040 057 092|044 0,60 0,73 0096 0,62 0,80 0090 1,00
ADS®} 027 040 0,57 091|046 0,61 0,74 0096 0,66 0,80 0090 1,00
F026 042 0,63 094|047 0,62 0,76 098 0,69 0,83 0092 1,00

AIC 0,15 035 0,66 099|082 090 0,98 1,00 0,80 0,87 094 1,00
BIC 015 035 0,66 099|082 090 098 1,00 0,80 087 094 1,00

\% ADS 037 035 055 094|023 0,57 0,86 1,00 0,38 0,74 0090 1,00
ADS®? 033 033 0,54 093|026 0,61 090 1,00 0,45 0,77 0090 1,00
033 034 059 096|024 0,61 092 1,00 0,50 0,81 0093 1,00

AIC 0,28 045 0,68 098|061 0,74 086 1,00 0,77 0,85 0,93 1,00

BIC 0,28 045 0,68 098 061 0,74 086 1,00/ 0,77 085 0,93 1,00

VI ADS 0,30 040 0,58 093|044 0,61 072 096061 0,80 090 1,00
ADSZ} 028 040 0,557 092|046 061 0,73 096|065 080 089 1,00
028 042 063 095|046 062 0,76 098 | 0,68 0,83 092 1,00

AIC 0,05 025 053 092068 0,79 086 099 062 0,78 0,89 1,00

BIC 0,05 0,25 0,53 092 0,68 0,79 086 099 0,62 0,78 0,89 1,00

VII ADS 0,29 031 0,52 089036 065 0,777 097|048 0,72 0,85 1,00
ADSZY 027 032 0553 089|040 0,66 0,78 097|049 0,72 085 1,00
027 034 0,57 092040 0,68 080 0,99 0,50 0,74 0,88 1,00
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em que ¢ = [Ky41(1/0%)] [Kv(1/0?)] e Ky (1) representa a fungdo Bessel modificada de
terceiro tipo e ordem v. Um caso especial inclui a distribuicao hipérbole (v = 0), que produz
uma analogia proxima a distribuicao von Mises no circulo (JORGENSEN, 2012; BARNDORFF-
NIELSEN, 1978; RUKHIN, 1978). As covaridveis foram geradas com base em uma distribui¢dao
N(10,2) e usou-se By = 1,81 = B = 0.05,0 = 0.35,v = —9, cujo coeficiente de variagdo
resultante é idéntico ao considerado nos cendrios bases do estudo de simulagdo (CV =0, 3).

Suponha que um analista deseja estudar a relac@o entre a varidvel resposta Y e as duas
covaridveis por meio de um modelo de regressdo. Devido as caracteristicas das observagdes
geradas para varidvel resposta, isto €, y € R, é razodvel supor que o pesquisador considere
ajustar os modelos com resposta Gama, Gaussiana Inversa ou Weibull. Nesse caso, independente
do critério de selec@o escolhido, ao observar os valores obtidos (Tabela 4.3) o analista concluiria

que o modelo com resposta Gaussiana Inversa se ajusta melhor aos dados.

Tabela 4.3 — Resultado dos critérios de selecio para os modelos ajustados com resposta Gama, Gaussiana
Inversa e Weibull.

Critérios
AIC  BIC ADS ADS??  /F
Gama 2220,66 2237,52 2,50 2,46 0,98
Gaussiana Inversa 2198,45 2215,30 0,93 0,89 0,99
Weibull 2338,27 2355,13 11,68 9,11 0,95

Modelos

Ao realizar a andlise de diagndstico para o modelo selecionado, percebe-se pelo gréifico
de probabilidade Normal com envelope simulado (Figura 4.1(a)) que ha falhas de especificagao.
Diante disso, o pesquisador poderia testar outras abordagens, como variar a funcdo de ligacdo para
média, adicionar covaridveis no submodelo da variancia ou ir em busca de novas distribui¢des
para varidvel resposta. Nessa dltima alternativa, seria possivel chegar ao modelo correto, onde
ndo seriam apontadas falhas nas suposi¢cdes do modelo ajustado (Figura 4.1(b)). Os critérios de
selecdo também indicariam que o modelo com resposta GIG se ajusta melhor aos dados, quando
comparado com o modelo com resposta Gaussiana Inversa (Tabela 4.4). Isto €, se o modelo
correto fosse considerado pelo analista desde o inicio do estudo, os critérios de selecao seriam
suficientes para o éxito da andlise. Caso contrdrio e se negligenciada a andlise de diagndstico, o
pesquisador iria selecionar um modelo mal especificado, podendo comprometer o desempenho

inferencial do seu estudo.
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Figura 4.1 — Gréfico de probabilidade Normal com envelope simulado para os modelos com resposta
Gaussiana Inversa (a) e com resposta GIG (b).

Tabela 4.4 — Resultado dos critérios de seleciao para os modelos ajustados com resposta Gaussiana Inversa
e GIG.

Critérios
AIC  BIC ADS ADS?Z
Gaussiana Inversa 2198,45 2215,30 0,93 0,89 0,99
GIG 2183,60 2204,67 0,38 0,37 1,00

Modelos

Sabe-se que, na prética, ndo ha necessariamente um modelo gerador dos dados. Busca-se,
portanto, aquele que melhor consegue descrever a relacdo entre as varidveis e satisfazer os
objetivos do estudo. Contudo, devido a incontdvel quantidade de modelos de regressao existentes,
uma vez que pode-se também variar a fun¢do de ligacdo, quantidade de covaridveis, submodelos
para os demais parametros da distribui¢ao resposta, adicdo de termos polinomiais, etc, os critérios
de selecdo apenas indicam o melhor modelo dentre o conjunto de modelos testados (com alguma
taxa de acerto). Diante disso, a analise de diagndstico € uma etapa fundamental para verificagcdo
das suposicoes feitas para o modelo, cujos residuos desempenham um papel importante para

verificar a adequac@o do modelo.

4.4.2 Aplicacao com dados reais

A segunda aplicacdo usa dados de Hodges (1998) , correspondentes a despesa média de 45
estados ou jurisdicdes por internacao hospitalar (American Medical Association, Pesquisa Anual
de Hospitais, 1991). Os dados estdao disponiveis no pacote gamlss.data (STASINOPOULOS;
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RIGBY; De Bastiani, 2021) do software R. Como covaridveis, tem-se o tamanho populacional

(censo de 1990) e a regido de cada estado.

Se Y; é a despesa média por internacdo hospitalar no estado i, com i =1,...,45, é razodvel
considerar o ajuste dos modelos com resposta Gama, Gaussiana Inversa ou Weibull, uma vez

que y; € R". Suponha que um pesquisador decida modelar os dados por meio de

In (u;) = Bor + Brixit + Barlyr (xi2) + Bozlne (xi2) + Boslne (xi2) + Boallpa(xi2)
+ Boslsa(xi2) + Baslsc(xiz), (4.14)
In(0;) = Poz,

em que x;| representa o tamanho populacional do i-ésimo estado no censo de 1990 dividido por
10000, x;» € uma varidvel categérica para as 7 regides que abrangem os 45 estados (MA, MT,
NC, NE, PA, SA, SC) e, portanto, a estrutura do modelo ajustado considera cada nivel de x;; por
meio de uma varidvel indicadora I, tendo a regiao MA como referéncia no modelo. O modelo
para o parametro o; foi considerado fixo e e variou-se a distribui¢do especificada para varidvel
dependente conforme a Tabela 4.1. Nesse caso, independente do critério de selecdo escolhido, ao
observar os valores obtidos (Tabela 4.5) o analista concluird que o modelo com resposta Weibull

se ajusta melhor aos dados.

Tabela 4.5 — Resultado dos critérios de selecdo para os modelos ajustados com resposta Gama, Gaussiana
Inversa e Weibull, sem covaridveis para o pardmetro ©.

Critérios
AIC  BIC ADS ADS?  /F
Gama 768,90 785,16 3,46 3,51 0,86
Gaussiana Inversa 779,08 795,34 4,44 4,42 0,82
Weibull 756,89 773,15 0,95 1,04 0,95

Modelos

Ao realizar a andlise de diagndstico para o modelo selecionado, percebe-se pelo gréifico
de probabilidade Normal com envelope simulado (Figura 4.2(a)) que h4 falhas de especificagao.
Diante disso, o pesquisador poderd testar outras abordagens, como adicionar covaridveis no
submodelo de o;. Nesse caso, os critérios de sele¢ao indicardo que o novo modelo se ajusta
melhor aos dados, quando comparado ao modelo selecionado anteriormente (Tabela 4.6) e o
gréfico de probabilidade Normal para o residuo quantilico (Figura 4.2(b)) ndo indicar4 falhas nas

premissas do ajuste.

Tabela 4.6 — Resultado dos critérios de sele¢do para os modelos ajustados com resposta Weibull, conside-
rando ou ndo covariaveis ao submodelo para o.

Critérios
AIC  BIC ADS ADSZ}  /F
Weibull 756,89 773,15 0,95 1,04 0,95
Weibull2 710,08 738,98 0,52 0,13 1,00

Modelos
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Figura 4.2 — Gréfico de probabilidade Normal com envelope simulado para os modelos com resposta
Weibull, sem covaridveis para o submodelo da variancia (a) e adicionando as covaridveis ao
submodelo da variancia (b).

A Tabela 4.7 apresenta os resultados do modelo Weibull2, cujo o; também varia conforme
as covariaveis. Observe que tanto populacdo como regido sdo significantes no submodelo da
média tal como no do parametro de precisao. Estima-se que, em média, a despesa média por
internacdo aumenta 9,12% a cada aumento de 10000 individuos na populagdo de uma mesma
regido. A mudanca da regido MA (usada como referéncia nos modelos ajustados) para qualquer

outra, implica em uma diminui¢do da média e da variincia da varidvel resposta.

Por fim, os graficos residuais (Figura 4.3) ndo indicam falhas nas demais suposicOes feitas
para o ajuste, tampouco a presenga de pontos influentes ou outliers. Os pontos encontram-se
aleatoriamente dispersos em torno de zero no grafico dos valores ajustados versus os residuos
(Figura 4.3(a)), o que traz indicios sobre a homoscedasticidade da variancia dos residuos. Ja o
grafico dos residuos versus a ordem das observagdes (Figura 4.3(b)), ndo indica correlagido ou

dependéncia residual.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo, comparou-se diferentes procedimentos de sele¢cao de modelos no contexto
de GAMLSS, dos quais trés foram introduzidos neste trabalho e baseiam-se no residuo quantilico.
Embora haja uma boa justificativa tedrica para esses critérios, os estudos de simulacdo mostraram
que o desempenho dos procedimentos usuais baseados na informagao siao, em geral, superiores,

sobretudo nos casos de amostras com # = 50 ou 100.
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Tabela 4.7 — Modelo Weibull final (Weibull2) para os dados de despesa média por internacao hospitalar.

Equacdo Varidvel Estimativa Erro padrdo  Valor-p Exp(Estimativa)
Intercepto 8,6692 0,0184 < 0,0001 5820,9277
Populagido 0,0872 0,0101 < 0,0001 1,0912
Regiao:MT  -0,1459 0,0282 < 0,0001 0,8643
Regiao:NC  -0,1483 0,0110 < 0,0001 0,8621

H Regido:NE  -0,0104 0,0227  0,6503 0,9897
Regido:PA  -0,2015 0,0123 < 0,0001 0,8175
Regidao:AS  -0,1134 0,0068 < 0,0001 0,8928
Regido:SC  -0,2651 0,0032 < 0,0001 0,7671
Intercepto -3,0060 0,4573 < 0,0001 0,0495
Populacio 4,8934 0,1940 < 0,0001 133,4121
Regidao:MT 4,5789 0,5092 < 0,0001 97,4049

> Regiao:NC 1,9807 0,4554  0,0001 7,2476
Regido:NE 3,9946 0,5226 < 0,0001 54,3060
Regido:PA 4,0019 0,4878 < 0,0001 54,7001
Regido:AS 2,4049 0,4666 < 0,0001 11,0776
Regido:SC 3,9123 0,4782 < 0,0001 50,0126
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Figura 4.3 — Graficos residuais para o modelo selecionado (Weibull2).

Contudo, € vélido ressaltar que os critérios de selecdo buscam o melhor modelo dentre

um conjunto de modelos candidatos. Conforme discutido brevemente na Secao 4.2, os critérios

AIC e BIC apresentam propriedades diferentes e que dependem se o modelo verdadeiro pertence

ou ndo ao conjunto dos modelos candidatos (embora, na pratica, nem sempre exista um modelo

verdadeiro). Dito isso, foram apresentadas duas aplicacdes que refor¢cam a importancia da andlise

de diagndstico do modelo selecionado. No contexto dos modelos GAMLSS, o residuo quantilico

é, em geral, a ferramenta escolhida para a andlise dos pressupostos. Tanto na aplicacdo com

dados simulados, onde ha a garantia de que o modelo verdadeiro ndo estava entre os modelos

candidatos, quanto na aplica¢do com dados reais, os gréficos residuais indicam claramente falhas

na especificacdo do modelo selecionado, o que poderia levar a problemas inferenciais. Embora



4.5. Conclusoes 101

os critérios de selecao possuam um bom desempenho no que se propdem, eles apenas indicam
o melhor modelo dentre aqueles testados pelo pesquisador. Se todos os modelos candidatos
possuirem alguma falha nas premissas e a andlise de diagndstico for negligenciada, o modelo

escolhido serd apenas o melhor, dentre um conjunto de modelos mal especificados.






103

CAPITULO

CONCLUSOES

O objetivo desse trabalho foi desenvolver extensoes do residuo quantilico, em aspectos
de andlise diagnéstica e selecdo de modelos. Em relacdo a verificagdo das premissas para o
ajuste do modelo, foram propostas extensdes do residuo quantilico no contexto dos modelos
de regressao circular-linear e beta inflacionados em dois ou trés pontos. J4 para a selecao de
modelos, estudou-se o desempenho de trés critérios de selecdo baseados no residuo quantilico,

para selecdo da distribui¢do assumida para varidvel resposta em modelos GAMLSS.

Foi demonstrado que o residuo quantilico circular € assintoticamente Normal padrao
distribuido, assim como o residuo quantilico no caso linear. Para amostras pequenas, hd uma boa
concordancia entre a distribuicao do residuo quantilico circular e a distribuicdo Normal padrao
em diferentes cendrios avaliados. O residuo também possui bom desempenho para detectar falhas
no ajuste, sobretudo em relagao aos demais residuos comparados. Além dessas caracteristicas, o
residuo quantilico circular € interessante pela sua simplicidade e invariabilidade da expressao

algébrica ao considerar distintas classes de modelos de regressdo para dados circulares.

Para identificacdo de outliers em modelos de regressdo beta inflacionados em dois e
trés pontos, foi demonstrado que a extensdao proposta possui distribuicdo caudal semelhante
a distribuicdo Normal padrdo, quando utilizado o residuo quantilico em seu calculo (r? Gq) .
Simula¢des de Monte Carlo sugerem que essa classe de residuos € capaz de detectar possiveis

outliers em situacoes que o residuo quantilico aleatorizado falha.

No ambito da selecdo de modelos, os critérios introduzidos com base no residuo quanti-
lico ndo alcangaram os resultados esperados, considerando o contexto dos modelos GAMLSS
analisado. Embora haja uma boa justificativa tedrica para os métodos propostos, os resultados dos
critérios de selecdo usuais (baseados na informag¢ao) foram superiores. Contudo, as aplicagdes

reforcam a importancia da andlise de diagndstico do modelo selecionado.

As extensodes do residuo quantilico propostas nesse trabalho perpassam diferentes classes

de modelos de regressao, o que indica uma numerosa quantidade de situagdes préiticas que podem
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ser beneficiadas. No contexto de dados circulares, pode-se mencionar estudos meteoroldgicos sob
a dire¢do do vento em relagdo ao nivel de poluente, pesquisas sob a movimenta¢do de animais em
periodos migratorios e estudos sob o tempo de chegada de pacientes em um hospital. J4 no ambito
dos modelos de regressao beta inflacionados, a extensdao proposta pode ser ttil para instituicdes
financeiras ou administracao federal, em andlises sobre inadimpléncia e seguro desemprego,
por exemplo. As propriedades demonstradas algebricamente e o desempenho satisfatério dos
residuos propostos em verificar as suposi¢des do modelo ou identificar possiveis outliers, também
indicam a versatilidade do residuo quantilico em andlises de diagndstico. Assim, espera-se que
essa tese possa motivar trabalhos aplicados na drea de dados circulares ou econometria, € também

trabalhos na area de Estatistica, como os citados a seguir.

5.1 Trabalhos futuros

Dentre os estudos relacionados a este trabalho que podem ser desenvolvidos, destaca-se:

e Estender o residuo quantilico circular para uso em modelos de regressao para dados
cilindricos (ABE; LEY, 2017; CREMERS; PENNINGS; LEY, 2020). Este trabalho futuro pode
apresentar um modelo de regressao que utiliza fungdes de ligacdo e uma distribuicao cilindrica e

avaliar o desempenho do residuo proposto neste modelo.

e Estender o residuo quantilico aos casos em que duas varidveis respostas sdo observadas
simultaneamente no mesmo individuo. Em tal caso, com o intuito de considerar a relagio
intrinseca entre estas duas varidveis, surgem os modelos de regressao bivariados (OLIVEIRA;
DINIZ; DURBAN, 2018), nos quais assume-se uma estrutura de dependéncia entre as respostas.
A extensdo direta do residuo quantilico tem limitacdes, portanto € interessante que se proponha

uma extensao do cuja distribui¢do mantenha-se assintoticamente Normal padrao.
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APENDICE

DEMONSTRACOES E TABELAS DO
CAPITULO 2

A.1 Funcao densidade de probabilidade da wrapped Cau-
chy

Pela equacgdo (2.21), tem-se que a f.d.p de uma varidvel wrapped Cauchy distribuida é
dada por
1 1—e 2

9 = — 0<6<2m.
$0) = ST e —2eTeos(a—p) 0S92

Sabe-se também que

K —e X er —1 1— e—Zx
() sinh(x) 2 2¢* 2ex

ex +e—x er + 1 1 +e—2x
b h — = =
(b) cosh(x) = =5 = = - = S

em que sinh e cosh denotam as fungdes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico, respectivamente.
Portanto, por (a) e (b) tem-se que

(i) 1—e 2" =2¢77 sinh(y),

(ii) 14 e 27 =277 cosh(y).

Substituindo (i) e (ii) na equagdo (2.21), obtém-se
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1 1—e 2

21 +e 2 —2eYcos (6 — )
1 2¢77 sinh(7y)

27 2e~Y cosh(y) —2¢~Ycos (6 — 1)
1 sinh(7y)

B 27 cosh(y) —cos (6 — i)’ "

A.2 Residuo deviance para o modelo von Mises

Para a obtenc¢do do residuo deviance, como definido em (2.34), faz-se necessario o
célculo de 4;(6;|f1;, k) e £;(6;|{1;, k), a priori. Por (2.27), para o modelo de regressédo von Mises,
tem-se

(a)
g,‘(@,",ﬂi,ﬁ‘) = —1n[27z:10(ﬁ')]+1%cos(9,-—/l,)
= —In[27 IH(K)]+ kcos (6; — 6;)
= —In[27 IH(K)] + K cos (0)
= —In27 [hH(K)]+ K,
(b)
E,'(Ol'“li,ﬁ') = —11‘1[27'[10(72‘)]—|—I%COS(9i—‘l’li).
Portanto, por (a) e (b),
(0, &) — 663, &) = —In[27 Io(R)] + & — (—1n[27r10(f<)]-I—f(cos(@,-—ﬂ,-))
= —In2x IH(K)]+ K+ 1In[27 IH(K)] — kcos (6; — [;)
= k—kcos(6;— ;)

= K 1—COS(9i—ﬂi)).

Logo, o residuo deviance € dado por

1/2
di = Sgl’l 6 .ul \/§<£l 9|.u'lu (el.ula ))

1/2
= sgn(6; — ) 2( 1—0059 u,)))

1/2

- sgn(ei—ai)\/ﬁc@—cos(ei—ni)> . m
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A.3 Residuo deviance para o modelo sine-skewed von

Mises

De forma andloga, para o modelo de regressao sine-skewed von Mises, tem-se por (2.29)

(a)
G0, &, A) = —In[2m Ip(k)] + keos (6 — i) +1n [1+/lsen (6 — u,)]
= —In[27 Ip(R)] + kcos (6; — ;) —f—ln[l—i—?tsen (6 — e)}
= —In[27w Io(R)] + &cos (0) +In [1+isen( )}
= —In[2m Ih(K )]+K+ln()
— nPr(R)+
(b)

00, &) = —In[2m Io(R)] + keos (6 — i) +1n [1 + Asen (6; — ﬂi)} .
Portanto, por (a) e (b),
06, &y A) — (61 fu, &,A) = —In[27 [(R)] + &
- (- In 27 I(&)] + &cos (6; — ) +In [1 + Asen (6; — m])
= k—Kkcos(6;—[)—1In [1 + Asen (6; —ﬂi)]
= f((l —cos (6; —,EL,)) —1In [1 + Asen (6; —/fli)} :

Logo, o residuo deviance € dado por

A

A 1/2
d; = sgn(6i— ) V2 (4O k. 2) — (61|, & 2) )

1/2
= sgn(@,-—,ft,-)ﬂ(f((l—cos(G,-—,a,-))—ln[1+isen(9i—ﬂi)]> . B

A.4 Residuo deviance para o modelo wrapped Cauchy

Semelhantemente, para o modelo wrapped Cauchy, tem-se por (2.31)

(a)
0(6f, %) = —In(27)+In|sinh(7)| —In[cosh(§) — cos (6; — )]
= —In(27)+In :sinh( A):—ln[cosh( 7) —cos (6; — 6;)]
— —In(27)+In[sinh( ) ~Infcosh(}) — cos (0)]
— —In(@27)+In isinh( A):—ln[cosh() 1],
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(b)
4i(6i|f1;,7) = —In(2w)+In [sinh(};)} —In[cosh(§) — cos (6; — [1;)].
Portanto, por (a) e (b),
6(6].9) ~ (818, F) = —In(2x)+In |sinh(7)| ~In[cosh(7) — 1]

— <— In(27) +1n [sinh(};)] —In[cosh(§) — cos (6; — [fti)])
= —In[cosh(§) — 1] + In[cosh(§) — cos (6; — [1;)]
n [cosh(f/) —cos (6; — [fti)}

cosh(9) — 1 '

Logo, o residuo deviance € dado por
A o R
di = sgn(6;— Mi)\/§<€i(9i|ui, K) — (6] fui, K))

. N 1/2
= sgn(ei—ﬂi)\/i<ln{COSh(Y)_COS(Gi_“i)}> . i

cosh(9) —1

A.5 Demonstracao do teorema 2.3.1

Nesse apéndice, serd demonstrado o Teorema 2.3.1 utilizando os quatro passos seguintes:
(@) F*(6;7:) ~U(0,1);
() F*(8; ) 2 U(0, 1);
(D) £* (6 %) 2 U(0,1);

. D
V) ri. 2 N(0,1).

Prova de (I)

Para0 <k <1,
P(F*(6;;7,) <k)=PMd; —n < 6, <),

em que / é tal que fl\l,[dﬁnf(ﬂi)dei = k. Como
l
P(Mdi— T < 9,' < l) :/ f(G,-)dei,
Md;,—n

entao
P(Mdi— <0< l) :P(F*(Qi;fi> < k) =k
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e, portanto,
F*(Gi;fi) ~ U(O, 1).
Prova de (II)

Como 7; é consistentemente estimado, 7; i 7, e F*(6;;7) ~U(0,1) (passo (D)), e utili-
zando uma modifica¢do do Teorema de Slutsky (SEN; SINGER; LIMA, 2010, page 203),

F*(65%) 2 U(0,1).
Prova de (III)

Como Md; € consistentemente estimado, 1\//I\d,~ i Md; e F*(6;;1;) Doy (0,1) (passo (ID)),

e utilizando a mesma modificacdo do Teorema de Slutsky em (II),

£*(0:%) S U(0:1).

Prova de (IV)

Como F*(6;;%) Loy (0,1) (passo III), pelo Teorema de Sverdrup (SEN; SINGER;
LIMA, 2010, page 180),
O H{F*(0:8)} = @ {U(0,1)},
e entao

7B NO,1). =
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A.6 Tabelas dos estudos de simulacao no modelo von

Mises

Tabela A.1 — Resultados da simulag@o para r, , r; € d;, considerando o cendrio II com n = 20 - modelo de
regressdo von Mises.

i i Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
Yo ri d gy, i d Yo ri d rg rnodi rg o d;

1 1,87 0,02 —0,05 —0,05 1,01 1,02 1,09 0,05 —0,17 —0,18 2,83 2,81 2,82 1,57 5,81 9,50
2 —-0,68 0,00 0,00 0,00 0,86 0,87 0,93 0,02 0,02 0,02 2,86 2,90 2,91 6,00 5,59 1,64
3 -0,91 0,03 0,03 0,03 1,01 1,02 1,09 0,02 0,02 0,03 2,81 2,84 2,85 2,74 2,83 5,85
4 0,84 -0,01 —0,01 —0,01 1,00 1,01 1,08 -0,03 —0,04 —0,04 2,76 2,80 2,80 0,82 0,86 3,94
5 —-1,23 0,00 0,00 0,00 1,03 1,04 1,11 0,01 0,02 0,02 2,80 2,82 2,83 1,35 1,48 5,51
6 —0,61 0,00 0,00 0,00 1,00 1,01 1,08 0,03 0,03 0,04 2,83 2,87 2,88 0,69 0,72 3,24
7 —0,02 —0,01 —0,01 —0,01 0,95 0,96 1,03 —-0,02 —0,02 —0,02 2,83 2,88 2,89 0,64 0,49 0,97
8 0,83 —0,03 —0,03 —0,03 1,01 1,02 1,09 —0,04 —0,04 —0,04 2,77 2,82 2,83 3,24 3,31 7,09
9 1,14 0,01 0,01 0,001 1,04 1,05 1,12 -0,08 —0,09 —0,10 2,83 2,85 2,87 3,22 3,33 8,10
10 1,26 —0,01 —0,02 —0,02 1,02 1,02 1,09 -0,03 —0,08 —0,08 2,78 2,77 2,79 2,10 2,49 6,52
11 0,26 0,00 0,00 0,00 1,08 1,10 1,17 0,04 0,04 0,04 2,76 2,80 2,80 4,77 5,14 12,02
12 -1,75 -0,01 0,03 0,04 0,99 0,99 1,06 —-0,02 0,17 0,18 3,02 2,96 2,98 0,44 2,23 3,69
13 -0,63 0,01 0,01 0,01 1,04 1,05 1,12 0,01 0,01 0,01 2,72 2,76 2,76 2,64 2,82 7,95
14 0,01 0,01 0,01 0,01 0,87 0,88 0,93 —0,03 —0,03 —0,03 2,83 2,87 2,88 5,60 5,19 1,69
15 —0,19 —0,02 —0,02 —0,02 0,96 0,97 1,03 0,02 0,02 0,02 2,83 2,852,806 2,07 1,96 2,91
16 —1,37 0,02 0,03 0,03 1,05 1,06 1,13 0,02 0,06 0,06 2,96 2,93 2,93 2,56 3,19 7,56
17 1,62 0,02 —0,01 —0,01 1,01 1,02 1,09 0,03 —0,11 —0,12 2,96 2,90 2,92 1,13 0,97 3,90
18 0,87 -0,01 —0,01 —0,01 1,00 1,01 1,08 -0,01 —0,01 —0,02 2,75 2,79 2,80 1,79 1,81 5,29
19 —-1,07 0,00 0,00 0,00 1,02 1,03 1,10 0,10 0,11 0,11 2,82 2,85 2,85 1,58 1,68 5,38
20 0,92 0,01 0,01 0,01 1,06 1,07 1,14 -0,05 —0,05 —0,05 2,85 2,89 2,91 2,46 2,71 17,72
Média 0,00 0,00 0,00 1,00 1,01 1,08 0,00 —0,01 —0,01 2,83 2,85 2,86 2,37 2,73 5,52
Desv. Pad. 0,02 0,02 0,02 0,06 0,06 0,06 0,04 0,07 0,08 0,07 0,05 0,06 1,58 1,63 2,85
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Tabela A.2 — Resultados da simulagéo para r,, r; e d;, considerando o cendrio III com n = 20 - modelo de
regressdo von Mises.

i Ui Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
rj]“_ ri d; r;l_ rpod; rj;’_ T d; r;i rpod; r[*h_ ri d;
1 1,88 0,00 —0,24 —0,26 1,06 1,01 1,18 —0,02 —0,25 —0,27 2,86 2,49 2,46 2,47 122,58 156,96
2 -0,83 0,00 0,02 0,02 0,87 0,87 1,02 0,02 0,15 0,15 3,12 3,04 3,03 8,89 9,13 1,96
3 -1,07 0,03 0,10 0,10 1,02 1,01 1,18 —-0,08 0,17 0,17 3,00 2,79 2,78 3,01 18,42 32,30
4 1,00 —0,01 —0,05 —0,06 1,03 1,02 1,19 —-0,03 —0,19 —0,19 3,04 2,87 2,85 0,58 6,25 18,29
5 -1,38 0,01 0,10 0,11 1,04 1,03 1,20 —-0,01 0,18 0,19 2,83 2,70 2,67 1,33 21,10 39,69
6 —0,75 —0,01 0,02 0,03 0,98 0,98 1,15 —-0,04 0,11 0,12 3,01 2,92 2,90 0,90 1,86 8,82
7 -0,02 0,01 0,00 0,00 0,90 0,90 1,05 -0,01 —0,04 —0,04 3,18 2,97 2,96 4,78 4,19 1,32
8 1,00 —0,01 —0,07 —0,08 1,02 1,01 1,18 0,04 —0,17 —0,17 3,01 2,83 2,82 0,90 10,23 22,31
9 1,30 0,00 —0,07 —0,08 1,03 1,03 1,20 -0,06 —0,22 —0,23 2,85 2,68 2,67 1,38 13,58 30,88
10 1,41 —-0,03 —-0,12 —0,13 1,04 1,03 1,20 -0,08 —0,25 —0,26 2,91 2,65 2,63 2,75 30,02 50,70
1 0,33 —-0,01 —0,02 —0,02 1,06 1,06 1,23 0,04 0,00 0,00 2,89 2,78 2,76 2,54 3,04 20,81
12 -1,79 0,00 0,20 0,22 1,03 0,99 1,16 —0,02 0,25 0,26 2,87 2,54 2,52 1,04 86,62 112,06
13 —-0,78 0,01 0,05 0,05 1,03 1,03 1,20 —0,07 0,07 0,08 2,91 2,76 2,75 2,30 5,92 21,48
14 0,01 0,01 0,01 0,02 0,82 0,81 0,94 —-0,04 —0,05 —0,05 3,33 3,09 3,09 18,45 17,66 3,27
15 —0,24 —-0,02 —0,02 —0,02 0,91 0,90 1,06 0,02 0,02 0,03 3,10 2,95 2,94 559 4,76 2,55
16 —1,51 0,02 0,15 0,16 1,08 1,06 1,23 —0,02 0,21 0,22 2,97 2,67 2,64 3,27 47,66 72,74
17 1,70 0,01 —0,16 —0,18 1,04 1,01 1,18 —-0,01 —0,26 —0,27 2,95 2,60 2,57 1,47 56,45 79,25
18 1,04 —0,03 —0,07 —0,08 1,02 1,01 1,18 0,01 —0,15 —0,16 3,00 2,75 2,74 2,21 10,22 24,53
19 —-1,23 0,01 0,08 0,09 1,04 1,03 1,20 0,03 0,24 0,25 2,97 2,76 2,74 1,01 14,95 31,18
20 1,08 0,01 —0,05 —0,06 1,03 1,03 1,20 0,04 —0,15 —0,15 2,89 2,79 2,77 1,38 6,65 21,20
Média 0,00 —0,01 —0,01 1,00 0,99 1,16 —-0,01 —0,02 —0,02 2,98 2,78 2,77 3,31 24,56 37,61
Desv. Pad. 0,01 o,11 0,11 0,07 0,07 0,08 0,04 0,18 0,19 0,12 0,16 0,17 4,08 31,45 40,04

Tabela A.3 — Resultados da simulag@o para r,, r; € d;, considerando o cendrio IV com n = 20 - modelo

de regressao von Mises.

i Wi Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
T ri d, re  hd; T ri d re  hd; o ri d
1 1,19 0,02 0,001 0,01 0,94 0,94 1,01 -0,01 —0,03 —0,03 2,88 2,87 2,88 1,98 1,67 1,27
2 —-1,64 —0,03 —0,01 —0,01 0,95 0,96 1,02 -0,05 0,11 0,12 3,02 2,98 3,01 3,39 1,38 1,15
3 -0,72 0,00 0,00 0,00 0,96 0,97 1,03 0,03 0,03 0,04 2,73 2,77 2,77 0,92 0,79 1,97
4 —-0,81 0,00 0,00 0,00 0,91 0,92 0,98 —-0,01 0,00 —-0,01 2,77 2,80 2,81 2,04 1,76 0,84
5 0,39 —-0,03 —0,03 —0,03 1,00 1,01 1,07 0,01 0,01 0,01 2,82 2,86 2,86 2,80 2,82 5,28
6 —0,74 0,02 0,02 0,02 0,99 1,00 1,07 0,01 0,01 0,01 2,84 2,88 2,88 0,89 0,90 3,04
7 -0,22 0,01 0,01 0,01 1,08 1,09 1,17 -0,01 —0,01 —0,01 2,76 2,80 2,80 4,45 4,83 11,47
8 0,51 -0,01 —0,01 —0,01 1,05 1,06 1,13 0,02 0,02 0,02 2,70 2,74 2,74 3,63 3,87 9,67
9 0,26 0,00 0,00 0,00 0,80 0,81 0,86 0,03 0,04 0,04 2,852,838 2,88 12,85 12,27 5,89
10 -0,80 0,02 0,02 0,02 1,02 1,03 1,10 0,00 0,00 0,00 2,88 2,93 2,94 1,41 1,52 4,68
1 1,03 -o0,01 —0,01 —0,01 1,00 1,01 1,08 —0,05 —0,06 —0,06 2,81 2,85 2,86 0,80 0,86 3,64
12 0,01 0,00 0,00 0,00 1,06 1,07 1,14 —0,01 —0,01 —0,01 2,71 2,74 2,75 4,24 4,47 10,67
13 0,31 0,03 0,03 0,03 1,07 1,08 1,15 0,02 0,02 0,02 2,80 2,84 2,84 5,05 5,33 11,39
14 0,13 0,00 0,00 0,00 0,99 1,00 1,07 -0,03 —0,03 —0,03 2,78 2,80 2,81 0,49 0,51 2,97
15 0,02 —-0,01 —0,01 —0,01 1,10 1,11 1,18 —-0,05 —0,05 —0,05 2,69 2,73 2,73 7,32 7,75 15,85
16 0,60 —0,02 —0,02 —0,02 1,07 1,09 1,16 0,04 0,04 0,04 2,73 2,77 2,77 4,92 5,27 11,83
17 0,65 0,00 0,00 0,00 1,03 1,04 1,11 0,00 0,00 —0,01 2,75 2,79 2,79 1,94 2,08 6,66
18 0,44 —0,01 —0,01 —-0,01 0,92 0,93 0,99 0,02 0,02 0,02 2,83 2,86 2,86 2,18 1,93 1,01
19 0,12 0,02 0,02 0,02 1,08 1,09 1,17 —0,04 —0,04 —0,04 2,74 2,78 2,79 6,32 6,66 13,85
20 0,42 —0,01 —0,01 —0,01 0,98 0,99 1,06 —0,04 —0,05 —0,05 2,73 2,76 2,76 1,33 1,29 3,92
Média 0,00 0,00 0,00 1,00 1,01 1,08 —0,01 0,00 0,00 2,79 2,82 2,83 3,45 3,40 6,35
Desv. Pad. 0,02 0,01 0,01 0,07 0,07 0,08 0,03 0,04 0,04 0,08 0,07 0,07 2,94 2,98 4,75
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Tabela A.4 — Resultados da simulagio para r, r; € d;, considerando o cendrio V com n = 20 - modelo de
regressdo von Mises.

i i Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
r; ri d; r;, ri 4 r;i ri d; r;i ri d; r;i T d;
1 2,18 —0,03 —0,13 —0,14 1,06 1,05 1,13 0,02 —0,29 —0,30 2,84 2,74 2,73 4,77 37,78 44,84
2 —0,95 —0,01 —0,03 —0,04 0,81 0,80 0,86 0,02 0,06 0,06 2,94 2,99 2,99 15,43 19,75 12,20
3 -1,55 0,07 0,05 0,05 1,01 1,01 1,09 —-0,06 0,10 0,10 2,89 2,89 2,88 16,82 4,90 8,00
4 1,05 —-0,05 0,02 0,02 0,98 0,96 1,03 0,03 —0,08 —0,08 2,75 2,81 2,79 8,08 3,08 4,93
5 -1,77 0,02 0,02 0,02 1,05 1,05 1,12 —-0,09 0,15 0,15 2,89 2,89 2,88 3,05 2,72 7,28
6 —0,93 0,01 —0,02 —0,02 0,97 0,95 1,02 0,02 0,06 0,06 2,91 2,93 293 0,90 1,67 1,77
7 —-0,45 0,04 0,01 0,01 0,8 0,85 0,91 -0,09 —0,06 —0,06 2,79 2,78 2,76 8,29 8,36 3,69
8 1,37 —0,06 0,00 0,00 1,03 1,01 1,09 0,04 —0,13 —0,13 2,83 2,84 2,83 12,63 2,72 7,04
9 1,53 —0,01 0,02 0,03 1,04 1,03 1,11 0,08 —0,15 —0,15 2,86 2,85 2,85 4,50 6,52 12,14
10 1,75 —-0,05 —0,02 —0,02 1,03 1,03 1,11 0,05 —0,20 —0,20 2,75 2,76 2,75 9,93 5,95 11,85
11 0,32 -0,01 0,01 0,01 1,08 1,01 1,09 0,07 0,03 0,03 2,71 2,72 2,69 6,77 3,77 9,17
12 -2,17 -0,01 0,12 0,13 1,04 1,03 1,11 -0,06 0,30 0,31 2,81 2,70 2,70 1,99 33,55 39,07
13 -1,21 0,06 0,01 0,01 1,02 1,01 1,09 -0,07 0,01 0,01 2,78 2,79 2,77 14,15 3,31 8,01
14 0,23 0,04 0,04 0,05 0,79 0,75 0,80 —0,10 —0,10 —0,10 2,90 2,82 2,81 21,34 30,76 20,83
15 —-0,75 0,02 —0,02 —0,02 0,91 0,88 0,95 —-0,03 0,00 0,00 2,78 2,81 2,80 3,32 5,20 2,19
16 —1,91 0,03 0,06 0,07 1,07 1,07 1,15 —-0,10 0,21 0,22 2,94 2,91 2,91 5,96 9,80 15,37
17 1,97 0,00 —0,05 —0,05 1,05 1,06 1,13 0,05 —0,25 —0,26 2,83 2,82 2,82 3,34 7,90 13,70
18 1,17 —0,07 0,00 0,00 0,98 0,97 1,04 0,05 —0,06 —0,06 2,72 2,77 2,75 16,79 3,19 5,61
19 —-1,72 0,03 0,02 0,02 1,06 1,06 1,13 —-0,04 0,19 0,19 2,93 2,89 2,88 5,28 4,22 9,55
20 1,40 —0,04 0,02 0,02 1,06 1,05 1,13 0,02 —0,15 —0,16 2,98 2,98 2,98 7,14 3,98 9,13
Média 0,00 0,01 0,01 1,00 0,98 1,05 —0,01 —0,02 —0,02 2,84 2,83 2,82 8,52 9,96 12,32
Desv. Pad. 0,04 0,05 0,05 0,08 0,09 0,10 0,06 0,16 0,16 0,08 0,08 0,09 5,79 11,14 11,15

A.7 Tabelas dos estudos de simulacao no modelo sine-

skewed von Mises

Tabela A.5 — Resultados da simulag@o para r,, considerando o cendrio I com n = 20 - modelo de

regressao sine-skewed von Mises.

i Wi Média Varidncia Assimetria Curtose Estatistica A-D
1 1,87 0,04 0,95 0,00 2,73 5,19
2 —0,68 —0,01 0,86 0,01 2,81 6,47
3 -0,91 0,03 1,00 0,00 2,75 2,83
4 0,84 —0,02 1,00 -0,04 2,73 1,28
5 -1,23 0,00 1,02 -0,03 2,72 1,50
6 —0,61 —0,01 0,99 0,01 2,76 1,10
7 —0,02 —0,02 0,94 —-0,03 2,82 1,80
8 0,83 —0,04 1,01 -0,05 2,75 4,90
9 1,14 0,01 1,04 -0,07 2,80 3,51
10 1,26 —0,01 1,01 -0,04 2,70 2,16
11 0,26 —0,02 1,07 0,02 2,75 5,07
12 —-1,75 0,04 0,93 0,02 2,86 5,91
13 —0,63 0,00 1,04 0,00 2,70 2,51
14 0,01 —0,01 0,86 —-0,02 2,81 5,62
15 —-0,19 —0,04 0,96 0,03 2,82 4,20
16 —1,37 0,04 1,02 0,00 2,83 5,41
17 1,62 0,03 0,99 0,01 2,81 3,22
18 0,87 —0,02 1,00 -0,02 2,73 2,55
19 —1,07 0,00 1,01 0,07 2,73 1,52
20 0,92 0,00 1,06 -0,07 2,83 2,20
Média 0,00 0,99 -0,01 2,77 3,45
Desv. Pad. 0,03 0,06 0,04 0,05 1,75
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Tabela A.6 — Resultados da simulag@o para r,, considerando o cendrio III com n = 20 - modelo de

regressao sine-skewed von Mises.

i Wi Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
1 1,88 0,02 0,99 -0,03 3,22 3,05
2 —0,83 —0,01 0,85 -0,03 3,16 10,99
3 —-1,07 0,02 1,02 —-0,04 3,03 1,87
4 1,00 0,00 1,03 -0,01 3,02 0,34
5 -1,38 0,02 1,02 —-0,08 2,88 2,35
6 —0,75 —0,04 0,99 -0,11 3,31 3,37
7 —0,02 —0,04 0,90 0,00 3,13 8,81
8 1,00 —0,01 1,00 0,03 2,90 0,97
9 1,30 0,01 1,04 -0,19 3,36 2,53
10 1,41 0,01 1,02 -0,07 2,90 2,11
11 0,33 —0,03 1,05 0,05 2,89 3,67
12 —1,79 0,05 0,95 -0,14 2,97 10,32
13 —0,78 —0,02 1,03 —-0,03 2,89 1,94
14 0,01 0,00 0,84 -0,01 3,55 11,98
15 -0,24 —0,07 0,92 0,01 3,24 16,38
16 —1,51 0,05 1,02 -0,10 2,84 8,89
17 1,70 0,03 0,97 -0,05 2,90 2,55
18 1,04 —0,01 1,02 0,00 2,90 1,09
19 —1,23 0,00 1,02 -0,02 2,86 0,78
20 1,08 0,02 1,02 —-0,04 2,83 2,44
Média 0,00 0,98 —-0,04 3,04 4,82
Desv. Pad. 0,03 0,06 0,06 0,21 4,61

Tabela A.7 — Resultados da simulag@o para ry , considerando o cendrio IV com

regressao sine-skewed von Mises.

i W; Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
1 1,19 0,05 0,89 —0,04 2,74 8,92
2 —1,64 0,06 0,78 0,00 2,87 26,37
3 -0,72 0,01 0,94 0,02 2,68 1,15
4 —0,81 0,00 0,90 -0,01 2,72 2,45
5 0,39 —0,04 0,99 0,02 2,81 5,62
6 —0,74 0,02 0,99 0,00 2,81 0,96
7 —0,22 —0,01 1,08 0,00 2,77 3,83
8 0,51 —0,02 1,05 0,02 2,67 4,38
9 0,26 —0,03 0,79 0,06 2,81 16,27
10 —0,80 0,03 1,02 —0,01 2,83 2,31
11 1,03 0,01 0,97 —0,08 2,78 1,70
12 0,01 —0,01 1,06 —0,02 2,70 4,20
13 0,31 0,02 1,06 0,02 2,77 3,71
14 0,13 0,00 0,99 —0,03 2,73 0,49
15 0,02 —0,03 1,09 —0,04 2,68 7,76
16 0,60 —0,02 1,07 0,03 2,69 4,82
17 0,65 0,00 1,02 —0,01 2,70 2,10
18 0,44 —0,01 0,92 0,01 2,77 1,73
19 0,12 0,00 1,07 —0,03 2,70 4,69
20 0,42 —0,01 0,98 —0,04 2,67 1,66
Média 0,00 0,98 —0,01 2,75 5,26
Desv. Pad. 0,02 0,09 0,03 0,06 6,14

n = 20 - modelo de
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Tabela A.8 — Resultados da simulag@o para r , considerando o cendrio V com n = 20 - modelo de

regressao sine-skewed von Mises.

i Wi Média Varidncia Assimetria Curtose Estatistica A-D
1 1,88 0,13 0,99 —-0,01 2,67 44,34
2 —0,83 —0,02 0,84 0,07 2,83 10,98
3 -1,07 0,04 0,99 0,06 2,77 4,17
4 1,00 —0,01 1,01 0,00 2,77 1,26
5 —-1,38 0,06 1,01 0,01 2,72 10,49
6 —0,75 —0,04 0,96 0,07 2,80 5,46
7 —0,02 —0,08 0,87 0,06 2,86 22,58
8 1,00 —0,03 1,01 —-0,01 2,85 4,02
9 1,30 0,06 1,04 0,00 2,78 10,81
10 1,41 0,04 1,02 -0,02 2,66 7,17
11 0,33 —0,07 1,04 0,10 2,82 17,37
12 —1,79 0,15 0,93 —0,01 2,81 57,24
13 —0,78 —0,02 1,01 0,06 2,72 2,90
14 0,01 —0,06 0,78 0,07 2,83 26,81
15 —0,24 —0,09 0,88 0,11 2,86 31,04
16 —1,51 0,12 1,01 0,00 2,73 32,82
17 1,70 0,11 0,99 —-0,01 2,68 31,41
18 1,04 —0,01 0,99 0,01 2,75 2,14
19 —1,23 0,04 1,01 0,11 2,74 4,14
20 1,08 0,01 1,05 —-0,03 2,88 2,39
Média 0,02 0,97 0,03 2,78 16,48
Desv. Pad. 0,07 0,07 0,05 0,07 16,01

Tabela A.9 — Resultados da simulag@o para ry , considerando o cendrio VI com

regressao sine-skewed von Mises.

i W; Média Varidncia Assimetria Curtose Estatistica A-D
1 1,88 —0,08 0,98 0,07 2,73 19,76
2 -0,83 0,00 0,88 0,01 2,83 4,31
3 -1,07 0,02 1,01 0,02 2,76 2,09
4 1,00 0,01 0,99 -0,03 2,76 0,76
5 —1,38 —0,04 1,04 -0,02 2,71 6,17
6 —0,75 0,00 1,00 0,01 2,79 0,48
7 —0,02 0,04 0,88 —-0,04 2,88 8,42
8 1,00 —0,02 0,99 -0,04 2,76 1,27
9 1,30 —-0,01 1,04 -0,06 2,74 3,45
10 1,41 —0,04 1,03 -0,01 2,71 7,19
11 0,33 0,04 1,04 0,00 2,80 5,81
12 —1,79 —0,08 0,98 —-0,02 2,83 14,76
13 —0,78 0,02 1,03 -0,02 2,70 3,86
14 0,01 0,05 0,79 —-0,01 2,85 22,61
15 -0,24 0,01 0,90 0,00 2,89 3,27
16 —1,51 —0,02 1,06 -0,03 3,04 3,56
17 1,70 —0,05 1,01 0,06 2,77 9,30
18 1,04 —0,01 1,00 -0,02 2,74 1,45
19 —1,23 —0,03 1,04 0,07 2,75 4,76
20 1,08 0,01 1,05 -0,07 2,81 2,45
Média —0,01 0,99 -0,01 2,79 6,29
Desv. Pad. 0,04 0,07 0,04 0,08 6,14

n = 20 - modelo de
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Tabela A.10 — Resultados da simulagdo para r; , considerando o cendrio VII com n = 20 - modelo de
regressdo sine-skewed von Mises.

i Ui Média Variancia Assimetria Curtose Estatistica A-D
1 2,18 0,05 1,02 -0,13 2,73 11,19
2 —0,95 —0,01 0,85 —0,01 2,86 8,50
3 —-1,55 0,07 1,01 -0,05 2,91 14,19
4 1,05 —0,04 0,98 0,00 2,74 4,04
5 1,77 0,04 1,02 -0,05 2,77 5,04
6 —0,93 0,00 0,98 0,00 2,83 0,34
7 —0,45 —0,01 0,89 —-0,04 2,86 3,81
8 1,37 —0,04 1,02 0,01 2,66 5,85
9 1,53 0,03 1,01 0,00 2,73 3,53
10 1,75 0,00 1,01 —-0,08 2,72 2,27
11 0,32 —0,06 1,08 0,04 2,73 14,70
12 =2.17 0,03 0,99 -0,03 2,70 4,35
13 —1,21 0,04 1,04 —-0,08 2,70 9,41
14 0,23 —0,01 0,79 0,03 2,77 14,75
15 —-0,75 —0,03 0,92 -0,06 3,07 3,35
16 —1,91 0,05 1,03 -0,09 2,88 9,49
17 1,97 0,06 0,99 -0,06 2,73 10,26
18 1,17 —0,04 0,98 0,02 2,70 5,21
19 —1,72 0,04 1,04 0,01 2,78 4,65
20 1,40 0,00 1,05 -0,05 2,93 1,73
Média 0,01 0,98 -0,03 2,79 6,83
Desv. Pad. 0,04 0,07 0,05 0,10 4,43

A.8 Tabelas dos estudos de simulacao no modelo wrap-

ped Cauchy

Tabela A.11 — Resultados da simulagdo para ry, e d;, considerando o cendrio II com n = 20 - modelo de
regressdo wrapped Cauchy.

1 Ui Média Variancia Assimetria Curtose  Estatistica A-D

T ;1 4; r;[ d; r;_ 4; r 2[ d; r:;f 4;
1 1,87 —0,02 —0,23 1,13 2,75 0,01 —0,06 2,86 2,20 9,49 746,06
2 -0,68 0,02 0,09 1,022,50 —-0,01 0,05 3,29 2,59 28,32 440,21
3 -0,91 -0,02 0,05 1,10 2,75 0,00 0,04 2,87 2,24 5,83 649,93
4 0,84 0,01 —0,07 1,05 2,60 0,03 —0,06 3,07 2,38 6,32 525,94
5 -1,23 -0,01 0,09 1,10 2,74 0,00 0,04 2,87 2,26 6,69 642,66
6 —0,61 —0,01 0,05 1,08 2,67 —-0,01 0,05 3,07 2,36 6,84 560,47
7 -0,02 0,01 0,02 1,05 2,62 0,02 —0,01 3,05 2,38 6,26 532,51
8§ 0,83 0,00 0,06 1,09 2,67 —0,10 —0,08 3,05 2,32 5,88 579,12

=]

1,14 —0,01 —0,11 1,11 2,74 —0,05 —0,08 2,94 2,20 5,80 675,96
10 1,26 —0,01 —0,14 1,06 2,63 0,04 —0,07 2,99 2,29 4,27 599,41

11 0,26 0,02 0,02 1,132,822 —0,04 —0,04 2,80 2,16 10,90 726,08

12 —1,75 —0,02 0,15 1,04 2,58 0,00 0,11 3,05 2,32 5,13 565,54

13 0,63 0,00 0,06 1,09 2,76 —0,01 0,03 2,80 2,20 5,47 675,50

14 0,01 —0,02 —0,03 1,05 2,56 0,02 0,01 3,36 2,58 21,65 448,06

15 —0,19 —0,03 —0,02 1,08 2,67 0,01 0,03 3,11 2,38 8,83 554,26

16 —1,37 0,00 0,12 1,092,70 0,00 0,07 2,93 2,25 4,65 639,28

17 1,62 —0,01 —0,17 1,07 2,64 0,03 —0,07 2,94 2,27 4,51 630,83

18 0,87 0,01 —0,07 1,10 2,75 0,03 —0,03 2,83 2,21 5,60 670,14

19 —1,07 0,00 0,08 1,07 2,70 0,00 0,05 2,84 2,26 4,37 618,64

20 0,92 0,00 —0,09 1,10 2,71 0,09 —0,01 3,04 2,30 3,93 621,38

Média 0,00 —0,01 1,08 2,68 0,00 0,00 2,99 2,31 8,04 605,10
Desv. Pad. 0,01 0,10 0,03 0,08 0,04 0,06 0,150,12 6,16 81,00
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Tabela A.12 — Resultados da simulag@o para ry, e d;, considerando o cendrio III com n = 20 - modelo de
regressao wrapped Cauchy.

1 Ui Média Variancia Assimetria Curtose  Estatistica A-D

u d rg 4 T d; re 4 T d;
1 1,88 —-0,01 —0,42 1,17 2,38 0,01 0,06 2,74 1,93 13,71 973,55
2 -0,83 0,01 0,15 1,03 2,17 0,00 0,04 3,34 2,38 26,41 386,07
3 -1,07 -0,02 0,15 1,12 2,42 —-0,05 0,03 2,89 2,05 8,18 604,92
4 1,00 0,00 -0,17 1,05 2,26 0,02 —0,04 3,08 2,19 7,00 481,06
5-1,38 0,01 0,25 1,11 2,38 —-0,01 —0,03 2,77 2,02 7,94 686,63
6 —0,75 0,01 0,12 1,09 2,32 0,04 0,03 3,06 2,20 9,32 479,72
7 -0,02 0,00 0,00 1,03 2,21 -0,02 —0,01 3,23 2,33 15,52 369,08
& 1,00 0,01 -0,12 1,06 2,30 -0,03 —0,03 3,01 2,17 6,15 480,83

]

1,30 0,00 —0,21 1,10 2,38 —0,01 —0,02 2,84 2,00 5,95 642,40
10 1,41 0,00 —0,22 1,07 2,31 0,02 —0,01 2,88 2,07 3,84 595,67

11 0,33 0,02 -0,01 1,13 2,47 —0,03 —0,01 2,84 2,03 8,89 595,49

12 —1,79 —0,01 0,31 1,09 2,31 —0,01 0,01 2,86 1,98 4,11 720,52

13 —0,78 0,00 0,13 1,10 2,40 —0,01 0,01 2,91 2,07 5,24 572,33

14 0,01 —0,01 —0,03 1,00 2,10 —0,03 0,00 3,53 2,60 47,88 286,30

15 —0,24 —0,03 0,01 1,052,26 —0,05 0,02 3,19 2,32 16,59 394,74

16 —1,51 0,01 0,28 1,13 2,39 —0,01 0,00 2,82 2,00 8,59 723,84

17 1,70 —0,02 —0,32 1,10 2,34 0,00 0,02 2,82 1,99 6,41 750,77

18 1,04 0,00 —0,17 1,10 2,38 0,05 0,02 2,91 2,06 5,45 603,75

19 —1,23 0,01 0,23 1,11 2,37 —0,03 0,01 2,91 2,06 6,72 635,49

20 1,08 —0,03 —0,21 1,08 2,33 0,02 0,01 2,99 2,12 5,77 575,52
Média 0,00 —0,01 1,09 2,32 —0,01 0,00 2,98 2,13 10,98 577,93
Desv. Pad. 0,01 0,21 0,04 0,09 0,03 0,03 0,21 0,17 10,21 158,42

Tabela A.13 — Resultados da simulag@o para ry, e d;, considerando o cendrio IV com n = 20 - modelo de
regressdo wrapped Cauchy.

i Ui Média Variancia Assimetria Curtose  Estatistica A-D
* * * * *
Ty d; rg 4 Ty, d; rg 4 Ty d;

1,88 0,00 —0,43 1,09 1,53 —-0,05 0,20 2,99 2,06 5,30 647,40

1

2 -0,83 0,06 0,10 1,051,52 —0,03 0,02 3,29 2,30 35,21 146,64
3 -1,07 0,03 0,14 1,18 1,74 —0,04 —0,04 2,82 1,93 17,22 327,31
4 1,00 —0,02 —0,18 1,08 1,58 0,06 0,07 3,09 2,15 11,93 247,82
51,38 0,04 0,20 1,14 1,68 —0,05 —0,05 2,87 1,94 13,67 347,92
6 —0,75 0,03 0,08 1,11 1,64 —0,07 0,00 3,17 2,09 13,35 213,79
7 —0,02 0,00 —0,06 1,07 1,58 0,00 0,05 3,19 2,22 16,76 164,16
8 1,00 0,01 —0,16 1,09 1,61 0,02 0,09 3,03 2,14 11,87 245,39
9 1,30 —0,01 —0,27 1,16 1,68 0,01 0,14 2,83 1,95 11,27 440,54
10 1,41 —0,03 —0,30 1,12 1,62 —0,01 0,12 2,88 2,01 9,67 437,74
11 0,33 —0,04 —0,12 1,18 1,77 0,01 0,11 2,71 1,91 20,81 350,36
12 -1,79 0,03 0,32 1,05 1,56 —0,06 —0,10 2,97 2,02 5,93 426,64

13 —0,78 0,01 0,07 1,18 1,75 —0,02 0,01 2,81 1,91 14,45 303,32
14 0,01 0,02 —0,02 0,98 1,44 —0,01 0,02 3,38 2,42 40,01 96,62

15 —0,24 0,02 —0,03 1,12 1,65 0,00 0,04 3,06 2,16 17,97 191,02

16 —1,51 0,03 0,22 1,13 1,68 0,01 —0,06 2,91 1,96 10,97 358,96

17 1,70 0,00 —0,40 1,10 1,52 0,04 0,17 2,99 2,07 6,35 565,83

18 1,04 —0,03 —0,25 1,16 1,67 0,13 0,16 2,95 2,02 16,19 403,41

19 —1,23 0,04 0,18 1,16 1,71 —0,07 —0,04 2,86 1,96 17,34 335,62

20 1,08 —0,03 —0,24 1,11 1,64 0,03 0,14 2,90 2,04 10,19 366,41
Média 0,0 —0,06 1,11 1,63 —0,0 0,05 2,98 2,06 15,32 330,85
Desv. Pad. 0,03 0,22 0,050,09 0,05 0,09 0,17 0,14 8,73 137,81
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Tabela A.14 — Resultados da simulagdo para ry, e d;, considerando o cendrio V com n = 20 - modelo de

regressdo wrapped Cauchy.

i Ui Média Variancia Assimetria Curtose  Estatistica A-D
g d, re 4 s d; rg 4 T d;

1 1,19 -0,02 -0,13 1,08 2,66 —-0,04 —0,05 3,06 2,39 14,16 567,23
2 —-1,64 0,02 0,17 1,05 2,61 0,01 0,10 2,97 2,34 9,46 584,08
3 -0,72 -0,01 0,04 1,06 2,65 0,00 0,02 2,98 2,35 5,86 558,70
4 -0,81 0,00 0,05 1,04 2,56 0,02 0,03 3,19 2,47 11,37 480,70
5 0,39 —-0,01 -0,06 1,09 2,71 0,08 0,01 2,93 2,30 6,86 610,39
6 —0,74 0,00 0,07 1,08 2,66 —0,01 0,04 3,06 2,34 5,59 569,53
7 -0,22 0,01 0,03 1,11 2,78 0,03 0,01 2,79 2,19 7,05 690,96
8 0,51 -0,01 —-0,04 1,12 2,75 -0,09 —0,06 2,99 2,21 5,82 665,85
9 0,26 0,00 —-0,03 0,98 2,40 0,00 —0,06 3,47 2,75 49,66 369,80
10 —0,80 —0,03 0,02 1,05 2,61 0,01 0,06 3,03 2,35 5,70 536,07
11 1,03 0,02 -0,04 1,10 2,72 -0,06 —0,08 2,97 2,31 7,71 603,50
12 0,01 —0,01 —0,02 1,08 2,72 0,00 —0,01 2,89 2,21 4,44 646,23
13 0,31 0,00 —0,01 1,11 2,79 -0,02 —0,02 2,73 2,16 8,24 714,20
14 0,13 0,00 -0,04 1,10 2,72 0,10 0,01 3,09 2,37 9,49 581,10
15 0,02 -0,02 —0,04 1,15 2,85 0,01 0,01 2,82 2,16 11,96 746,60
16 0,60 0,00 —0,05 1,12 2,80 —-0,03 —-0,02 2,84 2,18 7,63 706,04
17 0,65 —0,01 —0,07 1,09 2,71 0,03 —0,01 2,93 2,25 5,10 635,21
18 0,44 0,01 —-0,02 1,02 2,53 -0,02 —0,04 3,21 2,53 17,98 446,48
9 0,12 0,01 0,00 1,10 2,79 0,00 —0,01 2,68 2,14 8,49 719,52
20 0,42 0,01 —0,04 1,08 2,67 0,04 —0,01 3,10 2,38 5,15 555,69
Média 0,00 —0,01 1,08 2,68 0,00 0,00 2,99 2,32 10,39 599,39
Desv. Pad. 0,01 0,06 0,04 0,11 0,04 0,04 0,18 0,15 9,85 96,61

Tabela A.15 — Resultados da simulag@o para ry,

regressdo wrapped Cauchy.

e d;, considerando o cendrio VI com n = 20 - modelo de

i Ui Média Variancia Assimetria Curtose  Estatistica A-D
7 d, re 4 T d; re 4 T d;

1 2,18 -0,02 —-0,32 1,17 2,83 0,00 —0,05 2,68 2,02 17,32 971,39
2 -0,95 0,03 0,11 1,03 2,46 —0,01 0,08 3,31 2,64 33,13 417,74
3 -1,55 0,00 0,12 1,12 2,75 -0,01 0,08 2,79 2,20 7,95 682,57
4 1,05 -0,01 —0,10 1,02 2,52 0,05 —0,06 3,16 2,48 12,12 470,18
5 -1,77 0,01 0,18 1,13 2,75 —-0,02 0,07 2,77 2,16 9,54 735,46
6 —0,93 0,00 0,08 1,07 2,59 -0,02 0,06 3,11 2,43 10,51 507,48
7 —0,45 0,01 0,04 1,01 2,42 0,01 0,01 3,33 2,67 26,46 376,70
8 1,37 0,00 -0,10 1,09 2,67 —0,10 —0,11 3,05 2,30 4,93 593,47
9 1,53 —-0,01 —0,15 1,11 2,74 —-0,01 —0,08 2,89 2,18 6,50 702,21
10 1,75 —-0,02 —0,20 1,08 2,65 0,03 —0,08 2,93 2,19 4,23 682,81
11 0,32 0,02 0,01 1,10 2,71 —-0,02 —0,04 2,89 2,28 6,16 609,40
12 -2,17 -0,01 0,25 1,11 2,68 —0,04 0,10 2,83 2,09 7,97 778,72
13 —-1,21 0,00 0,09 1,10 2,70 —0,01 0,08 2,81 2,24 6,03 634,41
14 0,23 —0,01 —0,04 0,96 2,27 0,02 —0,02 3,88 3,03 77,72 293,94
15 -0,75 —-0,03 0,01 1,07 2,54 0,02 0,07 3,27 2,56 19,93 445,22
16 —-1,91 0,02 0,20 1,14 2,77 0,00 0,08 2,77 2,12 12,21 776,70
17 1,97 —-0,02 —0,24 1,10 2,70 0,04 —0,07 2,82 2,13 6,63 773,43
18 1,17 0,00 —0,10 1,08 2,69 0,05 —0,03 2,90 2,28 4,84 614,43
19 —-1,72 0,02 0,15 1,11 2,73 0,01 0,08 2,73 2,17 8,72 696,76
20 1,40 —0,01 —0,16 1,10 2,68 0,10 —0,03 2,99 2,30 4,90 634,55
Média 0,00 —0,01 1,08 2,64 0,00 0,01 3,00 2,32 14,39 619,88
Desv. Pad. 0,02 0,16 0,05 0,14 0,04 0,07 0,29 0,25 16,77 162,86
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