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Resumo

Neste trabalho, fazemos uma abordagem do levantamento de Eisenhart, introduzido por L. P.
Eisenhart em 1928, no contexto de mecénica analitica. A questao central do levantamento é,
dado um sistema mecanico ou de campos lagrangianos que originalmente se da através da
utilizacdo de um termo de interagao do tipo “acoplamento minimo”, buscar-se expressoes
equivalentes do mesmo, em que a interagado da lugar a novos campos, puramente “livres”.

Abordamos os trabalhos de Eisenhart, K. Finn, S. Karamitsos e A. Plaftsis sobre o assunto,
e introduzimos um novo olhar para a estrutura matematica do levantamento, em que
permitimos maior flexibilidade sobre os novos espacos de campos. Além disso, obtemos
uma equacéao diferencial geral para o problema, a qual se espera propiciar a obtencéo de
solugdes legitimamente harmdnicas, o que ndo era possivel nos tratamentos anteriores.

Palavras-chave: Levantamento de Eisenhart. Fungdes harménicas. Campos escalares.
Sigma-modelos.






Abstract

In the present work, we discuss the Eisenhart lift, introduced by L. P. Eisenhart in 1928, when
dealing with analytical mechanics. The core idea behind the lift is to look at a lagrangian
mechanical or field system that is initially a “minimally-coupled” system with a corresponding
interaction term, and look for equivalent expressions of it, in which the new fields are all
“free”.

We make an exposition of the works by Eisenhart, K. Finn, S. Karamitsos e A. Plaftsis on
the subject, and we also introduce a new viewpoint on the mathematical structure of said
lifts, allowing for more fexibile choices of the new field spaces. We also obtain a general
differential equation for the problem, which we hope to yield proper harmonic solutions for
fields, as they weren’t possible in the previous approaches.

Keywords: Eisenhart lift. Harmonic maps. Scalar fields. Sigma-models.






Lista de simbolos

f1A] Imagem do conjunto A pela fungéo f.

Ay O atlas da variedade M em consideragao no contexto. Se nao discrimi-
nado, ele sera suposto orientado e maximal.

Dom( f) Dominio da fungao f.

N Numeros naturais 0, 1, 2, ...
projy A projecao
(1’1, ciiy Ty ,) € H X, = xp € Xy
neACN
fxg Dadas fungbes f : X - Y eg: X — Z, seu produto é

fxg:zeXw— (f(x),g(x)eY xZ

\Y% Conexao de Levi-Civita de uma variedade pseudo-riemanniana.
CHX,Y) Funcdes k-diferenciaveis entre X e Y.
flu Funcéo f restritaa U C Dom(f).

dpig Forma de volume riemanniana da métrica ¢g. Dada orientacao, a Unica
forma de volume em (M, g) tal que

9(dpg, dpig) = (dim M)?

Para carta = € ),

d:U/g‘Dom(m) = | det gaﬁ’dwl A A dmdim]w

X (M) Conjunto dos campos de vetores de M.
(TM, Ty, M) Fibrado tangente da variedade M, sendo 7,; a projegao.
T,M Espaco tangentea M em p € M.

b Isomorfismo

veTM— [weT,

™

M = g(tu(v))(v,w) € R} € T"M

T A topologia de M.



AR (M)
fH(T)
Ji

LxT

FKP

Conjunto dos campos de k-formas diferenciais em M.
Pullback do tensor T por f.

Dada uma fungéo f(t,z) : T'x X — Y, temos
firxe X = f(t,x) €Y

Derivada de Lie do tensor 1" na direcao do campo vetorial X.

Finn, Karamitsos e Pilaftsis, autores do artigo central em torno do qual
este trabalho se desenvolveu.
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1 Introducao

A Geometria Diferencial se estabeleceu ao longo do século passado como lingua
franca da Fisica. Enquanto grande atencgao foi trazida ao tema pelo desenvolvimento da
Relatividade Geral, a necessidade da “covariancia” dos objetos matematicos empregados
nos formalismos em estudo tornou-se evidente, e mesmo dir-se-ia que argumentos formula-
dos com base em expressdes carentes de objetos “independentes de coordenadas” sdo
simplesmente mal-definidos.

Assim, especialmente no contexto das Teorias de Campos, a Geometria Diferencial
€ onipresente: desde o formalismo simples e elegante do eletromagnetismo relativistico
em termos de formas diferenciais e suas derivadas; a propria teoria da relatividade e a
relacao entre o tensor de energia-momento e os tensores de curvatura oriundos de uma
métrica; e mesmo teorias de calibre, fazendo intenso uso de grupos de Lie, conexdes e
outras estruturas relacionadas.

Neste trabalho, desejamos fazer uma abordagem do Levantamento de Eisenhart,
introduzido por L. P. Eisenhart em [Eisenhart 1928], enquanto exibindo um formalismo
geomeétrico para a mecanica classica e teorias classicas de campos, com razoavel pro-
fundidade dos detalhes matematicos que o sustentam. Nisso, além de tornar precisos
conceitos ja conhecidos e classicos da graduacao, também damos fundamentacgao para
estudos mais avangados nessas areas, como sistemas dindmicos, ou teorias classicas e
quanticas de campos. Além disso, como a cereja do bolo, apresentamos o formalismo de
Eisenhart, que traz resultados interessantes e um novo olhar sobre como a métrica de um
espaco se relaciona com o que pensamos serem interacoes fisicas nele, de modo analogo
a reinterpretacao da gravitagao trazida pela Relatividade Geral.

1.1 Inspiracao

Um dos aspectos mais marcantes introduzidos pela Teoria da Relatividade Geral é a
redefinicao qualitativa da interagao gravitacional da matéria. Nesse contexto, as trajetérias
aceleradas de particulas no espag¢o newtoniano tornam-se geodésicas no espago-tempo
einsteniano.

Na mecanica newtoniana, as trajetorias ¢ satisfazem a definicao de forga tridimen-
sional F' de Newton, um campo vetorial ao longo da trajetéria, que se relaciona com esta
por

m[(¢*)" +T5(¢") (¢7)] = F", (1.1)

em que m é a massa da particula, F* sdo as componentes do vetor forca, f’ indica a
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“derivada temporal” da quantidade f, e Ffj sao os simbolos de Christoffel da métrica do
espaco.

Uma curva ¢ que satisfaz a equacao
(6")" +T55(") (¢') = 0 (1.2)

é dita uma geodésica [Lee 1997]. Ela é a generalizacdo para geometrias semi-riemannianas
das retas euclidianas, ou “curvas de aceleracao nula”. Precisamente, chamamos de acele-
racao o termo a esquerda nessa equagao.

Queremos agora relacionar isso com a Relatividade Geral.

Comecamos considerando a mudanca de uma particula para um meio continuo,
de densidade p, cujo movimento € descrito como o fluxo de um campo vetorial v, sua
velocidade, e que pode sofrer acao de uma forga externa por volume f. Nesse contexto, a
generalizacao de (1.1) para se da como como [Marsden e Hughes 1994]

A (pv") + V;(v'7) = f. (1.3)

Na Relatividade Geral, equacdes analogas a essas se dao através das equagdes de
Einstein [Carroll 2004]

Gap = 811 yp, (1.4)
com T o tensor de energia-momento da matéria, e GG o tensor de Einstein
1
Gag = Ricag — §Rgag, (1 5)

em que Ric é a curvatura de Ricci, R € a curvatura escalar e g a métrica do espaco-tempo.

GG depende apenas da métrica do espaco-tempo, €, por construcao, sua divergéncia
é nula: V,G*? = 0. Logo, (1.4) implica que

VT = 0. (1.6)
A equacao (1.3) é o limite de baixas velocidades da equagéo (1.6), que descreve a

conservacao de energia-momento relativistica, e se d4 numa variedade de dimensao 4, em
vez do espago newtoniano tridimensional.

Consideremos 0 caso em que temos matéria que interage exclusivamente pela
gravidade. Seu tensor de energia-momento € “puramente cinético”, da forma

T = pv*vP, (1.7)

conhecido na literatura como “tensor do p6” [Carroll 2004], e v representa 0 analogo em 4
dimensdes da velocidade. A equacao dinadmica desta matéria, dada por (1.6), implica em
todo ponto x do espago-tempo tal que p(x) # 0,

vV vt (z) = 0. (1.8)



1.2. Adicionando Dimensées 23

Essa equacao nos diz que as trajetdrias no espago-tempo de particulas sob a agéo
exclusiva da gravidade, que séo curvas integrais de v, nos pontos x onde p(x) # 0, séo
geodésicas.

O ponto de interesse que obtemos desta discussao €, informalmente, que Eins-
tein demonstrou que se pode descrever a gravidade, até entdo uma forca que deforma
geodésicas em 3 dimensdes, equivalentemente como efeito da geometria em 4 dimensées.

1.2 Adicionando Dimensoes

Em 1928, Luther Pfahler Eisenhart em [Eisenhart 1928] investigou se 0 mesmo tipo
de mudancga de paradigma poderia ser empregada para outras forgas classicas, ainda no
contexto de mecénica de particulas.

Para exemplificarmos informalmente suas investigacdes, consideremos um sistema
mecanico cujo estado é descrito por n coordenadas generalizadas = e suas velocidades
(z%) e cuja dindmica é dada por uma lagrangiana da forma

m . ,
L= E(xl)’(xl)' — V(x). (1.9)

O que ele obteve é que, se adicionamos mais um grau de liberdade y ao sistema, e

alteramos a lagrangiana para
- m, ) 1
L = — (a2 (") — ——/4/ 1.10
5 (@) (') Y (1.10)

entdo podemos pensar numa métrica no espaco das coordenadas x € y, dada por

9ij; = 51;3', (1.11)
9y = 0, (1.12)

Gy = == (1.13)

e isso permite reescrevermos (1.10) como

1

L= §g[J(ZI)/(ZJ>/, (1.14)

emque 2! =xiparal =1,2,...ne " =y.

Isso é interessante, porque a equagao de Euler-Lagrange dessa lagrangiana é
exatamente a equagao que caracteriza geodésicas (1.2). Ou seja, assim como Einstein,
Eisenhart foi capaz de descrever o que pareciam ser forcas e aceleracao através da
geometria do espacgo, aumentando sua dimenséo.

Seguindo Eisenhart, Kieran Finn, Sotirios Karamitsos, e Apostolos Pilaftsis (KFP)
desenvolveram mais um trabalho [Finn, Karamitsos e Pilaftsis 2018], em que eles exibem
uma generalizagdo do trabalho de Eisenhart para sigma-modelos.
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Faremos no que segue uma exposi¢cao mais detalhada dos trabalhos de ambos
Eisenhart e KFP, e tentaremos trazer algumas ideias novas.



25

2 Fibrados e Teorias Lagrangianas de
Campos

Fazemos aqui uma exposicao basica dos conceitos centrais que embasam as teorias
de campos lagrangianas. Omitimos os detalhes de porque estes objetos estdo bem-definidos.
Caso o leitor julgue necessario, sugerimos a leitura de [Saunders 1989] [Olver 1993].

Defini¢ao 2.1. (£, 7, M) é um fibrado se

i) E, M s&o variedades suaves;
i) m € C>*(FE, M) é uma submersdo sobrejetiva;

iii) Existe uma coberturald C T,; de M tal que, para cada U € U, existe uma variedade
suave Fy; e um difeomorfismo

t:7n U] = U x Fy. (2.1)

Denotamos por (E,x, M, F') um fibrado para o qual existe F, para todo U, com
F = Fy. O

Usarenos 7 para representar (E, m, M) quando conveniente. Os difeomorfismos ¢
sao chamados trivializacoes de 7.

Definicao 2.2. Seja (E,m, M, F') um fibrado. x x u € </ € uma carta adaptada a r se
existem uma trivializagdo de

t: 7 Ha[Dom(z x u)]] = 7[Dom(z x u)] x F, (2.2)

e cartas v € oy e u € o tais que Dom(z) = proj; o t{Dom(z x u)], Dom(u) = proj, o
t[Dom(z x u)] e

x X u = (xoproj, ot) X (uo proj,ot). (2.3)
%

Defini¢ao 2.3. Seja (£, w, M) um fibrado.
[(7) = {¢ € C(M,E) : idy; = w0 ¢} (2.4)

€ o conjunto das segoes de . O
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Definicao 2.4. Seja (E, 7, M, F') um fibrado.

Sejam ¢ € I'(m), 1 < k€ Nep € M.y € I'(r) é k-equivalente a ¢ em p se
o(p) = ¥ (p) e, para todas as cartas adaptadas = x u comp € Dom(z),
Orar « .. Orak p)= Orat . .. Grak

para todos 0 < aq, ..., o < dim M.

(1), (2.5)

jj’; ¢ € o conjunto das fungbes k-equivalentes a ¢ em p.

O conjunto J*m dos k-jatos de © é

Jim={jio:pe Meg¢ecT(m)} (2.6)
Definimos ainda
T jp¢ € Jim = ¢(p) € E, (2.7)
Thk-1 1 Jnd € J'm = it e J*r s k> 1, (2.8)
e
Wk:j;fngJkﬂHpeM;k}l. (2.9)

O k-ésimo prolongamento de ¢ é

*ope M jig e Jhn (2.10)

Pode-se demonstrar que, definindo-se

Ua, ak']P¢€J Haxm...@x%

.....

(p) € R, (2.11)

0 conjunto das funcdes

Gp® € T (2%(p), w' (), (T3 9): Uy 0y (Tp @) wovs Uty ., (T D)) (2.12)

77777

em que se considera apenas «; < as < ... < oy, constitui um atlas de J*7, com a topologia
induzida por essas cartas.

Defini¢ao 2.5. Seja (E,r, M) um fibrado. Uma lagrangiana de ordem k. em = é um campo
de dim M -formas diferenciais

L = L (dp) € AM"™M(JFr), (2.13)
emque ¥ € C*(J*m,R) edu € A™M()f),
Em uma carta adaptada x x u, temos

L(j6) = Z(h o), _m(p)da' A ... A da™ (2.14)

.....

Nesse caso, dizemos que (E,m, M, L) é uma teoria de campos lagrangiana. <
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Exemplo A lagrangiana de Einstein-Hilbert, com expressao global e local como
seguem,

L = Rrj(du,) = Ry/|det gagldz' A ... A dz®™M, (2.15)

é uma lagrangiana de ordem 2 no fibrado (Lor™, [, M) das métricas lorentzianas sobre M
que concordam com uma dada orientacédo temporal em M, em que a curvatura escalar
R € C>*(M,RR) é vista uma fungdo definida em J?I, R = R o 7, uma vez que depende das
segundas derivadas da métrica.

Sao comuns na Fisica, e, portanto, objetos de interesse, as lagrangianas que sao
obtidas a partir de estruturas pseudo-riemannianas. Dentre elas, este trabalho trata de dois
tipos em particular.

Definigédo 2.6. Sejam (E,w, M) um fibrado e f : J*7 — R. Definimos, em cada x x u carta
adaptada a , as derivadas totais por

L1 = 5o (f 0 7)), 2.16)

dz®

SejaV € X(E) um campo vetorial tal que dn(V') = 0, i.e., tal que V' é da forma

.0
V=Vios (2.17)

esejai) : (—e,e) x M + M seu fluxo. Definimos V) € X (J'x), com fluxo "), como o
unico campo vetorial que satisfaz

d d
2o (W50 9)(0) = 2=( © j16)(0). (2.18)

para toda ¢ € I'(m). O

No caso k = 2, além de estar bem definido em seu dominio [Olver 1993] 7, ! [Dom(x)],

—4_ & um campo vetorial em J*7, e sua expressao em coordenadas é [Saunders 1989]

dx™

d 0 .0 .0
_— = — P — b —. 2.1
dr®  Ox® + o out +lag 8% (2.19)

Ja V(M nessas coordenadas, é expresso por [Saunders 1989]

.0 AVt D
W=y . 2.2
v v out N dx® Oul, (2.20)

2.1 Equacgoes Diferenciais

Defini¢ado 2.7. Seja (E,w, M) um fibrado. Uma equacao diferencial de ordem (até) k em
7 6 uma subvariedade S de J*r.

¢ € I'(r) é uma solugdo de S se j*¢ € T'(m},). O
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E comum se definir equagées diferenciais como pré-imagens de valores regulares
de fungdes f : J*7m — R.

Embora isto ndo seja sempre necessario, assumiremos que 7[S] = M, i.e., que
as equacoes diferenciais das quais trataremos estdo globalmente definidas, para evitar
eventuais problemas de indefinigéo.

Exemplo Uma equacéao diferencial que sera fundamental para este trabalho é a
equacgao de Laplace. No fibrado (R™ x R", proj,, R™), ela se define por

A = {(z% v, ul, uly) € R™ xR R™ xRMMm=D/2 L =92 = =" =0}. (2.21)

A equacao de Laplace se estende para espagos mais gerais, em que ela depende

de uma estrutura pseudo-riemanniana para ser definida. Quando temos essa estrutura no

dominio, e o contradominio é R, ela se d4 como descreveremos agora; consideraremos mais

tarde a generalizacao para permitir contradominio pseudo-riemanniano, apds exibirmos as
ferramentas necessarias para trata-lo.

Aproveitamos para introduzir, ou relembrar, mais algumas definicdes que nos serao
uteis.

Definicao 2.8. Seja (M, g) uma variedade pseudo-riemanniana. Definimos o diferencial

d: fec™(M,R)— df € AY(M), (2.22)
a hessiana
Hess : f € C*(M,R) — V2f € T*(M), (2.23)
e o laplaciano
A: feC®M,R) — tryHess(f) € C*°(M,R). (2.24)
O

Dada uma carta z € «7);, temos

df = Vf = 0.(f)dz® (2.25)
Hess(f) = (8a0sf — 150, f) dz® @ da’ (2.26)
A(f) = g (0a0sf — T'750,f) (2.27)

Observamos que o laplaciano assim escrito d4 uma equagao diferencial quando
consideramos o fibrado (M x R, proj,, M), se, além disso, utilizamos duas vezes 0 mesmo
simbolo para as fungdes

Flﬁ = FZ,B 0 To, (2.28)

sendo a fungéo a esquerda definida em J?proj,, e a da direita em M, como usual. Esse tipo
de composicao implicita € pratica comum para tornar a notagao mais leve, mas é necessario
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cuidado para garantir que essas composi¢coes sempre possam ser definidas de modo que
os dominios das funcdes consideradas em cada situacao sejam adequados.

Por outro lado, em Fisica, estamos interessados também em outro mecanismo que
gera equagoes diferenciais, o “calculo variacional”, de que relembramos o basico, também
para acostumar o leitor com o formalismo.

Supomos M orientavel com forma de volume du, embora E ndo o precise ser.

Definicdo 2.9. Seja (E,w, M, L) uma teoria de campos lagrangiana.

Uma variacao de primeira ordem em ©m é um campo vetorial V € X (E) tal que
dn(V) =0.

Seja ¢ € I'(m). ¢ € extremo de L se, para todas subvariedades compactas K C M
e toda variagao de primeira ordemV com V|9 = 0, temos

d

& (s [weart) o -o 229)

¢

Como é amplamente conhecido, um campo ser extremo no sentido acima nos diz
que ele é solugao de uma equagao diferencial de (até) segunda ordem, a equagao de
Euler-Lagrange de L. Nesta demonstracao, seguimos [Saunders 1989] e [Eells e Sampson
1964].

Teorema 2.10 (Euler-Lagrange). Seja (E,, (M, g), L) uma teoria de campos lagrangiana,
com L = ZL7i(du,). Se ¢ € I'(m) é extremo de L, entdo ¢ é solugdo da equacgéo diferencial
&, C J*m, que é a unido dos conjuntos

d (0% 0 0%
2 —1 . (9)8 _ _
{jpgb € m, [Dom(x)] : Ta (31”@) + s Jui o 0} ) (2.30)

definidos na preimagem de toda carta adaptada x x u de E.

Demonstragdo. Como as equacdes difereiciais sdo escritas localmente (dependem de uma
fungcédo apenas numa vizinhanga de um ponto), podemos supor que quando consideramos
um compacto K, este esta contido no dominio de uma Unica carta.

Comegamos observando que, como Vs = 0, entédo

0= [ oy (vt i), 231)

Usando o Teorema de Stokes,

0= /Kd(j o) (V S 5$aﬂr1(d”9))' (2.32)
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Usando propriedades do diferencial de de Rham,

9] 0L a 3k (9L .
0 :/ g (V D oglqﬁ) dz® A %_ml(dug) + (j'¢) <V 8%#1 < < _ndug>>> :
2.33)

No seguinte, usamos 2.6 e que dz’ A —J = 2. Também podemos ver que
(75 0)* (me)* (dpg) = (mx 0 j* @) (dpg) = idy(dpg) = dpuyg

o= [ 50 (2 (V22) ) - 57 (V2 o ().

Usamos também a “Férmula Magica de Cartan”, que nos diz que todo campo X €
X(M), d(X adp,) = Lxdp, = div(X)du, [Lee 2002]. Além disso, sabemos a divergéncia

div(d,) = I‘Efﬁ)ﬁ.
d 0L 0L
_ -2 * ) 5
0= /K(j ) [_dg:a (V " > +V Faﬁ S } dpg. (2.35)
Explicitando a derivada do produto, temos
AV o0& . d (00X 0L

_ 2\ * ) in(9)8
= /K(] o) {dma ol +V T (8%) +V Faﬂ P } dpg. (2.36)

Por outro lado, usando V(! definido em 2.6, do Teorema de Reynolds [Flanders
1973], temos

d y * . *
0= (8 = / [ (45 0 9)] L) (0) = / (7 '¢)* (LywL). (2.37)
S K K
Usando a “regra do produto para a derivada de Lie” [Lee 2002],

0= /K (716)" (L (L)l (dptg) + L Ly (dpsy)] (2.38)

Como V' é uma variagéo, entéo L o7 (dp,) = 0. Segue que

0L AVioL
o -1 * 7 *
0= /K (5'¢) (V 50+ I 8%) T (dpy). (2.39)

De (2.40) e (2.39), comparando seus termos, segue que

d (0% 0% 0%
) (9)8 .
0= [ Gorv { ( = ) FIYE aui] by (2.40)

Como cada V* é uma fungdo suave qualquer, entdo podemos escolhé-las de modo

que, para a igualdade ser satisfeita, os termos que elas multiplicam sdo necessariamente
nulos. Assim, para: = 1,...,n, temos
(02 Lws0Z 0L

oul, F Pui  out

2.41
- (2.41)
e isso define a equacao diferencial desejada. |
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&1 é a equacao de Euler-Lagrange da teoria.

Terminamos esta se¢ao observando um resultado Util e desejavel, a aditividade das
lagrangianas.

Proposicao 2.11. Na notacdo do teorema anterior, se L = £ (dp,) e K = & wj(du,),
entdo &1, € a unido dos conjuntos

. _ d (0% 0¥ 0%
{20 € mpom(e)): 35 (5o ) + 19 o~ G
d (0K (gs0K 0K
— = = 242
vz (o) T G~ T = 242

Demonstragdo. Esse fato segue diretamente da linearidade das derivadas parciais (e,
portanto, totais). [ |
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3 Trés Teorias de Campos

3.1 Sigma-Modelos Minimamente Acoplados

Consideramos primeiramente a teoria de campos conhecida como sigma-modelo
para campos com acoplamento minimo, que chamaremos simplesmente de sigma-
modelo por brevidade.

Definicao 3.1. Uma teoria de campos (E, , (M, g), (F,h), L) é um sigma-modelo se

i) (M,g) e (F,h) sdo variedades pseudo-riemannianas;
i) B =M x F en = proj,,

jii) Para cada x x u carta de E adaptada a m, temos em U = 7 j[Dom(z x u)],

1 *
Ly = (§hz~jg°‘6u’ uﬁ V) 71 (dpy), (3.1)

emqueV € C>(F,R).

Proposicao 3.2. Se (£, 7, (M,g), (F,h), L) é um sigma-modelo, entao

| e , i %
&L = {qub c J’r: g™ (u 5 ngyu T ik ) hjau]} (3.2)

Demonstragdo. Basta computarmos as equacgdes de Euler-Lagrange com . = %hij gaﬂugug—
V.

d 1 jOhy; OV
- (h af ] F vh . af, k J '
0= gpa (g™ ) + T hagg™uy — g™ s 5 2+ 50
= (axa +u aa ok +Ua78—u’ky;) (hzgg B J) —|—F(g ’Yh”g — 29 Buauﬁ a ZJ + aUZ
ag8 . Oy . oul . 1 s g Oy OV
= o hiju + Z@ 2 g Bay] +ufwa khug O+ T g™, — 39 Pubul B e R

Usando as identidades %22 = = Ganll5 + 9oy, © o0 —g™"T)_ — ¢”'T? , ambas
consequéncias diretas da deflnlgao da conexao de Levi-Civita, temos

o j ey ahl o
—g*"T 9P hyjud, — "9 hyjui +u0‘8 ljg P

- ] ; Oh oV
7 af af, J af, k k]
+uaﬁhijg + F;q/h'ijg uﬁ 29 U U B U’ + o’
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w Oh; 1 ; Oh oV
a 9)8 ij af ] aﬂ k k]
WF hz]“ﬁ + Ua Dk g + Uaghz]g - 59 Uq ,B oul + o’

. (67 (% hl a hl a
= Uashijg P -y ”F%‘Qﬁhwuﬁ + thF Y 5“5“ + h]lr( 6U5u

1 1 ov

j oV

= “Jaﬁhijgaﬁ - ga"Fg@%wuﬁ + hle(h M Cv6uﬁu + B
« j (h GV
=g Bhij (Ujaﬁ — Fé)oz u] + Fkl)Jukulﬂ> —+ B = 0.
Multiplicando ambos os lados por k¥, obtemos

af i F(Q)’Y F( )i > h” oV

g (uaﬁ Ba u + kl ua B auj

Um exemplo de estudo que considera uma tal teoria de campos € o estudo da
inflagdo no universo jovem, em que o campo inflatao a satisfaz [Finn, Karamitsos e Pilaftsis
2018] [Finn 2020], além de modelar pions e ter diversas aplica¢cdes em Teoria das Cordas
[Buchbinder e Shapiro 2021].

3.2 Campos Harmbnicos
Consideramos agora o que chamaremos de Teoria de Campos Harmonicos.

Definicao 3.3. Uma teoria de campos (E, 7, (M, g),(F,h), L) é harménica se

i) (M,g) e (F,h) sédo variedades pseudo-riemannianas;

i) Para cada x x u carta de E adaptada a, temos em U = my ;[Dom(z x u)],

]‘ *
Lly = <§hijga6u7’ uﬁ> T (dpy). (3.3)

Essa teoria de campos é um caso especial dos sigma-modelos. Sua lagrangiana é
conhecida como Lagrangiana de Dirichlet [Helein 2002].

Segue diretamente de 3.2 que a equagéao de Euler-Lagrange dos campos harménicos
&= {320 € PPr g (uhy — Tl + T k) = 0} (3.4)
Analisemos a funcao / operador diferencial

A =g (uly = TSPl + T k) (3.5)
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definida em J?proj,, no fibrado (M x F,proj,, M).

No caso em que (F, h;;) = (R, d;;), obtemos

A = g (ufw — F(g)vuj) . (3.6)

Ba Ty

As solugdes de &, sdo entéo as fungdes ¢ : M — R associadas a se¢des gz~5 el
tais que
97 (9u050 — T 0,0) = 0. (37)

Comparando-se com a equagao (2.27), vemos que este € exatamente o laplaciano
em M, para funcdes reais.

Consideremos agora (M, g) = (R, §), mantendo (F, h) genérico. Obtemos

A= uiﬁ + F,gll)jufyullg. (3.8)

Neste caso, £, descreve as curvas ¢ : M — R tais que
(¢7)"6+ I} (%) (6') = 0, (3.9)
e essas curvas sao, por definigdo, as geodésicas de (F, h).

Mais ainda, o leitor familiar com a teoria variacional de subvariedades riemannianas
podera reconhecer que

A(9) = g7 (9a030" — TE0,7 + T (946" (950)) 0, (3.10)

€ a segunda forma fundamental de uma imersao, e que uma imersao isométrica satisfazendo
&1, é dita minima [Helein 2002].

Em vista de tudo isso, consideramos a seguinte

Defini¢ao 3.4. Sejam (M, g) e (F, h) variedades pseudo-riemannianas e f € C*°(M, F). A
hessiana de f é

Hess(f) = (0udaf” = TE 0,7+ T (0af5)(0501)) 0 @ da® @ da?,  (3.11)
e o laplaciano de f é

A(f) = 67 (0aDsf” = T, 7 + T (0uf") (05£)) 0. (3.12)

que é a prometida generalizacao de 2.8.

Observamos ainda que, para quaisquer V, W € X (M), Hess(f) satisfaz a

f = 1roHess(f)(V,IW).
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3.3 Campos FKP

O que chamaremos de campos FKP sdo os campos descritos no artigo [Finn,
Karamitsos e Pilaftsis 2018], introduzidos por Finn, Karamitsos e Pilaftsis em sua abordagem
da generalizagdo do levantamento de Eisenhart.

Definig¢éo 3.5 (Teoria de Campos FKP). Uma teoria de campos (E,«, (M, g), (F,h),L) é
FKP se

i) (M,g) e (F,h) sado variedades pseudo-riemannianas;
ii) Temos E = J,cp, F' X T,M en(f,v) =7a(v).

iii) Para cadax x (ux i) cartade FE adaptada aw, sendo x x i a carta tangente associada
ax, temos emU = m ;[Dom(z x (u x &))],

| Lo e .
Lo = (o™i, + 36+ 9757 iy (3.13)
em que f € C>*(F,R).

O

Proposicao 3.6. Se (E,x, (M,g),(F,h),L) é uma teoria de campos FKP, entdo &, é a
unido dos subconjuntos de J*m em que se verificam

18f

. v (117 (00 1512 _
g™ (s = Tl + T ubady) = 5 o2 (0 + T2 = 0 (3.14)
° d
F(Q)O" -0 3.15
) (.19

Demonstracdo. Para obtermos (3.14), definimos

1
Z = §hz~jg°‘5uz uﬁ

I, . a.
H =S f@g + TR
Com isso, segue de 2.11 que podemos somar as equagdes de Euler-Lagrange
dadas por .Z e %, sendo que ja sabemos (3.4). Ficamos com

d (0X  (gs0X OKX
)+ g <aug> o Gur ~ o

0= hz‘jgaﬁ (Ufw F(ﬁgozﬂ/ J —i—F,(d)Jul; i&

of
20U
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Para obtermos (3.15), usamos diretamente 2.10. Se
1 af, i, J Lo (9)e : 52
/ = éhwg uauﬁ + éf(.fa + Fﬁa T )
entao
dzo \ 013, *FOry, 01
d (L1, 0. pomse @81 oo pominse _ Lprn o plonanpeh s
- Ef(xn + I9"aY) o5 +Tos Ef(xn + L") 65 — §f(xn + " )F%B o
d (1, »
= I (§f(5‘3z + I ))
como desejado. ]
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4 O Levantamento de Eisenhart

4.1 O Levantamento de Eisernhart na Mecéanica Classica

41.1 Sistemas Mecanicos

Um sistema mecanico classico € uma teoria de campos, no sentido da Definicao
2.5. Para vermos isso concretamente, basta considerarmos o caso M = R, e tomarmos F'
adequado para o que queremos expressar. Assim, construimos o fibrado (R x F,¢,R), em
que t = proj,; € o tempo. Podemos pensar em fibrados mais gerais que este. De toda forma,
parece adequado nao tentar misturar as nomenclaturas além disto, e as chamaremos de
sistemas mecanicos.

Estamos interessados aqui no caso de sistemas mecéanicos conservativos.

Definicao 4.1. Uma teoria de campos (E, 7, R, (F,h), L) é um sistema mecanico conser-
vativo se
i) (F,h) é uma variedade riemanniana, E = R x F' e m = proj;;

ii) Para cadat x u carta de E adaptada a w, L é definida por
1 o
L= (§h”uf§ui — V) m (dt), (4.1)
emqueV € C*(F,R), e dt é a forma de volume da medida de Lebesgue em R.

¢

Essa é a forma tipica da lagrangiana de um sistema conservativo de dim F' graus de
liberdade, com as massas das particulas dadas através da métrica h;;, e IV uma energia
potencial.

Com essa expresséo, fica evidente que as teorias mecéanicas conservativas séo
sigma-modelos, e, portanto, suas equacdes de Euler-Lagrange sao (3.2), com g5 = 1:

h
hij(ug;, + Fi(cl)Jufos) = T out

(4.2)

A interpretacdo usual dessa equacgao € que, dada uma curva ¢ em F tal que
s (s,¢) é segao de ¢, a 1-forma h;((¢7)" + T (¢F) (¢!))dz' ao longo de ¢ é “massa
vezes aceleracado” na Segunda Lei de Newton, ou, mais adequadamente neste contexto, a
variacdo do momento, enquanto —gt‘; dx', também uma 1-forma ao longo de ¢, é a forca

agindo sobre o sistema.
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Como de costume, queremos dizer que uma particula com aceleracao nula € livre.

Definicao 4.2. Sgjar = (E,n,R, (F,h), L) um sistema mecanico. = é dito livre se toda
solugdo ¢ € I'(w) de suas equagbes de Euler-Lagrange satisfizer

(&) + T (0 (6" = 0. (4.3)
O

4.1.2 O Levantamento

Buscamos agora precisar o que se entende por um levantamento de Eisenhart de
um sistema mecanico. Nas palavras de Eisenhart,

“In this paper we show that the trajectories of a general holonomic conservative
system in classical dynamics can be put into correspondence with the geodesics
of a suitable Riemannian manifold.” [Eisenhart 1928]

Com base nisso, e nas exposi¢des do formalismo em [Eisenhart 1928], [Finn, Kara-
mitsos e Pilaftsis 2018] e [Cariglia e Alves 2015], formulamos a seguinte definicado do que
se trata o levantamento.

Definicao 4.3. Seja (E,n, R, (F,h), L) um sistema mecénico conservativo. Seu levanta-
mento de Eisenhart é o sistema mecanico (E, 7, R, (F,h), L) em que

i) (F,h) é a variedade riemanniana dada por F = F x R, e, para todos (f,r) e F xR
e todos (v, w), (v',w') € Ty F xR,

~ 1

h(f,r)((v,w), (v, ") = h(f)(v,0") +

2V(f)

o(r)(w,w"), (4.4)
em que ¢ denota o produto interno em R;
i) E=Rx F ef =proj,;
iii) Para cadat x (u x y) carta de E adaptada a 7, L é definida por
L= (éhzjuiu{ + %yf) mi(dt). (4.5)
O

O item 7) na definigdo nos descreve a métrica h em F, que pode ser escrita na carta
t x (u x y) como

St SN

3 S

Il [l

o =
<

~ =

M N—

S

>
Il

/:E —_~~
)

Wy
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Ela faz com que F e R dentro de F sejam ortogonais.

Incidentalmente, um levantamento de Eisenhart € uma teoria de campos harménica
e também uma teoria de campos FKP, como se pode perceber comparando (4.5) com (3.3)
e (4.24), e considerando que espacos vetoriais podem ser identificados com seus espacos
tangentes. Suas equacgdes de Euler-Lagrange podem ser calculadas a partir de 3.6, e sdo

Y 1,0V
ujy + Dy = soht = () = 0 (4.9)
© d (1 1oV 1
=\ sou ) = 557wy + 5> 4.10
V=% <2Vyt) V2w Y T gy (4.10)
dando | v
ytt_V%uiyt:O (4.11)

Como as equagdes (4.9) e (4.11) sdo equacdes das geodésicas de £, elas nos
dizem diretamente os simbolos de Christoffel dessa métrica

pihi — pi (4.12)
I = 0 (4.13)
" 1 .. 0f

i _ 13590

Iy = —ghio (4.14)
rdv — g (4.15)
kl - .
(;"l) N 1 8V
ka/y = Vo0 (4.16)
ry — g (4.17)

Em posse dessas informagdes, vamos entender o interesse na construgcéo de
Eisenhart.

Como dissemos anteriormente, o objetivo do levantamento é obter uma nova teoria
de campos / sistema mecanico 7, sendo este caracterizado por ser livre, € ainda preservar
a fisica do sistema original. Mais precisamente, essa relagéo pode ser representada através
do diagrama

(£ h)

em que a fungdo €(f,r) = f nos diz a relagdo entre as curvas ¢ associadas a solugdes
do sistema mecanico 7, que sao geodésicas por construcao, e as curvas ¢ associadas a
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solugdes de 7. Como as ¢ sao geodésicas de h, essas curvas satisfazem as equagodes

(&) + TG + 20 (R (dv) + TRi((gvy)? = 0 (4.18)
(89" + TUW (@)@ + 20 (GFy vy + T ((dv))? = 0 (4.19)

Por outro lado, a fungéo ¢ e o diagrama nos dizem que ggz = ¢' e, como ¢ é associada
a uma solucgao de ,

i oV
(3 + T (@Y (@) =~ (4.20)
Substituindo (4.20) em (4.18), obtemos
i OV
20 (@) (8) + T3 (87 = 2o (4.21)

A escolha da métrica / do levantamento de Eisenhart, quando aplicada a (4.21), da

La 5 OV

(@) = R (4.22)

((9%))* =2v? (4.23)

Gracas a isso, vemos que essa escolha de métrica h, juntamente com a condig&o
de projecao ¢, transforma as equacoes (4.18) e (4.19) em, respectivamente, (4.9) e (4.11).
Com isso, recupera-se a dinamica original ¢, de aceleragao possivelmente ndo-nula, através
da projecédo das geodésicas ¢ por «.

4.2 O Levantamento de Eisenhart-FKP

Em [Finn, Karamitsos e Pilaftsis 2018], Finn, Karamitsos e Pilaftsis buscaram uma
generalizagdo adequada do levantamento de Eisenhart discutido na seg¢ao anterior para
0 contexto mais geral, em que, em vez de inicialmente termos um sistema mecanico
conservativo, temos um sigma-modelo qualquer.

A resposta por eles apresentada € que, dado um sigma-modelo, seu levantamento,
que chamaremos de levantamento de Eisenhart-FKP, é um que torna a teoria de campos
escalares original em uma teoria de campos escalares e vetoriais. Além disso, ele é
unicamente determinado por construcao de sua forma explicita, através da escolha de
invariantes diferenciais adequados.

Definicao 4.4 (Levantamento de Eisenhart-KFP). Seja (E,«, (M, g), (F,h), L) um sigma-
modelo. Seu levantamento de Eisenhart-FKP é a teoria de campos (E, 7, (M, g), (F', h), L)
em que

i) E =y FxT,M
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i) 7 (f,v) € B my(v) € M

jii) Para cadax x (u x i) carta de E adaptada a %, L é definida por

) | ol e .
o = (st + i+ D7) i (4.24)

¢

Dessa definicao, vemos imediatamente que o levantamento de Eisenhart-FKP de
um sigma-modelo é uma teoria de campos FKP, como visto em 3.5.

4.3 Discussao e Alternativas

Ha uma diferenca importante entre o levantamento de Eisenhart-FKP e o levanta-
mento original, observada pelos préoprios FKP, que a expressam como segue:

“There is a fundamental difference between this result and the one obtained in
the previous formulation for one-dimensional fields. In one dimension, we were
able to recreate the effects of a potential by simply extending the field space.
However, in four dimensions, we must fundamentally alter the form of the kinetic

terms, since H'};; cannot be factorized into a spacetime metric g,,, and a field
space metric G ap, i.e., H;, # ¢"" G 4p.” [Finn, Karamitsos e Pilaftsis 2018]

Nesse artigo, eles escrevem a lagrangiana do seu levantamento de Eisenhart-KFP
como
1

L = S Hip6,6, 71 (dpg) (4.25)

em que as coordenadas ¢* correspondem, na notacéo deste trabalho, a todas as coordena-
das u’ e i°.

Com isso, eles querem dizer que a teoria de campos dada em 3.5 ndo necessari-
amente admite um espaco (15, B) de campos escalares, tal que o fibrado da teoria tenha
aforma E = M x F para algum espaco de campos F. Isso acontece no levantamento
original, em que ' = F' x R.

Assim, embora, do ponto de vista do formalismo, a teoria de campos FKP seja
perfeitamente valida como teoria de campos, nem todas as propriedades originais do sigma-
modelo sao capturadas pela sua generalizagao proposta. Isso leva ao questionamento se as
propriedades nao preservadas sdo, em algum sentido, tao relevantes quanto as que de fato
sdo preservadas. l.e., quais as propriedades fundamentais que descrevem o levantamento?

Movidos por isso, buscamos responder a pergunta se existe outra generalizacao do
levantamento de Eisenhart, diferente do levantamento de Eisenhart-FKP, na qual o fibrado
E sejadaforma E = M x F, para algum F.
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Para podermos explorar as possibilidades de outros levantamentos de Eisenhart,
precisamos primeiro entender com clareza o que € um “levantamento de Eisenhart”. Deci-
dimos explorar o que poderia ser uma generalizagao que permanece tratando apenas de
campos escalares. Propomos a seguinte

Definicao 4.5 (Levantamento de Eisenhart). Segjan = (E, 7, (M 9), (F,h), L) um sigma-
modelo. Um levantamento de Eisenhart de = é um par ((E, 7, (M, g),(F,h),L),¢), em
que

i) (E,%,(M,g),(F,h), L) é uma teoria de campos harménicos;

ii) e € C(F,F) é tal que, para toda solugéo ¢ de £y, existe uma solugdo ¢ de &;
satisfazendo

¢ =cod. (4.26)
O

Algumas observagdes sdo necessarias.

O objetivo do levantamento € produzir uma teoria de campos “livres”. Entretanto,
diferentemente de quando lidamos com mecanica, ndo ha uma definicdo universal de quais
lagrangianas caracterizam campos livres.

Na definigcdo anterior, requeremos que o levantamento seja uma teoria de campos
harmonicos, e através disso, estamos também definindo o que se entende por campo livre,
nesse contexto. O que gostariamos de dizer é

i) (E,7,(M,g),(F,h),L) é uma teoria de campos livres;

Uma escolha similar também foi implicitamente feita por FKP, mas nunca explicitada.
Por que uma teoria de campos FKP (Definicdao 3.5) caracteriza campos “livres”?

Entendemos que existem caracterizacbes de campos livres como campos cujas
lagrangianas sao quadraticas nas primeiras derivadas [Folland 2008] [Buchbinder e Shapiro
2021]. Elas podem assumir algumas diferentes formas. Por exemplo,

L= (AL AT 73 (i) = 3 1000 = ()alg™ g [(07)s — (), (), (4:27)
aBys
para o campo eletromagnético A € A'(M) (ou, mais geralmente, “campos de Yang-Mills”,
que sdo 1-formas de conexdes A em fibrados principais; neste caso € necessario a escolha
de um produto interno adequado (-, -) na algebra de lie do grupo de calibre, nos permitindo
escrever L = 1([dA]ag, [dA]*?)m} (dy,) [Folland 2008]). Outro exemplo s@o os campos de
Klein-Gordon, para os quais consideramos que ' =R", e

1 .
L= 5 (go‘ﬁu’ uﬁ mQ(u’)z) 71 (dpyg), (4.28)
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€ sua lagrangiana [Buchbinder e Shapiro 2021] [Folland 2008], que também é um sigma-
modelo.

Entretanto, neste trabalho, nos restringiremos ao significado de “campo escalar livre”
como campo harmaonico.

O segundo item da definigdo descreve o mesmo diagrama comutativo que tinhamos
no levantamento de Eisenhart, no contexto da mecéanica. Entretanto, ele permite que
escolhamos a fungéo e em vez de termos sempre e : (f,r) € F x R+ f € F.

Agora, buscamos uma teoria de campos, que seja um levantamento de Eisenhart,
no sentido da usaremos a Defini¢do 4.5.

Gracas a liberdade de escolha de ¢, podemos estudar o sistema em termos gerais e
tentar encontrar solugdes.

No que segue, denotaremos por x x u uma carta de F adaptadaa 7w e por z x v
uma carta de E adaptada a 7, distinguindo também entre ¢ com indices mintsculos e v’
com indices maiusculos.

Proposicdo 4.6. Se (E,w, (M, g), (F,h), L) é um sigma-modelo e (E, 7, (M, g),(F,h),L),e)
é um levantamento de Eisenhart seu, entao, para toda ¢ solugcido de £;,, se é é solucao de
&; satisfazendo (4.26), entéo

< et piyx O | e O’ 0 ) 99" 99’

_ kl
Fra s = IOV, (4.29)

ovlov/ L7 oK b vl Ov!

Demonstragao. Se (E,m,(M,g), (F,h), L) é um sigma-modelo e ¢ € uma solugdo de suas
equacoes de Euler-Lagrange. De 3.2, temos que

9" (0ads(6") = T 0u(¢") + T 05(6)0s(0") ) = —H"aV.  (4.30)

Como (7, €) é um levantamento de Eisenhart de 7, ento existe ¢ satisfazendo

p=co¢ (4.31)

g7 (0a056%) = T\ 0,6" + 11X 0,(61)92(6") ) = 0. (4.32)
De (4.30) e (4.31), segue que
) (aQ(E 20 _ pandleod)t e A @j) =-n"ov, (433

0xedxrB 8 9o ore oxP

de que segue

= —hMoV,

s [ 0" 041 097 N o 0?9t . de* ¢! L Ot D! del D!
ovlov! x> 0xP  Ov! x*0xh R Y ov! Oz Ov! OxP

(4.34)
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g [( 0%e" N L o¢’ 8€j> 99" 09’ + Oct (—02& ro 6&)] = —hMoV,

ovlov’ ool ov? ) Oz 9xP T ol \ dxedxf P Oz
(4.35)
Usando (4.32), substituimos o termo no segundo parénteses e obtemos
02k Gy O r Ot 0T\ 0p! 07
B NSO N = —pM 4.
(5)1}181}" L7 gk Ty ov! 8UJ) Jz® Oz AV, (4.36)
como desejado. |

A equacao (4.29) nao nos é estranha. O termo entre parénteses é exatamente a
hessiana de ¢. Essa hessiana pode ser interpretada como um tensor no produto tensorial
do pullback do fibrado tangente de £ por ¢ com os tensores 2-covariantes em F. Nesse
caso, uma notagcdo mais compacta para a equagao (4.29) poderia ser que as fungdes ¢, ¢
e ¢, e as métricas h e h devem satisfazer a

¢*(Hess(e)) = —gradV o ¢. (4.37)

Podemos entao interpretar a nova formulagdo como segue: dados o sigma-modelo
(E,7,(M,q),(F, h), L), aexisténcia de um levantamento de Eisenhart dependera se existem

Uma variedade F':
« Uma métrica pseudo-riemanniana h em F;
« Uma fungéo ¢ : F — F;

« Uma familia ® de fungées ¢ : M — F

satisfazendo (4.29). O problema pode ser colocado dessa forma, mas ainda admite varia-
coes: por exemplo, podemos supor que conhecemos £, ¢ e ®, e tentar com isso achar a
métrica .

Notamos ainda que (4.29) pode permitir ou ndo a existéncia de levantamentos de
Eisenhart com F de dimensao qualquer, ndo necessariamente maior que a dimensao de F,
como foi 0 caso com Eisenhart e Eisenhart-FKP.

Um caso especial do levantamento com essas defini¢des, que consideramos ser
de particular interesse geométrico, é quando F = F, M = R, e = idp, e nos é dada uma
familia de curvas ® em F’, que sao solugdes de um sistema mecanico conservativo. Nesse
caso, a pergunta de existéncia de solugcbes de (4.29) passa a ser “com esses dados, é
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possivel encontrar uma métrica / na prdpria F, tal que essas curvas sdo uma familia de
geodésicas suas?”

Em suma, aqui temos um ponto de partida para investigar outras possiveis aborda-
gens dos levantamentos.
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5 Conclusao

O estudo desenvolvido para este trabalho atinge um objetivo triplo, que consideramos
muito importante.

O primeiro, € o entendimento das estruturas matematicas fundamentais associadas
as teorias de campos. Esse entendimento permite a formulagcdo de questionamentos
que podem néo estar claros ou passar despercebidos quando ndo se pensa sobre as
propriedades dos objetos geométricos que se esta empregando na analise de sistemas
fisicos.

Além disso, conseguimos aplicar esse entendimento para estudar sob um novo olhar
0 que os levantamentos de Eisenhart ja considerados na literatura representam, suas dife-
rentes propriedades. Apesar dos sigma-modelos serem principalmente introduzidos como
“modelos-brinquedo”, eles tém aplicacbes em pesquisa contemporanea, tanto fundamental
quanto efetiva.

Finalmente, como um Trabalho de Conclusdo de Curso, acreditamos que este
texto represente uma demonstracao do empenho de seu autor em buscar clareza no seu
entendimento dos conceitos fisicos e matematicos pertinentes, bem como desenvolver e
dialogar acerca deles.

Apesar disso, existem ainda ideias ndo completamente claras, e ideias n&o discutidas.
Por exemplo, emergindo diretamente da prépria ideia de se generalizar o levantamento para
teorias de campos, ainda nao se sabe se existem levantamentos de Eisenhart para teorias
de campos que nao sao sigma-modelos, e qual o seu significado. Pode ser ainda que a
Definicao 4.5 nao se mostre a mais adequada no futuro, e precise ser reformulada. Ou,
com essa mesma definicao, haja uma terceira maneira de generalizar o levantamento de
Eisenhart. No caso especial da Equacéao de Klein-Gordon, o que a existéncia de solugdes
da equacao (4.29) implicaria para o conceito de massa de um campo?

Responder a essas e outras questdes sera fundamental para entendermos o escopo
completo da ideia dos levantamentos.
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A Alguns Conceitos de Geometria Diferen-
cial e Riemanniana

Embora n&o seja pratico nem possivel assumir que o leitor tenha familiaridade com
todos os conceitos de geometria diferencial, relegamos a este apéndice o que consideramos
ser mais comumente tratado na literatura basica sobre Geometria Diferencial almejada aos
fisicos, para a finalidade de consulta e notagao, caso necessario. Se isto eventualmente
nao for suficiente, recomendamos a consulta a [Lee 2002] e [Lee 1997].

Usamos algumas vezes o conceito da derivada de deRham, apenas em coordena-
das, o que nos sera suficiente. Dada uma k-forma diferencial w = fdx®* A --- A dx®, em
que f € C>*(M,R), sua derivada de deRham é

dw = ﬁdxﬂ Adx® A N da® (A1)
OB

Seja f € C*(M,N) e T um tensor r-covariante em N pullback de 7" por f é o
tensor r-covariante em M dado por

W, Ve) = Tdf(VA), - df (V) (A-2)

para todos os campos vetoriais V7, ..., V. em M, em que df denota a derivada de f.

Uma métrica pseudo-riemanniana g € um tensor 2-covariante numa variedade M,
satisfazendo, para todos os pontos p € M e vetores tangentes v, w € T,M, a

) g(v,w) = g(w,v)

i) Afungéo b :v € T,M — (w € T,M + g(v,w) € R) € T* M é um isomorfismo.

O isomorfismo do item ii) garante que a matriz g, possui uma inversa ¢g” e permite,
entre outras coisas, as usuais manipulagdes de indices do tipo

AP = g A, (A.3)

definindo, por exemplo, um vetor associado ao campo eletromagnético, que € uma 1-forma.

Uma conexao de Koszul V é um operador que, atuando sobre campos vetoriais
X,Y, Z e fungdes reais f definidos numa variedade, satisfaz a

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

i) VxfY =df(X)Y + fVxY
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i) VixyvZ = fVxZ +VyZ
e pode ser estendida a atuar sobre tensores 1" r-covariantes e s-contravariantes por
VXT(‘/b ) ‘/Ta Wiy eeey CUS) - X(T(‘/b s ‘/7“7w17 ) ws))

—T(VxVi, e, Viywr, oy w)
—T(Vi, ..., Vx Vi, wy, ey wy)
+T V1, .., Vi, Vxwr, ooy ws)
+...
+T Vi, oy Vi wyy ey, Vixws)
para todos os campos vetoriais Vi, ..., V,. e 1-formas wy, ..., w;.
Se X, Y sdo campos vetoriais, V x Y é também um campo vetorial. Os simbolos de

Christoffel de uma conexao séo definidos por

Vouds =740, (A.4)

A notagdo comum para conexdes em textos de fisica é facilmente entendida se
escrevemos V, X7 := [V, X]°.

A conexao de Levi-Civita associada a uma variedade pseudo-riemanniana (M, g)
€ a Unica conexao de Koszul que, para todos os campos vetoriais X,Y em M, satisfaz
ainda a

) Vxg=0
i) VY — VyX = [X,Y]

em que [X, Y] denota o colchete de Lie. Essa conexdo é descrita em qualquer carta de M
por

1
[l = 5975(%9% + 98950 — O59ap) (A.5)
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