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Introducao

A ideia desta monografia surgiu do interesse do autor em compreender um dos objetos de
estudo mais exoticos da Fisica: os buracos negros. Com isto em mente, este trabalho teve o
objetivo de introduzir o estudo dos buracos negros no ambito da relatividade geral e também
da gravitagao semicléssica através da radiacao Hawking.

No primeiro capitulo, almejou-se discutir varios conceitos fundamentais da relatividade
geral, importantes para o restante da monografia. Assim, na secao 2.1, foi feita uma in-
trodugao a teoria da relatividade geral por meio de sua motivacao fisica e apresentacao das
equacoes de Einstein. Na secao 1.2, apresentou-se o método variacional para o calculo de
geodésicas em espagos-tempos curvos. Ja na secao 1.3, foram introduzidos alguns conceitos
da teoria da causalidade, indispensaveis para a analise do espago-tempo de Kruskal-Szekeres
na secao 2.4 e para a elaboracao da definicao formal de um buraco negro na secao 3.1.

O capitulo 2 teve o intuito de estudar o espaco-tempo de Schwarzschild e comeca, na
secao 2.1, com a deducao da métrica de Schwarzschild a partir das equacoes de Einstein no
vacuo. Na secao 2.2, estudou-se o movimento de particulas teste neste espaco e na secao 2.3
apresentou-se a deducao de dois importantes resultados: o avanco do periastro dos astros e
a deflexao dos raios de luz sob a acao de fortes campos gravitacionais. Na tltima se¢ao do
capitulo, foi obtida a extensao maxima do espago-tempo de Schwarzschild, onde foi possivel
observar uma regiao de buraco negro.

No capitulo 3, varios aspectos da teoria de buracos negros foram estudados. Na secao 3.1,
foi construida a defini¢ao formal de buraco negro e foi apresentado as métricas que descrevem
o espaco-tempo a sua volta. Na secao 3.2, foi feita uma andlise das geodésicas no espaco-
tempo de Kerr, sendo apresentada a solucao exata da equacao orbital de Schwarzschild como
um importante subproduto. Na secao 3.3, foi vista a analogia formal existente entre as leis
dinamicas dos buracos negros com as leis da termodinamica classica enquanto, na segao 3.4,
estudou-se a radiacao Hawking em um buraco negro de Schwarzschild como uma transigao
da abordagem classica para a semiclassica. Por fim, a conclusao do trabalho foi realizada no
capitulo 4.

Assumiu-se que o leitor ja tenha familiaridade com algumas defini¢oes basicas de geome-
tria diferencial — e.g., variedade Lorentziana, campos vetoriais e tensoriais, conexoes afins,
simbolos de Christoffel, derivadas covariante e de Lie, tensor de curvatura, etc. Dentre ou-
tras, as referéncias [4] e [7] sdo Gtimas fontes para o estudo de tais conceitos na medida em
que apresentam uma discussao a parte de geometria diferencial.

Com excecao de alguns trechos, onde se discutiu conceitos no ambito da gravitacao New-
toniana, ao longo de todo o texto, foram utilizadas as unidades de Planck em que

c=h=G=kg=1,



sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo, h a constante de Planck reduzida, G a constante
gravitacional de Newton e kg a constante de Boltzmann. Além disso, a convencao da soma
de Einstein também foi utilizada sistematicamente neste trabalho.

Por fim, gostaria de agradecer ao apoio de minha familia e de meus amigos durante toda
a graduacao como também a orientagao e a paciéncia do prof. Dr. Javier Fernando Ramos
Caro ao longo deste projeto de Trabalho de Conclusao de Curso (TCC).
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Capitulo 1

Conceitos de Relatividade Geral

Spacetime tells matter how to move; matter tells spacetime how to curve.
John Archibald Wheeler, em “Geons, Black Holes & Quantum Foam: A Life in Physics”

A teoria da relatividade geral, formulada pelo fisico teérico alemao Albert Einstein (1879
- 1955) em 1915, tenta conciliar a teoria de Newton da gravita¢ao com a relatividade especial
ja que a interacao gravitacional instantanea — caracteristica da gravitacao Newtoniana —
nao é concebivel na relatividade especial devido a preconizacao de que nada pode superar
a velocidade finita da luz. Na teoria de Einstein, a informacao é transmitida pelas ondas
gravitacionais que também viajam na velocidade da luz. Naturalmente, a relatividade geral
coincide com a especial na auséncia de gravidade e recai na teoria gravitacional Newtoniana
quando os campos gravitacionais sao relativamente fracos e as velocidades dos corpos sao
baixas em comparagao com a da luz.

A teoria de Einstein predisse varios fenomenos que, atualmente, ja foram verificados direta
ou indiretamente, como a expansao do Universo, as lentes e ondas gravitacionais e os buracos
negros. Por sua vez, a teoria gravitacional Newtoniana continua sendo importante para o
estudo de véarios fenomenos — e.g., a estrutura interna do Sol e a evolugao de galaxias [1] —,
no entanto, os efeitos relativisticos devem ser cada vez mais considerados quanto maior for o
chamado fator de correcao relativistico e:

GM  v?

~ =
cr c?

£~ (1.1)
em que (G é a constante gravitacional Newtoniana, ¢ é a velocidade da luz no vacuoe M, r e v
denotam, respectivamente, a massa, o tamanho e a velocidade caracteristica do sistema con-
siderado. Os efeitos relativisticos se tornam importantes quando € é uma fragao significativa
da unidade [1].

A teoria de Einstein substitui o potencial escalar Newtoniano ® definido no espacgo Eu-
clidiano por um tensor simétrico de segunda ordem g,,, que constitui a métrica em um
espaco-tempo quadridimensional M. Neste contexto, a métrica assume um carater dinamico,
influenciando e sendo influenciada pelos processos fisicos e, como resultado da curvatura do
espaco-tempo, surge a gravidade . Geometricamente, um espaco-tempo é uma variedade
Lorentziana tempo-orientada, i.e., no qual foi escolhida uma orientacao temporal. Deve-se
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lembrar que uma variedade Lorentziana (M, g) é tempo-orientavel se M admite um campo
vetorial continuo X do tipo tempo — i.e., no qual

g(X(p), X(p) <0,VpeM - (1.2)

que nao se anula em toda a variedade. Neste caso, (M, g) admite duas orientagoes temporais
definidas por X e —X. A gravitacao Newtoniana também pode ser expressa em termos
geométricos através da perturbacao da métrica de Minkowski para que esta deixe de ser
plana ou pela modificagao do espaco-tempo de Schwarzschild — estudado no capitulo 2 — para
que este seja apenas ligeiramente curvo.

1.1 Relatividade Geral e as Equacoes de Einstein

1.1.1 Principios Fisicos da Relatividade Geral

Em sua tentativa de reconciliar a relatividade especial com a teoria gravitacional Newto-
niana, Einstein foi guiado por dois importantes principios fisicos: o principio da covariancia
geral e o principio da equivaléncia. O primeiro diz que os fenomenos fisicos em si nao de-
pendem do sistema de referéncia no qual sao expressas suas leis. Em termos matematicos,
geralmente, isso ¢é feito langando-se mao dos campos tensoriais na medida em que sao obje-
tos geométricos intrinsecos de uma variedade suave. O segundo reflete a coincidente equi-
valéncia Newtoniana das massas gravitacional e inercial, testada experimentalmente com
grande acuracia pelo préprio Newton. Esta equivaléncia é expressa no fato da aceleragao —
devido a gravidade — de uma particula teste situada em um determinado ponto do espago
independer da natureza desta particula. Em sua versao mais fraca, ela pode ser enunciada
da seguinte forma:

Em regioes suficientemente pequenas do espaco-tempo, o movimento de particulas em
queda livre € o mesmo tanto em um campo gravitacional quanto em um referencial unifor-
memente acelerado.

Principio Fraco da Equivaléncia

Extrapolando o principio fraco da equivaléncia, Einstein ainda postulou o seguinte:

Em regioes suficientemente pequenas do espaco-tempo, as leis da fisica reduzem-se aquelas
da relatividade especial; € impossivel detectar a existéncia de um campo gravitacional por meio
de experimentos locais.

Principio da Equivaléncia de Einstein

E preciso observar que, em regioes suficientemente grandes do espaco-tempo, geralmente,
hé& inomogeneidades do campo gravitacional que dao origem as forcas de maré de tal forma
que tais principios nao sao mais validos neste caso. Além disso, ja que a aceleracao local que
uma particula teste, localizada em um determinado ponto p € M de sua linha de mundo,
é expressa em termos dos simbolos de Christoffel T, (p), matematicamente, o principio da
equivaléncia estd ligado ao seguinte lema [5].
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Lema 1.1. Sejam (M, g) uma variedade pseudo-Riemanniana n-dimensional e U uma vizi-
nhanga de um ponto arbitrario p € M descrita pelas coordenadas z#. Pode-se construir um
novo sistema de coordenadas T" — dito localmente inercial — com as seguintes propriedades:

(i) z"(p) = 0;
(ii) nas novas coordenadas 7", os simbolos de Christoffel se anulam em p: fzy(p) =0;

(iii) nas coordenadas T#, o valor da métrica g, é igual a sua assinatura:

+1 0 O 0
0O +£1 0 0
gu.@=1: =+ = i, (1.3)
0 . 0O £1 0
0 0 0 =1

1.1.2 As Equacoes de Einstein

Na teoria Newtoniana, o potencial escalar ® satisfaz a equagao de Poisson enquanto, na
relatividade geral, a métrica g,, deve satisfazer as famosas equagoes de campo de FEinstein,
um conjunto de equagoes diferenciais parciais de segunda ordem nao lineares acopladas que
nao podem ser deduzidas dentro da teoria da relatividade geral mas sao postuladas e testadas
experimentalmente. Elas permitem a ligacao entre a curvatura do espago-tempo e o conteido
de matéria e energia nele contido (Figura 1.1) e devem recair na equacao de Poisson quando
no limite Newtoniano de um espago-tempo com pequena curvatura produzida por fontes de
matéria com baixas velocidades comparadas a da luz.

Para medir a curvatura do universo, sao utilizados o tensor de curvatura de Riemann
R,.vs — que pode ser calculado explicitamente a partir dos sfmbolos de Christoffel que, por
sua vez, sao dados em termos da métrica g,, — e os tensores e escalares derivados dele. Por
outro lado, o conteiido de matéria e energia do Universo é representado pelo tensor energia-
momento T}, um tensor simétrico de segunda ordem. A generalizagao para espacos-tempos
curvos da conservacao local de energia-momento ¢é escrita em termos da derivada covariante
da seguinte forma [1, 2, 7]:

v, T" = 0. (1.4)
Com tudo isso em mente, uma relacao candidata a dinamizar a métrica é dada por
R + Mg R = kT, (1.5)

em que Ry, = R7,, éo tensor de Ricci, R = ¢g""R,, é a curvatura escalar e tanto A como
K sdo contantes reais. Aplicando a derivada covariante em ambos os lados da Equagao (1.5)
tem-se que, devido a conservacao de energia e momento, o termo da direita é nulo. Dali,
considerando a identidade de Bianchi contraida [1, 2, 7|

1
v, <RW - 5g‘“’R> =0, (1.6)
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Figura 1.1: Metafora da folha de Eddington ilustrando a relacao entre espago-tempo e matéria
e energia codificada nas equagoes de Einstein. Nesta analogia, um objeto colocado sobre uma
folha de papel esticada altera sua topologia e, consequentemente, modifica a trajetéria de
outros corpos que se movem sobre ela. (Reproduzida de [5])

deve-se ter A = —%. Além disso, comparagoes com o limite Newtoniano resulta no valor
k = 8, nas unidades de Planck [1, 2, 7]. Dessa forma, as equagoes de Einstein sao dadas por

1
G = Ry — §gN,,R = 87Ty, (1.7)

em que G, é conhecido como o tensor de Einstein. Deve-se levar em conta que, devido a
identidade de Bianchi, das dez equagoes representadas em (1.7), apenas seis sao indepen-
dentes. Além disso, observa-se que é possivel adicionar um termo da forma Ag,,, sendo A
uma constante real denominada constante cosmoldgica, na medida em que a derivada co-
variante da métrica é sempre zero [1, 2, 7]. De forma equivalente, pode-se interpretar este
termo como a energia do vacuo e inclui-lo do lado direito da equagao como uma contribuigao
para o tensor de energia-momento. As solucoes das equacoes de Einstein com a constante
cosmoldgica sao conhecidas como espacos de Sitter no caso em que A > 0 e anti-de Sitter
quando A < 0. Neste trabalho, a constante cosmolégica serd desconsiderada e tais espacos
nao serao estudados.

1.2 Geodésicas

As retas do espaco Euclideano R? sao estendidas para uma variedade suave M através
do conceito de geodésicas. Formalmente, uma geodésica é uma curva v: J — M, sendo J
um intervalo da reta, na qual seu campo velocidade ¥ ¢ paralelo ao longo de 7, i.e.,

Vi =0, (1.8)
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em que V é uma conexao afim em M. Em uma carta local (U, z!, 22 ... 2") de M na qual
o campo velocidade de uma geodésica vy ¢é escrito como
dxt
y = ——0,, 1.9

a Equagao (1.8) traduz-se na chamada equa¢do da geodésica [4, 5, 7|
# 4 T0, i =0, (1.10)

em que ¥ = £ ¢ I['7,, sdo os simbolos de Christoffel da conexao afim V. A solugao deste

sistema de equagoes diferenciais é completamente determinada dadas 2n condigoes iniciais:
o ponto inicial z°(0) da curva e o vetor tangente %2(0) neste ponto. Dessa forma, em cada
ponto p € M, existe uma geodésica que parte em uma determinada direcao.

Considerando agora uma variedade pseudo-Riemanniana (M, g), o comprimento de uma
curva v: [a,b] — M é dado por [5]

S(y) = / 9(4(N), 4(\) dA. (1.11)

No caso em que a conexao afim em consideracao é a de Levi-Civita, a curva de compri-
mento extremal — em geral, minimo — entre dois pontos fixos é uma geodésica [5] e, para
utilizar o principio variacional a fim de encontrar trajetorias de particulas, as equagoes de
Euler-Lagrange da lagrangiana do sistema deve coincidir com a equacao da geodésica ja que,
na teoria da relatividade geral, as trajetorias das particulas livres sao tais curvas. Um célculo
direto, que pode ser encontrado em [4], mostra que isto acontece quando a lagrangiana e a
acao sao definidas, respectivamente, por

L= %guy(x):t‘“:t” (1.12)

sz/\/ﬁdA. (1.13)

No entanto, enquanto em uma variedade Riemanniana existe apenas um tipo de geodésica
devido a positividade da métrica, em uma variedade Lorentziana, existem trés tipos:

i. geodésicas do tipo tempo sao aquelas tais que g(¥,7) < 0;
ii. geodésicas do tipo espago sao aquelas tais que g(¥,7) > 0;
iii. geodésicas do tipo luz sdo aquelas tais que g(7,7) = 0.

Na teoria da relatividade geral, a trajetoria das particulas massivas sao geodésicas do tipo
tempo enquanto o caminho percorrido pelas particulas sem massa que viajam na velocidade
da luz sao geodésicas do tipo luz. Nenhuma particula fisica percorre uma geodésica do tipo
espaco na medida em que, neste caso, ela teria uma velocidade superluminal e haveria violagao
da causalidade [5]. J& os pardametros afins, em cada caso, sao definidos, respectivamente, pelas
condicoes

2L=—-1, 2L=1 e 2L=0. (1.14)
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1.3 Causalidade

O objetivo desta secao é introduzir conceitos indispensaveis para o estudo das relacoes
causais globais em espagos-tempos curvos que serao utilizados nos capitulos subsequentes.

1.3.1 Cones de Luz

Enquanto na teoria da relatividade especial um cone de luz pode ser definido globalmente,
em um espaco-tempo curvo M, sua definicao é feita apenas localmente — em cada ponto da
variedade — na medida que, para todo p € M, o plano tangente a p, T, M, é isomorfo ao
espago de Minkowski [6, 7]. Assim, o conjunto de todos estes cones de luz descreve a estrutura
causal do espago-tempo e gera a nogao de causalidade global na variedade.

O cone de luz %, definido em um ponto p € M é composto pelo conjunto de vetores
tangentes ¢t € T,M do tipo tempo ou do tipo luz, i.e., tais que g, t*t" < 0 (Figura 1.2). O
cone de luz forma uma subvariedade e pode ser decomposto como a uniao dos cones de luz
futuro €' e passado €, :

6y = ‘KJUCKP’, sendo 6 ={te€,:t°>0} e € ={te%,:1" <0}, (1.15)
cujos vetores sao ditos direcionados para o futuro ou para o passado, respectivamente.

_.- local light-cone at p

event ) JrT

E e,
- >

p (M,g) = space-time

b

Figura 1.2: Cone de luz local de um ponto p de um espago-tempo curvo M. (Reproduzida
de [6])

A nocao de orientacao temporal pode ser estendida naturalmente para curvas: uma curva
do tipo tempo direcionada para o futuro em um espago-tempo M é uma curva suave y(\)
em M na qual, em cada ponto p € v, o vetor tangente 4 a curva é do tipo tempo direcionado
para o futuro. Da mesma forma, v(\) é do tipo tempo direcionada para o passado se ¥
também o é. Ja uma curva causal direcionada para o futuro (respect., passado) é uma curva
suave v(\) cujo vetor tangente a curva 4 em cada ponto p € v é do tipo tempo ou do tipo
luz direcionado para o futuro (respect., passado).

Dados dois pontos p,q € M, utiliza-se a notacao convencional p < ¢ para denotar a
existéncia de uma curva suave do tipo tempo direcionada para o futuro de p a ¢ e também
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p < ¢ se p = q ou se existe uma curva suave causal direcionada para o futuro de p a g. Além
disso, denota-se p < g se p < ¢ e p # q. Dessa forma, o passado e o futuro cronoldgicos de
um ponto p sao os conjuntos definidos, respectivamente, por

I"(p)={qeM:q<p} e I"(p)={¢eM:p<q}. (1.16)
Ja o passado e o futuro causais de p sao definidos, respectivamente, como os conjuntos
J(p)={qeM:q<p} e J(p)={qge M:p<q} (1.17)

Enquanto os conjuntos I~ (p) e I (p) sdo sempre abertos em qualquer espago-tempo, os
conjuntos J~ (p) e J*(p), em geral, ndo sdo necessariamente abertos nem fechados [6]. Ainda
mais, ambos os conceitos podem ser estendidos para uma regiao S C M. Com efeito, o futuro
(passado) cronoldgico ou o futuro (passado) causal da regiao S sao definidos, respectivamente,
por

(S) = JI*() e J58) =] T*®). (1.18)
peS peS

Por sua vez, as superficies sao classificadas da seguinte forma: uma superficie ¥ é do tipo
tempo (respect., espago) se seu vetor normal n* em cada ponto da superficie é do tipo espago
(respect., tempo) ao passo que as superficies do tipo luz sdo aquelas cujos vetores normais
também sao do tipo luz.

1.3.2 Espacos Globalmente Hiperbdlicos

Uma regiao S C M de um dado espago-tempo ¢é dita acronal se
IT(S)ns=a. (1.19)

Neste caso, os eventos em S nao possuem relagoes causais entre si e, assim, pode-se
especificar livremente sobre ela, de forma consistente, condigoes iniciais para campos classicos
ou quanticos. Pode-se mostrar que [6] se S C M é uma regiao conexa, a fronteira do futuro
cronolégico de S — denotada por OI*(S) — é uma subvariedade acronal de dimensao n — 1.

A borda de um conjunto acronal fechado S — denotada por edge(S) — consiste no conjunto
de pontos p € S tais que, para toda vizinhanca U, de p, existem dois pontos ¢ € I~ (p) e
r € I™(p), ambos contidos em U, e conectados por pelo menos uma curva do tipo tempo
que nao intercepta S. Assim, se S C M é uma regiao acronal fechada de um espago-tempo
n-dimensional (M, g) tal que edge(S) = &, entdao S é uma subvariedade (n — 1)-dimensional
de M [6].

O dominio de dependéncia futuro (passado) de um conjunto acronal fechado S é definido
como o conjunto D*(S) de pontos p € M nos quais toda curva do tipo tempo direcionada
para o futuro (passado) que passa por p intersecta S. Dessa forma, o dominio de dependéncia
futuro é uma subvariedade causalmente determinada pelo que acontece em S enquanto o
dominio de dependéncia passado, por outro lado, determina causalmente o que acontece em
S. Por sua vez, o dominio de dependéncia completo de um conjunto acronal S é o conjunto
definido por

D(S) = D*(S)| D (9). (1.20)
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Uma superficie de Cauchy é um conjunto acronal fechado ¥ C M de um espaco-tempo
(M, g) se seu dominio de dependéncia coincide com toda a variedade:

D(X) = M. (1.21)

De acordo com as definigoes, observa-se que uma superficie de Cauchy nao possui borda
e, portanto, é uma hipersuperficie. Além disso, uma superficie de Cauchy é interceptada uma
tnica vez por uma curva causal [14] e o conhecimento de condigoes iniciais sobre ela determina
completamente o desenvolvimento temporal futuro dos processos fisicos. Um espaco-tempo
é dito globalmente hiperbdlico se admite uma superficie de Cauchy. Tais espacos permitem
uma formulacao global consistente da causalidade e, por isso, sao solugdes nao patoldgicas
das equagoes de Einstein [6].

1.3.3 Aplicacoes Conformes

Sejam (M, g) e (M, ]) variedades pseudo-Riemannianas, ambas de dimensao n. Uma
aplicacao conforme de M em M é uma aplicacao diferenciavel ¢: M — M na qual existe
Q € C*°(Im v) — denominado fator conforme — tal que

Gl » = Q**g, (1.22)

em que 1*g denota o pullback da métrica g. As transformagoes conformes preservam toda a
estrutura causal entre as variedades. Com efeito, em 1)(M) C M, existem duas métricas — §
e Y*g — tais que as curvas que sao causais em relacao a uma delas também sao em relacao a
outra. As geodésicas do tipo luz também coincidem em relacao a ambas as métricas, apesar
disso nao acontecer com as geodésicas em geral [6]. Ainda, as aplicagoes conformes ajudam a
entender o comportamento das geodésicas no infinito com a ajuda dos diagramas de Penrose
que expoem a estrutura causal dos eventos de um espago-tempo por meio de sua extensao
conforme. Assim, a fronteira de todos os espacos-tempos assintoticamente planos pode ser
decomposta como a uniao dos seguintes elementos:

e O ponto final i da imagem de todas as curvas do tipo espago em (M, g) é chamado
infinito tipo espaco.

O ponto final i* da imagem de todas as curvas do tipo tempo direcionadas para o
futuro em (M, g) é denominado infinito futuro tipo tempo.

O ponto final i~ da imagem de todas as curvas do tipo tempo direcionadas para o
passado em (M, g) é chamado de infinito passado tipo tempo.

O ponto final Z* da imagem de todas as curvas do tipo luz direcionadas para o futuro
em (M, g) é denominado infinito futuro nulo.

O ponto final Z~ da imagem de todas as curvas do tipo luz direcionadas para o passado
em (M, g) é chamado de infinito passado nulo.



Capitulo 2

A Geometria de Schwarzschild

Imagine my joy at the feasibility of general covariance and the result that the
equations give the perihelion motion of Mercury correctly. For a few days I was
beside myself with joyous excitement.

Albert Einstein

Em 1916, o fisico e astronomo alemao Karl Schwarzschild (1873 - 1916) obteve a primeira
e de mais vasta aplicabilidade pratica solucao exata das equagoes de Einstein no vacuo para a
regiao exterior de uma distribuigao esférica e estética (sem rotagdo) de massa m. Dessa forma,
ela descreve objetos astrofisicos sem ou com pouca rotagao sobre seu proprio eixo, como o
Sol e outras estrelas. A métrica de Schwarzschild é a tinica solucao da teoria da relatividade
geral que foi completamente comprovada experimentalmente e seu sucesso, muitas vezes,
confunde-se com o da teoria como um todo [11]. Dentre os testes cldssicos providos por esta
solucgao, estd a previsao do avanco anual do periélio de Mercirio, o calculo do encurvamento
da trajetoria da luz ao passar nas proximidades de corpos com grande massa, o calculo do
desvio gravitacional para o vermelho e o atraso temporal de Shapiro.

Mais tarde, a solucao de Schwarzschild foi reconhecida como a solucao que representa
a regiao tanto exterior como interior de um buraco negro sem rotagao. De fato, apenas na
década de 60 os buracos negros deixaram de ser considerados apenas um artefato matematico
e ganharam significado fisico com a extensao da métrica de Schwarzschild e a subsequente
interpretagao do chamado raio de Schwarzschild como um horizonte de eventos [14].

2.1 A Meétrica de Schwarzschild

No vécuo, o tensor de energia-momento é identicamente nulo de tal maneira que as
equagoes de Einstein (1.7) assumem a forma

1
RMV = éRguy- (21)

Multiplicando ambos os lados da Equagao (2.1) pela inversa da métrica g"*, conclui-se
que R = 0 porquanto R = g" R, e ¢""g,, = 4 . Como resultado, no vacuo, as equacoes de
Einstein reduzem-se a

R, = 0. (2.2)

15
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Como foi dito anteriormente, Schwarzschild tentou resolver as Equagoes (2.2) no contexto
mais simples possivel: fora de uma fonte massiva estatica com simetria esférica. A métrica
de uma fonte estatica deve ser independente da coordenada temporal ¢t e o elemento de
linha nao pode conter termos da forma dz’dt na medida em que nao sao invariantes sob a
transformacao t — —t. Por sua vez, uma fonte com simetria esférica nao pode gerar um
espaco-tempo cujo elemento de linha contenha os termos df dr e d¢ dr. Levando tudo isso
em consideragao, pode-se demonstrar que uma métrica estatica esfericamente simétrica pode
ser escrita genericamente por [1, 3, 4]

ds® = —e20 dt? + PO dr? 412 (dO* + sin® 0 d?) (2.3)

em que A(r) e B(r) sao fungoes reais diferencidveis da coordenada radial r. Para uma métrica
desta forma, apds o calculo dos simbolos de Christoffel, encontra-se os seguintes valores para
os tensores de Ricci [3, 4]:

1 1 1 B’
= —=A"+ AB — A%+ —; 2.4
R 2 + 4 4 * r’ (24)

1 1 1 A’
A—B " 5Y 2
- SAT - ZAB A% ) 2.
Rtt e (2 4 + 4 + ’ ) y ( 5)
1
Rgg = efB |:§’I" (BI — A/> — 1:| + 1, (26)
R¢¢ = Reg Sin2 9;

R,, =0 para p#v; (2.8)

em que a plica denota a derivada em relacdo a r. Assim, considerando a Equacao (2.2),
tem-se das Equagoes (2.4) e (2.5) que

A'=-DB, ie, A=-B+k, (2.9)

sendo k£ uma constante de integragdo que, conquanto, pode ser absorvida na métrica (2.3)

fazendo-se uma mudanca na escala de tempo t — e_gt, de tal forma que A = —B. Com isso,
das Expressoes (2.2) e (2.6), obtém-se

eAl+ra)=1 (2.10)
que pode ser reescrita como
e +r (eA)/ = (reA)/ = 1. (2.11)

Esta ultima equagao, por sua vez, pode ser integrada facilmente, resultando em

rs
et =1--2, (2.12)

r
em que rg é outra constante de integragao, conhecida como raio de Schwarzschild. Por
outro lado, tratando o espaco de Minkowski perturbativamente a fim de introduzir os efeitos
gravitacionais Newtonianos, encontra-se que em uma regiao muito distante de um corpo
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esférico de massa M — i.e., no limite de campo fraco — a componente g; da métrica que
representa tal regiao pode ser escrita da seguinte forma [1, 2]

G = — (1 - %> . (2.13)

r

Como o campo de Schwarzschild deve concordar assintoticamente com a teoria Newto-
niana na regiao de um campo gravitacional fraco, pode-se fazer a identificacao rg = 2M e,
dessa forma, o parametro M é interpretado como a massa do corpo esférico central fonte da
curvatura. B preciso salientar, no entanto, que fora do limite de campo fraco o parametro
M engloba a energia de ligacao gravitacional — energia que seria requerida para dispersar
a matéria de uma estrela para o infinito — e nao é simplesmente a soma das massas dos
constituintes do corpo responsavel pela curvatura do espago-tempo [2, 4].

Portanto, a métrica de Schwarzschild é dada por

T r

2M oM\ !
ds® = — (1 — —) dt® + (1 - —) dr? + r? (d62 + sin? 9d¢2) i (2.14)

E interessante notar que, da mesma forma da gravitagao Newtoniana, o campo gravitaci-
onal externo nao depende da maneira como a massa esta radialmente distribuida e apenas a
massa total importa. Além disso, observa-se que os coeficientes da métrica (2.14) divergem
quando r = 0 ou r = 2M, i.e., tais pontos representam singularidades do espago-tempo de
Schwarzschild. Contudo, enquanto a singularidade localizada em r = 2M pode ser removida
através de uma mudanca de coordenadas, a outra nao. Um método pratico que ajuda a
decidir se uma singularidade é real ou removivel consiste em analisar os escalares formados
a partir do tensor de curvatura de Riemann ja que tais tensores divergem apenas em singu-
laridades reais [2]. Por exemplo, no caso da métrica de Schwarzschild, o chamado escalar de

Kretschmann é dado por [2]

A8 M2
— (2.15)

confirmando que a singularidade na origem é real. Ja a superficie r = 2M é bem comportada
e serd interpretada como o horizonte de eventos de um buraco negro na secao 2.4.

Na verdade, o campo de Schwarzschild é gerado até mesmo por fontes nao estaticas —
isto é, que mudam com o tempo. De fato, o famoso teorema de Birkhoff — demonstrado
pelo matematico estadunidense George David Birkhoff (1884 - 1944) em 1923 — diz que toda
solugao esfericamente simétrica das equacoes de Einstein no vacuo é necessariamente estatica.
Para demonstrar este teorema basta adaptar a derivagao de Schwarzschild feita acima para
o caso em que A e B sao fungoes reais diferencidveis nao somente do raio r mas também da
coordenada temporal ¢t. O leitor interessado pode encontrar a demonstracao do teorema de
Birkhoff nas referéncias [2, 4]. Uma consequéncia deste resultado é que uma estrela que pulsa
radialmente gera o mesmo campo gravitacional externo do que uma estrela em repouso e,
dessa forma, nao emite radiacao gravitacional [3, 4]. Com efeito, para que uma estrela emita
ondas gravitacionais, ela deve oscilar de uma forma quadrupolar e este modo de oscilacao
nao possui simetria esférica [4].

Outro importante resultado demonstrado pelo fisico canadense Werner Israel diz que
toda solucao de buraco negro estatica das equagoes de Einstein no vacuo é necessariamente
esfericamente simétrica e, portanto, concorda com a solugao de Schwarzschild [7].

vV po
RHvP Ruvpo =
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2.2 O Movimento no Espaco-tempo de Schwarzschild

Nesta secao, a partir de uma abordagem variacional, serao encontradas as equacoes de
movimento para uma particula massiva que se desloca no espaco-tempo de Schwarzschild.
Em acordo com as Expressoes (1.12) e (2.14), a lagrangiana para uma geodésica do tipo
tempo é dada por

L— %gw(:c)x'“x'y (2.16)

-1
—2 [— (1—%) 4 <1—ﬂ) 2 47 (9’2+sin29¢2)] :
2 r r

em que o ponto denota a derivada com respeito ao tempo proprio 7. Neste caso, as equagoes
de movimento podem ser simplificadas tendo em vista o fato de a métrica de Schwarzschild
ser esfericamente simétrica. Com efeito, a equacao de Euler-Lagrange para a coordenada
angular 6 resulta em

d . 1 .
. (7’29) — 57“2 sin (20)¢* = 0. (2.17)
Dai, observa-se que
h_ T
2

¢ uma solucao da equagao anterior, i.e., como no caso Newtoniano, o movimento na geo-
metria de Schwarzschild também é planar. Logo, devido a simetria esférica da métrica de
Schwarzschild, pode-se fixar, sem perda de generalidade, § = 7. Além disso, tanto o tempo
t quanto o angulo azimutal ¢ sao varidveis canonicas ciclicas e, assim, tem-se as seguintes
respectivas integrais de movimento

2M .
(1 - —) t = F = constante (2.18)
r
e
r’p = L = constante, (2.19)

em que ja foi utilizado o valor § = 7. Em analogia com a aproximagao Newtoniana, pode-se
interpretar as constantes de movimento E e L, respectivamente, como a energia e o momento
angular da particula teste, ambos por unidade de massa [1, 2]. Ainda, lembrando que, por
definicio de tempo préprio, tem-se 2£ = —1 ao longo da geodésica e isolando ¢ e ¢ nas
equagoes anteriores e substituindo em (2.16), obtém-se

E2 ’f’2 LQ

oM oM 2

1-== 1= 7
T T

=1 (2.20)

que pode ser reescrita como
72+ Vig(r) = E?, (2.21)
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em que foi definido o potencial central efetivo

Vi = (1 - %) (1 + f—j) . (2.22)

Este potencial, no caso em que & > 24/3, possui um méximo e um minimo. Além disso,

observa-se que o potencial efetivo

L
M

1 M L?* ML?
= = — 1 = — _
Ver 2<V:af ) r + 2r2 73

(2.23)

difere do Newtoniano apenas pela adi¢ao do ultimo termo. Desta forma, para grandes valores

de r onde o termo ~ —1 domina, o potencial V.g tende ao Newtoniano enquanto a correcio
r ) € 5

relativistica atrativa ~ —T% se torna cada vez mais importante com o decrescimento de r

(Figura 2.1).

I
0.04

L | _|
\
| Newtonian

0.02

Vet

—0.02 -

10 20 30 40
-
M

Figura 2.1: Comparagao entre os potenciais efetivos relativistico e Newtoniano para um

. . s . A~ L o
movimento radial no espago-tempo gerado por um corpo esférico com parametro 37 = 4.3.

Em particular, nota-se que a barreira centrifuga infinita da teoria Newtoniana é substituida
por uma barreira de altura finita. (Reproduzida de [1])

Para encontrar a forma da érbita de Schwarzschild r = r(¢), sera utilizada a notagao
usual 7’ = g—; =L ewu:=1 na qual a equagao (2.20) é escrita como
) r

E?’—-1 2M

Diferenciando a equagao (2.24) em relagao a coordenada angular ¢, encontra-se

M
u (u” +u — 3Mu® — —) =0. (2.25)
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Assim, uma particula massiva no campo de Schwarzschild realiza um movimento circular
—mno caso em que v’ = 0 — ou entao realiza um movimento no qual é satisfeita a seguinte
equagao diferencial de segunda ordem

M 2
U +u= ﬁ+3Mu : (2.26)
Observa-se que a Equacao (2.26) é idéntica a sua andloga Newtoniana mas com a adigao do
ultimo termo nao linear responsavel pelos efeitos j4 mencionados. Cada uma das Figuras 2.2
e 2.3 mostra no plano (¢,r) dois tipos de orbitas, respectivamente, fechadas e abertas, que
podem ocorrer na geometria de Schwarzschild.

0.06 30
0.04 |- . 20 - 7
10 - .
0.02 - -
Ve 0r N
0
_ 10 — -
—0.02 |- - a0l |
—0.04 ' ' ' ' —30
0.06 30
0.04 |- s 20 7
0L .
002 -
Vetr 0r .
0 T T
| | —10 | .
| |
—0.02 |- | = a0l |
—0.04 ' ' —30

Figura 2.2: Dois tipos possiveis de érbitas fechadas com seus respectivos potenciais efetivos
em fungao de ;. Ambas as trajetorias sdao parametrizadas por ﬁ = 4.3 sendo que a linha
horizontal representa o valor de & = % Na parte superior é mostrada duas oOrbitas
circulares — uma estavel e outra instavel — indicadas pelos pontos no grafico do potencial
efetivo. Ja a parte inferior mostra uma orbita fechada limitada pela circunferéncia tracejada.

(Reproduzida de [1])

2.2.1 Orbitas Circulares

Para uma orbita circular, tem-se que 7 = 0, com o raio r = ry sendo uma raiz da equagao
Vie = E2. Além disso, a 6rbita serd estdvel se Vig(ry) for um minimo do potencial efetivo Vi
ou serd instavel caso for um maximo. A equagao

OV 2M  2L? G6ML>
= — + 1 =

0 (2.27)

or 72 73 r
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Figura 2.3: Dois tipos possiveis de érbitas abertas com seus respectivos potenciais efetivos

em funcao de §;. Ambas as trajetérias sao parametrizadas por % = 4.3 sendo que as linhas
. . 2_ . , ’ .
horizontais representam os valores de & = % Na parte superior é mostrada a orbita de

uma particula que vem do infinito, rodeia o centro de atracao e se afasta novamente para o
infinito. Ja a parte inferior mostra uma particula que vem do infinito, rodeia a massa central
mas, por sua vez, cai em diregdo ao centro. (Reproduzida de [1])

fornece os seguintes valores para os raios onde o potencial é um méximo ou um minimo

L? AW
=— |1+4/1-12| — . 2.28
S (7) (2.28)
Dessa forma, quando % < 2v3, 0 potencial efetivo nao possui pontos criticos, i.e., nao

existem Orbitas estaveis (Figura 2.4). Inserindo os valores para o raio encontrados na Ex-
pressao (2.28) na segunda derivada do potencial efetivo em relagao a r,

0V,
J(r) =" &= 6L — AMr? — 24M L2, (2.29)
r
tem-se que
Jry) >0 e J(r.)<O0, (2.30)

de modo que V(r,) é um minimo enquanto Ve(r_) é um méximo do potencial. Por-
tanto, da Expressao (2.28), conclui-se que uma érbita estével existe somente para um raio
r > 6M, sendo a drbita circular critica que separa as trajetérias estaveis das instaveis cha-
mada de dltima drbita circular estdvel (ISCO, na sigla em inglés). Por fim, isolando L? na
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Graph of V()

Y

Figura 2.4: Potencial efetivo Vs para um movimento radial no espago-tempo gerado por um
corpo esférico de massa m com pardmetro £ < 2v/3. (Reproduzida de [7])

Equagao (2.27) e substituindo em (2.20), obtém-se a energia da particula em funcao do raio:

Bry= L2 (2.31)

Pode-se observar desta expressao que orbitas circulares sao permitidas apenas na regiao

r > 3M e que a energia da ultima érbita circular estavel é igual a Figco = %ﬁ

2.3 Aplicacoes da Métrica de Schwarzschild

Além de apresentar a solucao das equagoes de Einstein no vacuo para a regiao exterior de
um corpo esférico sem rotacao de massa M, Schwarzschild também derivou a precessao do
periélio de Mercirio e a curvatura dos raios de luz proximo ao Sol, efeitos estes calculados
por Einstein utilizando a aproximagao pds-Newtoniana [7]. Como o espago-tempo da regiao
exterior ao Sol, em uma excelente aproximacao, é representado pela geometria de Schwarzs-
child, historicamente, tais efeitos permitiram o teste experimental da relatividade geral e
sua consolidagdo como uma teoria fisica bem sucedida. Nesta segao, estes dois importantes
efeitos serao deduzidos utilizando a métrica de Schwarzschild.

2.3.1 Avanco do Periastro

A precessao da érbita de Mercirio, anunciada pelo astronomo e matematico francés Ur-
bain Le Verrier (1811-1877) em 1859, era um dos problemas mais importantes da mecanica
celestial no inicio do século XX e foi resolvido apenas com o advento da teoria de Einstein.
Ja que as correcoes para os planetas do sistema solar sao pequenas, o termo nao linear da
Equacao (2.26) serd tratado como uma perturbacao. Na teoria Newtoniana, a érbita de uma
particula massiva é uma elipse [5]

u(o) = }9(1 + ecos ¢), (2.32)
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com

Perihelion

Planet

Figura 2.5: Avango do periélio de um planeta do sistema solar. (Reproduzida de [3])

2 L?
=al(l—¢€%) =—, 2.33
p=a(l—c) =1 (2:33)
em que a é o semieixo maior e e é a excentricidade da elipse. Agora, substituindo a Ex-
pressao (2.32) no termo perturbativo nao linear da equagdo de movimento (2.26), obtém-se

como uma primeira aproximagao

M 3M3
u’ +u= 2 T T (1 + ecos¢)?, (2.34)
cuja solugao é dada por [3, 5, 7]
M 3M3 e?  e? ,
u(¢):ﬁ(1+ecos¢)+ T (1+5—€COSQ¢+e¢sm¢) . (2.35)

Em comparacao ao resultado Newtoniano, o unico termo nao periédico é o tultimo da
Expressao (2.35). Dessa forma, a fim de encontrar a precessdo dos astros, a equagao pode
ser reduzida para

u(p) ~ —- (cos¢ + 3M2¢sin ¢> (2.36)

~ Me s Kl - %) 4, (2.37)
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em que foram utilizadas as aproximacoes cos 3 &~ 1 e sin 3 &~  para um suposto pequeno

angulo § = 3]\522 ¢ _ de fato, este é o caso para os planetas do sistema solar — além da identidade
trigonométrica

cos (¢ — ) = cos ¢ cos 5 + sin ¢ sin S. (2.38)

Assim, u é uma funcao periddica de periodo maior do que 27 e a érbita pode ser consi-
derada uma elipse que rotaciona ao redor de um de seus focos por um angulo (Figura 2.5)

2 6mM? 6w M
A= —" 97~ = . 2.39
sa? - T T T a(l- ) (2:39)
L=

Nota-se que este efeito relativistico é mais pronunciado quando o semieixo maior da orbita
¢ pequeno e a excentricidade é grande. Merctrio ¢ o planeta mais préximo do Sol e, assim,
sua Orbita apresenta a maior precessao do periélio. Substituindo os valores dos parametros
para Merctrio na Expressao (2.39), encontra-se o valor de 43 segundos de arco por século em
total acordo com as observagoes experimentais.

2.3.2 Deflexao dos Raios de Luz

Neste momento, sera calculada a equacao de movimento dos fétons no campo de Schwarzs-
child a partir da lagrangiana de uma geodésica do tipo luz. Em acordo com as Expressoes (1.12)
e (2.14), tem-se

1 dx* dx¥
L=—=gu(r)—
290 )
1 oMY [ dt\* oM\ " [(dr\? ag\? do\”
=—|—(1——) (- 1—— — 2 — in?6 | —
) (@) (- (@) e (&) e (2))
em que A é um parametro afim satisfazendo £ = 0. Da mesma forma que as particulas
massivas, a partir das equacoes de Euler-Lagrange, conclui-se que a trajetoria dos fétons
também é planar ( = Z) e as varidveis canonicas ciclicas t e ¢ resultam, respectivamente,

=2
nas seguintes integrais de movimento

(2.40)

dt 2M
L S A 92.41
) < . ) constante (2.41)
e
d
rzd—f = L = constante. (2.42)

Dessa forma, a equagao (2.20) é substituida por

E2 ,r',2 L2

oM oM 2

1— — 1— — "
T T

—0 (2.43)
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que pode ser reescrita como

ar\?
(é) +Vion () = B2 (2.44)
para o potencial efetivo
ston L?  2ML>?
V) = o5 = = (2.45)

Observa-se que o termo de atracao Newtoniana ~ —% nao aparece neste caso, o que
corresponde ao fato de na teoria de Newton os fétons nao sentirem campos gravitacionais
na medida em que nao possuem massa. Por outro lado, a correcao relativistica ~ —% se
mantém e é a responsavel pelo curvamento dos raios de luz em campos gravitacionais fortes

(Figura 2.6).

* apparent
position

actual
“position

Figura 2.6: Deflexao da luz causada pelo Sol causando o deslocamento aparente da posicao
de uma estrela. (Reproduzida de [1])

Com isso, o andlogo da Equagao (2.26) para os fétons é dada por

u? +u? = = + 2Mud. (2.46)

Diferenciando esta ultima equacao em relagao a coordenada angular ¢, chega-se na se-
guinte equacgao de movimento
u” +u = 3Mu?, (2.47)

ja que o caso u' = 0 é excluido na medida em que o potencial efetivo V:}"ton nao apresenta
minimo (Figura 2.7), i.e., ndo existem orbitas circulares estaveis para os fétons. Para o
sistema solar, o termo nao linear da Equacao (2.47) é muito pequeno e, dessa forma, serd
considerado como uma perturbacao. Se tal termo fosse negligenciado, a trajetéria da luz
seria uma reta:

u=b"'sin¢, (2.48)

sendo b uma constante conhecida como parametro de impacto. Inserindo este resultado no
termo perturbativo nao linear da Equacao (2.47), tem-se

u” +u = 3Mb ?sin’ ¢ (2.49)
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3m B

-1

Figura 2.7: Potencial efetivo para o movimento de uma particula sem massa no campo de
Schwarzschild parametrizado por L = 5. (Reproduzida de [5])

cuja solugao é dada por [7]

3M 1
u=>b'sing+ 0 (1 + 3 cos (ng)) : (2.50)

Considerando a simetria esférica do problema, no caso em que u — 0 — i.e., r — 00 —
tem-se que ¢oo = 0 — d ou ¢s = ™+ 6, sendo d <K 1 muito pequeno. Com isso, fazendo as

aproximagoes sin ¢ ~ oo = —0 € €08 (2¢0) ~ 1, a Equacao (2.50) se transforma em
0 3M 1
O=—+—7(1+= 2.51
TR ( * 3) (2.51)

da qual se conclui que

5= (2.52)
Assim, a deflexdo angular total da luz (Figura 2.8) é igual a

Ay, =20 = %. (2.53)

A Expressao (2.53) mostra que a deflexdo é maior para estrelas mais proximas do Sol que,
entretanto, podem ser vistas apenas em eclipses solares. Dessa forma, a predicao da deflexao
da luz foi verificada experimentalmente pela primeira vez em 1919 por duas expedigoes dife-
rentes que analisaram as posicoes das estrelas em eclipses solares no Brasil e em Sao Tomé e
Principe.
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Figura 2.8: Deflexao total da luz. (Reproduzida de [5])

2.4 A Extensao de Kruskal-Szekeres do Espaco-tempo
de Schwarzschild

Ja foi visto que a métrica de Schwarzschild possui uma aparente singularidade em rg =
2M que pode ser removida com uma mudanca de coordenadas. Nesta secao, serd apresentada
a maxima extensao da solucao de Schwarzschild, conhecida como espaco-tempo de Kruskal-
Szekeres. Vale ressaltar que as implicacoes fisicas desta solucao estendida sao questionaveis
ja que buracos negros astrofisicos sao formados a partir do colapso gravitacional enquanto a
solugao de Kruskal-Szekeres consiste em um espago-tempo estatico [8].

Para encontrar o espacgo-tempo de Kruskal-Szekeres, serd feita a continuagao analitica de
um sistema de coordenadas que serve como parametro afim para as geodésicas radiais do
tipo luz. Fixando os valores das coordenadas angulares 6 e ¢ (movimento radial), a métrica
de Schwarzschild reduz-se a

oM oM\ !
dsdy, = — (1 - —) dt* + (1 — —) dr?. (2.54)

r T

Neste espago reduzido, conforme (1.14) e (2.16), as geodésicas do tipo luz devem satisfazer

a equagao
2M | oM\
(-2 e (-2 e, (255)
r r

ie.,

dt r

— == : 2.56

dr r—2M ( )

Dessa forma, tem-se que
t = 4r.(r), (2.57)
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sendo a integral indefinida

ro(r) = / - _T2M dr =r+2M1n (ﬁ - 1) (2.58)

conhecida como coordenada tartaruga de Regge-Wheeler. Como r € (2M,0), tem-se que
re € (—00,00) ja que lim, _op 7 — —00 € lim, o 7 — 00. Com isso, pode-se introduzir as
chamadas coordenadas tartaruga do cone de luz

u=1t—ryr)
{v =t r.r) (2.59)

que, com u e v constantes, representam as geodésicas do tipo luz da métrica de Schwarzschild
no plano (r,t) (Figura 2.9).

t

outgoing null geodesics

incoming null geodesics

=2m

Figura 2.9: Geodésicas do tipo luz da métrica de Schwarzschild na 2-esfera. As linhas mais
grossas sao as geodésicas nas quais a coordenada u é constante enquanto as mais finas sao
aquelas tais que v é constante. Ja a linha vertical representa a singularidade na superficie
r = 2M. (Reproduzida de [6])

Diferenciando (2.58) e (2.59), obtém-se

du + dv ( 2M) du — dv
= e dr=-—

- — )
2 T 2

dt

(2.60)

e, assim, a métrica reduzida de Schwarzschild pode ser escrita como

2M
dston = — (1 — —) du dv. (2.61)

r
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Ainda, combinando a expressao da coordenada tartaruga de Regge-Wheeler com as novas

coordenadas, tem-se
2M 2M r v—u
(1_ r ) - P [_QM] xp { AM } (2:62)

de tal forma que o elemento de linha (2.61) se torna

2M —
dston = —— o exp [—L} exp [%] du dv. (2.63)

Agora, introduzindo-se as novas coordenadas afins ao longo das geodésicas radiais do tipo
luz

U= —exp [—L}
- [ﬁTM , (2.64)

com U € (—00,0) e V € (0,00), conhecidas como coordenadas do cone de luz, a métrica de
Schwarzschild reduzida (2.63) é reescrita como

32M3 r

2M

} dU dv, (2.65)

dsin = — exp [

sendo r = r(U, V') implicitamente determinado pela equagao transcendental
r
oM 1 (——1):2M1 —uv). 2.
T+ n {507 n(-UV) (2.66)

Por fim, fazendo uma tltima mudanca de variaveis

2 ( )
vaiu o 2.67
X = 5

com X € (—00,00) e T? < X%2—1, e reintroduzindo as coordenadas angulares 6 e ¢, a métrica
de Schwarzschild nas coordenadas de Kruskal-Szekeres é escrita como

32M3

dskg = 227 exp [—ﬁ} (—dT? + dX?) + r2(d6? + sin® 0 d¢?), (2.68)
sendo r = r(X,T) e t = t(X,T) implicitamente determinados, respectivamente, pelas
equacgoes transcendentais

_ Tl =72 xe
(1 2M> exp [2M] T - X (2.69)
t X+T T
— =1 =2 h{ — |. 2.
i n<X—T> arctan (X) (2.70)

O elemento de linha (2.68) descreve o espago-tempo tanto fora como dentro do raio de
Schwarzschild, i.e., um observador nao vé nada especial ao atravessa-lo. Além disso, é impor-
tante observar que a transformacao de coordenadas realizada anteriormente nao é sobrejetiva
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mas sua imagem é uma subvariedade aberta do espago-tempo de Kruskal-Szekeres [6]: no
plano (X, T'), a variedade de Kruskal-Szekeres é a regiao infinita situada entre os dois ramos
da hipérbole

T° - X* =1, (2.71)

que é a fronteira da variedade e, de acordo com (2.69), corresponde a imagem de r = 0 no
plano (X,7T), que é uma genuina singularidade tanto da métrica de Schwarzschild como da
de Kruskal-Szekeres. Usando novamente a Equacdo (2.69), observa-se que o par de retas
T = +£X — que é uma hipersuperficie do tipo luz — corresponde ao raio de Schwarzschild
rsg = 2M. De fato, como no caso de Minkowski, as geodésicas do tipo luz sao dadas por
X = £T + k, em que k é uma constante, e o vetor tangente a qualquer curva é do tipo
luz ou do tipo tempo e orientado para o futuro se sua inclinacao a com respeito ao eixo X
satisfizer 7 < a < %’T. Ja as superficies dadas por r constante, representadas por hipérboles
na Figura 2.10, sao do tipo espago para r < rg e do tipo tempo para r > rg [6].

horizon r = r,
surface r = const < s T A

singularity
r=0

K

1 X

surface r = const > re

horizon r=r
S

Figura 2.10: Diagrama bidimensional do espaco-tempo de Kruskal-Szekeres no qual cada

ponto representa uma 2-esfera gerada pelas coordenadas angulares 6 e ¢. (Reproduzida
de [6])

Toda curva que possui algum ponto dentro da regiao II nao pode mais escapar para o
infinito na medida em que, para que isso ocorresse, ela deveria ter vetores tangentes do tipo
espago, pelo menos em alguns de seus pontos (Figura 2.11). Com efeito, o ponto final de
toda geodésica localizada na regiao II estd localizado na hipérbole T2 — X? = 1. Assim, uma
curva nunca pode passar pelo horizonte da regiao II para a I, i.e., nenhum sinal que parte da
regiao II pode alcancar um observador da regiao I e, dessa forma, esta regiao corresponde a
um buraco negro.

Além do mais, pode-se observar que a regiao IV nao é casualmente conectada a I e
também que, ao contrario da regiao de buraco negro, nenhum sinal consegue adentrar a
regiao III e, por isso, ela é chamada de buraco branco. Nela, toda curva causal direcionada
para o passado comega na singularidade » = 0 e todas as curvas causais direcionadas para o
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Figura 2.11: Diferenca entre as geodésicas nas regioes I e II no espago-tempo de Kruskal-
Szekeres. (Reproduzida de [6])

futuro atravessam o horizonte de eventos e alcancam as regioes I e IV, i.e., um buraco branco
emite matéria ao invés de absorvé-la e, por isso, evapora assim que é formado [6]. Dessa
forma, acredita-se que tal regiao nao seja real e que seja possivel a sua remocao ao considerar
as equacoes de Einstein em um contexto mais realistico.

2.4.1 Fronteira Causal do Espaco-tempo de Kruskal-Szekeres

Figura 2.12: Diagrama de Penrose do espaco-tempo globalmente hiperbdlico de Kruskal-
Szekeres. (Reproduzida de [14])

A seguinte mudanca de coordenadas

1
n = — (tanh U + tanh V)
: (2.72)
X=35 (tanh V' — tanh U)
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define uma aplicacao conforme 1 de forma que o diagrama de Penrose construido no plano
(n, x) mostra a estrutura causal do espago-tempo de Kruskal-Szekeres Mg (Figura 2.12).
Nota-se que, como Mg é assintoticamente plano, sua fronteira pode ser decomposta da
forma mostrada na secao 1.3:

OY(Mgs) =igUit Ui UZTUT . (2.73)

Além disso, as geodésicas do tipo luz do novo espago-tempo coincidem com as da solucao
de Kruskal-Szekeres de modo que possuem inclinacao igual a £45° na Figura 2.12, sendo
a imagem conforme do horizonte de eventos dada pelas duas linhas internas que dividem o
hexdgono em quatro regides distintas (comparar com a Figura 2.10). Dessa forma, o passado
causal do infinito futuro nulo é

J(ZH)=I1UIITUIV (2.74)

de tal forma que
M~NJ (ZIH)=11+2. (2.75)

Assim, a igualdade anterior pode ser usada para definir a regiao de uma buraco negro em
um espago-tempo assintoticamente plano (ver segao 3.1).



Capitulo 3

Buracos Negros

(... ) Other researchers argue that it’s of utmost importance to unravel the nature
of black holes, lest we someday begin to worship them. Sounds ridiculous, but
whole segments of humankind have often revered the unknowable, venerating that
which cannot be tested experimentally. Come to think of it, many still do in
twenty-first-century society.

Eric Chaisson, em “Epic of Evolution: Seven Ages of the Cosmos”

A ideia da existéncia de objetos extremamente compactos no Universo que nem mesmo
a luz poderia escapar de seu forte campo gravitacional — atualmente, chamados de buracos
negros — remonta ao final do século XVIII quando os filésofos naturais John Michell (1724
- 1793) e Pierre Simon Laplace (1749 - 1827), com base na teoria Newtoniana, independen-
temente, elaboraram tal hipétese [6, 8]. De fato, a energia E' de uma particula de massa m
sujeita ao campo gravitacional de um corpo esfericamente simétrico de massa M e raio a é

igual a

1 GM
E= §mv2 - m, (3.1)

em que GG é a constante gravitacional de Newton, v é a velocidade da particula e r é a sua
distancia ao centro do corpo esférico. Se E > 0, a particula pode escapar do campo gravita-
cional de M e, dessa forma, a velocidade minima que uma particula situada na superficie do
corpo massivo deve ter para fugir do campo gravitacional deste — denominada velocidade de
escape — é

2GM

a

(3.2)

Vese =

Considerando a luz formada por pequenas particulas com velocidade finita e constante c,
o corpo de massa M seria um buraco negro se

2GM

c2

| (3.3)

T < Teit =
Como a velocidade da luz é extremamente alta e a constante gravitacional de Newton é

pequena, o raio critico rq, € bem pequeno, da ordem de quilometros para uma estrela [6]. A
Figura 3.1 ilustra a visao atual de um buraco negro.

33
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Figura 3.1: Tlustracao artistica de Cygnus X-1, primeiro objeto identificado como um buraco
negro. FEle atrai matéria de uma estrela proxima (em azul) formando o disco de acrecao
alaranjado. (Reproduzida de [8])

Eles sao indiretamente observados como fendémenos astrofisicos como, e.g., nicleos de
galaxias ativos ou sistemas binarios emissores de raios X. Assim, o buraco negro localizado
no centro da Via Lactea, na constelagao de Sagitario, é observado indiretamente a partir de
seu efeito no movimento das estrelas proximas, que revela um objeto supermassivo em uma
pequena regiao.

Os buracos negros podem ser formados pela colisao de estrelas compactas em sistemas
binarios ou podem ser o resultado final da evolucao de uma estrela suficientemente massiva
através de seu colapso gravitacional. Em seu estado estacionario, a forca gravitacional que
age sobre uma estrela é contrabalanceada pela pressao termonuclear gerada pela fusao pri-
meiramente de hidrogénio. Ja em seu estagio final, apds o combustivel termonuclear de uma
estrela terminar, dependendo de sua massa ao alcangar a queima estavel de hidrogeénio, ela
pode se tornar uma estrela compacta — uma ana branca ou uma estrela de néutrons —ou um
buraco negro. As estrelas compactas sao muito menores e mais densas do que as ordinarias —
uma ana branca pode ter uma massa da mesma ordem da do Sol mas com o raio de apenas
alguns milhares de quilometros enquanto uma estrela de néutrons com a mesma massa do Sol
pode ter uma raio de 10 km [1] — e ndo queimam nenhum tipo de combustivel nuclear: en-
quanto as anas brancas sao suportadas pela pressao de degenerescéncia dos elétrons (pressao
de Fermi dos elétrons) as estrelas de néutrons sdo suportadas pelas interagoes repulsivas entre
os nucleos e pela pressao de Fermi dos néutrons [1, 7].

Quando a massa da estrela é tao grande de modo que, no estagio final de sua evolugao, nao
¢ possivel contrabalancear a forga gravitacional ocorre o colapso gravitacional. A Figura 3.2
mostra o espaco-tempo gerado pelo colapso esfericamente simétrico de uma estrela. Nela,
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Figura 3.2: Diagrama de Penrose do colapso esférico de uma estrela. A regiao hachurada é
onde acontece o colapso gravitacional esférico da estrela enquanto a regiao do buraco negro
estd localizada acima do horizonte de eventos H'. (Reproduzida de [14])

o infinito passado nulo Z~ representa uma superficie de Cauchy diferentemente do infinito
futuro nulo Z*, pois nao ha curvas causais que saem de Z* e chegam ao buraco negro. Por
sua vez, a uniao Z*|J H™ representa uma superficie de Cauchy [14].

3.1 Buracos Negros e a Relatividade Geral

Matematicamente, em termos dos conceitos vistos na Secao 1.3, um buraco negro em um
espago-tempo assintoticamente plano M é o conjunto 28 que nao pertence ao passado causal
do infinito futuro do tipo luz J=(ZT), i.e.,

Bi= M~ J (I) £ 0. (3.4)

O horizonte de eventos de um buraco negro é a sua fronteira 9*8, que é uma hipersuperficie
do tipo luz na medida que é uma fronteira causal. Ela separa duas subvariedades — o buraco
negro e seu exterior — e nenhum sinal produzido em *B pode alcancar a regiao exterior.

Como foi visto no capitulo 2, no ambito da relatividade geral, o espaco-tempo de um
buraco negro nao rotativo é descrito pela solucao esfericamente simétrica de Schwarzschild
das equacoes de Einstein no vacuo. No entanto, corpos astrofisicos possuem um momento
angular nao nulo de tal forma que o colapso gravitacional de tais corpos originam buracos
negros rotativos. A solugao para este ultimo caso foi encontrada apenas em 1963 pelo ma-
tematico neozelandés Roy Kerr. Por sua vez, em 1965, o fisico norte-americano Ezra Newman
(1929 - 2021) e seus colaboradores encontraram a solu¢do para um buraco negro rotativo e
eletricamente carregado.

A solugao de Kerr-Newman escrita nas chamadas coordenadas de Boyer-Lindquist é dada
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por [6, 7]

2Mr — ¢? P’ 2
dsky = <—1 + T) di* + 2 dr® + p* df” + 7 sin” 0 dg”
2Mr — ¢?
9 sin0dtde, (3.5)
p

— 2

em que
p=Vr?+aZcos?l
A=7r>+a%—-2Mr+ ¢ . (3.6)
Y2 = (r?+a?? - a?Asin?f
Aqui, M é a massa, J = aM é o momento angular e g é a carga elétrica do buraco
negro [6, 7]. Ela é uma solugao de eletroviacuo — i.e., que satisfaz o sistema de equagdes

acopladas de Maxwell-Einstein — estacionaria com simetria axial e assintoticamente plana.
Com efeito, os campos vetoriais

0 -9
o = (1.0.0,0) e k=g =

sao campos de Killing ja que suas derivadas de Lie sao nulas Lyg = L;g = 0. De fato, se
K € {k,k}, entao

k

(0,0,0,1) (3.7)

(Lkg)uw = K gur + g)\uK)\,p, + g,u)\K/\W =0. (3.8)

No caso em que M = a = ¢ = 0, a métrica de Kerr-Newman reduz-se a de Minkowski
enquanto que se « = ¢ = 0 mas a massa M é nao nula, a geometria (3.5) degenera-se na
métrica de Schwarzschild. Agora, se ¢ é o iinico parametro nulo, a métrica de Kerr-Newman
reduz-se a de Kerr, com simetria axial e Ricci plana:

2Mr 0>
2 _ 2 2 2 2
dsKeH——<1— = )dt +A—Odr + p~db
2Mra? sin® 6 4Mrasin® 6
| (7‘2 +a? + ij) sin? 0 dg® — ——20Z dtdg, (3.9)
p p
em que

A=Ayg=7r*+a*—2Mr. (3.10)

Tem-se ainda o caso em que apenas « se anula, originando a chamada métrica de Reissner-
Nordstrom, que ¢é esfericamente simétrica mas nao é Ricci plana, e descreve o campo gravita-
cional gerado por um corpo carregado. E uma solucao do sistema de equagoes acopladas de
Maxwell-Einstein [6], todavia, enquanto a solu¢ao de Kerr-Newman produz tanto um campo
elétrico como um magnético, a de Reissner-Nordstrém possui apenas o campo elétrico [6].

Sob certas condigoes, os buracos negros da relatividade geral podem ser inteiramente
caracterizados por um pequeno numero de parametros: a massa M, o momento angular de
spin J e a carga ¢ do buraco negro. Este resultado é conhecido como teorema no-hair. Dessa
forma, a métrica de Kerr-Newman descreve completamente o espaco-tempo de um buraco
negro. Por outro lado, devido a um teorema de unicidade, tem-se que os buracos negros sao
apenas descritos pela solucao de Kerr-Newman. Mais especificamente, no caso de um buraco
nao carregado, vale o seguinte teorema:
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Teorema 3.1. Espagos-tempo estacionarios — isto €, que possuem um campo de Killing do
tipo tempo — com simetria axial que sao solugoes das equacoes de Einstein no vacuo sao
especificados unicamente por dois parametros — a massa M e o momento angular J — se
eles possuem um horizonte de eventos regular, sao suaves na regiao exterior do horizonte de
eventos e sao assintoticamente planos.

Os fisicos britanicos Roger Penrose e Stephen Hawking (1942 - 2018), trabalhando com
hipéteses bastante gerais dentro da relatividade geral, demonstraram a inevitabilidade da
criacao de singularidades em um colapso gravitacional. No entanto, Penrose propos a cha-
mada conjectura fraca da censura cosmica que afirma que tais singularidades devem estar
contidas em um horizonte de eventos. As singularidades da métrica de Kerr-Newman ocor-
rem quando p e A se anulam. A singularidade que ocorre quando p = 0 é real enquanto a
que ocorre se A = 0 pode ser removida através de uma mudanca de coordenadas. Assim, o
horizonte de eventos da métrica de Kerr-Newman estd localizado em [§]

vy =M 4P —a (3.11)

de tal forma que este espago-tempo representa um buraco negro rotativo eletricamente car-

regado quando
V@ +a® < M. (3.12)

Buracos negros de Kerr-Newman que satisfazem a condicao limite de igualdade na Desi-
gualdade (3.12) sao ditos extremos. No caso da métrica de Schwarzschild — em que a« = ¢ =0
— a Desigualdade (3.12) sempre é satisfeita e tem-se um horizonte de eventos no raio de
Schwarzschild r¢ = 2M como ja foi visto. Apesar de existir contraexemplos fisicamente
razoaveis da criacao de singularidades nuas, acredita-se que alguma forma da conjectura
seja valida. Por exemplo, pode-se destruir o horizonte de eventos de um buraco negro de
Kerr-Newman quase-extremo — i.e., no qual existe um parametro real positivo 9, com

=M —-a*—¢* >0, i<<1 - (3.13)
M
fazendo-o absorver uma particula teste, isto é, cujos parametros sao muito menores do que
os do buraco negro de modo que se pode desprezar os efeitos da particula sobre o espaco-
tempo [10]. De fato, se a desigualdade (3.12) nao for satisfeita teremos uma singularidade
nua.
Ainda, a versao forte da conjectura da censura coésmica afirma que todos os espagos-
tempos fisicamente aceitaveis sao globalmente hiperbdlicos de modo que nenhuma singulari-
dade — a nao ser pelo Big Bang — possa ser visivel.

3.1.1 O limite estatico na métrica de Kerr-Newman

Um observador que percorre uma orbita circular ao longo do plano equatorial de um
buraco negro de Kerr-Newman percebe a geometria do espago-tempo inalterada — por isso,
recebe o nome de observador estaciondrio. Sua velocidade angular medida por um observador
localizado no infinito é dada por

_d_o_w

— =1 =_ 3.14
YT tut’ ( )
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em que u ¢ a 4-velocidade do observador estacionario. Dai, pode-se escrever
uw=1u'(1,0,0,w) = u'(k + wk). (3.15)

Como a 4-velocidade de uma particula fisica é do tipo tempo ou do tipo luz, sua norma
é nao positiva, i.e., . .
(k + wk, k + wk) = gu + 2wgsp + w?gge < 0. (3.16)

Da desigualdade anterior, conclui-se que a velocidade angular que um observador esta-
cionario pode ter é limitada:

Wimnin < w < Wmaz (317)
em que

Win = Q0 — Q2 — T (3.18)

9oo
Wimae = Q0+ 02 — T (3.19)

Yoo

sendo definido u )
0=_9% _ 042;—2_q. (3.20)

oo

A grandeza () representa a velocidade angular de um observador cuja 4-velocidade u é
ortogonal as hipersuperficies dadas por ¢ = const, chamado de observador localmente nao
rotante (LNRO, da sigla em inglés) ja que seu momento angular é nulo. De fato, a 4-
velocidade de tais observadores ¢é igual ao gradiente do tempo:

ut = VHt = g"o,t = g (3.21)

Utilizando as equacoes de Euler-Lagrange em relagao ao angulo azimutal ¢, obtém-se que
o momento angular de um observador estacionéario é dado por

L = gss® + ol (3.22)

de modo que, como dito anteriormente, o momento angular de um observador localmente
nao rotante ¢ nulo:

Linro = 9o + gorg™ = 0, = 0. (3.23)

No entanto, a velocidade angular de um observador localmente nao rotante nao se anula
com respeito ao referencial das estrelas fixas, i.e., uma particula teste com momento angular
nulo rotaciona ao redor do buraco negro com uma velocidade angular igual a ) vista por um
observador distante que estd em repouso. Nos polos Norte e Sul do buraco negro — quando
# = 0 ou # = m — nao ha um arrasto rotacional do sistema de referéncia — i.e., 2 = 0 —
enquanto ) é maximo no plano equatorial. Na direcao radial, {2 decresce com a distancia r
e se anula no infinito (r = 00).

J& os observadores cuja velocidade angular em relagao as estrelas fixas é nula sao ditos
estaticos. Neste caso, seu momento angular nao é nulo: ao rotacionar, o buraco negro arrasta
todos os sistemas de referéncia e, a fim de permanecer em repouso, a particula teste precisa
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ter um momento angular que contrabalanceie este arrasto. Isso acontece fora do chamado
limite estatico quando a 4-velocidade do observador tornar-se do tipo luz de tal forma que

(k,k) =gy =0 ie., r(0) =M £/ M?— ¢ — a?cos?b. (3.24)

No caso em que Q2 = ggﬁ, tanto Wi, COMO Wi,q: S0 iguais a {2 e, usando a defini¢ao de

(), encontra-se
A= g% — gugss =17 +a* —2Mr +¢* = 0. (3.25)

cujas raizes sao dadas por

ry =M+ /M2 — (a? + ¢?), (3.26)
sendo que r, = ry corresponde ao horizonte de eventos do buraco negro. Com isso, qual-
quer particula fisica situada no horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr-Newman
necessariamente rotaciona com uma velocidade igual a

a
O = ——.
% + a?

3.1.2 A Ergosfera e o Mecanismo de Penrose

A regiao situada entre o horizonte e o limite estatico é denominada ergosfera (Figura 3.3).
Ao entrar na ergosfera, todo sinal necessariamente gira na direcao de rotacao do buraco

negro [13].

Killing horizon

Ergosphere
pN Static limit

Rotation axis —__

Figura 3.3: Secao da ergosfera de um buraco negro de Kerr-Newman. (Reproduzida de [7])

O campo de Killing k£ é do tipo espaco dentro da ergosfera de tal forma que a energia
E de uma particula massiva pode ser negativa nesta regiao. Dessa forma, pode-se extrair
energia de um buraco negro fazendo-o absorver corpos com energia total negativa. Com
efeito, suponha que um corpo com 4-momento py e energia Ej seja lancado de uma regiao
assintoticamente plana muito longe do buraco negro, alcanca a sua ergosfera, cai livremente
uma grande distancia dentro dela e é dividido em dois fragmentos tal que a energia de uma das
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particulas é negativa. Como a energia total assintdtica do sistema Ey = (po, k) é constante
ao longo de uma geodésica — ja que o produto escalar de um vetor de Killing com o vetor
tangente a uma geodésica é constante — e a energia do sistema deve ser conservada apos a
divisao, se a energia F; de um dos fragmentos é negativa, a energia F, do outro fragmento
é positiva e maior do que a inicial:

Ey,=FEy— E| > Ey. (327)

Portanto, se hé a absor¢ao do corpo com energia negativa e o outro retorna para o infinito
assintoticamente plano, entao foi extraida energia do buraco negro. Se o momento angular
da particula absorvida é L; = —(l~c, p1), em que k é o vetor de Killing rotacional definido
em (3.7), como o vetor de Killing £(Qy) = k + Quk é do tipo luz direcionado para o futuro
no horizonte de eventos, qualquer particula de momento p que atravessa o horizonte deve
satisfazer

0,&Qu))=E—-QyL >0, ie, L;< 5—1 <0, (3.28)
H
isto é, o momento angular da particula também deve ser negativo e a sua absorcao pelo
buraco negro também diminui seu momento angular. Portanto, este processo, conhecido
como mecanismo de Penrose, faz com que o buraco negro perca massa e tenha uma menor
velocidade angular (consequentemente, hd uma redugao do tamanho de sua ergosfera).

Ergosphere ———__  ps

Figura 3.4: Visdo esquemética do mecanismo de Penrose. (Reproduzida de [8])

A energia maxima que pode ser extraida é igual a [13]

AE'max = (M - Mirr) (329)

M? [M* J?
Mirr = \/7 + T — Z (330)

¢ a massa irredutivel do buraco negro. Ela recebe este nome pois pode-se mostrar que a
massa de um buraco negro nunca é menor do que sua massa irredutivel. Fazendo-se J = 0 na
Equagao (3.29), observa-se que nao se pode extrair energia de buracos negros sem rotagao.

em que
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3.2 Geodésicas do Espaco-tempo de Kerr

Como dito na secao anterior, no caso da métrica de Kerr, nao se observa uma simetria
totalmente esférica como no de Schwarzschild de tal forma que o angulo # nao pode ser
eliminado, i.e., as érbitas nao sao planares como naquele caso. Dessa forma, além das integrais
de movimento dadas pela energia £/, o momento angular L e a massa p da particula, necessita-
se de mais uma constante de movimento a fim de reduzir o problema a quadratura. Nesta
se¢ao, utilizando a abordagem de Hamilton-Jacobi, sera encontrada esta ultima integral de
movimento, denominada constante de Carter, em homenagem ao fisico tedrico australiano
Brandon Carter.

3.2.1 As Trés Primeiras Integrais de Movimento

Primeiramente, sera utilizado o método variacional com o intuito de encontrar as trés
primeiras constantes de movimento, de forma analoga a feita na secao 2.2 para a métrica de
Schwarzschild. Em acordo com as Expressoes (1.12) e (3.9), a lagrangiana efetiva do sistema
¢ dada por

1
L= §guy(x)j:”j:” (3.31)
1 2MrY 2 : 2Mra?sin? 0 -
o1 2 L 202 1 (2 e+ T TR T Gin2 02
2 p? Ag p?

AMrasin?6 . .
- —2t¢ :
P

Como as coordenadas t e ¢ sao ciclicas — devido a simetria axial da métrica de Kerr —,
das equagoes de Euler-Lagrange, tem-se as seguintes integrais de movimento

oL OMr\ . 2Mrasin®6 .
—F=—=—(1- t——— o 3.32
- ( y ) s, (3.32)
oL _ZMTasiHQQ. 32

L= t+— sin? A (3.33)
p

20 P2

que podem ser reescritas na forma matricial mostrada abaixo:

(‘LE) — M(r, 0) (;) , (3.34)

sendo M(r, #) a matriz simétrica de ordem 2 dada por

2 2

<1 2M7“> 2Mrasin?6

p p
M (r,6) 2Mrasin® 6 2, i (3.35)
B — Fsm 0
Observa-se que se o = 0, as Equagoes (3.32) e (3.33) recaem, respectivamente, nas

Equagoes (2.18) e (2.19) de forma que as integrais de movimento E e L representam, res-
pectivamente, a energia e o momento angular de uma particula no espago-tempo de Kerr,
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ambos por unidade de massa caso tal particula seja massiva. Assim, ja que 9(r, 0) é escrita
apenas em termos de 7 e 6, conhecendo-se as fungoes r = r(7, E, L) e 0 = 0(, E/, L), em que
7 é 0 tempo préprio, a matriz inversa 9 '(7) fica sendo conhecida como funcao apenas de
7 e pode-se reduzir as variaveis ciclicas t e ¢ a quadraturas através do seguinte sistema de

equacoes diferenciais: .
L\ apet —-F
(¢> =M (1) < I ) , (3.36)

B —p? Y2sin?0  2Mrasin® 6
T AM2r2a2sint 0 + (p? — 2M7)22 \2Mrasin®  2Mr — p?

sendo que

m(r) (3.37)

Ja a constante de movimento p — que representa a massa de repouso da particula [7] —
provém dos vinculos (1.14), necessérios para que as equagoes de Euler-Lagrange coincidam
com as das geodésicas, i.e.,

pu? =1, para geodésicas do tipo tempo

2L+ p* =0, com { (3.38)

u? =0, para geodésicas do tipo luz

Dessa forma, substituindo a lagrangiana efetiva em (3.38), obtém-se a terceira integral de
movimento

= (1 - 2MT) 2o Pl g <r2 J o2 4 2Mra”sin’6 0) sin? 0¢”

2

AMrasin®0
4 TS (3.39)
p

3.2.2 A Constante de Carter

Agora, utilizando o método de Hamilton-Jacobi, serd encontrada a ultima integral de
movimento — a constante de Carter — que faz com que o sistema de equagoes seja completa-
mente integravel e, dessa forma, com que o movimento seja regular (ndo cadtico). Tal método
consiste em construir uma funcao geradora S(r,z*, P,) de uma transformagao canonica que
reduz a hamiltoniana

1
H(:E“,pu) = put — L (x# 3H) = Eg“”pup,,, (3.40)
em que
oL )
Pu = 5on = Jm® (3.41)

é¢ o momento canonico, a uma nova hamiltoniana H identicamente nula das novas varidveis
canonicas (y*, P,) de tal forma que estas variaveis sejam constantes. Com efeito, as equagoes
canonicas de Hamilton resultam em

_OH _
- 55 -

: OH
i 0 ¢ Pi=—55=0 (3.42)
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Na descricao Hamiltoniana, as equagoes de Hamilton sao equivalentes as da geodésica e
conhecendo-se a funcdo principal de Jacobi S(7,z#, P,) — que é uma integral completa na
medida em que envolve exatamente oito constantes de integracao que nada mais sao do que
as novas variaveis canonicas —, a solucao explicita do problema mecanico considerado pode
ser obtida através do seguinte sistema de equacgoes

oS(r,x", P,)
oS(r,x", P,)
L S R e Vi 3.44
y Jp, (3.44)
Para a métrica de Kerr, em que
B ¥2 00 _2Mra
Agp? A Agp?
0o =5 0 0
g = ;o , (3.45)
0 0 - 0
P
2Mra 0 0 a? — csc? A,
Agp? Agp?
a hamiltoniana tem a forma
—2p? + A2p? + AgpZ — (o — esc? 0Aq) p2 — AMrapp, (3.46)

240p?

Assumindo uma funcdo geradora S(r,2*, P,) cujas varidveis sdo separaveis e levando
em conta as Expressoes (3.32) e (3.33), pode-se introduzir o seguinte ansatz para a funcao
principal de Jacobi

1
S(r,z", P,) = §u27 — FEt+ Lo+ 0(0) + w(r), (3.47)
em que o(f) e w(r) sdo fungdes das varidveis 6 e r, respectivamente. Com isso, da equagdo
de Hamilton-Jacobi 59 59
o e
H (x ’axu) +52=0, (3.48)
tem-se que
ho(0) + b,.(r) =0, (3.49)
em que
he(0) = a*p?cos® O + (aEsin® — Lesch)? + o' ()% (3.50)
24+ ) E —alL)
b, r) = o2 OO iy (3.51)
0

Como by depende apenas de 6 e b, é fungao exclusivamente de r, a Equagao (3.49) é
satisfeita apenas se, ao longo da geodésica, valer a condigao

bo(0) = C = —b,(r), (3.52)

sendo C a constante de Carter, a quarta integral de movimento que garante a integrabilidade
do sistema mecanico.
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3.2.3 Reducao a Equacoes de Primeira Ordem

Agora, as equacoes das geodésicas serao reduzidas a um sistema de primeira ordem.
Resolvendo as Equagoes (3.52) com
2

@' (r) =p, = 2—07'“ e o'(0) =py = p°6, (3.53)

obtém-se
por = £V E? — 12\/p(r); (3.54)
p*0 = +£+/C — 212 cos? 6 — (aEsinf — Lcsc 0)2; (3.55)

sendo que p(r) é um polindomio quértico em r cujos coeficientes dependem das integrais de
movimento:

1
(B — @)t + 2My°r° — [C + alap’ + 2LE — 2aE?)r” + 2MCr
—

p(r) =
+a?[(aFE — L)* - C]}. (3.56)
Fazendo a substituigdo u = cos # na Equacao (3.55), pode-se reescrevé-la como
pri = +an/p? — E?\/q(u), (3.57)
sendo q(u) outro polindémio quértico dado por
q(u) = u* + €t Q[QO{JQ?EE OL(Z;_ 28] + (Loéing_)Zﬂ%C- (3.58)

Do sistema de equagoes diferenciais (3.54) e (3.57), obtém-se

dr du
———— =ia | ——— + constante. (3.59)
/ V() Va(u)
As integrais que aparecem na Equagao (3.59) podem ser expressas em termos da integral
eliptica do primeiro tipo

F(§|k)z/f aé . (3.60)
0 \/1—k?sin’¢

Com efeito, se e; sdo as raizes do polinémio p(r) e g1, g2 sd@o duas raizes independentes
do polinémio q(u), i.e.,

p(r) = H(T —e) e qu) =[] -g). (3.61)

arcsin (r—e2)(er —eq) | (€1 — es)(ea — eq)
B(r, e;) == ar _2F ( (\/(7‘ —e1)(ex — 64)) | (eo —e3)(e1 — 64)) (3.6
o p(r) V(s —e3)(er — ea) '
M(u, g;) = du = lF (arcsinﬁj (2> ) (3.63)
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e a Equagao (3.59) fica sendo escrita na seguinte forma implicita
B(r,e;) —iaM(u, g;) = constante. (3.64)

Devido a forma implicita da solucao, a classificacao das geodésicas do tipo tempo e do
tipo nula no espago-tempo de Kerr é extremamente laboriosa e nao sera tratada nesta mo-
nografia. No resto desta se¢ao, a Equagao (3.64) serd estudada no contexto do espago-tempo

de Schwarzschild.

3.2.4 Solucao Exata da Equacgao Orbital de Schwarzschild

Para finalizar esta secao, serd derivada a solucao analitica exata da érbita de uma particula
teste massiva movendo-se ao redor de um buraco negro de Schwarzschild, caso este em que
a=0e0=7. Dessa forma, as Equacoes (3.36) se reduzem a

. r2E . L
f= =5 :
r2 —2Mr ¢ ¢ r2’ (3.65)

enquanto a Equagao (3.55) resulta em
0=r%=+vC— L2 (3.66)
Assim, com p? =1 e C = L?, o polindémio quértico (3.56) é escrito como

oM, L* , 2MI?

— 4 _
p(r)=r —|—E2_17’ 7 1" +E2_1r.

(3.67)

Observa-se que uma das raizes do polindémio (3.67) é r = 0. Se €1, e € e3 sao as demais
raizes deste polinomio, supostas reais e nao nulas, utilizando as relagoes de Girard, encontra-
se as relacgoes de tais raizes com as integrais de movimento:

€1€2€3
M= 2(6162 + e1e3 + 6263)’ <368)
22— (e1 +ea)(er + e3)(e2 + e3) _ (3.69)
(62 + 63)62 + (6% + 36263 + 6%) e + (62 + 63)6263’ )
2= G92% (3.70)
e+ e+ e3

Por fim, do sistema de equagoes formado por (3.54) e pela segunda expressao em (3.65),

obtém-se a seguinte relacao
E? -1

7 /dgb:/\/%, (3.71)

que pode ser reescrita como

€1
(7 — e ea(e1 — e3)

eg —e3 (e1—ez)es

E* -1
7 b =— CEra . (3.72)

2F | arcsin




46 CAPITULO 3. BURACOS NEGROS

Em termos da funcao eliptica de Jacobi definida por
sn(Y)z) = VX < F(arcsin VX|z) = Y, (3.73)

encontra-se, finalmente, a solucao analitica exata das equacoes das geodésicas para a métrica
de Schwarzschild:

€1€3
() — , 3.74
(9) (e1 —e3)[sn(Y]2)]? + e3 ( )
em que

6162(62 - 61)

gy 22 U
y — _? €1 + ()] —+ €3 : (375)

2 eges + e1(eg + €3)
_ela—e) (3.76)

(61 - 62)63

No caso em que E? < 1, tem-se uma érbita fechada (Figura 3.5) enquanto que se E? > 1,
a érbita resultante é aberta (Figura 3.6) [6].

T

\\
)

)

V)

__=r_~.‘-.-—"'f-“"

\

\

Figura 3.5: Exemplo de uma orbita fechada de uma particula massiva no espago-tempo
de Schwarzschild descrita pela solugao analitica (3.74) com os parametros (ey,eq,e3) =
(2.7,11.7,25.6). Observa-se que, neste caso, o valor de E? = 0.95 ¢ menor do que 1. (Repro-
duzida de [6])

3.3 Dinamica de Buracos Negros: As Quatro Leis

Apesar de um buraco negro, do ponto de visto classico, nao emitir nenhum tipo de
particula e, portanto, nao existir um espectro térmico de radiagao que caracterize sua tem-
peratura, existe uma analogia formal entre as leis que regem a dinamica de buracos negros
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30t

Figura 3.6: Exemplo de uma oérbita aberta de uma particula massiva no espago-tempo
de Schwarzschild descrita pela solucao analitica (3.74) com os parametros (ej,es,e3) =
(—17.1,2.1,10.9). Observa-se que, neste caso, o valor de £ = 1.5 é maior do que 1. (Repro-
duzida de [6])

e as leis da termodinamica e esta secao ira apresenta-la. No entanto, na ultima secao deste
trabalho, em um ambito semicldssico, esta analogia ira comecar a ganhar realidade fisica
através da chamada radiacao Hawking.

Na fisica de buracos negros, o analogo do potencial termodinamico U ¢é a massa total M
do buraco negro, dada em termos da area A de seu horizonte de eventos, de seu momento
angular J e de sua carga elétrica q. Para o buraco negro de Kerr-Newman, A é igual a [6, 7]

A= / V900066 A0 d = 4w (ry; + o?) = 4n(2Mry — ¢°). (3.77)
rT=TH
Isolando M na equagao acima e usando a abreviacio Mg = 16%, obtém-se
1
q2 2 J2 2
M = | M . .
g = | (3 + ) +4M02] (3.78)
A diferencial de M, escrita como
AM = 8idA+QH dJ + ¢ dg, (3.79)
™

em que k € a gravidade superficial — que representa a aceleracao experimentada por uma
particula movendo-se no horizonte de eventos do buraco negro, vista por um observador no
infinito [4, 7] — e ¢y é o potencial elétrico no horizonte de eventos, dados, respectivamente,
por [6, 7]

rg — M rg — M

— = 3.80
& 2 +a?  2Mryg — ¢? (3.80)
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qry qry
= = 3.81
Z r?2 +a?  2Mry —¢*’ (3.81)

¢é conhecida como a primeira ler da dinamica de buracos negros em analogia com a primeira
lei da termodinamica através das correspondéncias

T+—kr e S+— A

Além disso, pode-se demonstrar que a gravidade superficial k é constante sobre o horizonte
de eventos de um buraco negro estaciondrio [4, 7]. Este resultado é conhecido como a lei zero
da dinamica de buracos negros.

A analogia entre a area do horizonte de eventos de um buraco negro e a entropia é
confirmada pela chamada segunda lei [7]: foi demonstrado por S. Hawking que, em quaisquer
interacoes classicas tanto da matéria como da radiacao com buracos negros, a area superficial
do horizonte de eventos nunca pode decrescer, isto €,

dA > 0. (3.82)

Assim, a segunda lei da termodinamica pode ser generalizada da seguinte forma [13]: seja

S/ - Z Smate'ria + Z Sb'm (383)

em que Syateria € & entropia termodinamica usual externa aos horizontes de eventos e Sy, é
a entropia associada aos buracos negros, em qualquer processo fisico, vale que dS’ > 0.

Para completar a analogia com as leis da termodinamica, tem-se também a terceira lei
da dinamica de buracos megros que, em sua proposta inicial formulada em 1973, afirma a
impossibilidade de se reduzir a gravidade superficial de um buraco negro a zero por meio de
uma sequéncia finita de operacoes, nao importando quao idealizadas elas sejam. Apesar de
varios contraexemplos da terceira lei terem sido encontrados, iniimeros exemplos apontam
para a validade de uma forma mais adequada desta lei [12].

3.4 A Radiacao Hawking

A analogia entre a dinamica que rege os buracos negros e a termodinamica classica feita
na secao anterior é confirmada pela teoria quantica de campos. De fato, a partir de uma
abordagem semicléassica, S. Hawking mostrou que buracos negros emitem radiacao térmica e
podem evaporar, conquanto, nao se sabe se eles evaporam completamente ou se permanece
alguma estrutura estavel no final [13]. Devido a radiacdo Hawking, associa-se a um buraco
negro uma temperatura e uma entropia iguais a [7, 13]

K A
Ty =— e Sgyg=—, 3.84
H= 5 BH = 7 ( )
respectivamente, conhecidas como temperatura Hawking e entropia de Bekenstein-Hawking.

Portanto, espera-se que, em qualquer teoria quantica da gravidade, buracos negros devam,
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necessariamente, ser munidos com uma interpretacao estatistica em termos de algum tipo de
microestados [6].

Antes de apresentar como ocorre a criacao da radiacao Hawking no buraco negro de
Schwarzschild, serao introduzidos alguns conceitos de teoria quantica de campos tanto em
espacos-tempos planos como em curvos. A apresentacao desta secao segue a feita pela re-
feréncia [14].

3.4.1 Teoria Quantica de Campos no Espaco-tempo de Minkowski

No espago-tempo de Minkowski, um campo escalar real livre (sem interacao) ¢ de massa
m é descrito pela equagao de Klein-Gordon

(O+m?)p(z) =0, sendo O:=0; — V>, (3.85)

que pode ser obtida a partir das equacoes de Euler-Lagrange para a densidade lagrangiana
1 17
L= -3 (" 0,0 + mPp?) . (3.86)

Um produto interno ¢ definido no espaco das solugoes da equacao de Klein-Gordon através
da seguinte integral, realizada sobre uma hipersuperficie 3; com coordenada temporal ¢
constante:

(. 9)ka = —i / (Jog" — g'auf) d. (3.87)

Esta definicao é consistente em vista de sua independéncia da escolha da hipersuperficie
¥t [2]. Um célculo direto [2] mostra que as solugoes de onda plana normalizadas

eikﬂa:M

Je= W, (3.88)

em que k* = (wg, k) é o vetor de onda e wy, = vk -k +m? é a frequéncia de oscilagao do
campo — obtida através da substituigao da solugdo (3.88) na equacao de Klein-Gordon —,
formam um conjunto ortonormal

(for feyka =k =X); (fo. fidka =0 e (fi, fike = —0*(k = K'), (3.89)

sendo que os conjuntos { fy} e { f;'} representam, para um referencial inercial no espago-tempo
de Minkowski, respectivamente, os modos de frequéncia positiva e negativa satisfazendo

Oufe = —twifr e Oufy = twify, wp>0. (3.90)

Assim, pode-se expandir o campo ¢(z) em termos do conjunto completo e ortogonal
{fx, [} com coeficientes de expansao aj, e aZ:

p(r) = / (anfe + ay fi) dk = / e ont7hx) 4 greilert=kx)) 0 (3.91)
\/ 27T 32wk
Na teoria quantica de campos, a segunda quantiza(;éo consiste na promocao do campo

©(x) e seu campo canonicamente conjugado m(x) = a(a = Oy a operadores ¢(x) e T(z) em
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um espaco de Hilbert satisfazendo as seguintes relacoes de comutacao para um determinado
instante de tempo

[@(t,X), @(ta Y>] = [ﬁ-(tv X)? ﬁ-(tv Y)] =0 e [@(t,X), ﬁ-(ta Y)] = i53(X - Y)' (392)

Os coeficientes da expansao ay e a,t também sao promovidos a operadores a; e dz obede-

cendo
[, an] = [ag,az,] —0 e [ak,az,} — Pk — K. (3.93)

Apesar dos operadores ay, e &L, nao possuirem uma interpretacao fisica tao direta, pode-se
interpreta-los como operadores de destruicao e criagao, analogos ao do oscilador harmonico
encontrado em mecanica quantica. Com efeito, um campo livre (sem intera¢oes) no espago-
tempo de Minkowski é equivalente a um ntimero infinito de osciladores harménicos quanticos [2,
9.

O chamado estado de vécuo |0) representa um estado sem particulas e o operador densi-
dade de destruicao ag, qualquer que seja k, age sobre ele da seguinte forma

iy,|0) = 0. (3.94)

J& o operador numero é definido para cada vetor de onda k da mesma maneira feita para
o oscilador harmonico quantico
Ni = al ay. (3.95)

Os autoestados dos operadores nimero formam uma base para o espaco de Hilbert, co-
nhecida como base de Fock, e as excitagoes desta base sao interpretadas como particulas
representadas pela aplicacao repetida do operador densidade de criagao dL no estado de
vacuo |0), formando um estado com particulas de mesmo momento k. O operador nimero
fornece o nimero de particulas em um determinado estado e, como os operadores ntimero
e o estado de vdcuo sdo invariantes sob a transformagao de Lorentz [2], todos os observa-
dores inerciais irao concordar com o numero de particulas existentes e, consequentemente,
com o estado de vacuo. Como serd visto mais adiante, isso nao é verdade no caso em que o

espago-tempo é curvo.

3.4.2 Aspectos da Gravitagcao Semiclassica

A teoria quantica de campos em espacos-tempos curvos considera campos de matéria
quantizados que se propagam em um determinado espaco curvo, i.e., ¢ uma combinacao
entre a teoria quantica de campos e a relatividade geral. Neste caso, geralmente, se estd
interessado nos efeitos do espago-tempo sobre os campos e nao nas interagoes entre eles. A
teoria cléssica de campos no espago-tempo de Minkowski pode ser generalizada para espagos
curvos expressando a teoria em uma forma covariante através da (i) substituicao da métrica
de Minkowski 7, pela genérica g,,,,, (ii) troca das derivadas ordinarias 9, pelas covariantes V,,
e (iii) substitui¢ao do elemento de volume d*z pelo elemento de volume covariante /—g d'x,
sendo g = det[g,,], de tal forma que a densidade lagrangiana (3.86) de um campo escalar é
escrita em espagos-tempos curvos como

1

L= ) (9" V1oV + m*p?) . (3.96)
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Dessa forma, a equacao de Klein-Gordon em um espaco tempo curvo com métrica g, €
dada por
\/L__gau (vV=99""0,) —m*| ¢ = 0. (3.97)

Apesar da equacao de Klein-Gordon possuir solu¢ao nao trivial no espago-tempo de Min-
kowski, isso nao é sempre verdade: existem espagos em que a unica solugao possivel é a
trivial (¢ = constante). Felizmente, para a maior parte dos espagos-tempos fisicamente inte-
ressantes, as equagoes que descrevem os campos cldssicos possuem solugao [13]. Se ¥; é uma
superficie de Cauchy de parametro ¢ com vetor normal n# e métrica induzida ,,, o produto
interno definido no espaco das solucoes da equacao de Klein-Gordon é

(D —m2) Y=

) wa = —i /E VISV, — gV ) dP. (3.98)

Pode-se mostrar que a definicao acima esta bem definida na medida em que independe da
superficie de Cauchy escolhida. Com isso, é possivel construir uma base ortonormal { f;, f}
satisfazendo

(fi fiyka = 0ij, ([, fi)ka = =05 e (fi,fj)ka =0, (3.99)
sendo que os indices podem ser discretos ou continuos - caso este em que o delta de Kronecker
d;; 6 substituido pelo delta de Dirac 63(i — j).

O momento 7 associado ao campo ¢ é definido como 7 = % e a quantizagao do campo
escalar em espagos-tempos globalmente hiperbdlicos, da mesma forma que no espago-tempo
de Minkowski, acontece através da promogao dos campos ¢(z) e m(z) a operadores em um
espaco de Hilbert de modo que, sobre toda superficie de Cauchy X;, sao satisfeitas as relagoes
de comutagao canonicas

(1,2, 60,9y, = [F(E %) 7 (0 V)5, =0 [p(t,%),7(t,y)]y, = 0°(x — ). (3.000)

Com tudo isso em mente, da mesma forma que no caso plano, pode-se escrever o campo
escalar quantizado ¢ em termos da base ortonormal { f;, f*}:

p=> (difi + difi‘) , (3.101)

1

sendo que os operadores de destruicao a; e criagao aj satisfazem as relagoes de comutacao (3.93).
Naturalmente, pode-se escolher um sistema de coordenadas ligado a outro observador para
descrever o campo ¢, i.e., é possivel expandir ¢ usando outra base ortonormal completa

{9597} -
o= (bigs +blg;). (3.102)
J

sendo as transformacoes que relacionam os coeficientes f;’s e g;’s e os operadores a;’s e b;’s
conhecidas como transformagoes de Bogoliubov [2]:

) - o prat
{gj = > (Ajifi + Bjif}) bj =22 (A%t Bjiai) (3.103)

5 = S (Bl + Af0) by = 2 (- By + Ay
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Para poder haver a distincao entre os modos de frequéncia positiva e negativa é necessario
que o espago-tempo possua um campo de Killing global tipo tempo 0; [2, 13] e, quando isso
acontece, de forma analoga ao do caso plano, define-se os modos de frequéncia positiva e
negativa pelas Equagdes (3.90).

Além disso, para cada conjunto de modos ortonormais, define-se o estado de vacuo e o
operador nimero também da mesma forma feita no espaco-tempo de Minkowski. Deve-se
notar, entretanto, que, diferentemente do caso plano, observadores distintos podem discordar
com o numero de particulas observadas. Dessa forma, pode-se utilizar as transformacoes
de Bogoliubov para encontrar o ntimero de particulas N; que o observador B — ligado ao
conjunto ortonormal {gj,g;} — observa no estado de vacuo do observador A — unido ao
conjunto ortonormal { f;, f*}. Com efeito, com o auxilio de (3.103), tem-se

> BB ayal 0A> => [Bjl*. (3.104)
KG q

p.q

N; = <0A|B;Bj|0A>KG = <OA

3.4.3 A Radiacao Hawking do Buraco Negro de Schwarzschild

Em seu artigo, Hawking analisou a formagao de um buraco negro de Schwarzschild através
do colapso esfericamente simétrico de uma estrela interessado em estudar a formacao de
particulas no infinito futuro nulo Z*, em um instante muito apds o colapso gravitacional e
a subsequente estabilizacao do buraco negro, supondo um estado de vacuo muito antes da
formacao do buraco negro no infinito passado nulo Z~. Devido ao colapso gravitacional, nao
existe um campo de Killing temporal global, entretanto, ambas as regioes assintoticas sao
estacionarias de tal forma que é possivel definir particulas de forma consistente nelas.

No caso do espaco-tempo de Schwarzschild — que, gracas ao teorema de Birkhoff descreve
a regiao exterior ao colapso —, a equagao de Klein-Gordon (3.97) para um campo escalar nao

massivo (m = 0) assume a seguinte forma
oM\ 1 2M 1 1
o |l—11—— oo | +—=0, r?(1—-=— orp| + — Op[sin 98930]4‘,—263590 =0.
r 72 r r2sin 0 r2si
(3.105)

Para resolver tal equacao, serd utilizado o método de separacao de variaveis através do
ansatz

o(t,r,0,0) Y (6, 9), (3.106)

_ R(t,r)
oy

em que Y, (0, ¢) sdo os harmonicos esféricos enquanto R(t,r.) é uma fungio escrita em termos
da coordenada tartaruga r.. Com a constante de separagao dada por {(I + 1), obtém-se

—1
- (1 - ¥) 2R+ i—j\f (&R— E) - (1 — g) O2R — WD Ry (3.107)

r r2

sin 00y (sin 09pY;.,) + O3Y,%, + 1(1 + 1) sin® §Y, = 0, (3.108)
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senda esta ultima equacao justamente a dos esféricos harmonicos enquanto a outra, apds
a mudanga de coordenadas 0, — 0,, e a definicdo de V(r) — uma espécie de barreira de
potencial — como

. 2MN\ [i(1+1)  2M
V(r) = (1— . ) { S+t 3 } (3.109)
pode ser reescrita como
(07 + 02 —V(r)] R=0. (3.110)

A equagao anterior é de dificil resolugao, no entanto, préximo do horizonte de eventos —
quando r — 2M — observa-se que V(r) — 0. A mesma coisa acontece com V' (r) préximo do
infinito passado e futuro nulos quando r — oco. Dessa forma, nestas regioes assintdticas, a
equacao de Klein-Gordon fica escrita como

(=07 +92) R(t,r,) =0 (3.111)

cuja solucao geral é dada por

R(t,r,) =

1
VAarw Vadrw e ™, k<0

em que foram utilizadas as coordenadas de tartaruga do cone de luz (2.59). Sobre as su-
perficies de Cauchy Z= e H™ UZ™", pode-se construir bases ortonormais completas dadas,
respectivamente, por {f,, f*} e {ga, 95} U {hq, hy} de modo que gq seja nulo no horizonte
de eventos H™ e hy, seja nulo sobre o futuro infinito nulo Z* e ainda seja satisfeito que

(90, ha) = (96, ha) = (90, hg) = 0. (3.113)

itk _ L {G_W’ k>0 (3.112)

Assim, pode-se expandir os campos nas superficies de Cauchy da seguinte forma
@ = Z/ (G fo +alf2) dw; (3.114)
Im
3= Z/ (?aggg + blg + éaha + é}%) ds. (3.115)
lym

Entretanto, como o horizonte de eventos H™ nao possui um vetor de Killing temporal,
nao é possivel definir os modos de frequéncia positiva com relacao a essa superficie de forma
nao ambigua. Por sua vez, como é de interesse o cdlculo de particulas que chegam nas
regioes assintoticas e os modos hq eventualmente atravessam o horizonte de eventos e nao
alcancam o infinito, eles serao desconsiderados enquanto os modos do passado f,,, definidos
sobre o infinito passado nulo Z~, e os modos do futuro g, definidos sobre Z*, sao dados,
respectivamente, por

! 1
fo= Yo pien go = — Y i (3.116)
Varw T VAT T

As geodésicas que partem do infinito passado nulo e atravessam a regiao do colapso da

estrela em tempos cada vez mais préximos da formagao do horizonte de eventos demoram
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cada vez mais para escapar para o infinito até o momento no qual isso nao é mais possivel.
Assim, enquanto algumas geodésicas ficam presas dentro do buraco negro, outras formam o
horizonte de eventos e outras alcancam o infinito com um grande desvio para o vermelho.
Para sobreviver a estes desvios, as geodésicas v que alcancam o infinto futuro nulo Z* devem
ter altas frequéncias proximas ao horizonte de eventos H* de modo que o potencial V(r),
definido em (3.109), possa ser negligenciado e seja desconsiderado o retroespalhamento dos
modos gq por ele.

Utilizando a aproximacao de optica geométrica — que consiste na consideragao de uma
solucao geral da equacao de onda ¥ = ae® tal que a seja constante em relacio a fase S — os
modos f,, e gg percorrem geodésicas nulas com u ou v constante. Na Figura 3.7, tem-se uma
geodésica nula parametrizada por v = v; entrando no buraco negro e outra parametrizada
por u = u; saindo da regiao do colapso gravitacional. J& a geodésica nula vy sai do infinito
passado nulo Z~ com parametro vg, passa pelo centro do colapso da estrela e forma o horizonte
de eventos H*. E facil ver que as geodésicas nulas que partem de Z~ com v > vy atravessam
o horizonte de eventos e terminam na singularidade » = 0. Com isso, pode-se mostrar que a
relacao entre os parametros u e v é dada por

u(v) = —4M In (”0(; U) - —%m (”0(; ”), (3.117)

em que C' > 0 é uma constante e Kk = ﬁ é a gravidade superficial do buraco negro de

Schwarzschild (ver Expressao (3.80)), de maneira que os modos go podem ser escritos em
termos do parametro afim v em Z~ da seguinte forma

]_ iglnvo—v ]_ (/UO_'U)ZK <
—¢'x C — y ara v (¥
90 ={ Vim0 Vi C ’ L (3.18)

0, para v >

Agora, utilizando as transformacoes de Bogoliubov no continuo, pode-se escrever

ga(v) = /OOO( Ao fo + Buals) / \/> w0 Y+ Bge™”) dw.  (3.119)

Ainda, a partir da expansao de Fourier de gq(v), tem-se que

1 > —tWwv— TWU—

i) =5 [ [ alw) + e g(—)] do (3120)

0
em que
— 1 OO WY
Jo(w) = 2—/ e“Ygq(v). (3.121)
™ —0o0

Assim, comparando as equagoes (3.119) e (3.120), conclui-se que os coeficientes de Bogo-

liubov sao iguais a
1 <
Ay = \/ggg(w) =5 %/_Oo e“Ygq(v) du; (3.122)

W 1 W > —iwv
Bun = [Znt-0) = 52 [ e an) o (3123)
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H+f

YH

i

Figura 3.7: Diagrama de Penrose de um colapso gravitacional esfericamente simétrico de uma
estrela mostrando geodésicas nulas com u ou v constantes. (Reproduzida de [14])

Substituindo a Expressao (3.118) nos coeficientes acima, obtém-se

—o\* D . QN . o [iQ
Auo = D/ (UO ”) _giwwo (—) e~ nlele3in (Z—) : (3.124)
kCw |w] K
1Q
o Vo — " D » Q _i2) 1)
Bw — D iQu — _ Vo [ — K H‘UJ‘ QHF 3125
g /of(c) e (|w|6 W) B

sendo D = ﬁ\/% e I' a funcao gama, de tal forma que os coeficientes de Bogoliubov A, e
B,q estao relacionados da seguinte forma

2mQ

| Aval® = e% | Bual®. (3.126)

Com isso, o niimero de particulas observado no futuro assintético Z* no estado de vacuo
|0pass) do passado assintético Z~ ¢é igual a

V 1

NQ = <Opass|[;}289|0pass> = / |BQW| dw = lim _6271'(2//{

. 3.127
V—oo 27 —1 ( )

Assim, a densidade média de particulas por unidade de volume e frequéncia fica sendo
igual aquela de um corpo negro perfeito:

No 1
V/27r B e¥ -1

ng = (3.128)
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Portanto, um buraco negro de Schwarzschild emite particulas que obedecem a estatistica
de Bose-Einstein com temperatura Hawking igual a

K 1 M@
Ty =—=——=060x10°K—2, 3.129
" 2r 8w M M ( )
sendo My ~ 10%3g a massa do Sol. Observa-se que quanto menor o buraco negro, maior sua
temperatura e mais rapida sua evaporacao. Nota-se também que a temperatura Hawking
de um buraco negro astrofisico real seria muito menor do que a temperatura da radiacao
coésmica de fundo e, portanto, seria inobservavel.
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Conclusao

Our imagination is stretched to the utmost, not, as in fiction, to imagine things
which are not really there, but just to comprehend those things which are there.

Richard Feynman, em “The Character of Physical Law”

O fato de os buracos negros poderem evaporar devido a emissao de radiagao Hawking
mudou completamente a percepcao dos fisicos sobre eles, antes, vistos como passivos e indes-
trutiveis. Com efeito, no final da década de 60, Penrose e Hawking mostraram, no ambito
classico, que buracos negros nao podem ser destruidos nem bifurcados, todavia, quanti-
camente, isso foi contornado gracas ao fato de o valor da densidade de energia do vacuo
quantico ao redor de um buraco negro ser negativo [13]. No entanto, é interessante notar que
a possivel evaporacao completa de um buraco negro geraria o chamado paradozo da perda
de informacado, que consistiria no desaparecimento de toda a informacao que passou pelo
horizonte de eventos em direcao a singularidade.

Além disso, sabe-se que a teoria da relatividade geral é incompleta na medida em que o
Universo ¢ governado essencialmente pela mecanica quantica e a existéncia de singularidades
em um espaco-tempo que contém um buraco negro é um indicativo disso. Neste contexto, o
estudo dos buracos negros no ambito semiclassico — que enriqueceu muito a fenomenologia
classica — pode guiar os fisicos na construcao de uma teoria quantica da gravidade.

27
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