Teoremas limite para variaveis aleatérias de Bernoulli
dependentes

Bruna Luiza de Faria Rezende

Tese de Doutorado do Programa Interinstitucional de Pés-Graduagéo em
Estatistica (PIPGES)

o
=
2
o
o
<
V)]
LLl
a)
LL
a)
<
o
Vs
oc
LLl
>
P
-

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao

SAO CARLOS

ICMC
i







SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Bruna Luiza de Faria Rezende

Teoremas limite para variaveis aleatoérias de Bernoulli
dependentes

Tese apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo — ICMC-USP e
ao Departamento de Estatistica — DEs-UFSCar,
como parte dos requisitos para obtencdo do
titulo de Doutora em Estatistica — Programa
Interinstitucional de Pé6s-Graduacdo em Estatistica.
VERSAO REVISADA

Area de Concentragao: Estatistica

Orientadora: Prof. Dr. Renato Jacob Gava

USP - Sao Carlos
Maio de 2023



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi
e Secdo Técnica de Informéatica, ICMC/USP,
com os dados inseridos pelo(a) autor(a)

Rezende, Bruna Luiza de Faria

R467t Teoremas linmte para vari aveis al eat6ri as de
Bernoul I i dependentes / Bruna Luiza de Faria
Rezende; orientador Renato Jacob Gava. -- S&o
Carl os, 2023.

70 p.

Tese (Doutorado - Programa Interinstitucional de

P6s- graduagdo em Estatistica) -- Instituto de C éncias
Mat emét i cas e de Comput agdo, Uni versi dade de Sao
Paul o, 2023.

1. Variaveis aleatoérias Bernoulli dependentes. 2.

Lei forte dos grandes nuneros. 3. Flutuacgéo
Gaussiana. 4. Principio da invari ancia fraco e quase
certo. 5. Teoremn central do limte. |. Gava,

Renato Jacob , orient. Il. Titulo.

Bibliotecarios responséaveis pela estrutura de catalogagdo da publicacéo de acordo com a AACR2:
Glaucia Maria Saia Cristianini - CRB - 8/4938
Juliana de Souza Moraes - CRB - 8/6176



Bruna Luiza de Faria Rezende

Limit theorems for dependent Bernoulli random variables

Doctoral dissertation submitted to the Institute of
Mathematics and Computer Sciences — ICMC-USP
and to the Department of Statistics — DEs-UFSCar, in
partial fulfilment of the requirements for the degree of
the Doctorate Interagency Program Graduate in
Statistics. FINAL VERSION

Concentration Area: Statistics
Advisor: Prof. Dr. Renato Jacob Gava

USP — Sao Carlos
May 2023






/ UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
UFF-‘{.,?.«-ﬂ Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia

Programa Interinstitucional de Pés-Graduagao em Estatistica

Folha de Aprovagao

Defesa de Tese de Doutorado da candidata Bruna Luiza de Faria Rezende, realizada em 22/03/2023.

Comissao Julgadora:

Prof. Dr. Renato Jacob Gava (UFSCar)
Prof. Dr. Marcio Alves Diniz (UFSCar)
Prof. Dr. Valdivino Vargas Junior (UFG)
Prof. Dr. Elcio Lebensztayn (UNICAMP)

Prof. Dr. Luis Ernesto Bueno Salasar (UFSCar)

O Relatério de Defesa assinado pelos membros da Comissdo Julgadora encontra-se arquivado junto ao Programa
Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica.






Dedico esta tese aos meus pais,

que tanto me apoiaram e incentivaram.






AGRADECIMENTOS

Agradego primeiramente aos meus pais e irmao, Maria Divina, Luiz e Luiz Henrique,
por todo apoio familiar, incentivo e preocupacgdo que tiveram para me dar suporte emocional,

intelectual e financeiro para que eu tivesse condi¢des de chegar, permanecer e concluir este ciclo.

Ao meu orientador, Renato, pela orientacdo, compreensao e atencdo dedicadas a mim

durante toda trajetoria de desenvolvimento deste trabalho, sempre com muita paciéncia.

Ao meu noivo, Fernando, pelo companheirismo, cumplicidade e carinho que sempre teve

comigo.

Aos meus amigos e colegas de disciplinas que me ajudaram, deram forgas, foram meus

companheiros e compartilharam comigo diversos momentos.

Aos professores da banca examinadora por participarem desta reflexdo e darem contri-

bui¢des relevantes.

Ao Departamento de Estatistica da Universidade Federal de Sdo Carlos (DEs-UFSCar),
ao Departamento de Matematica Aplicada e Estatistica do Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacdo da Universidade de Sao Paulo (ICMC-USP) e aos seus funciondrios, em especial
aos secretdrios dos programas e aos professores que ministraram disciplinas que cursei durante o

doutorado e contribuiram para meu amadurecimento académico.

Por fim, agradeco a todos amigos que direta ou indiretamente me ajudaram no periodo

em cursei o doutorado.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacado de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.






“Nada na vida deve ser temido, somente compreendido.
Agora é hora de compreender mais para temer menos.”
(Marie Curie)






RESUMO

REZENDE, B. L. F. Teoremas limite para variaveis aleatorias de Bernoulli dependentes.
2023. 70 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagdao em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2023.

Neste trabalho, consideramos uma sequéncia de varidveis de Bernoulli correlacionadas cuja
probabilidade de sucesso do ensaio atual depende condicionalmente dos ensaios anteriores. Essa
probabilidade condicional é dada como uma fungdo linear da média da amostra e possui dois
parametros dos quais um deles pode assumir valores negativos. Estabelecemos para este modelo a
lei forte dos grandes niimeros, uma convergéncia quase certa e em .Z”", uma flutuacdo Gaussiana
da soma das varidveis aleatdrias com a distribuicao proposta, um principio da invariancia fraco
e quase certo, o teorema central do limite e a lei do logaritmo iterado. Além disso, aplicamos
todos os nossos resultados ao passeio aleatério minimal, um modelo fisico com caracteristicas

interessantes de difusao.

Palavras-chave: Varidveis aleatérias Bernoulli dependentes. Lei forte dos grandes niimeros.

Flutuacdo Gaussiana. Principio da invaridncia fraco e quase certo. Teorema central do limite.






ABSTRACT

REZENDE, B. L. F. Limit theorems for dependent Bernoulli random variables. 2023. 70 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2023.

In this work, we consider a sequence of correlated Bernoulli variables whose probability of
success for the current trial depends conditionally on previous trials. This conditional probability
is given as a linear function of the sample mean and has two parameters of which one can
assume negative values. We established for this model the strong law of large numbers, an almost
sure and £ convergence, a Gaussian fluctuation of the sum of the random variables with the
proposed distribution, an almost sure invariance principle and a weak invariace pinciple, the
central limit theorem and the law of the iterated logarithm. Furthermore, we apply all our results

to the minimal random walk, a physical model with interesting diffusion characteristics.

Keywords: Dependent Bernoulli random variables. Strong law of large numbers. Gaussian flutu-

ation. Almost sure and weak invariance principle. Central limit theorem.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Varidveis aleatérias com distribuicdo de Bernoulli sdo o tipo mais simples de varidveis
aleatdrias. O nome desta distribui¢ao e todos os termos relacionados vem do matematico suico do
século X VII Jacob Bernoulli. Apesar de naquela época o conceito de distribui¢do de probabilidade
ainda ndo ter sido criado, em seus manuscritos que geraram o livro Ars Conjectandi (“A Arte de
Conjecturar”), Bernoulli (1713) definiu o que hoje chamamos de ensaios de Bernoulli, nos quais
cada evento € independente dos demais e pode assumir apenas dois valores, 1 (“sucesso”) e 0

(“fracasso”) com respectivas probabilidades p e 1 — p, em que p assume valores entre O e 1.

Muitos historiadores consideram Ars Conjectandi o documento fundador da probabi-
lidade matematica. Nele, Bernoulli introduz conceitos fundamentais da analise combinatoria,
apresenta a primeira prova do que hoje chamamos de lei fraca dos grandes nimeros e dentre
outras coisas, também introduziu a distribuicao binomial. Mais informagdes sobre a vida e obra

de Bernoulli podem ser encontradas em Schneider (2005).

Uma varidvel aleatéria com distribui¢ao binomial representa o nimero de sucessos em n
tentativas independentes sucessivas de um experimento de Bernoulli. Drezner e Farnum (1993)
introduziram uma generalizagcdo dessa distribuicdo que permite dependéncia entre os ensaios,
de forma que as probabilidades de sucesso deles ndo sdo constantes. No artigo, os autores
definiram um parametro adicional que controla o grau de correlacio entre os ensaios e obtiveram

expressoes para os momentos, média e variancia dessa distribuicao.

Heyde (2004) inspirou-se no trabalho de Drezner e Farnum (1993) e apresentou um
processo de Bernoulli correlacionado, no qual a probabilidade de sucesso de cada ensaio depende
da taxa de sucesso dos ensaios anteriores por meio de uma variavel fixa, ndo negativa e menor
do que um, que representa o parametro de dependéncia. Dessa forma, as somas parciais das
varidveis aleatdrias que possuem essa distribuic@o t€m a distribuicdo binomial generalizada de
Drezner e Farnum (1993). O autor mostra que esse processo possui interessantes propriedades

assintoticas que diferem notavelmente na vizinhanga de um ponto critico. Além disso, Heyde
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(2004) apresentou uma dicotomia assintética basica e de dependéncia de curto/longo alcance,
isto €, para dois intervalos distintos de valores do pardmetro de dependéncia, o processo pode ter

uma memoria de curto ou longo alcance.

Mais tarde, James, James e Qi (2008) consideraram a classe de processos de Bernoulli
correlacionados proposta por Heyde (2004) com um diferencial, o parametro de dependéncia
ndo era mais fixo. Obtiveram para as somas parciais das varidveis aleatérias com a distribuicao
proposta a lei forte dos grandes nimeros, o teorema central do limite e a lei do logaritmo iterado.
Vale observar novamente que a distribuicdo de cada soma € a distribui¢do binomial generalizada

introduzida por Drezner e Farnum (1993).

Posteriormente, Wu, Qi e Yang (2012) propuseram uma sequéncia de varidveis aleatdrias
dependentes de Bernoulli com dois parametros de dependéncia nao negativos € menores do
que um, diferente do processo considerado por Heyde (2004) e James, James e Qi (2008).
Para essa sequéncia de varidveis aleatdrias, os autores investigaram comportamentos quase
certos, provaram a lei forte dos grandes nimeros sob condi¢des fracas e também estenderam os

resultados obtidos anteriormente por James, James e Qi (2008).

Zhang e Zhang (2015), considerando a sequéncia de varidveis aleatorias dependentes de
Bernoulli proposta por Wu, Qi e Yang (2012), estabeleceram um principio da invariancia quase
certo para as somas parciais das varidveis aleatorias com tal distribui¢do. Depois, generalizaram
0 processo para um caso multidimensional e estenderam os resultados de Heyde (2004), James,
James e Qi (2008) e Wu, Qi e Yang (2012).

Nesta pesquisa consideramos o modelo sugerido por Wu, Qi e Yang (2012) com um
diferencial, permitimos que um dos dois parametros de dependéncia do processo de Bernoulli
generalizado possa assumir valores negativos. Mais especificamente, lidamos com uma sequéncia
de varidveis aleatérias com distribui¢do Bernoulli dependentes {X, },>1 cuja probabilidade de
sucesso do ensaio atual depende da quantidade de sucessos dos ensaios anteriores da seguinte

maneira,

P(X; =1) = 6p;

P(Xy+1 = 11.%,) = 6n+dn%, paran > 1, (1.1
onde0< 6y<1,S,= Z;?ZIXJ-, FIn=0(X1,...,X,) é afiltracdo gerada por X1, ..., X, (isto é,

Fn—1 C Fp); 6, e dy, sdo os parametros de dependénciacom 0< 6, < 1e0< 6,+d, < 1, para

todo n > 1. Note que essas restri¢des implicam que —1 < d,, < 1.

No caso em que 6, = 0 e d,, = 0 teremos o processo de Bernoulli classico com varidveis
aleatérias i.i.d. e quando 6, = (1 —d)6y e d,, = d para algum d € (0, 1) teremos o processo de

Bernoulli generalizado apresentado por Heyde (2004).

Considerando o modelo da forma proposta, a suposi¢ao de diferencas de martingais

limitadas, usada para provar os resultados dos artigos supracitados, ndo é mais verdadeira, o que
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faz com que precisemos recorrer a estratégias diferentes dos demais autores para demonstrar os

resultados desejados.

O principal motivo para estarmos interessados em um conjunto de pardmetros que
podem assumir valores negativos € o fato de existir um modelo proposto na literatura de Fisica,
apresentado por Harbola, Kumar e Lindenberg (2014). Nesse artigo, os autores introduzem um
passeio aleatério com incrementos dependentes e memoria ilimitada, de modo que sua fungdo de

distribui¢do condicionada em todo passado tem como pardmetros 0 <g<le -1 <a < 1.

No presente trabalho estabelecemos para esse modelo mais geral a lei forte dos grandes
nimeros (Secdo 3.1), uma convergéncia quase certa e em £ (Se¢do 3.2), uma flutuagio
Gaussiana da soma das varidveis aleatdrias com a distribuicao proposta (Se¢@o 3.3), um principio
da invariancia fraco e quase certo tendo como resultados diretos a lei do logaritmo iterado e o
teorema central do limite (Secao 3.4) e uma outra demonstracdo do teorema central do limite
(Secdo 3.5). Por fim, aplicamos todos os resultados obtidos no capitulo 3 a um modelo fisico, o

passeio aleatério minimal introduzido por Harbola, Kumar e Lindenberg (2014) (Capitulo 4).






27

CAPITULO

PRELIMINARES

Antes de apresentar os resultados principais deste trabalho é imprescindivel definir
algumas varidveis, apresentar alguns conceitos e consequéncias que serdo necessirios para

compreender e demonstrar tais resultados.

A probabilidade de sucesso do n-ésimo ensaio, definida como p,, := P(X,, = 1), pode ser

calculada da seguinte forma:
p1 = 6o, tal que 6y € (0,1);
pn=0-P(X,=0)+1-P(X,=1)
=E(X,), paran> 1. (2.1)
Utilizando (1.1),

E(Xn) E(E<Xn|§n—l))
(O'P(Xn = O|gn—l) +1 ']P)(Xn = 1|g\n—l))

E
E(P(X, = 1|70-1))
E

S
(9n1+dn1 : 1)
n—1

E(S,-1)

n—

=0, 1+d,1 paran > 1. (2.2)

Temos de (2.1) que paran > 1,
n—1 n—1

E(Sp—1) =E (ng> =Y E(X)=Y p;

J=1 J=1

Portanto,

p1 = 6p;

d._ n—1
pu=Op1+ - Y pj. paran> 1, (2.3)
=1

n
J

emque0<6p<1,0<6,<le—-1<d,<1.
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Definicdo 1. Sejam (Q,.#,P) um espago de probabilidade e {.%, },>; uma sequéncia crescente

de sub o —dlgebras de .7 . Se {M, },>1 é uma sequéncia de varidveis aleatdrias de Q e satisfaz
(i) M,, € mensuravel com respeito a .%,,
(ii) E(|My]) < oo,

(iii) E(M,,|-#,,—1) = M,,—1 quase certamente,
entdo, a sequéncia {M, },>1 € um martingal com respeito a {.%,},>1. Além disso, uma sequén-

cia {D, },>1 serd dita uma diferenca de martingais se substituirmos (iii) por

(iii”) E(Dy|-#n—1) = 0 quase certamente.

Exemplo 1. Um martingal € a idealizacdo matematica de um jogo justo. Para entender melhor
considere, por exemplo, um dado equilibrado sendo jogado e o jogador ganha um real se o
dado apresentar face 1,2 ou 3 e perde a mesma quantia se o resultado for 4,5 ou 6. Considere
a sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. {X,},>1 onde X,, = 1 se o jogador ganha na rodada n
e X, = —1 se o jogador perde. Dessa forma, para cadan > 1, P(X, =1) =P(X, = —-1) = %
Defina 7, = 0(X1,...,Xn), o = {0,Q} e S, = L}_, X; representando a quantia acumulada
pelo jogador até o instante n, com Sy = 0. Vamos provar que S, ¢ um martingal.

(i) Como Xi,...,X, € o(Xy,...,X,), entdo S, € %, paratodon > 1.

(ii) Note que |S,| < n, entdo E(|S,|) < n < oo paratodon > 1.

(iii)) Como as varidveis aleatorias X, s@o independentes para todo n > 1, temos que
E(Xy|Fuo1) =E(Xa) =13 —1-5 =0, 10g0 E(Sy|Zn_1) = E(Su—1]|Fn—1) + E(Xu| F1) =
Sn—1-

Conforme ilustrado nesse exemplo, o martingal mantém saltos de valor esperado zero, isto
€, 0 jogador nao ganha nada em média. Uma consequéncia desse fato € que se nds conhecemos a

quantia acumulada no instante n — 1, temos uma informagao sobre seu futuro, pois sabemos que

€ esperado que no instante n a quantia acumulada se mantenha a mesma do instante anterior.

Definicao 2. Defina as seguintes varidveis, considerando d, e p,, como os definidos em (1.1) e

(2.3) respectivamente,

n—1
d;:
ar=1 e an:H(H—{),paranzz; (2.4)
j=1 J
Azzil e Azzilparan>1' (2.5)
=T =1 o '
" p(l—np; _ < nl—np;
Bﬁ:Z—pJ( zp]) e Bﬁ:ZP—J< 2p]),paran21; (2.6)
=1 as - as
J J J=n J
n_ESn
M, = #, paran > 1; 2.7)
An

Dy =MyeD,=M,—M,_, paran > 2. (2.8)
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Lema 1. A sequéncia {M,},> definida em (2.7) é um martingal com respeito a {.%, },> de

média zero e a sequéncia {D, },>| definida em (2.8) é uma diferenga de martingais.

Demonstragdo. Para cadan > 1, sabemos que S, | = Z?;Lll Xi=Y" (X)) +Xpt1 =Sn+Xnt1.
Note que de (1.1) temos E(X,,11|-%#,) =0+ 1-P(X,+1 = 1|.%,) = 9n+dn% ede (2.2), E(X,+1) =
6.+, 521, Além disso, pela definigio (2.4), @yt = [Ty (14+%) = (1+%) -a,. Portanto,

E Z.)—E[E Tz
E(Mys 1| 7) = Znt1lFn) ~ EE(S11)| 7]

ap+1
_ Sn +E(Xn+1 |ﬁn> - [E(Sn) +E(Xn+1)]
anp+1
Sy E(Sn)
B S, —E(S,) . 0, +dy=t — [Qn—i-dn_(n }
ap+1 ap+1
_ 5 —E(S) &[S, —E(Sp)]
ap+1 anp+1
(1 n d)
=[S, —B(Sn)] —~
n+1
L, —E
= S—(S”) =M, q.c..
an
Temos ainda
1
EM,) = a—E Sy —E(S,)] = 0.
n

Além disso, como {M,},>; € um martingal,
E(Dp|Zn-1) =EM,; —M,—1|Fp—1) = E(M,|.%,—1) —M,—1 = 0.
]

Lema 2. Seja {D, },>1 a sequéncia de diferencas de martingais com respeito a {.%, },> definida
em (2.8). Entao,

2
aj

Demonstragcdo. Note que pelas defini¢des (2.8) e (2.7), a sequéncia {D},> de diferencas de
martingais é, para cada j > 2,

_ S —E(S) S —E(Sj-1)

D:
/ aj aj—1
X —E(X; 1 1
HTE) e, (L
aj aJ aj_]

(2.10)
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. o X—E(X)) ~ .
Quando j=1,D1 =M, = — Entdo, para j > 1
2
aj
uma vez que os incrementos X,,’s sao uniformemente limitados. ]

Por outro lado, o fato de os d;’s poderem ser negativos, implica que a sequéncia de
diferencas de martingais {D, },>; pode ndo ser limitada. O Exemplo 2 abaixo mostra um caso

em que 1SS0 ocorre.

Observacio 1. Ao longo deste trabalho, a notagio a, ~ by, significa que lim 3* = 1; a, = O(b,)
n

oo “n

quer dizer que existem constantes ¢ > 0 e ng € N, tais que |a,| < ¢|b,| quando n > ng; a, = o(by)

simboliza que lim 7* =0;e aV b = mix{a,b}.
n—yo0 ¥

Exemplo 2. Considere a sequéncia de varidveis aleatérias com distribui¢ao Bernoulli {X,, },>1

introduzida por Harbola, Kumar e Lindenberg (2014) como

S
P(X,i1=1|%,) =q+a=— para n> 1, (2.11)
n
onde0<s<1,0<¢<1,0<p<lea:=p—qéc][—1,1]. Esse modelo é chamado de passeio
aleatério minimal.
Nesse caso, 6, =¢q,d, = e
n—1
o
j=1 J
Observe que podemos reescrever a, usando a fun¢do gama da seguinte maneira

I'n+ a) n%
o N do 1 — oo, 2.12
T T +a)  T(14a) dHanen— (2.12)

Além disso, note que

® a, —»ocoquandon — oo, se 0 < @ < 1.
e a,=1paran>1,se a =0.

e aq,—0,se -1 <a<0.

A principal razdo para a introducdo deste modelo do ponto de vista fisico vem do fato de
ele ser manipuldvel analiticamente, permitindo o calculo dos dois primeiros momentos de S,
e possuir o que é chamado pelos fisicos de difusdo andmala. A difusdo na fisica € o estudo de

como uma particula se propaga em um meio.
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Definicao 3. Um processo estocdstico qualquer S, € difusivo se
Var(S,) = kn, para algum k > 0,

caso contrario diremos que S, possui difusdo anomala.

Outra forma de dizer que o modelo S, apresenta difusdo anémala é se seu segundo
momento se comportar assintoticamente de forma néo linear como n”, parah # 1. Se h > 1 o
processo € chamado superdifusivo e se & < 1 subdifusivo. Alternativamente, ele exibe difusao
normal se 2 = 1. Observe que as somas de varidveis aleatdrias i.1.d. com variancia finita exibem

difusdo normal.

A propagacao acelerada de uma noticia, como uma fake news sendo compartilhada frene-
ticamente, pode ser modelada por um processo de difusdo andmala com regime superdifusivo e
no caso contrario, se uma informacao sofre censura ou € impedida de ser difundida, também é

considerado um exemplo de difusdo andmala, porém com regime subdifusivo.

Mais adiante, no Capitulo 4, voltaremos a tratar do passeio aleatério minimal com

maiores detalhes.
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CAPITULO

RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo sdo demonstrados os resultados mais importantes desta pesquisa. Consi-
derando o modelo proposto, provamos aqui a lei forte dos grandes nimeros (Se¢do 3.1), uma
convergéncia quase certa e em .Z"" (Se¢do 3.2), uma flutuagdo Gaussiana da soma das varidveis
aleatdrias com a distribui¢c@o proposta (Secao 3.3), um principio da invariancia (Sec¢ao 3.4) e o

teorema central do limite (Secdo 3.5)

3.1 Lei Forte dos Grandes Numeros

Provada pela primeira vez pelo matematico suico Jakob Bernoulli em 1713, a lei dos
grandes nimeros € um dos resultados mais famosos da teoria da probabilidade. A grosso modo,
ela afirma que se um experimento € repetido um grande niimero de vezes, a média dos resultados
deve estar proximo do valor esperado. Nesta secdo, provamos que, considerando uma condic¢ao
necesséria e suficiente, podemos obter que a média das somas das varidveis aleatérias com
distribuicao de Bernoulli dependentes consideradas nesta pesquisa converge quase certamente

para seu valor esperado.
Definicdo 4. Uma sequéncia de varidveis aleatéria {Y, },>| converge quase certamente para a

varidvel aleatéria Y se P(lim, Y, =Y) = 1.

Intuitivamente, a convergéncia quase certa permite que alguns pontos do espaco amostral
escapem do critério de convergéncia, porém, o conjunto desses pontos tem probabilidade zero de

OCOrTer.

Os lemas a seguir serdo utilizados para demonstrar a lei forte dos grandes nimeros para

0 modelo proposto nesta pesquisa.

Lema 3. Considerando as varidveis a, e A, definidas em (2.4) e (2.5) respectivamente, temos:

(i) an/n é ndo crescente em n.
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(i1) Se hm An = oo, entdo lim % L= 0.

n—oo
a —d;
(iii) 11m <& =0 se, e somente se, Z j+1 = oo,
j_
. n—1
Demonstragdo. (i) Podemos escrever n = [ (14 1), entdo
J=1

jei 1
_Titd
oy Jt1
nd 1—-d,
— <1_ j+1])' (3.1)
=1

que € ndo crescente, uma vez que —1 <d; < 1.

(ii) Pelo item (i) temos que a,/n é mondtona e limitada, pois 0 < %" < 1. Entao existe

. a s~ a
r}l_rgo < =V e, como a,/n é ndo crescente, vV < <, para todo n > 1. Suponha que v # 0,
1

assim, paran > 1, aLZ < —y7, 0 que implica que
n

IimA, < h an

n—soo
(iii)) Temos de (3.1) que

nl d) I 1—d;
= =exp| — - +0(1) |.
J_l( J+1 ]_; J+1 (1)

dj
J= 1 Jt+1

Dali, segue que lim,, ;. 7* = 0 se, e somente se, Y~ — oo quando n — oo,

O

Lema 4. Seja {Z,},>1 uma sequéncia de diferengas de martingais com respeito a {.%,},>1. Se
Y E(Zﬂﬂ j—1) <o q.c.,entdo };_; Z; converge quase certamente.

Demonstragcdo. Pelo Teorema 2.17 de Hall e Heyde (1980) (ver Teorema 7 do Apéndice A),

considerando p = 2 o resultado € valido. ]

Teorema 1 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Suponha que (1.1) valha. Entao,

lim 52— E(S0)

n—soo n

=0 g.c.

1-
se, e somente se, Z =
= j—H



3.1. Lei Forte dos Grandes Niimeros 35

1—-d;

Demonstracdo. Primeiramente, assuma que ) - =17 +1

= oo, Defina Z; = %Dj. Temos de (2.9)

que,

4
_2

2’1 (Z}1.F-1) gz
= =1

z

entdo, pelo Lema 4, }°" j=1Zj converge quase certamente. Sabemos, pelo Lema 3 (i), que &
monoétona nao crescente. Considerando a hipétese e utilizando o Lema 3 (iii), temos que a T oo
quando n — oo. Dessa forma, concluimos pelo Lema de Kronecker (ver Lema 8 do Apéndice A)

que

J
an ¢ jglaj !
—ZDJ'_ m —0 q.c
= an
Entao,
. Sn_E(S)
Jim 21— 2 = lim S "—,}EEJZD =0 ge.

=1

Agora, para provar a reciproca, utilizaremos a técnica de prova por contraposi¢do. As-

=1 ]]+1] < oo, temos pelo Lema 3 (iii) e (ii) que 0 < hm 1 < ooe lim A2 < oo,
n—oo

Por (2.9), Y7 E(D3|.7; 1) < X7, 2 —411mA2<oo PeloLema4obtemos que S=EG) _

n

suma que Y

M,=Y" i—1 D converge quase certamente para alguma varidvel aleatéria M. Além disso, como

{M,},>1 é um martingal, para m > n
IE(l)nl)mLQ.m—l) =K [(Mn _Mn—l)(Mm _Mm—l)|§m—l]
= MnE(Mm|§m—l) — MMy, _Mn—lE(Mm|§m—l) + My 1My

=MMy\ — MMy — My My, 1 +My 1My 1 =0

logo, E [(Dy+Dp)?| Fm—1] = E(D2|Fn_1) + E(D2|F 1) dai, E[(D,+Dy)?*] = E(D?) +

E(D2,). Por indugdo, provamos que

2
E (ZD,-> =Y E(D3). (3.2)
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Pelo Lema de Fatou (ver Lema 9 do Apéndice A) e por (2.9), paracadan > 1,
E[(M,—M)?] =E [(Mn ~ lim Mm)z}
nm—»o00
—E [( lim M, — Mnﬂ

m—soo

< liminfE [(My, — M,)*]
m n 2
= liminf£ (Z Dj— ;D])

2
:11’7rln_>1£fE (JZ Dj>

< .Z —. (3.3)
J

Assim, lim,, ., E [(M, — M)?] = 0. O que implica, juntamente com E(M,) = 0,

n—yoo n—yoo n—yoo

2 (o]
Var(M) = lim Var(M,) = lim E(M?) — [E(M,)]* = lim E (Z D ,-) =Y E(D?%)
=1 =1

>E(D]) =E [(X: —E(X1))*] =E(X1) — [E(X,))* = 60(1 — 6) > 0.

E(S,
Isso significa que M € uma varidvel aleatéria ndo degenerada Como 0 < lim “* < oo, limsup # =S
n—eo n—oo

" Sn—IE(Sn)
r}grolo M ¢ ndo degenerada. Portanto, se )7 3 +1 L < oo -

babilidade 1, que € o que queriamos provar.

ndo converge para O com pro-

O

Exemplo 3. Consideremos 6, = 1/n,d, = —1/nparan>2e 0; =d; = 0. De (1.1) temos que
E(S1) =EX;) =P(X; =1) = 6y e P(X,1 = 1|.F) = 6, +d,>2, paran > 1. Dai,

E(S,) =E(Sy—1) +E(X,) = 6,1 + E(S,-1) < "__]1) , paran > 2.

Assim, E(S>) = 6 e por recursividade,

GOH(I——> Z H (1__> n11:(90—3)nzz;2_niz_1%+2.

j= = J k= j+1

Com o intuito de ilustrar o exemplo, foi feita uma simulacdo de uma realizacdao de
%(S,,) para 6y = {11—0, %, 1% }, comn = 1,...,1000 que podem ser vistas na figura 1. Podemos

Su—E[S,]
n

notar que nestes casos, independente do valor de 6, converge para 0 a medida que n

Cresce.
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S/x _]E[S/x]
n

Figura 1 — Simulagdo de comn=1,...,1000 e 6y = {0.1,0.5,0.9}

8,=0.1 8,=0.5 8,=0.9

0.5
0.4

0.2
1

0.3
1
0.4
1

0.4

{= 1= {=
= < o =
- 2 o 7 - o |
) . ) 4 o°
w . w w
| N . [ [
c O : 3 3
%) 3 n %)
~ N
= ] ; ? 7 ©
o
o =
[SI < <]
S -
T
-
S o
| o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Fonte: A autora

De fato,
1
>1-d; 1 &+; 1 & 1 1 1 &l
—=-+) —T=5+t) ——t+t =5t ) =2
j:le—l—l 2 j_;]—l—l 2 j:Zz]+l jG+1) 2 j;ZJ

assim, pelo Teorema 1 temos que

~E
lim S —E(Sn)

n—oo n

=0 q.c..

3.2 Convergéncia quase certa e em £

Nessa se¢dio nos interessamos em provar que o martingal {M,},>| converge quase

certamente e em £ para uma varidvel ndo degenerada de média zero.

Defini¢do 5. Uma sequéncia de varidveis aleatdrias {Y,},>1 converge em £ para Y, sendo
O0<m<oo,seY, € Z™"Yec e limE(|]Y,—Y|") =0.Dizer que Y € £ significa que Y é
n—oo

m-integravel, isto é, E(|Y|™) < oo,

Teorema 2 (Convergéncia quase certa e em .Z""). Se lim A2 < oo, entiio existe uma variavel
n—oo

aleatéria M ndo degenerada e de média zero tal que

Sy E(Sy)

an

M, —M q.c.ceem X", m>1, quando n — .
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Demonstragcdo. Provemos primeiramente para o caso em que m > 1. J4 definimos a diferenca

de martingais {D,, },>1 como D} =M; e D, =M, —M,_1, paran > 1. Dai,

n n
My =Dy+M, | =Dy+Dy_1+My_2=---=)Y Dj+M =) Dj.
j=2 j=1

Além disso, temos de (2.9) que |D J-| < % Portanto, utilizando a desigualdade de Burkholder
(ver Teorema 8 do Apéndice A) e a desigualdade triangular para uma constante ¢ que depende

somente de m > 1
m/2
E(|Mn|m) <cE

n " m/2
<cx (o) <cn|E ()
j=1 =1 \%j

J J

Yy D
j=1

Por hip6tese, lim, e A2 = lim,, ;e Yoy aiz < oo, entdo sup,~ | E (|M,|™) < o
2 >

Portanto, pelo teorema de convergéncia em . para martingais (ver Teorema 9 do

Apéndice A), concluimos que, para m > 1, M,, — M quase certamente e em .Z"".

Para o caso m = 1, note que pela desigualdade de Lyapounov (ver Teorema 11 do
Apéndice A),

E(M)| = [E(M —M,)| < E(M —M,|) < [E (1M~ M,*)]' 0 quando n — oo,

pois converge em & 2 Dessa forma, a convergéncia em . I vale. Além disso, por (3.2) e (3.3)

temos que

n—yoo n—oo n—oo V

2
Var(M) = lim Var(M,) = lim [E(M,%) - [E(Mn)ﬂ = limE D j> — Y E(D?)
J=1 '

Jj=1

>E(D}) =E[(X1 —E(X1))?] =EX1) — [E(X1)])* = 60(1 — 69) >0,

isto é, M é uma variavel aleatéria ndo degenerada de média zero. [

3.3 Flutuacao Gaussiana de M,

Em mecanica estatistica, as flutuagdes estatisticas podem ser descritas como variabilidade.
Isto quer dizer que quando um experimento € realizado com eventos sob as mesmas condi¢des, 0s
resultados obtidos podem ser ligeiramente diferentes. Nesta se¢do provamos que uma flutuagao
do martingal {M,},> é gaussiana, isto &, converge em distribuicdo para uma varidvel aleatéria

normal.

Para demonstrar tal resultado, os seguintes lemas sdo necessarios.
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1-d; -
Lema 5. SeZJ 1]+1 = oo, entio

E(D?) Pil - P 4, (?) g.c.. (3.4)
J J

(D3| F1) = Pil 7 Pi) +o (;) q.c.. (3.5)
J J

Demonstragdo. Vamos comegar provando (3.5). De (2.10) e notando que E(X;) = p;, temos

1 Si 1 —E(S; 4 Sio1—E(Sj-1)\*
D?-g (Xj—Pj)z—Zdj—l(Xj—Pj)( ’ j_(1’ )>+d12~1< ’ j_(lj ))]
J
1 Si1 —E(S;
:;{Xf—zpjxjﬂLP?ﬂLd'—l(J j_(lj ))[_2Xj+2pj+
J
Si1—E(S;-
+d~_1( L (1’ 1))}} (3.6)
i

Note que de (1.1), E(Xf|ﬁj,1) =E(X;|Zj-1) =0j-1 +dj,1% e, como Y77 lhfi’ =

oo, pelo Teorema 1

1 Si-
(Dz‘,/J 1) __2{61 1+dj- 1] 1 —2pj (GJ 1+di- 1>+p]+dj 1
J

J—
(25200) (o 32 (B252829)

j—1
1 Si_ Si 1 —E(S;_
__2{p]+(1 2p;) (] 14dj 1] 1)+d_ ( j lj_gj 1))
J

o) o (5200

1 Si—1—E(Sj-1)
=a—2{p§+(1—2p,~)p,~+d,-_1( T

| SRR ) P RS C |

:Pj(l ;Pj) Yo <i2> ' (3.7)

Agora, para provar (3.4), lembramos que ]E(ij) =[E(X;) = p; e utilizamos o Teorema
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da Convergéncia Dominada (ver Teorema 12 do Apéndice A) e o Teorema 1, para obter

1 Si—1—E(S;—
E(Di) :_Z.E [X]Z—ijXj+p§—2dj_1Xj( =1 ( J 1))_|_

a; j—1
Sio1—E(S;_1) Si1—E(Si-1)\?
2d . J J d2 J J
2ty (P (P
1 2., 2 Sj—1—E(Sj-1)
:E{pj_2pj+pj_2dj1ij( / j—lj +
J

Si—1—E(S;_1)
+2dj_1pj]E< ! iy /2 ) +d; |E

Si1—E(S;i-1)\?
Sl
- {pj—p§+d§_11a (S”fis”)f”

J

:—pf“a;pf) +o (iz) . (3.8)

J J

O

Lema 6. Considerando s2 = Z;":nIE(Di) e supondo A2 /B2 limitado para todo n > 1, entio
a2s2>cnpara0 < c<1.

Demonstragcdao. Temos de (3.8) que, paratodon > 1,

[e]

- Yuy - 3 20 g [(Sf—l _.E(Sf‘l))zl ,
j=n

i=n a; a? j—1
ap = [1 <1 + —J> de (2.4) e, pela hipétese, ), pj(—zm) >c ) —,paraalgum0<c <1
j=1 J j=n aj j=n aj

Além disso, como d; < 1 paratodoi > 1,

Portanto,
(1—p: dz S. 1 —FE(S: 2
arzlsrzl:arzlzp]( 2p1)+ ]21E ( j—1 ‘ (] 1))
j=n a; a; j-1
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]

Observacio 2. Note que B, < A, e B, < A, para todo n > 1. Seja 62 = Var(X,) = E(X?) —
[E(X,)]*> = pu(1 — pp). Se 62 > & para algum & > 0, entdo A,/B, e A,/B, sdo limitados,
satisfazendo a suposicdo do teorema a seguir.

Teorema 3 (Flutuacdo Gaussiana de S,,). Considerando M a varidvel aleatéria limite do Teorema
2es; =Y, E(D?). Se lim A2 < oo e A2 /B2 ¢ limitado para todo n > 1, entdo
n—roo

M—-M, a,M—(S,—E(S,
_ M = (Su) 4, n(0,1) quando n— oo e (3.9)
Sn+1 anSp+1
M—-M,
limsupg =1 q.c, (3.10)

n—eo sn+1¢< n—i{l)

onde ¢(x) = /2loglog(xV 3).

Demonstragdo. Definat? = Y% y nE(DZ\J i—1). Vamos provar que as condi¢des do Teorema 1
(b) de Heyde (1977) (ver Teorema 13 do Apéndice A) valem. Sob a hipétese de que lgn A2 < oo,
n—oco

¢ claro que 11_r>n B2 = h_r>n A2 0, pois B, < A,,. Assim, pelo Lema 5 obtemos que s,% — 0 quando
Nn—o0 n—oo

2
.~ . . , . t
n — oo. Provemos agora a condigdo (i) do Teorema 13, isto €, queremos provar que lim % =1
n—r

n

g.c.. Pelo Lema 5, para todo € > 0,

o pil-pj) ¢ o pil-pj) | &
LY=o -2 o, Lo ts
j=n J J < I, < j=n J J
E pi(1-pj)) B i pjl=py)
; a? a?
j=n J j=n J

assim, pela hipétese de que A2 /B2 é limitado temos que, para algum K > 0,

2
t
1-eK <2 <1+&K,
B2
n

fazendo € — 0 obtemos

2
. 1,
r}l_r;log—%_l g.c.. 3.11)
De modo anélogo,
52
r}l_rgoﬁ_l g.c.. (3.12)

Por (3.11) e (3.12), a condicao (i) € satisfeita.
Provemos agora a condi¢do (i1) do mesmo teorema. Pelo Lema 6

Y o

121

71.2

<
<LiE " ed

=1

27 < oo, (3.13)
] ]
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Logo, utilizando o Lema 1 (ii) de Heyde (1977) (ver Lema 10 do Apéndice A) temos

|
Z i 0 quando 1 — oo. (3.14)
]

j=n

:QH —-

Note que, para todo € > 0,
1

E“s

E[D} 1(1D;] > &sa)] < 5 E(D)),

n

pois, caso |Dj| < es, = ]I(]D‘] > esn) =0= E[Dz- I(|Dj| > €s,)] =0 < E(Dj‘-). Caso
1

e

€252

contrdrio, se [D;| > €s, = 2 >1= 2 > D2 :>E[D2 I(|D}| > €sn)] = E[D?] <

sE(D?).

Dai, utilizando (2.9) e (3.14),

I &  Q——
52 E[D} 1(|D;| > &s4)] < Sl E(D7)
}’lj:n }’lj:n
1

> 24
2—4 — 0 quando n — co.
aj

Dessa forma, a condic¢ao (ii) do Teorema 1 (b) de Heyde (1977) (ver Teorema 13 do Apéndice

A) € de fato satisfeita, o que nos permite concluir que (3.9) vale.

Agora, provaremos que as condicdes (iii) e (iv) do mesmo teorema valem. Note que
1 4
E[|D;| K(1Dj| > es)] < 3 ED)),

dai, de (2.9) e (3.13)

=1 = 1
¥ EIDSI(D)] > es) < ¥ Z5ED))
=1 =120
PANSAS
<3 < oo
&’ J—g‘l (sja;)?*

Logo, a condig¢do (iii) vale. De maneira andloga provamos a condi¢do (iv). Portanto, (3.10)
vale. O]

3.4 Principio da invariancia

Dizer que algo € invariante significa dizer que ndo varia, ndo muda. Na matematica,
invariante é uma propriedade mantida por um objeto matemdtico que permanece a mesma,
mesmo apoés a transformacgdo desse objeto. Nesse sentido, um principio de invariancia é um

resultado que nos permite mudar nosso espaco de probabilidade sem alterar a distribuicao.

Nesta secio, provamos um resultado que garante que redefinindo o espaco de probabi-

lidade de {X,,},>1, podemos manter sua distribui¢do e aproximar a sequéncia {S, },>1 quase
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certamente de um movimento Browniano padrao, isto é, o processo de Wiener, que € um pro-
cesso estocdstico a tempo continuo que descreve o que, em aplicagdes da fisica, € entendido
como o movimento aleatério da posi¢cao de uma particula gerado por incrementos aleatérios
ndo correlacionados temporalmente com variancia finita. Para conhecer mais sobre as diferentes
maneiras que o principio da invarincia pode ser empregado, consulte Philipp (1980) e Simons e
Stout (1978).

Algumas das propriedades de processo de Wiener € que ele tem trajetérias uniformemente
continuas quase certamente e tem incrementos gaussianos. E importante destacar também que
uma caracteristica importante do processo de Wiener € a invariincia de escala, o que significa
que o'W (o?t) é um processo de Wiener para qualquer constante ¢ nio nula. Além disso, o
processo de Wiener pode ser construido como o limite escalar de um passeio aleatorio, o que é

conhecido como teorema de Donsker, uma extensio funcional do teorema central do limite.

Definicao 6. Um movimento Browniano padrao ou processo de Wiener é um processo esto-

castico {W(7) };>0, em algum espaco de probabilidade (Q,.#,P), com as seguintes propriedades:
(i) O processo comeca em zero: P(W(0) =0) = 1.

(i1) Os incrementos sdo independentes: se 0 < 7y < --- < f, entdo as varidveis aleatorias
W(t1),W(ty) —W(t1),W(t3) —W(t2)...,W(t) — W(t;_1) sdo independentes.
(iii) Os incrementos W (r + h) — W (t) sdo estaciondrios (ndo depende de ¢) e tem distri-

buicdo normal com média zero e variancia h: W(t +h) —W(z) ~ N(0,h).

O lema provado a seguir serd usado para demonstrar os principios da invariancia fraco e

quase certo para S,,.

n+4 b4
L 7. don>1, )/ — <a,A, <n—.
ema 7. Quando n > c <a, ,,_n\/6

Demonstra¢do. Paran =1, temos que ajA; =1 e \/g <1< \%.

Note que, pelas defini¢des (2.5) e (2.4), paran > 2

n—1 d 2
o W n=1 74\ 2 n-1| L <1+7’> n—1n—1 4\ 2
azAz Z—g—1+2(—) =1+) | =1+ (1+—,’>.
=14 j=1\4j =" <1+@> j=li=) !
- i

Sabemos que d; > —1, logo

n—1 di n—1 1 _]_1
H(”?) ZH(1_7) -1

i=j

o que implica que

j—1\? (n—2)(2n—3) n—2
aﬁAzzH):( ) =l oy 2t

n—1
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Por outro lado, sabemos que d; < 1, assim
n—1 n—1
d; 1
H(H—f) SH(1+—.> =z
i=j L = l J

Entao,

]

Teorema 4 (Principios da invariancia fraco e quase certo). Se ,111_r>£10 B% = o e A, /B, é limitado
para todo n > 1, entdo podemos redefinir {Xn}n21 em um novo espago de probabilidade sem
alterar sua distribui¢do e, nesse novo espaco de probabilidade, existe um movimento Browniano
padrdo {W(t)},- tal que

Sn—E(Sn) N )
E— W(B;)| =o(y/Bzloglog(B,)) q.c. e (3.15)

Demonstragdo. Vamos aplicar o Teorema de representacdo de Skorokhod para martingais (ver
Teorema 14 do Apéndice A). De acordo com ele, podemos encontrar um novo espago de
probabilidade onde existem um movimento Browniano padrdo {W(¢)},>o e uma sequéncia
de varidveis aleatérias ndo negativas 7, 7p,... com as seguintes propriedades: se 7, = Y | 7,
M, =W(T,), D\ =M, D, =M, =M, —M, | paran>2e %, =0c(Mi,....M,,W(t)) para
0 <t <T,, entdo {M,},>1 e {M],},>1 sdo iguais em distribui¢do ({M, },>1 = M)} 1), T é

,-mensuravel e
E(tj|%j1) = E(D}|9;1): E(7]|9)1) < o B(DF|%;-1) qe., (3.17)
para r > 1 e ¢, uma constante positiva que depende de r.

Como {M, },>1 < {M) },>1, pelo Lema 5 temos

(1—p; 1
IE(D’IZ]%-_I) = % +o (;) q.c.. (3.18)
j j
Por (3.17) e (3.18)
Y E(j19-1) =), % +o (%) = B2 +0(A2) = B2 +0(B2) q.c.. (3.19)
i=1 i=1 j j

Defina agora £; = 7; —E(7;|%;_1), j=1...,n e note que %; é uma diferenga de martingais com

respeito a ¢; que, por (3.17) e (2.9), satisfaz
N 2 2
E(t}|9)-1) = E(t}|%)-1) = [E(7|%)-1)]” < 2B(D}%)-1) — [E(D}|9)-1)]

2
24 22 c
<a—Z-|=]| =3 9c,

a Clj
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para alguma constante ¢ positiva. Usando o Lema 7 obtemos

Além disso, note que A2 definida em (2.5), € ndo decrescente. Entdao o Teorema 2.18 de
=13 2 < q.c..

Hall e Heyde (1980) (ver Teorema 15 do Apéndice A) garante para p =2 que )7

Por hipétese temos que lim B2 = oo e sabemos que B, > A,,, logo A2 1 co. Assim, pelo

Lema de Kronecker (ver Lema 8 do Apéndice A) obtemos

L 4]
/:1A2/ —0 q.c.,
isto é,
Y £ =0(A}) qc (3.20)
j=1
Combinando (3.19) e (3.20)
(3.21)

=) ':Z t+E(1j/9)-1) = 0(A}) + B, +o(B;) = By +0(B;) q.

J
Pelo Teorema 1.2.1 de Csorgo e Révész (1981) (ver Teorema 16 do Apéndice A) obtemos
M, =W (T,) = W(B2) +o(y/B2loglogB,) q.c..

Concluindo que (3.15) vale. Vamos provar agora (3.16)
Dados € > 0 e § > 0, utilizando o teorema da probabilidade total, escreva

P<'W<Tn>;nw<35>' N 8) L (|W<Tn>;nW<B%>l o 6Ty~ B > 5Bg)

W(T,) — W (B2
IP’<| (”)B (”)|>e,|Tn—B,%\§SB§).

Provaremos que ambos os termos da dltima igualdade convergem para zero. Temos de

(3.21) que |T;, — B2| /B2 — 0 g.c. quando 1 — o, logo

W(T,) —W(B?
]P’(' (n)Bn ( )|>8’T_B%|>5B%)S]P(]Tn—B%|>SBﬁ)—>0q.c.quand0n—>°°

Por outro lado, utilizando novamente (3.21)

P(|W<Tn>;W<Bz>| 1,5 < o8] :P(|W<B,%<1+ol<;>>>—w<3,%>r e
B(1+o(1) ~ 1)
A <5).
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Reescalando o movimento Browniano, que € invariante por escala,

P(W((14+0(1))=W(1))>¢&,[(1+0(1))—1] <) <P ( sup  |[W(s)=W(1)| > 8) :
s3)s—1|<é
que converge para zero quando 6 — 0 uma vez que as trajetérias de um movimento Browniano
sdo quase certamente uniformemente continuas no conjunto compacto [1 — &, 1], isso quer dizer
que P(|W(s) —W(1)| < e dado |s— 1| < &) = 1. Isso conclui a demonstracao de (3.16). O

A partir desse teorema € possivel obter o Teorema Central do Limite e a Lei do Logaritmo
Iterado como a seguir.

Corolario 1. Se lim Bﬁ = oo e A, /B, é limitado para todo n > 1, entdo
n—oo

Sn—E(S,)

4 N0, 1).
a,B,

(1)
|Sn - E(Sn)’
anBp\/loglog(B,)

=2 q.c.

(i1) limsup,_,.,

Demonstragdo. (i) Sabemos que um Movimento Browniano W (¢) tem distribuicao N(0,¢),7 > 0
e temos a convergéncia (3.16) do Teorema 4, entdo, aplicando o Teorema de Slutsky (1) (ver

Teorema 19 do Apéndice A), obtemos

Sy —E(S,)

2y ~N(0,1).
a,B,

(i1) Pela equacdo (3.15) do Teorema 4 temos

1 Sy —E(Sy)

lim
n—e . /B2loglog(B,) an

Aplicando a Lei do Logaritmo Iterado para Movimento Browniano (ver Teorema 18 do

—~W(B2)| =0 qec.

Apéndice A) obtemos

Sp—E(S W(B2)V2 Sp—E(S
0 = limsup Sn—ES)l_ (B,)v2 = limsup 1Sn —E(Sw)| -2 ge.,
n—e ap\/B2loglog(B,) +/2BZloglog(B,)  n—e ay\/B2loglog(B,)

que prova o que queriamos. ]

3.5 Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite (TCL) € um dos teoremas mais importantes da teoria da
probabilidade, tendo possibilidade de aplicagdo em diversas dreas. Diversas variacdes desse
teorema foram apresentadas ao longo dos anos, porém a versao padrdo, provada pela primeira

vez pelo matematico francés Pierre-Simon Laplace em 1810, afirma que a soma ou média de
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uma sequéncia infinita de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com

variancia finita, quando adequadamente reescalonadas, tende para uma distribuicdo normal.

A seguir, apresentamos uma nova versio para esse teorema, na qual, a soma das varidveis
aleatdrias com distribuicao de Bernoulli dependentes que propusemos, reescalonadas de forma

conveniente, converge para uma varidvel com distribui¢do normal padrao.

Teorema 5 (Teorema Central do Limite). Suponha que li_r>n B, = e A, /B, é limitado para
n—soo

todo n > 1. Entdo, quando n — oo,

S —E(S,
Sn—BUSn) 4, o, 1),
a,B,
Demonstragdo. Vamos provar as condi¢des do Corolario 3.1 de Hall e Heyde (1980) (ver

Teorema 17 do Apéndice A). Seja D,,; = g—f para 1 < j < n. Demonstremos primeiramente a

condicdo (i), para tanto, provaremos que para todo € > 0

n
E [D%J]IGD"]‘ > 8) ’yj—l} — 0. q.c..
j=1

N

n—+

Temos do Lema 7 que

(@)

o = a2
< — o0, 22
EAE () o

Sabemos que B, < A, e por hipétese temos lim B, = oo, logo lim A, = . Note que A2 é nio
n—oo n—oo

decrescente. Entdo, pelo Lema de Kroneker (ver Lema 8 do Apéndice A),

— 0. (3.23)

— 0. (3.24)

Note que, para todo € > 0,

1
E[D; 1(|D)| > €B,)|.F;1] < EZ—%E(D§|EJ-,1),

pois, caso |D;| < eB, = 1(|D}| > €B,) =0=E[D}I(|D;| > €B,)|.Fj 1] =0 < = E(D}[.Z; ).

€2B2
D2

s D4
Ecaso |Dj| > eBy = o > 1= oh > D3 = E[D; [(|D)| > &B,)|.Fj 1] < 8;—B%E(D§|ﬂjf1).
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Dai, utilizando (3.24) e lembrando que de (2.9) |D;| < a%,

—
N

n
E [D%J H(anj| > 8) }ﬁj,d = — ZE(D? H(|Dj| > SBn)’ﬁjfl)
j=1

n j=1
1 &y,
or
c2p4 ZE(DJVJ—l)
n j=1
1 &2
— g2B

<

A

— 0.

S H
&.Q-lkl

j=1

Provemos agora a condi¢do (ii) do mesmo teorema, para tal, demonstraremos que
,}i_rgoz?:l ]E(D%ﬂﬁn(j_l)) =1 g.c.. Pelo Lema 5, para todo € > 0,

n n
i(1-pj)) & pil=pj) | &
Z - 2 -7 Z "+ >
=g aj _ Y E(D3Z 1) _ A aj aj
i pi(l1=pj) B2 i pi(l-p;)
Lz Lo
j=1 J j=1 J

assim, pela hipéStese de que A2 /B2 é limitado temos que, para algum ¢ > 0,

" E(D3Z 1)
B}

l—ec< <1+ec,

fazendo € — 0 obtemos

lim B =1 g.c.

. Y1 E(D3F )
lim Y E(D},| 7, 1) = lim = =—
j=1

Portanto, lembrando que 2?21 Dj=M,= %ﬂ(&’),

(1980) (ver Teorema 17 do Apéndice A) concluimos

pelo Corolério 3.1 de Hall e Heyde

Sn_E(Sn) 7:1Dj d
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CAPITULO

APLICACAO NO PASSEIO ALEATORIO
MINIMAL

Como mencionado no Exemplo 2 do Capitulo 2, o passeio aleatério minimal, introduzido
por Harbola, Kumar e Lindenberg (2014), € um modelo fisico com caracteristicas interessantes
de difusdo. Neste capitulo descrevemos o passeio aleatério minimal de forma mais detalhada e

aplicamos os resultados obtidos no capitulo anterior.

O passeio aleatério minimal definido por Harbola, Kumar e Lindenberg (2014) consiste
em um passeio aleatério {S, },>¢ iniciado na origem, com incrementos dependentes e memdria
ilimitada de forma que a cada passo o individuo (ou a particula) permanece onde estd ou se move
para o vizinho mais préximo a sua direita. Mais precisamente, o passeio se iniciaem Sp =0 e a

cada passo de tempo discreton > 1,
Snt+1=8n +Xu+1,

onde X, € {0,1} é uma varidvel aleatéria de Bernoulli. O primeiro passo é dado para a direta

com probabilidade s € [0, 1], isto é,
]P(Xl = 1) =s=1 —P(Xl :0).
A memodria consiste no conjunto dos passos dados anteriormente e a dependéncia é dada

quando no tempo n + 1, com n > 1, um dos tempos anteriores n’ € sorteado uniformemente e, se

o passo do tempo sorteado (passo lembrado) for para a direita (X,; = 1),

Yo 1, com probabilidade p € [0, 1]
Gaa 0, com probabilidade 1 —p
e se permaneceu parado (X,; = 0),

Yo 1, com probabilidade g € [0, 1]
e 0, com probabilidade 1 —g¢ '
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Da defini¢do dada, temos que S, = )" | X,, representa a quantidade de passos dados
para a direta em n realizacOes e, consequentemente, n — S, € o nimero de vezes que o individuo
permaneceu onde estava. Utilizando o teorema da probabilidade total para n > 1 e definindo o

parAmetro que pode assumir valores negativos, o := p —q € [—1, 1], temos

_Sn,, (=5

n S}’l
E(Xyt1]|%0) = P(Xyt1 = 11.%) P+ " q:q+a7. 4.1)

Note que quando o =1, isto é, p =1 e g = 0, o processo depende somente de X,
pois os proximos passos serdo iguais a esse valor, ja que nesse caso P(X,,+1 = 1|X, =0)=0¢e

P(Xy+1 =1|X,=1)=1.E quando 0 < p < 1 e ¢ =0, 0 mesmo acontece quando X; = 0.

O fato interessante sobre a difusdo do passeio {Sy },>0 se dé justamente ao considerarmos
o caso em que ¢ = 0, no qual S, exibe regimes de subdifusdo se p < 1/2, difusdiose p=1/2¢

superdifusdo se p > 1/2.

No artigo, Harbola, Kumar e Lindenberg (2014), € mostrado que

qn q I'n+a) qn q n%
E(S,) = - 4 (s ~ - 42
(Sh) 1—a+(s 1—a>F(1+a)F(n) l—oc+(s 1—a)r(1+a) (4-2)
e
2.2 1—g— 2 _ _
]E(SZ) ~ qn q( q a)n q(S so q) nl-HX _{_B(a?q’S)nZa’ (43)

(a—1)2  (a—1)%(1-2a) (1—-a)’T(1+a)

B(a,q,s) = 1 {4aa2(sa2+ocq—3q)l“(a+1/2)r(1+a)

(0—1P32a-1)? | vra(a—1)2a—1I'2a—2)I(1+2a)
+s50(7—19a +25a* — 160%) +2¢* (8 — 160> + 50 — 1)
+qa (130 — 6) +2gs(1 — 60+ 260> — 240> + 8a)

1 2 2 3 2 3
_ 8a—2+60°—4a S50 —40—-2a° +2
1 20) (4°( + ) +4( +2)

+ 2gs(1 — 60) +s(40 — 16a* + 2503 — 190% + 7ot — 2))} .

Vamos agora aplicar os resultados obtidos no Capitulo 3 no passeio aleatério minimal.

Nesse caso, temos que 6y = s, 6, =¢q,d, = Q,paran>1le

n—1 (07
o I'n+a) n
a, = 1+— | = ~ uvando n — oo, 4.4
" jHl( ]> TI(1+a) T(l+a) | 44
S
Corolario 2 (Lei Forte dos Grandes Niimeros 1). Se o # 1, entdo lim,, .. — = ﬁ q.c..
n p—
Demonstragdo. Pela equagdo (4.2) temos que
Sn_E(Sn)_&_ 9 _(,__4 I'(n+a)
n n l-a 1—o) nl(1+a)C(n)

Sn q q n®!
~N——— — | §— .
n l-—o l-a)T(1+a)
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Como a < 1, lim,_.n®* 1 =0.

Note que se @ # 1, a condi¢do da Lei Forte dos Grandes Numeros (Teorema 1) € satisfeita,

ou seja,
i l-dj yl-a_
= j+1 = j+1
Entdo, aplicando o Teorema 1,
S, —E(S S S,
lim"—("): im2 -4 —0 —= 1im2=-9 ge.
n—oo n n—oo 1 11—« n—eo p 11—«

]

A fim de ilustrar melhor o resultado precedente, os seguintes graficos foram gerados a

partir da simulacdo de uma realiza¢do do passeio aleatério minimal variando os valores de p e g

. . . S
e considerando s = 1/2. A linha vermelha representa o valor L = lim, e 2= ﬁ.
Figura 2 — Simulagdo de ‘1—" comn=1,...,2000, p = {0.1,0.5,0.9}, g = {0.1,0.5,09} e L = ﬁ.
L=01,q=01,p=01 L=01666667 ,q=01,p=05 L=05,g=01,p=09
T T T T T = T T T T T g - T T T T
o 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 1} 500 1000 1500 2000
L=0.3571429 , q=05,p=01 L=05,g=05,p=05 L=0.8333333,q=06,p=09
= _!L_ ) i ( . f———
31 57 <1
S T T T T e T T T T e T T T T
o 500 1000 1500 2000 o 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
L=05,g=09,p=0.1 L=06428571,q=09, p=05 L=09.9=09.p=09
4 i @ g "
= ERE s ] .!'."/F"‘h —
g B ; B I T T T T < T T T T T

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Fonte: A autora

Note que quando o valor de & estd um pouco mais préoximo de 1, isto é, quando g = 0.1
e p = 0.9, a dependéncia no passado é muito grande e visualmente no grafico superior direito,
nota-se que % demora mais para convergir para L. Na figura a seguir € possivel visualizar a

convergéncia nesse caso para quatro realizagdes simuladas.
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Figura 3 — Simulagdo de 4 realizagdes de % comn=1,...,15000, p=09,g=0.1e L= IL

L=05,q=01,p=09

1.0

086
|

S,/ n

04

02

0.0

0 5000 10000 15000

Fonte: A autora

A simulagao foi feita utilizando o software R seguindo o seguinte algoritmo:

Algoritmo 1 — Simulacdo do passeio aleatério minimal

1: n< 1000
2: 0.5 >P(X;=1)
3. ps < [0.1,0.5,0.9] > P(X, = 1|X, = 1)
4: g5« [0.1,0.5,0.9] > P(X, = 1|X,; =0)
5. para p € p, faca
6: para g € g, faca
7: X[1] + Bernoulli(s) > X
8: S[1] «+ X[1] > S
9: paraic [l,...,n] faca
10: Yi] < elemento sorteado de X > X;
11: se Y[i] = 1 entdo
12: X[i] < Bernoulli(p) > X;
13: senao
14: X[i] + Bernoulli(q)
15: fim se
16: S[i] < S[i — 1] +X[i] > S;
17: Z[i] < Sli)/i
18: fim para
19: fim para
20: fim para

Corolario 3 (Teorema da Convergéncia Quase Certa 2). Seq=0¢e 1/2 < p < 1, entdo existe
uma varidvel aleatéria M ndo degenerada e de média zero tal que
Sn

W—S—)M q.c.eemf .
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Demonstragdo. Considerandog=0e1/2<p<l,temosa=pe

_ TI(n+p) n?
E(S,) = sm = sa, ~ sm.

O Lema 1 de Coletti, Gava e Lima (2019) nos d4 que lim A% =Y al—z < oo se, € somente
n—soo

=1
se, o > 1/2. Assim, aplicando o Teorema 2, param > 1,
S, —E(S, S,
M, = Sn = E(Sn) =2 _§s—M qc.eem.Z", quandon — oo
an an
Logo, como a, ~ F({l—j-p)’
L—S—)M c.eem "

]

Novamente a titulo de ilustracdo, os seguintes graficos foram gerados a partir de uma
simulacdo de uma realizacdo do passeio aleatério minimal variando os valores de s e p e

considerando g = 0.

Figura 4 — Simulagdo de M, com n = 1,...,2000, s = {0.1,0.5,0.9}, p = {0.1,0.5,0.9} e ¢ = 0.
s=0.1,p=06,9=0 s=05,p=06,g9=0 s=09,p=06,q9=0
Bty 4
L M |
w | [Fe]
_ i k 2
£ 5 T o i =
| : _ ) _k'\'\l\
Iz = a
= T T T T T T T T T T = T T T T T
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
n n n
s=0.1,p=09,g9=0 s=05,p=09,g9=0 §=09,p=09,g9=0
= [}
= 2 ] =

-0.10
6 7 & 9 10
|
Jr—

T T T T T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

-0.14

n n n

Fonte: A autora

Note novamente, agora de maneira visual, que quando g =0 e o valorde s = P(X; = 1)

¢ bem pequeno, como pode ser visto nos dois graficos da esquerda, o processo perde sua
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aleatoriedade, pois nesses casos, X; = (0. Aumentando um pouco a probabilidade de X; ser igual
a 1, nos gréficos do meio notamos que as duas possibilidades acontecerem, X; =1e X; =0, e
M, convergindo para algo que nao pudemos definir precisamente ou o processo sendo constante,
respectivamente. E por fim, quando o primeiro passo tem grande probabilidade de ser 1, como
visto nas realizagdes da direita, vemos o comportamento aleatério de M,, convergindo para uma

variavel aleatoria.

No artigo de Coletti, Gava e Lima (2019), os autores provam em seu Teorema 4 que a
varidvel aleatoria limite M do teorema da convergéncia quase certa é ndo normal e, a fim de
apresentar até o quarto momento de M de forma explicita, calcularam até o quarto momento de

S, e obtiveram os seguintes resultados

2sT'(n+2p) sI'(n+p)

E(S) =i 12p)  TT(l+ p)
2sn*P
“T(1+2p)
E(s3) 6sI'(n+3p)  6s(n+2p) sU'(n+ p)
YO T(n(143p) TmI(1+2p)  T(n)T(1+p)
6sn3P
NF(1+3p)
E(s*) = 24sT(n+4p)  36sT(n+3p)  14sT(n+2p)  sI(n+p)
YO T(m)C(1+4p) T(n)T(1+3p) T(n)L(1+2p) T+ p)
24sn*P
“T+ap)
Consequentemente,
E(M)=0
25T(1+p)*
EM*) = FaT2, T(1+2p) i
6sC(1+p)*  65°T(1+ p)>
EM) = Fat3, i) X
E(M4):24SF(1+p)4 245°T(14p)*  128°T(1+p)* -~

I[(1+4p)  T(1+3p) T(142p)

Mais recentemente Miyazaki e Takei (2020) notaram que essas expressdes dos momentos

de S, poderiam ser representadas utilizando



55

(1)

de forma que a,, ' = a, e, para s = 1,

= 6a£,3) — 6a£,2) + a,(,l)
§4 = 244W 364> £ 1442 — 4.

Depois, definiram (x); =x(x—1)----- (x—k+1),parak=2,3,... e 0 k-ésimo momento

fatorial de X como E[(X)]. Dai, usando as expressdes dos momentos de S,
E[(S1)2) = E[$y(Su— 1)] = E[(S,)°) - E[$] = 2(a1” ~a})
E[(S,)3] = E[(S)*] ~3E[(S)?] +2E[S,] = 6(ay” ~ai”) +a,)

4)

(s
(S0)*] = 6E[(S)3] + LIE[(S)?] — 6E[S,] = 24(aY — 34 + 34 — alV)

E finalmente, com os resultados enunciados a seguir, encontraram uma solucdo geral
para E[(S,)«] e, por consequéncia, a distribuicdo da varidvel limite M, quando s = 1.
Teorema 6. Sejap € (0,1),g=0es=1.Paratodosk=1,2,...en=1,2,...,

]—1

Como a,(j‘) ~ % quando n — oo, puderam concluir que
E[(S)* E[(S
limleim [(Sn)i] =k! paratodo k=1,2,....
n n

E dai chegaram ao seguinte resultado:

Corolario 4. Paratodo k=1,2,...,

lim E

n—oo

Assim o martingal {M,},> é Z*-limitado e

- M
M = limﬁz— g.c.
noen? T(14p)

tem uma distribuicdo de Mittag-Leffler (ver Apéndice B) com pardmetro p. Em particular,

P(M>0)=1.

Além disso, Miyazaki e Takei (2020) fizeram interessantes aplicagdes a percolacao em

arvores recursivas aleatorias.
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Corolario 5 (Flutuagdo Gaussiana 3). Se ¢ > 0,1/2 < o < 1, entdo

M_Mn d 1
W — N (0, m) quando n—oo ¢ (4.5)

onde ¢ é uma constante e M € uma variavel aleatéria ndo normal.

Demonstragcdo. Lembrando que das defini¢des (2.5) e (2.6), paran > 1,

i 1
A2 =14 y !
B g opil=py)  Fpil-p))
Aa
€
= 1
- Y -
ﬁ_ j=nd; _Z 1
B; E pid=pj) = pi(l-p))
j=n 4

De (4.1) e (4.2),

E(S,—

pn=P(X, =1)=E(X,) = E(E(X,|Zp_1)) =g+ 2—11)
—1 —1)*
q<1n a>+<s_1qa) 1(“’21+Zx)

n—1
q g \(n—1)*!
= o | — —
7+ [1—a+<s l—oc) Tl+a) |
quando n — oo, sabendo que o < 1,
q q
= . 4.
pﬁqw(l_a) - (4.6)

Pela hipétese g > 0, logo A2 /B2 converge, entdo A2 /B2 é limitado. Além disso, pelo

n 1

Lema 1 de Coletti, Gava e Lima (2019) temos que quando a > 1/2, A,% = Yj—| » converge.
j

Satisfazendo assim as hipéteses do Teorema 3.
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Definindo ¢? = 0

Logo,

Por (3.12), (4.4) e (4.6) temos que

- pil=pj)
R R
j=n J
o 9 (1_-_-9_ l—a— )
NZ 1—a(j2a l—oc) 1_qa( 1_a4> (F(1+O‘))ZZTa
J= T(+a))? J=n

a li]oc (l;f;q> (F(H—a))z;oc—l
B q 1—a—q\ n(l(1+a))?
_(l—oc)(Zoc—l)< -« )

nZa
n

N(l—a)?Zoc—l) (113;(]) a?

1-a)2a—1) I-o

M — M, M— M, d
1 oo
Sn+1 M _>N(07 ) quando n —
(n41)%-1/2
M_Mn d 1
(n+1)1 2—a %N(O,m) quando n — oo.

q (1—0‘_‘1 > e aplicando na equagdo (3.9) do Teorema 3,

]

Observacao 3. Apesar de sabermos que M € o limite do martingal M, quando n — oo, sua

distribui¢do nao é conhecida, uma vez que ndo podemos afirmar que tem uma distribuicdo de
Mittag-Leffler quando g # 0.

Para aplicar o principio da invariincia fraco e quase certo (Teorema 4), o teorema central

do limite e a lei do logaritmo iterado (Corolério 1 (ii)), consideramos a = 1/2, p<le g >0,

logo

E(S,) = 2gn+ (s —2q) ap.

Coletti, Gava e Lima (2019) mostraram que, para o = 1/2,
B2 ~4q(1—p)T'(3/2)*logn e
a,B,, ~ \/4q(1 — p)nlogn.

4.7)

(4.8)
4.9)

Corolario 6 (Principio da invariancia fraco e quase certo 4). Se @ =1/2, p < 1 e g > 0, entdo

Sn—2gn

4q(1—p)n

1 Sn—2qn
Viogn <\/4q(1 —p)n

—W(logn) = o(y/lognlogloglogn) q.c.

- W(logn)) 5o.

e (4.10)

4.11)
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Demonstracdo. Pela equagdo (3.15) do Teorema 4,

1 Sp—E(Sn)
B2loglog(B,) an

Logo, por (4.7),

Sy —2qn s—2q B W(B2)
ayBy+/loglog(B,) \/B%loglog(Bn) BZloglog(B,,)

lim
n—oo

=0 g.c..

Substituindo as igualdades assintdticas (4.8) e (4.9) e notando que loglog(B,,) ~ logloglogn
e também que quando n — o 0 termo central do limite acima converge para 0,
S, —2qn W(4q(l — p)T'(3/2)*logn)
\/4q 1 —p)I’(3/2)%y/Tognlogloglogn

=0 qg.c..

4q(1—p)

Sabemos que o movimento Browniano € invariante por escala de forma que podemos
W(4g(1—p)I' (3/2)210grd

reescalar como W (logn), obtendo
V4q(1-p)L(3/2)?
Sp—2
_onAam W (logn) = o(y/lognlogloglogn) q.c..
49(1—-p)n

Considerando agora a equagdo (3.16), temos

1S, —E(S

L 15 =EG) 2| 2,
By ay

De maneira andloga a feita anteriormente,

S, —2qn s—2q ~ W(4q(1 - p)['(3/2)?logn) e,
\V/4q(1—p)nlogn \/4(] 1-p)L(3/2)2logn  +/4q(1—p)T'(3/2)%logn

Reescalando o movimento Browniano concluimos que

1 Sn—2gn

P
Town Jagh o W(logn) — 0.

Corolario 7 (Teorema Central do Limite 5). Se ¢ =1/2, p < 1e g > 0, entdo
— N(0,44(1 - p)).

Demonstragdo. Pelo Teorema 5 temos

Su =E(S4) 4, N(0,1)
anB,, T
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Por (4.7), (4.8) e (4.9),

Sp—E(Sy)  Su—2qn s—2gq
anBy, B anBy B,
Sn—2gn s—2q

\/4q1— )nlogn \/4q1— I'(3/2)2logn’

Note que quando n — o0 0 segundo termo converge para zero, logo pelo Teorema 5

Sn—2qn 4

\/’an N(O 46](1—p))

Corolario 8 (Lei do Logaritmo Iterado 1(ii)). Se ¢ =1/2, p < 1e g > 0, entdo

S —2¢n|

li 4q(1 — .C..
lfln:oljp \/2n10gnlog10g10gn q(1=p) g
Demonstragdo. Pelo Corolério 1 (ii) temos
—E(S
limsup S Sl =2 g.c..
n—e  ayBpy/loglog(B,)
Por (4.7) e utilizando a desigualdade triangular,
[Sn=2gn— (s —2q)an| _  |Sa—2qn]  |s—2q]
anBy\/loglogB,, ~ ayBy+/loglogB, B,+/loglogB,
ISy — 2gn|

—o(1).

\/4q (1 —p)nlognloglogB,

Notando novamente que loglog(B;,) ~ logloglogn, obtemos

Sp—2
limsup | an|

- 4 1_ . cen
n—oo \/2n10gnlog10g10gn Q( p) gq.c
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

De acordo com tudo que foi exposto, temos condi¢des de concluir que podemos trabalhar
com parametros negativos e além disso, vimos que é relevante supo-lo, dado que existem

aplicagdes fisicas para aplicarmos o estudo considerando esse fato.

Apresentando o modelo da forma enunciada, fomos capazes de provar algumas das
principais leis assintéticas da estatistica, a lei forte dos grandes nimeros, com uma condi¢ao
adicional; definimos o martingal {M, },>; e demonstramos que ele converge quase certamente e
em £ para uma varidvel aleatéria ndo degenerada de média zero; provamos que uma flutuagao
da sequéncia de somas {S,},>1 é Gaussiana, isto é, essa flutuacdo converge em distribui¢cdo
para a normal padrio; estabelecemos um principio da invariancia fraco e quase certo e ainda
apresentamos a lei do logaritmo iterado e o teorema central do limite demonstrado seguindo

duas estratégias distintas.

Além de exibir todos esses resultados, ainda as aplicamos no modelo fisico, o passeio
aleatério minimal introduzido por Harbola, Kumar e Lindenberg (2014), o qual considera o

parametro podendo assumir valores negativos.

Esse tema ainda pode ser explorado considerando o que foi feito por Miyazaki e Takei
(2020) para o passeio aleatério minimal e, considerando o modelo que propusemos neste trabalho,
debater sobre sua conexdo com percolacdo em drvores aleatdrias recursivas de maneira mais

geral.
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APENDICE

RESULTADOS UTILIZADOS

Teorema 7. (Hall e Heyde (1980, p. 35), Teorema 2.17) Sejam {S,, = Z;?ZI X }n>1 um martingal
comrespeito a {F, =11 < p<2.Se Y E(X;|P ‘ﬁ’j,l ) < e q.c., entdo S, converge quase

certamente.

Lema 8. (Hall e Heyde (1980, p. 31), Lema de Kronecker) Seja {xn}n21 uma sequéncia de
nameros reais tal que }.7 | x; converge ¢ seja {yn}nZl uma sequéncia mondétona de constantes

positivas com y, 1 co. Entdo y]_,, ;?:1 yixj — 0.
Lema 9. (Durrett (2019, p. 30), Lema de Fatou) Se a varidvel aleatéria X, > 0, entdao
E(liminfX,) < liminfE(X,).
n—yoo n—soo

Teorema 8. (Hall e Heyde (1980, p. 23), Desigualdade de Burkholder) Se {M,, = 27:1 Dj}u>1
¢ um martingal com respeito a {.%,},>1 € 1 < m < oo, entdo existem constantes c| € ¢, que

dependem somente de m, tais que

m/2
<E(M,[") < 2

n m/2

Y D]

J=1

aE

n
Y. Dj
j=1

¢l = (18m1/21)_m e cy= (18mz'/2)m onde m~' 4171 = 1.

Teorema 9. (Durrett (2019, p. 237), Teorema de convergéncia em £ para martingais) Se
{M,},~, é um martingal com supE (|M,|") < e, onde m > 1, entdo M, — M quase certamente

eem .M.

Teorema 10. (Billingsley (1995, p. 80), Desigualdade de Holder) Sejam X e Y varidveis aleato-
rias quaisquer e supondo que 1/p+1/g=1, p > 1, g > 1. Entdo

E(xY|) < [E(IX|7)]"/7 [E(|y|9)]"/.
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Teorema 11. (Billingsley (1995, p. 81), Desigualdade de Lyapounov) Seja X uma varidvel
aleatéria qualquer e supondo que 0 < o < f3. Considerando na desigualdade de Holder (Teorema
10)quep=B/a,g=B/(B—)eY(w)=1 e substituindo X por |X|*. Entdo

[E(1X|%)]V* < [E(|x|P))'/B.

Teorema 12. (Durrett (2019, p.30), Teorema da Convergéncia Dominada) Se X, Y sdo varidveis
aleatérias e {X, },>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias tais que X, — X quase certamente,
|X,| <Y paratodon > 1,e E(Y) < e, entdo E(X,) — E(X).

Teorema 13. (Heyde (1977, p. 325), Teorema 1 (b) e Coroldrio 1) Seja {M,},~; um mar-
tingal de média 0 e com quadrado integravel. Escreva M := Y7, D;, 52 = Z;":nIE(Dﬁ) e
12 = Z;":nE(Dﬂfj,l). Suponha que s, — 0 e

2
(1) i% 2, n?, onde n? é quase certamente alguma varidvel aleatoria finita e diferente de zero.
(i) X%Z;?ZHE[Di I(|Dj| > es,)] — 0, Ve > 0, onde I(A) ¢é a funcdo indicadora.
Entao

M—M,

4 N(0,1) quando n — .
Sn4-1

Por outro lado, se a convergéncia de 1) for quase certa e, além disso tivermos

(iii) X7, SijE(]Dj\; IDj| > €5j) < o0, V& > 0.

(iv) X7, %E(D‘}; |Dj| < &s;j) < oo, paraalgum 6 > 0.
5i

Entao

A
imsup

n—yo0 Sn+1¢(5;411)

onde ¢ (x) = /2loglog(xV 3).

Lema 10. (Heyde (1977, p. 327), Lema 1) Sejam {x,},~; € {yx},>; sequéncias de nimeros

=1 qg.c.,

reais x, > 0, para todo n.

. IS X ~
(i) Se Y7 jxj<eoe ( —_“ ) — 1, algum 0 <[ < 1, com n — oo, entdo
° X

j=n""]

(L)L |o(Eo) | v emnm

j=k ) i=1

(i1) Se x;, T o e a série ):;-":1 Xjyj converge, entao xi Z‘]’-":kyj — 0 com k — oo,



67

Teorema 14. (Hall e Heyde (1980, p. 269), Teorema de representacdo de Skorokhod para
martingais) Seja {M,, = Z;?ZI D;},>1 um martingal de média zero e quadrado integrdvel. Entdo
existe um espaco de probabilidade com um movimento Browniano padrao W e uma sequéncia de
varidveis ndo negativas 71, Tp,... com as seguintes propriedades: se 7,, = ):;le Ti, M, = W(T,),
D\ =M{,D,=M,—M, ,paran>2e%,=0c(Mj,....M,,W(t)) para0 <t < T,, entdo

@ {Ma}nz1 = (M}t
(ii) T, é ¥,-mensuravel,
(ii1) para cada nimero real r > 1
E(t]|%-1) < E(ID}[*|9;-1) q.c.,
onde ¢, =2(8/7%) " 'I'(r+1)e

@iv) E(’L’j ‘gj—l) :E(D/jz‘gj_l) g.c..

(Onde L significa "iguais em distribui¢do")

Teorema 15. (Hall e Heyde (1980, p. 35), Teorema 2.18) Seja {S, = ):;le X;}n>1 um martingal
e {U, }n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias ndo decrescente tal que U, é .%,_-mensurével
paracadan.Sel <p<2e}?7, U;pE(|XJ-|P\L§Zj_1) < oo, entdo Y7, Uj_lXj < o0 q.C..

Teorema 16. (Csorgo e Révész (1981, p. 30), Teorema 2.1.1) Seja ar (T > 0) uma fungdo ndo

decrescente de T para a qual

(1) O0<ar <T,

(ii) T /ar é ndo decrescente.

Entao
T SUP<; 7oy BrlW (1 4+ar) —W(0)| £ 1 (A1)
im Br W7+ ar) — W (T)| T supoeyc, Br W (T +5) - WD =1 (A
TliEosupogth,aT SUPg<y<ay Br|W (t+5) —W(t)| £ 1, (A.3)
onde

T )
Br = [ZaT (log— +loglog T)] .
ar

Se também tivermos

(i) Jim (1og %) (loglog T) ™! = oo, entdio
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Tli_f&SUPogng—aT Br|W (t +ar) —W ()| = 1; (A4)

Th_fgo SUP</<T—ay SWP0<s<ar BrIW (£ +5) =W (1) = 1. (A.5)

Teorema 17. (Hall e Heyde (1980, p. 58), Corolario 3.1) Seja {23':1 Dyj, iy 1 <i<kyn>1}

um vetor de martingais com E (Zi':anj) =0, ):;Zanj € e F C Z(n41)i» Para todo

1<i<k,en>1.Seja 0% uma varidvel aleatéria finita quase certamente. Se
(i) paratodo € >0, Y E [Drzlj L(|Dnj| > €) ]ﬁn(j_l)} 2,0, onde I(A) é a fungdo indicadora,
(i) Vi, = Ly E(Dy | 1)) = 07

entiio ZIJ‘.”: 1 Dyj 4, 7. onde a funcio caracteristica de Z é dada por ¢z(t) =E [exp (—10%1%)].

2

. . d
Em particular, se 0~ é constante quase certamente, Z = N(0,0).

Teorema 18. (Karatzas e Shreve (1991, p. 112), Lei do Logaritmo Iterado para Movimento

Browniano)

limsu & =1
;ﬁoop\/Ztloglogt N

Teorema 19. (James (1996, p. 248), Teorema de Slutsky) Sejam X, X1, X>,... e Y1,Y>,- -+ varié-

. .. . d P . ~
veis aleatorias tais que X,, — X e Y¥,, — ¢, onde ¢ € uma constante. Entao

() X, +Y, %X +e.
(i) X~ Y, S X —c.
(i) VX, % cX.
(V) Xp /Yy S X /e, sec£0eP(Y, #£0) = 1.

Teorema 20. (Grimmett et al. (2001, p.566)) Seja f, = I1/_, (14x;).

(1) Sex, > 0 para todo n, entéo f, — oo quando n — oo se, e somente se, ) ; x; = oo.

(i) Se —1 < x,, < 0 para todo n, entdo f,, — 0 quando n — o se, e somente se, Zj |xj| — oo,
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APENDICE

DISTRIBUICAO DE MITTAG-LEFFLER

A funcdo de Mittag-Leffler definida pela série de poténcia

By =Y —
a(Z)—j;)m

para o,z € C foi introduzida pela primeira vez pelo matematico sueco Gosta Mittag-Leffler
[(MITTAG-LEFFLER, 1903) e (MITTAG-LEFFLER, 1905)]

Dessa defini¢do, como j € um inteiro positivo,

_j;)r(lﬂ') _j;)

J

| I

:ez
i

Uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo de Mirtag-Leffler com pardmetro p € [0, 1] se

sua funcdo geradora de momentos € dada como

o0 J
E(e*X) = E,(A) = Z A para A € R.
J

) F(l +pJj )
Dai, o k-ésimo momento de X, isto é, a k-ésima derivada da funcio geradora de momentos
de X avaliada no ponto A = 0, é dado por

k!

E(x") = T(1+ pk)

Além disso, Pillai (1990) provou que a funcao de distribuicdo acumulada e a densidade
de X, quando X tem tal distribui¢cdo, sdo dadas respectivamente por
)i~ Lypj
1 +pJj)

)i~ lpr 1

i

J=1
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emquex>0e0< p<1.Note que quando p = 1, X tem distribuicdo exponencial com média 1.

Posteriormente, Pillai e Jayakumar (1995) propuseram uma generalizagdo da distribuicao
geométrica, a distribui¢do de Mittag-Leffler discreta com parametro o, com funcdo geradora de
probabilidade

E(X?) ! 5 com p=1/(1+c).

- l+c(l—2)
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