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Resumo

Seja Q uma faixa bidimensional e ilimitada em uma superficie regrada em R?, d > 2. Consi-
dere —Ag o operador Laplaciano de Dirichlet restrito a faixa Q e —AgN o Laplaciano em Q com
condig¢des de contorno de Dirichlet e Neumann em lados opostos de Q. Neste trabalho, apresentamos
uma andlise detalhada do espectro de —AL, Jj € {D, DN'}. Em particular, obtemos informagdes sobre
o espectro essencial e discreto dos operadores; esses resultados obtidos sdo influenciados pela geo-
metria da faixa e pelas condi¢des de contorno na fronteira de Q. Além disso, em algumas situacdes,
encontramos uma comportamento assintético para os autovalores de —AL, j € {D, DN}, quando Q

possui largura suficientemente pequena.

Palavras-chave: Laplaciano de Dirichlet; Laplaciano de Neumann; Laplaciano de Dirichlet-Neumann;

espectro essencial; espectro discreto; superficies regradas.
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Abstract

Let Q be an unbounded two dimensional strip on a ruled surface in R4, d > 2. Consider —Ag the
Dirichlet Laplacian operator restricted to Q and —AgDzN the Laplacian in Q with Dirichlet and Neumann
boundary conditions on opposite sides of Q. In this work, we performed a detailed spectral study of
—Aé, j € {D,DN}. In particular, we find information about the essential and discrete spectrum
of operators; these results are influenced by the geometry of strip and the boundary conditions on
dQ. Furthermore, in some situations, we find an asymptotic behavior for the eigenvalues of —AL,
j € {D, DN}, when the width of Q is small enough.

Keywords: Dirichlet Laplacian; Neumann Laplacian; Dirichlet-Neumann Laplacian; essential spec-

trum; discrete spectrum; ruled surfaces.
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Introducao

Seja  uma faixa bidimensional e ilimitada em uma superficie regrada em R, d > 2, e considere
o operador Laplaciano restrito a Q. Na fronteira dQ, assuma as condi¢des de Dirichlet ou Neumman,
ou uma combinacdo destas. O espectro dessa classe de operadores tem sido amplamente estudado
nos ultimos anos [4} 15 16} 18, 9L 110, 11} 118, 19} 23} 24, 26, 27, 29} 32, 133} 137, 138}, 139, 41}, 44]]. Em
particular, a existéncia de autovalores discretos € uma propriedade que depende da geometria de Q e
das condi¢oes de contorno em dQ.

Inicialmente, suponha que £ seja uma faixa reta e ilimitada em R?. Neste caso, sabe-se que o es-
pectro do operador Laplaciano de Dirichlet (resp. Neumann) em € € puramente essencial. No entanto,
a andlise espectral do operador Laplaciano nao é um problema trivial se considerarmos combinagdes
das condic¢des de Dirichlet e Neumann em diferentes partes da fronteira dQ [6, (10, 42]]. Por exem-
plo, os autores de [6] provaram a existéncia de espectro discreto para o operador Laplaciano em
Q=R x (0,1) com condi¢des de Neumann no segmento (a,b) x {1}, —eo < a < b < oo, € condigdes
de Dirichlet em dQ\{(a,b) x {1}}. Ao tomar Q =R x (0,d), 0 < d < o, um dos resultados de [10]
garante a existéncia de pelo menos um autovalor discreto para o Laplaciano em €2 com as condi¢des de
Dirichlet em {(x,d); |x| > a}, para algum a > 0, e as condi¢des de Neumann em dQ\{(x,d); |x| > a}.
Por outro lado, em [42]], o resultado principal € uma desigualdade do tipo Hardy para o Laplaciano
em R x (—d,d), sujeito as condi¢gdes de Dirichlet nos segmentos (—eo,0) x {—d} e (0,00) x {d}, e
condi¢des de Neumann nos segmentos (—eo,0) x {d} e (0,00) x {—d}.

Agora, seja T um operador autoadjunto e limitado inferiormente. Denote por {A;(T)}jen a
sequéncia ndo decrescente de nimeros correspondente ao espectro de T de acordo com o Principio
do Minimax; para mais detalhes, veja o Teorema do Apéndice |Al H4 duas possibilidades para
cada A;(T), ou ele representa um autovalor discreto, que ¢ menor que o infimo do espectro essencial
de T, ou ele € igual ao infimo do espectro essencial do operador. Ao longo do texto, —Agr denota o
operador Laplaciano unidimensional em R e 1 o operador de identidade.

Seja T : R — R? uma curva plana parametrizada por seu comprimento de arco s e denote por K(s)
sua curvatura com sinal em s; I deve satisfazer algumas condi¢Oes de regularidade que ndo serdo
detalhadas nesta introducdo. Considere o caso em que €2 é uma faixa plana e ilimitada obtida ao mover
o segmento (0, €), € > 0, ao longo de I" com respeito ao seu campo vetorial normal. Inicialmente, seja
—AJ o Laplaciano de Dirichlet em Q. Se Q ¢ assintoticamente reta no infinito (ou seja, k(s) — 0,

quando |s| — o), entdo (7/€)? é o infimo do espectro essencial de —AB. Além disso, se k(s) # 0,

3



4 Introducdo

entdo o espectro discreto € ndo vazio. Se Q é suficientemente fino, ou seja, se € é suficientemente

pequeno, tem-se
2

2;(—AB) = (§)2+/1,- (_AR_%) +0(e). )

No entanto, o Laplaciano de Neumann, denotado por —AJSVZ, tem um espectro puramente essencial,

dado por [0,0), mesmo no caso de k(s) # 0. Se € é suficientemente pequeno, entio
Aj(=Ag) = 4j (~Ag) +O(e). @)

Veja, por exemplo, [19, 23, 29, 38]] para saber mais sobre esses resultados. Agora, seja —AgN 0
operador Laplaciano com condig¢des de Dirichlet em I'(R) e condi¢des de Neumann em dQ\I'(RR)
(ou seja, as condi¢des de contorno de Dirichlet e Neumann estdo em lados opostos de €2). Essa
situacdo foi estudada em [[11},133,38]]. Se Q é uma faixa assintoticamente reta no infinito, (7/2¢)% é o
infimo do espectro essencial. Suponha que x tenha suporte compacto, os resultados de [[11]] garantem
que se [ k(s)ds < 0, entdo o espectro discreto do operador é néo vazio . Por outro lado, se k(s) >
0, para todo s € R, entdo ndo existe autovalor discreto. Em [38]], os autores obtiveram resultados
semelhantes com menos restri¢des sobre k. Em particular, eles provaram que se €2 € assintoticamente
reta no infinito, k¥ # 0, k € L'(R) e [z k(s)ds < 0, entdo o espectro discreto do operador é nio
vazio. Além disso, eles mostraram que o nimero de autovalores pode ser arbitrariamente grande se
Q ¢ suficientemente fina. Em [33]], o autor encontrou o seguinte comportamento assintdtico, para €

suficientemente pequeno,

Ai(—AgY)

(%)2+7L,~ (—ax+51) +0(1)

,
(%) —l—%(#—o(el). (3)

Conforme discutido nesse mesmo artigo, a expansdo (3) garante a existéncia de autovalores discretos,
se Q € assintoticamente reta no infinito e x(s) assume algum valor negativo; o nimero de autovalores
se torna arbitrariamente grande quando € se aproxima de zero. Observe que, localmente, a condi¢dao
K < 0 significa que o raio de curvatura da fronteira com condi¢des de Neumann € maior que o raio de
curvatura da fronteira com condic¢des de Dirichlet.

Alguns resultados para faixas em superficies regradas podem ser estendidos para dimensdes mai-
ores. Focaremos agora no caso em que Q é uma faixa bidimensional (superficie) em R?, d > 2, obtida
pela translacdo de um segmento limitado I, € > 0, ao longo de um curva ilimitada em relacdo a um
referencial apropriado; ao longo deste texto trabalhamos apenas com duas situagdes, para o caso pu-
ramente de Dirichlet adote I, := (—¢,€) e para o caso Dirichlet-Neumann considere I := (0,€). Em
outras palavras, Q é uma faixa bidimensional curvada e torcida mergulhada em R, em que k- @ e |@/|
denotam os efeitos de curvatura e tor¢ao, respectivamente; os detalhes desta constru¢do pode ser en-
contrados na Se¢do[1.1] Inicialmente, considere o segmento simétrico I = (—¢, €). Um modelo deste

tipo foi previamente introduzido em [41]], onde os autores realizaram um estudo espectral detalhado
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do Laplaciano de Dirichlet —Ag. Em particular, sob as condi¢des k-@ € L*(R) e €|k - O ;=) < 1,

eles provaram que

(i) se Q é assintoticamente reta no infinito (ou seja, (k-®)(s) — 0 e |@'(s)| — 0, quando |s| — o),

entfo (77/2€)? € o infimo do espectro essencial de —AS. Além disso,
Oess(—AQ) = [(1/2€)%,0);

(i) se ® =0ek-O #£ 0, entdo info(—AB) < (n/2¢)%;

(iii) sek-® =0 (resp. |(k-®)(s)| < 8/(14s?), para algum § > 0 suficientemente pequeno) e @' # 0
com £sup |@'| < /2, entdo

no sentido das formas quadréticas.

As condigdes em (i) e (ii) garantem que o efeito de curvatura gera autovalores discretos para —Ag.
Enquanto, as condi¢des em (i) e (ii1) mostram uma situacdo em que existe um efeito de tor¢ao, porém
o operador ndo possui autovalores discretos. Uma questdo natural € saber se existe algum efeito de
torcao apropriado que pode ser usado para gerar autovalores discretos para —Ag. Esse tema serd abor-
dado no Capitulo |2 onde respondemos esta pergunta. Além disso, se k- ©, (k-©)',]|0'|,|0"| € L~(R)
e &[lk- ®||=(r) < 1, 0s autores de [41] também encontraram o seguinte comportamento assintdtico

para os autovalores

A(-a8) = (2) 44, (—AR+ (— ko, ’@)2"2) 1) +o(e). @)

para € suficientemente pequeno. Mais precisamente, ¢ uma consequéncia da convergéncia no
sentido da norma dos resolventes do operador —Ag, no limite quando a largura da faixa tende a zero.

Considerando Q como a faixa bidimensional definida em [41], com I, = (—¢,€), o objetivo da
primeira parte deste trabalho, dividida nos Capitulos [2|e 3, € encontrar informag¢des adicionais sobre
o espectro do operador Laplaciano de Dirichlet em Q. Em particular, se € uma faixa puramente
torcida, mostramos que um efeito de tor¢cao adequado pode criar autovalores discretos para o operador.

Mais precisamente, sob as seguintes condicoes
Fec (&R, @cC'(RR"), (k-©)(s)=0, [O(s)=r—B(s),

para todo s € R, em que ¥ € um niimero positivo e 8 : R — R uma fung¢do continua, diferencidvel em
quase todo ponto, com suporte compacto e B’ € L*(R). No Capl’tulo mostramos que Gess(—Agg) =
[Ae1(0),00) e, se fsuppﬁ(@’(s)\z —¥*)ds < 0, entdo o espectro discreto de —AB ¢ ndo vazio; A¢ 1 (0)
¢ o primeiro autovalor associado ao operador D¢ (0) dado por (2.3). Além disso, estudamos o caso

em que o efeito de tor¢do “cresce” no infinito enquanto a largura da faixa tende para zero. Nesta
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situacdo, construimos ¢ sob certas condi¢des adicionais apresentadas no Capl’tulo deste trabalho e
encontramos o seguinte comportamento assintético para os autovalores

lim {@-(—Agg) - (%)2} .y (—AR + wl) .

e—0

Essas sdo algumas das nossas contribui¢des para o tema; que também podem ser encontrados em [[1].

Na segunda parte deste trabalho, dividida nos Capitulos [ e [5] inspirado em [11} 33| 38 411,
nosso objetivo € estudar o problema espectral do operador Laplaciano com condi¢des de Dirichlet e
Neumann em lados opostos de uma faixa bidimensional como aquela definida em [41]; nesta nova
situacdo, considere I, = (0,¢&). Nossa principal contribui¢do ao assunto é apresentada em [2]. Neste
trabalho, encontramos alguns resultados sobre a existéncia e auséncia de espectro discreto do opera-
dor, os quais sdo influenciados pelo efeito de tor¢ao e curvatura de 2. Em particular, sob as condi¢des

k-® € L”(R) e &[|k- Of|z=(r) < 1, obtemos os seguintes resultados

(i) se Q é assintoticamente reta no infinito, entdo (7/2¢€)? é o infimo do espectro essencial de
P
—ABN. Além disso,
DN 2 .
Gess(_AQ ) = [(77,'/28) 7°°>’

(i) sek-®@=0e @ #0, entdo info(—ABN) < (n/2¢)%;

(iii) se ® =0 (resp. |@'(s)| < §/(1+ s?), para algum & > 0 suficientemente pequeno) e k- ©® # 0
comk-® >0e esuplk-0B| < xp, entdo

T 2
—AR > <—)
Q=1\2¢/)

no sentido das formas quadriticas; xo € (0,4/5) é tal que r(xo) = (7/2)?, em que r é dado por
(4.8) no Capitulo

Esses resultados estdo enunciados e demonstrados no Capitulo Na Observagao deste
mesmo capitulo, apresentamos uma discussao detalhada sobre as diferengas entre os casos puramente
Dirichlet e Dirichlet-Neumann. Além disso, desde que Q seja suficientemente fina, encontramos
também um comportamento assintotico para os autovalores. Mais precisamente, o Teorema do

Capitulo [S|mostra que se k- ® # 0, entdo

Aj(—ADN) = (%)Z@- (—AR+¥1) +0(1)
<7r>2+inf(k-®)

2¢ €

+o(e™), 5)

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Diferente do caso puramente Dirichlet, o efeito de tor¢ao

néo influéncia na expansdo (5). Por outro lado, se k- ® = 0, o Teorema [5.8] garante que

T2 @/2
M=) = (52) +4 (—AR—| 2' 1) +0(e),
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para todo € > 0O suficientemente pequeno. Por fim, realizamos uma dilatacio apropriada em £ com
a finalidade de eliminar a dependéncia do pardmetro € no “operador efetivo” encontrado em (5.

Neste processo construimos uma faixa Q, como apresentado na Se¢ao € encontramos a seguinte

2j(—ARY) = (1)2+é/1,- (—AR+ (k-@— |®2/|2> 1) +o(1),

expansao

2¢
para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Agora, introduziremos um novo modelo de faixas bidimensionais. Sejam € >0e f: R — R uma
funcio continua, defina a faixa Q := {(x,y) € R?: f(x) <y < f(x) 4 €}; observe que Q é construida
pela transla¢ao do segmento (0, €) orientado pelo vetor constante u := (0, 1) ao longo da curva gerada
pelo grifico de f. Em [7], os autores estudaram o espectro do operador Laplaciano de Dirichlet
restrito a Q. Em particular, eles mostraram que (14 p?)(/€)? é o infimo do espectro essencial de
—AP em que

p:= lim f'(x).

|x[ o0
Além disso, se V := f? — p? € L*(R) satisfaz [ V(x)dx < 0, entdo o espectro discreto do operador
é ndlo vazio. Ao mesmo tempo, se V € L*(R) com [ V(x)dx = 0, f’ é ndo constante e f” € L*(R),
implica que o espectro discreto também € ndo vazio.

Seja IT uma faixa bidimensional obtida pela translacdo de um segmento ao longo de uma curva
ilimitada em R* com respeito a um vetor constante u € R3. Em particular, temos uma faixa bidi-
mensional, curvada e torcida em R?; neste novo modelo, diferente do caso em RZ, temos um efeito
adicional de tor¢do. Nossa proposta para a ultima parte deste trabalho é estudar —Aﬁ o operador
Laplaciano restrito a faixa I'T com a condi¢do de contorno de Dirichlet em JII. Esta nova situagio € o
tema principal do Capitulo [ deste trabalho, onde apresentamos a construgdo da faixa e encontramos
informagdes sobre o espectro essencial e discreto do operador. Mais precisamente, seja T o produto

interno entre u € o vetor tangente unitdrio da curva, mostramos que
(1) Oess(—AB) =[241(0),0), em que

1 T2 , )
A1(0) := T (5) = lim e
(i) se V= (22— 13)/((1 - 7*)"2(1 - })) € L'(R) tal que [z V(s)ds < 0, entdo info(—AR) <
11(0);

(iii) se T é uma fungdo ndo constante tal que 7' € Ll (R), V € L'(R) e [V (s)ds = 0, entdo
info(—AB) < 4,1(0).

Além disso, obtemos informacdes sobre o niimero de autovalores discretos. Um fato interessante é
que os resultados obtidos sdo influenciados pelo angulo formado entre u € o vetor tangente da curva.

Denote por 0(u,s) o dngulo entre o vetor u e a reta tangente a curva na posi¢do s. Para cadan € N,
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existe 6, € (0,7/2] tal que, para todo u € R com limy|_,., 6(u,s) < 6,, tem-se N(—Af]) > n, em que
N(—APB) denota o nimero de autovalores discretos de —AB, contando a multiplicidade. Essas foram
as nossas contribui¢des ao tema.

Resumidamente, este trabalho é dividido em seis capitulos. No Capitulo[I]apresentamos a constru-
¢do e a geometria de faixas bidimensionais torcidas e curvadas mergulhadas em R"T!, n > 1. Além
disso, definimos de forma mais precisa os operadores —Ag e —AgN e realizamos uma tradicional
mudanga de varidveis com a finalidade de trabalharmos sempre com uma faixa reta em R?. Os
Capitulos 2| e [3| sao dedicados ao estudo do espectro do operador —Ag. Enquanto os Capitulos @
e |5 sdao dedicados ao estudo do espectro do operador —AgN . No Capitulo @ analisamos o espectro
do operador Laplaciano de Dirichlet em um novo modelo de faixa bidimensional, como descrita no
paragrafo anterior. Por fim, terminamos este trabalho com trés apéndices com resultados que foram

usados ao longo do desenvolvimento dessas anélises.



CAPITULO 1

Geometria da faixa

A primeira parte deste trabalho é dedicada a andlise do espectro do operador Laplaciano restrito
a uma faixa bidimensional ¢ mergulhada em R n>1, com a condicdo de Dirichlet em toda a
fronteira dQ,, ou com as condi¢gdes de Dirichlet e Neumann em lados opostos de dQ¢; o parAmetro
€ esta relacionado com a “largura” da faixa. Neste capitulo, apresentamos uma constru¢do detalhada
da regido Q. e, usando formas quadréticas, definimos o operador Laplaciano nessa regido. Algumas
mudangas de varidveis que serdo uteis ao longo do texto também sdo apresentadas. Como comentado
na Introducdo, vale reforcar que a construcao da regido apresentado neste capitulo € inspirado em
[41].

1.1 Construcao da faixa

SejaT": R — R"*! uma curva de classe C''! parametrizada pelo comprimento de arco s, isto &,
IT’(s)] = 1, para todo s € R. O vetor T'(s) :=I"'(s) denota o vetor tangente unitdrio no ponto I'(s) e
o ndmero k(s) := [["'(s)], s € R, é chamado de curvatura de T na posi¢do I'(s). Note que 7' é uma
aplicacdo continua, localmente Lipschitz e diferencidvel em quase todo ponto de R.

Um referencial de Frenet para a curva I' ndo necessariamente precisa existir. Garantir a sua
existéncia requer condicdes adicionais como, por exemplo, I" uma curva de classe C"*! e k¥ > 0.
Contudo, no Apéndice A de [41], os autores provaram a existéncia de uma referencial relativamento
paralelo adaptado para a curva I, o qual sempre existe sob a hipétese minima de classe C!-!. Mais

precisamente, foi mostrado que existem n campos de vetores normais diferencidveis em quase todo

ponto, denotados por Ny, --- ,N,, de modo que
T\’ 0 Kk kn T
N —k 0 -~ O N
= . . : ) ) (1.1)
N, —k, O 0 Ny
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em que ki,...,k, : R — R sdo funcdes localmente diferencidveis. Em particular, o vetor k :=
(ki,...,k,) é chamada de vetor curvatura e satisfaz k* = k?+---+k2. Ao longo deste trabalho,
adotamos o referencial adaptado dado por (I.1)).

Sejam ®; : R — R, j € {1,---,n}, fungdes de classe C%! que satisfazem

O+ +O2=1. (1.2)
O vetor ® := (@y,---,0,) é chamado de vetor tor¢do. Assim, defina o campo normal

Considere a faixa reta A := R x (a,b), em que —o0 < a < b < o0, € seja € > 0 um nimero real.

Finalmente, defina a faixa
Qe ={T'(s) + €tNg(s) : (s,1) € A}. (1.4)

A grosso modo, Q. é obtido pela translagdo do segmento (ag,bg) ao longo de I' com respeito ao
campo normal (1.3]). Além disso, ¢ pode ser interpretada como uma deformacao da faixa reta A em

R, veja a figura abaixo.

Figura 1.1: Uma faixa simultaneamente curvada e torcida.

Fonte: Artigo [41]].

Se o vetor de tor¢do @ € constante, ou seja, ® = 0, entdo o campo vetorial Ng € relativamente
paralelo. Nessa situacdo, dizemos que Q¢ € uma faixa puramente curvada (incluindo o caso Kk = 0,
em que Q. pode ser identificado com a faixa reta A). Na Figura[I.2] temos uma faixa plana puramente

curvada e, na Figura[[.5](b), uma faixa ndo plana puramente curvada.

Figura 1.2: Uma faixa puramente curvada.

Fonte: Artigo [41].
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Por outro lado, se o produto escalar entre os vetores curvatura e torcao se anular, ou seja,
k-®:=k0®;+---+k,0, =0,

dizemos que Q¢ é uma faixa puramente torcida. Note que a condi¢@o k- ® = 0 ndo implica neces-
sariamente que I" seja uma curva reta. Na Figura [[.3] encontramos uma faixa puramente torcida ao
longo de uma linha reta e na Figura[I.5](c) temos uma faixa puramente torcida ao longo de um curva

no espaco.

Figura 1.3: Uma faixa puramente torcida.

Fonte: Artigo [41].

Observe que a condi¢do @ =0 e k- ©® = 0 ndo implica que as faixas Q, e A sdo necessariamente
isométricas. Por exemplo, na situacio em que I" estd contida em um plano ¢ C R"*! e Ng é igual ao

vetor normal do plano . Veja a préxima figura.

Figura 1.4: Uma faixa ndo curvada e nao torcida.

Fonte: Artigo [41].

Geometricamente, interpretando I" com uma curva da superficie ¢, alguns calculos mostram que

k-® é a curvatura geodésica de T e |®'|/ f# é curvatura Gaussiana de Q¢, em que
O] == (OF +---+O)!/2

e fe € definido em (]E) abaixo. Assim, Q¢ é uma faixa puramente torcida se, e somente se, I ¢ uma
geodésica em Q. Ao mesmo tempo, {2 é uma faixa puramente curvada se, e somente se, ¢ € uma
superficie plana no sentido de que a curvatura Gaussiana € identicamente igual a zero.

A seguir apresentamos alguns exemplos de faixas ndo planas. Na Figura[I.5] temos faixas cons-

truidas ao longo de uma hélice.
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Figura 1.5: Faixas ndo planas.

@ k-®@#£0e®@ #£0 b) k- ®#£0e® =0 ©)k-®@=0e®@ +#£0
Fonte: Artigo [41]].

1.2 A faixa como uma variedade Riemanniana

A faixa Q. pode ser identificada com uma variedade Riemanniana em R"*!, sob certas condicdes.

Nesta secdo, apresentamos os detalhes desta identificacdo. Inicialmente, considere a aplicacdo

L R — R

(5,1) — T(s)+eiNofs). (1.5)
Note que Q¢ = .Z:(A). Defina a métrica %, := V.%; - (V.%)*. Alguns cdlculos mostram que
Y = < %2 (32 ) . fe(s,) = \/(1 —et(k-©)(s))% + €220/ (s) |2 (1.6)
Seja 7, a matriz Jacobiana de .Z;. Tem-se
det 7, = ]det%\l/z =¢efe > 0.
Por razdes técnicas, suponha que
k-® e L”(R) e ellk- Ol p=(m) < 1. (1.7)

Consequentemente, det _Ze > 0. Se I' e ® sdo funcdes suaves, a aplicacdo Z¢ : A — Q¢ € um di-
feomorfismo suave local. Assim, Q¢ pode ser identificada com a variedade Riemanniana (A,%).
No entanto, conforme mencionado na Introdugdo deste trabalho, as condi¢des sobre I' e ® sdo mais

gerais. Tem-se o seguinte resultado

Proposicao 1.1. Sob as condicoes e , a aplicacdo Le|p : A — Q¢ é um CO'-difeomorfismo

local.
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A prova deste resultado pode ser encontrada em [41]]. Em particular, a Proposi¢éo|[I.1] garante que
Ze|n 1 A — Qe é uma C%!-imersdo. Além disso, suponha % |4 : A — Q. injetiva (isso é possivel
quando diminuimos €). Desta forma, a faixa ¢ ndo tem auto-intersec¢do e pode ser interpretada
como uma subvariedade mergulhada em R"*!. Consequentemente, a aplicacio Ze|s : A — Q¢ é

um difeomorfismo suave global. Portanto, (A,%;) é uma variedade Riemanniana.

Observacao 1.2. Na identificagdo da faixa como uma variedade Riemanniana (Teorema [1.1)), ao
contrério da curvatura geodésica k - ®, ndo estabelecemos hipéteses de limitagdo sobre a curvatura K.

Em particular, a curva I" pode ser uma espiral com k(s) — oo, quando |s| — oo.

1.3 Formas quadraticas e mudanca de variaveis

Dado € > 0, considere as formas quadraticas
al(g) = [ IVoPdx, je{D.DN}, (1.8)

com dominios dom a2 = H}(Q¢) e doma?" = {9 € H'(Q¢) : ¢ =0em ['(R) x {a}}, respetiva-
mente. Em (1.8)), V denota o gradiente de ¢ correspondente a métrica induzida pela imersdo definida
em (1.5). Para cada j € {D, DN}, denotamos por —Aég o operador autoadjunto associado a forma
quadrética al(@); —Age e —Agiv sao chamados de Laplaciano de Dirichlet e Laplaciano de Dirichlet-
Neumann em Q, respectivamente.

As técnicas aplicadas no desenvolvimento deste trabalho s@o voltadas para o estudo das formas
quadriticas {aé}g>0, j€{D,DN}. Como a regido de integracdo em depende do pardmetro €, o
objetivo desta se¢do € realizar uma mudanca de varidveis de modo que tal regido ndo dependa deste
parametro e também se transforme em uma regiao mais simples.

Considere o espago de Hilbert % := L?(A, fedsdt) munido pelo produto interno (-,-) s, o qual

¢ dado por
AFA :z/Awafedsdt,

em que f estd definida em (I.6). Consequentemente, a sua norma associada é

w3 == /A w2 fudsdr.

A estratégia ¢ usar a identificacdo Z; : A — Q. para realizamos uma mudanga de varidveis de
modo que as formas quadréticas a;.(¢) comecem a atuar no espaco de Hilbert .7 em vez de L2(Q);
lembre-se que .Z¢ estd definida em (1.5]).

Considere o operador unitario

Ue: L*(Qe) — L*(A, fedsdt),
vy — elyo,
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e defina a forma quadratica
bi(y) i=al (% 'v) = /A (VY. 9 'Vy) fedsdt

’as‘//|2 1/ 2
= dsdt +— [ |0 dsd
/A fe e A’tl"/| Jedsdr,

dom bl := %, (dom a{;), j€{D,DN}; d,:= /9, e ds :== d/d. Denote por T 0 operador autoadjunto

associado a forma quadratica b7 (). Os operadores —Aég e T/ sdo unitariamente equivalentes. Em

particular, eles possuem 0 mesmo espectro.
Em algumas situagdes mais a frente serd conveniente realizar uma outra mudanca de varidvel com
a finalidade de trabalhar com espago de Hilbert L?(A) com a métrica usual ao invés de 7. Isto &,

com o espaco de Hilbert L?(A) munido pelo produto interno

(V. 0)ion) = [ whdsar

No entanto, introduziremos essa mudanca de varidvel apenas nos casos (capitulos) em que ela for

necessaria.



CAPITULO 2

Laplaciano de Dirichlet

Seja Q a faixa bidimensional definida em (1.4) no Capitulo |1|tomando A =R x (—1,1). Sabe-

D
(_878)

L?>(—¢,¢&). Como comentado na Introdugio deste trabalho, os autores de [41] apresentaram um estudo

se que (7/2€)? é o primeiro autovalor do operador Laplaciano de Dirichlet —A agindo em

detalhado do espectro do operador —Agg. Em particular, sob as condigoes k- ©,|0@'| € L*(R), €|k -
Ol =m®) < 1,e (k-©)(s) = 0, |®'(s)| = 0, quando |s| — oo, eles provaram que:

[(m/2€)?,e0);

(ii) se @ =0 e k- O # 0, entdo o espectro discreto de —Age ¢ nao vazio;

(1) Gess ( _Agg )

(iii) se k- @ = 0 e @ # 0 com g[|@' =) < V2, entdio o espectro discreto de —Ag_ ¢ vazio.

As condigdes em (i) e (iii) mostram uma situacdo onde o efeito de tor¢do ndo gera autovalores
discretos para —Ags. Uma questdo natural € saber se algum efeito de tor¢ao apropriado pode ser
usado para gerar autovalores discretos para o operador. Este problema € o tema deste capitulo.

Ao longo deste capitulo, assumimos que
Fect(®R™), @eCH(RR"), (k-O)(s)=0, [®()|=y-B() Q@D

para todo s € R, em que ¥ € um niimero positivo e 8 : R — R uma fung¢io continua, diferencidvel em
quase todo ponto, com suporte compacto e B’ € L”(R). Geometricamente, as duas dltimas condi¢des
em (2.1)) significa que Q. é uma faixa puramente torcida; as propriedades da fungido 8 implicam que
o efeito de tor¢cao diminui localmente. Nesta situacdo, encontraremos informacodes sobre o espectro
de —Agg. Em particular, mostraremos que as condi¢des em (2.1) podem gerar autovalores discretos
para o operador.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo realizamos mais uma mudanca de
varidvel na forma quadratica associado ao operador. As Secoes [2.2]e[2.3|sdo dedicadas ao estudo do

espectro essencial e discreto de —AP .» respectivamente.

15
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2.1 Uma outra mudanca de variavel

Lembre-se que —Ags é unitariamente equivalente ao operador T”, em que T;” ¢ o operador auto-

adjunto associado a forma quadrética

D o ey
be (V) —/A 7.

dom b2 := % (H}(A)) C L*(A, fedsdt). Os detalhes foram apresentados na Segéo Como neste

capitulo assumimos que k- ® = 0, segue que

| 2

1
dsdr + — / |0, w|? fedsdr,
E°JA

fe(s,t) = \/1 + 10/ (s)|2e2¢2.

Agora, realizaremos uma outra mudanca de varidvel de modo que a forma quadratica b2 (y) passe a

atuar no espago de Hilbert L? (A) com a métrica usual. Para isso, considere o operador unitdrio

Ve LX(A) — L*(A, fedsdr)
—1/2 )
v — iy
e defina
D 1 ofe | 1 2 2
ce(W) == b2 (Vow) :/AF -5 dsdt+?/[\|8,l//] dsdt+/AV£|1;/| dsdr,
€
e ane 4,22 2
/ /
Vo) OO 10/(s)

Afe(s, ) 2fe(s,1)?
dom cg = ¥, (%(H}(Qe¢))). Devido as condigdes em (2.1), tem-se dom ¢z = H{ (A). Denote por

C¢ 0 operador autoadjunto associado a forma quadritica c¢ (). Consequentemente,
o(—Ag,) =o(TP) = o(Ce). (2.2)

Em particular, os espectros essencial e discreto de —Age coincidem com os espectros essencial e

discreto do operador Cg, respectivamente.

2.2 Espectro Essencial

Essa secdo € dedicada a andlise do espectro essencial de —Agg. A estratégia é baseada em uma

decomposicao por integral direta do operador. Em particular, considere o operador unidimensional

2
—i—’2+Y£<t>, dom D¢ (0) = Ho (=1, 1) NH?(~1,1), (2.3)

0 .__37%82[2 Y ./ 2022
Ye (1) := The(0)t +2h8(t)2’ he(t) ==/ 14+ y2€%t2. (2.4)

D¢(0) :=

em que
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Como Y € C*[—1,1], D¢(0) tem resolvente compacto. Denote por Ag 1(0) seu primeiro autovalor e

ug | @ autofungdo normalizada correspondente; A¢ 1(0) é simples. Escolha & > 0 de tal modo que
Y2 >0, Vee(0,g). (2.5)

Assim, para cada € € (0,€), u2 | pode ser escolhido como uma fungdo real e positiva em (—1,1);
veja, por exemplo, Capitulo 6 de [20] para mais detalhes. A condicdo em (2.5)) serd util na prova da
Proposicao [2.4] abaixo.

Agora, temos condi¢des para enunciar o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Sob as condicdes em e (2.5), tem-se
Gess(_A?)g) = [)LS,I (0)700)'

A prova do Teorema [2.1]¢ dividida em duas etapas; Proposicdes [2.2]e 2.4 enunciadas abaixo.

Lembrando que Yeo e he sdo definidas em (2.4), considere a forma quadratica auxiliar

S 1
dg(l[/) ::/A ;l% det+?/A|atlll|2det+/AYEO|W|2det7 dom dg = Hé(/\),

observe que dg () corresponde ao caso particular da forma quadritica c¢(y) quando B (s) = 0, para

todo s € R. Denote por D, o operador autoadjunto associado a d¢ (). Temos o seguinte resultado.
Proposiciio 2.2. Sob as condigdes em ([2.1), tem-se Gog5(Ce) = Oess(De).

A prova deste resultado € apresentada no Apéndice [Bl Como consequéncia da Proposicao
juntamente com (2.2),
Gess(_Agng) = Oeyss(De). (2.6)

Assim, passaremos a estudar o espectro essencial do operador Dg. A estratégia € baseada em uma
decomposicdao por integral direta do operador De. Nos proximos pardgrafos, apresentamos mais
detalhes.

Seja .Z; : L*(A) — L*(A) a transformada de Fourier com respeito 2 variavel s. .%; é um operador

unitério e, para funcdes em L' (A), sua agdo é dado por
1 .
(ZW)p) == e wis.nas 2.7)

Entio, o operador Dg := .#;D¢.%,”! admite a decomposicio por integral direta

. @
De= /R De(p)dp, (2.8)

em que, para cada p € R, D¢(p) é o operador autoadjunto associado a forma quadratica

1 1 1
de(p)(v)i= 55 [ 1owPar+ [ ¥2Par, dom de(p) = HY(~1.1).
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em que Y/ (t) := p?/he(t)? +Y2(t). Mais precisamente,
’ 2 1
De(p) = =5 +Y£(t), dom De(p) = H*(=1,1) N Ho(~1,1);

o caso p = 0 corresponde ao operador definido por (2.3). Para uma melhor compreensdo sobre
decomposicdo por integral direta, o leitor pode consultar a Secdo XIII.16 de [43]. Como Y/ €
C”[—1,1], cada D¢(p) tem resolvente compacto. Denote por {A¢ ,(p)}nen @ sequéncia de autova-
lores de D¢(p) e por {ue ,(p)}nen a sequéncia de autofungdes normalizadas correspondentes, isto
é,

De(p)uen(p) = Aen(p)uen(p), neN, peR.

Pela decomposi¢do em (2.8)), temos

0(De) = Uper0 (De(p)) = Unen{Aen(p) : p € R}. (2.9)
Em particular, denote por ”2,1 := g 1(0). O préximo resultado ajudard na prova da Proposigao
Lema 2.3. Para cadan € N, Ag ,(-) € uma fungdo analitica real com respeito a p e

pgrilmlgan(p) = °°.

Demonstragdo. Para cada p € R, temos dom D¢ (p) = dom D¢(0) e podemos escrever
De(p) = De(0) + p* /1.

Como & > 1, conseguimos a estimativa ||(p?/h2)v|| < p?||v||, para todo v € dom D¢(0), e para todo
p € R. Entilo, p?/h2 é D¢(0)-limitado com indice limite igual zero. Consequentemente, {D¢(p): p €
R} é uma familia analitica do tipo A; veja o Apéndice |A| para mais detalhes sobre essas defini¢des.
Pelo Teorema do Apéndice |A] A¢ ,(-) € uma fungdo analitica com respeito a p.

Agora, para cada v € dom d¢(p), tem-se

1 1 1
de(p)(v) :g/1|8,v|2dt+/_lY8p|v|Zdt

P2 2,4 ! 2
> ———=—¢ dr.
—<1+y282 y>/1|v|

Consequentemente, para cadan € N,

2
Jen(p) = de(p)en(P) 2 s — &1 pER.
Portanto, segue o limite pontual A¢ ,(p) — oo, quando p — =oo. O

Agora temos condicao de determinar o espectro do operador Dg.

Proposicao 2.4. Sob a condigdo , tem-se G(Dg) = [Ag 1(0),00).
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Demonstragdo. Como A 1(p) é uma fungdo analitica real com respeito a p, juntamente com (2.9),

segue-se [Ag 1(0),00) C 0 (D). Agora, precisamos mostrar que
(—o0,2¢,1(0)) N o (D) = 0. (2.10)

Seja y € C7(A). Como ugl ¢ uma funcéo positiva, podemos escrever Y(s,t) = (p(s,t)ug 1 (t), para

algum ¢ € C5’(A). Alguns cédlculos mostram que

2aa [ (19591 |f9r¢|2 2
de(y) — 2A¢.1(0) A|l//] dsdr = e + 2 ]us | dsdt—l— Re q)a,(])u“&,ugldsdt
€

1
+ 25 [ 10710 Pasdr+ [ 1912 4 = A (0)u asar.

Fazendo uma integracdo por partes, encontramos

2Re/$8,¢u818,u21dsdt:/8t(|(/)|2)u818,u21dsdt
A b 7 A b 7

—/A|¢|2|8tu871|2dsdt—//\|¢ 1920 dsdr.

Além disso, como Dg(0)ul | = Ag1(0)u? Ug |, tem-se

40> |00
de(llf)—lg,1(0)/|l//|2dsdt:/ (’ ‘Q‘ +| I‘Pl )| 21 [dsdr > 0.
A A\ hg g2

Assim, conseguimos provar (2.10). U
Finalmente, podemos determinar o espectro essencial de —Age.
Prova do Teorema[2.1l O resultado segue de uma aplicagdo direta de (2.6) e da Proposicdo N

Observacio 2.5. Para a sequéncia {A¢ 1(0) } ¢, obtemos a estimativa: existe uma constante K; > 0 tal

que
1 1 1 1
[ avPar < ) 0) = [ (0P +ehP)a < [ janParsKie? [ P,
~1 -1 -1 -1
paratodov € H(} (—1,1) e para todo € > 0 suficientemente pequeno. Consequentemente,

(92 <€ 2,1(0) < (g)2+0(32);

segue que €2A¢ 1(0) — (7/2)?, quando & — 0.

2.3 Espectro Discreto

Neste secdo fornecemos algumas condi¢des suficientes para a existéncia de autovalores (discretos)
para —Ag_abaixo de A 1(0). Por (2.2), sabemos que 6(—Ag ) = 6(Ce). Assim, com base em [29],

a estratégia serd encontrar uma funcdo y € dom c¢ tal que
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ce(W) = A1 0) 1wl 72 )

2
2(A)

Ao longo desta secéo, assumimos que as condi¢oes em (2.1 sdo satisfeitas. Em particular, como f é

uma funcéo com suporte compacto, podemos escolher so > 0 de modo que supp 8 C [—so, 50]-

Teorema 2.6. Sob as condigcoes em (H) Se [* (10'(s) > —¥*)ds <0, entdo existe € > 0 tal que,
para cada € € (0,¢€)),
info(—AQ,) < Ae,1(0).

Demonstragdo. Parte I: Suponha [ (|@'(s) > —¥*)ds < 0. Escolha § > 0 um ndmero real. Defina
Ws(s,t) := @ (s)ul | (t), em que u? | é definido na Segdo|2.2]e

eS(H_sO): § < =50,
(])(S) = 17 —s0 < 5 < 50,
efﬁ(sfso)’ 5> 50.

Note que Y5 € dom c¢. Alguns cdlculos mostram que

A 2 | SW5|2 Sf€ 2 ng—a
ce(Ws) — e ( W/ |“dsdr = dsdt +4 |Ws|"dsdt —Re 3 ¥ s Wsdsds
+?/A|&,l//5|2dsdt—1871(0)/[\|1//5|2dsdt+/Vg|I//5| dsdt
|aS‘V6|2 1 (asf£>2 2 sfs—
:/ 72 dsdt—l—z/ Iz lws| dsdt—Re/A I Vs dswsdsde

+/ —Y9)|ys|*dsdr.

Note que fe — 1, dsfe — 0, (Ve —Y2) — (|@'|? — ¥*) /2, uniformemente, quando & — 0. Entio,

S0
ce(Ws) ~ 2eaO)|Vslay — 845 [ (OGP~ 1) ds

quando € — 0. Como HW5||22(A) =259+ 87!, tem-se

ce(Ws) — Ae,1(0) | ws]|7 S %
BN o)+ 2 [ (10(s)P 1) ds, @.11)
||W5HL2(A) 2 —s0
quando € — 0.
Como [* (|®'(s )|?> — ¥*)ds < 0, podemos escolher § suficientemente pequeno de tal modo que o

limite em (2.11)) € negativo. Consequentemente, existe & > 0 tal que

cg(l//g;) - l8,1(0)||I//6Hi2(/\)
HWSH%z(A)

para todo € € (0,&).
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Parte II: Suponha [* (|®'(s)|> — y*)ds = 0. Dado § >0 e 1 >0, defina Y5 (s,1) := on (s)uQ , (1),

em que

e5(s—i—s0)7 s < —s0,
Pn(s):=9q 1+n(r—|0'(s)]), —so<s<s0,
eié(sfs()), s> 80.

Note que Y5 , € dom c. Similarmente como na prova do Teorema podemos mostrar que

S0

ce(Ws.n) — Aea (O Vs 20 — 8+0m2) 1 [ (1) ~7)” (1©/(5)] +7) ds.

—50

quando € — 0. Como ||y , ||1%2(A) =250+ 81+ 0(n?), tem-se

CS(‘/’S,n)_l&l(o)Hw&n”zz 50
; EW) s 0(8%)+60(mY) —on [ (10/(s)|— 1) (10/(s)|+7)ds,
HIV&WHLZ(A) =50

(2.12)
quando € — 0. Tomando 1 = /8, novamente podemos escolher d suficientemente pequeno de modo

que o limite em (2.12) seja negativo. Entdo, existe & > 0 tal que

Cg(ll/57n) - A’(‘,'I(O)HII/(S,T] Hiz(/\)

HWS,T]H%}(A)

para todo € € (0, &3).

A prova deste resultado segue considerando €; := min{&, &3 }. ]

Sob as condi¢des dos Teoremas e tem-se que o espectro discreto de —Age € ndo vazio,
para € suficientemente pequeno. Em particular, o Teorema [2.6) mostra como um efeito de torgio

apropriado pode criar autovalores discretos para —Ags.
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CAPITULO 3

Laplaciano de Dirichlet em faixas finas

Dando continuidade aos estudos sobre operador Laplaciano de Dirichlet em faixas bidimensio-
nais torcidas, neste capitulo discutimos uma situagdo diferente onde encontramos um comportamento
assintotico para os autovalores do operador. Em [37, 45], os autores estudaram o Laplaciano de Di-
richlet restrito em uma faixa (reta) bidimensional torcida em R3. Enfatizamos o artigo [37], onde os

autores consideraram a regiao
S ={(s,tcosO(s),tsenB(s)) : (s,¢) € R x (a1,az)}, 3.1)

em que 0 : R — R € uma func¢do continua e (localmente) Lipschitz, e aj,a; € R. O Teorema 2 de [37]

mostra que a condi¢ao

|sl|iinoo\9/(s)| =oo, ajay <0, (3.2)
garante que o espectro discreto do Laplaciano de Dirichlet em .’ € ndo vazio. Como observado
pelos autores, um fato geométrico interessante € que as condigdes em (3.2)) mostram que a faixa
bidimensional . no infinito assemelha-se a um tubo tridimensional de sego transversal {x € R?:0 <
|x| < r}, em que r := max{|a|,|az|}. Inspirado em [37]], a autora de [45] considera uma faixa torcida
semelhante a (3.1). No entanto, nesse trabalho, o efeito de tor¢dao “cresce” no infinito enquanto a
largura da faixa tende a zero. Entdo, desde que a faixa seja suficiente fina, foi mostrado que o espectro
discreto do Laplaciano de Dirichlet é ndo vazio e foi encontrado um comportamento assintético para
os autovalores. Neste capitulo, apresentamos uma adaptacdo dos resultados de [45] para o modelo de
faixas tratado neste trabalho.

Na Secdo |3.1} introduzimos a faixa em estudo com as adaptagdes necessdrias. Em seguida, na
Se¢do [3.2] tem-se alguns exemplos e observacdes adicionais para esse modelo de faixa. Na Segdo
[3.3] apresentamos o operador Laplaciano de Dirichlet e sua forma quadrdtica associada. Por fim, na

Secdo 3.4, encontramos um comportamento assintético para os autovalores do operador.
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3.1 Geometria da faixa

Nesta secdo, apresentamos a faixa bidimensional torcida adaptada a nova situacdo. Para isso,
assuma que ® : R — R” é uma fungdo C!+!, que satisfaz @% +-4+0@2=1,e
@) lim |@(s)| = oo;

|s]—o0

(IT) |@'| é decrescente em (—oo0,0) e crescente em (0,o0).

Fixe um nimero 0 < a < 1/3. Para cada € > 0 suficientemente pequeno, seja vi(€) <0e v,(g) >0

tais que
O (ule))| = o, i€ {1,2) (3
Defina I := (v (€),v2(€)) e seja O : R — R” uma fungdo de classe C"! tal que
(III) O¢(s) = O(s), para todo s € I¢;
(IV) |@L(s)| < |@'(s)|, para todo s € R;
(V) |@)(s)| é ndo crescente em (—o0,0) € ndo decrescente em (0, +oo).
Agora, suponha que a sequéncia {O; }¢ satisfaz
(VD) existe K > 0 tal que

K K K
©L(s)| < o l0s)I < 5. 1OF(s)| < TF VseR,

para todo € > 0 suficientemente pequeno, em que b, ¢ sdo nimeros reais de modo que b < 1, a+c < 2;
(VID) |©,(s)| < |0, (s)|, paratodo s € R, se £ > €.

Finalmente, usando a notag¢do @ := (0F,---,0%), suponha que

(VII) (©%)%+ -+ (@%)? = 1.

Para cada £ > 0 suficientemente pequeno, seja I'e : R — R"*! uma curva de classe C"! cuja

curvatura k. satisfaz
(IX) suppke C I e (ke - O¢)(s) = 0, para todo s € R.
Os campos de vetores normais de I'; sdo denotados por Nt -+, Ny, e Ng_:= OfN| +--- + O N;.
Considere a faixa
Q¢ :={Te(s) +&N§,(s) : (s,1) €Rx (—1,1)}.
Geometricamente, Q. é uma faixa localmente torcida cuja o efeito de tor¢cdo “cresce” no infinito

enquanto sua largura tende a zero. Na proxima secdo estdo algumas observacdes e exemplos deste

modelo.
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3.2 Exemplos e observacoes

Exemplo 3.1. Vejamos um exemplo simples de uma familia de curvas {I'¢ }¢ que satisfaz a condicéo
(IX): suppke C I e (ke - O¢)(s) = 0, para todo s € R. Sejam ® uma funcdo que satisfaca (I) e
I': R — R"! uma curva de classe C>! cuja curvatura k tem suporte compacto e (k- ®)(s) = 0, para
todo s € R. Defina I's := 1T, para todo € > 0. Entdo, a condicdo (IX) é satisfeita para todo € > 0

suficientemente pequeno.

Observacao 3.2. No caso n = 2, as condi¢des ®% + @% =1 e (I) implicam que ® pode ser escrito

como
© = (cos(y),sen(y)),

para alguma fungio y € CH!(R;R) tal que |y/(s)| — oo, quando |s| — . No caso n = 3, devido a

condigdio ®} + @3 + ©3 = 1, © pode ser escrito como

® = (cos(¢)cos(y),sen(¢)cos(y),sen(y)),

para fungdes ¢,y € C1' (R;R). Alguns cilculos mostram que

0] = /(9")2cos(w) + (y')2.

Assim, a condi¢ao (I) € satisfeita, por exemplo,

(i) se |y/(s)| — oo, quando |s| — o; ou

(i) se y(s) € (c1,¢2] € (0,m/2), paratodo s € R, e |¢'(s)| — oo, quando |s| — co.

Exemplo 3.3. Considere ® : R — R? definida por ©(s) = (cos(s?),sen(s?)). Entio, |@'(s)| = 2|s|,
s € R; O satisfaz (I)-(I). Fixe um ndmero 0 < a < 1/3. Para cada € > 0 suficientemente pequeno,
defina as fungdes 0 : R — R,

(—2e% —1)/e%, s< —1/e%,
Qe(s) =14 52, s€(—1/e%1/g%),
(2e%s—1)/e*,  s>1/¢,
O¢(s) := (cos(ae(s)),sen(ate(s))), s € R.

Tomando b = 2a e ¢ = 3a, as condi¢des em (VI) sdo satisfeitas. De fato, a sequéncia {@y }¢ satisfaz
as condig¢oes (II1)-(VIII).

Exemplo 3.4. Considere a fungio ® : R — R definida por

o0 = (osns ) sntreo (1) on (1)),

Note que @%—I—G)%—I-G)z: le

1 452
/
@' (s)| = \/45%052 <1+S2> + (12 seR.
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Além disso, ® satisfaz (I)-(II). Fixe um niimero 0 < a < 1/3. Para cada € > 0 suficientemente pe-
queno, tome V(&) > 0 tal que |®'(£v(g))| = 1/€%; entdo, existe K3 > 0 tal que |v(€)| < K3/€“, para
todo € > 0 suficientemente pequeno. Seja o : R — R uma fung¢ao definida por
—2v(e)s—v(e)?, s<—v(e),
(Xg(S) = S2, s € (—V(E),V(S)),
2v(e)s—v(e)?, s>v(e);

note que ot € CV'(R;R). Agora, defina

Oc(s) = (cos(ag(s))cos (rlsz) sen(a(s)) cos (1 +1S2> sen (1 +1s2)> . seR.

A sequéncia {@g }, satisfaz as condi¢des (IIT)-(VII), em que b = 2a e ¢ = 3a.

3.3 Formas quadraticas

Seja —Ag o operador Laplaciano de Dirichlet em Q. ou seja, o operador autoadjunto associado
£
a forma quadrética

al(¢) = /Q Vol2dy, dom a® = HY (D). (3.4)

Defina a funcao

fe(s,t) := \/1 + 1@ (s) 22,

e considere o espaco de Hilbert %’z = L? (A, fedsdt) munido pelo produto interno (-, o qual é

)
dado por

(v, 9) / Vo fedsdr,

A norma nesse espaco ¢ dada por

VI = [ 1P edsar

Fazendo uma mudanca de varidvel semelhante a realizada na Secao a2 (o) torna-se

2
B (y) = /A"af‘”| dsdr + — /ya,w\ Fedsdt,

€

dom B = HL(A) C A%.

3.4 Comportamento assintético dos autovalores

Essa secdo € dedicada a encontrar uma comportamento assint6tico para os autovalores de —Ag ,
€
quando € tende a zero. Além disso, obtemos algumas informagdes sobre o nimero de autovalores

discretos do operador. Ao longo desta se¢cdo, assumimos que € € sempre suficientemente pequeno.
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Observacao 3.5. Seja T um operador autoadjunto e limitado inferiormente. Denote por {4;(T)} jen
a sequéncia nao decrescente de nimeros correspondente ao problema espectral de 7 de acordo com o
Principio do Minimax; veja o Teorema do Apéndice

Seja TI(g) o infimo do espectro essencial de —Agg. Denote por N(g) < eo 0 nimero de auto-
valores M(—Age) de —Ags abaixo de II(g). Seja —Ag o Laplaciano unidimensional e considere o
operador autoadjunto —Ag + (|®’(s)|?/2)1 atuando em L?(R); 1 denota o operador identidade em
L*(R). Devido a condicdo (I), este operador tem espectro puramente discreto; veja, por exemplo,

Teorema 11.5.6 de [16]. Nesta se¢do, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Sob as condigées (I)-(IX). Para € > 0 pequeno suficientemente, o espectro discreto

O'dis(—Ag ) € ndo vazio e N(€) — oo, quando € — 0. Ainda mais, para cada j € N,

)2 -3 280)

Estimar o nimero de autovalores discretos do operador Laplaciano de Dirichlet em faixas ilimi-
tadas também € um problema interessante [12, [13} [14, 45]. No caso de faixas curvadas em R2, em
[18], os autores mostraram que este nimero € finito e limitado por uma constante que nao depende
da largura da faixa. Agora, considere a faixa “quebrada” definida por {(s,#) € R? : stan@ < |t| <
(s+m/senB)tanB}, 6 € (0,7/2). Em [[12] , os autores garantiram a existéncia de autovalores dis-
cretos para o operador Laplaciano de Dirichlet nesta regido. Eles provaram que hd um nimero finito
deles e este numero tende ao infinito quando 6 — 0.

Pelo Teorema (3.6, o ndmero de autovalores discretos de —AQ cresce quando a largura da faixa
tende a zero. Em [45]], um resultado semelhante ao Teorema @] foi obtido como consequéncia de
uma convergéncia no sentido da norma dos resolventes dos operadores associados ao problema. Neste
trabalho, apresentamos uma prova mais simples onde a estratégia é baseada em encontrar limitantes
superior e inferior para os autovalores A j(_A?ZS)' Em particular, a anélise serd baseada em encontrar

. . ND
estimativas para bg (¢).

3.4.1 Limitacao superior

Seja —A?_] 1) 0 operador Laplaciano de Dirichlet atuando em L?(—1,1). Denote por A; = (7/2¢)?
seu primeiro autovalor e y(¢) := cos(7t/2) a autofungdo normalizada correspondente. Considere o

subespacgo
S = {Qu = w(s) () (fe(s,0) "2 1w e H' (R)}

do espaco de Hilbert % . Aidentificagio w > ¢,,, w € H'(R), motiva a defini¢io da forma quadratica

unidimensional

me(w) 1= bg (pw) — (7/2€)* || ol %
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dom m, := H'(R). Denote por M o operador autoadjunto associado a me(w). Em particular, para
cada j €N,

7T\ 2
2i(—2 ) (£> < A;(My). (3.5)

Vamos obter um limitante superior para o autovalor A;(Mg). Alguns cdlculos mostram que

! 2
/ [w ’“‘ dsdt+/W£|wxl|2dsdt

em que
7|(®2'®2’)(S)|284t4+(2|@'s'(s)|2+2(®2'@'s")(s)—3!®é(5)|4)82f2+ |0 (s)]?
4fe(s,1)0 4 fe(s,t)* 2fe(s,t)

Pela condi¢ao (VI), conseguimos as estimativas

We(s,t) := —

11/ 72) = Ulimga) < €72 [[We =[O 2/2] =) < Ka(e? 2 12720 4 g27(0ke) g g2740),

para algum K4 > 0. Essas estimativas implica que

me(n) < [ 1w+ 2L ) s+ ofe) [ s,

para todo w € H'(R), em que d = min{4 —2(a+b),2 —2b,2 — (a+c),2 — 4a}. Consequentemente,
paracada j € N,

/ 2
Ai(Mg) < A, (—A + Ml) +0(g%). (3.6)
Combinando as estimativas e (3.6), tem-se
D TN < —n, o 1Ol ) d
2i(—A2 ) - (£> ng< =21 +o(e), 3.7)

para todo j € N, para todo € suficientemente pequeno.

3.4.2 Limitag&o inferior

Para cada € > 0 suficientemente pequeno, considere o operador autoadjunto unidimensional

et
1 +et?

(Sev) (1) := —V"(t) — V(t), dom Se =H}(—1,1),

agindo no espaco de Hilbert L?((—1,1),+/1 4 €£2dt). O caso particular € = 0 corresponde ao operador
Laplaciano de Dirichlet —A(Dfl ) em L?>(—1,1). Denote por £(€) o primeiro autovalor de Se. Pela

teoria analitica da perturbagdo, podemos escrever

T\ 2

(e) = (5) +8(e)e+0(e?),

em que

3e) = [ —m

1+ e?
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veja [30] para mais detalhes. Consequentemente, para cada y € Hé (A), temos a estimativa

B as 2 y ZG)/S AN
b?(w)z/A(| fw LI |82(S)| )fs!wlz)dsdt-

Mais precisamente,

~ 2 O , , i
)~ (o) vl = /. (' f‘i” +|®()|25(82|®8(S)|2)fe|l/f|2>dsdt
+0(E )|yl (3.8)

Agora, define a forma quadratica

nely) = [ (1225 f""z +104(5)%3(€%[6} () v ) asr,

€

dom ng = Hj(A). Denote por N o operador autoadjunto associado a ng(y). Para cada j €N, a

desigualdade em (3.8)) implica que

Aj(Ne) +0(e27) < A;(~Ag )~ (%)2 (3.9)

O préximo passo € encontrar um limitante inferior para o autovalor 4;(Ng).

Lema 3.7. Existe um niimero K5 > 0 tal que

. |@L(s)]? _
A e N L
L=(A)
para todo € > 0 suficientemente pequeno.
Demonstragdo. Inicialmente, observe que
@/ 25 2@/ 2\ F |®/()’2 < @/ 2 2@/ o _1
(O ()76 (€7@ (s)[") fe — — @ (5)|” { |6(&7[@(s)]7) — 5 Ifs!+ | |

para todo (s,7) € A. Alguns cdlculos mostram que

selens)?) —5 =5 [ (51 )men (5 )oos (5)ar,

Como ||(1/fg)_1||L°° < g!74 temos a estimativa
2@ (2L el
6 (e%|@(s)[) — 5 <

Assim, juntamente com a condi¢io | (s)| < K»/e e a estimativa || fe — 1]|=(z) < g!=4, obtemos o

resultado. L]



30 Capitulo 3. Laplaciano de Dirichlet em faixas finas

Usando o Lemae a estimativa ||1/fz — | z=(a) < el tem-se

Ok ()

1—a 2
ne(y) = (1+0(e" ) [ |oyPasar+ |

Como |@%(s)| < K> /€%, para todo s € R, segue que

y2dsdr + 0(e'—34) /A y|dsdr.

/ 2
ne(w) = (140! [ (12w + Ly ) asr,
para todo W € H} (A). Consequentemente, para cada j € N,
e 2
(1+0(e'™)A, (—AR+%1) < Aj(Ng). (3.10)

As estimativas encontradas em (3.9) e (3.10) garante que, paracada j € N,

(1—1—0(81“))lj<—AR+|®/§)|21>+O(£24")<7L( A2 ) - (%)2 (3.11)

para todo € suficientemente pequeno.

3.4.3 Prova do Teorema|3.6

Devido (3.7) e (3.11), estudaremos o problema espectral do operador —Ag + (|®%(s)|2/2)1.

Proposicao 3.8. Para cada j € N,

- CACIA ©'(s)1?
;13%1](— > 1>_/1( I 1). (3.12)

Demonstracdo. Lembre-se das condi¢des (I)-(VII) na introdug@o desta se¢do. Considere as formas

quadraticas

/s 2
y(w) ::/R<|w']2+w|w|2> ds, domy:{weHl(]R) ty(w) < oo},

e, para cada € > 0 suficientemente pequeno,

O.L(s)?
petw)i= [ (1w 2L s, dom e =1 )

Denote por Y e Y os operadores autoadjuntos associados a y(w) e ye(w), respectivamente. Em parti-
cular, a condi¢do (IIT) implica que |®,(s)| — |@'(s)| pontualmente, quando € — 0. Assim, para cada
w € C5(R), Yew — Yw, quando € — 0. Como Cj'(R) é uma cerne de Y, dada uma constante ¢ > 0,
segue que

Ye+c)lu— Y +c1)lu, YueL?*R). (3.13)

Agora, denote por € o ideal de todos os operadores compactos na dlgebra de todos os operadores
limitados em LZ(R). Fixe €* > 0 suficientemente pequeno. Combinando 1} com (III)-(V), tem-se

—1
<2(g%)%, (3.14)

5| oo

diSt((Ys*—Fcl)_l,%) (hmmf—|® 2( )|2>
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A condic¢ado (VII) implica que
(Ye+c) ! < (Yer 1)1, (3.15)
para todo € < €*.
Como uma consequéncia de (3.13)-(3.15)), a Proposicao 5.3 de [26] garante que

limsup || (Ye +c1) ™' — (Y +c1) 71| <2(e%)%.

e—0

Fazendo £* — 0,
|(Ye+c1)™ = (Y 4+c1)7Y| =0, quando &— 0.

Portanto, obtemos (3.12). O

Prova do Teorema (3.6l Basta aplicar as estimativas encontradas em (3.7) e (3.11)), e a Proposicéo
B.8 O

Observacao 3.9. O Teorema[3.6|mostra que o efeito local imposto por (IX) ndo interfere no resultado
final.
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CAPITULO 4

Laplaciano de Dirichlet-Neumann

Considere a faixa bidimensional Q¢ = Z:(A), em que A =R x (0,1) e .Z; é a aplicagdo definida
em na Secdo Seja —Agiv o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann restrito a €¢; a
defini¢do formal € apresentada na Secdo A grosso modo, —ASDZQV € o operador Laplaciano agindo
no espaco de Hilbert L?(Q,) com as condigdes de contorno de Dirichlet e de Neumann sobre I'(R) =
Ze(Rx{0}) e Z(R x {1}), respectivamente.

Por razdes técnicas, ao longo deste capitulo assumimos que
reC(R:R™Y), @cC'(RiR"), k-©cL”(R), elk-Ol=r) <1. (4.1)

Nesta situacao, o nosso objetivo aqui € estudar o problema espectral de —Agiv . Em particular, a Secao
€ dedica ao estudo do espectro essencial de —Aglgv . Nas Secoes e discutimos condicoes
que garantem a existéncia e a auséncia de espectro discreto para o operador, respectivamente. Como

em [41], analisamos como a geometria de . influencia os resultados obtidos neste capitulo.

4.1 Espectro Essencial

Nesta se¢do encontramos o espectro essencial do operador —Agiv . Pela Secao sabemos que

—Agiv é unitariamente equivalente ao operador TV, Assim,

o(—AgY) = o(TPV); (4.2)
recordando que TPV é o operador autoadjunto associado a forma quadratica
PAVIE 1
o p) = [PV asar s L / 0| fedsde, (4.3)
A Je €7 JA

dom b2V := % (dom aPV) C 4, em que S = L*(A, fedsdt) e

fels.r) = /(1 e1(k-©)(s))2 + €212/@ (5) 2.

33
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Em particular,

GeSS(_AgDzjgv> = GeSS<TsDN>-
Denote por _A?o]x;) o operador Laplaciano atuando em L?(0,¢&) com as condi¢des de Dirichlet e
Neumann em {0} e {€}, respectivamente; seu primeiro autovalor é (7/2¢)%. No caso particular em
que k-® =0e O =0, aregidao Q. € uma faixa reta no sentido de que a métrica induzida por %
¢ euclidiana; veja Secao Assim, TPV coincide com o operador Laplaciano em R x (0, &) com
condicdes de Dirichlet e Neumann em R x {0} e R x {e}, respectivamente. Nesta situagio, sabe-se
que o espectro de —Agiv é puramente essencial e coincide com o intervalo [(7/2€)?, ).

Agora, suponha que
lim (k-©)(s)=0 e lim |@'(s)|=0. 4.4)
|s|—o0 |s|—eo

Como as condigdes em (4.4) implicam que os efeitos de curvatura e tor¢do diminuem assintoticamente
no infinito, espera-se a estabilidade do espectro essencial nessa situacdo. Isso é confirmado pelo

seguinte resultado.

Teorema 4.1. Sob as condicdes (4.1)) e (4.4). Tem-se
Gess(_Aglgv) = [(77,'/28)2700),

A prova deste teorema segue pelos mesmos argumentos da prova do Teorema 3.1 de [41]]. Assim,

optamos em omiti-la neste texto.

4.2 Existéncia de autovalores discretos

Nesta secao apresentamos um resultado que fornece condicdes suficientes para a existéncia de

autovalores discretos para —Agiv abaixo de (7/2¢).

Teorema 4.2. Sob as condicoes em (4.1). Sek-® =0 e @ # 0, entdo
7T\ 2
inf o (—ARY (—) .
info(—-Ag,) < e
Demonstragdo. Seja ¢ € Ci’(R) uma fungdo de valores reaistalque 0 < ¢ <1, ¢ =lem [—1,1], e
@ =0em R\ (—2,2). Para cada n € N, defina

l//n(svt) = (Pn(S)XI (t)>

em que @, (s) := @(s/n) e t
T
x1(t) == V/2sen <?) ) (4.5)
Em particular, ); é a autofuncdo correspondente ao primeiro autovalor do operador Laplaciano em
(0,1) com as condi¢des de contorno de Dirichlet e de Neumann em {0} e {1}, respectivamente. Note

que (Y )neny C dom b2V,
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Como k-® =0, o jacobiano f; da métrica definida em (1.6) é reduzido a

= /1 +e2@(s)]

Fazendo uma integracdo por partes na segunda parcela de b2V (), tem-se

211 ) dsdt. (4.6)

DN (T [53s |®/()’
o2 )~ (32) Il = [ 125 asar— [ 1200,

fe A fz—:

Observe que a primeira parcela do lado direito de tende a zero, quando n — oo, pois
/ 2
1
/ Mdsdt < —/ |@'|?ds, VneN.
A f £ nJRr

Além disso, como ¢, — 1 pontualmente, quando n — oo, obtemos

n—>o0

. (s
im [o2%)— (2) Il == [ o @)

O limite do lado direito de (4.7) € negativo. De fato,

@GP 1©s))? mt mt
2 tx = % ntsen( > )cos < 7 )

€ uma fungdo positiva e ndo trivial em A. Entdo, podemos tomar ng suficiente grande de modo que

T
D ()~ (=) vl < 0.

Assim, o resultado segue pelo Principio do Minimax e (4.2). [

Sob as hipéteses dos Teoremas e tem-se que o espectro discreto de ADN € nao vazio.
Entao, podemos dizer que o efeito de tor¢do pode criar autovalores discretos para o operador. Neste
ponto, hd uma pergunta natural: o efeito de curvatura também pode criar autovalores discretos? Essa

pergunta serd respondida na préxima se¢ao.

4.3 Auséncia de espectro discreto

Nesta secdo, apresentamos algumas situagdes onde encontramos desigualdades do tipo Hardy para

o operador —Agiv . Para isso, considere a fungéo crescente r: [0,4/5) — R,

x*(2 —x)
4(1 —x)?(4—5x)

r(x) = (4.8)

Seja xo € (0,4/5) tal que r(xy) = (7/2)?. Comecamos com o seguinte resultado, que serd demons-

trado mais adiante neste secao.
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Teorema 4.3. Sob as condigdes em (.1). Se ® =0 e k-0 # 0 satisfaz k-@ > 0 e ]|k O 1= (r) < X0,
entdo existe uma constante positiva c tal que

R (E) 2 ep, (4.9)

em que p(s) :=1/(1+s%).

No intuito de provar o Teorema suponha ® = 0. Sob esta condi¢do, a fungdo f¢(s,7) definida
em (1.6) é reduzida a he(s,t) := 1 —€t(k-©)(s). Consequentemente, a forma quadratica b2V (y)

torna-se

ce(y) : 19W 4 4 9w Phedsd
(v = [ Bk L [ v,

dom ce :={w € H'(A) : w(s5,0) =0 q.t.p. s € R}, agmdo no espaco de Hilbert 7 := L?(A, hedsdt).
Denote por || - || 5 a norma neste espago.
Agora, observe que

co(¥) = - / 102 hedsdr, (4.10)
&7 JA

para todo ¥ € dom cg.

Para cada s € R fixo, considere o operador autoadjunto unidimensional auxiliar

Se(s):= -9+ %at, dom Se(s) := {v € H*(0,1) : v(0) = v/(1) = 0},

agindo no espaco de Hilbert L2((0,1),he(s,-)dt); o caso € = 0 corresponde ao operador Laplaciano
—A%YI) em L?(0,1). Denote por A¢(s)

temos

o primeiro autovalor de Sg(s). Pelo Principio do Minimax,

1 1 1
/0 |0 w|*hedt = /O (Se(s)w)Whedt > A8 () /0 |w|hedt, (4.11)
para cada y € dom Sg(s). A primeira igualdade de (4.11) segue de uma integrag¢@o por partes.

Pelas estimativas (4.10) e (4.11)), segue que
A (5)
ce(y) = [

para cada ¥ € dom c¢. Consequentemente, quando €2 é uma faixa puramente curvada, temos

gy (ZY B (ZY (4.13)

2¢ e2 2¢

2hedsdr, (4.12)

no sentido das formas quadréticas.

Lema 4.4. Suponha que k- ® # 0 satisfaz k-© > 0 e gk Ol|;=r) < xo. Entdo, Ag(s) — (m/2)? é

uma fungdo ndo trivial e ndo negativa.

Demonstragdo. Fixe s € R. Considere o operador unitério

Ye(s): L*(0,1) — L*((0,1),he(s,-)dr)

—1/2
v — hg/v 7
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e defina o operador autoadjunto Se (s) := ¥ (s) 'S¢ (s) % (s). Mais precisamente,

€2(k-©) (s |

Se(s)=—07 — W ;

dom §g(s) = {v € HZ(O, 1):v(0) = 0,v’(1)+%v(1) = O}.

Em particular, denote por iif(s, ) a autofungdo normalizada de Se(s) correspondente ao autovalor
As (s).

Agora, defina o operador Ye(s) := 92, dom Ye(s) = dom Se(s). Denote por 95 (s) seu primeiro
autovalor e por v (s) a autofuncao (real) correspondente.

O LemalA.§|do Apéndice [A] garante que

TN o e(ke0)s) (s 1)
(3) <% -%en e ST 19

1 1
ﬁg(s)/ |v|2dt§/ W2,

para todo v € dom Sg(s). Em particular, essa estimativa é satisfeita para v = i (s,-). Entdo
1 1
s)/ 1 (s, 1) [2dr g/ 10,8 (s,1)dt
0
)d () 2
_/ (Se(s s)iig(s,1))ig (s, t+/ 4 Al |ag (s,1)|~dr

=25 (s) / |G (s,1)] 2dt—i—/ 4h8 st |i (s,t)|2dt.

Pela condigdo k- ® > 0, segue que he(s,t) > he(s,1) > 0, para todo 7 € (0, 1). Consequentemente,

§)2
95 (s) < A5 (s) + él(szs,)l()z (4.15)

Pelo Principio do Minimax,

As estimativas (4.14) e implicam que

TV ey s EEO)? elk-O)(s) (5,17
(3) <M 550 2t T 1o

>||L2 01

Um cdlculo simples mostra que v§(s,?) = sen(y/ 9§ (s)t) e 0§ (s) satisfazem

0§(s):—Mtan< 05@)), e 08(s) € (/2% 72).

2he(s, 1)
Entao,
vi(s,1)* sen® (/¢ (s)) B 20§ (s)
1§ (s, 172019 1 sen2y/o)) a(s)? +a(s) + 05 (s)’
44/5§(s)
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em que a(s) := €(k-0©)(s)/2he(s,1). Assim, podemos reescrever (4.16) da seguinte maneira

2 29€
(5) =26)+ a9~ al) O a(Es()s )+ 55 (4.17)
A estratégia € mostrar que
2 295 (s)

a(s) a(s)oc(s)2+oc(s)+19()€(s) <0. (4.18)

Como a fungio r, definida por (4.8), é crescente em (0,4/5), tem-se

l+o 2 e

a@fzizigzzde@'wa)gr@@::(g) < 98 (s); (4.19)

a ultima desigualdade é uma consequéncia de (4.14). Como 0 < a(s) < 1/2, alguns calculos mostram

que implica que
als) — 205(5) <0.
a(s)?+a(s) + ¢ (s)
Multiplicando essa estimativa por ¢(s) > 0, obtemos (4.18).
Finalmente, como s é uma varidvel arbitrdria, as desigualdades e implicam que

A6 (s) = (m/2)* 2 0,

para todo s € R. Resta provar que A¢(s) — (7/2)? é uma fungdo ndo trivial. Suponha que A¢(s) —
(m/2)? =0, para todo s € R. Usando (4.17) e (4.18), segue que

29(s)
67+ a(s) + )

Oc(s)z—a(s)a =0,

para todo s € R. A igualdade € satisfeita se, e somente se, k- ® = 0. Porém, por hipotese a fun¢ao

k- © € nao trivial. Contradi¢do. 0

O Lema .4 mostra que (4.13) ¢ uma desigualdade do tipo Hardy sempre que as condigdes do
Teorema sdo satisfeitas. No entanto, A¢ (s) — (7/2)? ndo necessariamente € uma fungdo positiva
em todos os pontos de A. Nesta caso, dizemos que ¢ uma desigualdade de Hardy local.

Finalmente, demonstraremos o Teorema[d.3] Aqui, (4.9) é uma desigualdade de Hardy global.

Prova do Teorema[d.3, O Lema 4.4| garante que Af(s) — (7/2)* é uma fungdo ndo negativa e ndo

trivial. Assim, existe um intervalo aberto e limitado I C R tal que A¢ (s) — (7/2)? > 0, para todo s € I.

AE(s) /w2
. _ 72 0 o
Ze := —0; +< o (—28> )1,

agindo em L*(I), em que as fun¢des em dom Z satisfazem as condigdes de contorno de Neumann

Defina o operador

em d1. Denote por u§ > 0 seu primeiro autovalor.
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Para cada v € dom c¢, obtemos

N2 2 2 g (s) T2 2
ce(w)~ (52) Il = [ Rowfasars [ (S (1)) heasa

AE(s) /N2
2 (™ 2
o[ (e (B2 ()7 vt asar

> | o P (4.20)

)

em que Cy := 1 — €||k- Ol| ;=(r). Além disso, como Ag (s) — (/2)? >0, tem-se

T2
ce(W) = (52) Il = [ 1oyPdsar (21

Seja s; o ponto médio de I e seja 1 € C*(R) tal que 0 <1 < 1, 1 =0 em uma vizinhanca de s; e
N =1 em R\/. Para y € dom cg, escreva v = ny + (1 — n)y. Entio,

2 2
/ v ddt<2/ ny dsdr+2/\1— Y| 2dsdr
Al+

(s—s1)2 (s—s1)

< 8/ 3(nw) 2dsdt+2/ y2dsds
A 1x(0,1)

<16 / |05 w|*dsdr + 16C, / ly|*dsdr, (4.22)
A 1x(0,1)

em que C; := ||n’||? 1w 1 /8; na segunda estimativa utilizamos a desigualdade classica de Hardy

2
4 [ loPaxz [P0 g emim\(o))
Combinando (.21) e (4.22), segue que
|y / 2
ce(y) — (28) w2, > 16 TG TP (4.23)

Para cada 6 € (0,1), as estimativas (4.20) e (4.23) implicam que

|W|2 _ Em / 2
celw)~ (1) 1wl = 2 TG+ =i =8¢ | yfasdr

Tomando 6 = u§Ci/(u§Ci +Cz), temos

v
Ce(ll/) < ) HWH% - 16 u Cl—l-Cz 1—|— S—S1 det

N()CI ) 1452 / )
f hedsdr.
16(UECT +Ca) sek 1+ (s—51)2 | TV heds

Portanto, o resultado segue para uma constante real ¢ > 0 de modo que

MG LS
16(usCi +C) seR 1+ (s —s1)%
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O Teorema trata do caso em que €, € uma faixa puramente curvada. Se um efeito de tor¢ao

apropriado for adicionado, obtemos a seguinte versao.

Teorema 4.5. Sob as condi¢des em [@.1). Se k e O satisfazem

0
k-®@#0, k-©>0 k-O| =) < (s < —
£0, k020, k-0l <x0, [000)] <,
para algum 8 > 0. Entdo,
T\2
()
% ~\2¢)
para todo O suficientemente pequeno.
Demonstragdo. Como |@'(s)| < &/(1+s?), alguns cdlculos mostram que
f&‘(sut)
-1/ <C36 <36 4.24
he(s.1) < G36p(s) <30, (4.24)

para todo (s,7) € A, em que C3 := €/(1 — g[[k- Bl =(r)) € p(s) = 1/(1 +52). Tome & > 0 de modo
que C30 < 1. Em particular, (4.24) implica que

fe<(1+Gd)he e (1-C36p(s))he < fe < (1+C36p(s))he. (4.25)

Para cada y € dom b2V, pela primeira estimativa de || segue que

EAYE 1 EAYE
dsdr > dsdr. 426
/ 1+C36 Jn he O (4.26)

Ao mesmo tempo, pela segunda estimativa de (4.25)), temos

|at‘V|2

é /A|9t‘l’|2fsdsdf > /A (1-C38p(s))—5—hedsdr 4.27)

T\2 2 7T\ 2 5
£> /A Y| fedsdr < <£> /A (1+C38p(s))|w|?hedsdr. (4.28)

Combinando as estimativas (4.26])-(4.28]), obtemos

DN |95 y[*
A e Wy e

+ / 1-ciops) (1255~ (27w ) neas

g2

2 / 360 (s)|w[2hedsdr.

Note que
1 1—C36
1+C35 14+C30

1-C3d
— >1-— >
e 1-G8p() 2 1-GE> e
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Entao

oV ) — (N w2, > 1260 (Y
DN W)~ () 113 =g (ceW) = (55) v

mT\2 >
~2(52) / 380 (s) v hedsdr.
2e/ JA
Pelo Teorema[.3] existe uma constante ¢ > 0 tal que

DN T 2 2 1—C36 7[2 / 2
— | — > —— ¢ — R .
be () (28> w5 = (1+C3SC C362£2 Ap(s)|l//| hedsdt

Basta tomar d > 0 suficientemente pequeno de modo que

1—C35 7752
———c—C36—5 >
€T

0.
14+C36

Assim, segue o resultado. O]

Sob as condigdes dos Teoremas [{.1] e [.3] (resp. [4.5)) segue que nio existe espectro discreto para
—Agiv .0 Teorema mostra que o efeito de torcao ndo é uma condig¢ao suficiente para criar autova-

lores discretos para o operador.

Observacao 4.6. Em [41], os autores estudaram o Laplaciano de Dirichlet restrito a faixa simétrica
S = Ze(Rx (—1,1)), em que % é dado por (1.5). Em particular, sob as condi¢des em (4.4),
eles provaram que as condigoes k- © # 0 e ® = 0 garantem a existéncia de espectro discreto para
o operador. No entanto, quando k-® = 0 (resp. |(k-®)(s)| < 8/(1 4 s?), para algum & > 0 sufici-
entemente pequeno), e @ # 0 satisfaz esup |@'| < V2, eles obtiveram desigualdades do tipo Hardy
para o operador. Nesse trabalho, a curvatura geodésica atua como um interagao atrativa no sentido de
que “diminui” o espectro e cria autovalores discretos. A curvatura de Gauss atua como uma interagao
repulsiva no sentido de induzir desigualdades do tipo Hardy. Seguindo as mesmas terminologias do
[41]], para o modelo estudado neste trabalho, como uma consequéncia dos Teoremas {1, 4.2] 4.3] e
@ a curvatura de Gauss atua como uma interacao atrativa; se a curvatura geodésica € positiva, entao
ela atua como uma interagdo repulsiva; se a curvatura geodésica for negativa, entdo ela atua como

uma interagdo atrativa. A ultima afirmacao seré discutida detalhadamente no préximo capitulo.
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CAPITULO 5

Laplaciano de Dirichlet-Neumann
em faixas finas

Este capitulo é dedicado ao estudo do espectro do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann res-
trito as faixas bidimensionais com larguras suficientemente pequenas. Mais precisamente, considere
a faixa Q¢ = Z:(A), em que A =R x (0, 1), e denote o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann
restrito a ¢ por —Aglev ; ¢ € aaplicagdo definida em li na Segﬁo Neste capitulo, encontramos
informacdes adicionais sobre o espectro discreto de —Agiv , quando € > 0 € suficientemente pequeno.

No Capitulo {4, analisamos o espectro do operador —Aﬁ?’ sob as condi¢des
Fe CA(R;R™), @eC'(R;R"), k-OcL”(R), &k O~ <1 (5.1)

Ao longo deste capitulo também assumimos que as condig¢des em (5.1) sdo satisfeitas. Além disso,

considere as seguintes condi¢des adicionais
(k-@),]0|,|0"| € L*(R). (5.2)

Este capitulo € dividido em trés se¢Oes. Na Secao supondo que k- ® # 0, encontramos um
comportamento assintético dos autovalores de —Agiv , quando € tende a zero. O interesse nessas
consideragdes reside na diferenca entre os casos puramente Dirichlet e Dirichlet-Neumann. Além
disso, se Q, ¢ uma faixa puramente torcida, na Secdo [5.2] encontramos um novo comportamento as-
sintotico para os autovalores de —Aglgv , quando € tende a zero. Na Segﬁo realizamos uma dilatacao
apropriada em .. Nesta nova situagdo, também encontramos um comportamento assintético dos au-
tovalores. Por fim, comparamos esses resultados obtidos. Todos os argumentos apresentado deste

capitulo foram desenvolvidos considerando € > 0O suficientemente pequeno.

5.1 Faixas finas

Nesta sec¢do, encontramos um comportamento assintotico para os autovalores de —Agiv , quando

€ > 0 ¢é suficientemente pequeno. Na verdade, baseado em argumentos de [33]], provamos o seguinte

43
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resultado.
Teorema 5.1. Sob as condigdes em (5.1) e (5.2). Se k-® # 0, entdo, para cada j € N,
2¢e

(R nt0)

2¢€ F

T\2 k-©
Ai(—AgY) = (—) + A (—AR+TI) +0(1) (5.3)
+o(e7"),
para todo € > 0 suficientemente pequeno.

O Teorema [5.1] ¢ consequéncia de uma “convergéncia” no sentido da norma dos resolventes da
familia de operadores {—Aglgv }e>0. Ou seja, uma consequéncia do Teorema enunciado abaixo.
Antes de introduzirmos o Teorema|[5.2] apresentamos algumas considera¢des importantes.

Pela Secio —AgY ¢ unitariamente equivalente a o operador adjunto T,”" associado a forma

quadratica

WPV () = [ 199 g dr+i/ 10w ]2 fedsdt
A fg 82 t E 9

dom b2V := 77,71 (dom a?V), agindo no espaco de Hilbert .74 = L?(A, fedsdt), em que

fels.1) = /(1 — e1(k-©)(s))2 + €212/0 (5) 2.

Observe que
1
PV (y) > /A Oyl fudsdr, (5.4)

para todo W € dom b2V,

Para cada s € R fixo, considere o operador auxiliar

O fe

To(s) 1= —9F — i

&, dom Tp(s) = {ve H*(0,1): v(0) =+/(1) = 0},

agindo no espago de Hilbert L?((0, 1), fe(s,-)dt). Denote por X(s,€) o primeiro autovalor de T¢(s).

Pela teoria analitica da perturbacao,

2(s.e)= (5) +Bls,e) +0e?)

em que

- SO OP) 10y :
b= oo+ 3 o

veja [30] para mais detalhes. Pelo Principio do Minimax, temos

1 ) 1 1 )
[ 10wl red = [Ty Whear = S(s.e) [ |wlfect, (5.6)
0 0 0

para cada y € dom T¢(s). A primeira igualdade de (5.6) segue de uma integragdo por partes.
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Pelas estimativas (5.4)) e (5.6)), segue que

Xz
b (y) = /A (Z’f) (W[ fedsdr, (5.7)

para cada y € dom bPV. Essa estimativa ser4 ttil nos préximos paragrafos.
Daqui em diante, € mais conveniente realizar uma outra mudanga de varidvel de modo que a forma
quadritica b2V (y) passe a atuar no espaco de Hilbert L?(A) com a métrica usual. Para isso, considere

o operador unitario
L*(A)

— L2(A, fedsdr)
L

fg_l/zll/ ;

e defina
de(y) = be" (Vey),
dom d¢ := 7, (dom b¢). Devido as condi¢des em (5.2)), tem-se

domde =D :={y € H'(A) : y(5,0) =0 q.tp. s € R}.
Além disso, alguns calculos mostram que
s y|? 1
) :/ | }"’| dsdr + —2/ |0y w|dsdr +/ Ve|w|*dsdr
A J¢

—Re / }fewa wdsdr + / ve|w|?dsdr,
A

em que
1(Osfe(s,1)? 1 (9fe(s,t))? 1 d2fe(s,t)
Velst) =30t a8 L T2 folen)
¢ } 5) — . §)2 — miG
ve(s) ::i(k 0)(s) — (k- ©)(s)” —€|O'(s)|

2¢e  (1—¢€(k-0O)(s))%+€2|0(s)|2
O sinal de integral [ refere-se a uma integracdo sobre a fronteira R x {1}. Denote por D¢ 0 operador

autoadjunto associado a dg (V).

De (5.5) e (5.7), segue que

2 B,
de( 28 /|w\ dsdt+/

/\lll\zdsdtJr/—\l//\zdsdt+0(1)/ ]l//]zdsdt. (5.8)
A A € A

| V

Assim,
T\2 k-O
> (= - .
D¢ > {(26> + . —1—0(1)} 1

Seja He o operador desacoplado

: k-© 1 DN
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agindo em L?(R) ® L?(0,1). A aplicacio

v — y(s)e(), weL*(R), ¢cL*0,1),

pode ser estendida a uma isomorfismo isométrico, em que

W@l 2merzo0) = 1WIizwlllzo)

para todo y € L*(R), para todo ¢ € L?(0,1). Assim, H pode ser identificado como um operador em
L*(A).
Fixe uma nimero k > 0 tal que
k+infk-® > 0.

Consequentemente, D — (7/2€)?14 (k/€)1 e He — (1/2€)*1 + (k/€)1 sdo operadores positivos.

Agora, temos condicdes para enunciar o seguinte resultado.

Teorema 5.2. Sob as condi¢oes em (5.1) e (5.2)). Se k- O # 0, entdo existem constantes positivas €4
e K¢ tais que, para cada € € (0,&),

(oG] [ ') -]

A prova do Teorema[5.2]¢ dividida em duas etapas; Proposi¢des[5.4]e[5.5]enunciadas abaixo. Para

T\2 k

A forma quadritica associada a L é denotada por l¢(y); dom [ = D.

< K683/2.

simplificar, escrevemos

Agora, introduzimos um operador intermedidrio da seguinte maneira. As condicdes em (5.1) e

(5.2) implicam que
1/ fe = Uimn) S K7&. [|0ufe/ £l o) S K78 [Vellimga) < Ko, (5.9)

para algum K7 > 0. Essas estimativas motivam a defini¢do da forma quadratica

1 2 k
._ 2 2 (% 2 K2 2
me () ._/A|8sw| dsdt+£2/A {\&w (2> |yl }dsdt+/{\€\w\ dsdt+/8vg]1//] dsdr,

dom mg = ®. Denote por M, o operador autoadjunto associado a mg ().
O primeiro passo € provar que L¢ se aproxima de M no sentido da norma dos resolventes, en-

quanto € tende a zero.

Lema 5.3. Sob as condigoes (5.1) e (5.2). Existe Ky > 0 tal que

le(W) > Ks(19sWll720a) + €7 1WIIE2 ), me(w) = Ks(l|96WlIZa ) + € IWIIZ2(n):

para todo Yy € ®, para todo € > 0 suficientemente pequeno.
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Demonstragdo. Da limitagdo inferior obtida em (5.8)), segue facilmente que

le(W) > Ko([19swll72 ) + €7 WIIZ2(a): (5.10)

para algum Kg > 0. Pelas estimativas em (5.9), tem-se

fe(w) - me(w)| < [ [ =110 Pasars [ WeliwPasars [ |2 wiipiasa
< Klo(g”as‘lfﬂLz(A) + HWHLz(A))a (5.1
para algum Ko > 0. Usando (5.10) em (5.11), obtemos
me(w) > Kt (103 )+ W00
para algum Kj; > 0. O
Como consequéncia do Lemal[5.3] L¢ e M, sdo operadores positivos e
L'l < Kg'e, Mg < Kg'e. (5.12)

Essas estimativas serdo uteis posteriormente.

Proposicao 5.4. Sob as condicoes em (5.1)) e (5.2). Existem constantes positivas €s e Ky tais que,
para cada € € (0, €s),
-1 -1 2
HLe — M, H < Kppe®.

Demonstracdo. Denote por l¢ (¢, @) e me (@, @) as formas sesquilineares associadas a I (W) e me (),

respectivamente. Devido as estimativas em (5.9)),

1e(6.9)~me(.)| < [ |75~ 1] 0 lnglasar + [ [vellglasa

o,

< K13, 2050122 )+ 10120210 2 ) + 10022

e

|$8s90 +9ds¢ ’det

para algum K3 > 0. Pelo Lema[5.3] segue que

le(9,0) —me(9, )| < Kiae/me(9)le (@), (5.13)

para algum K4 > 0.
Agora, seja 11,& € L?(A) fungdes arbitrdrias. Tome ¢ = M; 'n e ¢ = L;'&. Denotando por (-, -)
o produto interno em L*(A), temos (M; 'n, 1) = me(9), (L;'E,E) = 1(@), e

(L' =M )N, E)| = |me(9,9) —le(. 9)].
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Assim, pela estimativa em (5.13),

(L' =M, €)| < Kiaey/ (M2 ', m) (L€, &) (5.14)
Finalmente, (5.12)) e (5.14) implicam que
(L' =Mz, &)| < Kise?[n |l ) 1€ ] 2a):
para algum K5 > 0. Assim, segue a prova. 0
O préximo passo € provar que M, se aproxima do operador autoadjunto
T2 k
Nei=(He—(52) 1) +1

¢ ( ¢ \2e ) e

no sentido da norma dos resolventes, enquanto € tende a zero. Denote por ng(y) a forma quadratica

associada ao operador N¢; dom ne = 2. Um cdlculo simples mostra que

1 T\ 2 k-©O+k
ne(w) = [[lawlasar s [ [|atw|2—(5) Wﬂ aars [ FOK ypasar

Observe que
ne(W) > Kio([19W720) + € W 72(0)): (5.15)

para algum K;¢ > 0. Consequentemente, Nz € um operador positivo e
ING' < Kig'e. (5.16)

Proposicao 5.5. Sob as condicoes (5.1) e (5.2). Se k- O # 0, entdo existem constantes positivas € e
K17 tais que, para cada € € (0, &),

Mg =N | < Kige2.
Demonstragdo. Considere o subespago fechado
o =y =ws)0 () :weH (R)}

do espago de Hilbert L?(A); lembre-se que Y (t) := v/2sen(nz/2) é a autofuncio correspondente

ao primeiro autovalor de — %Nl), em que —Aﬁ)Nl) denota o operador Laplaciano em (0,1) com

as condigdes de contorno de Dirichlet e de Neumann em {0} e {1}, respectivamente. Temos a

decomposicio ortogonal L?(A) = ./ @ /. Cada y € D pode ser escrito como
v=vy,+v, weH'(R), yteona’. (5.17)

Em particular, para cada y;- € DN/,

1 1
/0 yl(s)x()d =0 e /0 Ayt (5.1) 71 (1)dr = 0, (5.18)
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para quase todo s € R.
De acordo com (5.17)),

ne (V) = ne(Wy) +2Re ne (W, llfvi) +”8(‘l’vf)3

ne(@,¢) denota a forma sesquilinear associada a ng(y). Como uma consequéncia de (5.18), temos

ne (W, Vi) = 0. Além disso,
1 1 12 T2 2
ne(vir) = 10w 2 — (55) v I

1 1 7T 2
= sl B + 5 10w e — (55) v I

1 e 1/32\° /mN\2\, i
> Z_SZHat‘l/w HLz(A)+ (E (g) - (E) ) v, HLz(A)

> o (10 gy + 1 gy ) (5.19)
a segunda desigualdade segue do Principio do Minimax, em que (37/2)? corresponde ao segundo

—Alo):

Agora, defina a forma quadratica auxiliar

k-O©
ae(y) = me(y) =ne(y) = [ velyPdsar— [ ZZjuPasar

dom g¢ =©. Em particular,

autovalor de

|76 (V)| < |ge ()| + 2196 (Wi, Wi )| + e (W) |3 (5.20)

qe (9, @) denota a forma sesquilinear associada a g¢(y). Um cdlculo simples mostra que

k-©
aew) = [ (zvg - —> w[2ds.
R €
Como k-® # 0, (5.1) e (5.2) implicam que

12ve —k-© /€| p=r) < Kis,  |[Vellz=(r) < Kise ™",

para algum Kjg > 0. Essas estimativas, juntamente com (5.15) e (5.19), garantem que existem
Ki9,K»0,K>1 > 0 tais que

|ge(Ww)| < KISHWHLz < Kio€ne (Yy), (5.21)

|ge (W) | < Kaoe™ (/lww 2dsdt+/ |l/lw|2dsdt>

= K€~ ( la,widsolwr / |l 2dsdt>

< Kaoe ! (2wt ||L2<A)Hatww looga) + 15 2 n))

<3Ko0~ (10 I n) + 1 20 )
< Ky1ene(wil). (5.22)
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Finalmente, alguns célculos mostram que

1/2
< Kijge™! (/8|1;1W|2dsdt) (/8|w¢|2dsdr)

- 1/2
< 2K1se ™ Il 2y (Vs ez 190w 2

1/2

|ge (Wi, W) | = 'ngwwﬁdsdz

B 1/2
< 2Kise ™ wliay (100 2200+ 1 Ban))

Combinando essa estimativa com (5.15)) e (5.19), tem-se

g6 (Vs Vi) | < Koo e (i e (wi)
< Ke'/? (ne(yir) +ne(viy) ). (523)

para algum K3, > 0. Como uma consequéncia de (5.20)-(5.23)), segue que
9 ()] < Kase' 2 (ne(Wir) +ne(Yiy)) = Knse!Pne(y), (5.24)

para algum K>3 > 0.

Pela identidade de polarizacao

(|ge(¢ — @)+ |qe(d + @)| +|ge (¢ +i0)| +|q:(¢ —ip)]).

FN.

|9¢(¢,9)| <
Aplicando (5.24) em cada termo do lado direto da estimativa anterior, tem-se
196(9.9)] < Ka3e'/? (ne(9) +ne(@)). (5.25)
Como ge (W) = me(y) — ne(y), reescrevendo (5.24), obtemos
Koang(@) < me(@) < Kaane(9), (5.26)
para algum K4 > 0. Combinando (5.23) e (5.26)), tem-se
46(0,0)| < Kase'? (ne(9) +me(9)), (5.27)

para algum Kp5 > 0.
Agora, sejam 1,E € L?>(A) fungdes arbitrdrias. De maneira similar & prova da Proposicio

usando a estimativa (5.27)), conseguimos mostrar que
(M =N ")) < Kase' /2 (N 'mm) + (M 'E,8)). (5.28)
Por (5.12)), (5.16)) e (5.28)), segue que

(M N0, 8)] < Kage™ (In1agn) + €] )

para algum K¢ > 0. Assim, obtemos o resultado. 0
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Prova do Teorema O resultado segue de uma aplicagdo direta das Proposi¢des[5.4]e N

Por fim, apresentamos a prova do Teorema Comecgamos com o seguinte resultado.

Lema 5.6. Suponha k-©® € L*(R). Tem-se
k-© T2
M(He) =2 (—dm+=—1)+(52) "
1(He) = A ( RT— ) 56
Além disso, para qualquer inteiro N > 2, existe uma constante positiva €7 := €;(N, k- ®) tal que, para

cada € € (0,¢&7),

k-© mTN\2 .
lj(He) = ﬂ‘j (_AR+T1) + (g) , Vje {2,--- ,N}.

A prova deste lema pode ser obtida por simples adaptagdes da prova do Lema 3.5 de [33]], que

sera omitida neste texto.

Prova do Teorema 5.1l Para cada j € N, considere € > 0 suficientemente pequeno tal que as con-

clusdes do Teorema[5.2]e Lema(5.6|sejam satisfeitas. O Teorema[5.2]e o Lemal5.6| garantem que

: — ! < K6€1/2.
e(A;(—AgY) — (n/2e)?) +k  €Aj(—Ar—(k-©/e)1)+k|
Pelo Teorema[A.9 do Apéndice[A] segue que
: TN\2 : k-© :
lim ¢ l,lj(—Ag’j)— (§> ] — lim e, (—ARJFTl) — inf(k- ©).

]

Observe que (o efeito de tor¢do) ' ndo influencia o comportamento assintético dado por (5.3).
Como em [33], podemos usar o comportamento assintotico para garantir a existéncia de espectro
discreto para —Aglev . De fato, assuma as hipé6teses do Teorema e as condi¢des em . Neste
caso, tem-se inf Gess(—Agiv ) = (m/2¢)%. Se k- © assume um valor negativo, entdo, para cada j € N,
a igualdade implica a existéncia de autovalores discretos para _Agzgv . Além disso, o nimero
desses autovalores pode ser arbitrariamente grande quando €, € suficientemente fina. Como também
observado em [33, 34], a existéncia de espectro discreto € regida por um fendmeno local, isto é, pelos

pontos extremos onde o raio de curvatura de % (R x {1}) é localmente maior que o raio de curvatura

de .Z:(R x {0}).

Observacdo 5.7. Seja £ uma hipersuperficie de classe C2, conexa e orientdvel em RY, d > 2, cuja
orientago é regida por um campo de vetor normal unitério definido globalmente n : ¥ — S?~!. Para
cada € > 0 suficientemente pequeno, defina a vizinhanga tubular .7 := {x +em(x) € RY : (x,t) €

¥ x (0,1)}. Em [34], foi considerado o operador Laplaciano sujeito as condi¢des de Dirichlet e
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Neumann em X e X, := X + en(X), respectivamente. Usando a notagdo —A%N para este operador,

nesse trabalho, os autores provaram que

2
Aj(—ADY) = (%) + 2 (—Az—kk?Ml) +0(1), (5.29)

em que —Ay denota o operador Laplace-Beltrami em X, sujeito a condi¢do de Dirichlet se X é ndo
vazio, e ky; € um multiplo d — 1 da curvatura média de X; a expansdo assintdtica € local e depende
dos pontos extremos onde a razdo entre as dreas das fronteiras com condicdo de Neumann pela a de

Dirichlet € localmente maior.

O Teorema ¢ obtido como consequéncia da “convergéncia” no sentido da norma dos resol-
ventes da familia de operadores {—Agiv }e>0. No Teorema , devido a dependéncia € do operador
—Ar + (k-©/¢€)1, ndo temos um operador efetivo no sentido usual, quando € se aproxima de zero.
Este fenomeno também foi observado em [33, 134]], e pode ser visto como uma caracteristica devido
as condi¢des de contorno do modelo. Na Sec¢ao[5.3] apresentamos uma adaptagio deste problema que

elimina a dependéncia € do operador efetivo.

5.2 Faixas finas puramente torcidas

Ao longo desta secao consideramos que €2 ¢ uma faixa puramente torcida, ou seja, k- ©@ = 0.

Nessa condicdo, esta secdo € dedicada a prova do seguinte resultado.

Teorema 5.8. Sob as condi¢des (5.1) e (5.2). Se k-® = 0, entdo, para cada j € N,

/‘2

)“j(—Aggv)=<%>2+/lj (—A ‘®2 >—|—O(e),

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Com a finalidade de auxiliar na associac@o entre os dois casos, nesta se¢ado mantemos as mesmas
notacdes da Secdo [5.1] para os operadores auxiliares e suas respectivas formas quadraticas. Além

disso, por razdes técnicas, tome
sup |@'|?

k >
2

Como k- ©® = 0 e O satisfaz (5.2)), tem-se

11/ f2 = 1l 1=(a) < K278, 19sfe/ f2 |l 1= (a) < K27E, Ve — 1017 /2]|1=(a) < K,

para algum K>7 > 0. Essas estimativas motivam a defini¢do da forma quadratica

2 @/2
/Ia w|*ds dt+/ (' Gl ﬂ) \w\z) dsdr+/A%W!2dsdr

+/vg\w]2dsdt+k/ ly|?dsdr,
d A
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dom mg =®. Denote por M, o operador autoadjunto associado a mg(y). O Teorema 3 de [3] garante
T2 -
De— (o) 1) +k1|  —ug!

Agora, defina a forma quadratica unidimensional

que

< Koge, (5.30)

para algum K>g > 0.

e 2
ne(w) :=me(wyy) = /]R (|w’|2—|— (%—1—2%) |w|2) dsdt—i—k/R w|*dsdr,

dom ne = H'(R). Denote por N o operador autoadjunto associado a ne (). Considerando a decomposicio
ortogonal dada em (5.17)), obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 5.9. Existe um niimero Kyg > 0 tal que
1Mz = Ng ' @0 < Kaoe'/?, (5.31)
para todo € > 0 suficientemente pequeno, em que 0 é o operador nulo no subespago </ .
Demonstragdo. Por (5.17)), cada y € © pode ser escrito como
v=wn+v:, weH'R),yleconat

Observe que
me(wy1) = ne(w) = K30HW||%2(R)7
para algum K309 > 0, e
1
me(Wi) 2 55 (19V ) + 1V 12200 )
a Gltima estimativa segue mesma a linha de (5.19). Denote por m¢ (¢, ¢) a forma sesquilinear associ-

ada a mg(y). Seguindo o mesmo procedimento da primeira desigualdade de (5.23)), encontramos

m&‘(WXb l[/d;) < 1(3181/2 \/ I’lg(W)mg(Wd;_),

para algum K31 > 0. Entdo, o resultado segue pela Proposi¢do 3.1 de [26]. [
Comok-®=0¢ |0 € L*(R), tem-se
12Ve + 10 (| = (r) < Kae,

para algum K3, > 0. Assim, define a forma quadrética

N (2 R 2
n(w) ::/ (|w| ——|w] )dsdt+k/ lw|“dsdr,
R 2 R

dom n = H'(R). Denote por N o operador autoadjunto associado a n(w). Novamente, o Teorema 3
de [3] implica que
INg ' = N7Y| < Kase, (5.32)
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para algum K33 > 0.
Como uma consequéncia de (5.30)-(5.32)), tem-se

A% B o B ¥
[(Dg— (g) 1) +kl] _ K—AR— . 1) +k1} @ 0| < Kye!?, (5.33)
para algum K34 > 0.
Prova do Teorema5.8l A prova deste resultado segue da estimativa (5.33)) acima. 0

5.3 Faixas com escala

Nesta secao, realizamos uma dilatacao horizontal em . com o objetivo de elimina a dependéncia
€ do operador efetivo encontrado em Teorema na Secao Nos proximos paragrafos, apresen-
tamos os detalhes dessa nova situagao.

Para cada € > 0, seja ®, : R — R” uma fungio de classe C! definida por

O¢(s) =0 (%) , SER;

usando a notagdo @¢(s) = (@F,---,0F), como @F + -+ @2 = 1, tem-se (OF)> + -+ (OF)? = 1.

Com respeito a curva de referéncia I, denote por I'e a curva da classe C? cuja curvatura ke é dada por

ke(s) =k (%) , seR.

Os campos vetoriais normais de I's sdo denotados por Nt,--- Ny, e Ng_:= OIN| + -+ O;N;.

Assim, considere a aplicagao

L R — R
(s,1) > Te(s)+etNg (s),

e defina a faixa fina
Q¢ := Z(Rx (0,1)).

Seja —A?ZN o operador Laplaciano em Q¢ com condi¢des de Dirichlet e Neumann em I's (R) e Z (R x

{1}), respectivamente, isto €, o operador autoadjunto associado a forma quadratica
de (@) = /fz IVo|?dx, domde={¢ € H'(Qe): ¢ =0em¢(R)}. (5.34)
O objetivo desta secdo € prova o seguinte resultado.

Teorema 5.10. Sob as condicoes (5.1) e (5.2). Para cada j € N,

L ADNy_ (N2 1 0|2
A](—Aﬁs)—(g) + 24, (—AR+(k~®— . >1>+0(1), (5.35)

para todo € > 0 suficientemente pequeno.
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Como no Teorema [5.1} o Teorema também é consequéncia de uma convergéncia no sentido

da norma dos resolventes da familia de operadores {—A?ZN }e>0. A principio, defina
€

Fels.1) 1= /(1 — et(ke - ©¢) (5))2 + €22/ @(s) .

Fazendo uma mudanga de varidveis semelhante a realizada na Sec¢ao de (@) torna-se

de(y) == |a‘"’|2d a4~ 0, w|*dsdr 4 | Ve|w|*dsdr
e\VY) = A f~£2 S 82 A t Y S A e|lY S
R ast— ~ 2
—Re [ —-Yo,ydsdt + | Ve|y|dsdr,
A f¢ d

dom dg := {y € H'(A) : y(5,0) =0 q.t.p. s € R} C L*(A), em que

(8sf€(S,t))2 L(&tfe(S,t))z Latzfe(s,t)

~ 1
Ve(s,1) 2 Fe(s,t)4 _462W 262 fe(s,1)

Ve(s) = 1 (ke O¢)(s) — £(ke - Oc)(5)* — €] O (s) |
T2 (L-e(ke©g)(s))? + €2]0%(5)?

Lembre-se de que o sinal de integral [ se refere a uma integragdo sobre a fronteira R x {1}.

Agora, realizamos uma outra mudanca de coordenadas com a finalidade de trabalhar com as
funcdes k- @ e |@| ao invés de ke - O e |@L|. Seja # : L*>(A) — L*(A) o operador unitério ge-

rado pela dilatagdo horizontal (s,7) — (£'/2s,1), isto é,
(Wew)(s,1) == €'/ 4y (e 25,1).
Obtemos a seguinte forma quadratica
Ye(W) :=d (7/5_1‘1/) )

dom ye := {w € H'(A) : y(5,0) = 0 a.e. s € R}. Defina a fungéo

Fe(s,0) == /(1 — €1 (k- ©)(s))? + 12| @/ (s) 2.

Um calculo simples mostra que

1 EAR 1 2 2
Ve(y) = — / Y dsdt+—/ EXY dsdt+/Ws|1//] dsds
€lJA kg € JA A

dsh
—Re / — Yo, ydsdr + / w£|w|2dsdt},
A R 9

em que
1 (Qhe(s0)? 1 Bhe(s,0))? 1 Bhe(sir)
Welsl) = e 48 Ta(s? 28 da(sit) |
) ) o LEO)E) —e(k-0)(5)2— 10/(s)
¢ 2 (1—¢(k-O)(s))2+e|@(s)]?
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Por razodes técnicas, tome uma constante
& 2
k> [|(k-©) = |O'[*/2] (=(r)

Defina a forma quadrética

vy ime et = (30)” [ Iwasar] & [ fuasar

dom /g = ©. Denote por L¢ o operador autoadjunto associado a I (). Devido as condigdes (5.1 e

(5.2), tem-se
11/h = 1| 1=(n) < K3s€,  ||0she /|| 1=(a) < K3sE, (5.36)

|We — |©'? /2| 1=(a) < Kssé, 2we —k-©+ @) 1 (®) < Kas€, (5.37)

para algum K35 > 0. Agora considere a forma quadratica unidimensional

/12
n(w) ::/ (|w’|2—|—<k-® | 2‘ >|w|2> dsdt—i—k/ lw|*dsdr,
R

dom n = H'(R), e denote por N seu operador autoadjunto associado. Seguindo 0os mesmos passos da
prova da Proposi¢ao[5.9] e usando as estimativas em (5.36)) e (5.37), obtemos

para algum K3 > 0. Lembre-se de que 0 é o operador nulo no subespaco .o/ .

' -N! @OH < Kige/2, (5.38)

Prova do Teorema Pela estimativa (5.38]), concluimos a prova do resultado. O

Enfatizamos que o operador efetivo em (5.35)), ou seja, o operador

@/2
—AR—’r(k-@—’ 2’ )1,

nio depende do parAmetro €. Além disso, defina V (s) := (k-®)(s) — |®'(s)|* /2 e assuma as condigdes
em (4.4). Como consequéncia do comportamento assintético dado por (5.35)), se existe um nimero

real 5o > 0 tal que [} V(s)ds < 0, entdo V (s) age como uma interago atrativa quando & — 0.



CAPITULO 6

Laplaciano de Dirichlet em faixas cortadas

A seguir introduzimos uma nova faixa bidimensional e ilimitada que serd o objeto de estudo deste
capitulo. Na verdade, estudaremos o operador Laplaciano de Dirichilet restrito a essa regido. Sejam
u € R3 um vetor unitario fixo e I' : R — R? uma curva de classe C> parametrizada pelo comprimento

de arco s, isto é, |I"(s)| = 1, para todo s € R. Dado € > 0, defina a faixa
IT:={I'(s)+¢eru: (s,1) e Rx (—1,1)}.

A grosso modo, IT é obtido transladando o segmento (—¢&,€) ao longo de I'" em relagdo ao vetor
constante u. Essa regido é chamada de faixa cortada.
Seja —Aﬁ o operador Laplaciano de Dirichlet em I1. Mais precisamente, —Aﬁ ¢ definido como o

operador autoadjunto associado a forma quadratica
a(Q) :/ |V(p\2dx, doma := Hd (IT); (6.1)
I

V¢ denota o gradiente de ¢. O objetivo deste capitulo € estudar o problema espectral de —Aﬁ.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secdo apresentamos mais detalhes sobre
a geometria de IT e realizamos uma tradicional mudanga de varidveis em a(¢@). As Secdes e
sdo dedicadas ao estudo do espectro essencial e discreto de —Aﬁ, respectivamente. Por fim, na Secdo

obtemos informacdes sobre o niimero de autovalores discretos do operador.

6.1 Geometria da faixa e mudanca de variaveis

Nesta se¢do, identificamos IT com uma variedade Riemanniana (A,%), onde A:=R x (—1,1) e
¢ & dada por (6.3) abaixo. Depois realizamos uma mudanca de varidveis na forma quadratica a(¢@).

Considere a aplicagdo
Z: R — R

(s,t) — T(s)+em’ (6.2)

57
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Observe que IT = .Z(A). Defina a métrica 4 := V.2 - (V.Z)*. Alguns célculos direto mostram que

eT €2

@ — < Loer ) t(s) = T(s)-u, 6.3)

em que T (s) :=I'(s) denota o vetor tangente unitdrio da curva I" no ponto I'(s).
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que |7(s)| < ||T(s)]||||u|| = 1, para todo s € R. Por
razoes técnicas, suponha que
17l = (r) < 1. (6.4)

Geometricamente, essa condi¢@o garante que os vetores 7'(s) e u ndo podem ser paralelos.

Seja _# a matriz Jacobiana de .Z. Tem-se
det 7 =|det@|'? =¢e(1—1)'/? >0,

para todo (s,z) € A. Como I' é uma aplicagio suave, o teorema da fungio inversa implica que a
aplicagdo . : A — I1 € um difeomorfismo suave local. Em adi¢do, suponha que .’ ¢ injetiva. Assim,
a faixa IT ndo tem auto-interseccio e pode ser interpretada como uma subvariedade imersa no R3.
Consequentemente, a aplicagido .Z : A — II é um difeomorfismo suave global. Portanto, (A,¥) é
uma variedade Riemanniana abstrata.

Agora, realizamos uma mudanca de variaveis de tal modo que a forma quadratica a(¢@) passe a

atuar no espaco de Hilbert .77 := L?(A, gdsdt) em vez de L?(IT), em que

g(s) :=1/1—1(s)% (6.5)

Para isso, considere o operador unitario

U : L*(II) — L*(A,gdsdt)
v — elPyoy

e defina a forma quadratica
b(y) i=a (% y) = / (Vy, 9~ V) adsdr
A
_/ !
=i
dom b := % (dom a); dy = d/dt e & = d/ds. Como T € L(R), tem-se dom b = H}(A) C 7.

Denote por T o operador autoadjunto associado a forma quadratica b(y). Os operadores —Aﬁ eT

T, |? 1 ’
asl;/——atl[/‘ dsdt—f——z/ |0y |~ gdsdt,
€ €7 JA

sdo unitariamente equivalentes. Em particular, eles possuem o mesmo espectro.

6.2 Espectro essencial
Esta secao € dedicada ao estudo do espectro essencial do operador —Aﬁ. Para isso, suponha que

lim 7(s) = T, (6.6)
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em que Tp € um nidmero real. Pela condi¢do em (6.4), segue que |1p| < 1. Geometricamente, a
condicdo implica que o Angulo formado entre os vetores T'(s) e u € constante no infinito. Neste

condig¢des, provamos o seguinte resultado.

Teorema 6.1. Sob as condi¢des em (6.4]) e . Tem-se
Oess(—Af7) = [41(0),%),

em que
1 T\2
2(0) i = —— <—) : 6.7
1(0) 1—15 \2¢ ©7
mais tarde discutiremos sobre a origem de A1 (0).
A seguir apresentamos a prova do Teorema dividida em duas partes: Proposi¢des [6.2] e [0.4]
enunciados abaixo. Ao longo desta se¢éo, suponha que as condigdes (6.4) e sdo satisfeitas.

Além disso, considere a forma quadrética auxiliar

cw)i= [

agindo no espago de Hilbert 7% := L?(A, godsdt), em que

go(s) :==1/1—13. (6.8)

Denote por C o operador autoadjunto associado a c(y). No Apéndice C| apresentamos a prova do

3s‘l/—zat‘l" dsdt—i—?/ |0 w|“godsdr, dom c:= Hy(A),
A

seguinte resultado.

Proposiciio 6.2. Sob as condigoes em (6.4) e (6.6]). Tem-se Gpss(T) = Gess(C).

Como consequéncia da Proposi¢io[6.2] vamos estudar o espectro essencial de C. Para isso, ¢ mais
conveniente realizar uma outra mudanga de varidveis de tal modo que a forma quadratica c(y) passe

a atuar no espaco de Hilbert L?(A) com a métrica usual. Assim, considere o operador unitario

v L*(A) — L*(A, fydsdt)
—1/2 )

vy o— gy

e defina a forma quadratica

aw)=erw) = [

0 2 1 2 0
asy/—;aty/‘ dsdH—?/ |0, w|“dsdt, domd := Hj(A).
2 A

Denote por D o operador autoadjunto associado a d(y). Consequentemente,
Oess (C) = Ogss (D) . (69)

Agora, vamos determinar o espectro essencial de D. Novamente, a estratégia é baseada em uma

decomposicio por integral direta do operador. Relembre-se que .%; : L>(A) — L?(A) é a transformada
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de Fourier em relagdo a s, definida anteriormente por (2.7) no Capitulo 2| Entdo, o operador D :=

Z,D.Z ! admite a decomposi¢io por integral direta

R &)
= /R D(p)dp, (6.10)

em que, para cada p € R, D(p) é o operador autoadjunto associado a forma quadratica

1
d(p)(v) ::/1é lpv——(?,v

dsdt-|- /|8,v|2dsdt dom d(p) = Hi(—1,1).
Mais precisamente,

1 To-\2 0?2
D(p) = — (p1+i29) =%, dom D(p) = HA(~1,1) N H(~1,1);
85 € €

Como H!(—1,1) < L*(—1,1) é compacto, segue que cada D(p) tem espectro puramente discreto.
0 P gue q 4 P P

Denote por {4, (p) }.en @ sequéncia de autovalores de D(p) e por {u,(p) }nen @ sequéncia das autofun-

¢oes normalizadas correspondentes, ou seja,

D(p)un(p) = An(p)un(p), n€N, peR.

Pela decomposicao em (6.10), temos

0(D) = Upera(D(p)) = Unen{Au(p) : p € R}. (6.11)
No caso p = 0, temos o seguinte operador
9?7
e2g3

D(0) = —

Em particular, seu primeiro autovalor corresponde a A4, (0), definido em (6.7), e u; (0)(z) = cos(7z/2)

¢ autofung¢do correspondente. Para simplificar, denotamos J; := u;(0).
Lema 6.3. Para cada n € N, A,,(-) é uma funcdo analitica real em p e

lim A,(p) = oo.

p—rtoo

Demonstragdo. Para cada p € R, temos dom D(p) = dom D(0), e podemos escrever

2
D(p) = D(0) +2ip ;at—l—g
0 0

Seja z € C com imgz # 0 e denote por R, := (D(0) —z1)~!. Tem-se

£2g5(v, D(0)v) ;2
285(Ro(D(0) — 21)v, D(0)V) 125

2

0

2

0
8%<@D®MD®MHW+kW£$®WMMQ

2

80

23 (1R-D(O)V |2 DOV 12n) + 21, RD(O)) 21 )

||3tV||i2(A)

€

IN

| /\
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para todo v € dom D(0). Usando a primeira identidade dos resolventes

Ré _Rv == (C — D)RCR'U)
para todo £, v € p(D(0)), obtemos

R-—D(0)"' =zR.D(0)"!
Assim,
Consequentemente,

190vIIZ2n) < €78 <||RZD(0)V||L2(A) DOV 2(a) + 2]y, (1+ZRZ>V>L2(A)>
< 285 (IR 1DV 72y + (2l + 2P RN VI )

Como ||R;|| — 0, quando imgz — o, o operador (2ipTo/(€g3))d; é D(0)-limitado com fndice limite
igual a zero. Além disso, como p?/g3 €é analitica em p, segue que {D(p) : p € R} é uma familia

analitica do tipo A. Pelo Teorema|A.7 m 7/|/do Apéndice E Al A,,(+) é uma fungdo real analitica em p.

Seja 0 > 0 um ndmero fixo. Para cada v € dom d(p), tem-se

2Re <ip%v8,\7> (149)7, 2|8;\;|

1+5

Consequentemente,

| ov|?
d(p)(v) = / —<p2]v|2—2Re (ip%vatv)ﬂ ;‘;' )dt

2
-18

| ) |0 |
> [ —(p? 21 (1—-(14+8)18 )d
_/1g3<p1+5|v|+( (148)7) - ) dr.

Assim, obtemos o limite pontual A,(p) = d(p)(u,(p)) — oo, quando p — +oo. O

Finalmente podemos determinar o espectro de D.
Proposicao 6.4. Tem-se 6(D) = [A1(0),0).

Demonstragdo. Devido a decomposicdo em (6.11)) e Lema|6.3| temos [A;(0),e) C o(D). Resta pro-
var que

(—e0,A1(0))No(D) = 0. (6.12)
Para cada y € C;(A), podemos escrever Y(s,t) = ¢(s,1)x1(t), com ¢ € C5'(A), pois X1 € positivo

em (0, 1). Alguns cdlculos mostram que

a(y) = 21(0) [ |y Pdsar = /

27, —
+ [ 1o lalasdr— B Re | 208xiasas

8t¢

2 1
Pasdi t oy [ 0Pl Pdsar
0

+—Re/at¢¢?51761d5dl A1 (0 /|¢| |21 [*dsdt.



62 Capitulo 6. Laplaciano de Dirichlet em faixas cortadas

Fazendo uma integracdo por partes, tem-se

2Re / ds¢Pxix1dsdt =0,  2Re / 0,99 )1 x1dsdr = — / 1012 (1 21 + 1211 dsdt.
A A A

Além disso, como D(0)x; = A;(0) 1, obtemos

1 T 2 1
a(w) = 2(0) [ yPasae = [ |09~ 2a6[ i Pasar+ 5 [ |00 Pasar 0.
A 85 /A € €7 JA
Isso implica que (6.12)) € verdadeira. [

Prova do Teoremal6.1Il Pela Proposicéo e a igualdade 1@} segue que Gess(—Aﬁ) = O,ss(D).
Assim, devido a Proposigﬁo concluimos que 0,5 (—AER) = [11(0), ). O

6.3 Espectro discreto

Nesta secao fornecemos condi¢des suficientes para a existéncia de autovalores discretos para —Aﬁ

abaixo de 4;(0). A estratégia é baseada em encontrar uma fun¢éio y € dom b tal que

b(w) = 1 (0) | wll%, <O.

Iniciamos esta secao com o seguinte resultado.

Teorema 6.5. Sob as condigdes em (6.4) e . SeV :=(1/g>—1/(1-13))g € L'(R) tal que
JrV(s)ds <0, entdo
info(—AR) < 21(0).

Além disso, o espectro discreto de —Aﬁ é ndo vazio.

Demonstragdo. Seja ¢ € Cy'(R) uma fungio de valor real tal que 0 < ¢ <1, ¢ =1l em [—1,1], e
¢ =0em R\ (—2,2). Para cada n € N, defina

Wn(s,2) == @n(s)21(¢), (6.13)

em que @,(s) := @(s/n) e x é a autofungdo normalizada de D(0) corresponde ao autovalor A;(0);

it

x1(t) :=cos <?> .

Note que Y, € dom b. Um célculo direto mostra que

- 2 _ [ Ly 12/ LI TP
b = Ol = [ cloilas+ () [ (1= ) lonlsds

Como ¢, — 1 pontualmente, quando n — 0, e

1 1
~|pp|ds < / |¢'|ds,
/Ag n(1= [T 2mgy) 2 S
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para todo n € N, tem-se

. 2y [ TN\? 1 1
lim (b(yn) =21 (0[] ) = <§> /R (g_z_l——rg> gds <0.

Portanto, podemos tomar n suficiente grande de tal modo que b(y,) — A1(0) || Wiy, [|3, < 0. Assim, o

resultado segue pelo Principio do Minimax. [
Continuando a analise do espectro discreto do operador —Aﬁ, obtemos mais o seguinte resultado.

Teorema 6.6. Sob as condigoes em (6.4) e (6.6). Se T é uma fungdo néo constante tal que 7' €
LL.(R),V=(1/g2—1/(1-13))g € L'(R) e [xV(s)ds =0, entdo

info(—AR) < 21(0).
Além disso, o espectro discreto de —Aﬁ é ndo vazio.

Demonstragdo. Ao repetir o procedimento da prova do Teorema|6.5] encontramos

: 2 (N (L
Tim (b(ya) — 2 0) [wal%) = (=) /R(gz 1_13) gds =0, (6.14)

em Y, € dado por (6.13). Assim, modificamos y;, adicionando a seguinte perturbacio
Wn,é'(svt) = l//n(svt) + 5(])(5‘,1),

em que 0 é um nimero real e ¢(s,7) := &(s)tx1(f), com & € C;(R) uma fungdo ndo nula de valor

real que serd determinada posteriormente. Note que ¥, 5 € dom b e

b(W.5) — M(O)[W511 5 =(B(wn) — 21 (0) | Wl %)
+28 (b(Wn,¢) — A1 (0) (Wi, 0) )
+8%(b(9) — 21(0)[10]1%0). (6.15)

Como y;,, = 1 em supp &, para todo n suficientemente grande, tem-se

by 0) =210 )r = [ —5f (&1 = SE G+ 120)) dscs

-/ (%) Eds: (6.16)

a dltima igualdade segue de uma integracdo por partes. Por consequéncia de (6.14)-(6.16), tem-se

tim (6041,5) - 1 O al) =5 [ () &0+ 200) - MO0l 617

Observe que (7/g)’ é identicamente igual a zero se, e somente se, T € uma fungéo constante. Assim,
como 7 é uma fung@o ndo constante por hipétese, podemos escolher & de tal modo que [(7/g) Eds <
0. Além disso, tome 0 > 0 suficientemente pequeno de tal modo que o limite em (6.17) é negativo.

Assim, existe ng € N tal que b(,, 5) — A1(0)|| W, 5113 <O N
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Observacao 6.7. Seja k(s) a curvatura de I" na posi¢ao I'(s). Suponha que a curva I' satisfaz certas
condi¢des de modo que exista o referencial de Frenet {T'(s),N(s),B(s)}. Em particular, T'(s) =
L .(R) entdo a
(R) do Teoremaé satisfeita. De fato, como 7’(s) := T'(s) -u = k(s)(N(s) -u),

K(s)N(s). Lembre-se que k denota a curvatura da curva ' e 7(s) :=T(s)-u. Se k € L

condi¢do 7’ € L10C

segue-se
7' ()] < |x(s)].

6.4 Numero de autovalores discretos

Defina 6 (u,s) o dngulo entre o vetor u e a reta tangente a curva I" no ponto I'(s). Defina

O(u) := lim 6(u,s);

|s|—ee
esse limite existe pela condigdo (6.6). Esse se¢do é dedicada a prova da seguinte propriedade.
Teorema 6.8. Sob as condigoes em (0.4)) e (6.6). Para cadan € N, existe 6, € (0,7/2] tal que, para

todo u € R? com 0(u) < 6, tem-se
N(—AR) >n

em que N (—Aﬁ) denota o niimero de autovalores discretos de —Aﬁ, contando a multiplicidade.

Demonstragdo. Para o caso n = 0, nada a fazer. Vamos provar a afirmacdo para algum n > 1. Seja

¢ € H'(R) uma fungdo ndo nula tal que supp @ C (so,s1), so < s1. Paracada j € {1,--- ,n}, defina
Wj(s,1) :=N;j@j(s)x1 (1),
em que

@;(s) = @(s— (j— 1)(s1 —%0)), szzz/qu)jyzfds_

O conjunto {WJ}7:1 € uma base ortonormal de um subespago de dom b. Além disso, se i # j entdo
b(y;, y;) =0, pois y; e y; possuem suportes disjuntos. Pelo Lema 4.5.4 de [15] e Teorema uma

condi¢do suficiente para —Aﬁ ter pelo menos n autovalor discreto é

b(yj) = 4 (0)|w;lI% <0, (6.18)
paratodo j € {1,---,n}. Alguns cdlculos mostram que
1 T2
N 12— A2 2 T
b(y;j) — M (0)]| wjll5 N/ (I(p,\ +(52) \%I) 1_%2(28) : (6.19)

Sabemos que cos 6 (u,s) = |T(s) -u|. Usando a condi¢do (6.6), tem-se cos 6 (u) = |7p|. Assim,

1—15=1—cos>6(u) =sen’H(u).
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Como 0 < 0(u) < 6, < /2 e seno é uma fung¢do crescente em (0, /2], segue que

1 — 15 =sen®0(u) < sen’ 6.

Aplicando esta estimativa e g% > 1 — || 7||2.. () em (6.19), obtemos

2

N3 2 1 2
b(‘l/j) AI(O)HVIJH%" < (1 . HTHiw(R))]/Z /IR (|(P | <28> |(P| )ds sen29n <28> : (6-20)

Tome 6, € (0, /2] de tal modo que

sen’6, = (£>2 max NJZ / (‘QDI‘Z—F (£>2|§D|2> ds N
" 2¢e je{l, -} ( )1/2 R 2¢e '

1- H‘CH[ZJOQ(R)

Logo, a expressdo do lado direito de (6.20)) é ndo positiva, para todo j € {1,---,n}. Consequente-

mente, (6.18)) vale para todo u € R3 com 0(u) < 6,. Assim, segue o resultado. OJ

A Proposicao mostra que o nimero de autovalores discreto de —Alr)l cresce quando 6 (u,s)

tende a zero no infinito. Em particular, diminuir o angulo 6 (u,s) implica diminuir a largura da faixa.
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APENDICE A

Alguns resultados classicos

Neste apéndice, vamos apresentar definicdes e resultados conhecidos na literatura que foram utili-
zados no decorrer do trabalho. Todas as demonstragdes dos resultados deste apéndice serdo omitidas
do texto por estarem fora do escopo deste trabalho. Ao longo deste apéndice, §) é usado para denotar

um espacgo de Hilbert complexo e a notagdo Y C X significa que Y é um subconjunto denso de X.

A.1 Principio do Minimax

Em alguns casos € possivel caracterizar os autovalores de um operador que estdo abaixo do seu

espectro essencial através de uma aproximacao variacional. Vejamos os resultados abaixo.

Proposicao A.1. Seja T : dom T C $ — $ um operador autoadjunto e limitado inferiormente.

Suponha que os autovalores discretos de T, contando a multiplicidade, satisfazem
Ei<E<E3<--- < iIlfGess(T).

Entdo

T
Ei= inf m, P, :=ker(T —E1),

o#Eedom T [|EI3

(6,TS)s

E, = inf —En P =P @ker(T - Ezl),
0#£&edom TNP ||§ Hﬁ

T
Es = inf M, P=P EBker(T—E31), s,

0#£&€edom TNPs- 1€ ||52:J

A Proposicao |A.1|é conhecida como caracterizagdo variacional do espectro discreto. Para mais

detalhes, veja a Proposi¢ao 11.4.28 de [16]].

67
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Teorema A.2 (Principio do Minimax). Seja T : dom T C ) — $) um operador autoadjunto e limi-

tado inferiormente. Para cada j € N, defina

A;(T) := sup inf —W’TVQQ ) &b
M;_ O#WGdomTﬁMJ{I HWH,@

em que o supremo é tomado sobre todos os subespagos lineares M de dimensdo no mdximo j— 1.

Entdo

(i) Aj(T) < info,.(T) se, e somente se, T tem no minimo j autovalores menores que inf Gggs(T).
Neste caso, Aj(T) é o j-ésimo autovalor de T, contando a multiplicidade, e o supremo em
é atingido quando M;_ = [e1,--- ,ej_1], em que cada e; € o autovetor de T correspondente ao

i-ésimo autovalor, i=1,---,j— 1.

(ii) Aj(T)=1inf Oss(T) se, e somente se, T tem no mdximo j— 1 autovalores menores que inf C,(T).
Neste caso, Aj(T) = Aj1(T) =---.

Existem vérias versdes equivalentes ao Principio do Minimax. A seguir enunciaremos uma dessas

versoes onde trabalhamos com a forma quadratica associada a 7' invés do proprio operador.

Teorema A.3. Sejam T,A;(T) e M;_| como definidos no Teorema Para cada j € N, tem-se

A;(T) = sup inf q(lllg ,
M; 0#wedom qﬂM'L_l ||II/||5§

J

em que ¢(-) e dom q sdo a forma quadrdtica associado a T e o seu dominio, respectivamente.
As provas dos Teoremas e pode ser encontradas na Subsecéo 1.6.10 de [31] ou na Sec¢do
XI1.2 de [43].

A.2 Familia analitica do tipo A

Nesta secdo, apresentamos a definicdo de uma familia analitica do tipo A. Em seguida, enuncia-
mos alguns resultados que auxiliaram no desenvolvimento deste trabalho. Aqui, J denota um intervalo

aberto de R. As principais referéncias para este secao sao [31, 43].

Definicio A.4. Uma familia {7 (x) : x € J} de operadores autoadjuntos atuando em §) é chamada de

famdilia analitica do tipo A se sao satisfeitas as seguintes condicoes:
(i) dom T'(x) =D, ou seja, os dominios dos operadores nio dependem de x;

(ii) Paracada y,n € D, tem-se (T (x)y,n)g é uma funcdo analitica em J.
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Definicao A.5. Sejam S:domSC $H — $He T :dom 7T C $H — $H operadores lineares. Dizemos

que S é T-limitado se dom T C dom S e existem a,b > 0 tais que

156115 < allTSlls+blS s,

para todo & € dom T'. O indice limite de S é o infimo dos a’s admissivel na desigualdade.

Teorema A.6. Seja {T (x) : x € J} uma familia analitica do tipo A. Se existe um xy € J tal que T (xo)

possui resolvente compacto, entdo T (x) possui resolvente compacto, para todo x € J.
Pelo Teorema 3.9 da Secao VII.3 de [31]], temos o seguinte resultado.

Teorema A.7. Seja {T(x) : x € J} uma familia de operadores autoadjuntos do tipo A. Além disso,
suponha que T (x) possui resolvente compacto, para algum x € J. Entdo, todos os autovalores de T (x)
podem ser representados por fungoes analiticas em J. Mais precisamente, existem uma sequéncia de
fungoes reais {E,(x)},en e uma sequéncia de fungdes {Pp(x)}en em 9, todas analiticas em J, de
modo que, para cada x € J, E, (x) representa todos os autovalores de T (x) e a sequéncia {®,(x) }nen

forma uma familia ortonormal completa de autovetores de T (x).

A.3 Operadores de Schrodinger

Finalizamos essa apéndice com alguns resultados da teoria de pertubacdo que foram utilizados

nos estudos do espectro do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann.

Lema A.8. Sejam 1 € R e U uma funcdo real, limitada e mensurdvel em (0,1). Considere o operador
autoadjunto Hy, := —d? +U(t)1, dom Hy, := {y € H*(0,1) : y(0) = 0,y'(1) + py(1) = 0}, agindo
em L*(0,1). Seja Ai(Hy) o primeiro autovalor de Hy. Se py < b, entdo A (Hy,) < A (Hy,). Mais

precisamente,
yi(1)?

}Ll (H,uI> S A'l (H.UZ) + (‘u’l - Au’z) ”ll/] ||2
L2(0,1)

?

em que | € uma autofungdo real de Hy, correspondente ao autovalor A (Hy, ).

Teorema A.9. Sejam u € R\{0} e U uma fungdo real, limitada e mensurdvel em R. Considere o
operador autoadjunto Hy, := —Ag + U (s)1, dom Hy := H*(R), agindo em L*(R). Para cada j € N,
tem-se

Ai(H
fim 2 inf U(s);
p—teo U sER

Aj(Hy) correspondente ao autovalor de Hy, de acordo com o Principio do Minimax.

As provas do Lema[A.§]e do Teorema podem ser encontradas em [11, Lema 1] e [25, Teorema

4], respectivamente.
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APENDICE B

Prova da Proposicao 2.2

Este apéndice ¢ dedicado a prova da Proposigao 2.2 enunciado no Capitulo 2] Os préximos resul-

tados sdo adaptacoes simples do Lema 4.1 e Proposicao 4.2 de [7], e Lema 4.2 de [17]].

Lema B.1. Um niimero real A pertence ao espectro essencial de Ce se, e somente se, existe uma

sequéncia { Yy, }nen C dom ¢ satisfazendo as seguintes condigdes:

() [lWallr2(a) = 1, para todo n € N;
(ii) (Ce — A1)y, — 0, quando n — oo, na norma do espago dual (dom cg)*;
(iii) supp ¥, C A\(—n,n) x (—1,1), para todo n € N.

Demonstragdo. Sabemos que A € G55(Ce) se, e somente se, existe uma sequéncia {&, },en C dom ¢
satisfazendo (i), (ii) e (iii'): €, — 0em L?(A), quando n — 0; veja, por exemplo, Teorema 5 em [39].
Seja { Y, }nen uma sequéncia satisfazendo as condigdes (i), (ii) e (iii). Consequentemente, { ¥, },cn
satisfaz (i), (ii) e (iii’).

Por outro lado, seja {&,},en C dom ¢ uma sequéncia satisfazendo (i), (ii) e (iii’). Considere
neC*R),0<n<1,n=0em|[-1,1],en =1emR\(—2,2). Para cada k € N, defina

(s, 1) :==n(s/k), (s,1) € A.

Considere a sequéncia {M}xen C C(A). Como (1 —1n;)(Ce +1)~! é compacto em L*(A) e &,
satisfaz a condigo (iii'), segue que (1 —1;)(Ce +1)7'&, — 0 em L?(A), quando n — oo, para todo
k € N. Entdo, existe uma subsequéncia {&,, }ren de {&, }nen tal que (1 —1;)(Ce +1)71E,, — 0 em
L?*(A), quando k — co. Ao escrever

E = (Ce+1) "1 (Ce =AD&, + (A +1)(Ce +1)7'E,,

e usando (ii), segue que (1 —1;)&,, — 0 em L*(A), quando k — oo. Assim, suponha que ||y, || >
1/2, para todo k € N. Finalmente, defina

keN

R nkgnk
Ve el
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A sequéncia { Y hreny C dom ¢, satisfaz as condigoes (i) e (iii). Resta verificar (if), isto &,

sup |CS(¢7II//<)_}L<¢7W/<>|

¢€H5(A) H¢”+
97£0

—0, (B.1)

quando k — oo, em que [|9 |3 := ce(¢) + 9[>

Alguns calculos mostram que

CE((P?nkénk) _A‘<¢vnk§nk> :Cs(nk(pvgnk) _)’<nk¢7€nk> +/Afi2¢ ‘93277k5_nkd~9dt

+2/f <a¢ }fe )8snk§_nkdsdt. (B.2)

Uma vez que

(20-520) (an&) - SoniE ) -

2fe 2fe
2, 2 —
(as(nk(P) fs ) ( sgnk iﬁ ) "’8 ¢8 nkgnk ¢9s77k3s§nk,
e, fazendo integracdo por parte na ultima parcela,

2fe !
—/iw aé_dsdt—/iq)az é_dsdt+/i(a¢ 2
Afg s Tk Os Ny - Afgz snk Ny Afg

encontramos
1 Osfe r ds fe
/A]Tg (as¢ - 2fg ¢> (as(nkénk) 2f nkénk> dsdr =

1 8sfe s fe
/AE (as(nw)— AL ) < En — —5 )dsdt+/ — 0 021 &y dsdt

+2/f (a¢> }fe >8snk§nkdsdt.

Isfe
Je

) Ismy &, dsdt,

Assim, obtemos a igualdade (B.2).

Agora, como {,, }ren satisfaz (ii), tem-se

|Cs(77k¢,§nk)—7t<nk¢75nk>’ < sup |68(nk¢=§nk>_a’<nk¢7§nk>| _)0,
deH(A) H¢H+ deH(A) an(])H+
9#0 970

quando k — . Pela desigualdade de Holder, juntamente com as estimativas ||@ || < ||@||+ e ce(9) <

@2, encontramos

{H¢||+ / f2\¢!|92nk||€nkldsdt} < HaznkHLw — kiz”n”HL“(R) — 0,
¢eH
¢7#0

S p { 1 / 1
u
ot LI9T+

070

as(P Sf&‘

¢\ 3 nkuénudsdr} < ol a = =) — O,



73

quando k — . Finalmente, como S, 8’ € L*(R), temos

1 s f .
sup { o [ lglounul g asar | < aumulyeqn) =k i) —
PEH] (A) ||¢||+ Al fE
90
quando k — oo. Portanto, provamos que { Y }xcy satisfaz (B.1). O

Observacio B.2. A mesma conclusido do Lema[B.1] vale para o operador De.

Prova da Proposicao[2.2] Se A € 0,(D¢), existe uma sequéncia { Y, } ney C dom de tal que ||y, || =
1, supp ¥, C A\(—n,n) x (—1,1), para todo n € N, e (Dg — A1)y, — 0, quando n — oo, na norma
do espago dual (dom d¢)*. Como a fungdo B tem suporte compacto, existe algum so > 0 tal que

supp B C [—s0,50]. Tome ng € N tal que ng > so. Entdo, para cada ¢ € H}(A),

Ce{‘P»‘Vn) —l<¢7llfn> = dé‘(‘P?WH) _)'<¢7lljﬂ>7

para todo n > ng. Consequentemente,

sup |C€(¢7 Wn) — )L<¢7 lp”n>|

¢eH(}(A) H‘PH+
97#0

— 0,

quando n — . O Lema implica que A € G,55(Ce). De maneira semelhante, é possivel mostrar
que Gess(cg) C GESS(DS)' D
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APENDICE C

Prova da Proposicéo 6.2

Este apéndice é dedicado a prova da Proposi¢do enunciado no Capitulo [6] Seguiremos a
mesma estratégia usada no Apéndice Bl Antes de enunciar o proximo resultado, apresentamos algu-
mas consideragdes importantes.

Como 7 € L*(R), alguns calculos mostram que

K37c(y) < b(y) < K3ge(y) e K3o|lWllm < Wl < Kol Wl 4, (C.1)

para todo ¥ € H(} (A), para algum K37, K33, K39, K49 > 0. Lembre-se que os espacos de Hilbert 77 =
L?(A, gdsdt) e % = L*(A, godsdt) foram definidos no Capitulo @ Estas estimativas serdo uteis para
provar a Proposi¢ao [6.2]

Lema C.1. Um niimero real A pertence ao espectro essencial de T se, e somente se, existe uma

sequéncia { Yy, }nen C dom b satisfazendo as seguintes condigdes:
(i) |lwulloe =1, para todo n € N;
(ii) (T — A1)y, — 0, quando n — o, na norma do espago dual (dom c¢)*;
(iii) supp ¥, C A\(—n,n) x (—1,1), para todo n € N.

A demonstracido deste lema segue pelos mesmos argumentos da prova do Lema Assim,

optamos em omiti-la neste texto.
Observacao C.2. A mesma conclusdo do Lema|C.1] vale para o operador C agindo em 7.

Prova da Proposiciio[6.2] Seja A € 0,4(C), existe uma sequéncia {y, },cny C dom c tal que ||y, || 4 =
1, suppy,, C A\(—n,n) x (—1,1), paratodon € N, e (C — A1)y, — 0, quando n — e, na norma do

espaco dual (dom ¢)*. Vamos construir a partir desta uma nova sequéncia {&, },cy C dom b satisfa-

zendo (i), (ii) e (iii) do Lema|C.1]
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Devido as estimativas em (C.1)), tem-se {y;, },eny C dom b. Assim, defina

én =

= , neNlN.
Wl

A sequéncia {&, },en C dom b, satisfaz as condigdes (i) e (iii). Resta verificar (ii), ou seja,

|b(¢7§n) _A<¢7§n>%|

sup — 0, (C.2)
‘PEHJ(A) H¢”+
00
quando n — oo, em que ||@ || := b(¢) + [|¢]|3,. Note que
1D(, W) = A9, W) | < [c(9, W) — 249, W) | + [m(9, w) (C.3)

para cada fungio teste ¢ € C5'(A), em que

m<¢7 l//n) = (b((P? Wn) _)‘<¢7 Wn>%) - (C(¢7 Wn) - l<(P7 Wn><%’f))
Por (C.1)), existe K4; > 0 tal que

|C(¢awn)_)t’<¢7lljn>%| |C(¢7Wn)—l<¢»‘lfn>%|

sup < K41 sup — 0, (C4)
9EH (A) 111+ 9cHL(A) c(9)+ 9]l
¢7#0 $F0

quando n — oo, pois (C — A1)y, — 0 na norma do espago dual (dom ¢)*, quando n — .

Agora, podemos escrever T(s) = To+ ¥(s), em que Y(s) := 7(s) — 7. Tem-se

b(, yn) :/Aé <8s¢ - %8&) (8swn - %&%%) dsdr —/A T;gfo (8s¢ - %M) 0 Wy dsdt

T— 1T T0 1

Pela desigualdade de Holder,

1 1 0 T
o)l < - o0-022|  Jowi- 2o |
8  80llL=(R\(~n,n)) L2(A) L*(A)
T—17 T0
ds¢ — —0, oWy
€8 lz=(r\(-nn)) i ‘L%A)” Wil
T—T To
a aS n__a n
€8 |l1=(®\(-nn)) 9@l o =g AV
1
+ 22 I8 = goll = (<) N9 P 2y 19 Wil 2
+ AL llg = goll L=(m (—nmy) 10 22y Wl 22(n) - (C.5)
Usando (C.1) junto com ||8s¢—(’co/8)8,¢\|%2([\) < goc(¢), temos
T0
- < .
%9 — ¢ LZ(A)_K42H¢H+, (C.6)
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para algum Ky > 0. Ao mesmo tempo, como T € L=(A), existe K43 > 0 de modo que
10ll2a) S Kasll@llr € [[90ll2a) < Ka3| 9] 2 (C.7)

Consequentemente, (C.5)-(C.7) implica que

im(¢, w,)| ' 11 -
el =K o on as n +— ) 5
T s N (CAZ PPN LR ETY
Ky ||T— 10
e Hat‘l’nHLZ A
el 8 llimy(-nm) W
Ki3||T— 19 %
T 105wl 2(a) + — 119 Wil 12
€ 8 L“(R\(—n,n))< LAA) T g IPPmiiL (A)>

K
+ =5 llg = 0ll (2 () 19 Wil
+ Ki3|A 1|8 = 8ol om0\ (=) Wl 2 (- (C.8)

Sabemos que { W, },en € limitado em dom c. Em particular, {y, },en € limitado em H] (A) com a

norma usual, pois || - || s ¢ || - [|;2() s@0 normas equivalentes. Portanto, segue de e (C.8),

Sup |m8(¢7 lI/i’l)| N 07 (C9)
¢€H5(A) ||‘P||+
670
quando n — co. Pela estimativas (C.3)), (C.4) e (C.9), obtemos (C.2). Assim, pelo Lema Ae

Oess(T).
De maneira semelhante, é possivel mostrar a inclusdo oposta Gs(7) C Gpss(C). O
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