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Resumo

Seja Ω uma faixa bidimensional e ilimitada em uma superfı́cie regrada em Rd , d ≥ 2. Consi-

dere −∆D
Ω

o operador Laplaciano de Dirichlet restrito à faixa Ω e −∆DN
Ω

o Laplaciano em Ω com

condições de contorno de Dirichlet e Neumann em lados opostos de Ω. Neste trabalho, apresentamos

uma análise detalhada do espectro de −∆
j
Ω

, j ∈ {D, DN}. Em particular, obtemos informações sobre

o espectro essencial e discreto dos operadores; esses resultados obtidos são influenciados pela geo-

metria da faixa e pelas condições de contorno na fronteira de Ω. Além disso, em algumas situações,

encontramos uma comportamento assintótico para os autovalores de −∆
j
Ω

, j ∈ {D, DN}, quando Ω

possui largura suficientemente pequena.

Palavras-chave: Laplaciano de Dirichlet; Laplaciano de Neumann; Laplaciano de Dirichlet-Neumann;

espectro essencial; espectro discreto; superfı́cies regradas.
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Abstract

Let Ω be an unbounded two dimensional strip on a ruled surface in Rd , d ≥ 2. Consider −∆D
Ω

the

Dirichlet Laplacian operator restricted to Ω and −∆DN
Ω

the Laplacian in Ω with Dirichlet and Neumann

boundary conditions on opposite sides of Ω. In this work, we performed a detailed spectral study of

−∆
j
Ω

, j ∈ {D, DN}. In particular, we find information about the essential and discrete spectrum

of operators; these results are influenced by the geometry of strip and the boundary conditions on

∂Ω. Furthermore, in some situations, we find an asymptotic behavior for the eigenvalues of −∆
j
Ω

,

j ∈ {D, DN}, when the width of Ω is small enough.

Keywords: Dirichlet Laplacian; Neumann Laplacian; Dirichlet-Neumann Laplacian; essential spec-

trum; discrete spectrum; ruled surfaces.
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Introdução

Seja Ω uma faixa bidimensional e ilimitada em uma superfı́cie regrada em Rd , d ≥ 2, e considere

o operador Laplaciano restrito a Ω. Na fronteira ∂Ω, assuma as condições de Dirichlet ou Neumman,

ou uma combinação destas. O espectro dessa classe de operadores tem sido amplamente estudado

nos últimos anos [4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 18, 19, 23, 24, 26, 27, 29, 32, 33, 37, 38, 39, 41, 44]. Em

particular, a existência de autovalores discretos é uma propriedade que depende da geometria de Ω e

das condições de contorno em ∂Ω.

Inicialmente, suponha que Ω seja uma faixa reta e ilimitada em R2. Neste caso, sabe-se que o es-

pectro do operador Laplaciano de Dirichlet (resp. Neumann) em Ω é puramente essencial. No entanto,

a análise espectral do operador Laplaciano não é um problema trivial se considerarmos combinações

das condições de Dirichlet e Neumann em diferentes partes da fronteira ∂Ω [6, 10, 42]. Por exem-

plo, os autores de [6] provaram a existência de espectro discreto para o operador Laplaciano em

Ω = R× (0,1) com condições de Neumann no segmento (a,b)×{1}, −∞ < a < b < ∞, e condições

de Dirichlet em ∂Ω\{(a,b)×{1}}. Ao tomar Ω = R× (0,d), 0 < d < ∞, um dos resultados de [10]

garante a existência de pelo menos um autovalor discreto para o Laplaciano em Ω com as condições de

Dirichlet em {(x,d); |x|> a}, para algum a > 0, e as condições de Neumann em ∂Ω\{(x,d); |x| ≥ a}.

Por outro lado, em [42], o resultado principal é uma desigualdade do tipo Hardy para o Laplaciano

em R× (−d,d), sujeito às condições de Dirichlet nos segmentos (−∞,0)×{−d} e (0,∞)×{d}, e

condições de Neumann nos segmentos (−∞,0)×{d} e (0,∞)×{−d}.

Agora, seja T um operador autoadjunto e limitado inferiormente. Denote por {λ j(T )} j∈N a

sequência não decrescente de números correspondente ao espectro de T de acordo com o Princı́pio

do Minimax; para mais detalhes, veja o Teorema A.2 do Apêndice A. Há duas possibilidades para

cada λ j(T ), ou ele representa um autovalor discreto, que é menor que o ı́nfimo do espectro essencial

de T , ou ele é igual ao ı́nfimo do espectro essencial do operador. Ao longo do texto, −∆R denota o

operador Laplaciano unidimensional em R e 1 o operador de identidade.

Seja Γ : R→R2 uma curva plana parametrizada por seu comprimento de arco s e denote por κ(s)

sua curvatura com sinal em s; Γ deve satisfazer algumas condições de regularidade que não serão

detalhadas nesta introdução. Considere o caso em que Ω é uma faixa plana e ilimitada obtida ao mover

o segmento (0,ε), ε > 0, ao longo de Γ com respeito ao seu campo vetorial normal. Inicialmente, seja

−∆D
Ω

o Laplaciano de Dirichlet em Ω. Se Ω é assintoticamente reta no infinito (ou seja, κ(s) → 0,

quando |s| → ∞), então (π/ε)2 é o ı́nfimo do espectro essencial de −∆D
Ω

. Além disso, se κ(s) ̸= 0,

3



4 Introdução

então o espectro discreto é não vazio. Se Ω é suficientemente fino, ou seja, se ε é suficientemente

pequeno, tem-se

λ j(−∆
D
Ω) =

(
π

ε

)2
+λ j

(
−∆R− κ2

4
1
)
+O(ε). (1)

No entanto, o Laplaciano de Neumann, denotado por −∆N
Ω

, tem um espectro puramente essencial,

dado por [0,∞), mesmo no caso de κ(s) ̸= 0. Se ε é suficientemente pequeno, então

λ j(−∆
N
Ω) = λ j (−∆R)+O(ε). (2)

Veja, por exemplo, [19, 23, 29, 38] para saber mais sobre esses resultados. Agora, seja −∆DN
Ω

o

operador Laplaciano com condições de Dirichlet em Γ(R) e condições de Neumann em ∂Ω\Γ(R)
(ou seja, as condições de contorno de Dirichlet e Neumann estão em lados opostos de Ω). Essa

situação foi estudada em [11, 33, 38]. Se Ω é uma faixa assintoticamente reta no infinito, (π/2ε)2 é o

ı́nfimo do espectro essencial. Suponha que κ tenha suporte compacto, os resultados de [11] garantem

que se
∫
Rκ(s)ds < 0, então o espectro discreto do operador é não vazio . Por outro lado, se κ(s) ≥

0, para todo s ∈ R, então não existe autovalor discreto. Em [38], os autores obtiveram resultados

semelhantes com menos restrições sobre κ . Em particular, eles provaram que se Ω é assintoticamente

reta no infinito, κ ̸= 0, κ ∈ L1(R) e
∫
Rκ(s)ds ≤ 0, então o espectro discreto do operador é não

vazio. Além disso, eles mostraram que o número de autovalores pode ser arbitrariamente grande se

Ω é suficientemente fina. Em [33], o autor encontrou o seguinte comportamento assintótico, para ε

suficientemente pequeno,

λ j(−∆
DN
Ω ) =

(
π

2ε

)2
+λ j

(
−∆R+

κ

ε
1
)
+O(1)

=
(

π

2ε

)2
+

infκ

ε
+o(ε−1). (3)

Conforme discutido nesse mesmo artigo, a expansão (3) garante a existência de autovalores discretos,

se Ω é assintoticamente reta no infinito e κ(s) assume algum valor negativo; o número de autovalores

se torna arbitrariamente grande quando ε se aproxima de zero. Observe que, localmente, a condição

κ < 0 significa que o raio de curvatura da fronteira com condições de Neumann é maior que o raio de

curvatura da fronteira com condições de Dirichlet.

Alguns resultados para faixas em superfı́cies regradas podem ser estendidos para dimensões mai-

ores. Focaremos agora no caso em que Ω é uma faixa bidimensional (superfı́cie) em Rd , d ≥ 2, obtida

pela translação de um segmento limitado Iε , ε > 0, ao longo de um curva ilimitada em relação a um

referencial apropriado; ao longo deste texto trabalhamos apenas com duas situações, para o caso pu-

ramente de Dirichlet adote Iε := (−ε,ε) e para o caso Dirichlet-Neumann considere Iε := (0,ε). Em

outras palavras, Ω é uma faixa bidimensional curvada e torcida mergulhada em Rd , em que k ·Θ e |Θ′|
denotam os efeitos de curvatura e torção, respectivamente; os detalhes desta construção pode ser en-

contrados na Seção 1.1. Inicialmente, considere o segmento simétrico Iε =(−ε,ε). Um modelo deste

tipo foi previamente introduzido em [41], onde os autores realizaram um estudo espectral detalhado
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do Laplaciano de Dirichlet −∆D
Ω

. Em particular, sob as condições k·Θ ∈ L∞(R) e ε∥k ·Θ∥L∞(R) < 1,

eles provaram que

(i) se Ω é assintoticamente reta no infinito (ou seja, (k ·Θ)(s)→ 0 e |Θ′(s)| → 0, quando |s| → ∞),

então (π/2ε)2 é o ı́nfimo do espectro essencial de −∆D
Ω

. Além disso,

σess(−∆
D
Ω) = [(π/2ε)2,∞);

(ii) se Θ′ = 0 e k ·Θ ̸= 0, então infσ(−∆D
Ω
)< (π/2ε)2;

(iii) se k ·Θ= 0 (resp. |(k ·Θ)(s)| ≤ δ/(1+s2), para algum δ > 0 suficientemente pequeno) e Θ′ ̸= 0

com ε sup |Θ′| ≤
√

2, então

−∆
D
Ω ≥

(
π

2ε

)2
,

no sentido das formas quadráticas.

As condições em (i) e (ii) garantem que o efeito de curvatura gera autovalores discretos para −∆D
Ω

.

Enquanto, as condições em (i) e (iii) mostram uma situação em que existe um efeito de torção, porém

o operador não possui autovalores discretos. Uma questão natural é saber se existe algum efeito de

torção apropriado que pode ser usado para gerar autovalores discretos para −∆D
Ω

. Esse tema será abor-

dado no Capı́tulo 2, onde respondemos esta pergunta. Além disso, se k ·Θ,(k ·Θ)′, |Θ′|, |Θ′′| ∈ L∞(R)
e ε∥k ·Θ∥L∞(R) < 1, os autores de [41] também encontraram o seguinte comportamento assintótico

para os autovalores

λ j(−∆
D
Ω) =

(
π

2ε

)2
+λ j

(
−∆R+

(
−(k ·Θ)2

4
+

|Θ′|2

2

)
1
)
+O(ε). (4)

para ε suficientemente pequeno. Mais precisamente, (4) é uma consequência da convergência no

sentido da norma dos resolventes do operador −∆D
Ω

, no limite quando a largura da faixa tende a zero.

Considerando Ω como a faixa bidimensional definida em [41], com Iε = (−ε,ε), o objetivo da

primeira parte deste trabalho, dividida nos Capı́tulos 2 e 3, é encontrar informações adicionais sobre

o espectro do operador Laplaciano de Dirichlet em Ω. Em particular, se Ω é uma faixa puramente

torcida, mostramos que um efeito de torção adequado pode criar autovalores discretos para o operador.

Mais precisamente, sob as seguintes condições

Γ ∈C1,1(R;Rn+1), Θ ∈C1,1(R;Rn), (k ·Θ)(s) = 0, |Θ′(s)|= γ −β (s),

para todo s ∈ R, em que γ é um número positivo e β : R→ R uma função contı́nua, diferenciável em

quase todo ponto, com suporte compacto e β ′ ∈ L∞(R). No Capı́tulo 2, mostramos que σess(−∆D
Ωε
) =

[λε,1(0),∞) e, se
∫

suppβ
(|Θ′(s)|2 − γ2)ds ≤ 0, então o espectro discreto de −∆D

Ω
é não vazio; λε,1(0)

é o primeiro autovalor associado ao operador Dε(0) dado por (2.3). Além disso, estudamos o caso

em que o efeito de torção “cresce” no infinito enquanto a largura da faixa tende para zero. Nesta
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situação, construı́mos Ω̃ε sob certas condições adicionais apresentadas no Capı́tulo 3 deste trabalho e

encontramos o seguinte comportamento assintótico para os autovalores

lim
ε→0

[
λ j(−∆

D
Ω̃ε

)−
(

π

2ε

)2
]
= λ j

(
−∆R+

|Θ′(s)|2

2
1
)
.

Essas são algumas das nossas contribuições para o tema; que também podem ser encontrados em [1].

Na segunda parte deste trabalho, dividida nos Capı́tulos 4 e 5, inspirado em [11, 33, 38, 41],

nosso objetivo é estudar o problema espectral do operador Laplaciano com condições de Dirichlet e

Neumann em lados opostos de uma faixa bidimensional como aquela definida em [41]; nesta nova

situação, considere Iε = (0,ε). Nossa principal contribuição ao assunto é apresentada em [2]. Neste

trabalho, encontramos alguns resultados sobre a existência e ausência de espectro discreto do opera-

dor, os quais são influenciados pelo efeito de torção e curvatura de Ω. Em particular, sob as condições

k·Θ ∈ L∞(R) e ε∥k ·Θ∥L∞(R) < 1, obtemos os seguintes resultados

(i) se Ω é assintoticamente reta no infinito, então (π/2ε)2 é o ı́nfimo do espectro essencial de

−∆DN
Ω

. Além disso,

σess(−∆
DN
Ω ) = [(π/2ε)2,∞);

(ii) se k ·Θ = 0 e Θ′ ̸= 0, então infσ(−∆DN
Ω

)< (π/2ε)2;

(iii) se Θ′ = 0 (resp. |Θ′(s)| ≤ δ/(1+ s2), para algum δ > 0 suficientemente pequeno) e k ·Θ ̸= 0

com k ·Θ ≥ 0 e ε sup |k ·Θ| ≤ x0, então

−∆
D
Ω ≥

(
π

2ε

)2
,

no sentido das formas quadráticas; x0 ∈ (0,4/5) é tal que r(x0) = (π/2)2, em que r é dado por

(4.8) no Capı́tulo 4.

Esses resultados estão enunciados e demonstrados no Capı́tulo 4. Na Observação 4.6, deste

mesmo capı́tulo, apresentamos uma discussão detalhada sobre as diferenças entre os casos puramente

Dirichlet e Dirichlet-Neumann. Além disso, desde que Ω seja suficientemente fina, encontramos

também um comportamento assintótico para os autovalores. Mais precisamente, o Teorema 5.1 do

Capı́tulo 5 mostra que se k ·Θ ̸= 0, então

λ j(−∆
DN
Ω ) =

(
π

2ε

)2
+λ j

(
−∆R+

k ·Θ
ε

1
)
+O(1)

=
(

π

2ε

)2
+

inf(k ·Θ)

ε
+o(ε−1), (5)

para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Diferente do caso puramente Dirichlet, o efeito de torção

não influência na expansão (5). Por outro lado, se k ·Θ = 0, o Teorema 5.8 garante que

λ j(−∆
DN
Ω ) =

(
π

2ε

)2
+λ j

(
−∆R− |Θ′|2

2
1
)
+O(ε),
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para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Por fim, realizamos uma dilatação apropriada em Ω com

a finalidade de eliminar a dependência do parâmetro ε no “operador efetivo” encontrado em (5).

Neste processo construı́mos uma faixa Ω̃, como apresentado na Seção 5.3, e encontramos a seguinte

expansão

λ j(−∆
DN
Ω̃

) =
(

π

2ε

)2
+

1
ε

λ j

(
−∆R+

(
k ·Θ− |Θ′|2

2

)
1
)
+O(1),

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

Agora, introduziremos um novo modelo de faixas bidimensionais. Sejam ε > 0 e f : R−→R uma

função contı́nua, defina a faixa Ω := {(x,y) ∈ R2 : f (x)< y < f (x)+ ε}; observe que Ω é construı́da

pela translação do segmento (0,ε) orientado pelo vetor constante u := (0,1) ao longo da curva gerada

pelo gráfico de f . Em [7], os autores estudaram o espectro do operador Laplaciano de Dirichlet

restrito a Ω. Em particular, eles mostraram que (1+ p2)(π/ε)2 é o ı́nfimo do espectro essencial de

−∆D
Ω

, em que

p := lim
|x|→∞

f ′(x).

Além disso, se V := f ′2 − p2 ∈ L2(R) satisfaz
∫
RV (x)dx < 0, então o espectro discreto do operador

é não vazio. Ao mesmo tempo, se V ∈ L2(R) com
∫
RV (x)dx = 0, f ′ é não constante e f ′′ ∈ L∞(R),

implica que o espectro discreto também é não vazio.

Seja Π uma faixa bidimensional obtida pela translação de um segmento ao longo de uma curva

ilimitada em R3 com respeito a um vetor constante u ∈ R3. Em particular, temos uma faixa bidi-

mensional, curvada e torcida em R3; neste novo modelo, diferente do caso em R2, temos um efeito

adicional de torção. Nossa proposta para a última parte deste trabalho é estudar −∆D
Π

o operador

Laplaciano restrito a faixa Π com a condição de contorno de Dirichlet em ∂Π. Esta nova situação é o

tema principal do Capı́tulo 6 deste trabalho, onde apresentamos a construção da faixa e encontramos

informações sobre o espectro essencial e discreto do operador. Mais precisamente, seja τ o produto

interno entre u e o vetor tangente unitário da curva, mostramos que

(i) σess(−∆D
Π
) = [λ1(0),∞), em que

λ1(0) :=
1

1− τ2
0

(
π

2ε

)2
, τ0 := lim

|s|→∞

τ(s);

(ii) se V := (τ2 − τ2
0 )/((1− τ2)1/2(1− τ2

0 )) ∈ L1(R) tal que
∫
RV (s)ds < 0, então infσ(−∆D

Π
) <

λ1(0);

(iii) se τ é uma função não constante tal que τ ′ ∈ L1
loc(R), V ∈ L1(R) e

∫
RV (s)ds = 0, então

infσ(−∆D
Π
)< λ1(0).

Além disso, obtemos informações sobre o número de autovalores discretos. Um fato interessante é

que os resultados obtidos são influenciados pelo ângulo formado entre u e o vetor tangente da curva.

Denote por θ(u,s) o ângulo entre o vetor u e a reta tangente à curva na posição s. Para cada n ∈ N,
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existe θn ∈ (0,π/2] tal que, para todo u ∈R3 com lim|s|→∞ θ(u,s)< θn, tem-se N(−∆D
Π
)≥ n, em que

N(−∆D
Π
) denota o número de autovalores discretos de −∆D

Π
, contando a multiplicidade. Essas foram

as nossas contribuições ao tema.

Resumidamente, este trabalho é dividido em seis capı́tulos. No Capı́tulo 1 apresentamos a constru-

ção e a geometria de faixas bidimensionais torcidas e curvadas mergulhadas em Rn+1, n ≥ 1. Além

disso, definimos de forma mais precisa os operadores −∆D
Ω

e −∆DN
Ω

e realizamos uma tradicional

mudança de variáveis com a finalidade de trabalharmos sempre com uma faixa reta em R2. Os

Capı́tulos 2 e 3 são dedicados ao estudo do espectro do operador −∆D
Ω

. Enquanto os Capı́tulos 4

e 5 são dedicados ao estudo do espectro do operador −∆DN
Ω

. No Capı́tulo 6, analisamos o espectro

do operador Laplaciano de Dirichlet em um novo modelo de faixa bidimensional, como descrita no

parágrafo anterior. Por fim, terminamos este trabalho com três apêndices com resultados que foram

usados ao longo do desenvolvimento dessas análises.



CAPÍTULO 1

Geometria da faixa

A primeira parte deste trabalho é dedicada à análise do espectro do operador Laplaciano restrito

a uma faixa bidimensional Ωε mergulhada em Rn+1, n ≥ 1, com a condição de Dirichlet em toda a

fronteira ∂Ωε , ou com as condições de Dirichlet e Neumann em lados opostos de ∂Ωε ; o parâmetro

ε está relacionado com a “largura” da faixa. Neste capı́tulo, apresentamos uma construção detalhada

da região Ωε e, usando formas quadráticas, definimos o operador Laplaciano nessa região. Algumas

mudanças de variáveis que serão úteis ao longo do texto também são apresentadas. Como comentado

na Introdução, vale reforçar que a construção da região apresentado neste capı́tulo é inspirado em

[41].

1.1 Construção da faixa

Seja Γ : R −→ Rn+1 uma curva de classe C1,1 parametrizada pelo comprimento de arco s, isto é,

|Γ′(s)| = 1, para todo s ∈ R. O vetor T (s) := Γ′(s) denota o vetor tangente unitário no ponto Γ(s) e

o número κ(s) := |Γ′′(s)|, s ∈ R, é chamado de curvatura de Γ na posição Γ(s). Note que T é uma

aplicação contı́nua, localmente Lipschitz e diferenciável em quase todo ponto de R.

Um referencial de Frenet para a curva Γ não necessariamente precisa existir. Garantir a sua

existência requer condições adicionais como, por exemplo, Γ uma curva de classe Cn+1 e κ > 0.

Contudo, no Apêndice A de [41], os autores provaram a existência de uma referencial relativamento

paralelo adaptado para a curva Γ, o qual sempre existe sob a hipótese mı́nima de classe C1,1. Mais

precisamente, foi mostrado que existem n campos de vetores normais diferenciáveis em quase todo

ponto, denotados por N1, · · · ,Nn, de modo que


T
N1
...

Nn


′

=


0 k1 · · · kn

−k1 0 · · · 0
...

... . . . ...
−kn 0 · · · 0




T
N1
...

Nn

 , (1.1)

9
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em que k1, . . . ,kn : R −→ R são funções localmente diferenciáveis. Em particular, o vetor k :=

(k1, . . . ,kn) é chamada de vetor curvatura e satisfaz κ2 = k2
1 + · · ·+ k2

n. Ao longo deste trabalho,

adotamos o referencial adaptado dado por (1.1).

Sejam Θ j : R−→ R, j ∈ {1, · · · ,n}, funções de classe C0,1 que satisfazem

Θ
2
1 + · · ·+Θ

2
n = 1. (1.2)

O vetor Θ := (Θ1, · · · ,Θn) é chamado de vetor torção. Assim, defina o campo normal

NΘ := Θ1N1 + · · ·+ΘnNn. (1.3)

Considere a faixa reta Λ := R× (a,b), em que −∞ < a < b <+∞, e seja ε > 0 um número real.

Finalmente, defina a faixa

Ωε = {Γ(s)+ εtNΘ(s) : (s, t) ∈ Λ}. (1.4)

A grosso modo, Ωε é obtido pela translação do segmento (aε,bε) ao longo de Γ com respeito ao

campo normal (1.3). Além disso, Ωε pode ser interpretada como uma deformação da faixa reta Λ em

Rn+1, veja a figura abaixo.

Figura 1.1: Uma faixa simultaneamente curvada e torcida.

Fonte: Artigo [41].

Se o vetor de torção Θ é constante, ou seja, Θ′ = 0, então o campo vetorial NΘ é relativamente

paralelo. Nessa situação, dizemos que Ωε é uma faixa puramente curvada (incluindo o caso κ = 0,

em que Ωε pode ser identificado com a faixa reta Λ). Na Figura 1.2, temos uma faixa plana puramente

curvada e, na Figura 1.5 (b), uma faixa não plana puramente curvada.

Figura 1.2: Uma faixa puramente curvada.

Fonte: Artigo [41].
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Por outro lado, se o produto escalar entre os vetores curvatura e torção se anular, ou seja,

k ·Θ := k1Θ1 + · · ·+ knΘn = 0,

dizemos que Ωε é uma faixa puramente torcida. Note que a condição k ·Θ = 0 não implica neces-

sariamente que Γ seja uma curva reta. Na Figura 1.3 encontramos uma faixa puramente torcida ao

longo de uma linha reta e na Figura 1.5 (c) temos uma faixa puramente torcida ao longo de um curva

no espaço.

Figura 1.3: Uma faixa puramente torcida.

Fonte: Artigo [41].

Observe que a condição Θ′ = 0 e k ·Θ = 0 não implica que as faixas Ωε e Λ são necessariamente

isométricas. Por exemplo, na situação em que Γ está contida em um plano α ⊂ Rn+1 e NΘ é igual ao

vetor normal do plano α . Veja a próxima figura.

Figura 1.4: Uma faixa não curvada e não torcida.

Fonte: Artigo [41].

Geometricamente, interpretando Γ com uma curva da superfı́cie Ωε , alguns cálculos mostram que

k ·Θ é a curvatura geodésica de Γ e |Θ′|/ f 4
ε é curvatura Gaussiana de Ωε , em que

|Θ′| := (Θ′2
1 + · · ·+Θ

′2
n )

1/2

e fε é definido em (1.6) abaixo. Assim, Ωε é uma faixa puramente torcida se, e somente se, Γ é uma

geodésica em Ωε . Ao mesmo tempo, Ωε é uma faixa puramente curvada se, e somente se, Ωε é uma

superfı́cie plana no sentido de que a curvatura Gaussiana é identicamente igual a zero.

A seguir apresentamos alguns exemplos de faixas não planas. Na Figura 1.5, temos faixas cons-

truı́das ao longo de uma hélice.
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Figura 1.5: Faixas não planas.

(a) k ·Θ ̸= 0 e Θ′ ̸= 0 (b) k ·Θ ̸= 0 e Θ′ = 0 (c) k ·Θ = 0 e Θ′ ̸= 0

Fonte: Artigo [41].

1.2 A faixa como uma variedade Riemanniana

A faixa Ωε pode ser identificada com uma variedade Riemanniana em Rn+1, sob certas condições.

Nesta seção, apresentamos os detalhes desta identificação. Inicialmente, considere a aplicação

Lε : R2 −→ Rn+1,
(s, t) 7−→ Γ(s)+ εtNΘ(s).

(1.5)

Note que Ωε = Lε(Λ). Defina a métrica Gε := ∇Lε · (∇Lε)
⊥. Alguns cálculos mostram que

Gε =

(
f 2
ε 0
0 ε2

)
, fε(s, t) :=

√
(1− εt(k ·Θ)(s))2 + ε2t2|Θ′(s)|2. (1.6)

Seja Jε a matriz Jacobiana de Lε . Tem-se

detJε = |detGε |1/2 = ε fε ≥ 0.

Por razões técnicas, suponha que

k ·Θ ∈ L∞(R) e ε∥k ·Θ∥L∞(R) < 1. (1.7)

Consequentemente, detJε > 0. Se Γ e Θ são funções suaves, a aplicação Lε : Λ → Ωε é um di-

feomorfismo suave local. Assim, Ωε pode ser identificada com a variedade Riemanniana (Λ,Gε).

No entanto, conforme mencionado na Introdução deste trabalho, as condições sobre Γ e Θ são mais

gerais. Tem-se o seguinte resultado

Proposição 1.1. Sob as condições (1.2) e (1.7), a aplicação Lε |Λ : Λ−→Ωε é um C0,1-difeomorfismo

local.
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A prova deste resultado pode ser encontrada em [41]. Em particular, a Proposição 1.1 garante que

Lε |Λ : Λ −→ Ωε é uma C0,1-imersão. Além disso, suponha Lε |Λ : Λ −→ Ωε injetiva (isso é possı́vel

quando diminuı́mos ε). Desta forma, a faixa Ωε não tem auto-intersecção e pode ser interpretada

como uma subvariedade mergulhada em Rn+1. Consequentemente, a aplicação Lε |Λ : Λ −→ Ωε é

um difeomorfismo suave global. Portanto, (Λ,Gε) é uma variedade Riemanniana.

Observação 1.2. Na identificação da faixa como uma variedade Riemanniana (Teorema 1.1), ao

contrário da curvatura geodésica k ·Θ, não estabelecemos hipóteses de limitação sobre a curvatura κ .

Em particular, a curva Γ pode ser uma espiral com κ(s)→ ∞, quando |s| → ∞.

1.3 Formas quadráticas e mudança de variáveis

Dado ε > 0, considere as formas quadráticas

a j
ε(ϕ) =

∫
Ωε

|∇ϕ|2dx, j ∈ {D, DN}, (1.8)

com domı́nios dom aD
ε = H1

0 (Ωε) e dom aDN
ε =

{
ϕ ∈ H1(Ωε) : ϕ = 0 em Γ(R)×{a}

}
, respetiva-

mente. Em (1.8), ∇ denota o gradiente de ϕ correspondente à métrica induzida pela imersão definida

em (1.5). Para cada j ∈ {D, DN}, denotamos por −∆
j
Ωε

o operador autoadjunto associado à forma

quadrática a j
ε(ϕ); −∆D

Ωε
e −∆DN

Ωε
são chamados de Laplaciano de Dirichlet e Laplaciano de Dirichlet-

Neumann em Ωε , respectivamente.

As técnicas aplicadas no desenvolvimento deste trabalho são voltadas para o estudo das formas

quadráticas {a j
ε}ε>0, j ∈ {D, DN}. Como a região de integração em (1.8) depende do parâmetro ε , o

objetivo desta seção é realizar uma mudança de variáveis de modo que tal região não dependa deste

parâmetro e também se transforme em uma região mais simples.

Considere o espaço de Hilbert Hε := L2(Λ, fεdsdt) munido pelo produto interno ⟨·, ·⟩Hε
, o qual

é dado por

⟨ψ,φ⟩Hε
:=
∫

Λ

ψφ fεdsdt,

em que fε está definida em (1.6). Consequentemente, a sua norma associada é

∥ψ∥2
Hε

:=
∫

Λ

|ψ|2 fεdsdt.

A estratégia é usar a identificação Lε : Λ −→ Ωε para realizamos uma mudança de variáveis de

modo que as formas quadráticas a j
ε(ϕ) comecem a atuar no espaço de Hilbert Hε em vez de L2(Ωε);

lembre-se que Lε está definida em (1.5).

Considere o operador unitário

Uε : L2(Ωε) −→ L2(Λ, fεdsdt),
ψ 7−→ ε1/2ψ ◦Lε ,
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e defina a forma quadrática

b j
ε(ψ) := a j

ε

(
U −1

ε ψ
)
=
∫

Λ

⟨∇ψ,G−1
ε ∇ψ⟩ fεdsdt

=
∫

Λ

|∂sψ|2

fε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2 fεdsdt,

dom b j
ε :=Uε(dom a j

ε), j ∈ {D, DN}; ∂t := ∂/∂t e ∂s := ∂/∂s. Denote por T j
ε o operador autoadjunto

associado à forma quadrática b j
ε(ψ). Os operadores −∆

j
Ωε

e T j
ε são unitariamente equivalentes. Em

particular, eles possuem o mesmo espectro.

Em algumas situações mais à frente será conveniente realizar uma outra mudança de variável com

a finalidade de trabalhar com espaço de Hilbert L2(Λ) com a métrica usual ao invés de Hε . Isto é,

com o espaço de Hilbert L2(Λ) munido pelo produto interno

⟨ψ,φ⟩L2(Λ) :=
∫

Λ

ψφdsdt.

No entanto, introduziremos essa mudança de variável apenas nos casos (capı́tulos) em que ela for

necessária.



CAPÍTULO 2

Laplaciano de Dirichlet

Seja Ωε a faixa bidimensional definida em (1.4) no Capı́tulo 1 tomando Λ = R× (−1,1). Sabe-

se que (π/2ε)2 é o primeiro autovalor do operador Laplaciano de Dirichlet −∆D
(−ε,ε) agindo em

L2(−ε,ε). Como comentado na Introdução deste trabalho, os autores de [41] apresentaram um estudo

detalhado do espectro do operador −∆D
Ωε

. Em particular, sob as condições k ·Θ, |Θ′| ∈ L∞(R), ε∥k ·
Θ∥L∞(R) < 1, e (k ·Θ)(s)→ 0, |Θ′(s)| → 0, quando |s| → ∞, eles provaram que:

(i) σess(−∆D
Ωε
) = [(π/2ε)2,∞);

(ii) se Θ′ = 0 e k ·Θ ̸= 0, então o espectro discreto de −∆D
Ωε

é não vazio;

(iii) se k ·Θ = 0 e Θ′ ̸= 0 com ε∥Θ′∥L∞(R) ≤
√

2, então o espectro discreto de −∆D
Ωε

é vazio.

As condições em (i) e (iii) mostram uma situação onde o efeito de torção não gera autovalores

discretos para −∆D
Ωε

. Uma questão natural é saber se algum efeito de torção apropriado pode ser

usado para gerar autovalores discretos para o operador. Este problema é o tema deste capı́tulo.

Ao longo deste capı́tulo, assumimos que

Γ ∈C1,1(R;Rn+1), Θ ∈C1,1(R;Rn), (k ·Θ)(s) = 0, |Θ′(s)|= γ −β (s), (2.1)

para todo s ∈ R, em que γ é um número positivo e β : R→ R uma função contı́nua, diferenciável em

quase todo ponto, com suporte compacto e β ′ ∈ L∞(R). Geometricamente, as duas últimas condições

em (2.1) significa que Ωε é uma faixa puramente torcida; as propriedades da função β implicam que

o efeito de torção diminui localmente. Nesta situação, encontraremos informações sobre o espectro

de −∆D
Ωε

. Em particular, mostraremos que as condições em (2.1) podem gerar autovalores discretos

para o operador.

Este capı́tulo está organizado da seguinte forma. Na Seção 2.1, realizamos mais uma mudança de

variável na forma quadrática associado ao operador. As Seções 2.2 e 2.3 são dedicadas ao estudo do

espectro essencial e discreto de −∆D
Ωε

, respectivamente.

15
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2.1 Uma outra mudança de variável

Lembre-se que −∆D
Ωε

é unitariamente equivalente ao operador T D
ε , em que T D

ε é o operador auto-

adjunto associado à forma quadrática

bD
ε (ψ) =

∫
Λ

|∂sψ|2

fε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2 fεdsdt,

dom bD
ε := Uε(H1

0 (Λ)) ⊂ L2(Λ, fεdsdt). Os detalhes foram apresentados na Seção 1.3. Como neste

capı́tulo assumimos que k ·Θ = 0, segue que

fε(s, t) =
√

1+ |Θ′(s)|2ε2t2.

Agora, realizaremos uma outra mudança de variável de modo que a forma quadrática bD
ε (ψ) passe a

atuar no espaço de Hilbert L2(Λ) com a métrica usual. Para isso, considere o operador unitário

Vε : L2(Λ) −→ L2(Λ, fεdsdt)
ψ 7−→ f−1/2

ε ψ
,

e defina

cε(ψ) := bD
ε (Vεψ) =

∫
Λ

1
f 2
ε

∣∣∣∣∂sψ − ∂s fε

2 fε

ψ

∣∣∣∣2 dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2dsdt +
∫

Λ

Vε |ψ|2dsdt,

em que

Vε(s, t) :=−3|Θ′(s)|4ε2t2

4 fε(s, t)4 +
|Θ′(s)|2

2 fε(s, t)2 ,

dom cε = V −1
ε (Uε(H1

0 (Ωε))). Devido às condições em (2.1), tem-se dom cε = H1
0 (Λ). Denote por

Cε o operador autoadjunto associado à forma quadrática cε(ψ). Consequentemente,

σ(−∆
D
Ωε
) = σ(T D

ε ) = σ(Cε). (2.2)

Em particular, os espectros essencial e discreto de −∆D
Ωε

coincidem com os espectros essencial e

discreto do operador Cε , respectivamente.

2.2 Espectro Essencial

Essa seção é dedicada à análise do espectro essencial de −∆D
Ωε

. A estratégia é baseada em uma

decomposição por integral direta do operador. Em particular, considere o operador unidimensional

Dε(0) :=−∂ 2
t

ε2 +Y 0
ε (t), dom Dε(0) = H1

0 (−1,1)∩H2(−1,1), (2.3)

em que

Y 0
ε (t) :=−3γ4ε2t2

4hε(t)4 +
γ2

2hε(t)2 , hε(t) :=
√

1+ γ2ε2t2. (2.4)
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Como Y 0
ε ∈C∞[−1,1], Dε(0) tem resolvente compacto. Denote por λε,1(0) seu primeiro autovalor e

u0
ε,1 a autofunção normalizada correspondente; λε,1(0) é simples. Escolha ε0 > 0 de tal modo que

Y 0
ε > 0, ∀ε ∈ (0,ε0). (2.5)

Assim, para cada ε ∈ (0,ε0), u0
ε,1 pode ser escolhido como uma função real e positiva em (−1,1);

veja, por exemplo, Capı́tulo 6 de [20] para mais detalhes. A condição em (2.5) será útil na prova da

Proposição 2.4 abaixo.

Agora, temos condições para enunciar o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Sob as condições em (2.1) e (2.5), tem-se

σess(−∆
D
Ωε
) = [λε,1(0),∞).

A prova do Teorema 2.1 é dividida em duas etapas; Proposições 2.2 e 2.4 enunciadas abaixo.

Lembrando que Y 0
ε e hε são definidas em (2.4), considere a forma quadrática auxiliar

dε(ψ) :=
∫

Λ

|∂sψ|2

h2
ε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2dsdt +
∫

Λ

Y 0
ε |ψ|2dsdt, dom dε := H1

0 (Λ);

observe que dε(ψ) corresponde ao caso particular da forma quadrática cε(ψ) quando β (s) = 0, para

todo s ∈ R. Denote por Dε o operador autoadjunto associado a dε(ψ). Temos o seguinte resultado.

Proposição 2.2. Sob as condições em (2.1), tem-se σess(Cε) = σess(Dε).

A prova deste resultado é apresentada no Apêndice B. Como consequência da Proposição 2.2,

juntamente com (2.2),

σess(−∆
D
Ωε
) = σess(Dε). (2.6)

Assim, passaremos a estudar o espectro essencial do operador Dε . A estratégia é baseada em uma

decomposição por integral direta do operador Dε . Nos próximos parágrafos, apresentamos mais

detalhes.

Seja Fs : L2(Λ)→ L2(Λ) a transformada de Fourier com respeito à variável s. Fs é um operador

unitário e, para funções em L1(Λ), sua ação é dado por

(Fsψ)(p, t) =
1√
2π

∫
R

e−ips
ψ(s, t)ds. (2.7)

Então, o operador D̂ε := FsDεF−1
s admite a decomposição por integral direta

D̂ε =
∫ ⊕

R
Dε(p)dp, (2.8)

em que, para cada p ∈ R, Dε(p) é o operador autoadjunto associado à forma quadrática

dε(p)(v) :=
1
ε2

∫ 1

−1
|∂tv|2dt +

∫ 1

−1
Y p

ε |v|2dt, dom dε(p) = H1
0 (−1,1),
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em que Y p
ε (t) := p2/hε(t)2 +Y 0

ε (t). Mais precisamente,

Dε(p) =−∂ 2
t

ε2 +Y p
ε (t), dom Dε(p) = H2(−1,1)∩H1

0 (−1,1);

o caso p = 0 corresponde ao operador definido por (2.3). Para uma melhor compreensão sobre

decomposição por integral direta, o leitor pode consultar a Seção XIII.16 de [43]. Como Y p
ε ∈

C∞[−1,1], cada Dε(p) tem resolvente compacto. Denote por {λε,n(p)}n∈N a sequência de autova-

lores de Dε(p) e por {uε,n(p)}n∈N a sequência de autofunções normalizadas correspondentes, isto

é,

Dε(p)uε,n(p) = λε,n(p)uε,n(p), n ∈ N, p ∈ R.

Pela decomposição em (2.8), temos

σ(Dε) = ∪p∈Rσ(Dε(p)) = ∪n∈N {λε,n(p) : p ∈ R} . (2.9)

Em particular, denote por u0
ε,1 := uε,1(0). O próximo resultado ajudará na prova da Proposição 2.4.

Lema 2.3. Para cada n ∈ N, λε,n(·) é uma função analı́tica real com respeito a p e

lim
p→±∞

λε,n(p) = ∞.

Demonstração. Para cada p ∈ R, temos dom Dε(p) = dom Dε(0) e podemos escrever

Dε(p) = Dε(0)+ p2/h2
ε .

Como hε ≥ 1, conseguimos a estimativa ∥(p2/h2
ε)v∥ ≤ p2∥v∥, para todo v ∈ dom Dε(0), e para todo

p ∈R. Então, p2/h2
ε é Dε(0)-limitado com ı́ndice limite igual zero. Consequentemente, {Dε(p) : p ∈

R} é uma famı́lia analı́tica do tipo A; veja o Apêndice A para mais detalhes sobre essas definições.

Pelo Teorema A.7 do Apêndice A, λε,n(·) é uma função analı́tica com respeito a p.

Agora, para cada v ∈ dom dε(p), tem-se

dε(p)(v) =
1
ε2

∫ 1

−1
|∂tv|2dt +

∫ 1

−1
Y p

ε |v|2dt

≥
(

p2

1+ γ2ε2 − ε
2
γ

4
)∫ 1

−1
|v|2dt.

Consequentemente, para cada n ∈ N,

λε,n(p) = dε(p)(uε,n(p))≥ p2

1+ γ2ε2 − ε
2
γ

4, p ∈ R.

Portanto, segue o limite pontual λε,n(p)→ ∞, quando p →±∞.

Agora temos condição de determinar o espectro do operador Dε .

Proposição 2.4. Sob a condição (2.5), tem-se σ(Dε) = [λε,1(0),∞).
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Demonstração. Como λε,1(p) é uma função analı́tica real com respeito a p, juntamente com (2.9),

segue-se [λε,1(0),∞)⊂ σ(Dε). Agora, precisamos mostrar que

(−∞,λε,1(0))∩σ(Dε) = /0. (2.10)

Seja ψ ∈ C∞
0 (Λ). Como u0

ε,1 é uma função positiva, podemos escrever ψ(s, t) = φ(s, t)u0
ε,1(t), para

algum φ ∈C∞
0 (Λ). Alguns cálculos mostram que

dε(ψ)−λε,1(0)
∫

Λ

|ψ|2dsdt =
∫

Λ

(
|∂sφ |2

h2
ε

+
|∂tφ |2

ε2

)
|u0

ε,1|2dsdt +
2
ε2 Re

∫
Λ

φ ∂tφ u0
ε,1∂tu0

ε,1dsdt

+
1
ε2

∫
Λ

|φ |2|∂tu0
ε,1|2dsdt +

∫
Λ

|φ |2(Y 0
ε |u0

ε,1|2 −λε,1(0)|u0
ε,1|2)dsdt.

Fazendo uma integração por partes, encontramos

2Re
∫

Λ

φ ∂tφ u0
ε,1∂tu0

ε,1dsdt =
∫

Λ

∂t(|φ |2)u0
ε,1∂tu0

ε,1dsdt

=−
∫

Λ

|φ |2|∂tu0
ε,1|2dsdt −

∫
Λ

|φ |2u0
ε,1∂

2
t u0

ε,1dsdt.

Além disso, como Dε(0)u0
ε,1 = λε,1(0)u0

ε,1, tem-se

dε(ψ)−λε,1(0)
∫

Λ

|ψ|2dsdt =
∫

Λ

(
|∂sφ |2

h2
ε

+
|∂tφ |2

ε2

)
|u0

ε,1|2dsdt ≥ 0.

Assim, conseguimos provar (2.10).

Finalmente, podemos determinar o espectro essencial de −∆D
Ωε

.

Prova do Teorema 2.1. O resultado segue de uma aplicação direta de (2.6) e da Proposição 2.4.

Observação 2.5. Para a sequência {λε,1(0)}ε , obtemos a estimativa: existe uma constante K1 > 0 tal

que ∫ 1

−1
|∂tv|2dt ≤ ε

2dε(0)(v) =
∫ 1

−1

(
|∂tv|2 + ε

2Y 0
ε |v|2

)
dt ≤

∫ 1

−1
|∂tv|2dt +K1ε

2
∫ 1

−1
|v|2dt,

para todo v ∈ H1
0 (−1,1) e para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Consequentemente,(

π

2

)2
≤ ε

2
λε,1(0)≤

(
π

2

)2
+O(ε2);

segue que ε2λε,1(0)→ (π/2)2, quando ε → 0.

2.3 Espectro Discreto

Neste seção fornecemos algumas condições suficientes para a existência de autovalores (discretos)

para −∆D
Ωε

abaixo de λε,1(0). Por (2.2), sabemos que σ(−∆D
Ωε
) = σ(Cε). Assim, com base em [29],

a estratégia será encontrar uma função ψ ∈ dom cε tal que
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cε(ψ)−λε,1(0)∥ψ∥2
L2(Λ)

∥ψ∥2
L2(Λ)

< 0.

Ao longo desta seção, assumimos que as condições em (2.1) são satisfeitas. Em particular, como β é

uma função com suporte compacto, podemos escolher s0 > 0 de modo que suppβ ⊂ [−s0,s0].

Teorema 2.6. Sob as condições em (2.1). Se
∫ s0
−s0

(|Θ′(s)|2 − γ2)ds ≤ 0, então existe ε1 > 0 tal que,

para cada ε ∈ (0,ε1),

infσ(−∆
D
Ωε
)< λε,1(0).

Demonstração. Parte I: Suponha
∫ s0
−s0

(|Θ′(s)|2 − γ2)ds < 0. Escolha δ > 0 um número real. Defina

ψδ (s, t) := φ(s)u0
ε,1(t), em que u0

ε,1 é definido na Seção 2.2 e

φ(s) :=


eδ (s+s0), s ≤−s0,
1, −s0 ≤ s ≤ s0,

e−δ (s−s0), s ≥ s0.

Note que ψδ ∈ dom cε . Alguns cálculos mostram que

cε(ψδ )−λε,1(0)
∫

Λ

|ψδ |2dsdt =
∫

Λ

|∂sψδ |2

f 2
ε

dsdt +
1
4

∫
Λ

(∂s fε)
2

f 4
ε

|ψδ |2dsdt −Re
∫

Λ

∂s fε

f 3
ε

ψδ ∂sψδ dsdt

+
1
ε2

∫
Λ

|∂tψδ |2dsdt −λε,1(0)
∫

Λ

|ψδ |2dsdt +
∫

Λ

Vε |ψδ |2dsdt

=
∫

Λ

|∂sψδ |2

f 2
ε

dsdt +
1
4

∫
Λ

(∂s fε)
2

f 4
ε

|ψδ |2dsdt −Re
∫

Λ

∂s fε

f 3
ε

ψδ ∂sψδ dsdt

+
∫

Λ

(Vε −Y 0
ε )|ψδ |2dsdt.

Note que fε → 1, ∂s fε → 0, (Vε −Y 0
ε )→ (|Θ′|2 − γ2)/2, uniformemente, quando ε → 0. Então,

cε(ψδ )−λε,1(0)∥ψδ∥2
L2(Λ) −→ δ +

1
2

∫ s0

−s0

(
|Θ′(s)|2 − γ

2)ds,

quando ε → 0. Como ∥ψδ∥2
L2(Λ)

= 2s0 +δ−1, tem-se

cε(ψδ )−λε,1(0)∥ψδ∥2
L2(Λ)

∥ψδ∥2
L2(Λ)

−→ O(δ 2)+
δ

2

∫ s0

−s0

(
|Θ′(s)|2 − γ

2)ds, (2.11)

quando ε → 0.

Como
∫ s0
−s0

(|Θ′(s)|2− γ2)ds < 0, podemos escolher δ suficientemente pequeno de tal modo que o

limite em (2.11) é negativo. Consequentemente, existe ε2 > 0 tal que

cε(ψδ )−λε,1(0)∥ψδ∥2
L2(Λ)

∥ψδ∥2
L2(Λ)

< 0,

para todo ε ∈ (0,ε2).
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Parte II: Suponha
∫ s0
−s0

(|Θ′(s)|2 − γ2)ds = 0. Dado δ > 0 e η > 0, defina ψδ ,η(s, t) := φη(s)u0
ε,1(t),

em que

φη(s) :=


eδ (s+s0), s ≤−s0,
1+η (γ −|Θ′(s)|), −s0 ≤ s ≤ s0,

e−δ (s−s0), s ≥ s0.

Note que ψδ ,η ∈ dom cε . Similarmente como na prova do Teorema 2.6, podemos mostrar que

cε(ψδ ,η)−λε,1(0)∥ψδ ,η∥2
L2(Λ) −→ δ +O(η2)−η

∫ s0

−s0

(
|Θ′(s)|− γ

)2 (|Θ′(s)|+ γ
)

ds,

quando ε → 0. Como ∥ψδ ,η∥2
L2(Λ)

= 2s0 +δ−1 +O(η2), tem-se

cε(ψδ ,η)−λε,1(0)∥ψδ ,η∥2
L2(Λ)

∥ψδ ,η∥2
L2(Λ)

−→ O(δ 2)+δO(η2)−δη

∫ s0

−s0

(
|Θ′(s)|− γ

)2 (|Θ′(s)|+ γ
)

ds,

(2.12)

quando ε → 0. Tomando η =
√

δ , novamente podemos escolher δ suficientemente pequeno de modo

que o limite em (2.12) seja negativo. Então, existe ε3 > 0 tal que

cε(ψδ ,η)−λε,1(0)∥ψδ ,η∥2
L2(Λ)

∥ψδ ,η∥2
L2(Λ)

< 0,

para todo ε ∈ (0,ε3).

A prova deste resultado segue considerando ε1 := min{ε2,ε3}.

Sob as condições dos Teoremas 2.1 e 2.6 tem-se que o espectro discreto de −∆D
Ωε

é não vazio,

para ε suficientemente pequeno. Em particular, o Teorema 2.6 mostra como um efeito de torção

apropriado pode criar autovalores discretos para −∆D
Ωε

.
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CAPÍTULO 3

Laplaciano de Dirichlet em faixas finas

Dando continuidade aos estudos sobre operador Laplaciano de Dirichlet em faixas bidimensio-

nais torcidas, neste capı́tulo discutimos uma situação diferente onde encontramos um comportamento

assintótico para os autovalores do operador. Em [37, 45], os autores estudaram o Laplaciano de Di-

richlet restrito em uma faixa (reta) bidimensional torcida em R3. Enfatizamos o artigo [37], onde os

autores consideraram a região

S := {(s, t cosθ(s), tsenθ(s)) : (s, t) ∈ R× (a1,a2)}, (3.1)

em que θ : R→R é uma função contı́nua e (localmente) Lipschitz, e a1,a2 ∈R. O Teorema 2 de [37]

mostra que a condição

lim
|s|→∞

|θ ′(s)|= ∞, a1a2 ≤ 0, (3.2)

garante que o espectro discreto do Laplaciano de Dirichlet em S é não vazio. Como observado

pelos autores, um fato geométrico interessante é que as condições em (3.2) mostram que a faixa

bidimensional S no infinito assemelha-se a um tubo tridimensional de seção transversal {x∈R2 : 0<

|x|< r}, em que r := max{|a1|, |a2|}. Inspirado em [37], a autora de [45] considera uma faixa torcida

semelhante a (3.1). No entanto, nesse trabalho, o efeito de torção “cresce” no infinito enquanto a

largura da faixa tende a zero. Então, desde que a faixa seja suficiente fina, foi mostrado que o espectro

discreto do Laplaciano de Dirichlet é não vazio e foi encontrado um comportamento assintótico para

os autovalores. Neste capı́tulo, apresentamos uma adaptação dos resultados de [45] para o modelo de

faixas tratado neste trabalho.

Na Seção 3.1, introduzimos a faixa em estudo com as adaptações necessárias. Em seguida, na

Seção 3.2, tem-se alguns exemplos e observações adicionais para esse modelo de faixa. Na Seção

3.3, apresentamos o operador Laplaciano de Dirichlet e sua forma quadrática associada. Por fim, na

Seção 3.4, encontramos um comportamento assintótico para os autovalores do operador.

23



24 Capı́tulo 3. Laplaciano de Dirichlet em faixas finas

3.1 Geometria da faixa

Nesta seção, apresentamos a faixa bidimensional torcida adaptada à nova situação. Para isso,

assuma que Θ : R→ Rn é uma função C1,1, que satisfaz Θ2
1 + · · ·+Θ2

n = 1, e

(I) lim
|s|→∞

|Θ′(s)|= ∞;

(II) |Θ′| é decrescente em (−∞,0) e crescente em (0,∞).

Fixe um número 0< a< 1/3. Para cada ε > 0 suficientemente pequeno, seja ν1(ε)< 0 e ν2(ε)> 0

tais que

|Θ′(νi(ε))|=
1
εa , i ∈ {1,2}. (3.3)

Defina Iε := (ν1(ε),ν2(ε)) e seja Θε : R→ Rn uma função de classe C1,1 tal que

(III) Θε(s) = Θ(s), para todo s ∈ Iε ;

(IV) |Θ′
ε(s)| ≤ |Θ′(s)|, para todo s ∈ R;

(V) |Θ′
ε(s)| é não crescente em (−∞,0) e não decrescente em (0,+∞).

Agora, suponha que a sequência {Θε}ε satisfaz

(VI) existe K2 > 0 tal que

|Θ′
ε(s)| ≤

K2

εa , |Θ′′
ε (s)| ≤

K2

εb , |Θ′′′
ε (s)| ≤

K2

εc , ∀s ∈ R,

para todo ε > 0 suficientemente pequeno, em que b,c são números reais de modo que b< 1, a+c< 2;

(VII) |Θ′
ε(s)| ≤ |Θ′

ε ′(s)|, para todo s ∈ R, se ε > ε ′.

Finalmente, usando a notação Θε := (Θε
1, · · · ,Θε

n), suponha que

(VIII) (Θε
1)

2 + · · ·+(Θε
n)

2 = 1.

Para cada ε > 0 suficientemente pequeno, seja Γε : R → Rn+1 uma curva de classe C1,1 cuja

curvatura kε satisfaz

(IX) suppkε ⊂ Iε e (kε ·Θε)(s) = 0, para todo s ∈ R.

Os campos de vetores normais de Γε são denotados por Nε
1 , · · · ,Nε

n , e Nε
Θε

:= Θε
1Nε

1 + · · ·+Θε
nNε

n .

Considere a faixa

Ω̃ε := {Γε(s)+ εtNε
Θε
(s) : (s, t) ∈ R× (−1,1)}.

Geometricamente, Ω̃ε é uma faixa localmente torcida cuja o efeito de torção “cresce” no infinito

enquanto sua largura tende a zero. Na próxima seção estão algumas observações e exemplos deste

modelo.
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3.2 Exemplos e observações

Exemplo 3.1. Vejamos um exemplo simples de uma famı́lia de curvas {Γε}ε que satisfaz a condição

(IX): suppkε ⊂ Iε e (kε · Θε)(s) = 0, para todo s ∈ R. Sejam Θ uma função que satisfaça (I) e

Γ : R→ Rn+1 uma curva de classe C2,1 cuja curvatura κ tem suporte compacto e (k ·Θ)(s) = 0, para

todo s ∈ R. Defina Γε := Γ, para todo ε > 0. Então, a condição (IX) é satisfeita para todo ε > 0

suficientemente pequeno.

Observação 3.2. No caso n = 2, as condições Θ2
1 +Θ2

2 = 1 e (I) implicam que Θ pode ser escrito

como

Θ = (cos(ψ),sen(ψ)),

para alguma função ψ ∈ C1,1(R;R) tal que |ψ ′(s)| → ∞, quando |s| → ∞. No caso n = 3, devido à

condição Θ2
1 +Θ2

2 +Θ2
3 = 1, Θ pode ser escrito como

Θ = (cos(φ)cos(ψ),sen(φ)cos(ψ),sen(ψ)),

para funções φ ,ψ ∈C1,1(R;R). Alguns cálculos mostram que

|Θ′|=
√
(φ ′)2 cos2(ψ)+(ψ ′)2.

Assim, a condição (I) é satisfeita, por exemplo,

(i) se |ψ ′(s)| → ∞, quando |s| → ∞; ou

(ii) se ψ(s) ∈ (c1,c2]⊂ (0,π/2), para todo s ∈ R, e |φ ′(s)| → ∞, quando |s| → ∞.

Exemplo 3.3. Considere Θ : R → R2 definida por Θ(s) = (cos(s2),sen(s2)). Então, |Θ′(s)| = 2|s|,
s ∈ R; Θ satisfaz (I)-(II). Fixe um número 0 < a < 1/3. Para cada ε > 0 suficientemente pequeno,

defina as funções αε : R−→ R,

αε(s) :=


(−2εas−1)/ε2a, s ≤−1/εa,
s2, s ∈ (−1/εa,1/εa),
(2εas−1)/ε2a, s ≥ 1/εa,

e

Θε(s) := (cos(αε(s)),sen(αε(s))), s ∈ R.

Tomando b = 2a e c = 3a, as condições em (VI) são satisfeitas. De fato, a sequência {Θε}ε satisfaz

as condições (III)-(VIII).

Exemplo 3.4. Considere a função Θ : R→ R3 definida por

Θ(s) =
(

cos(s2)cos
(

1
1+ s2

)
,sen(s2)cos

(
1

1+ s2

)
,sen

(
1

1+ s2

))
.

Note que Θ2
1 +Θ2

2 +Θ2
3 = 1 e

|Θ′(s)|=

√
4s2 cos2

(
1

1+ s2

)
+

4s2

(1+ s2)4 , s ∈ R.
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Além disso, Θ satisfaz (I)-(II). Fixe um número 0 < a < 1/3. Para cada ε > 0 suficientemente pe-

queno, tome ν(ε)> 0 tal que |Θ′(±ν(ε))|= 1/εa; então, existe K3 > 0 tal que |ν(ε)| ≤ K3/εa, para

todo ε > 0 suficientemente pequeno. Seja αε : R−→ R uma função definida por

αε(s) :=


−2ν(ε)s−ν(ε)2, s ≤−ν(ε),
s2, s ∈ (−ν(ε),ν(ε)),
2ν(ε)s−ν(ε)2, s ≥ ν(ε);

note que αε ∈C1,1(R;R). Agora, defina

Θε(s) :=
(

cos(αε(s))cos
(

1
1+ s2

)
,sen(αε(s))cos

(
1

1+ s2

)
,sen

(
1

1+ s2

))
, s ∈ R.

A sequência {Θε}ε satisfaz as condições (III)-(VII), em que b = 2a e c = 3a.

3.3 Formas quadráticas

Seja −∆D
Ω̃ε

o operador Laplaciano de Dirichlet em Ω̃ε , ou seja, o operador autoadjunto associado

à forma quadrática

ãD
ε (ϕ) =

∫
Ω̃ε

|∇ϕ|2dx, dom ãD
ε = H1

0 (Ω̃ε). (3.4)

Defina a função

f̃ε(s, t) :=
√

1+ |Θ′
ε(s)|2ε2t2,

e considere o espaço de Hilbert H̃ε := L2(Λ, f̃εdsdt) munido pelo produto interno ⟨·, ·⟩
H̃ε

, o qual é

dado por

⟨ψ,φ⟩
H̃ε

:=
∫

Λ

ψφ f̃εdsdt,

A norma nesse espaço é dada por

∥ψ∥2
H̃ε

:=
∫

Λ

|ψ|2 f̃εdsdt.

Fazendo uma mudança de variável semelhante à realizada na Seção 1.3, ãD
ε (ϕ) torna-se

b̃D
ε (ψ) :=

∫
Λ

|∂sψ|2

f̃ε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2 f̃εdsdt,

dom b̃D
ε = H1

0 (Λ)⊂ H̃ε .

3.4 Comportamento assintótico dos autovalores

Essa seção é dedicada a encontrar uma comportamento assintótico para os autovalores de −∆D
Ω̃ε

,

quando ε tende a zero. Além disso, obtemos algumas informações sobre o número de autovalores

discretos do operador. Ao longo desta seção, assumimos que ε é sempre suficientemente pequeno.
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Observação 3.5. Seja T um operador autoadjunto e limitado inferiormente. Denote por {λ j(T )} j∈N

a sequência não decrescente de números correspondente ao problema espectral de T de acordo com o

Princı́pio do Minimax; veja o Teorema A.2 do Apêndice A.

Seja Π(ε) o ı́nfimo do espectro essencial de −∆D
Ω̃ε

. Denote por N(ε) ≤ ∞ o número de auto-

valores λ j(−∆D
Ω̃ε

) de −∆D
Ω̃ε

abaixo de Π(ε). Seja −∆R o Laplaciano unidimensional e considere o

operador autoadjunto −∆R+(|Θ′(s)|2/2)1 atuando em L2(R); 1 denota o operador identidade em

L2(R). Devido à condição (I), este operador tem espectro puramente discreto; veja, por exemplo,

Teorema 11.5.6 de [16]. Nesta seção, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Sob as condições (I)-(IX). Para ε > 0 pequeno suficientemente, o espectro discreto

σdis(−∆D
Ω̃ε

) é não vazio e N(ε)→ ∞, quando ε → 0. Ainda mais, para cada j ∈ N,

lim
ε→0

[
λ j(−∆

D
Ω̃ε

)−
(

π

2ε

)2
]
= λ j

(
−∆R+

|Θ′(s)|2

2
1
)
.

Estimar o número de autovalores discretos do operador Laplaciano de Dirichlet em faixas ilimi-

tadas também é um problema interessante [12, 13, 14, 45]. No caso de faixas curvadas em R2, em

[18], os autores mostraram que este número é finito e limitado por uma constante que não depende

da largura da faixa. Agora, considere a faixa “quebrada” definida por {(s, t) ∈ R2 : s tanθ < |t| <
(s+π/senθ) tanθ}, θ ∈ (0,π/2). Em [12] , os autores garantiram a existência de autovalores dis-

cretos para o operador Laplaciano de Dirichlet nesta região. Eles provaram que há um número finito

deles e este número tende ao infinito quando θ → 0.

Pelo Teorema 3.6, o número de autovalores discretos de −∆D
Ω̃ε

cresce quando a largura da faixa

tende a zero. Em [45], um resultado semelhante ao Teorema 3.6 foi obtido como consequência de

uma convergência no sentido da norma dos resolventes dos operadores associados ao problema. Neste

trabalho, apresentamos uma prova mais simples onde a estratégia é baseada em encontrar limitantes

superior e inferior para os autovalores λ j(−∆D
Ω̃ε

). Em particular, a análise será baseada em encontrar

estimativas para b̃D
ε (ϕ).

3.4.1 Limitação superior

Seja −∆D
(−1,1) o operador Laplaciano de Dirichlet atuando em L2(−1,1). Denote por λ1 =(π/2ε)2

seu primeiro autovalor e χ1(t) := cos(πt/2) a autofunção normalizada correspondente. Considere o

subespaço

Aε := {ϕw := w(s)χ1(t)( f̃ε(s, t))−1/2 : w ∈ H1(R)}

do espaço de Hilbert H̃ε . A identificação w 7→ϕw, w∈H1(R), motiva a definição da forma quadrática

unidimensional

mε(w) := b̃D
ε (ϕw)− (π/2ε)2∥ϕw∥2

Hε
,



28 Capı́tulo 3. Laplaciano de Dirichlet em faixas finas

dom mε := H1(R). Denote por Mε o operador autoadjunto associado a mε(w). Em particular, para

cada j ∈ N,

λ j(−∆
D
Ω̃ε

)−
(

π

2ε

)2
≤ λ j(Mε). (3.5)

Vamos obter um limitante superior para o autovalor λ j(Mε). Alguns cálculos mostram que

mε(w) =
∫

Λ

|w′χ1|2

f̃ 2
ε

dsdt +
∫

Λ

Wε |wχ1|2dsdt,

em que

Wε(s, t) :=−7|(Θ′
ε ·Θ′′

ε )(s)|2ε4t4

4 f̃ε(s, t)6
+

(2|Θ′′
ε (s)|2 +2(Θ′

ε ·Θ′′′
ε )(s)−3|Θ′

ε(s)|4)ε2t2

4 f̃ε(s, t)4
+

|Θ′
ε(s)|2

2 f̃ε(s, t)2
.

Pela condição (VI), conseguimos as estimativas

∥(1/ f̃ 2
ε )−1∥L∞(Λ) ≤ ε

2−2a, ∥Wε −|Θ′
ε |2/2∥L∞(Λ) ≤ K4(ε

4−2(a+b)+ ε
2−2b + ε

2−(a+c)+ ε
2−4a),

para algum K4 > 0. Essas estimativas implica que

mε(w)≤
∫
R

(
|w′|2 + |Θ′

ε(s)|2

2
|w|2

)
ds+O(εd)

∫
R
|w|2ds,

para todo w ∈ H1(R), em que d = min{4−2(a+b),2−2b,2− (a+ c),2−4a}. Consequentemente,

para cada j ∈ N,

λ j(Mε)≤ λ j

(
−∆R+

|Θ′
ε(s)|2

2
1
)
+O(εd). (3.6)

Combinando as estimativas (3.5) e (3.6), tem-se

λ j(−∆
D
Ω̃ε

)−
(

π

2ε

)2
≤ λ j

(
−∆R+

|Θ′
ε(s)|2

2
1
)
+O(εd), (3.7)

para todo j ∈ N, para todo ε suficientemente pequeno.

3.4.2 Limitação inferior

Para cada ε ≥ 0 suficientemente pequeno, considere o operador autoadjunto unidimensional

(Sεv)(t) :=−v′′(t)− εt
1+ εt2 v′(t), dom Sε = H1

0 (−1,1),

agindo no espaço de Hilbert L2((−1,1),
√

1+ εt2dt). O caso particular ε = 0 corresponde ao operador

Laplaciano de Dirichlet −∆D
(−1,1) em L2(−1,1). Denote por Σ(ε) o primeiro autovalor de Sε . Pela

teoria analı́tica da perturbação, podemos escrever

Σ(ε) =
(

π

2

)2
+δ (ε)ε +O(ε2),

em que

δ (ε) :=−
∫ 1

−1

t√
1+ εt2

χ
′
1(t)χ1(t)dt;
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veja [30] para mais detalhes. Consequentemente, para cada ψ ∈ H1
0 (Λ), temos a estimativa

b̃D
ε (ψ)≥

∫
Λ

(
|∂sψ|2

f̃ε

+
Σ(ε2|Θ′

ε(s)|2)
ε2 f̃ε |ψ|2

)
dsdt.

Mais precisamente,

b̃D
ε (ψ)−

(
π

2ε

)2
∥ψ∥2

H̃ε

≥
∫

Λ

(
|∂sψ|2

f̃ε

+ |Θ′
ε(s)|2δ (ε2|Θ′

ε(s)|2) f̃ε |ψ|2
)

dsdt

+O(ε2−4a)∥ψ∥2
H̃ε

. (3.8)

Agora, define a forma quadrática

nε(ψ) :=
∫

Λ

(
|∂sψ|2

f̃ε

+ |Θ′
ε(s)|2δ (ε2|Θ′

ε(s)|2) f̃ε |ψ|2
)

dsdt,

dom nε = H1
0 (Λ). Denote por Nε o operador autoadjunto associado a nε(ψ). Para cada j ∈ N, a

desigualdade em (3.8) implica que

λ j(Nε)+O(ε2−4a)≤ λ j(−∆
D
Ω̃ε

)−
(

π

2ε

)2
. (3.9)

O próximo passo é encontrar um limitante inferior para o autovalor λ j(Nε).

Lema 3.7. Existe um número K5 > 0 tal que∥∥∥∥|Θ′
ε(s)|2δ (ε2|Θ′

ε(s)|2) f̃ε −
|Θ′

ε(s)|2

2

∥∥∥∥
L∞(Λ)

≤ K5ε
1−3a,

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

Demonstração. Inicialmente, observe que∣∣∣∣|Θ′
ε(s)|2δ (ε2|Θ′

ε(s)|2) f̃ε −
|Θ′

ε(s)|2

2

∣∣∣∣≤ |Θ′
ε(s)|2

(∣∣∣∣δ (ε2|Θ′
ε(s)|2)−

1
2

∣∣∣∣ | f̃ε |+
1
2
| f̃ε −1|

)
,

para todo (s, t) ∈ Λ. Alguns cálculos mostram que

δ (ε2|Θ′
ε(s)|2)−

1
2
=

π

2

∫ 1

−1

(
1
f̃ε

−1
)

tsen
(

πt
2

)
cos
(

πt
2

)
dt.

Como ∥(1/ f̃ε)−1∥L∞(Λ) ≤ ε1−a, temos a estimativa∥∥∥∥δ (ε2|Θ′
ε(s)|2)−

1
2

∥∥∥∥
L∞(Λ)

≤ ε1−a

2
.

Assim, juntamente com a condição |Θ′
ε(s)| ≤ K2/εa e a estimativa ∥ f̃ε −1∥L∞(Λ) ≤ ε1−a, obtemos o

resultado.
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Usando o Lema 3.7 e a estimativa ∥1/ f̃ε −1∥L∞(Λ) ≤ ε1−a, tem-se

nε(ψ)≥ (1+O(ε1−a))
∫

Λ

|∂sψ|2dsdt +
∫

Λ

|Θ′
ε(s)|2

2
|ψ|2dsdt +O(ε1−3a)

∫
Λ

|ψ|2dsdt.

Como |Θ′
ε(s)| ≤ K2/εa, para todo s ∈ R, segue que

nε(ψ)≥ (1+O(ε1−a))
∫

Λ

(
|∂sψ|2 + |Θ′

ε(s)|2

2
|ψ|2

)
dsdt,

para todo ψ ∈ H1
0 (Λ). Consequentemente, para cada j ∈ N,

(1+O(ε1−a))λ j

(
−∆R+

|Θ′
ε(s)|2

2
1
)
≤ λ j(Nε). (3.10)

As estimativas encontradas em (3.9) e (3.10) garante que, para cada j ∈ N,

(1+O(ε1−a))λ j

(
−∆R+

|Θ′
ε(s)|2

2
1
)
+O(ε2−4a)≤ λ j(−∆

D
Ω̃ε

)−
(

π

2ε

)2
, (3.11)

para todo ε suficientemente pequeno.

3.4.3 Prova do Teorema 3.6

Devido (3.7) e (3.11), estudaremos o problema espectral do operador −∆R+(|Θ′
ε(s)|2/2)1.

Proposição 3.8. Para cada j ∈ N,

lim
ε→0

λ j

(
−∆R+

|Θ′
ε(s)|2

2
1
)
= λ j

(
−∆R+

|Θ′(s)|2

2
1
)
. (3.12)

Demonstração. Lembre-se das condições (I)-(VII) na introdução desta seção. Considere as formas

quadráticas

y(w) :=
∫
R

(
|w′|2 + |Θ′(s)|2

2
|w|2

)
ds, dom y = {w ∈ H1(R) : y(w)< ∞},

e, para cada ε > 0 suficientemente pequeno,

yε(w) :=
∫
R

(
|w′|2 + |Θ′

ε(s)|2

2
|w|2

)
ds, dom yε = H1(R).

Denote por Y e Yε os operadores autoadjuntos associados a y(w) e yε(w), respectivamente. Em parti-

cular, a condição (III) implica que |Θ′
ε(s)| → |Θ′(s)| pontualmente, quando ε → 0. Assim, para cada

w ∈ C∞
0 (R), Yεw → Y w, quando ε → 0. Como C∞

0 (R) é uma cerne de Y , dada uma constante c > 0,

segue que

(Yε + c1)−1u → (Y + c1)−1u, ∀u ∈ L2(R). (3.13)

Agora, denote por C o ideal de todos os operadores compactos na álgebra de todos os operadores

limitados em L2(R). Fixe ε∗ > 0 suficientemente pequeno. Combinando (3.3) com (III)-(V), tem-se

dist((Yε∗ + c1)−1,C )≤
(

liminf
|s|→∞

|Θ′
ε∗(s)|2

2

)−1

≤ 2(ε∗)2a. (3.14)
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A condição (VII) implica que

(Yε + c1)−1 ≤ (Yε∗ + c1)−1, (3.15)

para todo ε < ε∗.

Como uma consequência de (3.13)-(3.15), a Proposição 5.3 de [26] garante que

limsup
ε→0

∥(Yε + c1)−1 − (Y + c1)−1∥ ≤ 2(ε∗)2a.

Fazendo ε∗ → 0,

∥(Yε + c1)−1 − (Y + c1)−1∥→ 0, quando ε → 0.

Portanto, obtemos (3.12).

Prova do Teorema 3.6. Basta aplicar as estimativas encontradas em (3.7) e (3.11), e a Proposição

3.8.

Observação 3.9. O Teorema 3.6 mostra que o efeito local imposto por (IX) não interfere no resultado

final.
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CAPÍTULO 4

Laplaciano de Dirichlet-Neumann

Considere a faixa bidimensional Ωε = Lε(Λ), em que Λ =R× (0,1) e Lε é a aplicação definida

em (1.5) na Seção 1.2. Seja −∆DN
Ωε

o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann restrito a Ωε ; a

definição formal é apresentada na Seção 1.3. A grosso modo, −∆DN
Ωε

é o operador Laplaciano agindo

no espaço de Hilbert L2(Ωε) com as condições de contorno de Dirichlet e de Neumann sobre Γ(R) =
Lε(R×{0}) e Lε(R×{1}), respectivamente.

Por razões técnicas, ao longo deste capı́tulo assumimos que

Γ ∈C2(R;Rn+1), Θ ∈C1(R;Rn), k ·Θ ∈ L∞(R), ε∥k ·Θ∥L∞(R) < 1. (4.1)

Nesta situação, o nosso objetivo aqui é estudar o problema espectral de −∆DN
Ωε

. Em particular, a Seção

4.1 é dedica ao estudo do espectro essencial de −∆DN
Ωε

. Nas Seções 4.2 e 4.3 discutimos condições

que garantem a existência e a ausência de espectro discreto para o operador, respectivamente. Como

em [41], analisamos como a geometria de Ωε influencia os resultados obtidos neste capı́tulo.

4.1 Espectro Essencial

Nesta seção encontramos o espectro essencial do operador −∆DN
Ωε

. Pela Seção 1.3, sabemos que

−∆DN
Ωε

é unitariamente equivalente ao operador T DN
ε . Assim,

σ(−∆
DN
Ωε

) = σ(T DN
ε ); (4.2)

recordando que T DN
ε é o operador autoadjunto associado à forma quadrática

bDN
ε (ψ) =

∫
Λ

|∂sψ|2

fε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2 fεdsdt, (4.3)

dom bDN
ε := Uε(dom aDN

ε )⊂ Hε , em que Hε = L2(Λ, fεdsdt) e

fε(s, t) :=
√

(1− εt(k ·Θ)(s))2 + ε2t2|Θ′(s)|2.

33
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Em particular,

σess(−∆
DN
Ωε

) = σess(T DN
ε ).

Denote por −∆DN
(0,ε) o operador Laplaciano atuando em L2(0,ε) com as condições de Dirichlet e

Neumann em {0} e {ε}, respectivamente; seu primeiro autovalor é (π/2ε)2. No caso particular em

que k ·Θ = 0 e Θ′ = 0, a região Ωε é uma faixa reta no sentido de que a métrica induzida por Lε

é euclidiana; veja Seção 1.2. Assim, T DN
ε coincide com o operador Laplaciano em R× (0,ε) com

condições de Dirichlet e Neumann em R×{0} e R×{ε}, respectivamente. Nesta situação, sabe-se

que o espectro de −∆DN
Ωε

é puramente essencial e coincide com o intervalo [(π/2ε)2,∞).

Agora, suponha que

lim
|s|→∞

(k ·Θ)(s) = 0 e lim
|s|→∞

|Θ′(s)|= 0. (4.4)

Como as condições em (4.4) implicam que os efeitos de curvatura e torção diminuem assintoticamente

no infinito, espera-se a estabilidade do espectro essencial nessa situação. Isso é confirmado pelo

seguinte resultado.

Teorema 4.1. Sob as condições (4.1) e (4.4). Tem-se

σess(−∆
DN
Ωε

) = [(π/2ε)2,∞).

A prova deste teorema segue pelos mesmos argumentos da prova do Teorema 3.1 de [41]. Assim,

optamos em omiti-la neste texto.

4.2 Existência de autovalores discretos

Nesta seção apresentamos um resultado que fornece condições suficientes para a existência de

autovalores discretos para −∆DN
Ωε

abaixo de (π/2ε)2.

Teorema 4.2. Sob as condições em (4.1). Se k ·Θ = 0 e Θ′ ̸= 0, então

infσ(−∆
DN
Ωε

)<
(

π

2ε

)2
.

Demonstração. Seja ϕ ∈C∞
0 (R) uma função de valores reais tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 em [−1,1], e

ϕ = 0 em R\(−2,2). Para cada n ∈ N, defina

ψn(s, t) := ϕn(s)χ1(t),

em que ϕn(s) := ϕ(s/n) e

χ1(t) :=
√

2sen
(

πt
2

)
. (4.5)

Em particular, χ1 é a autofunção correspondente ao primeiro autovalor do operador Laplaciano em

(0,1) com as condições de contorno de Dirichlet e de Neumann em {0} e {1}, respectivamente. Note

que (ψn)n∈N ⊂ dom bDN
ε .
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Como k ·Θ = 0, o jacobiano fε da métrica definida em (1.6) é reduzido a

fε(s, t) =
√

1+ ε2t2|Θ′(s)|2.

Fazendo uma integração por partes na segunda parcela de bDN
ε (ψn), tem-se

bDN
ε (ψn)−

(
π

2ε

)2
∥ψn∥2

Hε
=
∫

Λ

|ϕ ′
nχ1|2

fε

dsdt −
∫

Λ

|Θ′(s)|2

fε

|ϕn|2tχ1χ
′
1dsdt. (4.6)

Observe que a primeira parcela do lado direito de (4.6) tende a zero, quando n → ∞, pois

∫
Λ

|ϕ ′
nχ1|2

fε

dsdt ≤ 1
n

∫
R
|ϕ ′|2ds, ∀n ∈ N.

Além disso, como ϕn → 1 pontualmente, quando n → ∞, obtemos

lim
n→∞

[
bDN

ε (ψn)−
(

π

2ε

)2
∥ψn∥2

Hε

]
=−

∫
Λ

|Θ′(s)|2

fε

tχ1χ
′
1dsdt. (4.7)

O limite do lado direito de (4.7) é negativo. De fato,

|Θ′(s)|2

fε

tχ1χ
′
1 =

|Θ′(s)|2

fε

πtsen
(

πt
2

)
cos
(

πt
2

)
é uma função positiva e não trivial em Λ. Então, podemos tomar n0 suficiente grande de modo que

bDN
ε (ψn0)−

(
π

2ε

)2
∥ψn0∥

2
Hε

< 0.

Assim, o resultado segue pelo Princı́pio do Minimax e (4.2).

Sob as hipóteses dos Teoremas 4.1 e 4.2 tem-se que o espectro discreto de −∆DN
Ωε

é não vazio.

Então, podemos dizer que o efeito de torção pode criar autovalores discretos para o operador. Neste

ponto, há uma pergunta natural: o efeito de curvatura também pode criar autovalores discretos? Essa

pergunta será respondida na próxima seção.

4.3 Ausência de espectro discreto

Nesta seção, apresentamos algumas situações onde encontramos desigualdades do tipo Hardy para

o operador −∆DN
Ωε

. Para isso, considere a função crescente r : [0,4/5)−→ R,

r(x) :=
x2(2− x)

4(1− x)2(4−5x)
. (4.8)

Seja x0 ∈ (0,4/5) tal que r(x0) = (π/2)2. Começamos com o seguinte resultado, que será demons-

trado mais adiante neste seção.
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Teorema 4.3. Sob as condições em (4.1). Se Θ′ = 0 e k ·Θ ̸= 0 satisfaz k ·Θ ≥ 0 e ε∥k ·Θ∥L∞(R) ≤ x0,

então existe uma constante positiva c tal que

−∆
DN
Ωε

−
(

π

2ε

)2
≥ cρ, (4.9)

em que ρ(s) := 1/(1+ s2).

No intuito de provar o Teorema 4.3, suponha Θ′ = 0. Sob esta condição, a função fε(s, t) definida

em (1.6) é reduzida a hε(s, t) := 1− εt(k ·Θ)(s). Consequentemente, a forma quadrática bDN
ε (ψ)

torna-se

cε(ψ) :=
∫

Λ

|∂sψ|2

hε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2hεdsdt,

dom cε := {ψ ∈ H1(Λ) : ψ(s,0) = 0 q.t.p. s ∈R}, agindo no espaço de Hilbert H ′
ε := L2(Λ,hεdsdt).

Denote por ∥ · ∥H ′
ε

a norma neste espaço.

Agora, observe que

cε(ψ)≥ 1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2hεdsdt, (4.10)

para todo ψ ∈ dom cε .

Para cada s ∈ R fixo, considere o operador autoadjunto unidimensional auxiliar

Sε(s) :=−∂
2
t + ε

(k ·Θ)(s)
hε(s, t)

∂t , dom Sε(s) := {v ∈ H2(0,1) : v(0) = v′(1) = 0},

agindo no espaço de Hilbert L2((0,1),hε(s, ·)dt); o caso ε = 0 corresponde ao operador Laplaciano

−∆DN
(0,1) em L2(0,1). Denote por λ ε

0 (s) o primeiro autovalor de Sε(s). Pelo Princı́pio do Minimax,

temos ∫ 1

0
|∂tψ|2hεdt =

∫ 1

0
(Sε(s)ψ)ψhεdt ≥ λ

ε
0 (s)

∫ 1

0
|ψ|2hεdt, (4.11)

para cada ψ ∈ dom Sε(s). A primeira igualdade de (4.11) segue de uma integração por partes.

Pelas estimativas (4.10) e (4.11), segue que

cε(ψ)≥
∫

Λ

λ ε
0 (s)
ε2 |ψ|2hεdsdt, (4.12)

para cada ψ ∈ dom cε . Consequentemente, quando Ωε é uma faixa puramente curvada, temos

−∆
DN
Ωε

−
(

π

2ε

)2
≥

λ ε
0 (s)
ε2 −

(
π

2ε

)2
, (4.13)

no sentido das formas quadráticas.

Lema 4.4. Suponha que k ·Θ ̸= 0 satisfaz k ·Θ ≥ 0 e ε∥k ·Θ∥L∞(R) ≤ x0. Então, λ ε
0 (s)− (π/2)2 é

uma função não trivial e não negativa.

Demonstração. Fixe s ∈ R. Considere o operador unitário

Vε(s) : L2(0,1) −→ L2((0,1),hε(s, ·)dt)
v 7−→ h−1/2

ε v
,
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e defina o operador autoadjunto S̃ε(s) := Vε(s)−1Sε(s)Vε(s). Mais precisamente,

S̃ε(s) =−∂
2
t − ε2(k ·Θ)(s)2

4hε(s, t)2 1,

dom S̃ε(s) =
{

v ∈ H2(0,1) : v(0) = 0,v′(1)+
ε(k ·Θ)(s)
2hε(s,1)

v(1) = 0
}
.

Em particular, denote por ũε
0(s, ·) a autofunção normalizada de S̃ε(s) correspondente ao autovalor

λ ε
0 (s).

Agora, defina o operador Yε(s) := ∂ 2
t , dom Yε(s) = dom S̃ε(s). Denote por ϑ ε

0 (s) seu primeiro

autovalor e por vε
0(s) a autofunção (real) correspondente.

O Lema A.8 do Apêndice A garante que(
π

2

)2
≤ ϑ

ε
0 (s)−

ε(k ·Θ)(s)
2hε(s,1)

vε
0(s,1)

2

∥vε
0(s, ·)∥2

L2(0,1)

. (4.14)

Pelo Princı́pio do Minimax,

ϑ
ε
0 (s)

∫ 1

0
|v|2dt ≤

∫ 1

0
|v′|2dt,

para todo v ∈ dom S̃ε(s). Em particular, essa estimativa é satisfeita para v = ũε
0(s, ·). Então

ϑ
ε
0 (s)

∫ 1

0
|ũε

0(s, t)|2dt ≤
∫ 1

0
|∂t ũε

0(s, t)|2dt

=
∫ 1

0
(S̃ε(s)ũε

0(s, t))ũ
ε
0(s, t)dt +

∫ 1

0

ε2(k ·Θ)(s)2

4hε(s, t)2 |ũε
0(s, t)|2dt

= λ
ε
0 (s)

∫ 1

0
|ũε

0(s, t)|2dt +
∫ 1

0

ε2(k ·Θ)(s)2

4hε(s, t)2 |ũε
0(s, t)|2dt.

Pela condição k ·Θ ≥ 0, segue que hε(s, t)≥ hε(s,1)> 0, para todo t ∈ (0,1). Consequentemente,

ϑ
ε
0 (s)≤ λ

ε
0 (s)+

ε2(k ·Θ)(s)2

4hε(s,1)2 . (4.15)

As estimativas (4.14) e (4.15) implicam que(
π

2

)2
≤ λ

ε
0 (s)+

ε2(k ·Θ)(s)2

4hε(s,1)2 − ε(k ·Θ)(s)
2hε(s,1)

vε
0(s,1)

2

∥vε
0(s, ·)∥2

L2(0,1)

. (4.16)

Um cálculo simples mostra que vε
0(s, t) = sen(

√
ϑ ε

0 (s)t) e ϑ ε
0 (s) satisfazem√

ϑ ε
0 (s) =−ε(k ·Θ)(s)

2hε(s,1)
tan
(√

ϑ ε
0 (s)

)
, e ϑ

ε
0 (s) ∈ ((π/2)2,π2).

Então,
vε

0(s,1)
2

∥vε
0(s, ·)∥2

L2(0,1)

=
sen2 (√ϑ ε

0 (s)
)

1
2 −

sen(2
√

ϑ ε
0 (s))

4
√

ϑ ε
0 (s)

=
2ϑ ε

0 (s)
α(s)2 +α(s)+ϑ ε

0 (s)
,
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em que α(s) := ε(k ·Θ)(s)/2hε(s,1). Assim, podemos reescrever (4.16) da seguinte maneira(
π

2

)2
≤ λ

ε
0 (s)+α(s)2 −α(s)

2ϑ ε
0 (s)

α(s)2 +α(s)+ϑ ε
0 (s)

. (4.17)

A estratégia é mostrar que

α(s)2 −α(s)
2ϑ ε

0 (s)
α(s)2 +α(s)+ϑ ε

0 (s)
≤ 0. (4.18)

Como a função r, definida por (4.8), é crescente em (0,4/5), tem-se

α(s)2 1+α(s)
2−α(s)

= r(ε(k ·Θ)(s))≤ r(x0) =
(

π

2

)2
≤ ϑ

ε
0 (s); (4.19)

a última desigualdade é uma consequência de (4.14). Como 0 < α(s)≤ 1/2, alguns cálculos mostram

que (4.19) implica que

α(s)−
2ϑ ε

0 (s)
α(s)2 +α(s)+ϑ ε

0 (s)
≤ 0.

Multiplicando essa estimativa por α(s)> 0, obtemos (4.18).

Finalmente, como s é uma variável arbitrária, as desigualdades (4.17) e (4.18) implicam que

λ
ε
0 (s)− (π/2)2 ≥ 0,

para todo s ∈ R. Resta provar que λ ε
0 (s)− (π/2)2 é uma função não trivial. Suponha que λ ε

0 (s)−
(π/2)2 = 0, para todo s ∈ R. Usando (4.17) e (4.18), segue que

α(s)2 −α(s)
2ϑ ε

0 (s)
α(s)2 +α(s)+ϑ ε

0 (s)
= 0,

para todo s ∈ R. A igualdade é satisfeita se, e somente se, k ·Θ = 0. Porém, por hipótese a função

k ·Θ é não trivial. Contradição.

O Lema 4.4 mostra que (4.13) é uma desigualdade do tipo Hardy sempre que as condições do

Teorema 4.3 são satisfeitas. No entanto, λ ε
0 (s)− (π/2)2 não necessariamente é uma função positiva

em todos os pontos de Λ. Nesta caso, dizemos que (4.13) é uma desigualdade de Hardy local.

Finalmente, demonstraremos o Teorema 4.3. Aqui, (4.9) é uma desigualdade de Hardy global.

Prova do Teorema 4.3. O Lema 4.4 garante que λ ε
0 (s)− (π/2)2 é uma função não negativa e não

trivial. Assim, existe um intervalo aberto e limitado I ⊂R tal que λ ε
0 (s)−(π/2)2 > 0, para todo s ∈ I.

Defina o operador

Zε :=−∂
2
s +

(
λ ε

0 (s)
ε2 −

(
π

2ε

)2
)

1,

agindo em L2(I), em que as funções em dom Zε satisfazem as condições de contorno de Neumann

em ∂ I. Denote por µε
0 > 0 seu primeiro autovalor.
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Para cada ψ ∈ dom cε , obtemos

cε(ψ)−
(

π

2ε

)2
∥ψ∥2

H ′
ε
≥
∫

Λ

|∂sψ|2dsdt +
∫

Λ

(
λ ε

0 (s)
ε2 −

(
π

2ε

)2
)
|ψ|2hεdsdt

≥C1

∫
I×(0,1)

(
|∂sψ|2 +

(
λ ε

0 (s)
ε2 −

(
π

2ε

)2
)
|ψ|2

)
dsdt

≥C1µ
ε
0

∫
I×(0,1)

|ψ|2dsdt, (4.20)

em que C1 := 1− ε∥k ·Θ∥L∞(R). Além disso, como λ ε
0 (s)− (π/2)2 ≥ 0, tem-se

cε(ψ)−
(

π

2ε

)2
∥ψ∥2

H ′
ε
≥
∫

Λ

|∂sψ|2dsdt. (4.21)

Seja s1 o ponto médio de I e seja η ∈ C∞(R) tal que 0 ≤ η ≤ 1, η = 0 em uma vizinhança de s1 e

η = 1 em R\I. Para ψ ∈ dom cε , escreva ψ = ηψ +(1−η)ψ . Então,∫
Λ

|ψ|2

1+(s− s1)2 dsdt ≤ 2
∫

Λ

|ηψ|2

(s− s1)2 dsdt +2
∫

Λ

|(1−η)ψ|2dsdt

≤ 8
∫

Λ

|∂s(ηψ)|2dsdt +2
∫

I×(0,1)
|ψ|2dsdt

≤ 16
∫

Λ

|∂sψ|2dsdt +16C2

∫
I×(0,1)

|ψ|2dsdt, (4.22)

em que C2 := ∥η ′∥2
L∞(R)+1/8; na segunda estimativa utilizamos a desigualdade clássica de Hardy

4
∫
R
|ϕ ′|2dx ≥

∫
R

|ϕ|2

x2 dx, ϕ ∈ H1
0 (R\{0}).

Combinando (4.21) e (4.22), segue que

cε(ψ)−
(

π

2ε

)2
∥ψ∥2

H ′
ε
≥ 1

16

∫
Λ

|ψ|2

1+(s− s1)2 dsdt −C2

∫
I×(0,1)

|ψ|2dsdt. (4.23)

Para cada δ ∈ (0,1), as estimativas (4.20) e (4.23) implicam que

cε(ψ)−
(

π

2ε

)2
∥ψ∥2

H ′
ε
≥ δ

16

∫
Λ

|ψ|2

1+(s− s1)2 dsdt +[(1−δ )µε
0C1 −δC2]

∫
I×(0,1)

|ψ|2dsdt.

Tomando δ = µε
0C1/(µ

ε
0C1 +C2), temos

cε(ψ)−
(

π

2ε

)2
∥ψ∥2

H ′
ε
≥

µε
0C1

16(µε
0C1 +C2)

∫
Λ

|ψ|2

1+(s− s1)2 dsdt

≥
µε

0C1

16(µε
0C1 +C2)

inf
s∈R

1+ s2

1+(s− s1)2

∫
Λ

1
1+ s2 |ψ|2hεdsdt.

Portanto, o resultado segue para uma constante real c > 0 de modo que

c ≤
µε

0C1

16(µε
0C1 +C2)

inf
s∈R

1+ s2

1+(s− s1)2 .
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O Teorema 4.3 trata do caso em que Ωε é uma faixa puramente curvada. Se um efeito de torção

apropriado for adicionado, obtemos a seguinte versão.

Teorema 4.5. Sob as condições em (4.1). Se k e Θ satisfazem

k ·Θ ̸= 0, k ·Θ ≥ 0, ε∥k ·Θ∥L∞(R) ≤ x0, |Θ′(s)| ≤ δ

1+ s2 ,

para algum δ ≥ 0. Então,

−∆
DN
Ωε

>
(

π

2ε

)2
,

para todo δ suficientemente pequeno.

Demonstração. Como |Θ′(s)| ≤ δ/(1+ s2), alguns cálculos mostram que∣∣∣∣ fε(s, t)
hε(s, t)

−1
∣∣∣∣≤C3δρ(s)≤C3δ , (4.24)

para todo (s, t) ∈ Λ, em que C3 := ε/(1− ε∥k ·Θ∥L∞(R)) e ρ(s) = 1/(1+ s2). Tome δ ≥ 0 de modo

que C3δ < 1. Em particular, (4.24) implica que

fε ≤ (1+C3δ )hε e (1−C3δρ(s))hε ≤ fε ≤ (1+C3δρ(s))hε . (4.25)

Para cada ψ ∈ dom bDN
ε , pela primeira estimativa de (4.25), segue que

∫
Λ

|∂sψ|2

fε

dsdt ≥ 1
1+C3δ

∫
Λ

|∂sψ|2

hε

dsdt. (4.26)

Ao mesmo tempo, pela segunda estimativa de (4.25), temos

1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2 fεdsdt ≥
∫

Λ

(1−C3δρ(s))
|∂tψ|2

ε2 hεdsdt (4.27)

e (
π

2ε

)2 ∫
Λ

|ψ|2 fεdsdt ≤
(

π

2ε

)2 ∫
Λ

(1+C3δρ(s))|ψ|2hεdsdt. (4.28)

Combinando as estimativas (4.26)-(4.28), obtemos

bDN
ε (ψ)−

(
π

2ε

)2
∥ψ∥2

Hε
≥ 1

1+C3δ

∫
Λ

|∂sψ|2

hε

dsdt

+
∫

Λ

(1−C3δρ(s))
(
|∂tψ|2

ε2 −
(

π

2ε

)2
|ψ|2

)
hεdsdt

−2
(

π

2ε

)2 ∫
Λ

C3δρ(s)|ψ|2hεdsdt.

Note que
1

1+C3δ
≥ 1−C3δ

1+C3δ
e 1−C3δρ(s)≥ 1−C3δ ≥ 1−C3δ

1+C3δ
.
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Então

bDN
ε (ψ)−

(
π

2ε

)2
∥ψ∥2

Hε
≥1−C3δ

1+C3δ

(
cε(ψ)−

(
π

2ε

)2
∥ψ∥2

H ′
ε

)
−2
(

π

2ε

)2 ∫
Λ

C3δρ(s)|ψ|2hεdsdt.

Pelo Teorema 4.3, existe uma constante c > 0 tal que

bDN
ε (ψ)−

(
π

2ε

)2
∥ψ∥2

Hε
≥
(

1−C3δ

1+C3δ
c−C3δ

π2

2ε2

)∫
Λ

ρ(s)|ψ|2hεdsdt.

Basta tomar δ > 0 suficientemente pequeno de modo que

1−C3δ

1+C3δ
c−C3δ

π2

2ε2 > 0.

Assim, segue o resultado.

Sob as condições dos Teoremas 4.1 e 4.3 (resp. 4.5) segue que não existe espectro discreto para

−∆DN
Ωε

. O Teorema 4.5 mostra que o efeito de torção não é uma condição suficiente para criar autova-

lores discretos para o operador.

Observação 4.6. Em [41], os autores estudaram o Laplaciano de Dirichlet restrito à faixa simétrica

S := Lε(R× (−1,1)), em que Lε é dado por (1.5). Em particular, sob as condições em (4.4),

eles provaram que as condições k ·Θ ̸= 0 e Θ′ = 0 garantem a existência de espectro discreto para

o operador. No entanto, quando k ·Θ = 0 (resp. |(k ·Θ)(s)| ≤ δ/(1+ s2), para algum δ > 0 sufici-

entemente pequeno), e Θ′ ̸= 0 satisfaz ε sup |Θ′| ≤
√

2, eles obtiveram desigualdades do tipo Hardy

para o operador. Nesse trabalho, a curvatura geodésica atua como um interação atrativa no sentido de

que “diminui” o espectro e cria autovalores discretos. A curvatura de Gauss atua como uma interação

repulsiva no sentido de induzir desigualdades do tipo Hardy. Seguindo as mesmas terminologias do

[41], para o modelo estudado neste trabalho, como uma consequência dos Teoremas 4.1, 4.2, 4.3, e

4.5, a curvatura de Gauss atua como uma interação atrativa; se a curvatura geodésica é positiva, então

ela atua como uma interação repulsiva; se a curvatura geodésica for negativa, então ela atua como

uma interação atrativa. A última afirmação será discutida detalhadamente no próximo capı́tulo.
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CAPÍTULO 5

Laplaciano de Dirichlet-Neumann
em faixas finas

Este capı́tulo é dedicado ao estudo do espectro do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann res-

trito às faixas bidimensionais com larguras suficientemente pequenas. Mais precisamente, considere

a faixa Ωε = Lε(Λ), em que Λ = R× (0,1), e denote o operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann

restrito a Ωε por −∆DN
Ωε

; Lε é a aplicação definida em (1.5) na Seção 1.2. Neste capı́tulo, encontramos

informações adicionais sobre o espectro discreto de −∆DN
Ωε

, quando ε > 0 é suficientemente pequeno.

No Capı́tulo 4, analisamos o espectro do operador −∆DN
Ωε

sob as condições

Γ ∈C2(R;Rn+1), Θ ∈C1(R;Rn), k ·Θ ∈ L∞(R), ε∥k ·Θ∥L∞(R) < 1. (5.1)

Ao longo deste capı́tulo também assumimos que as condições em (5.1) são satisfeitas. Além disso,

considere as seguintes condições adicionais

(k ·Θ)′, |Θ′|, |Θ′′| ∈ L∞(R). (5.2)

Este capı́tulo é dividido em três seções. Na Seção 5.1, supondo que k ·Θ ̸= 0, encontramos um

comportamento assintótico dos autovalores de −∆DN
Ωε

, quando ε tende a zero. O interesse nessas

considerações reside na diferença entre os casos puramente Dirichlet e Dirichlet-Neumann. Além

disso, se Ωε é uma faixa puramente torcida, na Seção 5.2 encontramos um novo comportamento as-

sintótico para os autovalores de −∆DN
Ωε

, quando ε tende a zero. Na Seção 5.3, realizamos uma dilatação

apropriada em Ωε . Nesta nova situação, também encontramos um comportamento assintótico dos au-

tovalores. Por fim, comparamos esses resultados obtidos. Todos os argumentos apresentado deste

capı́tulo foram desenvolvidos considerando ε > 0 suficientemente pequeno.

5.1 Faixas finas

Nesta seção, encontramos um comportamento assintótico para os autovalores de −∆DN
Ωε

, quando

ε > 0 é suficientemente pequeno. Na verdade, baseado em argumentos de [33], provamos o seguinte

43
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resultado.

Teorema 5.1. Sob as condições em (5.1) e (5.2). Se k ·Θ ̸= 0, então, para cada j ∈ N,

λ j(−∆
DN
Ωε

) =
(

π

2ε

)2
+λ j

(
−∆R+

k ·Θ
ε

1
)
+O(1) (5.3)

=
(

π

2ε

)2
+

inf(k ·Θ)

ε
+o(ε−1),

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

O Teorema 5.1 é consequência de uma “convergência” no sentido da norma dos resolventes da

famı́lia de operadores {−∆DN
Ωε

}ε>0. Ou seja, uma consequência do Teorema 5.2 enunciado abaixo.

Antes de introduzirmos o Teorema 5.2, apresentamos algumas considerações importantes.

Pela Seção 1.3, −∆DN
Ωε

é unitariamente equivalente a o operador adjunto T DN
ε associado à forma

quadrática

bDN
ε (ψ) =

∫
Λ

|∂sψ|2

fε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2 fεdsdt,

dom bDN
ε := U −1

ε (dom aDN
ε ), agindo no espaço de Hilbert Hε = L2(Λ, fεdsdt), em que

fε(s, t) :=
√

(1− εt(k ·Θ)(s))2 + ε2t2|Θ′(s)|2.

Observe que

bDN
ε (ψ)≥ 1

ε2

∫
Λ

|∂tψ|2 fεdsdt, (5.4)

para todo ψ ∈ dom bDN
ε .

Para cada s ∈ R fixo, considere o operador auxiliar

Tε(s) :=−∂
2
t − ∂t fε

fε

∂t , dom Tε(s) = {v ∈ H2(0,1) : v(0) = v′(1) = 0},

agindo no espaço de Hilbert L2((0,1), fε(s, ·)dt). Denote por Σ(s,ε) o primeiro autovalor de Tε(s).

Pela teoria analı́tica da perturbação,

Σ(s,ε) =
(

π

2

)2
+β (s,ε)+O(ε2),

em que

β (s,ε) :=
ε(k ·Θ)(s)− ε2(k ·Θ)2(s)− ε2|Θ′(s)|2√

(1− ε(k ·Θ)(s))2 + ε2|Θ(s)|2
+

1
2

∫ 1

0
(∂ 2

t fε)χ
2
1 dt; (5.5)

veja [30] para mais detalhes. Pelo Princı́pio do Minimax, temos∫ 1

0
|∂tψ|2 fεdt =

∫ 1

0
(Tε(s)ψ)ψ fεdt ≥ Σ(s,ε)

∫ 1

0
|ψ|2 fεdt, (5.6)

para cada ψ ∈ dom Tε(s). A primeira igualdade de (5.6) segue de uma integração por partes.



5.1. Faixas finas 45

Pelas estimativas (5.4) e (5.6), segue que

bDN
ε (ψ)≥

∫
Λ

Σ(s,ε)
ε2 |ψ|2 fεdsdt, (5.7)

para cada ψ ∈ dom bDN
ε . Essa estimativa será útil nos próximos parágrafos.

Daqui em diante, é mais conveniente realizar uma outra mudança de variável de modo que a forma

quadrática bDN
ε (ψ) passe a atuar no espaço de Hilbert L2(Λ) com a métrica usual. Para isso, considere

o operador unitário
Vε : L2(Λ) −→ L2(Λ, fεdsdt)

ψ 7−→ f−1/2
ε ψ

,

e defina

dε(ψ) := bDN
ε (Vεψ) ,

dom dε := V −1
ε (dom bε). Devido às condições em (5.2), tem-se

dom dε =D := {ψ ∈ H1(Λ) : ψ(s,0) = 0 q.t.p. s ∈ R}.

Além disso, alguns cálculos mostram que

dε(ψ) =
∫

Λ

|∂sψ|2

f 2
ε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2dsdt +
∫

Λ

Vε |ψ|2dsdt

−Re
∫

Λ

∂s fε

f 3
ε

ψ∂sψdsdt +
∫

∂

vε |ψ|2dsdt,

em que

Vε(s, t) :=
1
4
(∂s fε(s, t))2

fε(s, t)4 − 1
4ε2

(∂t fε(s, t))2

fε(s, t)2 +
1

2ε2
∂ 2

t fε(s, t)
fε(s, t)

,

e

vε(s) :=
1

2ε

(k ·Θ)(s)− ε(k ·Θ)(s)2 − ε|Θ′(s)|2

(1− ε(k ·Θ)(s))2 + ε2|Θ(s)|2
.

O sinal de integral
∫

∂
refere-se a uma integração sobre a fronteira R×{1}. Denote por Dε o operador

autoadjunto associado a dε(ψ).

De (5.5) e (5.7), segue que

dε(ψ)≥
(

π

2ε

)2 ∫
Λ

|ψ|2dsdt +
∫

Λ

β (s,ε)
ε2 |ψ|2dsdt +O(1)

∫
Λ

|ψ|2dsdt

≥
(

π

2ε

)2 ∫
Λ

|ψ|2dsdt +
∫

Λ

k ·Θ
ε

|ψ|2dsdt +O(1)
∫

Λ

|ψ|2dsdt. (5.8)

Assim,

Dε ≥
[(

π

2ε

)2
+

k ·Θ
ε

+O(1)
]

1.

Seja Hε o operador desacoplado

Hε :=
(
−∆R+

k ·Θ
ε

1
)
⊗1+1⊗

(
− 1

ε2 ∆
DN
(0,1)

)
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agindo em L2(R)⊗L2(0,1). A aplicação

ψ ⊗φ 7−→ ψ(s)ϕ(t), ψ ∈ L2(R), ϕ ∈ L2(0,1),

pode ser estendida a uma isomorfismo isométrico, em que

∥ψ ⊗φ∥L2(R)⊗L2(0,1) = ∥ψ∥L2(R)∥ϕ∥L2(0,1),

para todo ψ ∈ L2(R), para todo ϕ ∈ L2(0,1). Assim, Hε pode ser identificado como um operador em

L2(Λ).

Fixe uma número k > 0 tal que

k+ infk ·Θ > 0.

Consequentemente, Dε − (π/2ε)21+(k/ε)1 e Hε − (π/2ε)21+(k/ε)1 são operadores positivos.

Agora, temos condições para enunciar o seguinte resultado.

Teorema 5.2. Sob as condições em (5.1) e (5.2). Se k ·Θ ̸= 0, então existem constantes positivas ε4

e K6 tais que, para cada ε ∈ (0,ε4),∥∥∥∥∥
[(

Dε −
(

π

2ε

)2
1
)
+

k
ε

1
]−1

−
[(

Hε −
(

π

2ε

)2
1
)
+

k
ε

1
]−1
∥∥∥∥∥≤ K6ε

3/2.

A prova do Teorema 5.2 é dividida em duas etapas; Proposições 5.4 e 5.5 enunciadas abaixo. Para

simplificar, escrevemos

Lε :=
(

Dε −
(

π

2ε

)2
1
)
+

k
ε

1.

A forma quadrática associada a Lε é denotada por lε(ψ); dom lε =D.

Agora, introduzimos um operador intermediário da seguinte maneira. As condições em (5.1) e

(5.2) implicam que

∥1/ f 2
ε −1∥L∞(Λ) ≤ K7ε,

∥∥∂s fε/ f 3
ε

∥∥
L∞(Λ)

≤ K7ε, ∥Vε∥L∞(Λ) ≤ K7, (5.9)

para algum K7 > 0. Essas estimativas motivam a definição da forma quadrática

mε(ψ) :=
∫

Λ

|∂sψ|2dsdt +
1
ε2

∫
Λ

[
|∂tψ|2 −

(
π

2

)2
|ψ|2

]
dsdt +

∫
Λ

k
ε
|ψ|2dsdt +

∫
∂

vε |ψ|2dsdt,

dom mε =D. Denote por Mε o operador autoadjunto associado a mε(ψ).

O primeiro passo é provar que Lε se aproxima de Mε no sentido da norma dos resolventes, en-

quanto ε tende a zero.

Lema 5.3. Sob as condições (5.1) e (5.2). Existe K8 > 0 tal que

lε(ψ)≥ K8(∥∂sψ∥2
L2(Λ)+ ε

−1∥ψ∥2
L2(Λ)), mε(ψ)≥ K8(∥∂sψ∥2

L2(Λ)+ ε
−1∥ψ∥2

L2(Λ)),

para todo ψ ∈D, para todo ε > 0 suficientemente pequeno.
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Demonstração. Da limitação inferior obtida em (5.8), segue facilmente que

lε(ψ)≥ K9(∥∂sψ∥2
L2(Λ)+ ε

−1∥ψ∥2
L2(Λ)), (5.10)

para algum K9 > 0. Pelas estimativas em (5.9), tem-se

|lε(ψ)−mε(ψ)| ≤
∫

Λ

∣∣∣∣ 1
f 2
ε

−1
∣∣∣∣ |∂sψ|2dsdt +

∫
Λ

|Vε ||ψ|2dsdt +
∫

Λ

∣∣∣∣∂s fε

f 3
ε

∣∣∣∣ |ψ||∂sψ|dsdt

≤ K10(ε∥∂sψ∥2
L2(Λ)+∥ψ∥2

L2(Λ)), (5.11)

para algum K10 > 0. Usando (5.10) em (5.11), obtemos

mε(ψ)≥ K11(∥∂sψ∥2
L2(Λ)+ ε

−1∥ψ∥2
L2(Λ)),

para algum K11 > 0.

Como consequência do Lema 5.3, Lε e Mε são operadores positivos e

∥L−1
ε ∥ ≤ K−1

8 ε, ∥M−1
ε ∥ ≤ K−1

8 ε. (5.12)

Essas estimativas serão úteis posteriormente.

Proposição 5.4. Sob as condições em (5.1) e (5.2). Existem constantes positivas ε5 e K12 tais que,

para cada ε ∈ (0,ε5),

∥L−1
ε −M−1

ε ∥ ≤ K12ε
2.

Demonstração. Denote por lε(φ ,ϕ) e mε(φ ,ϕ) as formas sesquilineares associadas a lε(ψ) e mε(ψ),

respectivamente. Devido às estimativas em (5.9),

|lε(φ ,ϕ)−mε(φ ,ϕ)| ≤
∫

Λ

∣∣∣∣ 1
f 2
ε

−1
∣∣∣∣ |∂sφ ||∂sϕ|dsdt +

∫
Λ

|Vε ||φ ||ϕ|dsdt

+
∫

Λ

∣∣∣∣∂s fε

f 3
ε

∣∣∣∣ |φ∂sϕ +ϕ∂sφ |dsdt

≤ K13

√
ε∥∂sφ∥2

L2(Λ)
+∥φ∥2

L2(Λ)

√
ε∥∂sϕ∥2

L2(Λ)
+∥ϕ∥2

L2(Λ)
,

para algum K13 > 0. Pelo Lema 5.3, segue que

|lε(φ ,ϕ)−mε(φ ,ϕ)| ≤ K14ε
√

mε(φ)lε(ϕ), (5.13)

para algum K14 > 0.

Agora, seja η ,ξ ∈ L2(Λ) funções arbitrárias. Tome φ = M−1
ε η e ϕ = L−1

ε ξ . Denotando por ⟨·, ·⟩
o produto interno em L2(Λ), temos ⟨M−1

ε η ,η⟩= mε(φ), ⟨L−1
ε ξ ,ξ ⟩= lε(ϕ), e

|⟨(L−1
ε −M−1

ε )η ,ξ ⟩|= |mε(φ ,ϕ)− lε(φ ,ϕ)|.
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Assim, pela estimativa em (5.13),∣∣⟨(L−1
ε −M−1

ε )η ,ξ ⟩
∣∣≤ K14ε

√
⟨M−1

ε η ,η⟩⟨L−1
ε ξ ,ξ ⟩. (5.14)

Finalmente, (5.12) e (5.14) implicam que∣∣⟨(L−1
ε −M−1

ε )η ,ξ ⟩
∣∣≤ K15ε

2∥η∥L2(Λ)∥ξ∥L2(Λ),

para algum K15 > 0. Assim, segue a prova.

O próximo passo é provar que Mε se aproxima do operador autoadjunto

Nε :=
(

Hε −
(

π

2ε

)2
1
)
+

k
ε

1

no sentido da norma dos resolventes, enquanto ε tende a zero. Denote por nε(ψ) a forma quadrática

associada ao operador Nε ; dom nε =D. Um cálculo simples mostra que

nε(ψ) =
∫

Λ

|∂sψ|2dsdt +
1
ε2

∫
Λ

[
|∂tψ|2 −

(
π

2

)2
|ψ|2

]
dsdt +

∫
Λ

k ·Θ+k
ε

|ψ|2dsdt.

Observe que

nε(ψ)≥ K16(∥∂sψ∥2
L2(Λ)+ ε

−1∥ψ∥2
L2(Λ)), (5.15)

para algum K16 > 0. Consequentemente, Nε é um operador positivo e

∥N−1
ε ∥ ≤ K−1

16 ε. (5.16)

Proposição 5.5. Sob as condições (5.1) e (5.2). Se k ·Θ ̸= 0, então existem constantes positivas ε6 e

K17 tais que, para cada ε ∈ (0,ε6),

∥M−1
ε −N−1

ε ∥ ≤ K17ε
3/2.

Demonstração. Considere o subespaço fechado

A := {ψw := w(s)χ1(t) : w ∈ H1(R)}

do espaço de Hilbert L2(Λ); lembre-se que χ1(t) :=
√

2sen(πt/2) é a autofunção correspondente

ao primeiro autovalor de −∆DN
(0,1), em que −∆DN

(0,1) denota o operador Laplaciano em (0,1) com

as condições de contorno de Dirichlet e de Neumann em {0} e {1}, respectivamente. Temos a

decomposição ortogonal L2(Λ) = A ⊕A ⊥. Cada ψ ∈D pode ser escrito como

ψ = ψw +ψ
⊥
w , w ∈ H1(R), ψ

⊥
w ∈D∩A ⊥. (5.17)

Em particular, para cada ψ⊥
w ∈D∩A ⊥,∫ 1

0
ψ

⊥
w (s, t)χ1(t)dt = 0 e

∫ 1

0
∂sψ

⊥
w (s, t)χ1(t)dt = 0, (5.18)
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para quase todo s ∈ R.

De acordo com (5.17),

nε(ψ) = nε(ψw)+2Re nε(ψw,ψ
⊥
w )+nε(ψ

⊥
w );

nε(ϕ,φ) denota a forma sesquilinear associada a nε(ψ). Como uma consequência de (5.18), temos

nε(ψw,ψ
⊥
w ) = 0. Além disso,

nε(ψ
⊥
w )≥ 1

ε2∥∂tψ
⊥
w ∥2

L2(Λ)−
(

π

2ε

)2
∥ψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)

=
1

2ε2∥∂tψ
⊥
w ∥2

L2(Λ)+
1

2ε2∥∂tψ
⊥
w ∥2

L2(Λ)−
(

π

2ε

)2
∥ψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)

≥ 1
2ε2∥∂tψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)+

(
1
2

(
3π

2ε

)2

−
(

π

2ε

)2
)
∥ψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)

≥ 1
2ε2

(
∥∂tψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)+∥ψ
⊥
w ∥2

L2(Λ)

)
; (5.19)

a segunda desigualdade segue do Princı́pio do Minimax, em que (3π/2)2 corresponde ao segundo

autovalor de −∆DN
(0,1).

Agora, defina a forma quadrática auxiliar

qε(ψ) := mε(ψ)−nε(ψ) =
∫

∂

vε |ψ|2dsdt −
∫

Λ

k ·Θ
ε

|ψ|2dsdt,

dom qε =D. Em particular,

|qε(ψ)| ≤ |qε(ψw)|+2|qε(ψw,ψ
⊥
w )|+ |qε(ψ

⊥
w )|; (5.20)

qε(φ ,ϕ) denota a forma sesquilinear associada a qε(ψ). Um cálculo simples mostra que

qε(ψw) =
∫
R

(
2vε −

k ·Θ
ε

)
|w|2ds.

Como k ·Θ ̸= 0, (5.1) e (5.2) implicam que

∥2vε − k ·Θ/ε∥L∞(R) ≤ K18, ∥vε∥L∞(R) ≤ K18ε
−1,

para algum K18 > 0. Essas estimativas, juntamente com (5.15) e (5.19), garantem que existem

K19,K20,K21 > 0 tais que

|qε(ψw)| ≤ K18∥w∥2
L2(R) ≤ K19εnε(ψw), (5.21)

e

|qε(ψ
⊥
w )| ≤ K20ε

−1
(∫

∂

|ψ⊥
w |2dsdt +

∫
Λ

|ψ⊥
w |2dsdt

)
= K20ε

−1
(

2Re
∫

Λ

ψ⊥
w ∂tψ

⊥
w dsdt +

∫
Λ

|ψ⊥
w |2dsdt

)
≤ K20ε

−1
(

2∥ψ
⊥
w ∥L2(Λ)∥∂tψ

⊥
w ∥L2(Λ)+∥ψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)

)
≤ 3K20ε

−1
(
∥∂tψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)+∥ψ
⊥
w ∥2

L2(Λ)

)
≤ K21εnε(ψ

⊥
w ). (5.22)
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Finalmente, alguns cálculos mostram que

|qε(ψw,ψ
⊥
w )|=

∣∣∣∣∫
∂

vεψwψ⊥
w dsdt

∣∣∣∣≤ K18ε
−1
(∫

∂

|ψw|2dsdt
)1/2(∫

∂

|ψ⊥
w |2dsdt

)1/2

≤ 2K18ε
−1∥w∥L2(R)

(
∥ψ

⊥
w ∥L2(Λ)∥∂tψ

⊥
w ∥L2(Λ)

)1/2

≤ 2K18ε
−1∥w∥L2(R)

(
∥∂tψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)+∥ψ
⊥
w ∥2

L2(Λ)

)1/2
.

Combinando essa estimativa com (5.15) e (5.19), tem-se

|qε(ψw,ψ
⊥
w )| ≤ K22ε

1/2
√

nε(ψw)nε(ψ⊥
w )

≤ K22ε
1/2
(

nε(ψw)+nε(ψ
⊥
w )
)
, (5.23)

para algum K22 > 0. Como uma consequência de (5.20)-(5.23), segue que

|qε(ψ)| ≤ K23ε
1/2(nε(ψw)+nε(ψ

⊥
w )) = K23ε

1/2nε(ψ), (5.24)

para algum K23 > 0.

Pela identidade de polarização

|qε(φ ,ϕ)| ≤
1
4
(|qε(φ −ϕ)|+ |qε(φ +ϕ)|+ |qε(φ + iϕ)|+ |qε(φ − iϕ)|) .

Aplicando (5.24) em cada termo do lado direto da estimativa anterior, tem-se

|qε(φ ,ϕ)| ≤ K23ε
1/2 (nε(φ)+nε(ϕ)) . (5.25)

Como qε(ψ) = mε(ψ)−nε(ψ), reescrevendo (5.24), obtemos

K24nε(ϕ)≤ mε(ϕ)≤ K24nε(ϕ), (5.26)

para algum K24 > 0. Combinando (5.25) e (5.26), tem-se

|qε(φ ,ϕ)| ≤ K25ε
1/2 (nε(φ)+mε(ϕ)) , (5.27)

para algum K25 > 0.

Agora, sejam η ,ξ ∈ L2(Λ) funções arbitrárias. De maneira similar à prova da Proposição 5.4,

usando a estimativa (5.27), conseguimos mostrar que∣∣⟨(M−1
ε −N−1

ε )η ,ξ ⟩
∣∣≤ K25ε

1/2 (⟨N−1
ε η ,η⟩+ ⟨M−1

ε ξ ,ξ ⟩
)
. (5.28)

Por (5.12), (5.16) e (5.28), segue que∣∣⟨(M−1
ε −N−1

ε )η ,ξ ⟩
∣∣≤ K26ε

3/2
(
∥η∥2

L2(Λ)+∥ξ∥2
L2(Λ)

)
,

para algum K26 > 0. Assim, obtemos o resultado.
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Prova do Teorema 5.2. O resultado segue de uma aplicação direta das Proposições 5.4 e 5.5.

Por fim, apresentamos a prova do Teorema 5.1. Começamos com o seguinte resultado.

Lema 5.6. Suponha k ·Θ ∈ L∞(R). Tem-se

λ1(Hε) = λ1

(
−∆R+

k ·Θ
ε

1
)
+
(

π

2ε

)2
.

Além disso, para qualquer inteiro N ≥ 2, existe uma constante positiva ε7 := ε7(N,k ·Θ) tal que, para

cada ε ∈ (0,ε7),

λ j(Hε) = λ j

(
−∆R+

k ·Θ
ε

1
)
+
(

π

2ε

)2
, ∀ j ∈ {2, · · · ,N}.

A prova deste lema pode ser obtida por simples adaptações da prova do Lema 3.5 de [33], que

será omitida neste texto.

Prova do Teorema 5.1. Para cada j ∈ N, considere ε > 0 suficientemente pequeno tal que as con-

clusões do Teorema 5.2 e Lema 5.6 sejam satisfeitas. O Teorema 5.2 e o Lema 5.6 garantem que∣∣∣∣∣ 1
ε(λ j(−∆DN

Ωε
)− (π/2ε)2)+k

− 1
ελ j(−∆R− (k ·Θ/ε)1)+k

∣∣∣∣∣≤ K6ε
1/2.

Pelo Teorema A.9 do Apêndice A, segue que

lim
ε→0

ε

[
λ j(−∆

DN
Ωε

)−
(

π

2ε

)2
]
= lim

ε→0
ελ j

(
−∆R+

k ·Θ
ε

1
)
= inf(k ·Θ).

Observe que (o efeito de torção) Θ′ não influencia o comportamento assintótico dado por (5.3).

Como em [33], podemos usar o comportamento assintótico para garantir a existência de espectro

discreto para −∆DN
Ωε

. De fato, assuma as hipóteses do Teorema 5.1 e as condições em (4.4). Neste

caso, tem-se infσess(−∆DN
Ωε

) = (π/2ε)2. Se k ·Θ assume um valor negativo, então, para cada j ∈ N,

a igualdade (5.3) implica a existência de autovalores discretos para −∆DN
Ωε

. Além disso, o número

desses autovalores pode ser arbitrariamente grande quando Ωε é suficientemente fina. Como também

observado em [33, 34], a existência de espectro discreto é regida por um fenômeno local, isto é, pelos

pontos extremos onde o raio de curvatura de Lε(R×{1}) é localmente maior que o raio de curvatura

de Lε(R×{0}).

Observação 5.7. Seja Σ uma hipersuperfı́cie de classe C2, conexa e orientável em Rd , d ≥ 2, cuja

orientação é regida por um campo de vetor normal unitário definido globalmente n : Σ → Sd−1. Para

cada ε > 0 suficientemente pequeno, defina a vizinhança tubular T := {x+ εtn(x) ∈ Rd : (x, t) ∈
Σ × (0,1)}. Em [34], foi considerado o operador Laplaciano sujeito as condições de Dirichlet e
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Neumann em Σ e Σε := Σ+ εn(Σ), respectivamente. Usando a notação −∆DN
T para este operador,

nesse trabalho, os autores provaram que

λ j(−∆
DN
T ) =

(
π

2ε

)2
+λ j

(
−∆Σ +

kM

ε
1
)
+O(1), (5.29)

em que −∆Σ denota o operador Laplace-Beltrami em Σ, sujeito a condição de Dirichlet se ∂Σ é não

vazio, e kM é um múltiplo d − 1 da curvatura média de Σ; a expansão assintótica é local e depende

dos pontos extremos onde a razão entre as áreas das fronteiras com condição de Neumann pela a de

Dirichlet é localmente maior.

O Teorema 5.1 é obtido como consequência da “convergência” no sentido da norma dos resol-

ventes da famı́lia de operadores {−∆DN
Ωε

}ε>0. No Teorema 5.1, devido à dependência ε do operador

−∆R+(k ·Θ/ε)1, não temos um operador efetivo no sentido usual, quando ε se aproxima de zero.

Este fenômeno também foi observado em [33, 34], e pode ser visto como uma caracterı́stica devido

às condições de contorno do modelo. Na Seção 5.3, apresentamos uma adaptação deste problema que

elimina a dependência ε do operador efetivo.

5.2 Faixas finas puramente torcidas

Ao longo desta seção consideramos que Ωε é uma faixa puramente torcida, ou seja, k ·Θ = 0.

Nessa condição, esta seção é dedicada à prova do seguinte resultado.

Teorema 5.8. Sob as condições (5.1) e (5.2). Se k ·Θ = 0, então, para cada j ∈ N,

λ j(−∆
DN
Ωε

) =
(

π

2ε

)2
+λ j

(
−∆R− |Θ′|2

2
1
)
+O(ε),

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

Com a finalidade de auxiliar na associação entre os dois casos, nesta seção mantemos as mesmas

notações da Seção 5.1 para os operadores auxiliares e suas respectivas formas quadráticas. Além

disso, por razões técnicas, tome

k >
sup |Θ′|2

2
.

Como k ·Θ = 0 e Θ satisfaz (5.2), tem-se

∥1/ f 2
ε −1∥L∞(Λ) ≤ K27ε, ∥∂s fε/ f 3

ε ∥L∞(Λ) ≤ K27ε, ∥Vε −|Θ′|2/2∥L∞(Λ) ≤ K27ε,

para algum K27 > 0. Essas estimativas motivam a definição da forma quadrática

mε(ψ) :=
∫

Λ

|∂sψ|2dsdt +
∫

Λ

(
|∂tψ|2

ε2 −
(

π

2ε

)2
|ψ|2

)
dsdt +

∫
Λ

|Θ′|2

2
|ψ|2dsdt

+
∫

∂

vε |ψ|2dsdt +k
∫

Λ

|ψ|2dsdt,
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dom mε =D. Denote por Mε o operador autoadjunto associado a mε(ψ). O Teorema 3 de [3] garante

que ∥∥∥∥∥
[(

Dε −
(

π

2ε

)2
1
)
+k1

]−1

−M−1
ε

∥∥∥∥∥≤ K28ε, (5.30)

para algum K28 > 0.

Agora, defina a forma quadrática unidimensional

nε(w) := mε(wχ1) =
∫
R

(
|w′|2 +

(
|Θ′|2

2
+2vε

)
|w|2

)
dsdt +k

∫
R
|w|2dsdt,

dom nε =H1(R). Denote por Nε o operador autoadjunto associado a nε(ψ). Considerando a decomposição

ortogonal dada em (5.17), obtemos o seguinte resultado.

Proposição 5.9. Existe um número K29 > 0 tal que

∥M−1
ε −N−1

ε ⊕0∥ ≤ K29ε
1/2, (5.31)

para todo ε > 0 suficientemente pequeno, em que 0 é o operador nulo no subespaço A ⊥.

Demonstração. Por (5.17), cada ψ ∈D pode ser escrito como

ψ = wχ1 +ψ
⊥
w , w ∈ H1(R),ψ⊥

w ∈D∩A ⊥.

Observe que

mε(wχ1) = nε(w)≥ K30∥w∥2
L2(R),

para algum K30 > 0, e

mε(ψ
⊥
w )≥ 1

2ε2

(
∥∂tψ

⊥
w ∥2

L2(Λ)+∥ψ
⊥
w ∥2

L2(Λ)

)
;

a última estimativa segue mesma a linha de (5.19). Denote por mε(φ ,ϕ) a forma sesquilinear associ-

ada a mε(ψ). Seguindo o mesmo procedimento da primeira desigualdade de (5.23), encontramos

mε(wχ1,ψ
⊥
w )≤ K31ε

1/2
√

nε(w)mε(ψ⊥
w ),

para algum K31 > 0. Então, o resultado segue pela Proposição 3.1 de [26].

Como k ·Θ = 0 e |Θ′| ∈ L∞(R), tem-se

∥2vε + |Θ′|2∥L∞(R) ≤ K32ε,

para algum K32 > 0. Assim, define a forma quadrática

n(w) :=
∫
R

(
|w′|2 − |Θ′|2

2
|w|2

)
dsdt +k

∫
R
|w|2dsdt,

dom n = H1(R). Denote por N o operador autoadjunto associado a n(w). Novamente, o Teorema 3

de [3] implica que

∥N−1
ε −N−1∥ ≤ K33ε, (5.32)
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para algum K33 > 0.

Como uma consequência de (5.30)-(5.32), tem-se∥∥∥∥∥
[(

Dε −
(

π

2ε

)2
1
)
+k1

]−1

−
[(

−∆R− |Θ′|2

2
1
)
+k1

]−1

⊕0

∥∥∥∥∥≤ K34ε
1/2, (5.33)

para algum K34 > 0.

Prova do Teorema 5.8. A prova deste resultado segue da estimativa (5.33) acima.

5.3 Faixas com escala

Nesta seção, realizamos uma dilatação horizontal em Ωε com o objetivo de elimina a dependência

ε do operador efetivo encontrado em Teorema 5.1 na Seção 5.1. Nos próximos parágrafos, apresen-

tamos os detalhes dessa nova situação.

Para cada ε > 0, seja Θε : R−→ Rn uma função de classe C1 definida por

Θε(s) := Θ

(
s√
ε

)
, s ∈ R;

usando a notação Θε(s) = (Θε
1, · · · ,Θε

n), como Θ2
1 + · · ·+Θ2

n = 1, tem-se (Θε
1)

2 + · · ·+(Θε
n)

2 = 1.

Com respeito à curva de referência Γ, denote por Γε a curva da classe C2 cuja curvatura kε é dada por

kε(s) := k
(

s√
ε

)
, s ∈ R.

Os campos vetoriais normais de Γε são denotados por Nε
1 , · · · ,Nε

n , e Nε
Θε

:= Θε
1Nε

1 + · · ·+Θε
nNε

n .

Assim, considere a aplicação

L̃ε : R2 −→ Rn+1,
(s, t) 7−→ Γε(s)+ εtNε

Θε
(s),

e defina a faixa fina

Ω̃ε := L̃ε(R× (0,1)).

Seja −∆DN
Ω̃ε

o operador Laplaciano em Ω̃ε com condições de Dirichlet e Neumann em Γε(R) e L̃ε(R×
{1}), respectivamente, isto é, o operador autoadjunto associado à forma quadrática

ãε(ϕ) =
∫

Ω̃ε

|∇ϕ|2dx, dom ãε = {ϕ ∈ H1(Ω̃ε) : ϕ = 0 em Γε(R)}. (5.34)

O objetivo desta seção é prova o seguinte resultado.

Teorema 5.10. Sob as condições (5.1) e (5.2). Para cada j ∈ N,

λ j(−∆
DN
Ω̃ε

) =
(

π

2ε

)2
+

1
ε

λ j

(
−∆R+

(
k ·Θ− |Θ′|2

2

)
1
)
+O(1), (5.35)

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.
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Como no Teorema 5.1, o Teorema 5.10 também é consequência de uma convergência no sentido

da norma dos resolventes da famı́lia de operadores {−∆DN
Ω̃ε

}ε>0. A princı́pio, defina

f̃ε(s, t) :=
√

(1− εt(kε ·Θε)(s))2 + ε2t2|Θ′
ε(s)|2.

Fazendo uma mudança de variáveis semelhante à realizada na Seção 5.1, ãε(ϕ) torna-se

d̃ε(ψ) :=
∫

Λ

|∂sψ|2

f̃ 2
ε

dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2dsdt +
∫

Λ

Ṽε |ψ|2dsdt

−Re
∫

Λ

∂s f̃ε

f̃ 3
ε

ψ∂sψdsdt +
∫

∂

ṽε |ψ|2dsdt,

dom d̃ε := {ψ ∈ H1(Λ) : ψ(s,0) = 0 q.t.p. s ∈ R} ⊂ L2(Λ), em que

Ṽε(s, t) :=
1
4
(∂s f̃ε(s, t))2

f̃ε(s, t)4
− 1

4ε2
(∂t f̃ε(s, t))2

f̃ε(s, t)2
+

1
2ε2

∂ 2
t f̃ε(s, t)
f̃ε(s, t)

,

e

ṽε(s) :=
1

2ε

(kε ·Θε)(s)− ε(kε ·Θε)(s)2 − ε|Θ′
ε(s)|2

(1− ε(kε ·Θε)(s))2 + ε2|Θ′
ε(s)|2

.

Lembre-se de que o sinal de integral
∫

∂
se refere a uma integração sobre a fronteira R×{1}.

Agora, realizamos uma outra mudança de coordenadas com a finalidade de trabalhar com as

funções k ·Θ e |Θ′| ao invés de kε ·Θε e |Θ′
ε |. Seja Wε : L2(Λ) −→ L2(Λ) o operador unitário ge-

rado pela dilatação horizontal (s, t) 7−→ (ε1/2s, t), isto é,

(Wεψ)(s, t) := ε
1/4

ψ(ε1/2s, t).

Obtemos a seguinte forma quadrática

yε(ψ) := d̃ε

(
W −1

ε ψ
)
,

dom yε := {ψ ∈ H1(Λ) : ψ(s,0) = 0 a.e. s ∈ R}. Defina a função

h̃ε(s, t) :=
√

(1− εt(k ·Θ)(s))2 + εt2|Θ′(s)|2.

Um cálculo simples mostra que

yε(ψ) :=
1
ε

[∫
Λ

|∂sψ|2

h̃2
ε

dsdt +
1
ε

∫
Λ

|∂tψ|2dsdt +
∫

Λ

Wε |ψ|2dsdt

− Re
∫

Λ

∂sh̃ε

h̃3
ε

ψ∂sψdsdt +
∫

∂

wε |ψ|2dsdt
]
,

em que

Wε(s, t) :=
1
4
(∂sh̃ε(s, t))2

h̃ε(s, t)4
− 1

4ε

(∂t h̃ε(s, t))2

h̃ε(s, t)2
+

1
2ε

∂ 2
t h̃ε(s, t)
h̃ε(s, t)

,

e

wε(s) :=
1
2
(k ·Θ)(s)− ε(k ·Θ)(s)2 −|Θ′(s)|2

(1− ε(k ·Θ)(s))2 + ε|Θ′(s)|2
.
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Por razões técnicas, tome uma constante

k̃ > ∥(k ·Θ)−|Θ′|2/2∥L∞(R).

Defina a forma quadrática

l̃ε(ψ) := ε

[
yε(ψ)−

(
π

2ε

)2 ∫
Λ

|ψ|2dsdt
]
+ k̃

∫
Λ

|ψ|2dsdt,

dom l̃ε =D. Denote por L̃ε o operador autoadjunto associado a l̃ε(ψ). Devido às condições (5.1) e

(5.2), tem-se

∥1/h̃2
ε −1∥L∞(Λ) ≤ K35ε, ∥∂sh̃ε/h̃3

ε∥L∞(Λ) ≤ K35ε, (5.36)

∥Wε −|Θ′|2/2∥L∞(Λ) ≤ K35ε, ∥2wε − k ·Θ+ |Θ′|2∥L∞(R) ≤ K35ε, (5.37)

para algum K35 > 0. Agora considere a forma quadrática unidimensional

ñ(w) :=
∫
R

(
|w′|2 +

(
k ·Θ− |Θ′|2

2

)
|w|2

)
dsdt + k̃

∫
R
|w|2dsdt,

dom n = H1(R), e denote por Ñ seu operador autoadjunto associado. Seguindo os mesmos passos da

prova da Proposição 5.9, e usando as estimativas em (5.36) e (5.37), obtemos∥∥∥L̃−1
ε − Ñ−1 ⊕0

∥∥∥≤ K36ε
1/2, (5.38)

para algum K36 > 0. Lembre-se de que 0 é o operador nulo no subespaço A ⊥.

Prova do Teorema 5.10. Pela estimativa (5.38), concluı́mos a prova do resultado.

Enfatizamos que o operador efetivo em (5.35), ou seja, o operador

−∆R+

(
k ·Θ− |Θ′|2

2

)
1,

não depende do parâmetro ε . Além disso, defina V (s) := (k ·Θ)(s)−|Θ′(s)|2/2 e assuma as condições

em (4.4). Como consequência do comportamento assintótico dado por (5.35), se existe um número

real s0 > 0 tal que
∫ s0
−s0

V (s)ds < 0, então V (s) age como uma interação atrativa quando ε → 0.



CAPÍTULO 6

Laplaciano de Dirichlet em faixas cortadas

A seguir introduzimos uma nova faixa bidimensional e ilimitada que será o objeto de estudo deste

capı́tulo. Na verdade, estudaremos o operador Laplaciano de Dirichilet restrito a essa região. Sejam

u ∈ R3 um vetor unitário fixo e Γ : R→ R3 uma curva de classe C2 parametrizada pelo comprimento

de arco s, isto é, |Γ′(s)|= 1, para todo s ∈ R. Dado ε > 0, defina a faixa

Π := {Γ(s)+ εtu : (s, t) ∈ R× (−1,1)}.

A grosso modo, Π é obtido transladando o segmento (−ε,ε) ao longo de Γ em relação ao vetor

constante u. Essa região é chamada de faixa cortada.

Seja −∆D
Π

o operador Laplaciano de Dirichlet em Π. Mais precisamente, −∆D
Π

é definido como o

operador autoadjunto associado à forma quadrática

a(ϕ) =
∫

Π

|∇ϕ|2dx, dom a := H1
0 (Π); (6.1)

∇ϕ denota o gradiente de ϕ . O objetivo deste capı́tulo é estudar o problema espectral de −∆D
Π

.

Este capı́tulo está organizado da seguinte forma. Na Seção 6.1 apresentamos mais detalhes sobre

a geometria de Π e realizamos uma tradicional mudança de variáveis em a(ϕ). As Seções 6.2 e 6.3

são dedicadas ao estudo do espectro essencial e discreto de −∆D
Π

, respectivamente. Por fim, na Seção

6.4, obtemos informações sobre o número de autovalores discretos do operador.

6.1 Geometria da faixa e mudança de variáveis

Nesta seção, identificamos Π com uma variedade Riemanniana (Λ,G ), onde Λ := R× (−1,1) e

G é dada por (6.3) abaixo. Depois realizamos uma mudança de variáveis na forma quadrática a(ϕ).

Considere a aplicação
L : R2 −→ R3

(s, t) 7−→ Γ(s)+ εtu . (6.2)

57
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Observe que Π = L (Λ). Defina a métrica G := ∇L · (∇L )⊥. Alguns cálculos direto mostram que

G =

(
1 ετ

ετ ε2

)
, τ(s) := T (s) ·u, (6.3)

em que T (s) := Γ′(s) denota o vetor tangente unitário da curva Γ no ponto Γ(s).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que |τ(s)| ≤ ∥T (s)∥∥u∥ = 1, para todo s ∈ R. Por

razões técnicas, suponha que

∥τ∥L∞(R) < 1. (6.4)

Geometricamente, essa condição garante que os vetores T (s) e u não podem ser paralelos.

Seja J a matriz Jacobiana de L . Tem-se

detJ = |detG |1/2 = ε(1− τ
2)1/2 > 0,

para todo (s, t) ∈ Λ. Como Γ é uma aplicação suave, o teorema da função inversa implica que a

aplicação L : Λ → Π é um difeomorfismo suave local. Em adição, suponha que L é injetiva. Assim,

a faixa Π não tem auto-intersecção e pode ser interpretada como uma subvariedade imersa no R3.

Consequentemente, a aplicação L : Λ → Π é um difeomorfismo suave global. Portanto, (Λ,G ) é

uma variedade Riemanniana abstrata.

Agora, realizamos uma mudança de variáveis de tal modo que a forma quadrática a(ϕ) passe a

atuar no espaço de Hilbert H := L2(Λ,gdsdt) em vez de L2(Π), em que

g(s) :=
√

1− τ(s)2. (6.5)

Para isso, considere o operador unitário

U : L2(Π) −→ L2(Λ,gdsdt)
ψ 7−→ ε1/2ψ ◦L

,

e defina a forma quadrática

b(ψ) :=a
(
U −1

ψ
)
=
∫

Λ

⟨∇ψ,G−1
∇ψ⟩gdsdt

=
∫

Λ

1
g

∣∣∣∂sψ − τ

ε
∂tψ

∣∣∣2 dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2gdsdt,

dom b := U (dom a); ∂s = ∂/∂ t e ∂t = ∂/∂ s. Como τ ∈ L∞(R), tem-se dom b = H1
0 (Λ) ⊂ H .

Denote por T o operador autoadjunto associado à forma quadrática b(ψ). Os operadores −∆D
Π

e T

são unitariamente equivalentes. Em particular, eles possuem o mesmo espectro.

6.2 Espectro essencial

Esta seção é dedicada ao estudo do espectro essencial do operador −∆D
Π

. Para isso, suponha que

lim
|s|→∞

τ(s) = τ0, (6.6)
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em que τ0 é um número real. Pela condição em (6.4), segue que |τ0| < 1. Geometricamente, a

condição (6.6) implica que o ângulo formado entre os vetores T (s) e u é constante no infinito. Neste

condições, provamos o seguinte resultado.

Teorema 6.1. Sob as condições em (6.4) e (6.6). Tem-se

σess(−∆
D
Π) = [λ1(0),∞),

em que

λ1(0) :=
1

1− τ2
0

(
π

2ε

)2
; (6.7)

mais tarde discutiremos sobre a origem de λ1(0).

A seguir apresentamos a prova do Teorema 6.1, dividida em duas partes: Proposições 6.2 e 6.4,

enunciados abaixo. Ao longo desta seção, suponha que as condições (6.4) e (6.6) são satisfeitas.

Além disso, considere a forma quadrática auxiliar

c(ψ) :=
∫

Λ

1
g0

∣∣∣∂sψ − τ0

ε
∂tψ

∣∣∣2 dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2g0dsdt, dom c := H1
0 (Λ),

agindo no espaço de Hilbert H0 := L2(Λ,g0dsdt), em que

g0(s) :=
√

1− τ2
0 . (6.8)

Denote por C o operador autoadjunto associado a c(ψ). No Apêndice C apresentamos a prova do

seguinte resultado.

Proposição 6.2. Sob as condições em (6.4) e (6.6). Tem-se σess(T ) = σess(C).

Como consequência da Proposição 6.2, vamos estudar o espectro essencial de C. Para isso, é mais

conveniente realizar uma outra mudança de variáveis de tal modo que a forma quadrática c(ψ) passe

a atuar no espaço de Hilbert L2(Λ) com a métrica usual. Assim, considere o operador unitário

V : L2(Λ) −→ L2(Λ, f0dsdt)
ψ 7−→ g−1/2

0 ψ
,

e defina a forma quadrática

d(ψ) := c(V ψ) =
∫

Λ

1
g2

0

∣∣∣∂sψ − τ0

ε
∂tψ

∣∣∣2 dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tψ|2dsdt, dom d := H0
1 (Λ).

Denote por D o operador autoadjunto associado a d(ψ). Consequentemente,

σess(C) = σess(D). (6.9)

Agora, vamos determinar o espectro essencial de D. Novamente, a estratégia é baseada em uma

decomposição por integral direta do operador. Relembre-se que Fs : L2(Λ)→ L2(Λ) é a transformada
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de Fourier em relação a s, definida anteriormente por (2.7) no Capı́tulo 2. Então, o operador D̂ :=

FsDF−1
s admite a decomposição por integral direta

D̂ =
∫ ⊕

R
D(p)dp, (6.10)

em que, para cada p ∈ R, D(p) é o operador autoadjunto associado à forma quadrática

d(p)(v) :=
∫ 1

−1

1
g2

0

∣∣∣ipv− τ0

ε
∂tv
∣∣∣2 dsdt +

1
ε2

∫
Λ

|∂tv|2dsdt, dom d(p) = H1
0 (−1,1).

Mais precisamente,

D(p) =
1
g2

0

(
p1+ i

τ0

ε
∂t

)2
− ∂ 2

t
ε2 , dom D(p) = H2(−1,1)∩H1

0 (−1,1);

Como H1
0 (−1,1) ↪→ L2(−1,1) é compacto, segue que cada D(p) tem espectro puramente discreto.

Denote por {λn(p)}n∈N a sequência de autovalores de D(p) e por {un(p)}n∈N a sequência das autofun-

ções normalizadas correspondentes, ou seja,

D(p)un(p) = λn(p)un(p), n ∈ N, p ∈ R.

Pela decomposição em (6.10), temos

σ(D) = ∪p∈Rσ(D(p)) = ∪n∈N {λn(p) : p ∈ R} . (6.11)

No caso p = 0, temos o seguinte operador

D(0) =− ∂ 2
t

ε2g2
0
.

Em particular, seu primeiro autovalor corresponde a λ1(0), definido em (6.7), e u1(0)(t) = cos(πt/2)

é autofunção correspondente. Para simplificar, denotamos χ1 := u1(0).

Lema 6.3. Para cada n ∈ N, λn(·) é uma função analı́tica real em p e

lim
p→±∞

λn(p) = ∞.

Demonstração. Para cada p ∈ R, temos dom D(p) = dom D(0), e podemos escrever

D(p) = D(0)+2ip
τ0

εg2
0

∂t +
p2

g2
0

1.

Seja z ∈ C com imgz ̸= 0 e denote por Rz := (D(0)− z1)−1. Tem-se

∥∂tv∥2
L2(Λ) = ε

2g2
0⟨v,D(0)v⟩L2(Λ)

= ε
2g2

0⟨Rz(D(0)− z1)v,D(0)v⟩L2(Λ)

≤ ε
2g2

0

(
⟨RzD(0)v,D(0)v⟩L2(Λ)+ |z|⟨v,RzD(0)v⟩L2(Λ)

)
≤ ε

2g2
0

(
∥RzD(0)v∥L2(Λ)∥D(0)v∥L2(Λ)+ |z|⟨v,RzD(0)v⟩L2(Λ)

)
,
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para todo v ∈ dom D(0). Usando a primeira identidade dos resolventes

Rζ −Rυ = (ζ −υ)Rζ Rυ ,

para todo ζ ,υ ∈ ρ(D(0)), obtemos

Rz −D(0)−1 = zRzD(0)−1.

Assim,

RzD(0) = 1+ zRz.

Consequentemente,

∥∂tv∥2
L2(Λ) ≤ ε

2g2
0

(
∥RzD(0)v∥L2(Λ)∥D(0)v∥L2(Λ)+ |z|⟨v,(1+ zRz)v⟩L2(Λ)

)
≤ ε

2g2
0(∥Rz∥∥D(0)v∥2

L2(Λ)+(|z|+ |z|2∥Rz∥)∥v∥2
L2(Λ)),

Como ∥Rz∥ → 0, quando imgz → ∞, o operador (2ipτ0/(εg2
0))∂t é D(0)-limitado com ı́ndice limite

igual a zero. Além disso, como p2/g2
0 é analı́tica em p, segue que {D(p) : p ∈ R} é uma famı́lia

analı́tica do tipo A. Pelo Teorema A.7 do Apêndice A, λn(·) é uma função real analı́tica em p.

Seja δ > 0 um número fixo. Para cada v ∈ dom d(p), tem-se

2Re
(

ip
τ0

ε
v∂tv

)
≤ (1+δ )τ2

0
|∂tv|2

ε2 +
p2

1+δ
|v|2.

Consequentemente,

d(p)(v) =
∫ 1

−1

1
g2

0

(
p2|v|2 −2Re

(
ip

τ0

ε
v∂tv

)
+

|∂tv|2

ε2

)
dt

≥
∫ 1

−1

1
g2

0

(
p2 δ

1+δ
|v|2 +(1− (1+δ )τ2

0 )
|∂tv|2

ε2

)
dt.

Assim, obtemos o limite pontual λn(p) = d(p)(un(p))→ ∞, quando p →±∞.

Finalmente podemos determinar o espectro de D.

Proposição 6.4. Tem-se σ(D) = [λ1(0),∞).

Demonstração. Devido à decomposição em (6.11) e Lema 6.3, temos [λ1(0),∞)⊂ σ(D). Resta pro-

var que

(−∞,λ1(0))∩σ(D) = /0. (6.12)

Para cada ψ ∈ C∞
0 (Λ), podemos escrever ψ(s, t) = φ(s, t)χ1(t), com φ ∈ C∞

0 (Λ), pois χ1 é positivo

em (0,1). Alguns cálculos mostram que

d(ψ)−λ1(0)
∫

Λ

|ψ|2dsdt =
1
g2

0

∫
Λ

∣∣∣∂sφ − τ0

ε
∂tφ

∣∣∣2 |χ1|2dsdt +
1

ε2g2
0

∫
Λ

|φ |2|χ ′
1|2dsdt

+
1
ε2

∫
Λ

|∂tφ |2|χ1|2dsdt − 2τ0

εg2
0

Re
∫

Λ

∂sφφ χ
′
1χ1dsdt

+
2

ε2g2
0

Re
∫

Λ

∂tφφ χ
′
1χ1dsdt −λ1(0)

∫
Λ

|φ |2|χ1|2dsdt.
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Fazendo uma integração por partes, tem-se

2Re
∫

Λ

∂sφφ χ
′
1χ1dsdt = 0, 2Re

∫
Λ

∂tφφ χ
′
1χ1dsdt =−

∫
Λ

|φ |2(χ ′′
1 χ1 + |χ ′

1|2)dsdt.

Além disso, como D(0)χ1 = λ1(0)χ1, obtemos

d(ψ)−λ1(0)
∫

Λ

|ψ|2dsdt =
1
g2

0

∫
Λ

∣∣∣∂sφ − τ0

ε
∂tφ

∣∣∣2 |χ1|2dsdt +
1
ε2

∫
Λ

|∂tφ |2|χ1|2dsdt ≥ 0.

Isso implica que (6.12) é verdadeira.

Prova do Teorema 6.1. Pela Proposição 6.2 e a igualdade (6.9), segue que σess(−∆D
Π
) = σess(D).

Assim, devido a Proposição 6.4, concluı́mos que σess(−∆D
Π
) = [λ1(0),∞).

6.3 Espectro discreto

Nesta seção fornecemos condições suficientes para a existência de autovalores discretos para −∆D
Π

abaixo de λ1(0). A estratégia é baseada em encontrar uma função ψ ∈ dom b tal que

b(ψ)−λ1(0)∥ψ∥2
H < 0.

Iniciamos esta seção com o seguinte resultado.

Teorema 6.5. Sob as condições em (6.4) e (6.6). Se V := (1/g2 − 1/(1− τ2
0 ))g ∈ L1(R) tal que∫

RV (s)ds < 0, então

infσ(−∆
D
Π)< λ1(0).

Além disso, o espectro discreto de −∆D
Π

é não vazio.

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞
0 (R) uma função de valor real tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 em [−1,1], e

ϕ = 0 em R\(−2,2). Para cada n ∈ N, defina

ψn(s, t) := ϕn(s)χ1(t), (6.13)

em que ϕn(s) := ϕ(s/n) e χ1 é a autofunção normalizada de D(0) corresponde ao autovalor λ1(0);

χ1(t) := cos
(

πt
2

)
.

Note que ψn ∈ dom b. Um cálculo direto mostra que

b(ψn)−λ1(0)∥ψn∥2
H =

∫
R

1
g

∣∣ϕ ′
n
∣∣2 ds+

(
π

2ε

)2 ∫
R

(
1
g2 −

1
1− τ2

0

)
|ϕn|2gds.

Como ϕn → 1 pontualmente, quando n → 0, e∫
Λ

1
g
|ϕ ′

n|ds ≤ 1
n(1−∥τ∥2

L∞(R))
1/2

∫
R
|ϕ ′|2ds,
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para todo n ∈ N, tem-se

lim
n→∞

(
b(ψn)−λ1(0)∥ψn∥2

H

)
=
(

π

2ε

)2 ∫
R

(
1
g2 −

1
1− τ2

0

)
gds < 0.

Portanto, podemos tomar n0 suficiente grande de tal modo que b(ψn0)−λ1(0)∥ψn0∥2
H < 0. Assim, o

resultado segue pelo Princı́pio do Minimax.

Continuando a análise do espectro discreto do operador −∆D
Π

, obtemos mais o seguinte resultado.

Teorema 6.6. Sob as condições em (6.4) e (6.6). Se τ é uma função não constante tal que τ ′ ∈
L1

loc(R), V = (1/g2 −1/(1− τ2
0 ))g ∈ L1(R) e

∫
RV (s)ds = 0, então

infσ(−∆
D
Π)< λ1(0).

Além disso, o espectro discreto de −∆D
Π

é não vazio.

Demonstração. Ao repetir o procedimento da prova do Teorema 6.5, encontramos

lim
n→∞

(b(ψn)−λ1(0)∥ψn∥2
H ) =

(
π

2ε

)2 ∫
R

(
1
g2 −

1
1− τ2

0

)
gds = 0, (6.14)

em ψn é dado por (6.13). Assim, modificamos ψn adicionando a seguinte perturbação

ψn,δ (s, t) = ψn(s, t)+δφ(s, t),

em que δ é um número real e φ(s, t) := ξ (s)tχ1(t), com ξ ∈ C∞
0 (R) uma função não nula de valor

real que será determinada posteriormente. Note que ψn,δ ∈ dom b e

b(ψn,δ )−λ1(0)∥ψn,δ∥2
H =(b(ψn)−λ1(0)∥ψn∥2

H )

+2δ (b(ψn,φ)−λ1(0)⟨ψn,φ⟩H )

+δ
2(b(φ)−λ1(0)∥φ∥2

H ). (6.15)

Como ψn = 1 em suppξ , para todo n suficientemente grande, tem-se

b(ψn,φ)−λ1(0)⟨ψn,φ⟩H =
∫

Λ

−1
g

τχ
′
1

(
ξ
′tχ1 −

τ

ε
ξ (χ1 + tχ ′

1)
)

dsdt

=
∫
R

(
τ

2g

)′
ξ ds; (6.16)

a última igualdade segue de uma integração por partes. Por consequência de (6.14)-(6.16), tem-se

lim
n→∞

(b(ψn,δ )−λ1(0)∥ψn,δ∥2
H ) = δ

∫
R

(
τ

g

)′
ξ ds+δ

2(b(φ)−λ1(0)∥φ∥2
H ). (6.17)

Observe que (τ/g)′ é identicamente igual a zero se, e somente se, τ é uma função constante. Assim,

como τ é uma função não constante por hipótese, podemos escolher ξ de tal modo que
∫
R(τ/g)′ξ ds<

0. Além disso, tome δ > 0 suficientemente pequeno de tal modo que o limite em (6.17) é negativo.

Assim, existe n0 ∈ N tal que b(ψn0,δ )−λ1(0)∥ψn0,δ∥
2
H < 0.
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Observação 6.7. Seja κ(s) a curvatura de Γ na posição Γ(s). Suponha que a curva Γ satisfaz certas

condições de modo que exista o referencial de Frenet {T (s),N(s),B(s)}. Em particular, T ′(s) =

κ(s)N(s). Lembre-se que κ denota a curvatura da curva Γ e τ(s) := T (s) ·u. Se κ ∈ L1
loc(R) então a

condição τ ′ ∈ L1
loc(R) do Teorema 6.6 é satisfeita. De fato, como τ ′(s) := T ′(s) ·u = κ(s)(N(s) ·u),

segue-se

|τ ′(s)| ≤ |κ(s)|.

6.4 Número de autovalores discretos

Defina θ(u,s) o ângulo entre o vetor u e a reta tangente à curva Γ no ponto Γ(s). Defina

θ(u) := lim
|s|→∞

θ(u,s);

esse limite existe pela condição (6.6). Esse seção é dedicada à prova da seguinte propriedade.

Teorema 6.8. Sob as condições em (6.4) e (6.6). Para cada n ∈N, existe θn ∈ (0,π/2] tal que, para

todo u ∈ R3 com θ(u)< θn, tem-se

N(−∆
D
Π)≥ n,

em que N(−∆D
Π
) denota o número de autovalores discretos de −∆D

Π
, contando a multiplicidade.

Demonstração. Para o caso n = 0, nada a fazer. Vamos provar a afirmação para algum n ≥ 1. Seja

ϕ ∈ H1(R) uma função não nula tal que suppϕ ⊂ (s0,s1), s0 < s1. Para cada j ∈ {1, · · · ,n}, defina

ψ j(s, t) := N jϕ j(s)χ1(t),

em que

ϕ j(s) := ϕ(s− ( j−1)(s1 − s0)), N−2
j :=

∫
R
|ϕ j|2 f ds.

O conjunto {ψ j}n
j=1 é uma base ortonormal de um subespaço de dom b. Além disso, se i ̸= j então

b(ψi,ψ j) = 0, pois ψi e ψ j possuem suportes disjuntos. Pelo Lema 4.5.4 de [15] e Teorema 6.1, uma

condição suficiente para −∆D
Π

ter pelo menos n autovalor discreto é

b(ψ j)−λ1(0)∥ψ j∥2
H < 0, (6.18)

para todo j ∈ {1, · · · ,n}. Alguns cálculos mostram que

b(ψ j)−λ1(0)∥ψ j∥2
H = N2

j

∫
R

1
g

(∣∣ϕ ′
j
∣∣2 +( π

2ε

)2
|ϕ j|2

)
ds− 1

1− τ2
0

(
π

2ε

)2
. (6.19)

Sabemos que cosθ(u,s) = |T (s) ·u|. Usando a condição (6.6), tem-se cosθ(u) = |τ0|. Assim,

1− τ
2
0 = 1− cos2

θ(u) = sen2
θ(u).
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Como 0 < θ(u)< θn ≤ π/2 e seno é uma função crescente em (0,π/2], segue que

1− τ
2
0 = sen2

θ(u)< sen2
θn.

Aplicando esta estimativa e g2 ≥ 1−∥τ∥2
L∞(R) em (6.19), obtemos

b(ψ j)−λ1(0)∥ψ j∥2
H <

N2
j

(1−∥τ∥2
L∞(R))

1/2

∫
R

(∣∣ϕ ′∣∣2 +( π

2ε

)2
|ϕ|2

)
ds− 1

sen2θn

(
π

2ε

)2
. (6.20)

Tome θn ∈ (0,π/2] de tal modo que

sen2
θn =

(
π

2ε

)2
[

max
j∈{1,··· ,n}

N2
j

(1−∥τ∥2
L∞(R))

1/2

∫
R

(∣∣ϕ ′∣∣2 +( π

2ε

)2
|ϕ|2

)
ds

]−1

.

Logo, a expressão do lado direito de (6.20) é não positiva, para todo j ∈ {1, · · · ,n}. Consequente-

mente, (6.18) vale para todo u ∈ R3 com θ(u)≤ θn. Assim, segue o resultado.

A Proposição 6.8 mostra que o número de autovalores discreto de −∆D
Π

cresce quando θ(u,s)
tende a zero no infinito. Em particular, diminuir o ângulo θ(u,s) implica diminuir a largura da faixa.
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APÊNDICE A

Alguns resultados clássicos

Neste apêndice, vamos apresentar definições e resultados conhecidos na literatura que foram utili-

zados no decorrer do trabalho. Todas as demonstrações dos resultados deste apêndice serão omitidas

do texto por estarem fora do escopo deste trabalho. Ao longo deste apêndice, H é usado para denotar

um espaço de Hilbert complexo e a notação Y ⊑ X significa que Y é um subconjunto denso de X .

A.1 Princı́pio do Minimax

Em alguns casos é possı́vel caracterizar os autovalores de um operador que estão abaixo do seu

espectro essencial através de uma aproximação variacional. Vejamos os resultados abaixo.

Proposição A.1. Seja T : dom T ⊑ H −→ H um operador autoadjunto e limitado inferiormente.

Suponha que os autovalores discretos de T , contando a multiplicidade, satisfazem

E1 < E2 < E3 < · · ·< infσess(T ).

Então

E1 = inf
0̸=ξ∈dom T

⟨ξ ,T ξ ⟩H
∥ξ∥2

H

, P1 := ker(T −E11),

E2 = inf
0̸=ξ∈dom T∩P⊥

1

⟨ξ ,T ξ ⟩H
∥ξ∥2

H

, P2 := P1 ⊕ker(T −E21),

E3 = inf
0 ̸=ξ∈dom T∩P⊥

2

⟨ξ ,T ξ ⟩H
∥ξ∥2

H

, P3 := P2 ⊕ker(T −E31), · · · .

A Proposição A.1 é conhecida como caracterização variacional do espectro discreto. Para mais

detalhes, veja a Proposição 11.4.28 de [16].
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Teorema A.2 (Princı́pio do Minimax). Seja T : dom T ⊑ H−→ H um operador autoadjunto e limi-

tado inferiormente. Para cada j ∈ N, defina

λ j(T ) := sup
M j−1

{
inf

0̸=ψ∈dom T∩M⊥
j−1

⟨ψ,T ψ⟩H
∥ψ∥2

H

}
, (A.1)

em que o supremo é tomado sobre todos os subespaços lineares M j−1 de dimensão no máximo j−1.

Então

(i) λ j(T ) < infσess(T ) se, e somente se, T tem no mı́nimo j autovalores menores que infσess(T ).

Neste caso, λ j(T ) é o j-ésimo autovalor de T , contando a multiplicidade, e o supremo em (A.1)

é atingido quando M j−1 = [e1, · · · ,e j−1], em que cada ei é o autovetor de T correspondente ao

i-ésimo autovalor, i = 1, · · · , j−1.

(ii) λ j(T )= infσess(T ) se, e somente se, T tem no máximo j−1 autovalores menores que infσess(T ).

Neste caso, λ j(T ) = λ j+1(T ) = · · · .

Existem várias versões equivalentes ao Princı́pio do Minimax. A seguir enunciaremos uma dessas

versões onde trabalhamos com a forma quadrática associada a T invés do próprio operador.

Teorema A.3. Sejam T,λ j(T ) e M j−1 como definidos no Teorema A.2. Para cada j ∈ N, tem-se

λ j(T ) = sup
M j−1

{
inf

0 ̸=ψ∈dom q∩M⊥
j−1

q(ψ)

∥ψ∥2
H

}
,

em que q(·) e dom q são a forma quadrática associado a T e o seu domı́nio, respectivamente.

As provas dos Teoremas A.2 e A.3 pode ser encontradas na Subseção I.6.10 de [31] ou na Seção

XII.2 de [43].

A.2 Famı́lia analı́tica do tipo A

Nesta seção, apresentamos a definição de uma famı́lia analı́tica do tipo A. Em seguida, enuncia-

mos alguns resultados que auxiliaram no desenvolvimento deste trabalho. Aqui, J denota um intervalo

aberto de R. As principais referências para este seção são [31, 43].

Definição A.4. Uma famı́lia {T (x) : x ∈ J} de operadores autoadjuntos atuando em H é chamada de

famı́lia analı́tica do tipo A se são satisfeitas as seguintes condições:

(i) dom T (x) = D, ou seja, os domı́nios dos operadores não dependem de x;

(ii) Para cada ψ,η ∈ D, tem-se ⟨T (x)ψ,η⟩H é uma função analı́tica em J.
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Definição A.5. Sejam S : dom S ⊑ H −→ H e T : dom T ⊑ H −→ H operadores lineares. Dizemos

que S é T -limitado se dom T ⊂ dom S e existem a,b ≥ 0 tais que

∥Sξ∥H ≤ a∥T ξ∥H+b∥ξ∥H,

para todo ξ ∈ dom T . O ı́ndice limite de S é o ı́nfimo dos a’s admissı́vel na desigualdade.

Teorema A.6. Seja {T (x) : x ∈ J} uma famı́lia analı́tica do tipo A. Se existe um x0 ∈ J tal que T (x0)

possui resolvente compacto, então T (x) possui resolvente compacto, para todo x ∈ J.

Pelo Teorema 3.9 da Seção VII.3 de [31], temos o seguinte resultado.

Teorema A.7. Seja {T (x) : x ∈ J} uma famı́lia de operadores autoadjuntos do tipo A. Além disso,

suponha que T (x) possui resolvente compacto, para algum x∈ J. Então, todos os autovalores de T (x)

podem ser representados por funções analı́ticas em J. Mais precisamente, existem uma sequência de

funções reais {En(x)}n∈N e uma sequência de funções {Φn(x)}n∈N em H, todas analı́ticas em J, de

modo que, para cada x ∈ J, En(x) representa todos os autovalores de T (x) e a sequência {Φn(x)}n∈N

forma uma famı́lia ortonormal completa de autovetores de T (x).

A.3 Operadores de Schrödinger

Finalizamos essa apêndice com alguns resultados da teoria de pertubação que foram utilizados

nos estudos do espectro do operador Laplaciano de Dirichlet-Neumann.

Lema A.8. Sejam µ ∈R e U uma função real, limitada e mensurável em (0,1). Considere o operador

autoadjunto Hµ :=−∂ 2
t +U(t)1, dom Hµ := {ψ ∈ H2(0,1) : ψ(0) = 0,ψ ′(1)+µψ(1) = 0}, agindo

em L2(0,1). Seja λ1(Hµ) o primeiro autovalor de Hµ . Se µ1 ≤ µ2, então λ1(Hµ1) ≤ λ1(Hµ2). Mais

precisamente,

λ1(Hµ1)≤ λ1(Hµ2)+(µ1 −µ2)
ψ1(1)2

∥ψ1∥2
L2(0,1)

,

em que ψ1 é uma autofunção real de Hµ1 correspondente ao autovalor λ1(Hµ1).

Teorema A.9. Sejam µ ∈ R\{0} e U uma função real, limitada e mensurável em R. Considere o

operador autoadjunto Hµ :=−∆R+µU(s)1, dom Hµ := H2(R), agindo em L2(R). Para cada j ∈N,

tem-se

lim
µ→+∞

λ j(Hµ)

µ
= inf

s∈R
U(s);

λ j(Hµ) correspondente ao autovalor de Hµ de acordo com o Princı́pio do Minimax.

As provas do Lema A.8 e do Teorema A.9 podem ser encontradas em [11, Lema 1] e [25, Teorema

4], respectivamente.
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APÊNDICE B

Prova da Proposição 2.2

Este apêndice é dedicado à prova da Proposição 2.2 enunciado no Capı́tulo 2. Os próximos resul-

tados são adaptações simples do Lema 4.1 e Proposição 4.2 de [7], e Lema 4.2 de [17].

Lema B.1. Um número real λ pertence ao espectro essencial de Cε se, e somente se, existe uma

sequência {ψn}n∈N ⊂ dom cε satisfazendo as seguintes condições:

(i) ∥ψn∥L2(Λ) = 1, para todo n ∈ N;

(ii) (Cε −λ1)ψn → 0, quando n → ∞, na norma do espaço dual (dom cε)
∗ ;

(iii) suppψn ⊂ Λ\(−n,n)× (−1,1), para todo n ∈ N.

Demonstração. Sabemos que λ ∈ σess(Cε) se, e somente se, existe uma sequência {ξn}n∈N ⊂ dom cε

satisfazendo (i), (ii) e (iii′): ξn ⇀ 0 em L2(Λ), quando n → 0; veja, por exemplo, Teorema 5 em [39].

Seja {ψn}n∈N uma sequência satisfazendo as condições (i), (ii) e (iii). Consequentemente, {ψn}n∈N

satisfaz (i), (ii) e (iii′).

Por outro lado, seja {ξn}n∈N ⊂ dom cε uma sequência satisfazendo (i), (ii) e (iii′). Considere

η ∈C∞(R), 0 ≤ η ≤ 1, η = 0 em [−1,1], e η = 1 em R\(−2,2). Para cada k ∈ N, defina

ηk(s, t) := η(s/k), (s, t) ∈ Λ.

Considere a sequência {ηk}k∈N ⊂ C∞(Λ). Como (1− ηk)(Cε + 1)−1 é compacto em L2(Λ) e ξn

satisfaz a condição (iii′), segue que (1−ηk)(Cε + 1)−1ξn → 0 em L2(Λ), quando n → ∞, para todo

k ∈ N. Então, existe uma subsequência {ξnk}k∈N de {ξn}n∈N tal que (1−ηk)(Cε +1)−1ξnk → 0 em

L2(Λ), quando k → ∞. Ao escrever

ξnk = (Cε +1)−1(Cε −λ1)ξnk +(λ +1)(Cε +1)−1
ξnk

e usando (ii), segue que (1−ηk)ξnk → 0 em L2(Λ), quando k → ∞. Assim, suponha que ∥ηkξnk∥ ≥
1/2, para todo k ∈ N. Finalmente, defina

ψk :=
ηkξnk

∥ηkξnk∥
, k ∈ N.
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A sequência {ψk}k∈N ⊂ dom cε satisfaz as condições (i) e (iii). Resta verificar (ii), isto é,

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

|cε(φ ,ψk)−λ ⟨φ ,ψk⟩|
∥φ∥+

−→ 0, (B.1)

quando k → ∞, em que ∥φ∥2
+ := cε(φ)+∥φ∥2.

Alguns cálculos mostram que

cε(φ ,ηkξnk)−λ ⟨φ ,ηkξnk⟩=cε(ηkφ ,ξnk)−λ ⟨ηkφ ,ξnk⟩+
∫

Λ

1
f 2
ε

φ ∂
2
s ηk ξnkdsdt

+2
∫

Λ

1
f 2
ε

(
∂sφ − ∂s fε

fε

φ

)
∂sηk ξnkdsdt. (B.2)

Uma vez que (
∂sφ − ∂s fε

2 fε

φ

)(
∂s(ηkξnk)−

∂s fε

2 fε

ηkξnk

)
=(

∂s(ηkφ)− ∂s fε

2 fε

ηkφ

)(
∂sξnk −

∂s fε

2 fε

ξnk

)
+∂sφ∂sηkξnk −φ∂sηk∂sξnk ,

e, fazendo integração por parte na última parcela,

−
∫

Λ

1
f 2
ε

φ∂sηk∂sξnkdsdt =
∫

Λ

1
f 2
ε

φ ∂
2
s ηk ξnkdsdt +

∫
Λ

1
f 2
ε

(
∂sφ −2

∂s fε

fε

φ

)
∂sηk ξnkdsdt,

encontramos ∫
Λ

1
f 2
ε

(
∂sφ − ∂s fε

2 fε

φ

)(
∂s(ηkξnk)−

∂s fε

2 fε

ηkξnk

)
dsdt =∫

Λ

1
f 2
ε

(
∂s(ηkφ)− ∂s fε

2 fε

ηkφ

)(
∂sξnk −

∂s fε

2 fε

ξnk

)
dsdt +

∫
Λ

1
f 2
ε

φ ∂
2
s ηk ξnkdsdt

+2
∫

Λ

1
f 2
ε

(
∂sφ − ∂s fε

fε

φ

)
∂sηk ξnkdsdt.

Assim, obtemos a igualdade (B.2).

Agora, como {ξnk}k∈N satisfaz (ii), tem-se

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

|cε(ηkφ ,ξnk)−λ ⟨ηkφ ,ξnk⟩|
∥φ∥+

≤ sup
φ∈H1

0 (Λ)
ηkφ ̸=0

|cε(ηkφ ,ξnk)−λ ⟨ηkφ ,ξnk⟩|
∥ηkφ∥+

−→ 0,

quando k → ∞. Pela desigualdade de Hölder, juntamente com as estimativas ∥φ∥ ≤ ∥φ∥+ e cε(φ)≤
∥φ∥2

+, encontramos

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

{
1

∥φ∥+

∫
Λ

1
f 2
ε

|φ ||∂ 2
s ηk||ξnk |dsdt

}
≤ ∥∂

2
s ηk∥L∞(Λ) = k−2∥η

′′∥L∞(R) −→ 0,

e

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

{
1

∥φ∥+

∫
Λ

1
f 2
ε

∣∣∣∣∂sφ − ∂s fε

2 fε

φ

∣∣∣∣ |∂sηk||ξnk |dsdt
}

≤ ∥∂sηk∥L∞(Λ) = k−1∥η
′∥L∞(R) −→ 0,
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quando k → ∞. Finalmente, como β ,β ′ ∈ L∞(R), temos

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

{
1

∥φ∥+

∫
Λ

∣∣∣∣∂s fε

f 3
ε

∣∣∣∣ |φ ||∂sηk||ξnk |dsdt
}

≤ ∥∂sηk∥L∞(Λ) = k−1∥η
′∥L∞(R) −→ 0,

quando k → ∞. Portanto, provamos que {ψk}k∈N satisfaz (B.1).

Observação B.2. A mesma conclusão do Lema B.1 vale para o operador Dε .

Prova da Proposição 2.2. Se λ ∈ σess(Dε), existe uma sequência {ψn}n∈N ⊂ dom dε tal que ∥ψn∥=
1, suppψn ⊂ Λ\(−n,n)× (−1,1), para todo n ∈ N, e (Dε −λ1)ψn → 0, quando n → ∞, na norma

do espaço dual (dom dε)
∗ . Como a função β tem suporte compacto, existe algum s0 > 0 tal que

suppβ ⊂ [−s0,s0]. Tome n0 ∈ N tal que n0 > s0. Então, para cada φ ∈ H1
0 (Λ),

cε(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩= dε(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩,

para todo n ≥ n0. Consequentemente,

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

|cε(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩|
∥φ∥+

−→ 0,

quando n → ∞. O Lema B.1 implica que λ ∈ σess(Cε). De maneira semelhante, é possı́vel mostrar

que σess(Cε)⊂ σess(Dε).
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APÊNDICE C

Prova da Proposição 6.2

Este apêndice é dedicado à prova da Proposição 6.2 enunciado no Capı́tulo 6. Seguiremos a

mesma estratégia usada no Apêndice B. Antes de enunciar o próximo resultado, apresentamos algu-

mas considerações importantes.

Como τ ∈ L∞(R), alguns cálculos mostram que

K37c(ψ)≤ b(ψ)≤ K38c(ψ) e K39∥ψ∥H0 ≤ ∥ψ∥H ≤ K40∥ψ∥H0, (C.1)

para todo ψ ∈ H1
0 (Λ), para algum K37,K38,K39,K40 > 0. Lembre-se que os espaços de Hilbert H =

L2(Λ,gdsdt) e H0 = L2(Λ,g0dsdt) foram definidos no Capı́tulo 6. Estas estimativas serão úteis para

provar a Proposição 6.2.

Lema C.1. Um número real λ pertence ao espectro essencial de T se, e somente se, existe uma

sequência {ψn}n∈N ⊂ dom b satisfazendo as seguintes condições:

(i) ∥ψn∥H = 1, para todo n ∈ N;

(ii) (T −λ1)ψn → 0, quando n → ∞, na norma do espaço dual (dom c)∗ ;

(iii) suppψn ⊂ Λ\(−n,n)× (−1,1), para todo n ∈ N.

A demonstração deste lema segue pelos mesmos argumentos da prova do Lema B.1. Assim,

optamos em omiti-la neste texto.

Observação C.2. A mesma conclusão do Lema C.1 vale para o operador C agindo em H0.

Prova da Proposição 6.2. Seja λ ∈σess(C), existe uma sequência {ψn}n∈N⊂ dom c tal que ∥ψn∥H0 =

1, suppψn ⊂ Λ\(−n,n)× (−1,1), para todo n ∈ N, e (C−λ1)ψn → 0, quando n → ∞, na norma do

espaço dual (dom c)∗. Vamos construir a partir desta uma nova sequência {ξn}n∈N ⊂ dom b satisfa-

zendo (i), (ii) e (iii) do Lema C.1.

75
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Devido as estimativas em (C.1), tem-se {ψn}n∈N ⊂ dom b. Assim, defina

ξn :=
ψn

∥ψn∥H
, n ∈ N.

A sequência {ξn}n∈N ⊂ dom bε satisfaz as condições (i) e (iii). Resta verificar (ii), ou seja,

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

|b(φ ,ξn)−λ ⟨φ ,ξn⟩H |
∥φ∥+

−→ 0, (C.2)

quando n → ∞, em que ∥φ∥2
+ := b(φ)+∥φ∥2

H . Note que

|b(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩H | ≤ |c(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩H0|+ |m(φ ,ψn)|, (C.3)

para cada função teste φ ∈C∞
0 (Λ), em que

m(φ ,ψn) := (b(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩H )− (c(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩H0).

Por (C.1), existe K41 > 0 tal que

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

|c(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩H0 |
∥φ∥+

≤ K41 sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

|c(φ ,ψn)−λ ⟨φ ,ψn⟩H0|√
c(φ)+∥φ∥H0

−→ 0, (C.4)

quando n → ∞, pois (C−λ1)ψn → 0 na norma do espaço dual (dom c)∗, quando n → ∞.

Agora, podemos escrever τ(s) = τ0 + γ(s), em que γ(s) := τ(s)− τ0. Tem-se

b(φ ,ψn) =
∫

Λ

1
g

(
∂sφ − τ0

ε
∂tφ
)(

∂sψn −
τ0

ε
∂tψn

)
dsdt −

∫
Λ

τ − τ0

εg

(
∂sφ − τ0

ε
∂tφ
)

∂tψndsdt

−
∫

Λ

τ − τ0

εg
∂tφ
(

∂sψn −
τ0

ε
∂tψn

)
dsdt +

1
ε2

∫
Λ

∂tφ∂tψngdsdt.

Pela desigualdade de Hölder,

|m(φ ,ψn)| ≤
∥∥∥∥1

g
− 1

g0

∥∥∥∥
L∞(R\(−n,n))

∥∥∥∥∂sφ − τ0
∂tφ

ε

∥∥∥∥
L2(Λ)

∥∥∥∂sψn −
τ0

ε
∂tψn

∥∥∥
L2(Λ)

+

∥∥∥∥τ − τ0

εg

∥∥∥∥
L∞(R\(−n,n))

∥∥∥∂sφ − τ0

ε
∂tφ

∥∥∥
L2(Λ)

∥∂tψn∥L2(Λ)

+

∥∥∥∥τ − τ0

εg

∥∥∥∥
L∞(R\(−n,n))

∥∂tφ∥L2(Λ)

∥∥∥∂sψn −
τ0

ε
∂tψn

∥∥∥
L2(Λ)

+
1
ε2 ∥g−g0∥L∞(R\(−n,n)) ∥∂tφ∥L2(Λ) ∥∂tψn∥L2(Λ)

+ |λ |∥g−g0∥L∞(R\(−n,n)) ∥φ∥L2(Λ)∥ψn∥L2(Λ). (C.5)

Usando (C.1) junto com ∥∂sφ − (τ0/ε)∂tφ∥2
L2(Λ)

≤ g0c(φ), temos∥∥∥∂sφ − τ0

ε
∂tφ

∥∥∥
L2(Λ)

≤ K42∥φ∥+, (C.6)
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para algum K42 > 0. Ao mesmo tempo, como τ ∈ L∞(Λ), existe K43 > 0 de modo que

∥φ∥L2(Λ) ≤ K43∥φ∥H e ∥∂tφ∥L2(Λ) ≤ K43∥∂tφ∥H . (C.7)

Consequentemente, (C.5)-(C.7) implica que

|m(φ ,ψn)|
∥φ∥+

≤K42

∥∥∥∥1
g
− 1

g0

∥∥∥∥
L∞(R\(−n,n))

(
∥∂sψn∥L2(Λ)+

τ0

ε
∥∂tψn∥L2(Λ)

)
+

K42

ε

∥∥∥∥τ − τ0

g

∥∥∥∥
L∞(R\(−n,n))

∥∂tψn∥L2(Λ)

+
K43

ε

∥∥∥∥τ − τ0

g

∥∥∥∥
L∞(R\(−n,n))

(
∥∂sψn∥L2(Λ)+

τ0

ε
∥∂tψn∥L2(Λ)

)
+

K43

ε2 ∥g−g0∥L∞(R\(−n,n)) ∥∂tψn∥L2(Λ)

+K43|λ |∥g−g0∥L∞(R\(−n,n)) ∥ψn∥L2(Λ). (C.8)

Sabemos que {ψn}n∈N é limitado em dom c. Em particular, {ψn}n∈N é limitado em H1
0 (Λ) com a

norma usual, pois ∥ · ∥H0 e ∥ · ∥L2(Λ) são normas equivalentes. Portanto, segue de (6.6) e (C.8),

sup
φ∈H1

0 (Λ)
φ ̸=0

|mε(φ ,ψn)|
∥φ∥+

→ 0, (C.9)

quando n → ∞. Pela estimativas (C.3), (C.4) e (C.9), obtemos (C.2). Assim, pelo Lema C.1, λ ∈
σess(T ).

De maneira semelhante, é possı́vel mostrar a inclusão oposta σess(T )⊂ σess(C).
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trum in curved tubes. Differential Geometry and its Applications, v. 23, n. 2, p. 95-105, 2005.

[9] CLARK, I. J.; BRACKEN, A. J. Effective potentials of quantum strip waveguides and their depen-
dence upon torsion. Journal of Physics A: Mathematical and General, v. 29, n. 2, p. 339-348,
1996.
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[13] DAUGE, M.; RAYMOND, N. Plane waveguides with corners in the small angle limit. Journal of
Mathematical Physics, v. 53, n. 12, Article ID 123529, 34 p., 2012.
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[38] KREJČIŘÍK, D.; KŘÍŽ, J. On the spectrum of curved quantum waveguides. Publications of
RIMS, Kyoto University, v. 41, n. 3, p. 757-791, 2005.
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