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Perturbações Unitárias Multiplicativas
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à minha famı́lia e amigos.





Agradecimentos
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Resumo

Para o operador auto-adjunto H, a perturbação H+A, sendo A também um operador auto-adjunto,

há uma longa lista de resultados em relação ao espectro dessa perturbação. Nós estudamos o espectro

da perturbação multiplicativa UX (XU), com U e X operadores unitários. Especificamente, encontra-

mos resultados análogos para os Teoremas de Howland, Weyl-von Neumann e em relação ao espectro

singular contı́nuo para uma perturbação de posto um.

Palavras-chave: Operadores Auto-adjuntos, Operadores Unitários, Perturbações Multiplicativas, De-

composição Espectral, Teorema de Birman-Krein, Teorema de Weyl-von Neumann, Teorema de Ho-

wland.
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Abstract

For the self-adjoint operator H, the perturbation H +A, with A also a self-adjoint operator, there

is a long list of results regarding the spectrum of this perturbation. We study the spectrum of a

multiplicative perturbation XU (UX) with U and X unitary operators. Specifically, we find similar

results for the Howland, Weyl-von Neumann Theorems and the continuous singular spectrum for a

perturbation of rank one.

Keywords: Self-adjoint Operators, Unitary Operators, Multiplicative Perturbations, Spectral Decom-

position, Birman-Krein Theorem, Weyl-von Neumann Theorem, Howland Theorem.
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1.2.2 Subespaços Espectrais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Lista de Sı́mbolos

N : Conjuntos dos números naturais;

R : Conjuntos dos números reais;

C : Conjuntos dos números complexos;

K : Conjunto que pode ser R ou C;

D : Denota o disco unitário aberto;

T,S1 ou ∂D : Denota o toro de dimensão 1;

B,H : Denotam os espaços de Banach e Hilbert respectivamente;

dom(T ) : Domı́nio do operador linear T ;

Im(T ) : Imagem do operador linear T ;

ℜ(z) : A parte real de um número complexo z;

ℑ(z) : A parte imaginária de um número complexo z;

1 : Denota o operador linear identidade;

A ⊑ B : Diz que A é um subconjunto denso de B;

l ≪ m : A medida l é absolutamente contı́nua em relação à medida m:

l ⊥ m : A medida l é mutuamente singular em relação à medida m:

l ∼ m : As medidas l e m são equivalentes:

“q.t.p.” : Abrevia quase todo ponto em relação a alguma medida.





Introdução

Estamos interessados na preservação dos diferentes tipos de espectro para operadores unitários U ,

em um espaço de Hilbert H , sob perturbações multiplicativas (de fato, são composições de operado-

res), ou seja, se X for outro operador unitário, a perturbação tem a forma

U 7→UX ,

que é uma perturbação pela direita, e

U 7→ XU

é uma perturbação pela esquerda. Observe que ambos XU e UX são operadores unitários.

A questão geral, a tentar responder nesta investigação, é em que tipo de espectro de qualquer

operador unitário U é preservado, ou não, sob uma perturbação multiplicativa não trivial X ̸= 1, e

este estudo foi motivado pelas correspondentes perguntas feitas por Howland [10], del Rio, Makarov

e Simon [9] e Weyl-von Neumann [8] (o famoso teorema que leva o mesmo nome), no contexto de

perturbações aditivas para operadores auto-adjuntos.

Howland concluiu que não existe uma generalização trivial do Teorema de Kato-Rosenblum, ou

seja, só o espectro absolutamente contı́nuo (em relação à medida Lebesgue) pode ser (sempre) pre-

servado sob uma perturbação diferente de zero (no momento, sob perturbações de classe traço). Del

Rio, Makarov e Simon concluı́ram que para um operador auto-adjunto A perturbado por λP, com

λ ∈ R e P é o operador de projeção de posto 1 sobre múltiplos de ϕ (o qual é um vetor cı́clico),

resulta em espectro singular contı́nuo em um intervalo (α,β ) ⊂ R para um Gδ denso de valores da

intensidade λ da perturbação. Finalmente, Weyl-von Neumann concluı́ram que que para qualquer

operador auto-adjunto, existe outro operador auto-adjunto e Hilbert-Schmidt tal que a perturbação

aditiva entre ambos operadores tem espectro pontual puro. Nossas conclusões são semelhantes, mas

agora sob perturbações multiplicativas e para operadores unitários. Nossos argumentos seguem as

linhas gerais dos trabalhos originais, e não segue o argumento por meio da transformada de Cayley,

já que essa não leva a soma dos operadores auto-adjuntos na forma multiplicativa U 7→UX .

Como motivação adicional, que vale a pena mencionar, temos que tais perturbações multiplicati-

vas entre operadores unitários aparecem em sistemas quânticos [4, 6] com perturbações especı́ficas.

Seja A um operador auto-adjunto descrevendo um certo sistema quântico (um “livre”), tal que para

cada instante de tempo jτ , com j ∈ Z, sofre uma perturbação chutada (kicked) por outro operador

1



2 Introdução

auto-adjunto B. O operador formal que descreve o sistema é

A+B ∑
j∈Z

δ (t − jτ),

cujo operador de evolução temporal entre dois chutes consecutivos (de imediatamente após de um

chute até imediatamente após o próximo; o operador Floquet) é dado por [4]

e−iBe−iAτ ,

ou seja, as perturbações multiplicativas e−iB dos operadores unitários e−iAτ . Um modelo histórico

importante [4] é o chamado rotor chutado (kicked rotator) com

A =− d2

dθ 2 e B = κ cos(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

e um parâmetro real κ > 0 (o espaço de Hilbert é L2(S)); é esperado que, para a maioria dos

perı́odos τ , o correspondente operador Floquet tenha um espectro pontual puro e uma dinâmica locali-

zada, especialmente para κ > 1 (que é uma região em que a fı́sica clássica e a fı́sica quântica discorda-

riam em termos de localização de energia), mas que atualmente existe uma demonstração matemática

[3] para dinâmica quântica localizada, apenas para κ o suficientemente pequeno (0 < κ ≪ 1). Uma

demonstração dessa localização para κ > 1 é de grande interesse!

Este trabalho está dividido da seguinte forma. No Capı́tulo 1 revisamos definições e resultados

conhecidos da teoria de operadores que serão úteis ao longo do texto. No Capı́tulo 2 definimos de-

talhadamente o que se refere à preservação de uma medida, por perturbações à esquerda e à direita,

de um operador unitário. Finalmente, nesse mesmo capı́tulo, mostraremos que não há generalização

para o Teorema de Birman-Krein. No Capı́tulo 3 nossa contribuição é mostrar que, para o famoso Te-

orema de Weyl-von Neumann, existe um análogo para perturbações multiplicativas e com operadores

unitários. Já no Capı́tulo 4, mostraremos um resultado em relação ao espectro singular contı́nuo, mas

apenas para uma perturbação multiplicativa e unitária de posto 1. Por fim, no Capı́tulo 5, fazemos

uma demonstração alternativa do Teorema de Birman-Krein, mas para uma perturbação multiplicativa

e unitária de posto finito.



CAPÍTULO 1

Operadores Lineares e Espectro

Neste capı́tulo relembraremos algumas definições básicas e resultados da teoria dos operadores li-

neares em espaços normados, com ênfase nos espaços de Hilbert. Neste trabalho B e H representam

sempre o espaço de Banach e o espaço de Hilbert respectivamente. O conjunto B(H1,H2) representa

o conjunto de operadores lineares limitados e se H1 = H2 = H o conjunto se escreve como B(H ).

Também a notação A ⊑ B indica que o conjunto A é um subconjunto denso em B.

Definição 1.1. O operador linear T : dom(T )⊂ H → H é simétrico se:

⟨T ξ ,η⟩= ⟨ξ ,T η⟩ , para todo ξ ,η ∈ dom(T ).

T é hermitiano se for simétrico e dom(T ) for um subconjunto denso em H .

Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert. Seja T : dom(T )⊑ H1 → H2, definimos dom(T ∗) como o

espaço vetorial dos elementos η ∈ H2 tais que o funcional linear

ξ 7→ ⟨η ,T ξ ⟩ , ξ ∈ dom(T ),

pode ser representado por ζ ∈ H1, ou seja,

⟨η ,T ξ ⟩= ⟨ζ ,ξ ⟩ , para todo ξ ∈ dom(T ).

Definição 1.2. O adjunto de T é o operador T ∗ com domı́nio dom(T ∗) definido acima e, para η ∈
dom(T ∗), T ∗η := ζ . Assim,

⟨η ,T ξ ⟩= ⟨T ∗
η ,ξ ⟩ ,

para todo ξ ∈ dom(T ) e para todo η ∈ dom(T ∗).

Observação 1.3. Notar que acima, é essencial que dom(T ) ⊑ H1 para que T ∗ : dom(T ∗) ⊂ H2 →
H1 esteja bem definido.

Definição 1.4. 1. O operador linear T : dom(T )⊑ H → H é auto-adjunto se T = T ∗.

3



4 Capı́tulo 1. Operadores Lineares e Espectro

2. Um operador limitado T : H1 → H2 é unitário se Im(T ) = H2, T é injetor e T ∗ = T−1.

3. Um operador limitado T : H → H é normal se T T ∗ = T ∗T .

Observação 1.5. 1. Note que T : H1 → H2 é unitário se, e somente se,

⟨T ξ ,T η⟩= ⟨ξ ,T ∗T η⟩= ⟨ξ ,η⟩ , para todo ξ ,η ∈ H1,

e Im(T ) = H2; em particular os operadores unitários são isometrias e T−1 também é unitário.

2. Se T for auto-adjunto, então ⟨T ξ ,ξ ⟩ ∈ R, para todo ξ ∈ dom(T ). De fato, dado ξ ∈ dom(T )

⟨T ξ ,ξ ⟩= ⟨ξ ,T ∗
ξ ⟩= ⟨ξ ,T ξ ⟩= ⟨T ξ ,ξ ⟩.

Além disso, um operador auto-adjunto é simétrico. Portanto, todo operador auto-adjunto é

hermitiano.

3. Se T ∈ B(H ), a noção de hermitiano e auto-adjunto coincidem.

Definição 1.6. Sejam T e S operadores lineares em H , defina dom(T + S) := dom(T )∩ dom(S) e

dom(ST ) := {ξ ∈ dom(T ) | T ξ ∈ dom(S)},

(S+T )ξ := T ξ +Sξ e (ST )ξ := S(T ξ ),

que são chamados de operador soma e operador produto, respectivamente.

Teorema 1.7. Sejam T : dom(T )⊑H →H um operador linear e S ∈ B(H ). Então T ∗S∗ = (ST )∗.

Demonstração. [8].

Definição 1.8. Seja {Tn}n∈N uma sequência de operadores em B(H1,H2) e T : H1 → H2 um ope-

rador linear. Dizemos que:

1. Tn converge uniformemente, ou em norma, para T se

∥Tn −T∥→ 0.

2. Tn converge fortemente para T se

∥Tnξ −T ξ∥→ 0, para todo ξ ∈ H1.

A convergência forte de operadores lineares pode ser denotada por Tn
s−→ T ou

s- lim
n→∞

Tn = T .
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3. Tn converge fracamente para T se

| f (Tnξ )− f (T ξ )| → 0, para todo ξ ∈ H1 e f ∈ H ∗
2 = B(H2,K) , com K = R ou C.

A convergência fraca de operadores lineares pode ser denotada por Tn
w−→ T ou

w- lim
n→∞

Tn = T .

Teorema 1.9. Seja H um espaço de Hilbert e T ∈ B(H ) com ∥T∥< 1. Então (1−T ) tem inversa

contı́nua e

(1−T )−1 = 1+
∞

∑
j=1

T j ∈ B(H ).

Demonstração. Como
∥∥T j

∥∥≤ ∥T∥ j para todo j e
∞

∑
j=0

∥T∥ j < ∞, dado que ∥T∥< 1, logo
∞

∑
j=0

∥∥T j∥∥<
∞. Agora, dados os naturais m e n, tais que m > n, tem-se:∥∥∥∥∥ m

∑
j=0

T j −
n

∑
j=0

T j

∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥ m

∑
j=n+1

T j

∥∥∥∥∥≤ m

∑
j=n+1

∥∥T j∥∥→ 0

se m,n → ∞, ou seja,

{
n

∑
j=0

T j

}
n∈N

é de Cauchy no espaço de Hilbert B(H ), então é convergente e

portanto a série
∞

∑
j=0

T j converge.

Seja S =
∞

∑
j=0

T j ∈ B(H ), então

(1−T )◦ (1+T +T 2 + . . .+T n) = 1−T n+1 = (1+T +T 2 + . . .+T n)◦ (1−T )

para todo n ∈ N. Fazendo n → ∞ e como T n+1 → 0 se ∥T∥< 1, obtemos

(1−T )◦S = 1 = S◦ (1−T ),

então 1−T é invertı́vel e que (1−T )−1 = S = 1+
∞

∑
j=1

T j.

Definição 1.10. 1. Dizemos que os espaços de Hilbert H1 e H2 são unitariamente equivalentes

se existir um operador unitário U : H1 → H2 (sobrejetor).

2. Dois operadores lineares Tj : dom(T )⊂ H j → H j, j = 1,2, são unitariamente equivalentes se

existir um operador unitário U : H1 → H2 de forma que dom(T2) :=Udom(T1) e

T2 =UT1U−1 =UT1U∗.

Observação 1.11. Se T1 e T2 forem unitariamente equivalentes, escrevemos T1 ∼= T2.



6 Capı́tulo 1. Operadores Lineares e Espectro

Vejamos uma observação importante com respeito aos operadores auto-adjuntos. Seja T : dom(T )⊑
H → H um operador auto-adjunto, tem-se

∥(T ± i1)ξ∥2 = ∥T ξ∥2 +∥ξ∥2 = ∥ξ∥2
T , para todo ξ ∈ dom(T ),

onde ∥·∥T é a chamada a norma do gráfico de T no dom(T ). Portanto, o operador

U(T ) := (T − i1)(T + i1)−1 : Im(T + i1)→ Im(T − i1)

é linear, injetor e isométrico. Além disso, se Im(T + i1) = Im(T − i1) = H o operador U(T ) é

unitário.

Definição 1.12. O operador U(T ) := (T − i1)(T + i1)−1 : Im(T + i1)→ Im(T − i1) é chamado de

transformada de Cayley para o operador auto-adjunto T .

Definição 1.13. Seja T : dom(T )⊂ H → H um operador linear. O escalar λ é um valor regular do

operador T se (T −λ1) é bijetor e

Rλ (T ) := (T −λ1)−1 : H → H

é contı́nuo. O conjunto dos valores regulares de T é chamado de conjunto resolvente de T e denotado

por ρ(T ) e o operador Rλ (T ) é chamado de operador resolvente de T . Seu complementar (K−ρ(T ))

é chamado de espectro de T e denotado por σ(T ).

Teorema 1.14. Seja T : dom(T ) ⊂ H → H e λ0 ∈ ρ(T ). Então para todo λ no disco |λ −λ0| <
1∥∥Rλ0

∥∥ do plano complexo, Rλ (T ) ∈ B(H ) e

Rλ (T ) =
∞

∑
j=0

(λ −λ0)
jRλ0(T )

j+1.

Demonstração. [8]

Corolário 1.15. Seja T ∈ B(H ). Se |λ |> ∥T∥, então λ ∈ ρ(T ) e ∥Rλ (T )∥→ 0 para λ → ∞.

Demonstração. [8]

Proposição 1.16. Se U : H → H é um operador unitário, então σ(U)⊂ {λ ∈ C | |λ |= 1}.

Demonstração. Dado que ∥U∥ = 1, pelo Corolário 1.15 tem-se |λ | > 1, então λ ∈ ρ(U). Agora,

dado que U−1 = R0(U) é unitário e UU−1 = 1 = U−1U , então 0 ∈ ρ(U), e pelo Teorema 1.14,

se |λ | = |λ −0| < 1
∥U−1∥ =

1
∥R0(U)∥

= 1, temos que λ ∈ ρ(U). Portanto, se λ ∈ σ(U), então

|λ |= 1.



1.1. Teorema Espectral para Operadores Unitários 7

Proposição 1.17. Seja T : dom(T )⊂ B → B. Então para todo z,s ∈ ρ(T ) temos a primeira identi-

dade do resolvente

Rz(T )−Rs(T ) = (z− s)Rz(T )Rs(T ).

Portanto, Rz(T ) comuta com Rs(T ).

Demonstração. [8].

Proposição 1.18. Sejam os operadores T : dom(T )⊂B→B e S : dom(S)⊂B→B, com dom(S)⊂
dom(T ), e λ ∈ ρ(T )∩ρ(S), então temos a segunda identidade do resolvente

Rλ (T )−Rλ (S) = Rλ (T )(S−T )Rλ (S).

Se dom(T ) = dom(S), esta identidade é igual a Rλ (S)(S−T )Rλ (T ).

Demonstração. [8].

1.1 Teorema Espectral para Operadores Unitários

Nesta seção, discutiremos sobre o teorema espectral para operadores unitários, que inclui introdu-

zir os conceitos de resolução da identidade, medida espectral e lembrar este teorema para operadores

auto-adjuntos.

1.1.1 Resolução de Identidade

Seja Pro j (H ) o conjunto de operadores de projeção ortogonal em um espaço de Hilbert H , isto

é, P0 ∈ Pro j (H ) se, e somente se, P0 ∈ B(H ), é auto-adjunto e P2
0 = P0 (o que implica que Im(P0)

é um subespaço fechado de H ). A vai denotar a σ -álgebra de Borel em R e para os conjuntos Λ j,

todos disjuntos uns dos outros, o sı́mbolo ∑
j

Λ j será a união deles. Finalmente, ΞA vai denotar a

função caracterı́stica do conjunto A.

Definição 1.19. A resolução (espectral) da identidade em H é uma aplicação

E : A → Pro j (A )

que satisfaz

1. E (R) = 1.

2. Se Λ =
∞

∑
j=1

Λ j, com Λ j ∈ A , para todo j, então temos o limite forte

E (Λ) = s- lim
n→∞

n

∑
i=1

E
(
Λ j
)
.
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Observação 1.20. 1. A resolução da identidade é também chamada famı́lia espectral, decomposição

espectral, resolução espectral e medida em valores de projeção.

2. A resolução da identidade tem as seguintes propriedades:

(a) E (R\Λ) = 1−E (Λ) e E ( /0) = 0 (o operador nulo).

(b) E

(
∞

∑
i=1

Λ j

)
=

∞

∑
j=1

E
(
Λ j
)

se Λ j,Λk são disjuntos para j ̸= k.

(c) E (Λ1)(Λ2) = E (Λ1 ∩Λ2).

Dada a resolução da identidade E, para cada ξ ∈ H associamos uma medida de Borel positiva

µξ em R por

A ∋ Λ 7→ µξ (Λ) := ⟨ξ ,E (Λ)ξ ⟩ ;

notar que µξ (Λ) = ⟨ξ ,E (Λ)E (Λ)ξ ⟩= ∥E (Λ)ξ∥2 e µξ (R) = ∥ξ∥2. Para o par ξ ,η ∈ H , associa-

mos a medida de Borel complexa

µξ ,η (Λ) := ⟨ξ ,E (Λ)η⟩ ,

pela fórmula de polarização

µξ ,η (Λ) =
1
4
[
µξ+η (Λ)−µξ−η (Λ)+ i

(
µξ−iη (Λ)−µξ+iη (Λ)

)]
.

Claramente µξ = µξ ,ξ e
∣∣µξ ,η

∣∣≤ ∥ξ∥∥η∥.

Definição 1.21. As medidas µξ e µξ ,η são chamadas medidas espectrais da resolução da identidade

E associada com ξ ∈ H e ξ ,η ∈ H , respectivamente.

1.1.2 Teorema Espectral para Operadores Auto-Adjuntos

Suponhamos agora que o operador T : dom(T )⊑ H → H seja auto-adjunto.

Teorema 1.22 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos ). Para cada operador auto-adjunto

T : dom(T )⊑ H → H corresponde a uma única resolução da identidade ET em H , de modo que

T =
∫
R tdET (t).

Demonstração. [8].

Definição 1.23. A resolução da identidade ET é chamada a resolução da identidade associada ao

operador T e as medidas espectrais µT
ξ ,η são chamadas medidas espectrais de T .

Temos para o domı́nio

dom(T ) :=
{

ξ ∈ H |
∫
R

t2dµ
T
ξ
(t)< ∞

}
,



1.1. Teorema Espectral para Operadores Unitários 9

e para cada par ξ ,η ∈ H , ⟨ξ ,T η⟩ é dado por

⟨ξ ,T η⟩=
∫
R

tdµ
T
ξ ,η(t), µ ∈ H , (1.1)

a qual é convergente.

De forma geral, pode ser definido o operador

f (T ) =
∫
R

f dET (t), (1.2)

para qualquer função de Borel f : R→ C.

Observação 1.24. Da equação 1.2, podemos dizer que:

1. Se f (t) for uma função limitada, para todo t ∈ R, então f (T ) é um operador limitado.

2. Se f (t) for uma função real, então f (T ) é um operador auto-adjunto.

3. Se | f (t)|= 1, então f (T ) é um operador unitário.

Se temos uma aplicação t 7→ f (t) injetora, para todo t ∈ R, então a equação 1.2 pode ser reescrita

como segue: seja C uma curva no plano complexo dada por z = f (t) (−∞ < t < ∞), e seja g a função

inversa de f , ou seja, t = g(z). A famı́lia de projeções ortogonais é então definida em C , escrevendo

ET (t) = FT (z), sendo ET a resolução da identidade associada ao operador T . Portanto a equação 1.2

torna-se

f (T ) =
∫
C

zdFT (z). (1.3)

Em particular, se escolhemos a função f (t) =
t − i
t + i

, demonstra-se que qualquer operador unitário, no

qual 1 não é um valor próprio, é caracterizado pela resolução da identidade FT (z), definida no cı́rculo

unitário S1 = C = {z ∈ C | |z|= 1}. Neste caso, FT (z) é geralmente escrito como FT (θ), sendo

z = eiθ (portanto t =−cot
(

θ

2

)
), ou seja, que a representação canônica de um operador unitário U é

tomada como

U =
∫ 2π

0
eiθ FT (θ), (1.4)

em que FT (θ) é uma resolução da identidade.

Agora vamos considerar o operador resolvente Rλ (T ) := (T −λ1)−1; pelo Teorema 1.22, tem-se

Rλ (T ) =
∫
R

dET (t)
t −λ

,

e pela igualdade 1.1,

Rµ(λ ) := ⟨ξ ,Rλ (T )ξ ⟩=
∫
R

dµT
ξ
(t)

t −λ
, (1.5)

e o lado direito de (1.5) é conhecido como transformada de Borel da medida espectral µξ .
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Agora, se tivermos o operador unitário U em vez do operador auto-adjunto T , a transformada de

Borel da medida µU
ξ

associada ao operador U é

Rµ(λ ) := ⟨ξ ,Rλ (U)ξ ⟩=
∫ 2π

0

dµU
ξ
(t)

t −λ
=
∫ 2π

0

dµU
ξ
(t)

eit −λ
, (1.6)

com |λ | ̸= 1.

Da mesma forma, considere o operador Fλ (U) = (U + λ1)(U − λ1)−1, sendo U um operador

unitário, define-se então

Fµ(λ ) := ⟨ξ ,Fλ (U)ξ ⟩=
∫ 2π

0
dµ

U
ξ
(t) · t +λ

t −λ
=
∫ 2π

0
dµ

U
ξ
(t) · eit +λ

eit −λ
, (1.7)

com |λ | ̸= 1. Esta última igualdade é conhecida como transformada de Cauchy.

No Capı́tulo 4 e no Capı́tulo 5, fazemos uso extensivo das transformadas de Cauchy e Borel.

1.2 Decomposição Espectral

Nesta seção vamos discutir a decomposição espectral, ou seja, as partes pontual e contı́nua de

operadores.

1.2.1 Redução Espectral

Seja E um subespaço fechado de H e PE a projeção ortogonal em E, então

H = E ⊕E⊥ e 1 = PE +PE⊥.

Se tivermos um operador linear T : dom(T )⊂ H → H , então

dom(T ) = PE(dom(T ))+PE⊥(dom(T )).

Se PE(dom(T ))⊂ dom(T ), então PE⊥(dom(T )) = (1−PE)(dom(T ))⊂ dom(T ) e portanto

T (dom(T )) = T PE(dom(T ))+T PE⊥(dom(T )),

ou seja, T ξ = T PEξ +T PE⊥ξ , para todo ξ ∈ dom(T ).

Definição 1.25. O subespaço fechado E é chamado subespaço redutor do operador T , ou simples-

mente E reduz T , se

PE(dom(T ))⊂ dom(T ), T PE(dom(T ))⊂ E e T PE⊥(dom(T ))⊂ E⊥.

Neste caso as restrições dos operadores TE := T |E = T PE e TE⊥ := T |E⊥ = T PE⊥ estão bem definidas.

Lema 1.26. Sejam o operador linear T : dom(T )⊑ H → H e o subespaço fechado E ⊂ H .

1. E reduz a T se, e somente se, PET ⊂ T PE .

2. Se T for um operador hermitiano, então E reduz a T se, e somente se,

PE(dom(T ))⊂ T e T PE(dom(T ))⊂ E.

Demonstração. [8].
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1.2.2 Subespaços Espectrais

Dadas duas medidas finitas µ e ν , as notações

µ ⊥ ν e µ ≪ ν

indicam que µ e ν são mutuamente singulares e que µ é absolutamente contı́nua em relação a ν ,

respectivamente.

Seja m a medida de Lebesgue sobre os conjuntos de Borel A de R. Lembre-se que, pela decomposição

de Lebesgue, a medida de Borel µ sobre R pode ser decomposta de forma única como µ = µp +µc,

com µc e µp suas partes contı́nuas (µc({t}) = 0, para todo t ∈ R) e pontual (existe um conjunto

contável Ω de modo que µp (R\Ω) = 0), respectivamente. Notar que µp ⊥ m, ou seja, são mutu-

amente singulares. Pela decomposição de Lebesgue µc = µac + µsc, com µac ≪ m e µsc ⊥ m, tal

que

µ = µp +µac +µsc,

µac é chamada a componente absolutamente contı́nua de µ , enquanto que µsc é a componente singular

contı́nua de µ .

Definição 1.27. O subespaço pontual de um operador linear T : dom(T )⊑ H → H é

Hp = Hp(T ) :=
{

ξ ∈ H | µ
T
ξ
(R\Ω) = 0

}
,

sendo µT
ξ

a medida espectral de T para ξ ∈ H e Ω ⊂ R um conjunto contável. Seu complemento

ortogonal Hc =Hc(T ) :=
(
Hp(T )

)⊥ é o subespaço contı́nuo de T . Os operadores PT
p e PT

c denotam

as respectivas projeções ortogonais.

Observação 1.28. 1. O subespaço Hp é dado pelo fecho do subespaço gerado pelos auto-vetores

de T .

2. H = Hp ⊕Hc.

3. T = Tp ⊕Tc, sendo Tp := T PT
p e Tc := T PT

c .

Seja agora T : dom(T )⊑H →H um operador linear, o especto do operador T pode ser decom-

posto em duas partes, sua parte pontual σp(T ) e em sua parte contı́nua σc(T ).

Definição 1.29. Seja T : dom(T )⊂ H → H um operador linear, os conjuntos:

σp(T ) := {λ ∈K | T −λ1 não tem inversa}

e

σc(T ) := {λ ∈K | T −λ1 tem inversa não limitada com domı́nio denso em H }

são seus espectros pontual e contı́nuo respectivamente.
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Observação 1.30. 1. Outra forma de definir o espectro pontual e contı́nuo é σp(T ) := σ
(
Tp
)

e

σc(T ) := σ (Tc), respectivamente.

2. Notar que o espectro do operador T , pode ser escrito como σ(T ) = σp ∪σc.

Definição 1.31. Seja T : dom(T )⊑ H → H um operador linear

1. O subespaço singular de T é

Hs = Hs(T ) :=
{

ξ ∈ H | µ
T
ξ
⊥ m

}
.

2. O subespaço absolutamente contı́nuo de T é

Hac = Hac(T ) :=
{

ξ ∈ H | µ
T
ξ
≪ m

}
.

3. O subespaço singular contı́nuo de T é

Hsc = Hsc(T ) :=
{

ξ ∈ H | µ
T
ξ
(R\Λ) = 0

}
,

para algum conjunto de Borel Λ ⊂ R com m(Λ) = 0 e µT
ξ
(Ω) = 0 para todo conjunto contável

Ω ⊂ R.

Observação 1.32. 1. Para cada um destes operadores, ou seja, Tk com k ∈ {s,c,p,ac,sc}, pode-

mos definir Tk := T PT
k .

2. Para cada um dos subespaços Hk(T ), com k ∈ {s,c,p,ac,sc}, reduzem o operador T .

3. Podemos decompor T = Tp +Tac +Tsc.

4. Portanto σ(T ) = σp(T )∪σac(T )∪σsc(T ). Como nomenclatura adicional temos que: o ope-

rador linear T tem espectro pontual puro se σac(T ) = σsc(T ) = /0; tem espectro absolutamente

contı́nuo puro se σp(T ) = σsc(T ) = /0; e tem espectro singular contı́nuo puro se σac(T ) =

σp(T ) = /0.

1.3 Fórmula de Duhamel

Definição 1.33. A aplicação G : R → B(H ) é um grupo de evolução unitária a 1-parâmetro, ou

simplesmente grupo de evolução unitária, em H se G(t) é um operador unitário sobre H e G(t+s)=

G(t)G(s), para todos t,s ∈ R.

Definição 1.34. Se G é um grupo de evolução unitária, o operador T definido por:

dom(T ) :=
{

ξ ∈ H | existe lim
h→0

1
h
(G(h)−1)ξ

}
,
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isto é, ξ ∈ dom(T ) se, e somente se t 7→ G(t)ξ é diferenciável em t = 0,

T ξ := i lim
h→0

1
h
(G(h)−1) , ξ ∈ dom(T )

é chamado gerador infinitesimal de G(t).

Além disso, diz-se que a aplicação t 7→ G(t) é fortemente contı́nua se

lim
t→t0

G(t)ξ = G(t0)ξ , para todos t0 ∈ R,ξ ∈ H .

Proposição 1.35. Seja t 7→ G(t) um grupo de evolução unitária. Então seu gerador infinitesimal T é

simétrico e para ξ ∈ dom(T ) a curva ξ (t) := G(t)ξ em H é a única solução de

i
dξ

dt
(t) = T ξ (t), ξ (0) = ξ .

Demonstração. [8].

Dado um operador auto-adjunto T , tenta-se construir um grupo de evolução unitária para o qual

T seja seu gerador infinitesimal. Esta situação acontece frequentemente na mecânica quântica.

Teorema 1.36. Se T for um operador auto-adjunto, existe um grupo de evolução unitária U(t) forte-

mente contı́nuo, para o qual T é seu gerador infinitesimal. Neste caso escrevemos U(t) = e−itT , t ∈R.

Demonstração. [8].

Sejam T um operador auto-adjunto e B um operador hermitiano de modo que T +B é auto-adjunto

com:

dom(T +B)⊂ dom(T )∩dom(B).

Então os grupos de evolução unitários e−itT e e−it(T+B) estão bem definidos (ver Teorema 1.36) e

a tarefa aqui é comparar ambos. É como se perturbássemos o grupo de evolução unitária quando o

gerador infinitesimal é perturbado.

As seguintes manipulações são bem justificadas (ver a Proposição 1.35). Seja ξ ∈ dom(T +B), a

derivada
d
dt

(
eitT e−it(T+B)

ξ

)
=iTeitT e−it(T+B)

ξ − IeitT (T +B)e−it(T+B)
ξ

=− ieitT Be−it(T+B)
ξ ,

então integrando entre 0 e t, obtemos:

eitT e−it(T+B)
ξ −ξ =−i

∫ t

0
eiuT Be−iu(T+B)du,

e finalmente temos a fórmula de Duhamel:

e−i(T+B)
ξ = e−itT

ξ − i
∫ t

0
e−iT (t−u)Be−iu(T+B)du. (1.8)

No caso em que B for um operador limitado, temos:∥∥∥e−it(T+B)
ξ − e−itT

ξ

∥∥∥≤ ∣∣∣∣∫ t

0

∥∥∥Be−iu(T+B)
ξ

∥∥∥du
∣∣∣∣≤ |t|∥B∥∥ξ∥ . (1.9)
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1.4 Operadores Compactos, Hilbert-Schmidt e de Classe Traço

Um dos operadores lineares mais importantes em espaços de Hilbert é constituı́do pelos operado-

res compactos, Hilbert-Schmidt e de classe traço.

Definição 1.37. Un operador linear T : H1 → H2 é compacto se {T ξn}n∈N tem uma subsequência

convergente em H2 para qualquer sequência limitada {ξn}n∈N ⊂ H1. O conjunto de operadores

compactos se denota por B0(H1,H2) (ou B0(H ) no caso H1 = H2).

Definição 1.38. Um operador T ∈ B(H1,H2) é Hilbert-Schmidt se existir uma base ortonormal{
e j
}

j∈J de H1 com

∥T∥HS :=

(
∑
j∈J

∥∥Te j
∥∥2

) 1
2

< ∞.

O conjunto dos operadores de Hilbert-Schmidt entre espaços de Hilbert será denotado por HS(H1,H2),

ou se H1 = H2, então por HS(H ).

Proposição 1.39. Seja T ∈ B(H1,H2). Então

1. ∥T∥HS não depende da base ortonormal.

2. T ∈ HS(H1,H2) se, e somente se seu adjunto T ∗ ∈ HS(H2,H1). Além disso, ∥T∥HS = ∥T ∗∥.

Demonstração. [8].

Proposição 1.40. Sejam os operadores limitados T ∈ B(H1,H2) e S ∈ HS(H1,H2), então valem

que:

1. ∥S∥ ≤ ∥S∥HS.

2. ∥T S∥HS ≤ ∥T∥∥S∥HS.

Demonstração. [8].

Observação 1.41. Observe que a partir dessa última proposição, temos que ∥T S∥HS ≤ ∥T∥HS ∥S∥HS

e que o resultado pode ser adaptado para ST .

Teorema 1.42. HS(H1,H2)⊂ B0(H1,H2).

Demonstração. [8].

Definição 1.43. O traço de um operador linear positivo T ∈ B(H ) é

trT := ∑
j

〈
e j,Te j

〉
,

sendo
{

e j
}

j é uma base ortonormal de H . Um operador T é classe traço se tr |T |< ∞.
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1.5 Medida de Clark no Toro

Seja a famı́lia de perturbações de operadores unitários de posto 1

Uα =U +(α −1)⟨·,U∗
ϕ⟩ϕ, (1.10)

com α ∈ T (toro de dimensão 1) e ϕ um vetor cı́clico para U .

Sejam M o espaço de medida de Borel complexa em T, µα a medida espectral de Uα e D o disco

unitário aberto em C.

Definição 1.44. Para z ∈ D, ξ ∈ T a função

Cz(ξ ) =
1

1− zξ

é chamada de o kernel de Cauchy em D.

Definição 1.45. Para z ∈ D, ξ ∈ T a função

Pz(ξ ) =
Cz(ξ )Cξ (z)

Cz(z)

é o kernel de Poisson em D.

Observação 1.46. Pz(ξ ) = ℜ

(
1+ zξ

1− zξ

)
=

1−|z|2

|ξ − z|2
, então Pz(ξ ) é uma função harmônica (dado que

é a parte real de uma função analı́tica).

Definição 1.47. Se µα ∈ M,

(Pµα)(z) :=
∫

Pz(ξ )µα(ξ )

é a integral de Poisson de µα .

Para µα ∈ M+ (o espaço de medida positiva de Borel complexa), a integral de Poisson Pµα é uma

função harmônica positiva em D. O teorema clássico de Herglotz diz que esta é única.

Teorema 1.48 (Herglotz). Suponhamos que uα é uma função harmônica positiva em D, então uα =

Pµα para uma única µα ∈ M+.

Demonstração. [5].

Definição 1.49. Para µα ∈ M+, definimos para cada ξ ∈ T:

(Dµα)(ξ ) := liminf
t→0+

µα(I(t,ξ ))
m(I(t,ξ ))

,

(Dµα)(ξ ) := limsup
t→0+

µα(I(t,ξ ))
m(I(t,ξ ))

,

com ξ ∈ T, t > 0 e I(t,ξ ) :=
{

ξ eis | −t < s < t
}

é o arco do cı́rcolo unitário subtendido pelos pontos

ξ eit e ξ e−it .
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Quando (Dµα(ξ ))= (Dµα(ξ ))<∞, dizemos que µα é diferenciável em ξ e escrevemos (Dµα)(ξ ) :=

(Dµα(ξ )) = (Dµα(ξ )).

Proposição 1.50 (Teorema da diferenciação de Lebesgue). Se µα ∈ M, (Dµα)(ξ ) existe para m-qtp,

ξ ∈ T e (Dµα)(ξ ) =
dµα

dm
(ξ ).

Demonstração. [5].

Proposição 1.51. Seja µα ∈ M+ e µα = µac
α +µs

α é a decomposição de Lebesgue, então

1. (Dµα) = Dµα m-qtp.

2. Para todo ξ ∈ T

(Dµα)(ξ )≤ liminf
r→1

(Pµα)(rξ )≤ limsup
r→1

(Pµα)(rξ )≤ (Dµα)(ξ ).

3. Se Dµα = Dµα = Dµα , então se (Dµα)(ξ ) existe, então (Dµα)(ξ ) = liminf
r→1

(Pµα)(rξ ).

4. Dµs
α = 0 e Dµα = Dµac

α , m-qtp.

5. µs
α é suportada por {Dµα = ∞}.

6. µac
α é suportada por {0 < Dµα < ∞}.

Demonstração. [5].

Definição 1.52. Para uma função analı́tica ϕ : D→ D e para α ∈ T tem-se

uα(z) :=
1−|ϕ(z)|2

|α −ϕ(z)|2
= Pϕ(z)(α).

Observação 1.53. Dado que ϕ é analı́tica e z 7→ Pz(α) é harmônica, então z 7→ Pϕ(z)(α) é harmônica.

Claramente uα é também positiva em D e pelo Teorema de Herglotz

uα(z) = (Pµα)(z)

para uma única µα ∈ M+.

Vamos denotar a famı́lia Aϕ := {µα | α ∈ T}. Este conjunto é conhecido como as medidas de

Aleksandrov-Clark (medidas AC) associadas com ϕ .

Proposição 1.54. Se µα ∈ M+, então existe uma função analı́tica ϕ : D→ D de modo que µα ∈ Aϕ .

Demonstração. Seja a transformada de Cauchy Fµα
(z) :=

∫
ξ + z
ξ − z

dµα(ξ ) para z ∈ D. Note que

ℜ
(
Fµα

(z)
)
=
∫ 1−|z|2

|ξ − z|2
dµα(ξ ) = (Pµα)(z)> 0.
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Então Fµα
: D→{z | ℜz > 0}. A função w 7→ w−1

w+1 , vai de ℜz sobre D e portanto

ϕ(z) :=
Fµα

(z)−1
Fµα

(z)+1
,

ou seja, Fµα
(z) =

1+ϕ(z)
1−ϕ(z)

que é uma função analı́tica em D, então

(Pµα)(z) = ℜ(Fµα
(z)) =

1−|ϕ(z)|2

|1−ϕ(z)|2

que significa µα = µ1 ∈ Aϕ .

Proposição 1.55. Se µα ∈ Aϕ , então µα =
1−|ϕ(0)|2

|α −ϕ(0)|2
.

Demonstração. Seja P0 a função constante 1, tem-se que

µα(T) =
∫

1dµα =
∫

P0(ξ )dµα(ξ ) = (Pµα)(0) =
1−|ϕ(0)|2

|α −ϕ(0)|2
.

Observação 1.56. Seja hα = Dµα m-qtp, e pela Proposição 1.50, então hα =
dµac

α

dm
, ou seja, dµα =

hαdm+dµs
α .

Proposição 1.57. Para m-qtp, ξ ∈ T

hα(ξ ) =
1−|ϕ(ξ )|2

|α −ϕ(ξ )|2
.

Demonstração. Dada a Proposição 1.51, tem-se que

lim
r→1

uα(rξ ) = lim
r→1

1−|ϕ(rξ )|2

|α −ϕ(rξ )|2

= lim
r→1

(Pµα)(rξ )

=(Dµα)(ξ )

=hα(ξ ).

Definição 1.58. Uma aplicação ϕ se diz que é interna se |ϕ(ξ )|= 1 para m-qtp e ξ ∈ T.

Proposição 1.59. O conjunto Eα = {ξ ∈ T | ϕ(ξ ) = α} é um conjunto de Borel e é suportada por

µs
α .

Demonstração. [5].

Observação 1.60. 1. Pela Proposição 1.51, tem-se:

{ξ ∈ T | (Dµα) = ∞} ⊂ {ξ ∈ T | uα(ξ ) = ∞} ⊂ Eα .
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2. Se ϕ for interna, então hα = 0, ou seja, µα = µs
α é singular.

Corolário 1.61. µs
α ⊥ µs

β
para α ̸= β .

Demonstração. Como os conjuntos Eα = {ξ ∈ T | ϕ(ξ ) = α} e Eβ = {ξ ∈ T | ϕ(ξ ) = β} são dis-

juntos e suportados por µs
α e µs

β
, respectivamente, então µs

α ⊥ µs
β

, ou seja, são mutuamente singulares.

Uma demonstração alternativa é apresentada na Observação 5.10



CAPÍTULO 2

Sobre o Teorema de Birman-Krein

2.1 Introdução

Para desenvolver este capı́tulo, primeiro é conveniente recordar o que diz o clássico Teorema de

Kato-Rosenblum.

Teorema 2.1 (Kato-Rosenblum). Se H e A forem operadores auto-adjuntos, e A for de classe traço,

então as partes absolutamente contı́nuas de H e H +A são unitariamente equivalentes.

Demonstração. [8], [5] e [15].

Howland concluiu em [10], que não existe uma generalização não trivial do Teorema de Kato-

Rosenblum, ou seja, apenas o espectro contı́nuo (em relação à medida de Lebesgue) pode ser preser-

vada (sempre) sob certos tipos de perturbações (no momento, é conhecido que sob perturbações de

classe traço). Neste capı́tulo, nossa conclusão é semelhante, ou seja, não existe uma generalização

não trivial do Teorema de Birman-Krein (que é a versão para operadores unitários do Teorema de

Kato-Rosenblum), a saber

Teorema 2.2 (Birman-Krein). Se U e X forem operadores unitários, e X = eiY com Y auto-adjunto e

na classe traço, então as partes absolutamente contı́nuas de U e UX são unitariamente equivalentes.

Demonstração. O enunciado original de Birman-Krein [2] é para perturbações aditivas U +X , mas

dela segue, com certa facilidade, o enunciado acima.

De fato, provaremos que se X for um operador unitário de modo que as partes singulares contı́nuas

de U e UX (ou XU) são unitariamente equivalentes para todo operador unitário U , então X = 1.

Nosso principal resultado neste capı́tulo é resumido no Teorema 2.16; mas para enunciá-lo de

forma apropriada, e também como preparação para sua demonstração, veremos detalhes e uma série

de resultados preliminares sobre perturbações multiplicativas; tudo isso na próxima seção.

Como informação adicional, os resultados encontrados neste capı́tulo foram aceitos para publicação

na forma de artigo [1].
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2.2 Perturbações Multiplicativas

Estamos interessados em preservações de tipos espectrais de operadores unitários U , em um

espaço de Hilbert H , sob perturbações multiplicativas isto é, se X for outro operador unitário, a

perturbação tem a forma

U 7→UX e U 7→ XU. (2.1)

Observação 2.3. Notar que tanto os operadores UX e XU também são operadores unitários.

Se temos X operador unitário é conveniente escrevê-lo na forma X = eiY , com Y um operador

auto-adjunto limitado. Tem-se que

X = eiY =
∞

∑
j=0

(iY ) j

j!
= 1+

∞

∑
j=1

(iY ) j

j!
= 1+W, (2.2)

com W =
∞

∑
j=1

(iY ) j

j!
. Assim, podemos escrever

UX =U(1+W ) =U +UW. (2.3)

Observação 2.4. Se o operador X = 1+W for unitário:

1 =(1+W )(1+W )∗ = 1+W +W ∗+W ∗W

1 =(1+W )∗(1+W ) = 1+W ∗+W +WW ∗,

ou seja, que W ∗+W +WW ∗ =W ∗+W +W ∗W = 0 e segue que

W ∗W =WW ∗,

então temos que W é um operador normal. Mas tal condição não é suficiente; por exemplo, se W =±I,

então X não seria unitário; precisamos que σ(W )⊂
{

eit −1 | t ∈ R
}

.

Exemplo 2.5. No caso de perturbação de posto 1, temos que ||φ || = 1,Pφ (·) = ⟨φ , ·⟩φ (que é auto-

adjunto) e consideramos eiλPφ (λ ∈ R), como eiλPϕ = 1+W , com

Wξ = (eiλ −1)⟨φ ,ξ ⟩φ = (eiλ −1)Pφ (ξ ).

De fato,

eiλPφ =
∞

∑
j=0

(iλPφ )
j

j!
= 1+

∞

∑
j=1

(iλPφ )
j

j!

Pφ=P2
φ

= 1+(eiλ −1)Pφ ⇒W = (eiλ −1)Pφ .

Para uma perturbação de posto 1

Xλ = eiλPφ , (2.4)

tem-se:

Uλ :=UXλ =U(1+(eiλ −1)Pφ ), (2.5)

sendo (eiλ − 1)Pφ é um operador normal. Note que há uma periodicidade no parâmetro e basta

considerar 0 ≤ λ < 2π .
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Agora, vamos supor que φ é cı́clico para U , ou seja, L({U jϕ | j ∈ Z}) = H .

Observação 2.6. Observe que se φ for cı́clico para U , então Ukφ é cı́clico para U , para todo k ∈ Z.

Um resultado particularmente importante, que será empregado adiante, é a seguinte versão, para

operadores unitários, do Teorema de Aronszajn-Donoghue para operadores auto-adjuntos. Denote

por µλ
ψ a medida espectral no toro do par (Uλ ,ψ).

Teorema 2.7. Seja φ um vetor cı́clico para U. Então para λ1 ̸= λ2 (ambos no intervalo [0,2π)), as

partes singulares de Uλ1 e Uλ2 são mutuamente singulares, ou seja, para todo 0 ̸= ψ ∈ H , as partes

singulares das medidas espectrais µ
λ1
ψ e µ

λ2
ψ são mutuamente singulares.

Demonstração. Corolário 1.61.

Agora, sejam H um espaço de Hilbert separável e µ uma medida Boreliana finita e positiva em

T= S1 = {z ∈ C | |z|= 1}.

Para discutir subespaços espectrais mais gerais, para ψ ∈ H , será denotada por µU
ψ a medida

espectral no toro do par (U,ψ) e, dada a medida não nula de Borel finita µ em T, nós definimos o

seguinte subespaço:

Definição 2.8. Seja U um operador unitário o conjunto

Hµ(U) :=
{

ψ ∈ H | µ
U
ψ ≪ µ

}
,

é o subespaço absolutamente contı́nuo de U em relação a µ .

O complemento ortogonal do subespaço Hµ(U), pela Proposição 2.10, é

H s
µ (U) :=

{
ψ ∈ H | µ

U
ψ ⊥ µ

}
.

Finalmente, denotamos por [U ]µ a restrição de U a Hµ(U), i.e., [U ]µ :=U
∣∣
Hµ (U)

.

Observação 2.9. Aqui tem-se a medida espectral µU
ψ = ⟨ψ,E(S)ψ⟩, com S conjunto de Borel e E a

resolução da identidade do operador U .

Proposição 2.10. Hµ(U) é um subespaço vetorial fechado de H e

Hµ(U)⊥ =
{

ψ ∈ H | µ
U
ψ ⊥ µ

}
.

Demonstração. De fato, seja a∈C, temos que µU
aψ(S)= ⟨aψ,E(S)aψ⟩= |a|2 ⟨ψ,E(S)ψ⟩= |a|2µU

ψ (S)

e como µU
ψ ≪ µ , então |a|2µU

ψ ≪ µ , portanto, aψ ∈ Hµ(U).

Agora, sejam x,y ∈ Hµ(U), então:

⟨x+ y,E(S)(x+ y)⟩=⟨x,E(S)x⟩+ ⟨x,E(S)y⟩+ ⟨y,E(S)x⟩+ ⟨y,E(S)y⟩

=µ
U
x (S)+µ

U
x,y(S)+µ

U
y,x +µ

U
y (S)



22 Capı́tulo 2. Sobre o Teorema de Birman-Krein

e como |µU
x,y(S)|2 = | ⟨y,E(S)x⟩ |2 ≤ ||y||2||E(S)x||2 = ||y||2µU

x (S) e µU
x ≪ µ , temos que se µ(S) = 0,

então µU
x,y(S) = 0, o mesmo com µU

y,x(S) = 0, portanto, (x + y) ∈ Hµ(U), ou seja, Hµ(U) é um

subespaço.

Seja (xn)n∈N ⊂ Hµ(U) com xn → x, quando n → ∞, então,

|µU
xn
(S)−µ

U
x (S)|=| ⟨xn,E(S)xn⟩−⟨x,E(S)x⟩ |

=| ⟨xn,E(S)xn⟩−⟨x,E(S)xn⟩+ ⟨x,E(S)xn⟩−⟨x,E(S)x⟩ |

=| ⟨xn − x,E(S)xn⟩+ ⟨x,E(S)(xn − x)⟩ |

≤|⟨xn − x,E(S)xn⟩ |+ | ⟨x,E(S)(xn − x)⟩ |

≤||xn − x||||E(S)xn||+ ||xn − x||||E(S)x||

=||xn − x||(||E(S)xn||+ ||E(S)x||)→ 0,

portanto, µU
xn
(S)→ µU

x (S) e se µ(S) = 0, então µU
x (S) = lim

n→∞
µ

U
xn
(S) = 0, ou seja, µU

x ≪ µ . Hµ(U)

é um subespaço fechado.

Agora, seja H s
µ =

{
ψ ∈ H | µU

ψ ⊥ µ

}
. Vamos demonstrar que H = Hµ ⊕H s

µ . De fato, seja

x ∈
{

ψ ∈ H | µU
ψ ≪ µ

}
e y ∈

{
ψ ∈ H | µU

ψ ⊥ µ

}
, então existe um conjunto A com µ(A) = 0 e

µU
y (S∩A) = µU

y (S), ou seja, (1−E(A))y = 0, portanto, ⟨x,y⟩ = ⟨x,E(A)y⟩ = ⟨E(A)x,y⟩ = 0, dado

que µU
x ≪ µ , ou seja, E(A)x = 0.

Para qualquer z ∈ H , podemos escrever z como a soma z = x+ y com x ∈ Hµ(U) e y ∈ H s
µ (U).

Para isso decompomos a medida µ(S) como a soma da medida absolutamente contı́nua µac(S) e a

medida singular µs(S). Para a medida singular µs associamos o conjunto de Borel S0 com µ(S0) = 0

e µs(S) = µs (S∩S0).

Denote y = E(S0)w e x = z− y; afirmamos que x ∈ Hµ(U) e y ∈ H s
µ (U). De fato,

µy(S) = ||E(S)y||2 = ||E(S)E(S0)z||2 = ||E (S∩S0)z||2 = µz (S∩S0) = µ
s(S)

e dado que µac (S∩S0) = 0 e µs (S∩S0) = µs(S), temos

µx(S) =||E(S)x||2

=||E(S)(z− y)||2

=||E(S)z−E(S)y||2

=||E(S)z−E(S)E(S0)z||2

=||E(S)(1−E(S0)z) ||2

=⟨z,E(S)z⟩−⟨z,E (S∩S0)z⟩

=||E(S)z||2 −||E (S∩S0)z||2

=µz(S)−µ
s(S)

=µ
ac(S),
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portanto, µx é absolutamente contı́nua e µy é singular, ou seja, x ∈ Hµ(U) e y ∈ H s
µ (U). Portanto,

H = Hµ(U)⊕H s
µ (U) e como Hµ(U) é um subespaço fechado, temos que

Hµ(U)⊥ = H s
µ (U) =

{
x ∈ H | µ

U
ψ ⊥ µ

}
.

Isto completa a demonstração.

Definição 2.11. Um operador unitário X preserva µ pela direita se [UX ]µ ∼= [U ]µ , para todo operador

unitário U . E o operador X preserva µ pela esquerda se [XU ]µ ∼= [U ]µ , para todo operador unitário U .

Observação 2.12. 1. O caso simples de X = c1, |c|= 1, pela multiplicação translada os espectros

em T e, portanto, não preserva as medidas se c ̸= 1.

2. Como já mencionado, pelo Teorema de Birman-Krein, se X = eiY com Y na classe traço, então

X preserva a medida de Lebesgue ℓ em T.

3. Se ν ≪ µ , então

[[U ]µ ]ν = [U ]ν . (2.6)

De fato, dado que Hµ(U) := {x ∈ H | mx ≪ µ} e Hν(U) := {x ∈ H | mx ≪ ν} e como ν ≪
µ , então Hν(U)⊂ Hµ(U) e temos que

[
[U ]

µ

]
ν
= [U ]

ν
.

4. Para t real, definimos a medida transladada em T

µt(·) := µ
(
eit ·
)
. (2.7)

Então

[U ]µt = eit [U ]µ . (2.8)

Basta discutir a preservação de uma medida pela direita ou pela esquerda, como diz a seguinte

proposição. Após esta proposição diremos apenas “X preserva µ” (como já empregado acima).

Proposição 2.13. X preserva µ pela direita se, e somente se X preserva µ pela esquerda.

Demonstração. Seja X∗ o operador adjunto de X . Se X preserva µ pela direita, então escolhemos

X∗U (o qual também é um operador unitário); pela hipótese [X∗UX ]µ ∼= [X∗U ]µ , e dado que X é

unitário, [X∗UX ]µ ∼= [U ]µ e obtemos que [X∗U ]µ ∼= [U ]µ , e portanto X∗ preserva µ pela esquerda. E

dado que temos [U ]µ = [X∗XU ]µ ∼= [XU ]µ , então X preserva µ pela esquerda.

Da mesma forma, conclui-se a recı́proca.

Da demonstração da Proposição 2.13, segue diretamente o

Corolário 2.14. X preserva µ se, e somente se X∗ preserva µ .

Agora vamos ver a seguinte proposição, que será útil para provar nosso resultado principal neste

capı́tulo.
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Proposição 2.15. Suponha que X preserva µ . Então:

1. Se ν ≪ µ , então X preserva ν .

2. X preserva µt , para todo t ∈ R.

3. Se X ∼= Y , então Y preserva µ .

4. Se PE for uma projeção ortogonal que reduz X, então PEX preserva µ em PE(H ) = E.

5. Se Y também preservar µ , então XY preserva µ .

Demonstração. 1. [UX ]ν ∼= [[UX ]µ ]ν ∼= [Uµ ]ν ∼= [U ]ν .

2. [UX ]µt = eit [UX ]µ = [eitUX ]µ e dado que eitU é um operador unitário, tem-se [eitUX ]µ ∼=
[eitU ]µ =Uµt ; logo [UX ]µt = [U ]µt .

3. Se X ∼= Y , isto é, Y =V XV ∗ para algum operador unitário V , então

[UY ]µ = [UV XV ∗]µ = [V (V ∗UV XV ∗V )V ∗]µ ∼= [V ∗UV XV ∗V ]µ = [V ∗UV X ]µ ,

e dado que V ∗UV é unitário e X preserva µ , obtemos

[V ∗UV X ]µ ∼= [V ∗UV ]µ ∼= [U ]µ ,

ou seja, [UY ]µ ∼= [U ]µ .

4. Escrevendo H = E ⊕E⊥; então X = X |E ⊕X |E⊥ , o qual pode escrever-se como

X =

(
X |E 0

0 X |E⊥

)
.

Agora, if Ũ e Ṽ são operadores unitários atuando em E e E⊥, respectivamente, então

U =

(
Ũ 0
0 Ṽ

)
é unitário em H . Portanto,

[U ]µ ∼= [UX ]µ =

[(
Ũ 0
0 Ṽ

)(
X |E 0

0 X |E⊥

)]
µ

=

(
[ŨX |E ]µ 0

0 [Ṽ X |E⊥]µ

)
,

e dado que [U ]µ =

(
[Ũ ]µ 0

0 [Ṽ ]µ

)
, e igualando as primeiras componentes, temos [ŨX |E ]µ ∼= Ũµ ,

dado que X |E preserva µ em E = PE(H ).

5. De fato, se U for um operador unitário, então UX é também unitário e

[UXY ]µ ∼= [UX ]µ ∼= [U ]µ .
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Finalmente o enunciado de nosso principal resultado neste capı́tulo:

Teorema 2.16. Se o operador unitário X ̸= 1 preserva µ , então µ ≪ ℓ.

Demonstração. Pela Observação 2.12(1), vamos supor que X ̸= c1. Se X preserva µ , o objetivo

é mostrar que µ ≪ ℓ. Pelo item (3) da Proposição 2.15, R∗XR também preserva µ , para qualquer

operador unitário R. Escolha o operador R = Xλ de (2.5), com λ = π e para algum vetor normalizado

φ (que será selecionado mais adiante), isto é,

Rξ = Xπξ = ξ +(eiπ −1)⟨φ ,ξ ⟩φ = ξ −2⟨φ ,ξ ⟩φ ,

para todo ξ ∈ H , e note que R é um operador unitário e auto-adjunto.

Pela Proposição 2.15, itens (3) e (5), e Corolário 2.14, os operadores R∗XR e

Z := X∗R∗XR

preservam µ também. Explicitamente, temos

R∗XRξ =R∗X (ξ −2⟨φ ,ξ ⟩φ)

=R∗ (Xξ −2⟨φ ,ξ ⟩Xφ)

=R∗(Xξ )−R∗ (−2⟨φ ,ξ ⟩Xφ)

=R∗(Xξ )−2⟨φ ,ξ ⟩R∗ (Xφ)

=Xξ −2⟨φ ,Xξ ⟩φ −2⟨φ ,ξ ⟩(Xφ −2⟨φ ,Xφ⟩φ)

=Xξ +
(
4⟨φ ,ξ ⟩⟨φ ,Xφ⟩−2⟨φ ,Xξ ⟩

)
φ −2⟨φ ,ξ ⟩Xφ ,

e se ψ = X∗φ ,

Zξ = ξ +[4⟨φ ,ξ ⟩⟨φ ,Xφ⟩−2⟨φ ,Xξ ⟩]ψ −2⟨φ ,ξ ⟩φ := (1+W )ξ ,

isto é,

Wξ = [4⟨φ ,ξ ⟩⟨φ ,Xφ⟩−2⟨φ ,Xξ ⟩]ψ −2⟨φ ,ξ ⟩φ .

Dado que X ̸= c1, escolhemos φ de forma que o conjunto {φ ,ψ} seja linearmente independente

de modo que o operador W tem posto 2 (notar que se X = c1, então W = 0). Sejam e1 e e2 dois

autovetores normalizados e independentes de W , e observe que eles também são autovetores do ope-

rador unitário Z, por isso (e supondo que) e1 ⊥ e2. Se E denotar o complemento ortogonal de e1, o

qual reduz Z, e segue, pela Proposição 2.15(4), que o operador Z2 := Z|E também preserva µ em E.

Agora, Z2 tem a forma (2.5), isto é,

Z2 = 1+(eiλ −1)Pe2,

para algum λ ̸= 2πk,k ∈ Z.
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Finalmente, escolhendo um operador unitário U̇ em E com e2 um de seus vetores cı́clicos, tem-se

que

U̇Z2 = U̇ +U̇(eiλ −1)Pe2

tem a forma (2.4). Dado que Z2 preserva µ ,

[U̇Z2]µ ∼= [U̇ ]µ

e, pelo Teorema 2.7, se µ tem componente singular não nula, Z2 não pode preservar µ , e concluı́mos

que µ é absolutamente contı́nua em relação a medida de Lebesgue.

Portanto, se as partes singulares contı́nuas de U e UX são unitariamente equivalentes, só resta que

X = 1.



CAPÍTULO 3

Perturbações de Hilbert-Schmidt
Multiplicativas

3.1 Introdução

Se X e U são operadores unitários em H , o objetivo é encontrar um resultado análogo, agora para

perturbações pela direita da seguinte forma

U 7→UX , (3.1)

do seguinte Teorema de Weyl-von Neumann

Teorema 3.1. (Weyl-von Neumann) Seja T um operador auto-adjunto. Para qualquer ε > 0 existe

um operador auto-adjunto e Hilbert-Schmidt S, com ∥S∥HS < ε , de modo que T + S tem espectro

pontual puro.

Demonstração. [8].

Nosso principal resultado neste capı́tulo é o Teorema 3.3, mas para sua demonstração deduzire-

mos, preliminarmente, uma versão aditiva.

3.2 Resultado Multiplicativo

Como no Capı́tulo 2, é conveniente escrever tais perturbações na forma X = eiY , com Y um ope-

rador auto-adjunto e limitado, de forma que

X = eiY =
∞

∑
j=0

(iY ) j

j!
= 1+

∞

∑
j=1

(iY ) j

j!
= 1+W, (3.2)

com W =
∞

∑
j=1

(iY ) j

j!
. Nesse sentido, podemos escrever,

UX =U(1+W ) =U +UW. (3.3)

27
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Nosso primeiro resultado aqui é uma versão de Weyl-von Neumann para perturbações aditivas de

operadores unitários.

Teorema 3.2. Dado ε > 0, existe um operador unitário V em H , com espectro pontual puro, de

forma que

∥U −V∥HS < ε,

para todo operador unitário U.

Demonstração. Escreva o operador unitário U = eiT , com T auto-adjunto e limitado; então usaremos

o Teorema 3.1 para operadores auto-adjuntos, ou seja, que existe um operador auto-adjunto limitado

B, com ∥B∥HS < ε e T +B é pontual puro. Disto segue que V = ei(T+B) é unitário e pontual puro.

O próximo ingrediente é a Fórmula de Duhamel, discutida na Seção 1.3, que pode ser adaptada

para se obter a seguinte versão:

V −U = ei(T+B)− eiT =−i
∫ 1

0
eiT (1−u)Beiu(T+B) du .

Usando então a Proposição 1.40, obtemos

∥∥V −U
∥∥

HS ≤
∫ 1

0

∥∥eiT (1−u)Beiu(T+B)∥∥
HS du

≤
∫ 1

0
∥eiT (1−u)∥∥B∥HS ∥eiu(T+B)∥ du

≤ ∥B∥HS < ε.

Agora, com o auxı́lio do Teorema 3.2, estamos em condições de demonstrar nosso principal re-

sultado neste capı́tulo, ou seja, uma versão do Teorema de Weyl-von Neumann para perturbações

multiplicativas de operadores unitários.

Teorema 3.3. Seja U um operador unitário em H . Dado ε > 0, existe um operador unitário X =

1+W, com ∥W∥HS < ε , de modo que o operador perturbado pela direita

U 7−→ UX

seja pontual puro.

Demonstração. Do Teorema 3.2, dado 0 < δ < 1, existe um operador unitário e pontual puro V de

modo que B =U −V satisfaça ∥B∥HS < δ . Assim,

U =V +B =V (1+V−1B),

e da Proposição 1.40, ∥V−1B∥HS < δ < 1, e segue que (1+V−1B) é invertı́vel (em norma).
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Escrevendo X = (1+V−1B)−1 tem-se

UX =V ,

concluindo que X é unitário (pois U e V são). Logo, pelo Teorema 1.9, temos que

X = 1+
∞

∑
j=1

(−V−1B) j ,

seguindo então que

∥X −1∥HS ≤
∞

∑
j=1

∥V−1B∥ j
HS ≤

∞

∑
j=1

δ
j =

δ

1−δ
.

Escolhe-se δ de modo que δ

1−δ
< ε e identifica-se W = ∑

∞
j=1(−V−1B) j.

Observação 3.4. Para uma perturbação pela esquerda

U 7→ XU, (3.4)

fazemos as seguintes alterações:

U =V +B = (1+BV−1)V

e da Proposição 1.40 ∥BV−1∥HS < δ < 1, segue que (1+BV−1) é invertı́vel; escrevendo X = (1+
BV−1)−1 tem-se

XU =V ,

concluindo que X é unitário (pois U e V são). Logo, pelo Teorema 1.9, temos que

X = 1+
∞

∑
j=1

(−BV−1) j ,

seguindo então

∥X −1∥HS ≤
∞

∑
j=1

∥BV−1∥ j
HS ≤

∞

∑
j=1

δ
j =

δ

1−δ
.

Escolhendo δ de modo que δ

1−δ
< ε e identificamos W = ∑

∞
j=1(−BV−1) j.
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CAPÍTULO 4

Espectro Singular Contı́nuo Para
Operadores Unitários de Posto 1

4.1 Introdução

Para um operador auto-adjunto A, na literatura já foi estudada a perturbação de posto um (com

uma longa lista de resultados)

Aλ = A+λP, (4.1)

sendo Pψ = ⟨φ ,ψ⟩φ com φ um vetor cı́clico (normalizado) para A (veja, por exemplo [15, 9]).

Denote por µ a medida espectral para o par (A,φ) e a transformada de Borel-Stieltjes

R(z) =
∫
R

dµ(x)
x− z

, ℑz > 0.

Um resultado importante desta perturbação é o seguinte Teorema de Aronszajn-Donoghue:

Teorema 4.1. E é um autovalor de Aλ se, e somente se G(E)< ∞ e R(E) =−λ−1, sendo

G(y) =
∫
R

dµ(x)
(x− y)2 e R(y) = lim

ε↓0

∫
R

dµ(x)
x− (E + iε)

,

com y ∈ R.

Demonstração. [15].

Observação 4.2. Observe que definimos G como +∞ se a integral diverge. Notamos também que se

G(y)< ∞, então a integral que define R é finita em z = y, portanto de agora em diante falaremos sobre

R(y), com y ∈ R.

Definição 4.3. Um conjunto Gδ é um subconjunto de um espaço topológico que é uma intersecção

contável de conjuntos abertos.

Del Rio-Makarov-Simon demonstraram em [9] os seguintes teoremas:
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Teorema 4.4. {y | G(y) = ∞} é um Gδ denso no espectro de A (σ(A)).

Além disso, temos

Teorema 4.5. {λ | Aλ não possui autovalores no σ(A)} é um Gδ denso em R.

Como consequência, segue que se [a,b] estiver contido no espectro de A e esse operador não

possuir espectro absolutamente contı́nuo, então Aλ possui espectro puramente singular contı́nuo, no

intervalo (a,b), para λ um conjunto Gδ denso (genérico) em R.

Nosso objetivo neste capı́tulo é enunciar e demonstrar versões unitárias multiplicativas dos Teore-

mas 4.4 e 4.5, que serão dadas pelos Teoremas 4.9 e 4.13, respectivamente. Mas alguma preparação

será necessária.

4.2 Caso Unitário

Para o operador unitário U , consideramos a perturbação de posto 1

Uλ =UeiλP =U +(eiλ −1)UP,

sendo Pψ = ⟨φ ,ψ⟩φ com φ um vetor cı́clico (normalizado) para U e µλ é a medida espectral no toro

associada ao par (Uλ ,φ). Da transformada de Cauchy

Fµ(z) =
∫ 2π

0

eit + z
eit − z

dµ(t),

vamos denotar para µλ sua transformada F
µλ (z) = Fλ (z) = ⟨φ ,(Uλ + z1)(Uλ − z1)−1φ⟩.

Agora, um resultado que nos servirá mais tarde e cuja prova pode ser encontrada em [13] e o

seguinte:

Teorema 4.6. Seja ℓ a medida de Lebesgue, finita e positiva, então:

1. lim
r→1

Fλ (re
it) existe ℓ-q.t.p para t ∈ [0,2π) e se

dµ
λ (t) = f (t)

dt
2π

+dµ
λ
s (t)

define f (t), então f (t) = ℜ(Fλ (eit)).

2. t0 é um autovalor de Uλ se, e somente se

lim
r→1

(1− r)ℜ(Fλ (reit0)) ̸= 0

e em geral limr→1(1− r)ℜ(Fλ (reit0)) = µ ({t0}).

3. µs está suportada em
{

t | lim
r→1

Fλ (re
it) = ∞

}
.
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Por outro lado, pelos resultados de Combescure [6], considere a transformada de Borel Rλ (z)

associada ao operador unitário Uλ , dada por

Rλ (z) =
〈
φ ,(Uλ − z1)−1

φ
〉
=
∫ 2π

0

dµλ (t)
eit − z

e definindo

Bλ (x) =

[∫ 2π

0
dµ

λ (t)
(

sen2
(

x− t
2

))−1
]−1

=
1

Gλ (x)
.

Proposição 4.7. Seja λ ̸= 0. Então, dµλ possui um átomo no ponto x ∈ [0,2π) se, e somente se,

Bλ (x) ̸= 0 (ou seja, Gλ (x)< ∞) e

lim
ε→0

ei(x+iε)(R0(ei(x+iε))) =
eiλ

1− eiλ

ou

lim
ε→0

(F0(ei(x+iε)) = icot
(

λ

2

)
.

Demonstração. [6].

Observação 4.8. Para qualquer medida de Borel, diremos que a medida é pontual pura ou atômica se

a medida for suportada apenas por pontos.

Estamos em condições de apresentar nossos principais resultados deste capı́tulo.

Teorema 4.9. Dado o operador unitário U, o conjunto S = {x | Gλ (x) = ∞} é um Gδ denso em

σ(U).

Demonstração. Temos que Gλ (x) =
∫ 2π

0
dµ

λ (t)
(

sen2
(

x− t
2

))−1

, então Gλ (x) = ∞ quando x− t

tende a 0. Por outro lado, se r 7→ 1

ℜ
(
Fλ (re

ix)
)
=
∫ 2π

0

1− r2

1+ r2 −2r cos(x− t)
dµ

λ (t) = ∞

quando x− t = 0.

Agora suponha que Gλ (x) < ∞ sobre um intervalo (a,b) em T, consequentemente devemos ter

que x− t é não nulo nesse intervalo, logo lim
r→1

ℜ
(
Fλ

(
reix))= 0. Então, como

lim
r→1

Fλ

(
reix)= lim

r→1

∫ 2π

0

(1− r2)+2risen(x− t)
1+ r2 −2r cos(x− t)

dµ
λ (t)

existe ℓ-q.t.p. para t ∈ [0,2π) e

dµ
λ (t) = f (t)

dt
2π

+dµ
λ
s (t),

sendo f = lim
r→1

ℜ
(
Fλ

(
reix)) e dµλ

s está suportada em
{

t | lim
r→1

ℜ
(
Fλ

(
reix))= ∞

}
. Obtemos que

(a,b)∩ supp(dµλ ) = /0. Então, S = {x | Gλ (x) = ∞} é denso em σ(U).
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Agora, vejamos que S = {x | Gλ (x) = ∞} é um Gδ . De fato, seja

Gm
λ
(x) =

∫ 2π

0
dµ

λ (t)
(

1
m2 + sen2

(
x− t

2

))−1

a qual é uma função C∞ e Gλ (x) = supm Gm
λ
(x), então

{x | Gλ (x) = ∞}=
{

x | para todo n,existe m tal que Gm
λ
> n
}

=
⋂
n

⋃
m

{
x | Gm

λ
(x)> n

}
é um Gδ .

Observação 4.10. 1. Pela Proposição 4.7, só os x’s, com Gλ (x) < ∞ podem ser autovalores de

Uλ , então diz-se que os y’s com Gλ (y) = ∞ são “energias proibidas”, ou seja, energias que não

podem ser autovalores.

2. Se o espectro de U (σ(U)) for um conjunto perfeito (não possui pontos isolados), então o

Teorema 4.9 nos diz que as “energias proibidas” são localmente não enumeráveis em σ(U).

3. Obviamente, {x | Gλ (x) = ∞} ⊂ σ(U).

4. Note que o Teorema 4.9 nos diz que {x | Gλ (x)< ∞} tem interior vazio em σ(U). Mais ainda,

o interior é vazio em [0,2π). De fato, o teorema nos dá algo mais forte que este último, nos diz

que σ(U) poderia ter um interior vazio em [0,2π).

5. Observe que se Gλ (x)< ∞ implica que a integral

Fλ (x) =
∫ 2π

0

(1− r2)+2risen(x− t)
1+ r2 −2r cos(x− t)

dµ
λ (t)

é absolutamente convergente e Fλ (x) é imaginário puro quando r → 1.

Lema 4.11. Seja B un subconjunto de R nunca denso e seja H : B → R uma função satisfazendo,

para x < y,

α(y− x)< H(y)−H(x)< β (y− x), (4.2)

fixados α,β > 0. Então a imagem de H é um conjunto nunca denso.

Demonstração. Dada a Observação 4.10, definimos a função H := iFλ . Por (4.2), H tem uma única

extensão contı́nua para B que obedece também à desigualdade (4.2). Agora, R\B é uma união de

intervalos (xi,yi), com xi,yi ∈ B. Estendendo H ao intervalo, através de uma interpolação linear com

inclinação 1
2(α + β ), em qualquer um dos intervalos semi-infinitos de R\B. Esta extensão de H

também satisfaz a desigualdade (4.2) e define um homeomorfismo de R a R, portanto leva conjuntos

nunca densos em conjuntos nunca densos.
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Teorema 4.12. O conjunto S = {Fλ (x) | Gλ (x)< ∞, x ∈ supp(µ)} é uma união contável de subcon-

juntos nunca densos de [0,2π) (int
(
S
)
= /0).

Demonstração. [9].

Teorema 4.13. {λ |Uλ não possui autovalores no σ(U)} é um Gδ denso em [0,2π).

Demonstração. Seja a função (que é um homeomorfismo) M : (0,2π)→ I, sendo I = {a+ ib | a = 0}
(eixo imaginário), definida por M(λ ) = icot

(
λ

2

)
, então pelo Teorema 4.12 vamos ter que o conjunto{

λ | existe x,Gλ (x)< ∞, x ∈ σ(U),M(x) = icot
(x

2

)}
é uma união contável de conjuntos nunca densos. Então, seu complementar é um conjunto denso pelo

Teorema de categoria de Baire, mas pela Proposição 4.7 este conjunto é exatamente

{λ |Uλ não possui autovalores no σ(U)} ,

ou seja, é denso. Agora, e pelo Teorema 1.1 de [14], temos que também é um Gδ .

Temos então, como consequência desses resultados, que

Corolário 4.14. Se U não possuir espectro absolutamente contı́nuo, então para λ um conjunto

genérico (i.e., um Gδ denso) em [0,2π), Uλ possui espectro singular contı́nuo puro.

Demonstração. Combine os Teoremas 2.2 e 4.13.
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CAPÍTULO 5

Birman-Krein para Operadores Unitários de
Posto Finito

5.1 Introdução

A ideia deste capı́tulo é fazer uma nova demonstração do Teorema de Birman-Krein, mas para

perturbações unitárias de posto finito. Ou seja, para uma perturbação pela direita (esquerda) do tipo

U 7→ UX (XU), com X = eiY operador unitário e Y auto-adjunto de posto finito, concluindo que as

partes absolutamente contı́nuas de U e UX (XU) são unitariamente equivalentes.

Esta nossa demonstração evita o uso de teoria de espalhamento, embora seja mais restrita, pois o

caso geral inclui operadores na classe traço. Para deixar mais clara nossa abordagem, discutiremos

previamente o caso de perturbações de posto um.

5.2 Perturbação Multiplicativa

Consideremos o operador unitário X = eiA, sendo A auto-adjunto e de classe traço, então podemos

escrever

A =
∞

∑
j=1

ω jPϕ j =
∞

∑
j=1

ω j
〈
ϕ j, ·

〉
ϕ j,

com
{

ϕ j
}

j∈N é uma sequência ortonormal e ∑ j |ω j|< ∞.

Agora pense na perturbação

U 7→UX ,

e como em alguns dos capı́tulo anteriores, escrevemos X = eiA = 1+W , então UX = U(1+W ) =

U +UW , com W =
∞

∑
j=1

(iA) j

j!
.

Agora, como Pϕ jPϕk = 0, para j ̸= k, segue que

ei(ω1Pϕ1+ω2Pϕ2) = eiω1Pϕ2 eiω2Pϕ2 .

37
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Denote Xn = ei∑
n
j=1 ω jPϕ j , logo o comutador [Xn,Xm] = 0, para todo n,m, ou seja tais operadores co-

mutam. Então

Xn+k = ei∑
n+k
j=1 ω jPϕ j = ei∑

n
i=1 ωiPϕi ei∑

n+k
j=n+1 ω jPϕ j .

Formalmente, terı́amos

X = eiA =eiω1Pϕ1 · eiω2Pϕ2 · · ·eiωkPϕk · · · (5.1)

= · · ·eiωkPϕk · · ·eiω2Pϕ2 · eiω1Pϕ1 ; (5.2)

o que vamos justificar no nosso caso de interesse.

Lema 5.1. {Xn}n∈N é uma sequência de Cauchy em B(H ). Isto justifica (5.2), definindo X.

Demonstração. Primeiro lembremos o seguinte:

eiλPφ = ∑
j≥0

(iλPφ )
j

j!
= 1+ ∑

j≥1

(iλPφ )
j

j!
= 1+ ∑

j≥1

(iλ ) jPφ

j!
= 1+(eiλ −1)Pφ . (5.3)

Seja β j ∈ C, e Pj um operador projeção para todo j ∈ N, com PjPk = 0 para j ̸= k, então

(1+β jPj)(1+βkPk) = 1+β jPj +βkPk para j ̸= k, (5.4)

e também usaremos que ∣∣eix −1
∣∣≤ |x| para x ∈ R. (5.5)

Tem-se que

||Xn+k −Xn||=
∣∣∣∣∣∣Xnei∑

n+k
j=n+1 ω jPϕ j −Xn

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣Xn

[
eiωn+1Pϕn+1 · eiωn+2Pϕn+2 · · ·eiωn+kPϕn+k −1

]∣∣∣∣∣∣
5.3
=
∣∣∣∣Xn

[(
1+
(
eiωn+1 −1

)
Pϕn+1

)
· · ·
(
1+
(
eiωn+k −1

)
Pϕn+k

)
−1
]∣∣∣∣ se β j = eiω j −1

=
∣∣∣∣Xn

[(
1+βn+1Pϕn+1

)
·
(
1+βn+2Pϕn+2

)
· · ·
(
1+βn+kPϕn+k

)
−1
]∣∣∣∣

= ||Xn|| ·
∣∣∣∣(1+βn+1Pϕn+1

)
·
(
1+βn+2Pϕn+2

)
· · ·
(
1+βn+kPϕn+k

)
−1
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣(1+βn+1Pϕn+1

)
·
(
1+βn+2Pϕn+2

)
· · ·
(
1+βn+kPϕn+k

)
−1
∣∣∣∣

5.4
=
∣∣∣∣(1+βn+1Pϕn+1βn+2Pϕn+2

)
· · ·
(
1+βn+k−1Pϕn+k−1βn+kPϕn+k

)
−1
∣∣∣∣

5.4
=
∣∣∣∣1+βn+1Pϕn+1 +βn+2Pϕn+2 . . .βn+kPϕn+k −1

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣βn+1Pϕn+1 +βn+2Pϕn+2 . . .βn+kPϕn+k

∣∣∣∣
≤||βn+1|| ·

∣∣∣∣Pϕn+1

∣∣∣∣+ ||βn+2|| ·
∣∣∣∣Pϕn+2

∣∣∣∣+ . . .+ ||βn+k|| ·
∣∣∣∣Pϕn+k

∣∣∣∣
= ||βn+1||+ ||βn+2||+ . . .+ ||βn+k||

=
∣∣eiωn+1 −1

∣∣+ ∣∣eiωn+2 −1
∣∣+ . . .+

∣∣eiωn+k −1
∣∣

5.5
≤ |ωn+1|+ |ωn+2|+ . . .+ |ωn+k|

=
n+k

∑
j=n+1

∣∣ω j
∣∣→ 0,

para n → ∞, por ser classe traço, ou seja,
{

ω j
}

j∈N ∈ l1.
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Corolário 5.2. {UXn}n∈N é uma sequência de Cauchy em B(H ).

Demonstração. Pelo lema anterior e dado que U é unitário, tem-se

||UXn+k −UXn||= ||U (Xn+k −Xn)||

≤||U || · ||Xn+k −Xn||

= ||Xn+k −Xn|| → 0.

Lema 5.3. ∥UXn −UX∥→ 0, quando n → ∞.

Demonstração. Análogo ao Lema 5.1 e ao Corolário 5.2, tem-se

||Xn −X ||=
∣∣∣∣∣∣Xn − eiA

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣ei∑

n
j=1 ω jPϕ j − ei∑

n
j=1 ω jPϕ j · ei∑ j>n ω jPϕ j

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣ei∑

n
i=1 ω jPϕ j

(
1− ei∑ j>n ω jPϕ j

)∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣∣1− ei∑ j>n ω jPϕ j

∣∣∣∣∣∣
≤ ∑

j>n

∣∣ω j
∣∣→ 0,

quando n → ∞, e portanto ||UXn −UX || → 0.

Para operadores unitários sabemos que para uma medida µ em ∂D (T ou S1), com D= {z ∈ C | |z|< 1}

Fµ(z) =
∫ 2π

0

dµ(t)
1

· eit + z
eit − z

, |z|< 1,

Rµ(z) =
∫ 2π

0

dµ(t)
eit − z

, |z|< 1,

são as transformadas de Cauchy e de Borel respectivamente. Aqui é importante o Teorema 4.6, em

particular, lim
r↑1

ℜFµ

(
reiθ
)
=

dµac(θ)

dθ
.

No caso de medidas espectrais µ de um operador unitário U ,

Rµ(z) =
〈
ϕ,(U − z1)−1

ϕ
〉
= ⟨ϕ,Rz(U)ϕ⟩ ,

Fµ(z) =
〈
ϕ,(U + z1)(U − z1)−1

ϕ
〉
.

Lema 5.4.

Fz(U) = 1+2zRz(U).

Demonstração. Temos que Fz(U)= (U+z1)(U−z1)−1 =(U−z+2z)(U−z)−1 = 1+2z(U−z)−1 =

1+2zRz(U).
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Observação 5.5.

Fµ(z) =
〈
ϕ,(U + z1)(U − z1)−1

ϕ
〉

=⟨ϕ,Fz(U)ϕ⟩

=⟨ϕ,(1+2zRz(U))ϕ⟩

=⟨ϕ,ϕ⟩+ ⟨ϕ,2zRz(U)ϕ⟩

=1+2z⟨ϕ,Rz(U)ϕ⟩

=1+2zRµ(z).

5.3 Caso de Posto 1

Consideremos a perturbação de posto 1 de U

Uλ =U
(

1+(eiλ −1)Pϕ

)
com λ ∈ [0,2π). Seja µλ a medida espectral associada com Uλ e ϕ . Aqui Rλ = Rµλ

, Rµ(z) =

⟨ϕ,Rz(U)ϕ⟩. Se mostramos que (
dµ

Uλ
ϕ

)
ac
(θ)

dθ
=

(
dµU

ϕ

)
ac
(θ)

dθ
,

ou seja, que as medidas
(

µ
Uλ
ϕ

)
ac

e
(

µU
ϕ

)
ac

são equivalentes para um vetor cı́clico ϕ , então os opera-

dores (Uλ )ac e (U)ac são unitariamente equivalentes.

Lema 5.6. Rz(U)(Uϕ) = (1+ zRz(U))ϕ .

Demonstração. De fato,

Rz(U)(Uϕ)− zRz(U))(ϕ) =Rz(U) [U(ϕ)− zϕ]

=Rz(U) [U − z1] (ϕ)

=(U − z1)−1(U − z1)ϕ

=ϕ.

Observação 5.7. Pelo lema acima, tem-se

⟨ϕ,Rz(U)(Uϕ)⟩=⟨ϕ,(1+ zRz(U))ϕ⟩

=⟨ϕ,1ϕ⟩+ z⟨ϕ,Rz(U)ϕ⟩

=⟨ϕ,ϕ⟩+ z⟨ϕ,Rz(U)ϕ⟩

=1+ zRµ(z).
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Lema 5.8. Para |z| ̸= 1

Rλ (z) =
R0(z)

eiλ + z(eiλ −1)R0(z)
(5.6)

e

Fλ (z) =
(eiλ −1)+(eiλ +1)F0(z)
(eiλ +1)+(eiλ −1)F0(z)

. (5.7)

Demonstração. Pela segunda identidade do resolvente, tem-se que

Rz(U)−Rz(Uλ ) =Rz(U)(Uλ −U)Rz(Uλ )

=Rz(U)((eiλ −1)UPϕ)Rz(Uλ ),

então

⟨ϕ,Rz(U)ϕ⟩−⟨ϕ,Rz(Uλ )ϕ⟩=
〈

ϕ,Rz(U)((eiλ −1)UPϕ)Rz(Uλ )ϕ
〉

=(eiλ −1)⟨ϕ,Rz(U)U (⟨ϕ,RZ(Uλ )ϕ⟩ϕ)⟩

=(eiλ −1)⟨ϕ,Rz(Uλ )ϕ⟩⟨ϕ,Rz(U)Uϕ⟩

=(eiλ −1)⟨ϕ,Rz(Uλ )ϕ⟩ [1+ z⟨ϕ,Rz(U)ϕ⟩] ,

ou seja, R0(z)−Rλ (z) = (eiλ −1)Rλ (z) [1+ zR0(z)], portanto,

Rλ (z) =
R0(z)

eiλ + z(eiλ −1)R0(z)
.

Pela Observação 5.5, tem-se

Fλ (z) =2zRλ (z)+1

=2z
R0(z)

eiλ + z(eiλ −1)R0(z)
+1

=
eiλ + z(eiλ −1)R0(z)+2zR0(z)

eiλ + z(eiλ −1)R0(z)

=
eiλ + z(eiλ +1)R0(z)
eiλ + z(eiλ −1)R0(z)

=
2eiλ +2zeiλ R0(z)+2zR0(z)
2eiλ +2zeiλ R0(z)−2zR0(z)

=
eiλ −1+ eiλ +2eiλ zR0(z)+1+2zR0(z)
eiλ +1+ eiλ +2eiλ zR0(z)−1−2zR0(z)

=
(eiλ −1)+(eiλ +1)(1+2zR0(z))
(eiλ +1)+(eiλ −1)(1+2zR0(z))

=
(eiλ −1)+(eiλ +1)F0(z)
(eiλ +1)+(eiλ −1)F0(z)

.
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Observação 5.9. A partir desse último lema, podemos encontrar as seguinte fórmulas, para λ1,λ2 ∈
[0,2π),

Fλ2(z) =
eiλ2 − eiλ1 +

(
eiλ1 + eiλ2

)
Fλ1(z)

eiλ2 + eiλ1 +
(
eiλ2 − eiλ1

)
Fλ1(z)

e

ℜFλ2(z) =
(1+ y2)ℜFλ1(z)∣∣1+ iyFλ1(z)

∣∣2 ,

com iy =
eiλ2 − eiλ1

eiλ2 + eiλ1
.

Observação 5.10. Pelo Teorema 4.6, sabemos que a parte singular da medida µs está suportada em

S =

{
λ | lim

r→1
F(reiλ ) = ∞

}
.

Então, sejam os conjuntos

S1 =

{
λ | lim

r→1
Fλ1(re

iλ ) = ∞

}
e S2 =

{
λ | lim

r→1
Fλ2(reiλ ) = ∞

}
,

que são mutuamente disjuntos. Se λ1 ̸= λ2, e usando a Observação 5.9, segue que se λ ∈ S1, então

limr→1 Fλ2(re
iλ ) =

eiλ2 + eiλ1

eiλ2 − eiλ1
̸= ∞, portanto λ /∈ S2, ou seja, S1 ∩S2 = /0, então as medidas µ

λ1
s e µ

λ2
s

são mutuamente singulares. Veja que este resultado é o mesmo dado no Corolário 1.61.

Teorema 5.11. Para todos λ1 ̸= λ2, as partes absolutamente contı́nuas de Uλ1 e Uλ2 são unitaria-

mente equivalentes.

Demonstração. Dado que Uλ1 =Uλ2 +(λ1 −λ2)Pϕ . Sejam os conjuntos

L1 =

{
t | lim

r→1
Fλ1(reit) = ∞ ou ∄ lim

r→1
Fλ1(reit)

}
L2 =

{
t | lim

r→1
Fλ1(reit) =

eiλ2 + eiλ1

eiλ1 − eiλ2

}
,

e dado o teorema 4.6, temos que as medidas desses conjuntos é nula. Se G = L1 ∪L2, então a medida

de G é também nula. Pela Observação 5.9, tem se{
t ∈ T\G | lim

r→1
Fλ1(re

it) = 0
}
=

{
t ∈ T\G | lim

r→1
Fλ2(reit) = 0

}
,

portanto,

lim
r↑1

ℜFλ1(re
it) ̸= 0 ⇐⇒ lim

r↑1
ℜFλ2(reit) ̸= 0,

então µ
λ1
ac ∼ µ

λ2
ac , e portanto as partes absolutamente contı́nuas de Uλ1 e Uλ2 são unitariamente equi-

valentes.

Observação 5.12. Desse último Teorema, temos particularmente que as partes absolutamente contı́-

nuas de U e Uλ são unitariamente equivalentes. No que segue, vamos generalizar essa demonstração

sobre perturbações de posto um, conhecida na literatura, para perturbações de posto finito.
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5.4 Caso de Posto Finito

Voltando ao caso da perturbação U 7→ UX , com U0X = U0(1+W ) = U0 +U0W e pela segunda

identidade do resolvente,

Rz(U0)−Rz(U) = Rz(U0)(U −U0)Rz(U) = Rz(U0)(U0W )Rz(U),

com W =
n

∑
j=1

u jPϕ j , u j = (eiω j −1), segue que

Rz(U0)−Rz(U) =WRz(U)+ zRz(U0)WRz(U) . (5.8)

Agora, e usando as notações RU0 = R0, Rk,m
0 (z) = ⟨ϕk,Rz(U0)ϕm⟩ e Rk,m

U (z) = ⟨ϕk,Rz(U)ϕm⟩ para

qualquer k,m ∈ {1,2, . . . ,n}, e olhando como elementos de matrizes tem-se

Rk,m
0 (z)−Rk,m

U (z) = ukRk,m
U (z)+ z

n

∑
j=1

Rk, j
0 (z)u jR

j,k
U (z),

ou seja,

R0(z)−RU(z) = MRU(z)+ zR0(z)MRU(z),

e com

M =


u1 0 0 · · · 0
0 u2 0 · · · 0
0 0 u3 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · un

 , Ω =


eiω1 0 0 · · · 0

0 eiω2 0 · · · 0
0 0 eiω3 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · eiωn

= M+ I,

sendo I a matriz de identidade n×n, então

RU(z) = (M+ I + zR0(z)M)−1R0(z),

RU(z) = (Ω+ zR0(z)(Ω− I))−1R0(z). (5.9)

Agora como FU(z) = I +2zRU(z), tem-se que

FU(z) = (2I +M+F0(z)M)−1(M+F0(z)(M+2I)),

FU(z) = [(Ω+ I)+F0(z)(Ω− I)]−1 ((Ω− I)+F0(z)(Ω+ I)). (5.10)

Se separarmos a matriz Ω da seguinte maneira:

Ω =


cos(ω1)+ isen(ω1) 0 0 · · · 0

0 cos(ω2)+ isen(ω2) 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · cos(ωn)+ isen(ωn)

 :=C+ iS,
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então Ω+Ω∗ = 2C e MM∗ = 2(I −C), portanto

2ℜFU(z) = FU(z)+F∗
U(z)

= 2((Ω+ I)+F0(z)(Ω− I))−1
ℜF0(z)((Ω∗+ I)+(Ω∗− I)F∗

0 (z))
−1,

ℜFU(z) = ((Ω+ I)+F0(z)(Ω− I))−1
ℜF0(z)((Ω∗+ I)+(Ω∗− I)F∗

0 (z))
−1, (5.11)

ou seja,

ℜF0(z) = ((Ω+ I)+F0(z)(Ω− I))ℜFU(z)((Ω∗+ I)+(Ω∗− I)F∗
0 (z)), (5.12)

para z ∈ C\T.

Observação 5.13. Pela segunda identidade do resolvente

Rz(U0) = Rz(U)+Rz(U0)(U0W )Rz(U) ⇒ Rz(U0) = (I +Rz(U0)(U0W ))RZ(U),

e seja

A = I +Rz(U0)(U0W ) = Rz(U0)(U − z) = I +W + zRz(U0)W,

e como Rz(U0) =
1
2z
(Fz(U0)− I), então A = I+

W
2
+

1
2

Fz(U0)W e dado que A é limitado e tem inversa

limitada e A = Rz(U0)(U − z), tem-se A−1 = Rz(U)(U0 − z). Então se 2A = T = 2I+W +Fz(U0)W e

como A é invertı́vel, T é invertı́vel já que

T−1 =
1
2

A−1 =
1
2

Rz(U)(U0 − z) =
1
4z
(Fz(U)− I)(U0 − z).

Portanto, (2I +M+F0(z)M)−1 é invertı́vel.

Sejam

Im,k(U0) :=
{

θ ∈ [0,2π) |
∣∣∣ lim

r↑1
Fm,k

0 (reiθ )
∣∣∣= ∞ ou ∄ lim

r↑1
Fm,k

0 (reiθ )
}

Nm(U0) :=
{

θ ∈ [0,2π) | lim
r↑1

Fm,n
0 (reiθ )(ωm −1) =−Ω− I

}
com lim

r↑1
ωmFm,n

0 (reiθ ) algum elemento de lim
r↑1

ΩFm,n
0 (reiθ ), temos que ℓ

(
Im,k(U0)

)
= 0, para todo m,k

e ℓ(Nm(U0)) = 0, para todo m. Seja

G :=
n⋃

m,k=1

(
Nm(U0)∪Nm(U)∪ Im,k(U0)∪ Im,k(U)

)
,

então ℓ(G) = 0. Das equações (5.11) e (5.12), tem-se{
θ ∈ [0,2π)\G | lim

r↑1
ℜFU(reiθ ) = 0

}
⊂
{

θ ∈ [0,2π)\G | lim
r↑1

ℜF0(reiθ ) = 0
}

e {
θ ∈ [0,2π)\G | lim

r↑1
ℜF0(reiθ ) = 0

}
⊂
{

θ ∈ [0,2π)\G | lim
r↑1

ℜFU(reiθ ) = 0
}
,

portanto,

lim
r↑1

ℜF0(reiθ ) ̸= 0 ⇐⇒ lim
r↑1

ℜFU(reiθ ) ̸= 0,

então µU
ac ∼ µ

U0
ac .
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Observação 5.14. Da mesma forma, podemos encontrar este resultado para uma perturbação U 7→
XU .

Observação 5.15. Infelizmente (ainda) não foi possı́vel estender esse resultado para operadores na

classe traço (n = ∞), devido a dificuldades em controlar a medida do correspondente ao conjunto G

acima.
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