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Resumo

Esta dissertagdo apresenta a proposta de implementacao de um acelerador de hard-
ware, com arquitetura paralela baseada em systolic array, para construcao do sistema de
navegacao em um veiculo aéreo. A estimativa de atitude, posicao e velocidade do drone é
estabelecida por um filtro de Kalman robusto, devido as possiveis incertezas nos parame-
tros dos sensores. A estrutura é assistida por dados de uma unidade de medigao inercial,
informagoes de atitude e posicao de uma solugdo SLAM visual monocular e referéncias
de posicao e velocidade obtidas via GPS. Além disso, os modos de operac¢ao do sistema
de navegacao sao definidos de acordo com a disponibilidade e confiabilidade dos sensores.
Assim, a flexibilizacao da operacao do veiculo aéreo em ambientes distintos dependera da
multiplicidade e qualidade das fontes de informacao para estimar os estados do sistema
de navegacao aérea. A principal contribuicao deste estudo é a possibilidade da constru-
¢ao de um sistema de estimativa de estados com resultados precisos e em tempo real,
necessidades fundamentais em robdtica aérea. Para isso, a solucao do Filtro de Kalman
Robusto é realizada em um FPGA. A estratégia para o cdlculo é baseada na fatoracao
matricial utilizando rotagao de Givens e, em sequéncia, empregando o algoritmo de subs-
tituicao reversa. Assim, a andlise das configuragbes em uma abordagem heterogénea de
software/hardware pode fornecer possiveis melhorias no desempenho computacional do

sistema de navegacao aérea.

Palavras-chave: robédtica aérea, rotacdo de Givens, computacio paralela, estimativa

robusta de estados.






Abstract

This dissertation presents a proposed implementation of a hardware accelerator, with
parallel architecture based on systolic array, for building the navigation system in an ae-
rial vehicle. The estimate of the attitude, position, and speed of the drone is established
by a robust Kalman filter due to possible uncertainties in the parameters of the sensors.
The structure is assisted by data from an inertial measurement unit, attitude, and po-
sition information from a monocular visual SLAM solution, and position and velocity
references obtained via GPS. Furthermore, the operating modes of the navigation system
are defined according to the availability and reliability of the sensors. Thus, the flexibility
of the air vehicle operation in different environments will depend on the multiplicity and
quality of the information sources to estimate the states of the air navigation system.
The main contribution of this study is the possibility of building a state estimation sys-
tem with accurate and real-time results, which is a fundamental need in aerial robotics.
For this, the Robust Kalman Filter solution is performed in an FPGA. The calculation
strategy is based on matrix factorization using Givens rotation and, in sequence, using
the reverse substitution algorithm. Thus, the analysis of configurations in a heterogene-
ous software/hardware approach can provide possible improvements in the computational

performance of the air navigation system.

Keywords: aerial robotics, Givens rotation, parallel computing, robust state estimation.
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Capitulo 1

Introducao

Popularmente utilizado para obter estimativas o6timas de estados nao observaveis e
pela fusdo de dados sensoriais, o consolidado filtro de Kalman (KF, do inglés Kalman
Filter) (KALMAN]| 1960) e suas versoes para sistemas nao lineares, Eztended Kalman
Filter (SMITH; SCHMIDT; MCGEE, 1962) e Unscented Kalman Filter
(JULIER; UHLMANN]J [1997)), sdo amplamente usados em sistemas de navegagao aérea.
O KF é um algoritmo 6timo que apresenta uma metodologia computacional recursiva
para estimar valores de estado em um processo controlado a partir de medidas sensoriais,
ao mesmo tempo que fornece uma estimativa de erro dos valores obtidos. O KF gera
resultados mais proximos dos valores reais em comparacao com medigoes isoladas, mesmo
que os sinais contenham ruidos. De forma geral, no caso da navegacao aérea, as variaveis
de interesse sao a atitude, a posicao e a velocidade do veiculo aéreo.

A obtencao dos estados via KF ocorre a partir do modelo dinamico do sistema, re-
presentado em espago de estados, com a adi¢ao de ruidos gaussianos. Porém, incertezas
paramétricas no modelo podem fazer com que o KF gere resultados insatisfatérios. A per-
manéncia de fontes de incertezas, mesmo apés a calibracdo dos sensores, viola a premissa
central do KF, no qual o modelo do sistema é exato. Nesse sentido, a utilizagdo de um
método robusto para estimativa dos estados torna-se relevante ao invés do emprego de
filtros 6timos convencionais. Uma versao robusta do KF foi proposta por (ISHIHARA et
al., 2015), baseado-se no problema de minimos quadrados regularizados (SAYED), 2001))
e na funcao de penalidade (LUENBERGER; YE| 2015). Esse método realiza uma abor-
dagem assumindo que existam incertezas em todas as matrizes de parametros do modelo.
Essa é uma vantagem se comparado a outros KFs robustos cujas incertezas sdo modeladas

apenas em algumas matrizes especificas de parametros de estado e saida.

Os modelos do sistema dinamico usados no KF geralmente sao provenientes de sensores
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que podem, em determinadas circunstancias, apresentar incertezas em seus parametros.
Essas incertezas surgem de especificagoes de tolerancia em parametros fisicos, impreci-
soes na resolucao do sinal e influéncias externas nas medi¢oes do sensor, principalmente
temperatura ambiente.

Em sistemas de navegacao aérea, diversas fontes de informacgdo podem ser utilizadas
para obtencao dos estados. A principal referéncia para sistemas de navegacao usados em
drones é derivada do Inertial Navigation System (INS). Esse disposito utiliza sensores
de movimento (acelerémetros) e rotagdo (gisroscopios), juntamente com um computador
que integra os dados fornecidos para calcular a posi¢do, a orientagao e a velocidade do
vefculo. E comum o uso de sensores auxiliares, como magnetometros e barometros para
calcular os estados de navegacao aérea. Dados oriundos de Global Navigation Satellite
System (GNSS)) sao frequentemente empregados para obtengao da posigao e velocidade
de UAVs. Algumas técnicas de Simultaneous Localization and Mapping (SLAM]) também
tém sido usadas na navegacao em tempo real. Em suma, o problema SLAM consiste na
estimativa da trajetéria percorrida pelo veiculo, apresentada como um conjunto de poses,
enquanto constréi simultaneamente um mapa do ambiente. Particularmente, o Visual
SLAM (V-SLAM)]), fundamenta-se na estimativa da pose da cdmera e na reconstruc¢ao do
modelo 3D do local percorrido durante a navegagao, a partir de um fluxo de imagens.

A integracio de dados do INS, informagdes do Global Positioning System (GPIJ] e
sistemas SLAM na construgdo de sistemas de navegagao aérea é um tema abundante no
campo da filtragem de sinais (GREWAL; ANDREWS, 2010). Diversos trabalhos, desde
o advento do KF na década de 1960, utilizam o KF para o desenvolvimento de siste-
mas de navegagdo em Unmanned Aerial Vehicles (UAVS) (BARCZYK; LYNCH, 2012
MOURIKIS; ROUMELIOTIS, 2007; (CRASSIDIS, 2006). Entretanto, a qualidade e dis-
ponibilidade dos dados sensoriais sdo obstaculos para a implementacao do KF em sistemas
embarcados. Um veiculo que opera em ambientes com perturbagoes eletromagnéticas po-
derd sofrer distor¢oes nas saidas do magnetometro. As imagens capturadas pela camera
poderao ter mudancas devido a iluminacao local. No caso do GPS, o acesso ao sinal
podera ser afetado caso o veiculo esteja em local fechado ou sob interferéncia material.
Neste trabalho, os dados sensoriais usados para corrigir os estados propagados no INS

usam critérios de selecdo para nao afetar as estimativas de navegacao do UAV.

1.1 Motivacao

As incertezas presentes nos modelos dinamicos que descrevem os sensores usados na
construgdo do sistema de navegagdo é um fator limitante para o desempenho de algo-

ritmos de estimativas dos estados. Alguns trabalhos supracitados apresentam solugoes

1O GPS (desenvolvida e controlada pela Estados Unidos) é o GNSS mais utilizado no mundo. Outros

GNSSs comuns sdo GLONASS (Russia), Galileo (Europa) e Beidou (China).
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interessantes para este problema. Contudo, como observado no desenvolvimento desses
algoritmos de filtragem robusta, o custo computacional podera restringir a implementacao
em um projeto embarcado. A atualizagao dos estados pelo filtro proposto por (ISHIHARA
et al., |2015) realiza o célculo de inversao de uma matriz de grandes dimensées, exigindo
grande esforgo computacional. A solugao desenvolvida por (YENGERA et al., [2018; NA-
RASIMHAPPA et al.| [2017) converte os calculos em um sistema linear do tipo Az = b, em
que A e b contém parametros associados ao algoritmo robusto e valores preditos no ciclo
anterior, e x apresenta os resultados das estimativas na forma preditora e filtrada simul-
taneamente. Para solucionar o sistema linear, os autores utilizaram a decomposicao QR
por rotagao de Givens (GIVENS, |1958]). Apos esse procedimento, apenas as varidveis de
interesse, isto é, o vetor de estados e a matriz de covariancia do sistema, sdo encontradas

usando substituicao regressiva.

Aceleradores de hardware tém sido extensivamente empregados para melhoria de de-
sempenho em tarefas que exigem recursos computacionais excessivos, como processamento
grafico, execu¢do de redes neurais e calculos especificos, como a fatoracdo de matrizes
(VAZQUEZ-CASTILLO et al. 2020; MERCHANT et al. [2018). Embora solucdes ba-
seadas em software apresentem desenvolvimento mais rapido, simplicidade na correcao
de erros e menor custo de investimento, as estruturas computacionais fundamentadas em
hardware possuem menor laténcia operacional e maior largura de banda (CARDOSO;
COUTINHO; DINIZ, 2017; SOH; WU, 2016)). Assim, determinadas tarefas de um pro-
cesso podem ser transferidas para componentes de hardware especializados, com potencial
de atingir maior eficiéncia comparadas a execucao realizada apenas pela Central Proces-
sing Unit (CPU). Tecnologias emergentes como as Graphic Processing Unit (GPUl)s de
propoésito geral, permitem o desenvolvimento de aceleradores de hardware para diferen-
tes utilidades (ABDUL-KADHIM; LIEN; YEE| 2019; SUDA et al.| [2016)), pois contém
a flexibilidade de interagdo heterogénea software/hardware utilizando o mesmo padrao
aberto de programacao de alto desempenho, como a OpenCL (Open Computing Lan-
guage). No caso dos FPGAs, a configuragao é geralmente especificada usando alguma
Hardware Description Language , sendo o Verilog e o Very high speed integrated
circuits HDL (VHDIJ) as linguagens mais utilizadas.

Atualmente, aceleradores baseados em FPGAs adquiriram popularidade devido a sua
maior eficiéncia energética comparada as GPUs e maior flexibilidade de configuracao em
relagao aos Application Specific Integrated Circuit [ASICl)s, principalmente para aplicagoes
relacionadas a inteligéncia artificial, como por exemplo em Deep Learning (SHAWAHNA,;
SAIT; EL-MALEH, [2018)). Além disso, a tecnologia FPGA pode incorporar componentes
de hardware paralelos e varios nicleos Intellectual Property ([P), devido ao grande ntimero
de malhas légicas programaveis disponiveis no chip. Essa estrutura permite a elaboracao
de uma rede de unidades de processamento que estejam conectadas de forma regular. Um

modo de operacao interessante para implementacgao de estruturas computacionais parale-
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las consiste no principio de systolic array. Neste processo, cada unidade de processamento
calcula independentemente um resultado parcial como uma funcao dos dados recebidos
de unidades vizinhas, armazena o resultado e o transmite para outras células adjacentes.
O uso de systolic arrays permite, por exemplo, a implementacao paralela do algoritmo de
decomposicao Q)R via rotacao de Givens para o propésito de solugao de sistemas lineares
(GENTLEMAN:; KUNG] |1982).

A concepgao de projetos mistos software/hardware apresenta as vantagens de ambas
abordagens de implementagao computacional. Nesse aspecto, o propoésito da arquitetura
do sistema de navegacao aérea visa obter a versatilidade e simplicidade da programacao

em CPU com a eficiéncia e laténcia das estruturas FPGA.

1.2 Objetivos

A partir das consideracgoes apresentadas anteriormente, o objetivo principal desta dis-
sertacao é acelerar o processo de estimativa de estados do sistema de navegacdo aérea
baseado em um KF robusto. Para isso, uma estrutura de systolic arrays implementada
em FPGA ¢ utilizada. Ao invés do calculo convencional de inversao matricial para obten-
¢ao dos estados e matriz de covariancia do filtro, a aceleragao do processo ocorrera pela
fatoragdao da matriz usando rotacao de Givens. O resultado é usado na atualizagdo do KF
robusto.

Para alcancar o objetivo principal, os seguintes objetivos especificos foram definidos:

[ Revisar os conceitos relacionados a filtragem robusta de sinais, em particular o filtro

de Kalman robusto.
(1 Explorar as estratégias de implementagao em hardware e interagao com a CPU.

(A Realizar simulagoes a fim de identificar possibilidades e limitacoes do sistema de

navegacao aérea.

d Verificar o desempenho do método de rotagdo de Givens com systolic array usado

na solugao robusta de estimativa de atitude, posicao e velocidade.

1.3 Organizacao do Texto

A estrutura do texto esta dividida em trés partes. Na primeira parte, os Capitulos[2] e
abrangem os principais aspectos tedricos utilizados para desenvolvimento desta disser-
tacdo. A segunda parte, constituida pelos Capitulos [4] e [5] estabelece as metodologias de
pesquisa e recursos utilizados para simulagao e implementagao do sistema de navegacao

aérea em hardware. A terceira parte do texto, composta pelo Capitulo [6] e [7], apresenta
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os resultados, discussoes e proximos passos da pesquisa. Os Apéndices [A] e [B] fornecem
suporte e complementam o conteiido da primeira parte desta dissertacdao. Por fim, o
Anexo [A] traz os documentos suplementares desenvolvidos neste estudo, associado prin-
cipalmente a Parte 2 deste documento. A seguir, os contetidos dos capitulos deste texto

sao brevemente apresentados.

Capitulo [2t Neste capitulo é demonstrado um método de estimativa robusta baseada
na solug¢do de minimos quadrados regularizados e penalizados. O resultado ¢ apresentado
em um algoritmo recursivo preditor-corretor de estimativas robustas. Para validagao do
algoritmo, foram desenvolvidas simula¢Ges numéricas.

Capitulo [3: A estrutura do sistema de navegacao aérea é elaborada neste capitulo. As
estimativas de posigao, velocidade e atitude sao obtidas a partir dos dados fornecidos por
sensores inerciais, magnetémetro, GPS, barémetro e informacoes visuais. Os modelos de
propagacao dos estados e medidas dos sensores sao desenvolvidas detalhadamente para
posteriormente serem aplicadas a representacao em espago de estados usada no KF.
Capitulo [5} Neste capitulo sdo mostrados os meios de aquisi¢do dos sinais sensoriais e
avaliacado da confiabilidade desses dados. A instrumentacdo para coleta dos dados sen-
soriais é feita utilizando o Robot Operating System (ROS)). Voos de teste em um drone
comercial, com uma trajetéria pré-estabelecida, forneceram as informagoes para verifica-
¢ao dos métodos de estimativas robustas utilizados neste estudo.

Capitulo Como principal contribuicao desta pesquisa, a aceleracao das estimativas
dos estados de navegacao é desenvolvida usando um FPGA. Neste capitulo sdo apresen-
tadas as estratégias para implementacao de systolic arrays e computacao heterogénea
software/hardware. Também é apresentado o desenvolvimento de um exemplo analitico
para solucao do sistema linear utilizando o conceito de systolic arrays baseado em rotacao
de Givens.

Capitulo[6; Os resultados praticos e simulagoes realizadas neste estudo sao apresentados
neste capitulo. Ainda sdo mostrados analises e discussoes tedricas acerca dos resultados
com base em estudos anteriores.

Capitulo [7; O dltimo capitulo desta dissertagdo mostra a conclusdo da pesquisa com
analise técnica dos resultados obtidos e principais contribuigoes alcancadas. Também sao
indicadas as recomendacgoes para continuidade da pesquisa em trabalhos futuros.
Apéndice [A} Neste apéndice é desenvolvido detalhadamente o método de decomposigao
QR por rotagao de Givens. A interpretacao geométrica das decomposicoes correlatas,

QL, RQ e L@, sdo discutidas com exemplos analiticos e simulagdes numéricas.

Apéndice B} Neste apéndice sao exploradas as principais caracteristicas da dlgebra qua-
ternidonica que servem de base para a modelagem do sistema de atitude usado no KF

indireto.

Anexo [Al: Todo contetdo de cédigos numéricos e simulagdes desenvolvidos neste estudo
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ficarda disponivel na plataforma de hospedagem GitHub. A descricdo dos programas e

simulagoes, assim como a organizacao das pastas e versoes, sao apresentadas neste anexo.

Figura 1 — Sequéncia de leitura recomendada conforme organizacao do texto.

Parte 1 |
|
! [ Introducao ] !
| |
‘Parte2
|
: [ Filtro de Kalman Robusto ] [
|
. s
| |
| [ Navegacao Aérea J !
|
| |
‘Parte3
I I
: [ Systolic Array ] |
| |
| K> Anexos
: Sensoriamento, Aquisi¢ao ! -
: de Dados e Simulagao !
| I
. . o ______ l _______________ 1
‘Parte4

[ Resultados e Discussoes J

[ Conclusao ]
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Capitulo 2

Filtro de Kalman Robusto

Dispositivos eletronicos atuais utilizam uma ampla variedade de fonte de dados prove-
nientes de sensores, cameras e demais recursos usados para coletar informagoes do meio
externo. No entanto, é notério que os sinais obtidos quase sempre carregam consigo in-
formacoes indesejadas, muitas vezes na forma de ruidos. Para isso, ¢ bastante comum
a aplicacao de procedimentos computacionais ou o uso de circuitos eletronicos, com o
objetivo de atenuar a influéncia de ruidos e incertezas nos sinais de interesse. Em espe-
cifico, alguns algoritmos utilizam dados estatisticos e o modelo matematico do sistema
para obtencao da estimativa do sinal.

O Kalman Filter (KE]) é um algoritmo recursivo usado para extrair as informagoes
necessarias de um sinal contaminado com ruidos. O KF fornece estimativas de valores
a partir da propagacao dos estados, com base em uma equacao dindmica, e medidas
observadas ao longo do tempo.

O KF é fundamentado em um sistema dinamico descrito na forma de espago de estados.
Para um sistema dinamico linear invariante no tempo, o modelo discreto é representado

pela equagao de estados e equacao de saidas, nesta ordem, como

Xpt1 = FXi + Gug + Hwy, k>0, (2.1)

Z, = CXk + DVk
em que X; € R™ é o vetor de estado, u, € R™ é a entrada de controle do sistema e z, € RP
é o vetor de medidas. Os valores w € R e v € R®2 sdo ruidos Gaussianos de processo e
medigao, respectivamente, que possuem média zero e satisfazem Q;, = E{wyw? }, Ry =
E{viyvl} e E{w;vl} = 0. A solugdo da primeira equacio de fornece uma estimativa
do estado no instante k£ + 1. Depois, com a disponibilidade da medida z;, a estimativa

do estado pode ser otimizada, seguindo a minimizacio de B{(x — %Xz)" (xx — %)}
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Observacao 1 No contexto de filtragem, é comum o uso de algumas notagoes:
e O simbolo O ¢ atribuido & varidvel estimada;
e Fquagdo de medigdio ou observacao se refere a equacao de saida de ;

® X1k (estimativa preditora do estado) - Representa a estimativa de x no tempo k + 1

a partir do conjunto de observagoes fornecidas até o instante k;

® Xy (estimativa filtrada do estado) - Representa a estimativa de x no tempo k a partir

do conjunto de observagoes fornecidas até o instante k;

® Xj_1i (estimativa suavizada do estado) - Representa a estimativa de x no tempo k —1

a partir do conjunto de observagoes fornecidas até o instante k.

Na maioria dos casos, o KF é desenvolvido em duas etapas: predicdo e correcao.
Alguns autores, como (AGUIRRE] [2004), utilizam as nomenclaturas “propagacao” e “as-
similagao” para expressar as duas etapas anteriormente citadas, nesta ordem. Na etapa
de predicao, o estado estimado no passo anterior é utilizado para obter uma previsao do
valor a partir da equagdo de movimento do processo. Esse valor é chamado estimativa a
priori do estado. Em seguida, na etapa de correcao ou atualizagdao, a medida observada
¢ combinada com a estimativa a priori do estado calculada anteriormente, usando uma
média ponderada. O resultado é chamado estimativa a posteriori do estado. Os pesos da
média ponderada dependem da matriz de covariancia do erro de estimativa dos estados e
das matrizes de covariancias das variaveis aleatorias associadas ao processo e a medida.
A estimativa resultante é mais proxima do valor real da grandeza, em comparacao com o
valor obtido por medigoes isoladas. Por esse motivo, o KF é muito 1til para combinacao
de informagoes sensoriais. A Figura [2| apresenta a estrutura do KF, com as equacgoes

estabelecidas para cada etapa do algoritmo.

Figura 2 — KF na estrutura preditora-corretora. Modificado de (NYSETH, [2017)).

f )

Predicao Correcao
Estimativa a priori do estado Ganho de Kalman
~ ~ -1
Xk|k—1 = FreXk—1|k—1 T Gr U K = Pyjp—1CF (CiPyjp—1CF + DRy DY)
Estimativa a priori da covaridncia Estimativa a posteriori do estado
Pyjp—1 = }—kPk—uk—l]'—kT + HkaHE Xk = Xpjk—1 + Kg (Zk - Ckﬁk\k—l)
ﬁ Estimativa a posteriori da covariancia
— Py = Prjp—1 — KkCr Prji—1
Xol0

7)
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A estrutura preditora-corretora do KF mostrada na Figura 2| pode ser modificada para
calcular as estimativas de estados em um tnico estagio. Partindo do célculo do ganho de
Kalman K}, com vetor de estado inicial Xo—; = X e sua matriz de covariancia Py, = Ilj,
as atualizacoes de X e P sao efetuadas diretamente por duas equacoes. Pela substituicao
das equagoes de estimativas a posteriori nas equagoes de estimativas a priori da Figura 2]
o algoritmo calcula a melhor estimativa de x;,; dado o conjunto de observacoes z obtidas
no instante k. Dessa forma, tanto a etapa de predi¢cdo quanto a de correcao sao realizadas
de uma s6 vez. Como X é calculado usando medidas da iteragdo anterior, este algoritmo
é conhecido como preditor de Kalman. A Tabela [I| apresenta o algoritmo recursivo de

estimativa preditora de Kalman.

Tabela 1 — Algoritmo recursivo preditor de Kalman de tinico estégio.

Condigoes Iniciais: ’)Zo‘,l =Xg € Po‘,l = Ilo.

Passo 1: Calcule K a partir de Py, como segue:

-1
Ky = PyprCF (CePigp—1CF + DiRy DY)

Passo 2: Dado zg, atualize §k+1\k e Ppy1)x como:
ikﬂ\k = fkik\kq + Grug + Fi Ky (Zk - Ckf(mkq)
T T
Piyijp = FuPepr FiL — FrEKiCr Pyjpe—1 FiE + HiQuH}

O formato apresentado na Tabela [I] para o calculo de estimativas de valores é muito
util para verificar qual a tendéncia dos estados no instante k, dadas £ — 1 medidas. Além
do KF padrao que calcula as estimativas filtradas e do preditor de Kalman apresentado
acima, € possivel ainda calcular a estimativa suavizada que consiste na melhor estimativa

de estados em k, com k + 1 medidas fornecidas.

A equacdo de Py, apresentada na Tabela [I] ¢ conhecida como Equacao de Riccati
discreta, em homenagem ao Conde Jacopo Francesco Riccati.E] Essencialmente, a solucao
da Equagao de Riccati é o tema central na teoria de filtragem e controle 6timo (ABOU-
KANDIL et al.| [2012)).

A literatura referente ao KF é bastante extensa, com diversos trabalhos publicados
desde os primeiros estudos relativos ao tema, na década de 1960. (MAYBECK, |1982)
e (KAILATH; SAYED; HASSIBI, 2000)) trazem extensas anélises e conceitos sobre KF.
Para um estagio acerca do KF, com estudos de caso e exemplos de codigo, (KIM| 2011

aborda o tema de forma pratica e objetiva.

1 matematico e jurista de Veneza com significativa contribuicio nos estudos de hidraulica e teoria dos

polinémios.
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2.1 Estimativa Robusta

A estimativa 6tima obtida via KF é alcancada sob a premissa de que o sistema é
descrito por um modelo dindmico exato. Entretanto, incertezas paramétricas contidas no
modelo do sistema sdo comuns na pratica. Atributos nao modelados, pardmetros variantes
no tempo ou imprecisoes relacionadas ao processo de linearizagao podem gerar valores ine-
xatos nas equacoes que descrevem o sistema dinamico analisado. Caso algum parametro
do modelo apresente incertezas, a eficiéncia do KF pode ser prejudicada severamente. Por
esse motivo, diversos estudos realizados nas tltimas décadas concentraram no desenvolvi-
mento de técnicas de filtragem robusta para modelos com incertezas em seus parametros.
As principais linhas de pesquisa sobre estimadores robustos envolvem abordagens com
filtros Hoo (SIMON| 2006; PETERSEN; SAVKIN| |1999; NAGPAL; KHARGONEKAR)
1991)), projetos de custo garantido (ZHAO; YANG, 2019; THEODOR; SHAKED| |1996;
PETERSEN; MCFARLANE] 1994), e estratégias de minimos quadrados regularizados
robustos (ABOLHASANI; RAHMANI 2018; SAYED; NASCIMENTO) [1999)).

A abordagem com filtros H,, tem por objetivo limitar o efeito das perturbacoes para
o pior caso de influéncia, inclusive para incertezas no modelo do sistema, a partir na
minimiza¢do da norma H.. Porém, esse estimador robusto nao é recomendado para
operacoes on-line, pois quando sua condicao de existéncia falha, os resultados da filtragem
podem divergir (SAYED) 2001).

Em projetos de filtragem de custo garantido, o estimador é projetado de forma que,
para todas as incertezas possiveis, a variancia do erro de estimativa possua um limite
superior definido. A garantia da existéncia do estimador depende de alguns parametros
de escala a cada iteracao, o que pode prejudicar o desempenho do processo de filtragem.

Outra vertente para estimativa robusta ¢ baseada na solu¢ao do problema de mini-
mos quadrados regularizados. Esses estimadores sao projetados para minimizar a pior
norma residual regularizada possivel, sobre a classe de incertezas permissiveis no modelo
(SAYED; NASCIMENTO; 1999). A vantagem desse estimador, comparado aos demais
supracitados, estd relacionada a sua operacao recursiva. O filtro resultante realiza regu-
larizacao de dados, o que torna sua aplicagdo on-line mais conveniente, pois as condig¢oes
de existéncia do filtro sao atendidas a cada iteracao.

No trabalho desenvolvido por (ISHIHARA et al., 2015) foi proposto um filtro obtido
pela combinacao da técnica baseada na regularizagdo e uma fungao de penalidade (LU-
ENBERGER; YE et al.,[1984)). Para o célculo das estimativas de estados, nenhum ajuste
auxiliar nos parametros é necessario, apenas os valores conhecidos inicialmente. Ainda
nesse estudo, a algoritmo de estimativa robusta foi sintetizado em uma estrutura unifi-
cada com matriz simétrica recursiva, o que permite que o calculo, a cada iteragao, seja
realizado em uma tnica etapa. Contudo, essa operagao envolve a inversao de uma matriz
esparsa de grandes dimensoes, o que pode ser um fator limitante para implementacao

embarcada do algoritmo devido ao custo computacional associado.
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2.1.1 Incertezas no Modelo do Sistema

Para o modelo em espago de estados de tempo discreto (2.1)), as incertezas sao adici-

onadas as matrizes de parametros como
Fe 2 B+ 0F; G2 Gy+0Gy My = Hy + 0Hy;

X N (2.2)
Cr = C) + 0Cy; D). = Dy, + 0Dy..

As matrizes Fy, Gy, Hy, Cy e Dy sao constituidas de pardmetros nominais do modelo
linear discreto. As matrizes de incertezas 6F, 6G, 0H, 6C e 0D possuem dimensoes
compativeis com as matrizes de parametros nominais e sdo modelados de acordo com a

relacao
[5Fk (SG]C 5Hk] = MlkAlk [NFk NGk NHk]

[Aq,ll <1, (2.3)
[5Ck (SDk] - MQkAQk [ch NDk]

tal que M, e My, sejam matrizes nao nulas, A;, e Ay, fatores de contracao arbitrarios
que podem assumir valores multidimensionais, e N(), sao matrizes conhecidas de dimensao
compativel obtidas empiricamente para composicao do modelo de incertezas. Em sintese,
o modelo surge de especificacoes de tolerancia em parametros fisicos.

Pela conjectura de disponibilidade da medida z a todo instante k, a filtragem do sinal
se restringe em obter a melhor estimativa do estado Xy, pois o estado x; nao é totalmente
observado. Além disso, o modelo do sistema esta sujeito a incertezas paramétricas, o que
afeta as estimativas de estados caso fosse utilizado um KF padrao. Em virtude dessas
circunstancias, o problema de estimativas robustas foi formulado a partir do critério de
custo quadratico regularizado com um fator de penalidade, assim com os procedimentos
apresentados por (ISHIHARA et al., 2015]).

2.1.2 Minimos Quadrados Regularizados e Penalizados

Sejam A € R™™ e b € R™ variaveis associadas a uma modelo matematico geral e
x € R™ o vetor de incognitas. O problema de minimos quadrados regularizados propoe-
se encontrar a melhor estimativa de x pela minimizagdo de uma fungdo custo. Essa

minimizagao, geralmente é descrita por
min {xTQ:U + (Az —b)" W (Az — b)} : (2.4)

sendo 7' Qz um termo de regularizacdo e ¥V uma matriz de ponderacio, com Q > 0 e
W > 0. Neste caso, a solugao da estimativa Z em ([2.4) é

&= (Q+A™WA) " ATWE, (2.5)

Observacao 2 Para um vetor coluna v e uma matriz positiva definida M, geralmente sao

usadas as notagoes ||v]|? e ||v||3; para denotar a norma euclidiana e sua versdo ponderada,

as quais sio algebricamente expressas por viv e vT Mv, respectivamente.
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Entretanto, caso os parametros contidos em A e b apresentem incertezas, a solugao
(2.5) podera ter o desempenho afetado. Para superar esse obstaculo, (SAYED; NASCI-
MENTO) 1999) desenvolveram uma versao robusta de minimos quadrados regularizados,

de forma que seja introduzido um vetor de perturbacao na funcao custo como
T (x,y) = 27 Qu + R(x,y), (2.6)
na qual o custo residual R(x,y) é definido por
R(z,y) 2 (Ax — b+ My)" W (Az — b+ My). (2.7)

Em (2.7)), a matriz M restringe a incerteza y para certos espagos de alcance, tal como

feito em . Neste caso, a solugao para estimar z é
7 =min | mar J (@), (28)
de forma que ¢(x) = ||[Naz — N,|| impde um limite para y.

Para encontrar as estimativas de estados pela estrutura de modelo ({2.1]) com os para-
metros definidos em ([2.2)), é necessario realizar escolhas nao triviais de Q, W e M, assim
como para construgao de ¢(x). Alids, como advertido por (SAYED), [2001)), a solugao
deste problema requer alguns cuidados para evitar a introducao de multiplos parametros

de regularizagdo. Para encontrar a estimativa = de (12.8)), o objetivo é solucionar a fungao
custo J(z,d) de (2.6), de modo que

min mag {|l«lfy + | (A+64) 2 — (b-+ )}, (29)

Em (2.9), {0A} denota a matriz de perturbagdo no espaco R™™™ referente a matriz
nominal A e {§b} denota o vetor de perturbacio no espago R"*! referente ao vetor nominal

b. Os elementos do conjunto {§A, §b} sao definidos de forma que satisfazem
[0A  6b] = MA[Nas Ny, (2.10)

sendo que A é uma contragdo arbitraria limitada, tal que A < 1, e {M, N4, N} é o
conjunto de grandezas conhecidas com dimensoes apropriadas, assim como apresentado
na relacao .

O KF padrao apresentado na Figura[2)é derivado de um processo 6timo de minimizagao
do erro quadratico do estado estimado. Assim, o problema da estimativa estocastica
também pode ser desenvolvido em uma abordagem deterministica baseada no problema
de minimos quadrados. Nesse sentido, os ruidos w e v do modelo sao tratados
como erros de ajuste. Portanto, as variaveis aleatérias correspondentes aos ruidos de
processo e medida devem ser minimizadas. Como os estados do sistema nao sao totalmente
observados, a solugao do problema consiste em obter a estimativa filtrada Z, de xzj e
a estimativa preditora Ty, de xpy1 a partir do estado estimado Zy,—1, das variaveis

observaveis z;, e das entradas u, em cada instante de tempo k.
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No caso do modelo sujeito a incertezas em seus parametros, a funcao de custo deve
ser minimizada sob a influéncia maxima das incertezas paramétricas. Desse modo, para
o sistema dinamico discreto com parametros incertos, o problema de minimos quadrados

regularizados apresenta a forma

: S 2 2 2
in,mazl|x, =X oo+ IWellgo + Vel (2.11)

sujeito a (2.1) e (2.3). Em .11), P}, = 0, Q;' = 0 e R.' = 0 sdo matrizes de
k|k—1 k k

ponderacao associadas ao erro de estimativa xj — Tyx—1, ao ruido de processo wy e ao

ruido de medida vy, respectivamente.

Observacao 3 Em modelos de filtros de processos estocdsticos, as matrizes P Q) e R
representam as variancias associadas ao erro de estimaliva Xy — Xpjp—1 € a0s ruidos w e
v, respectivamente. Entretanto, a composicao deterministica adotada em , P, Qe

R sao componentes matriciais de ponderacao.

Para resolver o problema min-maz restrito (2.11) é necessario transforma-lo em um
problema irrestrito adequado. Dessa forma é introduzido um custo quadratico penalizado,
como proposto por (ISHIHARA et al., 2015)), no qual um parametro de penalidade p é
incluido na funcao custo. Caso alguma restricio do problema min-maz seja violada, a
funcao sera penalizada por p. Neste caso, a otimizacao resulta na melhor estimativa de
X € Xp41x Do cendrio de influéncia maxima das incertezas paramétricas com a inclusao

da penalidade na funcao custo, a partir da solugao de

min max {T} (zg, 0k)}, (2.12)

Ok

sendo xy, 2 {Xk, W, Vi, Xp11}5 O 2 {6Fy, 6 By, 6Gy, 0Cy, § Dy}, e fungdo custo J} expressa

por

A ~
Tt 2 = Raaalldor + Il + vl +

2 (”Xk—i-l — kak — gkuk - kak||2 + ||Zk — Cka — Dkvk|]2> s (213)

com Pk_‘,};_1 =0,Q.' =0, Ryt =0epu>0.

O problema (2.1212.13) admite solucdo similar a (2.5), porém, com a introducao das
incertezas paramétricas e penalidade p. A solugdo desse problema foi desenvolvido de-

talhadamente por (CERRI, 2013)), de forma que as estimativas sdo organizadas em uma
unica operacao matricial. (ROCHA; TERRA| 2021) também exploram a solugao desse

problema, porém a partir de expressoes delineadas. Para p > 0 fixo, a solugao 6tima para



40 Capitulo 2. Filtro de Kalman Robusto

(2.12) que resulta nas melhores estimativas de Xy, Xpt1je, Prje € Prgaji €

00 [Be 0 1 0] ' [xx 0 o0
”im Pl # ] ool |0 My Fr —L| (B 0 0
Rt ] |+ Pl H_ A 0 I g o0 o 0 —2A 0
0 I 0o -& 0 0 0 0 -I
2.14)
com os elementos matriciais
Qr 0 0 0 0
PBur | 0 Ry 0 , X, 0 ) A, < (0],
0 0 PBugr— Xk|k—1 I
1, 0 0 0 H, 0 F I
M, e Oy Af)l L e L
0 X1 0 Ey, 0 Epg 0
0 0 AU 0 Ep, Eeg 0
sendo

Dy g < T — A MM, Dok < T — N Mo M3

Na atribuicao acima, A; é um parametro escalar nao negativo obtido pela solucao

6tima desenvolvida por (SAYED, [2001)). O resultado é a aproximagao
A = (L4 &) M pI My,

em que £ > 0 e M é uma matriz diagonal preenchida como

Mk<—

M, 0
0 M|

A condigao de existéncia do filtro de Kalman robusto é satisfeita caso a matriz

H, 0 F -
0 Dy Cp 0

Ny, 0 Np 0
0 Np Ng 0

apresente posto linha completo. Além disso, ao aplicar a funcdo de penalidade para
[ — 00, a solucdo do problema irrestrito e fica proxima da solucao 6tima do
problema restrito original . E importante notar que o pardmetro de penalidade ¢
uma medida de robustez que deve ser escolhida de acordo com a influéncia das incertezas
no modelo do sistema dinamico.

A estrutura sintética do algoritmo recursivo robusto apresentado nesta Secao é des-

tacada no Quadro II. O desenvolvimento completo, assim como estudos de estabilidade,
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Quadro II - Algoritmo recursivo preditor-corretor para estimativas robustas.

Modelo com Incertezas: Considere (2.1)) com IIp = 0, Qx = 0, e Rr = 0.
Condigdes Iniciais: Xo_1 =0 e Py_; = Ilo.

Para k > 0: Dado zy, atualize {Xgjx, Xpt+1jks Prjk € Pet1jx} a partir de {Xgjr—1 € Pyjx—1} como segue:

Xpe P *
00 0 0O0O0OO0OO0O0TO0I

Xet1e  * Pryaw

[OOOOOOOOOIO

Q. 0 0 0 0 0 0O I, 0 0 077'f o0 0 07
0O R, 0 0 0 0 0O 0 I, 0 0 0 0 0
0 0 Pygr O 0 0 o 0 0 I, O© Ry 00
00 0 @, 0 0 0 Hy 0 F, —I, ~Gyupy 0 0
00 0 0 @y O 0 0 Dy Cp 0 o 0 0
00 0 0 0 A'I, 0 Ny 0 Ng O ~Ng,up, 0 0 |,
00 0 0 0 0 'L, 0 Np Ng 0 0 0 0
L, 0 0 HFf 0 Nj 0 0 0 0 0 0 0 0
0 I, 0 o bDf o N 0O O 0 0 0 0 0
0O I, FE ¢ NL NL 0 0 0 0 0 —I, 0
Lo 0 0 —-I, 0 0 o o o o ol L o 0 —1I,.

sendo

Ne=(1+6) o |[blicdiag! (MI M, MI My ) |

)

Oyjo=p L — N My ME, e @ = pm L, — A Mo MY

* Xp|p—1 denota a estimativa preditora em k — 1.

1 retorna a matriz diagonal em bloco, alinhando as matrizes de entrada MlTlek e M;kM27k;.

convergéncia e exemplos numéricos podem ser consultados em (ROCHA; TERRA| 2021)),
(ISHIHARA et al., 2015) e (ISHIHARA; TERRA; BIANCO, [2010).

A dimensdo da matriz simétrica presente no Quadro II é definida com base nos ele-
mentos que compoem . Essa informagao é relevante, pois, na aplicagao das técnicas
de sistolic array para solucao do sistema linear, a construcao da malha de elementos de
processamento dependerd do tamanho exato da matriz. As dimensoes das linhas e colunas
da matriz sdo mostradas na Tabela [2] Nela, n representa a quantidade de varidveis de
estado do modelo, r; e 5 s@o o total de elementos nos ruidos wy, e vy, respectivamente,
ty e ty estdo associadas as linhas de [Np, Ng, Npg,| e [N¢, Np,|, nesta ordem, e p é a

quantidade de medidas em zy.

Tabela 2 — Dimensao dos elementos que compoem a matriz do algoritmo do Quadro II.

Linha/

Coluna

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

[Dimensio || ri [ ra [ n [ n || p [ s [t r[raf[n] n]
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2.2 Exemplo Numérico

Exemplo 2.2.1 Considere um sistema dinamico linear descrito como , com para-

metros nominais constantes e elementos de incerteza definidos por

0.92 0.10 0 0.20 0.10
F= ; G = ; H = ; C:[O 1]; D =0.01;
0.20 0.75 0 0.10 0.01

Np =022 —0.02]; Ng=0; Ny=[025 0.61]; Ne=[1.01 013]; Np=231L

Para o mesmo sistema, as matrizes de ponderacao usadas no modelo de incertezas

sao indicadas por

T
My =1 1] My =0.1.
Solugao

Com base nos parametros sugeridos, foi desenvolvido um codigo em ambiente MATLA B®utilizando
o algoritmo recursivo apresentado no Quadro II. Inicialmente, sinais foram gerados a par-
tir dos parametros nominais do sistema com ruidos associados de variancias unitdrias.
A simulagio consiste em comparar o KF padrao, apresentado na Figura [, com as es-
timativas robustas filtradas baseadas no algoritmo do Quadro II. Foram consideradas as
condigoes iniciais: 11y = 1001, Q = 2l e R = 1. Os fatores de contragio A 2, foram
atualizados apenas no inicio da simula¢io. Com proposito de investigar o comportamento

inicial dos algoritmos, foram definidos os estados iniciais dos sinais X; =1 e xo = —1.

Resultados

Para entrada de controle u, = 0, em wm horizonte N = 100, as estimativas dos estados

foram:
Figura 3 — Estimativas filtradas.
(a) Estado x;. (b) Estado xa.
2.5 . . 1.5 . .
--%-—Sinal Real --%-—Sinal Real
21 |--e--Estimativa com Filtro de Kalman Padrao |- 1.25+  |-.e--Estimativa com Filtro de Kalman Padrao

~o Estimativa com Filtro de Kalman Robusto o Estimativa com Filtro de Kalman Robusto

0.75
0.5
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Com base nos resultados apresentados na Figura[3, € possivel notar o desempenho superior
do KF robusto comparado ao KF padrao. Entretanto, uma abordagem formal para indicar
o desempenho do filtro robusto pode ser feita a partir do erro das estimativas. Uma
boa aproximacao do erro pode ser alcancada usando o método de Monte Carlo. Para este
exemplo foram realizadas L = 5000 simulacoes, tal que, para cada instante k o quadrado da
norma do erro de estimativa seja acumulado. Ao final, as médias dos valores acumulados

sao computadas. Em sintese,

1

L
—~ l ~(
E {|x — Rugell?} = + 3 1 — =1 (2.15)
(=1

|

Figura 4 — Norma do erro das estimativas de estados.
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Capitulo 3

Navegacao Aérea

O conceito de navegagao possui atribui¢oes abrangentes dependendo da sua aplicagao,
nao dispondo de uma definigdo exata para o termo. O dicionario de Oxford (OED) 2021)
define navegacao como a “habilidade ou o processo de planejar uma rota para um veiculo
e leva-lo até 14”. (LAWRENCE] 2012)) refere-se a navegagao como o processo de seguir um
caminho em um mapa através de latitudes e longitudes pré-determinadas. Ja (FARRELL,

2008)) divide o conceito de navegagao em duas categorias:

1 planejamento e execucao das manobras necessarias para se mover entre os locais

desejados;
1 determinacao precisa dos estados de navegagao do veiculo.

Para a primeira perspectiva, existem diferentes meios de viabiliza-la, tais como: pi-
lotagem manual: respaldada no reconhecimento visual e percepc¢ao das agoes do veiculo;
dead reckoning: baseado no conhecimento prévio do ambiente, trajetoria e sua origem;
navegacao via radio: guiada por fontes de radiofrequéncia como sinal de referéncia; iner-
cial: sustentada nas informacoes de velocidade, posicao e orientacdo em tempo real do
veiculo em relagdo a um referencial inercial (WELLENHOF; LEGAT; WIESER, 2003).

Para a proposta desta dissertacao, foi adotada a segunda definigao referente a navega-
¢ao. Ou seja, o objetivo do sistema de navegacao aérea é realizar estimativas dos estados
de velocidade, posicao e atitude do veiculo em tempo real, a medida que se movimenta
ao longo de uma trajetoria. Simultaneamente, os dados estimados poderao ser utilizados
para o controle automéatico do veiculo aéreo, planejamento de rotas, localiza¢cdo e mapea-
mento do ambiente. Portanto, para se alcangar a primeira definicao de navegacao descrita
por (FARRELL) [2008), necessariamente no caso deste estudo, a segunda defini¢do devera

ser desenvolvida.
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Com o proposito de obter resultados rapidos e precisos, a adog¢do de um sistema
automatico de navegacao aérea serd capaz de gerar resultados melhores, se comparados ao
processo manual. Dentre os meios historicamente utilizados para essa finalidade, o Filtro
de Kalman (KF]), discutido no Capitulo [2| é a forma mais consolidada, sendo utilizada
inclusive em projetos de baixo custo (NGO et al, [2017; SHIN; EL-SHEIMY/, 2004)). As
fontes de dados mais comuns para construcao do sistema automatico de navegagao aérea
sao baseadas em sensores inerciais, magnetometros, GPS e dados visuais, assim como

adotado nesta pesquisa.

A organizagao do sistema de navegagao aérea ¢ mostrada na Figura [f] A velocidade
angular e aceleragao linear, fornecidas pelos giroscopios e acelerbmetros, respectivamente,
sao usados no modelo de propagacao dos estados de navegagao. Para correcao dos estados
estimados a priori, as medidas fornecidas pelos outros sensores sao selecionadas de acordo
com a disponibilidade e confiabilidade dos sinais. A escolha dos sinais sensoriais para

atualizagao dos estados de navegacao é discutida na Secao deste Capitulo.

Figura 5 — Estrutura do sistema de navegacao aérea.

[Sensores Inerciais] [Filtro de Kalman Robusto] [Medigées dos Sensores]

1 [Disponibilidade e Conﬁabilidade]

4Ed acelerometro Eﬂ
Z] magnetometro l;]

propagacao

7 Rotacio p ¥ < atitude SLAM :

X7 titude ; XX ;
(R < & : ’c posu;ao SLAM ;
!’:’:‘ Translagao bias giroscépio : )y e e e e e e a, 3

x ]
k velocidade médulo GPS

bias acelerometro : (RRIIIIIIIIRRN

: ',, bardmetro :’:’:

pOSi(;ENlO E VOV V. V. V. V. V. V. V..

O desenvolvimento do KF robusto para estimativa dos estados de navegacdo segue o
conceito construtivo de filtragem apresentado no Quadro I1. Dadas as medidas observadas,
os estados corrigidos sao calculados a partir das estimativas preditoras da iteracao anterior.
Ao mesmo tempo, a predicao dos estados e da matriz de covariancia sao computadas para
uso na préxima iteragao. Ao fim de cada processo, o vetor de estado completo é atualizado

com as estimativas de erro filtradas.
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3.1 Modelagem

A construcao de um sistema automatico de navegacao baseado na estimativa de esta-
dos, como o da Figura [5 se desenvolve sob algumas etapas de projeto. A primeira delas
consiste em encontrar o modelo dinamico do sistema. No caso do KF, é estruturado, es-
sencialmente, um modelo de propagacao dos estados e outro modelo de medi¢ao. Assim,
as informacoes dos sensores sao fundidas e estados nao observaveis podem ser estimados.

Existem dois modos de realizar estimativas usando o KF. A primeira delas, conhecida
como KF direto ou KF de estado completo, é baseada na estimativa do vetor de estado
na sua forma padrao. A segunda maneira, conhecida como KF indireto ou KF de estado
de erro, realiza a estimativa do vetor de erro dos estados e, em seguida, o resultado é
somado ao estado acumulado. (LIU et al., 2019) fazem uma analise comparativa entre
estimativas de estado de erro e de estado total, com integracdo IMU/GNSS baseada em
KF.

Em formulacoes de KF de estado de erro, o valor verdadeiro do estado é definido como

a soma do estado estimado e o erro
y =17+ 0y. (3.1)

A principal vantagem da perspectiva indireta é que o sistema esta sempre operando
préximo a origem e, portanto, longe de possiveis singularidades que possam ocasionar per-
das de grau de liberdade no sistema. Além disso, fornece uma garantia de que a validade
de linearizagao é mantida em todos os momentos (MADYASTHA et al. 2011). Outra
questao interessante do modelo de estado de erro é que os estados estimados sao sempre
valores pequenos, para uma frequéncia de amostragem suficiente. Assim, os produtos
entre pequenos valores podem ser desconsiderados na modelagem, sem grandes perdas.

O KF indireto pode ser representado na configuracao feedforward ou feedback. A
Figura[6| mostra as duas abordagens para implementgao do KF baseado no erro de estado.
Na configuracao feedfoward, os estados obtidos via IMU sao propagados e os resultados
sao usados na predicao de saida z. O erro entre as medidas observadas nos outros sensores
e a predicao de saida é aplicado ao KF que faz a estimativa do estado de erro 0x. Ao
final, o erro de estado é somado ao estado propagado do sistema de navegacao inercial
(INS) X;ns gerando a estimativa corrigida com compensacao feedfoward. Na configuragao
feedback do KF indireto, as estimativas de erro sao usadas para atualizar as estimativas
do INS diretamente, para que o crescimento do erro dos resultados do INS. Para que
essa configuracao seja praticavel, a frequéncia do loop tem que ser maior que o célculo
de propagacao dos estados via IMU. A saida estimada X é obtida regulando o erro X,
de modo que X;y5 — X a medida que 0X — 0. Esse ajuste da saida a partir do sinal de
entrada é simular a um sistema de controle por relimentacao, por isso a designacao feedback
para essa configuracdo do KF indireto. Para este estudo foi utilizado a configuracao
feedfoward.
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Figura 6 — Fluxo de dados do KF indireto para o sistema de navegacao aérea.

(a) Configuragao feedfoward.

XINS + X
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A modelagem dos sensores inerciais resulta em equagoes diferenciais de primeira ordem
que descrevem a dinamica dos estados de navegacao. Essas equagoes sao incorporadas a
representacao por espaco de estados de forma que possam ser introduzidos na estrutura
do algoritmo do KF, sem grandes alteragoes. Para construcao do modelo de atitude,
posicao, velocidade e biases dos sensores inerciais, foram pesquisadas diversas fontes de
referéncia na literatura relacionada. Dentre os trabalhos que abordam o assunto com
maior detalhamento, destacam-se as produgoes de (SOLA| 2017)) e (TRAWNY; ROUME-
LIOTIS, |2005). Entretanto, essas obras apresentam uma ligeira diferenga na convengao
para representacao do quatérnio de atitude. A primeira utiliza a notacdo de Hamilton,
em que a parte escalar é o primeiro elemento do quatérnio. Ja a segunda obra citada,
utiliza a notagdo em que a parte escalar se encontra no ultimo elemento do quatérnio.
Essa troca no posicionamento dos elementos do quatérnio impacta diretamente em to-
das operacoes algébricas, inclusive na interpretacao geométrica de rotacao. Devido ao
suporte em MATLAB®, ROS e algumas bibliotecas em linguagem C que empregam a
convencao de Hamilton, a modelagem desenvolvida neste trabalho utiliza essa convencao
para descricao do quatérnio de atitude. Por esse motivo, o desenvolvimento subsequente
dos modelos é principalmente respaldado por (SOLA| 2017). Além disso, (TRAWNY;
ROUMELIOTIS, 2005) apresentam apenas as estimativas de atitude e bias do giroscopio,
enquanto que (SOLA| [2017)) realiza estimativas de atitude, velocidade, posicao, vetor de

gravidade e biases do giroscopio e acelerometro.
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O objetivo da etapa de modelagem é obter as equacoes que descrevem o sistema
de navegacao. Para isso, o acelerémetro irda fornecer dados para estimar a velocidade
e posicao do veiculo. Ja o giroscopio ird fornecer dados para estimativa da atitude do

veiculo. O vetor de estados de erro, associado aos estados do sistema de navegacao da
Figura [p| através da relagao (3.1)), é

Y,
b,
Yov| . (3.2)
b,
Q(gp

0x

Uma questao importante relacionada aos modelos dinamicos para o KF de estado de
erro desenvolvidos para este estudo é que a dimensao do estado completo do sistema nao
acompanha a dimensao do vetor de estimativas definido em . A estimativa do erro
de atitude realizada pelo KF é descrita por um vetor em R3. J4 o quatérnio de atitude,
atualizado a cada iteracao do algoritmo, é constituido por elementos no espaco vetorial
quadridimensional sobre os ntimeros reais. Essa relagao fica evidente para representacao
de pequenas rotagoes por um quatérnio unitario, com representacao algébrica do operador

rotacional apresentada em (B.4)).

3.1.1 Giroscoépio

O giroscopio é um dispositivo que fornece a velocidade angular baseando-se no princi-
pio da inércia. Para o modelo de atitude, o contetido relevante refere-se apenas a dinamica
do sensor. No caso mais simples, desconsiderando alguns fatores de influéncia nas medi-
das, como vibragao, temperatura e histerese, o sinal fornecido pelo giroscépio pode ser
descrito por

Yo(t) = w(t) +by(t) + w,y(t), (3.3)

com as varidveis descritas na Tabela [3] As medidas y, sdo vetores que representam a
velocidade de rotacdo em cada eixo ortogonal no espaco R?. A Figura [7| mostra o sentido

da velocidade angular mensurada pelo giroscopio, seguindo a regra da mao direita.

Figura 7 — Configuracao de eixos dos giroscopios.
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Tabela 3 — Variaveis usadas na modelagem da atitude.

Verdadera Descrigio Betimada | Erro de Bstado | 0

q quatérnio unitario de atitude 5 0q = 671 ®q R*
b, bias do giroscopio by b, = b, — b, R?

w velocidade angular w w=w-—0w R3
G quatérnio da velocidade angular Jw 00w = Qo — Gw R*
00 vetor de dngulos de rotacao — — R3
Yg sinal medido do giroscopio — - R3
wy ruido Gaussiano do giroscopio - - R3
Wh,, ruido Gaussiano do bias do giroscépio — — R3

3.1.2 Modelo de Atitude

O desenvolvimento completo do modelo dindmico de atitude para o sistema de nave-
gacao pode envolver muitas variaveis, ampliando muito a complexidade do sistema. Para
o caso deste estudo, a modelagem de atitude baseada no estado do erro é derivada a
partir do modelo simplificado de medida do giroscépio . O estado de erro de atitude
utiliza como base algébrica os quatérnios, beneficiando-se principalmente da interpolacao
linear de rotacoes e prevencao de possiveis singularidades que podem ocorrer com o uso
de 4ngulos de Euler na representacio da atitude como o Gimbal Lock] O Apéndice
apresenta uma analise detalhada sobre a dlgebra quaternionica e suas propriedades.

A partir das medidas fornecidas pelo giroscépio fixado no veiculo, detalhada em ,

a velocidade angular do corpo no espaco é descrita por

w(t) =yy(t) — by(t) — w,(t). (3.4)

Os valores de w(t) sao usados na equagao diferencial que descreve a dindmica da
atitude do veiculo. A Secao [B.2.3 mostra o desenvolvimento do célculo da diferenciacao
no tempo do quatérnio que representa a atitude entre os dois frames. A taxa de movimento
rotacional do frame do corpo {B} em relacao ao frame global {G} ¢é calculada pela derivada

em relagao ao tempo do quatérnio correspondente, indicada como

i 1 0 1
) = ~g(t) ® = —q(t) ® qu(t). 3.5
0=qa0@ | =510 @ ) 3:5)
Em (3.5), q. representa uma aproximagao das velocidades angulares descritas em
um quatérnio com parte escalar nula e a parte vetorial preenchida pelo vetor w. A

conceituacao formal dessa aproximacao é apresentada na Secdo deste documento.

1

Gimbal Lock. é a perda de um grau de liberdade quando os eixos de um sistema em R3 ficam
alinhados, comprometendo severamente o mecanismo de navegacdo e controle. O incidente mais
conhecido ocorreu na missao lunar Apollo 11.
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Considerando o uso dos quatérnios para composicao de pequenas rotagoes, o erro entre

a atitude verdadeira g(t) e sua estimativa g(t) ¢ aproximadamente o vetor de erro angular

3x1, 00(t), definido pelo quatérnio de erro dg(t) de acordo com a relagao (B.17)), tal que
A_ T
oq(t) =7 () eat)~[1 16671 . (3.6)

sendo que 0g descreve uma pequena rotacao do corpo, de forma que a atitude estimada
se alinhe com a atitude verdadeira. Consequentemente, a derivada temporal da atitude

verdadeira, calculada em ([3.5)), também pode ser desenvolvida em termos de g e Jg como

~

S0 @ ault) = 5 (i) @ (1))

S(0) @ 3(0) © 0 (1) = (0) @ a(t) +(¢) ® Sl

40 @ 0(0) @ ault) = 530) ® ) @ (1) + (1) @ B0,

Realizando uma multiplicacdo & esquerda por g(t)~! em ambos os lados da equacio e
isolando o termo 0g(t) é obtido
0q(t) ® qu(t) — Gu(t) ® 6q(t)

oq(t) = 5 .

T
Como 0q(t) é assintoticamente igual a [1 %50T(t)} para pequenas rotagoes, de

acordo com (3.6)), a derivada do quatérnio de erro torna-se

[ 5-00( t)] = 0q(t) ® qu(t) — Gu(t) © 6q(t). (3.7)

A notagao matricial para multiplicagdo de quatérnios a esquerda e a direita, descritas
em (B.23) e (B.24) respectivamente, permite reescrever a equagao diferencial como

[ 0 ] _ [ 0 | —w() ] laqoos)] _ [ 0| —6() ] laqm] 38)
00t | w(t) | —lwt)x] | [sqt)| | @) | l@®)x] | |da(t)

A relagdo (3.1) pode ser usada para associar w(t) e @(t). Além disso, 6G pode ser
convertido para dw segundo . Assim, a equacdo (3.8) torna-se

[ 0 ] 0 | e [ 1 ]
s06)| ~ | sw(t) {— [265() + b (1) XJ 56(1)/2|’
que resulta nas igualdades:

{ 0 — [Bw ()] 56(t)/2,
06(t) = dw(t) - |@(t) x |60(t) — [dw(t) x |36(t)/2.

O primeiro termo é um valor infinitesimal ja esperado, conforme estabelecido em (3.7)).

O segundo termo do sistema de equagoes possui um produto vetorial entre dw(t) e J0(t)/2
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que também resulta em um valor infinitesimal pelos mesmos motivos anteriormente ar-

gumentados. Desta forma, a variacao no tempo do erro de atitude é definida como
06(t) = dw(t) — |@(t) x |36(t).

Sendo w um sinal aleatério atribuido a leitura do giroscépio descrita em (3.3)), tal
que E{wa.} = 0, a estimativa da velocidade angular ndo o incluiria. Portanto, foram

consideradas as seguintes definicbes para separar os grandes e pequenos sinais de ([3.4]):

y4(t) — by(1), (3.9)
Sw(t) & —6by(t) — w,(t).

Assim, considerando as defini¢oes estabelecidas em (3.9)), em termos das medidas do

giroscopio e estados, a equacao que estabelece a dindmica do erro de atitude torna-se

~

30(t) =~ | [valt) = by(0)] x |86(2) — o, (1) — wy (1) (3.10)

3.1.3 Acelerometro

O modelo do acelerometro em tempo continuo é descrito como
Ya(t) = R [9a(t) + Igo| + ba(t) + Wa(t), (3.11)

com variaveis descritas na Tabela . O uso de R ¢ possivel devido & condigdo de orto-
gonalidade que esta componente abrange, facilitando os célculos decorrentes. O sentido

as aceleracoes lineares medidas em cada eixo em elo acelerdometro é mostrado na
d | 1 did d R3 pel 1 t trad

Figura [§|

Tabela 4 — Variaveis usadas nas modelagens de velocidade e posicao.

Variavel Descricao E\g ??ﬁ;ﬁ; Erro de Estado \I?:tlz) ?rf;)l
Yo velocidade linear do corpo com relacdo a {G} 9o Y6v =90 - 90 R3
‘R matriz de rotagdo de {B} para {G} gﬁ J6R = gﬁ_lgR R3x3
b, bias do acelerdmetro b, §b, = b, — b, R3
Ya aceleragao linear do corpo com relagdo a {G} 9a 95a =9a—9a R3
9g, vetor de gravidade da Terra no frame {G} — - R3
Ya sinal medido do acelerémetro - - R3
W, ruido Gaussiano do acelerémetro — — R?
Wh, ruido Gaussiano do bias do acelerometro — - R3
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Figura 8 — Configuracao de eixos dos acelerémetros.
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T
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3.1.4 Modelos de Velocidade e Posicao

A aceleragao linear é uma informacao significativa para qualquer sistema de navegacao,
utilizada essencialmente para os célculos das velocidade e posicao lineares do veiculo,
por meio da integracao temporal do sinal. Os modelos cineméticos translacionais sao
desenvolvidos a partir do modelo do acelerometro, , resultando em

a(t) = fR [ya(t) — ba(t) — Wa(t)] - ge. (3.12)

Como O(t) e b, (t) sdo estados ndo observaveis do sistema, e portanto valores estimados,
e W, é um sinal aleatério, tal que E{w,} = 0, a estimativa da aceleragao linear do veiculo

em relagdo ao frame global torna-se

~

“a(t) = §R [ya(t) — bu(t)| — ge. (3.13)

O erro da matriz de rotacio estimada, $0R, é detalhado algebricamente na Tabela
Baseando-se na descrigdo da matriz de rotagao por quatérnios, (B.25]), juntamente com a
aproximagao de atitude, (3.6)), a matriz de rotagdo em fungao de §0 pode ser calculada

COIMNo
100 0 —60. 40, 662 66,00, 66,00,
BOR=10 1 0/+|060. 0 —d0,|— [60,00, 6> 66,80, . (3.14)
00 1 00, 80, 0 60,00, 60.60, 502

Desconsiderando o termo quadratico de ({3.14)), a aproximacao da matriz de rotagao,

em termos de elementos lineares, é descrita por
GOR ~ T+ (06, (3.15)

em que |d0 X | é a matriz antissimétrica de produto vetorial (B.13)), dado o vetor de erro da
estimativa da atitude, 00. Assim, a partir da relagdo entre o valor verdadeiro e estimado,

a matriz de rotagdo do frame {B} para o frame {G}, pode ser reescrita como

IR =gR(I+ [06x]).
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Deste modo, a aceleragio linear em ([3.12)) é descrita em termos dos estados estimados

e do erro de estado por
9a(t) = GR(T+ [00(t)x|) [Pa(t) + Poa(t)| — e,
sendo validas as seguintes defini¢oes, congéneres a (3.9):
Ba(t) 2 Ba(t) + Bsa(t),
A ~
Ba(t) = Ya(t) - ba(t)a (316)
B5a(t) 2 —6ba(t) — Walt).
Observe que o indice B em (3.16) designa a aceleragao linear no corpo, ainda sem a
transformagao espacial para o referencial global, {G}, como feito em (3.12)) e (3.13).
A aceleragao linear do corpo em relacao ao frame global é igual a taxa de variagao da

sua velocidade linear no tempo. Logo, a derivada temporal da velocidade do corpo, em

termos de estados estimados e do erro relativo, é desenvolvida como
Yo(t) = %a(t);
95(t) + 9ov(t) = GR(1+ 06(t )xJ)[ a(t) + Poa(t)] - Ig;
IREA(T) — gl + 9ou(t) = SREA(T) + IRPsa(t) +
ER[06(1)x]%a(t) + %RLM( )x|Psa(t) — Sge. (3.17)

O termo de (3.17)) resultante do produto entre [06(t)x | e dag(t), neste caso, é des-
considerado devido a influéncia pouco significativa sobre o resultado final do calculo. Ou
seja,

9ou(t) = SR [%sa(t) + [06(t)x |Pa(t)]. (3.18)

A fim de viabilizar o célculo de 96v(t) como um produto & esquerda de §0(t), a ordem

do produto vetorial |06(t)x |ag(t) em (3.18) é alterada, resultando em

I5u(t) = SR [Psa(t) — [Pa(t)x]60(t))].

Verifique que o sinal do produto foi alterado, devido a troca dos fatores do produto
vetorial. Assim, pelas definigdes apresentadas em (3.16)), a equagao diferencial do erro da

velocidade linear do veiculo torna-se
I5v(t) = —ER| [ya(t) — ba(t)| x |60(t) — §RIba(t) — GRW(#). (3.19)

Como a atitude do veiculo ¢ baseada em quatérnio, a matriz de rotacao ZQ;R terd que
estar, preferencialmente, na base quaternionica. Essa representacao é descrita em (|B.26]).

Portanto, a dinamica do erro da velocidade linear do veiculo é expressa por:

5u(t) = —GR(G (1)) | [ya(t) — ba(t)] x |06(t) — R (G (1))dba(t) — ER( (1)) wa(t)
(3.20)
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Diferente da modelagem apresentada para descrever a dinamica do erro de velocidade
linear, a equagao diferencial da posi¢ao do corpo no espago nao precisa de agoes algébricas
extensivas. Como a velocidade é taxa de variacdo da posi¢ao com o tempo, e toda abor-
dagem de alinhamento dos frames {B} e {G} j4 foi tratada anteriormente, a dindmica do

erro de posi¢ao linear é expressa por:

95p(t) = 9ov(t) (3.21)

3.1.5 Modelos dos Biases

O bias é um componente de erro associado ao sinal fornecido por algum instrumento,
o qual, no caso dos sensores inerciais, apresenta flutuagoes em baixa frequéncia que va-
riam no tempo de acordo com uma constante estabelecida. Em sensores com tecnologia
MicroElectroMechanical Systems (MEMS]), essas flutuagoes estao relacionadas principal-
mente com a variacao da temperatura ambiente.

Usualmente, alguns modelos de processos estocasticos sao empregados para caracteri-
zar a tendéncia do bias que afetam os sinais dos sensores inerciais. Dentre as formas mais
utilizadas estao o processo de Gauss-Markov de primeira ordem, o processo random-walk
e os baseados em modelos auto-regressivos. Anélises sobre a aplicacdo dos modelos esto-
casticos em sensores de navegagao inercial sao apresentadas por (QUINCHIA et al., 2013;
EL-DIASTY; PAGIATAKIS, 2008). Neste trabalho, o modelo usado para propagacao
dos estados de navegacao é fundamentado no trabalho desenvolvido por (INOUE et al.,
2017)). Nele, foi utilizado o processo de Gauss-Markov de primeira ordem para descrever
a dinamica do estado de erro do bias, tanto do giroscépio, quanto do acelerémetro.

O processo de Gauss-Markov possui uma descricdo matematica relativamente simples
e, devido a dinadmica de primeira ordem considerada para este caso, é naturalmente inse-
rida no modelo do sistema de navegagao descrito no espago de estados. O modelo continuo

para o processo estocastico do bias dos sensores inerciais é descrito por

Y= —ly + wy, (3.22)

-
sendo y um processo aleatorio de média zero, 7 o tempo de correlagao do processo de
Gauss-Markov, e w,, um rufdo branco de média zero e varincia o%. Portanto, os modelos
de bias do giroscopio e do acelerometro, propriamente respaldadas em para estado

de erro, sdo expressas respectivamente por

Sby(t) = Agoby(t) + wy, ()| e |0ba(t) = Audbal(t) + wo, (t) | (3.23)

tal que A, e A, sdo matrizes do tempo de correlagao do processo de Gauss-Markov asso-

ciadas ao giroscopios e acelerdometros, respectivamente.
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3.2 Sistemas de Coordenadas

Um dos tépicos mais importantes na navegacao é a defini¢ao do sistema de coordenadas
adotado. Embora existam diferentes modos de representar a posicao e orientacao de um
corpo no espaco em aplicagoes reais, para o desenvolvimento do sistema de navegacao
aérea serao utilizadas apenas os sistemas de coordenadas que facilitarao a modelagem e
integragao da IMU, GPS e SLAM visual. Em virtude da aplicacao local de abrangéncia
do drone, foram utilizadas coordenadas de plano tangente local. O frame global inercial
utiliza a referéncia Nort-Fast-Down (NEDI), enquanto o frame dos sensores acoplados no
drone utiliza a referéncia Fast-North-Up (ENU)), em razao da disposicao dos dispositivos
para obten¢do de dados. A Figura [J] apresenta os frames local {£} e global {G} desta

aplicagao e a sua relagao com o sistema de coordenadas geocéntrico.

Sensor platform l m’%
X 7
gy

o —er L@m
~LZ ¢
, thi.__ii,“"”@ East

BN ECEFY

ECEFY(

(b)

Figura 9 — (a) Sistemas de coordenadas dos sensores e sistemas de coordenadas local e
global. Baseado em (INOUE et al.,|2017). (b) Sistemas de coordenadas ECEF
e ENU para a Terra. Baseado em (WANG; HUYNH; WILLIAMSON; [2013)).

As transformacoes espaciais dos frames do médulo GPS, IMU e camera sao constan-
tes e portanto nao afetam os resultados de medidas, pois no processo de calibracio essas
transformagoes ja sao consideradas. A conversao ENU/NED ¢ utilizada simultaneamente
no algoritmo de navegacao para posicionar as variaveis em um mesmo sistema de referén-
cia. O calculo de conversao é simples, pois envolve apenas a troca de eixos e insercao do

valor negativo em Z. A relagdo ENU/NED é estabelecida como:

01 0
MER =R =11 0 0 (3.24)
00 —1

Para obtenc¢ao dos dados de velocidade e posicao via GPS, é necesséario ainda realizar a
conversao da coordenada geodésica para Farth-centered, Earth-fized (ECEE]) e a conversao

de ECEF para NED. Essas conversoes sao apresentadas com detalhes na Subsecao [3.3.2
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3.3 Modelo de Medidas

A estrutura do modelo de medidas observadas em um KF pode assumir multiplas
formas, dependendo dos sensores disponiveis. Dado o tipo de sistema, linear ou nao,
a modelagem é desenvolvida com objetivo de ser precisa e evitar possiveis falhas, como
o Gimbal Lock. Muitas vezes, as medidas utilizadas na etapa de correcao do KF sao
derivadas de um algoritmo auxiliar que realiza a fusdo de um conjunto de sensores e
entrega apenas os dados de interesse para a filtragem. Esse é o caso dos métodos TRIAD
(BLACK] 1964) e QUEST (SHUSTER; OH| |1981)) para estimativa de atitude. Nos casos
em que as informagoes sensoriais precisam preferencialmente estar desacopladas, pode-se
optar pelo modelo de medicao independente, como é desenvolvido em FARREL e INOUE.
Neste trabalho é utilizada a tltima abordagem, em razao da disponibilidade e qualidade
das informagdes sensoriais. Nas préximas Subsegoes sdo desenvolvidos os modelos de

medigao para cada sensor apresentado na estrutura de navegagao aérea da Figura [5]

3.3.1 Acelerometro e Magnetometro para Atitude

Quando o veiculo apresenta aceleragao linear nula, é possivel calcular sua orientacao
espacial a partir das projecoes do campo gravitacional nos acelerémetros ortogonalmente
dispostos, assim como apresentado na Figura Entretanto, caso o veiculo realize uma
rotacdo em torno no eixo z do frame £, nao seria possivel calcular a orientacao completa
apenas com as medidas do acelerdmetro, pois para qualquer rotacao em z a projecao ante-
rior se manteria. Para isso, pode-se utilizar outra referéncia direcional para complementar
o calculo da atitude. Um sensor amplamente utilizado em aplicacdes de navegacao aérea
para complementar as informacoes do acelerdmetro é o magnetéometro. O magnetémetro
¢ um instrumento que mede a direcao e intensidade de um campo magnético em um deter-
minado local. Em locais com pouca ou nenhuma interferéncia eletromagnética é possivel

usar o campo magnético da Terra para orientacao.

Figura 10 — Projecao da gravidade nos eixos do acelerémetro.
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O desenvolvimento dos célculos de roll (¢), pitch (0) e yaw (1) a partir das medigoes
fornecidas pelo acelerémetro e magnetometro sao baseados na nota de aplicagao AN4248,
disponivel em (OZYAGCILAR, 2012). As leituras dos sensores apds trés rotagoes na
sequéncia R.(¢) — R,(8) — R,;(¢), sao descritas pelas equagoes:

0
am = Ry(9) Ry (0)R.(¢V)Ge = Ro(d) Ry (O)R:(¢) | O |, (3.25)
8e
cos(a)
m,, = Rw(¢)Ry(e)Rz(¢)Be = R$(¢)Ry(9)Rz(¢)Be 0 ’ (326)
sen(a)

em que g. ¢ o modulo do campo gravitacional terrestre e Be é o mdédulo do campo
magnético local da Terra. O angulo « se refere a inclinagao direcional do campo magnético

da Terra e seu valor varia de acordo com a localizacao geodésica do veiculo. As matrizes

de rotagao usadas em e sao:

1 0 0
Ry(¢) = |0 cos(¢) sen(¢)|,
0 —sen(¢) cos(o)

_608(9) 0 sen(@)]
0
0
1

RM=| 0 1 0 (3.27)

A matriz R.(¢) em nao modifica o resultado da equacdo. Assim, a projegao de

ge N0s eixos de a,, € descrita por

cos(0) 0 —sen(0) 0 ay
sen(p)sen(d) cos(¢p) sen(¢p)cos(B)| | 0| = |a, (3.28)
cos(¢p)sen(0) —sen(¢p) cos(p)cos(0)| |ge a,

A solugao, independente da magnitude do campo gravitacional local, é:

¢ =tan™! (Zy> e O=tan! (;%2> (3.29)
z \/ @y T az

A partir dos célculos de ¢ e 6, e utilizando as medidas do magnetémetro, é desenvolvido

o calculo do angulo de guinada . Entretanto, ¢ importante destacar que a direcao do

campo magnético terrestre nao coincide com o norte verdadeiro utilizado nas coordenadas
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NED e ENU. Para isso, é necesséario realizar uma corre¢do angular. Esse ajuste angular

¢é executado pela rotacao sequencial nos eixos z e y do magnetometro, de forma que

&

=R, ()R] (8)mp,. (3.30)

o O

O angulo a ajusta a inclinagdo no horizonte e o adngulo S ajusta a declinagdo do
campo magnético. Os valores de o e  variam de acordo com a latitude e longitude
em que a medicao é realizada. O mapa apresentado na Figura [11| mostra as curvas de
declinagao angular de acordo com a localizacao na Terra. O siteEl da National Oceanic
and Atmospheric Administration (NOAA]) fornece os dngulos de declinagdo e inclinagao
do campo magnético local e componentes NED, a partir da posicao geodésica e altitude.
Por exemplo, para a cidade de Sdo Carlos (22°0'517S; 47°53'26"W; Altitude: 854m), as

informagoes do campo magnético em setembro de 2022 sdo resumidas na Tabela [f]

Figura 11 — Mapa da declinacao do campo magnético da Terra (]OCEAN; NOAA|, |2020[).

KON 22 ;/Z IVINSE /i IBIIIE
IR S
472 R O 8 o 5 B 1A B0 X" 2 720 00
e %\\&ﬁ - Jﬁﬁ e %f{;;/”//
s f'%ﬁsgg“gégwfl‘ﬁf
- R:"‘:"\ /’éﬁ,——- AV 2
NN\ 7— =
WUMIELAIAZ 5
Tabela 5 — Componentes do campo magnético da Terra em Sao Carlos - SP.
Declinacio Inclinagio Componente | Componente | Componente Total
(; | ig) (T . i) Norte Leste Vertical
—21°27'30" 36°54'50” 17,007mT —6,685mT 13, 72TmT 22,855mT

2 |< https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/calculators/ magcalc.shtml>|



https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/calculators/magcalc.shtml
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Por meio da equacao e dos resultados de ¢ e 0 calculados anteriormente,

cos()cos(a) cos(@) 0 sen(6) 0 0
Be | —sen(y)cos(a)| = 0 1 0 ] (mm — V). (3.31)
sen(«) —sen(f) 0 cos(0) 0 (9) (@)

Em [3.31] V se refere ao vetor de Hard-Iron. Detalhes para o calculo de V, podem ser
consultados na nota de aplicagao 4246 (OZYAGCILAR] 2013)). No caso deste estudo, o
dispositivo utilizado para obtencao dos dados de intensidade do campo magnético ja exclui
a influéncia de V, pois o magnetometro passa por um processo prévio de calibracao. Esse
processo ¢ apresentado no Capitulo |5| deste texto. Portanto, as componentes do campo

magnético relacionadas [3.26] tornam-se

cos(1)cos(a) Myy,,c05(0) + my,, sen(f)sen(¢p) + muy,, sen(d)cos(¢)
Be | —sen(¢)cos(a)| = My, c0s(P) — My sen(e) (3.32)
sen(«) —Mpy,, 5en(0) + My, cos(0)sen(¢) + mpy, cos(6)cos(¢)

Assim, pela divisao das componentes x e y de[3.32 o dngulo de guinada v é calculado

CcOo1mo

My, 5en(P) — My, cos(¢P) )

My, c05(A) + mp,,sen(f)sen(¢) + muy,sen(6)cos(o) (3.33)

e = tan™! (

Observe que o angulo de inclinagdo « nao interfere no célculo de ¥,. Entretanto, a
declinacao magnética /3 deve ser considerada no calculo pois a equagao [3.33] esta referente

ao norte magnético da Terra. Ou seja:

vV=v¢—-p (3.34)

Com o emprego da correcao angular de campo magnético, o modelo de medi¢cdo do

magnetoémetro é descrito como
Ym(t) = ERTR.(B)Ry(a) me + vin(2). (3.35)

A estimativa da intensidade do campo magnético considera o ruido de medida v,,(t)
um sinal aleatoério, tal que E{v,,} = 0. Assim, a estimativa das medidas do magnetdémetro

torna-se

Im(t) = SRTR.(B)Ry(a)%m,. (3.36)

Similar a defini¢do do estado de erro (3.1), o erro de medigdo do magnetometro é

calculado a partir de e como

@ y@) (1),

m(t) = (FRTR.(B)Ry()9me + vin (1)) — (§RTR.(8) Ry(e)me) , (3.37)
(FR” gﬁﬂawmwmmﬁwﬂw

m (1)
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Pelas relagoes apresentadas na Tabela e Equagdo (3.15), é possivel realizar as

seguintes manipulagoes algébricas em (|3.37))

Zn = [(BR" — ) §R] Ro(B) R, (@) me + viu 1),
Zn = —00x | RTR.(B)Ry(a)9myg + v, ().
A matriz de rotacao R estruturada em termos do quatérnio de atitude propagado, é

descrita em (B.26). Devido a propriedade anticomutativa do produto vetorial, o erro de

medi¢ao do magnetémetro em termos do erro de atitude é definido por

Zn = | [ERT (7 (1) R-(D)Ry () me] x [00(1) + v (1) (3.38)

Semelhante ao processo de modelagem do magnetémetro, o modelo de medi¢ao do

acelerometro em tempo continuo e seu o modelo de estimativa sao expressos por

Yo (t) = R 9ge + by + v, (1),

7 GRTS T (3.39)
Ua(t) = 3R"7ge + b,.

O subscrito G em (3.39)) indica que apenas a projegdo do campo gravitacional no
frame do acelerdmetro serda usada para indicar a orientacao espacial do veiculo. Pelo

mesmo processo algébrico de ((3.37))

)=y
) = (FR"9ge + by (t) + va(t)) — (BR"“ge + bu(t))
) = (ER" — §RT) 9ge + dby (t) + va(t),

)

Com o produto do erro de atitude 6 a direita do vetor de estimativas da projecao de

Yg,, 0 erro de medicdao do acelerdmetro se torna

o= | [ERT(7(1)%8e] x [60(t) + 0ba(t) + va(t) (3.40)

As Equagoes e sao aplicadas diretamente na construgdo da matriz de
medidas usada no KF. Entretanto, as informagoes sensoriais nem sempre estao disponi-
veis e a confiabilidade dos sinais pode ser um fator de risco para estimar os estados de
navegacao. Por exemplo, quando o UAV estd em aceleragao cinemética, as medigoes do
acelerdmetro sao tendenciosas e nao sao praticas para calcular a atitude. O mesmo é
valido para interferéncia eletromagnética que influencia os dados do magnetémetro. Para

isso, foram definidos os seguintes critérios para o uso desses sensores:

la] [m]|
‘(gge — 1| < pace and G, —1

sendo p um valor limiar de confiabilidade do sinal.

< Prmag: (3.41)
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3.3.2 GPS para Velocidade e Posicao

O Sistema de Posicionamento Global (GPS) utiliza o Sistema Geodésico Mundial 1984
(WGS 84) para localizacao de um ponto préximo a superficie da Terra. O WGS define
o sistema de coordenadas utilizado pelo GPS, considerando a Terra como um elipsoide.
As informagoes do WGS sao fundamentais para conversao de dados do GPS para uma
coordenada local, como ou[ENTl A Tabela [6] apresenta os valores que caracterizam

o elipsoide da Terra.

Tabela 6 — Parametros do elipsoide que representa a Terra.

Semieixo Maior Semieixo Menor Achatamento Inverso Excentricidade

6.378.137Tm 6.356.752, 314m 298, 257 0,082

O célculo para obtencao de Zf,N $ ¢ apresentado na Secio deste Capitulo. A partir

da relacao (3.1)), o residuo da posigao via GPS é determinado como

GPS _ 5INS
p p ’

7p = (9p(1) + V(1)) — (9p(1) — op(1)),

Zp = 7

z5" =96p(t) + vp(t) (3.42)

O desenvolvimento do calculo do residuo da velocidade via GPS ¢é similar ao apresen-

tado acima. Logo,

7SS = 950 (t) + vy (1) (3.43)

3.3.3 Barometro para Altitude

As informacgoes de posicao e velocidade obtidas via GPS no eixo z apresentam im-
precisao inferior aos eixos x e y. Além disso, a frequéncia de fornecimento dos dados é
um fator que influencia na filtragem para estimativas de posicao e velocidade. Por esses
motivos, a utilizacdo do bardometro é interessante para aplicagao no sistema de navegacao

aérea. O residuo de medi¢ao do baréometro é calculada fazendo:

~ _ ,,BAR ~INS
sz o ypz D=z

Zp. = (9p=(t) + vy (1)) — (9p:(t) — 90p.(1))

7250 = 95p (1) + v, (1) (3.44)

Y23

Pelos mesmos motivos:

ZBAR — G50, (t) + v, (1) (3.45)

Vz
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3.3.4 SLAM para Atitude e Posicao

Para o calculo da matriz de observagao Hy, é necessario que as medidas possam se
relacionar com os estados estimados. Neste sentido, as medidas de atitude do SLAM, que
sao disponibilizadas pelo quatérnio de atitude, deverao ser convertidas em um vetor de

angulos de rotagao. Assim, o residuo da atitude é calculado fazendo:

~ ~—1 _
zs,=q (1) @7 "M ().
Depois, o quatérnio do erro de atitude zs, ¢ convertido em z;¢ usando a aproximagao

(3.6). Portanto,

Zo MM = 50(t) + ve(t) (3.46)

Agora, o residuo de medigao da atitude por Visual-SLAM podera ser utilizado para
calcular a atualizacao do estado de erro do KF.

As medidas de posicao via Visual-SLAM sao fornecidas como deslocamento local em
metros. Desse modo, a equagao do residuo de posicao a partir dos dados do Visual-SLAM
tem o mesmo desenvolvito de (3.42). Portanto:

Ef;LAM = 96p(t) + vp(t) (3.47)

3.4 Representacao no Espaco de Estados

3.4.1 Equacao de estados

De acordo com as Equacoes (3.10)), (3.20), (3.21) e (3.23), o modelo de propagacao

dos estados de erro (3.2]) em tempo continuo é estruturado como

0x(t) = F(t)ox(t) + H(t)w(t), (3.48)
com as matrizes F'(t) e H(t):
{— [yg(t) - Bg(t)} X J —I3x3 Osxs O3x3 O3x3
O3><3 Ag 03><3 03><3 O3><3
FO) = |—fR(7T®)| [va(t) =ba(®)] x | 0Osxs O35 —FR(G(1)) Ogus|+ (349
03><3 03><3 O3><3 Aa 03><3
I O3x3 O3x3  I3x3 O3x3 O3x3

—1I3x3 03x3 0O3x3 O3x3
O3x3  1I3x3 0O3x3 O3x3
H(t) = | O3x3 Osxs Isxs Osxs|, (3.50)

O3x3  O3xz Osxz I3x3

| O3x3 Osx3 Osxz Osxs]



64 Capitulo 3. Navegag¢io Aérea

e o vetor de estados de erro 0x definido em (3.2). Os ruidos das leituras dos senso-

res inerciais e dos biases associados a ({3.48) por H(t), sdo indicados pelo vetor w =
T

[WgT wi, T T T

e Wa Whp,

3.4.2 Equacao de Medidas

A equacao de medidas para o KF dependerda do conjunto de sensores com dados
disponiveis. Como o barometro pode ser utilizado individualmente ou como complemento

dos dados do GPS para estimativas de posicao e velocidade no eixo z, 32 combinagoes de

sensores entre as Equagoes (3.38)), (3.40)), (3.42+3.47)) sao aplicadas no célculo do residuo
de medidas no KF'.

3.4.3 Discretizacao

A implementacao do KF em um sistema embarcado ou para fins de simulacao exige que
o sistema dinamico esteja representado no tempo discreto. Os métodos de integracao sao
indicados de acordo com a precisao exigida e capacidade computacional para implementa-
¢ao numérica. Em alguns casos, sera possivel usar solugoes exatas de forma fechada. Em
outros casos, pode ser empregada integracao numérica de varios graus de precisao. Para
mais detalhes, consulte (SOLA| 2017), (MIDDLETON; GOODWIN| 1990) e (CHEN|
1984). Neste estudo, as matrizes em tempo continuo , da equacao dinamica
do sistema e a matriz C(t) da equagdo de medidas foram aproximadas considerando um

tempo de amostragem At. Assim,

0z(0%)

Fr~ 1+ FAt, ’Hk:HAt% e C,=
00x

(3.51)

No caso de Hj, a computacio de VAt pode ndo ser necessaria. A matriz discreta
dos ruidos de processo H, é utilizada na propagacao da covariancia no KF, como sera
evidenciada na Subse¢ao . O calculo de Py, envolve a operagao HiQrHE, nao
havendo perdas caso seja substituida por HQ,HT At.

3.5 Filtro de Kalman para Navegacao

O desenvolvimento matematico reproduzido até a Secao anterior deste Capitulo focou
na descricao e modelagem dos sensores para aplicacao no KF. Entretanto, pela estrutura
de filtragem baseada no estado de erro, é preciso analisar e entender os outros passos do
algoritmo de estimativas de estados. A Figura [6al apresenta de maneira mais nitida essa
estrutura. Os estados estimados pelo INS sdo propagados e usados para atualizacao do
modelo dindmico do sistema. Os mesmos valores também sdo aplicados nos calculos de
predicao das medidas sensoriais. As diferenca entre as medidas observados e as medidas

preditas sao aplicadas ao KF, gerando os estados de erro. Ao final, os valores filtrados sao
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somados ao estado propagado anteriormente. Nas proximas Subsecoes sao apresentadas
as equagoes de propagacao e atualizacao usadas para estimar os estados de navegacao

aérea.

3.5.1 Propagacao dos Estados

Os biases propagados assumem os mesmos valores do ciclo anterior:

o

w,k+1lk — Pwklk;

(3.52)

o
oy oY

ak+1lk — Pak|k-

A partir das equagoes dos biases atualizados, as medi¢oes da IMU sao corrigidas como:

Wrtllk = Wkt1 — Do prifks (3.53)

At 1fk = Ap+1 — Dapri|k- (3.54)

Conforme demonstrado em (SOLA| [2017), a integragao de ordem zero pela convengao

quaternionica de Hamilton tem a forma:

. N sin® N
Qo1 = <I4COS@ + Q(wk+1|k) Tl ) ® (3.55)
sendo
R 0 —wt
6 = @il At/2 ¢ Qw) = L e J -

A velocidade e a posicao propagadas sao obtidas por:

gékJrl\k = %ﬁ a1k + Ige, (3.56)
~ - - IO y1 AL
gpk-i-l\k = gpk\k + gvk+1|kAt + %7 (3.58)

em que 9g, é o vetor de gravidade 9g, = [0 0 |g6|]T.

3.5.2 Propagacao da Covariancia

A estimativa a priori da matriz de covariancia P é calculada assim como foi apresen-

tada na Figura 2] Ou seja:

Pry1x = FkPk\kFg + HiQrHy, (3.59)
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3.5.3 Predicao das Medidas Sensoriais

O residuo de medidas §z; é calculado usando o mesmo principio (3.1)) que define o
erro de estado. Os valores fornecidos pelos sensores auxiliares sao confrontados com os
dados propagados do INS para a computagao de dx,. Os valores de z sao apresentados

nas equacoes a seguir:

7y = {R (q) R.(8)Ry(c)m, (3.60)
7°¢ = —IR (7) ge (3.61)
27" = 0 (3.62)
Zy M =90 (3.63)
25" = 9Py (3.64)
Zp M = 9B ki (3.65)
i M =10 0 0] (3.66)
z5 M = 9Py (3.67)

Algumas observagoes importantes acerca das equagoes acima: 1) O valor negativo em
é pelo fato do vetor g, estar na coordenada NED e as medidas da IMU estarem
na coordenada ENU. O mesmo nao é valido para as medidas do magnetometro, que
sao fornecidas na coordenada NED. 2) As estimativas (3.62—3.65) e (3.67) sdo obtidas
diretamente a partir das Equagoes e . 3) Excepcionalmente para o caso da
estimativa do erro de atitude via SLAM, o residuo z5 =M ¢ obtido por (3.46). Por isso
(13.66|) ¢ nulo.

3.5.4 Atualizacao dos Estados

A ltima etapa para o cdlculo das estimativas dos estados de navegacao aérea é a
atualizacao do estado completo. Aqui, entende-se como estado completo as estimativas

de atitude, velocidade, posicao e biases representados pelo vetor de estados

q
bg
g (3.68)

e

b

Q

Q
i)

O processo de filtragem realiza as estimativas do estado de erro dx € RY¥*! como
mostrado em (3.2)). Entretanto, a atitude em x é representada pelo quatérnio ¢, que
ocasiona o aumento de uma dimensao, tal que x € R'%*!. Os motivos dessa escolha foram

abordados na Subsecao [3.1.2]
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Pela aproximagao estabelecida em (3.6, a estimativa atualizada do quatérnio de ati-

tude é

Trt1lk+1 = OQkr1k+1 @ Qs (3.69)
sendo

/1 —100]?

1961 . se|d0]* <1

. 50
OQpt1lkt1 = :
1 1 ,

—— ., sellog|]® > 1

Jrloep? 56,

Os demais estados de navegacdo podem ser atualizados diretamente com a soma do

estado propagado anteriormente e o estado de erro obtido na filtragem:

~

by, kt1jk+1 = Buw kt1jk + 0bw,

Q

Ops1jbr1 = TOppap + 969, (3.70)
ba ir1jk+1 = Paptijk + 0ba,

gf)k+1|k+1 = gf)k+1|k +96p.

3.5.5 Algoritmo

O desenvolvimento matematico expresso neste Capitulo abrangeu todas as etapas do
processo para elaboracao do sistema de navegacgao aérea baseado no KF indireto. Para
sintetizar esse conteido, o Algoritmo (1| apresenta as operagoes utilizadas em cada ciclo

do processo. As simulac¢oes implementadas neste estudo basearam-se na seguinte rotina:

Algoritmo 1 Estimativa de estados de navegacao

1: Resete a estimativa de erro de estado dXpx;
Propagacao
2: Atualize as medi¢oes da IMU usando e ;
3: Propague o quatérnio de atitude usando ;
4: Propague a velocidade e a posi¢do usando (3.56)), (3.57)) e (3.58);
5: Atualize as matrizes Fj e H da representacao em espago de estados, de acordo com
as equagoes (3.51)), (3.49) e (3.50));
6: Propague a matriz de covariancia Py, usando (3.59));
Filtragem
7: Determine o modo de observacao, de acordo com a disponibilidade e restrigoes
definidas em (|3.41));
8: A partir das medic¢oes observadas, atualize a matriz C, and Ry;
9: Calcule os residuos de medigao 0z pela diferenca das medidas z e os estados propa-
gados ([3.60[43.67)), dependendo dos resultados da etapa 7;
10: Aplique a etapa de atualizagao da filtragem de Kalman para estimar P41 € 0X
a partir do KF padrao (Quadro I) ou KF robusto (Quadro II);
Atualizacao do Estado Completo X141
11: Atualize o quatérnio de atitude de acordo com ;
12: Atualize os biases, velocidade e posicao de acordo com .




68

Capitulo 3. Navegag¢io Aérea




3.5. Filtro de Kalman para Navegagdo

69

Parte 111

Aspectos Metodologicos






71

Capitulo 4

Systolic Array

No ambito de sistemas embarcados, a tecnologia baseada em microcontroladores ainda
¢ a principal escolha computacional para implementagao em equipamentos de baixo custo,
como sistema de iluminacao, eletrodomésticos e alguns equipamentos industriais. Entre-
tanto, para aplicagoes embarcadas de alto desempenho computacional, a utilizacao de
tecnologias alternativas, como Digital Signal Processor (DSP)s, FPGAs e GPUs de uso
geral, tem se tornado uma boa opcao para aplicagbes em tempo real. Segundo estudo
realizado por (ASPENCORE] 2019)), 24% das empresas do setor de sistemas embarcados
utilizam FPGA como ferramenta de projetos. Ja no caso das GPUs de uso geral, o rapido
crescimento do poder de processamento em comparacao com as CPUs, tornou a com-
putacdo acelerada por GPU uma opc¢ao vidvel para muitas aplicaces (OFVERSTEDT;
LINDBLAD; SLADOJE, 2021]).

Abordagens heterogéneas envolvendo as plataformas computacionais supracitadas tem
motivado uma quantidade significativa de pesquisas sobre técnicas de interagdo compu-
tacional (ZENG; PRASANNA| 2020; (GUZMAN et al,, [2019). O uso em conjunto e
controlado permite o sistema embarcado usufruir o melhor que cada dispositivo pode
disponibilizar. Pra citar algumas vantagens dessa abordagem, a concepc¢ao de projetos
heterogéneos para sistemas embarcados podera abranger: a versatilidade de programacao
das CPUs, o alto desempenho energético dos FPGAs, o poder de processamento grafico
das GPUs e a combinagao ideal entre desempenho e consumo energético das ASICs.

Em geral, o objetivo do uso de diferentes instrumentos computacionais é reparticionar
o sistema para atribuir funcoes especializadas a cada um deles. Essa estratégia permite
melhorar o desempenho de sistemas com alta demanda computacional, mas, ao mesmo

tempo, requer que o uso dos recursos de hardware seja feito de forma organizada e mais
simples possivel (ANDRADE; CRNKOVIC, 2018]).
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4.1 FPGA

Dentre os dispositivos apresentados na introducgao deste capitulo, o FPGA se destaca
pela flexibilidade de ajuste a fungbes especificas, mediante reconfiguracao estatica ou di-
namica, juntamente com a capacidade de processamento paralelo. Especificamente, um

FPGA ¢é um dispositivo semicondutor baseado em uma matriz de blocos légicos configu-

raveis conectados por meio de interconexdes programaveis (XILINX]| 2021). A Figura

apresenta a estrutura basica de um FPGA. Seus componentes sao: blocos Configurable
Logic ([CT), blocos de entrada e saida (I/O) e Switch Matriz (SM)).

Figura 12 — Estrutura basica do FPGA.

() Blocos CL
- Blocos SM
@ 10

Blocos CL: Malha logica disposta na forma bidimensional, formando moédulos funcio-
nas de circuitos, a partir de conjuntos de flip-flops com légica combinacional. Pode ser

configurada para executar fun¢des combinatorias de diferentes niveis de complexidade.

Blocos SM: Trilhas de conexao entre os blocos 1/O e os blocos légicos configuraveis,

além da interconexao de blocos CL.

Blocos I/0: Sao pontos onde sao realizadas as conexoes dos dados de entrada como os

resultados dos blocos 16gicos configuraveis.

A implementagdo em FPGA ¢é desenvolvida por Linguagens de Descricao de Hardware
(HDLs) para representar a estrutura e comportamento de circuitos eletronicos digitais.
Dentre as linguagens mais utilizadas se destacam o VHDL e o Verilog. E possivel também
construir circuitos por meio do desenvolvimento de diagramas esquemaéticos, utilizando
ferramentas gréaficas assistidas por computador. A arquitetura flexivel desenvolvida em
HDL permite a elaboracao de sistemas complexos, com aplicagoes em diversos campos. As
mais comuns abrangem os setores aeroespacial, defesa, sistemas monetarios distribuidos,

computacao de alto desempenho e instrumentos médicos e cientificos.
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4.1.1 Dispositivos System-on-Chip

Atualmente, muitos fabricantes oferecem dispositivos System-on-Chip (SoCl) progra-
maveis, os quais geralmente combinam CPU, FPGA e interfaces periféricas. A populari-
zagao deste tipo de ferramenta de desenvolvimento esté ligada diretamente a difusao de
projetos “do it yourself” e reducao dos custos de fabricacao do dispositivos. Por exemplo,
a fabricante Xilinx oferece a familia Zyng de SoCs que combinam processadores ARM
com FPGA. Neste trabalho, o desenvolvimento do sistema de navegacao utilizou a placa
de desenvolvimento Digilent Zybo z7-20, mostrada na Figura com detalhes técnicos
apresentados na Tabela[7] Esse dispositivo baseia-se em um circuito digital fundamentado
na familia Xilinx Zyng™-7000. O objetivo do dispositivo voltado para sistemas embarca-
dos ¢é a distribuicao de recursos, com processamentos de alta carga sendo executados em
hardware FPGA, e tarefas que exigem maior flexibilidade sendo executadas via software

pelo processador.

Figura 13 — Placa de desenvolvimento Zybo Z7-20.

B8
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Fonte: <https://digilent.com/>.

Tabela 7 — Recursos da Zybo z7-20.

FPGA série 7 Xilinx FPGA I/0O 40
Processador dual-core Cortex-A9 || Frequéncia 667Mhz
LUTs 53.200 Flip-Flops 106.400
Memoéria 1GB DDR3 32 bits Flash Quad-SPI de 16 MB
Fonte 5V ou USB Poténcia 12, 5Watts

6 push-buttons; 4 P fone estéreo; entrada
Interfaces switches; 7 LEDs Audio de linha; microfone
Expansao e 6 portas Pmod; ) Portas HDMI
Conexao Ethernet; USB Video entrada/saida
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4.2 Systolic Array

Proposto por (KUNG; LEISERSON| 1979)), o systolic array é definido como um con-
junto de Processing Element (PE))s, normalmente organizados em uma rede bidimensional,
que opera em etapas de calculo e armazenamento com a vizinhanga (KUNG], |1982; |[LU|
Abril de 2017). O processo compreende agdes de Multiplier-ACcumulator (MAC) para
executar operagoes aritméticas, convolucao, integracao, interpolacao, entre outras.

A denominacao de systolic array deriva em analogia ao sistema circulatorio de um
ser vivo, em que o sangue flui ritmicamente através de um coragao biolégico (NULL;
LOBUR] 2014)). Nesse caso, o cora¢do equivale a meméria e a rede de artérias e veias
equivale a matriz de processadores e conexoes. Assim, os elementos de dados ndo sao
usados apenas quando sao inseridos, mas também reutilizados conforme se movem pela
rede de PEs, como exemplificado na Figura [14] em que é apresentado o processamento

em systolic array unidimensional.

Figura 14 — Systolic array unidimensional.

{ MEMORIA ]4

A complexidade de implementacao de circuitos baseados em systolic array esta vincu-
lada a diversos fatores relacionados, como o conjunto de operac¢odes necessarias no projeto,
o perfil dos dados e caracteristicas de hardware. Apesar dessa abordagem viabilizar ao
projetista a execucao embarcada de diversos métodos numéricos, o procedimento exige
uma extensa andalise acerca de como as MACs irdao gerar resultado e conhecimento de im-
plementacdo em hardware. Alguns métodos implementacao systolic array para solugoes
de algebra linear podem ser consultados em (BAYOUMI; LING, [1999; |H.; LANG], 1992).
No caso deste trabalho, o objetivo é acelerar o processo de inversao matricial para solucao
de um KF robusto. Desta forma, a inversao matricial baseada em systolic arrays sera

apresentada na préxima Subsecao.

4.2.1 Inversao Matricial

O processo de inversao matricial utilizando a estrutura systolic array é baseada na
decomposicao QR da matriz a ser invertida. Um dos métodos utilizados pra obtencao dos
fatores QR de uma matriz arbitraria envolve transformagoes no espaco R™*" da matriz,
de forma que os elementos abaixo da diagonal principal sejam anulados. Esse processo é

conhecido como rotacdo de Givens, assunto tratado no Apéndice [A] desta dissertacao.
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Adicionando um grau de liberdade no sistema apresentado na Figura a estratégia
de fatoracao consiste em anular os elementos abaixo da diagonal principal da matriz em

um processo paralelo e sincronizado. Para isso, dois tipos de [PEk sao utilizados:

1. PE Diagonal: E responsavel por gerar os senos e cossenos que transformam os

elementos da linha correspondente. Este PE recebe apenas elementos referentes a
coluna compativel e, utilizando o seu estado interno, calcula a norma entre esses
valores. O resultado é usado na atualizacdo do estado interno S,, e calculo dos
senos e cossenos que serao transmitidos a PE Interna adjacente. Antes do inicio do

processo, ¢ atribuido o valor S, = 0 ao estado interno.

2. PE Interno: E responsivel por atualizar o estado interno S,m e conduzir os ele-
mentos da coluna correspondente a PE inferior subsequente. Também propaga os
valores dos senos e cossenos para a PE a sua direita, sem alterar o valor original.
Assim como na PE diagonal, é atribuido o valor S, = 0 ao estado interno antes

do inicio do processo.

A estrutura systolic array que resulta na decomposi¢do da matriz A em fatores R e
Q! é apresentada na Figura[15] O circuito dos PEs é mostrado na Figura [16]

Figura 15 — Estrutura systolic array para inversao da matrix A.
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A Figura |15 mostra a disposi¢ao dos elementos na malha baseada em systolic array.
O posicionamento adequado ¢ fundamental para o funcionamento do processo, pois a
computacao paralela depende da sincronia perfeita entre todos os elementos.

Para obtencao de A~!, a inversa de R ainda precisa ser calculada e o resultado multi-
plicado por Q. No entanto, o objetivo para o emprego de systolic array neste trabalho
é a solugdo de um sistema linear na forma Ax = b e, para fins didaticos, a aplicacao de

uma substituicao reversa ao final do processo pode ser mais intuitiva neste caso.

Figura 16 — Elementos de processamento diagonal e interno, respectivamente.

ap,m K]

sen(0)[k

"“F

1] sen(0)[k] sen(0)[k + 1]

cos()[k+ 1] cos(9)[k] cos(0) [k + 1]

an+17m[k: —+ 1]

No caso da solucao de Ax = b, é mais interessante que o resultado gerado no processo
seja a matriz R e o vetor bQ~!. Assim, a organizacdo a direita da Figurarecebe o vetor
de saidas b do sistema linear. Para se adequar a esse arranjo, um novo PE ¢é utilizado. O
PE de saidas, mostrado na Figura tem o mesmo circuito do PE interno, porém sem

transmissao dos senos e cossenos para a direita.

Figura 17 — Elemento de processamento de saida

by m K]

sen(0)[k

cos(0)[k]
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4.3 Exemplo Analitico

Exemplo 4.3.1 Considere a solucdo linear x = A~'b, tal que A e b sejam

1297 1
. 3 6 3 5 . - -5
0156 -3
4 8 2 7 -9

A equagao linear possui a mesmo padrao do algoritmo recursivo da Tabela[T?]. Desse modo,

o procedimento usado neste exemplo, também pode ser aplicado ao referido algoritmo.
Solugao

O sistema linear pode ser reescrito na forma direta Ax = b, de modo que seja possivel

usar a estrutura [15 baseada em systolic array para triangularizar a matriz A.

Figura 18 — Estrutura systolic array para triangularizagdo da matriz A.
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A atualizacao dos estados de cada PE ocorre simultaneamente com o movimento descen-
sional dos elementos de A e b mostrado na Figura[I8 Ao final de 11 etapas, os estados
se estabelecem na forma Rx = z, sendo que R é a matriz triangular superior e z € um
vetor proveniente de b. As tabelas[8, [9 e[1(] mostram os estados das PEs em k. |

Tabela 8 — Estados dos PEs diagonais da Figura .

PEp, PEp, PEp, PEp,
k S l sen(6) l cos(0) Sm l sen(0) l cos(0) Sm l sen(0) l cos(6) Sm l sen(0) l cos(0)
0 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
1 1 1 0 - — - — - — — — _
2 || 3,16 | 0,95 | 0,32 - _ _ _ _ _ _ _ _
3 3,16 0 1 0 0* 1* — — - — — _
4 5,10 0,78 0,62 0 0* 1* — — - — — _
5 5,10 0 1 1 1 0 0 0* 1* — — —
6 5,10 0 1 1 0 1 7,59 -1 0 — — —
7 5,10 0 1 1 0 1 7,59 0 1 0 0* 1*
8 5,10 0 1 1 0 1 8,25 —0,39 0,92 0 0* 1*
9 5,10 0 1 1 0 1 8,25 0 1 0 0* 1*
10 5,10 0 1 1 0 1 8,25 0 1 0,95 1 0
11 5,10 0 1 1 0 1 8,25 0 1 0,95 0 1

Tabela 9 — Estados dos PEs internos da Figura .

PEq, PEq, PEr,, PEr,, PEr,, PEr,,
k S anm Sm_ | anm Sm_ | anm Sm_ | anm Sm_ | anm S anm
0 — — — — — — — — — — — —
1 — — — — — — — — — — — —
2 2 0 - - - - - - - - - -
3 || 6,33 0 9 0 - - - - - - - -
4 || 6,33 1 5,69 | —7,59 7 0 0 0 - - - -
5 || 10,20 0 5,69 5 6,96 | —5,06 0 —7,59 0 0 - -
6 || 10,20 0 510 | —3,23 || 6,96 6 5 0 0 -5,06 0 0
7 || 10,20 0 5,10 0 9,81 | —1,12 5 -3,23 6 0 0 0
8 || 10,20 0 5,10 0 9,81 0 5 0 6 -1,12 0 0
9 || 10,20 0 5,10 0 9,81 0 5 0 6 0 5,09 | 0,96
10 || 10,20 0 5,10 0 9,81 0 5 0 6 0 5,09 0
11 || 10,20 0 5,10 0 9,81 0 5 0 6 0 5,09 0

*Quando o célculo de senos e cossenos apresentam, em ambos, a operacgao g, é atribuido os valores

cos(d) = 1 e sen(f) = 0 para execugdo da systolic array. Geometricamente isso significa que nao
ocorre transformacao espacial na matriz A.
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Tabela 10 — Estados dos PEs de saida da Figura .

PEo, PEo, PEo, PEo,
k Sm ‘ Anm Sm ‘ Anm Sm ‘ Anm Sm ‘ Anm
0 _ _ _ _ _ _ _ _
1 _ _ _ _ _ _ _ _
2 _ _ _ _ _ _ _ _
3 _ _ _ _ _ _ _ _
4 _ _ _ _ _ _ _ _
5 1 0 - - - - - -
6 || —4,43 | —2,53 0 0 - - - -
7 —4,43 -3 0 —2,53 0 0 — -
8 —9,81 | —2,11 -3 0 2,53 0 0 —
9 —9,81 0 -3 —2,11 2,53 0 0 —
10 —9,81 0 -3 0 3,15 —0,95 0 —
11 —9,81 0 -3 0 3,15 0 —0,95 -

Assim, o sistema linear se torna um problema de substituicao reversa

com a solucao x:

Observacgao: Neste exemplo foi mostrado o desenvolvimento algébrico para solucao do
sistema linear na forma x = A~'b, baseando-se na estrutura de systolic arrays com o0s
PFEs realizando a triangularizacio matricial via rotagdo de Givens.
Apéndice [A] realiza a decomposicio QR da mesma matriz A deste exemplo. Verifique a

matriz R resultante de ambos exemplos sao iguais. Como a matriz Q do exemplo é

26 50
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0 20
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Capitulo 5

Sensoriamento, Aquisicao de Dados e

Simulacao

Nos Capitulos anteriores foram apresentados os contextos da pesquisa, no que se refe-
rem as revisoes tedricas que fundamentaram o escopo deste estudo e trabalhos relaciona-
dos. Para validacao da proposta de aceleragao computacional do KF robusto aplicado ao
sistema de navegacao aérea, neste Capitulo s@o apresentadas as metodologias da pesquisa,
as quais envolvem simulacoes e testes de campo.

Primeiramente, foram realizadas simulag¢oes computacionais em ambiente Matlab/Simulink
do sistema de navegacao aérea. Para isso, foram usados registros de voo do piloto au-
tomatico de um UAV obtido em Ziirich-Suica. O conjunto de dados é um exemplo do
aplicativo Matlab Flight Log Analyzer (MATHWORKS) ). A definigdo dos pardmetros
1 e & associados a funcao de penalidade do KF robusto, assim como as incertezas para-
métricas nos modelos do sistema, foram ajustadas de acordo com a resposta obtida e o
ground truth fornecido pelo banco de dados.

A segunda parte da metodologia deste estudo consiste na aplicagdo do mesma simu-
lagdo da primeira parte, porém, com dados coletados em campo. Como nao existe uma
forma compativel de comparacao dos resultados obitdos, os parametros do KF robusto

usados na primeira parte dos testes foram mantidos.

5.1 Simulacao

A Figura [19] apresenta a organizacao da simulacdo. Seguindo a sequéncia da rotina
mostrada no Algoritmo [T} A etapa 10 é calculada pelo circuito desenvolvido no Simulink.

As demais etapas do algoritmo sao calculadas no Script Matlab. A disposi¢do dessa
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simulagao caracteriza o conjunto CPU-FPGA para a computagao embarcada do sistema
de navegacao aérea. A Figura mostra um fragmento do circuito desenvolvido em

ambiente Simulink.

Figura 19 — Estrutura de simulacao do algoritmo do Quadro II.
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Parametros do Modelo : Fy, Gy, Hy, Cy, Dy,

|
| I
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5.1. Simulagdo

Figura 20 — Fragmento do circuito desenvolvido no Simulink para o célculo da solucao de

Ax = b usando a estrutura de systolic arrays baseadas na rotagao de Givens.
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Figura 21 — Circuitos dos PEs construidos no Simulink.
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5.2 Voo de Teste

Stereo Labs. 2018. Vive Pro AR (SRWorks) vs. ZED Mini. Stereo Labs. Retrieved
2020-12-22 from https://www.stereolabs.com/blog/vive-pro-ar-zed-mini/

(CROCKETT et al., 2014)

A Figura [22] mostra o diagrama de sensoriamento para o voo de teste. Nesse teste
foram empregues dois conjuntos de sensores: o médulo Xsens MTi-G-710 que integra um
dispositivo de INS com magnetometro e GNSS, e a camera estéreo StereoLabs modelo
ZED mini. Os sensores foram conectados ao kit de desenvolvimento Nvidia Jetson Xavier
NX via conexao USB.

Figura 22 — Diagrama do sensoriamento para voo de teste.
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5.2.1 Materiais

Os equipamentos utilizados no voo de teste sao descritos a seguir.

Figura 23 — UAV modelo DJI Matrice 600 Pro.

z g
/Dep Gomputagao DC .~

Lol

Figura 24 — IMU com um receptor GNSS integrado Xsens modelo MTI-G-710 acoplada
no UAV.
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(a) Sistema de coordenadas do invélucro do (b) Sistema de coordenadas do circuito interno.
dispositivo.

Figura 25 — Arranjo dos frames do INS e magnetometros. Nota: a origem do frame esta
localizada nos acelerémetros.

Figura 26 — Camera estéreo Stereolabs modelo ZED Mini acoplada ao UAV.
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Figura 27 — Kit desenvolvedor Jetson Xavier NX.

5.2.2 Suporte ROS

(Stanford Artificial Intelligence Laboratory et al.l )

Segundo o proprio desenvolvedor, o m ¢ um conjunto de bibliotecas de software

e ferramentas que ajudam a criar aplicativos de robo de cédigo aberto. Para coleta de
dados foram utilizados os seguintes topicos dos pacotes associados a Xsens MTI-G-710 e

a camera estéreo StereoLabs ZED mini.

Xsens:
e /filter/positionlla e /imu/acceleration e /imu/pressure
o /filter/quaternion ¢ /imu/angular_velocity e /imu/temperature
o /filter /velocity e /imu/mag o/tf
ZED Mini:

e /zedm/zed node/odom e /zedm/zed_node/pose

L https://www.ros.org/
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Parte IV

Resultados e Conclusao
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Resultados

O conjunto de dados do aplicativo Matlab Flight Log Analyzer (MATHWORKS, )

com os dados de Ziirich sao mostrados a seguir.

Figura 28 — Velocidade Angular.
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Figura 29 — Aceleragao Linear.
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Figura 30 — Intensidade do Campo Magnético.
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Os parametros KI' robustos usados para esta simulacao estao contidos na Tabela

A filtragem ocorre a uma frequéncia de 250H z, de acordo com dados da IMU.
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Tabela 11 — Parametros usados na simulacao.

Parametro Valor Parametro Valor
= diag, (0.01) 3 17
I, 0,,%1 7 55000
a* 64.24° Aw 0.48 rad/s
B* —2.56° Aa 0.02 m/s?
Pace 0.05 m/s* AN, 0.02 st
Prmag 0.08 Gauss AN, 0.01 st

*Os valores de inclinacao e declinacdo magnética em Ziirich foram obtidos no site: |<https:
/ /www.ngdc.noaa.gov/geomag/calculators/magcalc.shtml>

A matriz de incerteza AF}, apresentada em (22.3)), assume a estrutura da matriz (6. 1))
para que M; e Er apresentem valores condizentes com o algoritmo mostrado no Quadro
II.

—|Awx | 0 0 0 0
0 diag(AAy,) 0 0 0
M,Ep = |—R|Aax] 0 0 0 0 (6.1)
0 0 0 diag(AA,,) 0
0 0 0 0 0

Em , Aw e Aa representam as incertezas das medigdes do giroscopio e do ace-
lerometro, respectivamente. AA;,, e AA,, representam as incertezas de bias da velocidade
angular e da aceleracao linear, respectivamente.

A dimensao do sistema linear mostrado no Quadro IT depende diretamente da infor-
macao sensorial disponivel durante a leitura. Para a simulacdo, a incerteza do modelo
foi aplicada apenas & matriz de estado F). Portanto, a linha e a coluna contendo X‘lth

foram excluidas. A equagao que determina a dimensao do sistema linear é

dim = 4n + 2(ry +719) + p + t1 + to,

sendo n a dimensao do vetor de estado; r e 75 sdo as quantidades de ruido de processo e
medicao, respectivamente; p é o nimero de medicgoes; t; e t5 sao os numeros das colunas
de Ml € MQ.

Como o custo computacional esta diretamente ligado a dimensao do sistema, reali-
zamos uma investigacao sobre os conjuntos de sensores utilizados em cada ciclo. A Fig.
apresenta os resultados desta andlise. Foi verificado que em quase 40% dos ciclos,
nenhuma filtragem é realizada, apenas propagacao de estado. Quando ocorre a filtragem,

verifica-se a dimensao maxima do sistema linear Box II quando ¢ utilizado o conjunto de

sensores MAG/GPS/ACC/BAR ou MAG/GPS/ACC.


https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/calculators/magcalc.shtml
https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/calculators/magcalc.shtml
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Figura 31 — Quantidade de ciclos da simulagdo para cada conjunto de sensores utilizados.
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A Tabela mostra um estudo comparativo da precisao do KF e do KF robusto.
Inicialmente, testamos valores de u, £, Aw e AA, que minimizassem o erro de estimativa
de atitude. A partir dos valores fixos, ajustamos os demais parametros do KF robusto
Aa e AA,. E possivel notar a melhora nas estimativas de atitude usando o KF robusto.
Entretanto, algumas estimativas de posicao e velocidade apresentaram resultados piores,
ainda que, em numeros absolutos, essa piora represente uma diferenca de milimetros. Isso
ocorre porque os mesmos parametros p e € sao usados no KF robusto para estimar todos
os estados simultaneamente.

O desempenho da estimativa de atitude usando o RKF, em comparacao com o KF, é
comprovado visualmente pela Fig. durante os 100s de simulagao. Quanto a estimativa
de posicao, ¢ impossivel notar visualmente distingdes entre os resultados robustos do KF
e a posi¢ao real, conforme mostrado na trajetéria do UAV no plano Nordeste da Fig. B3]

Também foi investigado os recursos necessarios para implementar a solugdo numérica
baseada em matriz sistolica em um FPGA. Foram Testadas duas configurages para o
formato de representagao digital, usando ponto flutuante e ponto fixo. Para escolher o
tamanho do ponto fixo, foi verificado o valor maximo absoluto entre os elementos do

sistema linear e a precisao exigida pelo algoritmo. A conclusdo foi de que uma operagao
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Tabela 12 — Erro absoluto médio dos estados de navegagao.

Estado Filtro de Kalman Filtro de Kalman Robusto Comparagao Percentual

) 2.3260° 2.0167° —13.3%
0 2.0625° 1.6718° —18.9%
b 1.2908° 1.2377° —4.1%
Vg 0.2574m/s 0.2446m/s —5.0%
Uy 0.2031m/s 0.2131m/s +4.9%
v, 0.8177m/s 0.8042m/s —1.7%
x 0.7072m 0.7089m +0.2%
y 0.5212m 0.5252m +0.8%
z 0.2650m 0.2691m +1.5%

Figura 32 — Atitude de referéncia e estimada com filtro de Kalman padrao e robusto.
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Figura 33 — Posicao local de referéncia e estimada com filtro de Kalman robusto.
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segura exigiria 1 bit para o sinal, 19 bits para a parte inteira e 12 bits para a parte
fracionaria. A Tabela [13] informa as funcionalidades necessarias para implementar PEs.
Foi desenvolvido o circuito e gerado o cédigo Verilog utilizando as ferramentas Simulink
e o software Xilinx Vivado. No Simulink, foi desenvolvido o circuito PE e depois gerado
o codigo Verilog com o auxilio dos aplicativos HDL Code e HDL Verifier. Em seguida,

os circuitos PE foram sintetizados no Xilinx Vivado, gerando o relatério de recursos do
FPGA.

Tabela 13 — Recursos do FPGA para PEs.

Formato PE LUTs FFs BRAM DSPs
Ponto PE Diagonal 4608 6232 0 2
Flutuante PE Interno 2683 3714 0 4
PE de Saida 2682 3585 0 4
Ponto PE Diagonal 4736 1075 0 71
Fixo PE Interna 208 103 0 16
PE de Saida 203 32 0 16
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Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentado um circuito baseado em sistolic arrays para resolver o
sistema linear extensivo utilizado pelo filtro de Kalman robusto para estimar estados de
navegacao aérea. Para confirmar a estrutura de calculo, simulagoes do filtro de Kalman
padrao e da versao robusta foram realizadas usando dados reais. O estudo aqui apre-
sentado mostra o potencial de aplicacao em sistemas embarcados de arquitetura hibrida
software /hardware, nos quais etapas computacionalmente criticas podem ser paraleliza-
das. Neste contexto, pesquisas futuras podem ser exploradas para a construcao de um
sistema de controle de fluxo de dados e memoria para implementar o circuito proposto em
um FPGA. Também é possivel reescrever o sistema de equacoes para a solucao robusta
de Kalman, de forma que apenas o vetor de estado e a covariancia filtrada sejam usa-
dos. Neste trabalho, os valores preditos pelo filtro de Kalman robusto nao sao utilizados.
Nos trabalhos de referéncia deste estudo, esses valores sdo utilizados no préximo ciclo de

filtragem recursiva robusta.
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APENDICE A

Rotacao de Givens

Epénimo do processo de rotacdo planar para fatoracdo matri-
cial, James Wallace Givens Jr foi pioneiro no desenvolvimento
de solugoes numéricas para ciéncia da computacdo, com traba-
lhos expressivos publicados nas décadas de 1940 e 1950. Mate-
mdtico de formacao, foi professor na Universidade do Tennes-
see, Wayne State University e na Universidade Northwestern.
Mais tarde, exerceu o cargo de cientista sénior no Argonne Na-

tional Laboratory. Sua obra mais notdvel foi justamente a pro-

posta do cdlculo de rotacoes unitdrias planas que transformam

J. Wallace Givens Jr.
(1910 _ 1993) uma matriz geral na forma triangular. Atualmente, esse mé-

todo € conhecido como rotacao de Givens.

A decomposicdo matricial é um procedimento mateméatico que aplica reformas estru-
turais em uma matriz para reescrevé-la com determinada forma canoénica. Em geral,
a decomposicao resulta em fatores de matrizes, e por isso, muitas vezes esse recurso é

chamado de fatoracao matricial.

O processo de decomposicao de matrizes é amplamente utilizado em solugoes numé-
ricas e estudos demonstrativos de resultados teodricos, como, por exemplo, na resolucao
de sistemas de equacoOes lineares, calculos de inversao e determinante matriciais, ajuste
de minimos quadrados e obtencao de valores caracteristicos em matrizes de grandes di-

mensoes. A conveniéncia computacional e a viabilidade analitica justificam o emprego
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desse mecanismo algébrico nas solugoes de problemas matematicos e de engenharia em
geral, sendo que, para cada classe particular de problemas seja pertinente a utilizacao
de um tipo especifico de decomposicao. Os principais modelos de decomposicao matri-
cial incluem a decomposicao LU, a decomposicao SVD, a decomposi¢ao de Cholesky e
a decomposicao QR. Esse ultimo, fornece uma modo eficaz para solucao de sistemas de
equagoes do tipo Ax = b, pois, sendo () uma matriz ortogonal e R uma matriz triangular

superior, a operacao Rx = QTb torna-se uma tarefa menos complexa.

A.1 Decomposicao QR

A fatoracao de uma matriz retangular A € R™*" em um produto de @) € R™*™ e
R € R™™ tal que () seja uma matriz ortogonal e R uma matriz triangular superior,
torna-se:

A=QR. (A1)

Essa decomposi¢ao surgiu como recurso algébrico para solugao de grandes sistemas de
equacoes lineares simultaneas. Com isso, diversos problemas envolvidos passaram a ter vi-
abilidade numérica, tais como o calculo de autovalores e autovetores com o algoritmo QR,
veja (FRANCIS, 1961) (FRANCIS, |1962) e (KUBLANOVSKAYA| |1962), problemas de
minimos quadrados e filtragem de processos estocésticos (APOLINARIO; RAUTMANN;,
2009).

Alguns métodos consolidados para execucao da decomposicdo QR sao descritos na
literatura basica de algebra linear. O processo de Gram-Schmidt gera um conjunto de
vetores ortonormais a partir dos vetores colunas de A. Embora tenha um aspecto algébrico
mais intuitivo, esse processo é numericamente instavel pela natureza de ortogonalizacao
em ponto flutuante. A transformacao linear de Householder descreve reflexdes em relagao
a um plano ou hiperplano que contém a origem, por isso também é referida como reflexao
de Householder. Essa ferramenta ¢ numericamente estavel devido a forma que introduz
zeros em R. Entretanto, como cada reflexao altera completamente as matrizes () e R, essa
operacao inclui uma largura de banda significativa. Outro instrumento para realizacao da
decomposicao QR é a rotagdo de Givens. Para algumas aplica¢oes esse método torna-se
mais atraente que os anteriores, pois apresenta maior estabilidade numérica comparada
ao processo de Gram-Schmidt, além de dispor da capacidade de paralelizar o processo,
algo limitante nas reflexdes de Householder. Nesse método de fatoracao, apenas duas
linhas de R sao afetadas em cada transformacao matricial, o que torna esse algoritmo
mais eficiente em termos de largura de banda e viabiliza a computagao paralela. A
desvantagem esta na complexidade de implementacao, pois apresenta certa dificuldade
para estabelecer a ordenacao de anulacao dos elementos. Uma sequéncia de anulagao
possivel é descrita no Anexo [A] deste documento, com implementagdo desenvolvida em

MATLAB da decomposicao QR baseada em rotagoes de Givens.
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O processo de introducgao de zeros em vetores a partir de rotagoes unitarias planares
foi apresentado por (GIVENS) |1958) para converter matrizes no formato triangular. Esse
procedimento também ¢é conhecido por rotagoes de Jabobi, pois, segundo alguns autores,
consulte (DATTA, 2010) e (BJORCK, 2015), o processo foi originalmente desenvolvido
por Carl Gustav Jakob Jacobi para uso na solugao do problema de autovalor simétrico em
1846. O nimero de anulagoes necessarias para triangularizar uma matriz dependerd da sua
dimensao. Para a matriz retangular A de , a quantidade de etapas da decomposicao
QR serd igual a X0 " 1k, se m < nou 7!k, se m > n. Para triangulacio completa
de A, o algoritmo de decomposicao QR via rotagdo de Givens requer FLoating-point
OPerations (FLOPS) de uma ordem de magnitude igual a 3n?(m — n/3).

A.1.1 Interpretacao Geométrica

O método proposto por Givens realiza a rotagao do vetor r = [a b]T ao longo de uma
circulo de raio ||r|| por um angulo 6 = tan='(b/a), na ordem para alinhé-lo com o vetor
base [||7]| 0]7. Na projecdo de r em x; e y;, 0 movimento de alinhamento com x5 e s,

respectivamente, é tracado como:

y

A transformagao para alinhamento dos quadros é exercida pela matriz de rotacao G(6)

em ambos eixos coordenados, com relacao

{ZL‘Q = G(Q)Jfl

, tal que G=
vy = GO

g11 912
921 g22

Entao, a solugdo desse sistema linear resulta na matriz de Givens G(6) de rotagao
planar:
cos(0)  sen(0)

A.
—sen(6) cos(0) (8.2)

6(6) - [

O conceito iterativo para transformagao da matriz A de (|A.1]) é expressa por
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De forma geral, a Matriz de Givens (|A.2)), usada para anular termos a = A(j,k) | j > k
(elementos abaixo da diagonal principal de A), apresenta a estrutura (A.4). O elemento

a = A(i, k) pode ser qualquer componente de A presente na coluna k, desde que k < i < j.

il il
! 0 0 0 0, 0 0 0 |
1 0 0 01 0|0
i 0 --- 0 ﬁ 0 --- 0 ﬁ
o 0 0 1 .-+ 0 0 0
Giu(0) = ; : : P | ColL (A4
0 0 0 1|0 0
= ~ 7 O = 0
0 0 0
0
0 0 0 0 0/ 0 0 1]

A cadeia de operagoes em que se aplica (A.4) em (A.3) é nitidamente observada na
Figura |34] na qual a sequéncia de rotagdes planares para encontrar a forma trapezoidal

de uma matriz Ayys realiza o procedimento de anulacdo por colunas com movimento

ascendente.
[ BN BN J [ N BN J [ BN BN J [ N BN J [ BN NN J [ BN BN J [ BN BN J
[ N NN J [ BN BN J [ N NN J cO|le| e oO|le| e cO|le| e oO|le| e
oo |0 Cg oo e Cé} ole|e % o|le|e Gﬁ ole|e Gj o|lo|e Gﬁ o|lo|e
[ N BN ] oO|le| e c|le| @ O|le| e O|O| @ O|O0O| @ OO | O

Figura 34 — Sequéncia para triangularizacio matricial de A**3.

Valendo-se da ortogonalidade das Matrizes de Givens, o calculo de @) para sequéncia

de anulagdes mostradas na Figura [34] é

Q = [G11G31G21G1GaaGa]” . (A.5)

A.1.2 Decomposicoes Similares

Formas analogas a decomposicdo ()R que geram fatores ortogonal e triangular podem
ser uteis em algumas aplicagoes. A decomposicao R() tem como resultado o produto
da matriz ortogonal () a direita da matriz triangular superior R. Ja as decomposicoes
QL e L(E) geram uma matriz triangular inferior L e outra ortogonal (), com a ordem dos

fatores contrarias. As interpretacoes algébricas e geométricas dessas decomposi¢des sao
apresentadas na Tabela [I4]
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A fatoracao LQ de A é essencialmente a mesma que a fatoracao QR de AT. Esse
vinculo ocorre do mesmo modo entre a fatoracdo RQ) e QL.
Al = LlQl < AT = Q{Rl Ry = L{

(A.6)
AQ = RQQQ S AT = QgLQ Ly = Rg

Tabela 14 — Rotacao de Givens para decomposicao QR, QL, RQ) e L(Q), respectivamente.

Triangular Superior Triangular Inferior
Y Y
r e s a 4 0| _|c —s ) a
g 1 . |:O:| |:—s c:|.|:b e EERRRRRRRRR |:€:| |:s c:| |:b:|
R 0 D 1
- —a o_ b _ b . a
2|l T ST Lo ST ST
D
L@ — 2 2
= T 0 7|l = Va2 + b2 + 1l = va*+b
- 4ttt —t—t—t—>
a a
~ Y Y
< r c S _ c —S
= s 0 r|=|a b 1 ¢ 0|=a b
[ S O L Ce a0 ;]
=l o+ P I ’
= = b = a o= 4 5= b
o Lo CTT ST |l CT T T
(o4 .
2t I = var+b2 ) 4 S €] = V@ F T
- —t—t—t—> 4t
a a

A.2 Exemplo Analitico

Exemplo A.2.1 Considere a sequinte matriz nao singular quadridimensional:

co = O N

9
3
5
2

NS
_N o ot

Neste exemplo, a decomposicio QR de A por rotacoes de Givens ocorre descensionalmente,
assim como realizado na estrutura de systolic array expressa no Apéndice B. Nesta cir-

cunstancia, A(i, k) é fitado em i=k para anulagao dos elementos abaizo da mesma coluna.



114 APENDICE A. Rotagio de Givens

Solucao

Utilizando a relacao iterativa de , foram realizados os sequintes passos:

. Elimi _ 3 _ 1
Passo 1: Eliminar A(2,1). sen(0) = 5, cos(f) = .
13 00 Q0 20 18 22
10 V10 V10 V10 V10 V10
-3 L 090 0 0 —=24 __16
Gay = 0 Vo Ay =Gy A= VIO Vi
7 0 0 10 ’ 0 1 ) 6
0 0 01 4 8 2 7
Passo 2: Eliminar A(3,1). sen(f) =0, cos(f) = 1.
10 20 18 22
L 000 Vo Vs Vi Vo
0100 0 0 _20 _16
GS,l = Ag = G371A1 = V10 V10
0010 0 1 ) 6
0001 4 8 2 7
Passo 3: Eliminar A(4,1). sen(f) = \/%, cos(f) = %.
VIO g o -4 26 52 26 50
V26 V26 V26 V26 V26 V26
0 1 0 0 0 0 -2 15
Gu1 = Ay =Gy 4y = VIO Vo
Ylo o010 PTUMET 0 1 5 6
4 V10 _26  _ 9
— 5% 0 0 36 0 0 NG NG
Passo 4: Eliminar A(3,2). sen(f) =1, cos(d) = 0.
26 52 26 50
1.0 00 V% V% VB V%
0 0 10 0 1 ) 6
Gso = Ay = Gapds = 0 0 24 16
0100 Vi Vo
26 9
00 00 00 -7 &

Passo 5: Eliminar A(4,2). sen(f) =0, cos(f) = 1.
Assim como ocorrido no Passo 2, o elemento A(4,2) jd é nulo. Portanto, G4o é uma

matriz identidade e consequentemente A5 = Ay.

Passo 6: Eliminar A(4,3). sen(f) = =Y cos(f) = &2

V85’ ]5
26 52 26 50
L0 0 0 V26 V2% V26 V26
01 O 0 0 1 5 6
Gas = 0 0 &2 _vi3 Ag = Gagds = 0 0 34 2L
V35 /35 V1T V1T
0 0 Y13 6v2 0 0 0o -2
N Vi
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Resultados

Para uma matriz quadrada de dimensdo 4, a decomposi¢io € gerada apds 6 etapas. A ma-
triz triangular superior Ag, originada pelo produto sequencial [G43G42G32G41G31G21 4],
é equivalente a R. Logo, a transposi¢io de [G43G42G32G41G31Ga,1], assim como

da Figura resulta na matriz ortogonal ). Neste exemplo:

L9 4 3 26 52 26 50
V26 V17 V42 V26 V26 V26 V26
3 17

Q- 7% 0 0 — i . R 0 1 5) 6
Croo o0 R
40 L 12 0 0 0 20
V26 VIT V442 V442

Exemplo A.2.2 Para a mesma matriz A do Exemplo as decomposicoes QL, RQ)

e LQ sdo determinadas conforme as rotagoes apresentadas na Tabela[14).
Solugao

Foram elaboradas quatro fungoes numéricas em MATLAB que calculam as matrizes orto-
gonal e triangular das decomposicoes QL, RQ) e LQ) de matrizes quadradas. A descri¢ao

completa dos cédigos estd disponivel no Anexo[A] deste documento.

Resultados

Decomposicao QL:

0,337 0,245 0,720 0,555 0,190 0 0 0
Q- —0,707 0,562 —0,166 0,397 e I — 2,064 3,319 0 0

-0,379 —-0,790 0,079 0,476 —2,454 —4,829 5,039 0

0,493 0,031 —0,669 0,555 3,965 8,406 9,675 12,610

Decomposicio RQ:

0,487 2,645 8,418 7,544 0,864 —0,499 0,012 0,073
p_| 0 1206 0,920 8758 . o 0,202 0,274 0,699 —0,629
0 0 5,910 5,203 —0,305 —0,441 0,693 0,481
0 0 0 11,533 0,347 0,694 0,173 0,607

Decomposicdao LQ:

11,619 0 0 0 0,086 0,172 0,775 0,603
,_|6.627 592 0 0 . o= 0,410 0,820 —0,360 0,170
7,660 0,040 1,823 0 —0,371 —0,193 —0,504 0,756
7,488 8,674 1,260 0,319 0,829 —0,510 —0,128 0,191

A werificagcdo dos resultados pode ser feita usando as relagoes .
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A.3 Rotacao Rapida de Givens

Embora a Rotagao de Givens seja muito conveniente para triangularizagao de matrizes,
a forma original contém célculos exaustivos que aumentam substancialmente o custo de
sua implementagao. Contudo, existe uma solugao na qual ocorrem redugoes significativas
nos calculos. A Rotagdo Répida de Givens, proposta inicialmente por (GENTLEMAN]|
1973) e generalizada por (HAMMARLING, 1974)), emprega um pré-escalonamento na
matriz A para realizar as operagoes de transformacao matricial sem a necessidade de
calcular raizes quadradas. Além disso, as 4n multiplicacdes e 2n somas empregadas na
transformacao matricial, com a versao rapida se reduz a 2n multiplica¢oes e 2n somas,
pois a matriz G(0) também é reconstruida. A proposta é introduzir normas ponderadas
na transformacao juntamente com a decomposicao da matriz de Givens.

Sejam A e G(0) redefinidos como

A=+DB (A7)

G(0) = [ cos(6) sen(é’)] = [COS(Q) 0 ] [ ! j , tal que 7 =tan(d) (A.8)

A aplicagao de (A.7) e (A.8) na transformagao (A.3)) resulta em um novo produto na

forma \/BB . A equivaléncia dos fatores fica explicita quando se aglutina os elementos

em duas matrizes, tal como
VvD; 0 [bm] -003(9) 0 ] [ 1 7 _\/Di 0 ] {bm]
o) |—7 1 0 D;| |b;
; 0  cos(f) T 1] | VDj| |b;
B _003(0)\/Di 0 17 1 T % bik
- 0 cos(0),/Dj| |-, /g—; 1 bie|
Em k = 7, para anular o elemento b;;, —, /%bu‘ +bj; = 0. Logo,

NOANE
7—_<bu‘> D, (A.9)

°

b

o}

0 D;

Ainda para que a relacao seja satisfatéria,

\/DTZ- = cos(@)\/a e 13]- = 003(9)\/@. (A.10)

No caso geral, para k =1,2,3...n,

. b D, . b
bix = bir. + ﬁﬁbjk e bjr, = bjr — ibzk (A.11)
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Observe que para o calculo de bzk em (|A.11)), os quadrados de v/ D; e /D; sao utilizados.
Eles podem ser inicializados na forma quadrada e atualizados como tal sem inconsisténcia

aritmética, pois para o instante inicial, v/ Dy = I. Portanto, 1) e 1’ sao atualizados

como

D. bz o °
= ﬁbi’ D; = cos*(0)D; e Dj = cos*(0)D;. (A12)

A tnica consequéncia dessa manipulacdo matematica é a necessidade de calcular as

T

raizes de D ao final do processo de triangularizacio de B. O valor de cos?(0) é identificado
pelo emprego de ([A.7) no calculo do cosseno usado na decomposicao QR mostrado na

Tabela [14 Para tal, o quadrado do cosseno resulta em

1

2
0) = —
cos”(0) 5

(A.13)

Caso o elemento b;; for nulo e bj; # 0, devera ser feita uma comutacao entre as linhas
1 e j de B. O significado geométrico dessa troca é uma rotacao de +90°, dependendo do

sinal de bj;. Para este caso, a decomposicao (A.8) devera ser baseada no calculo de senos.

, tal que k = cotan(f)  (A.14)
—sen(f) cos(0) 0 sen(0)

-1 &

cos(0) sen(@)] _ [sen(@) 0 ] [H 1

Usando a mesma estratégia de (A.9HA.13)) em (A.14]), a atualizagado dos elementos de

D e B nas linhas i e j sdo definidas como

1
2 —
senl¥) =17
l%i = sen’*(0)D; e [37 = sen*(0) Dy, (A.15)
? bii D; o by
bik,’ = bjk + bfﬂﬁjblk [§ bjk = bj‘b]k — bzk-

Assim como o uso do seno para decompor a matriz de Givens é recomendada quando
cos() = 0, ou muito préximo disso por possibilidade de ocorrer underflow no calculo,
quando 6 — 0 ou § — 7 radianos, nao é possivel usar a decomposigao utilizando seno().
Deste modo, para indicar a transformacao que deve ser utilizada, a seguinte relagao é

apresentada:

{ —45° < 0 < 45° ou 135° < 6§ < 225°, (transformagao cosseno) (A16)

—135° < 0 < —45° ou 45° < 0 < 135°, (transformagao seno)

Ou seja, a fronteira angular entre a transformagao seno e cosseno situa-se em tan?(6) = 1.
Como constatado em (A.8]) e (A.9)), esse valor pode ser calculado por

tan?(0) = 7% = (bﬁ>2 Di (A.17)
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[} [}

Visto que 72 ¢ exigido no cdlculo de cos?(#), e por consequéncia D; e D;, seu valor
serd computado obrigatoriamente. Alids, conforme a relacao estabelecida em , a
decomposicao da matriz de Givens dependeréd do valor de 72. Se 72 < 1, a transformacao
cosseno sera utilizada, caso contrario, serd aplicada a transformacao seno, com necessidade

de alteracao das variaveis

g =

e K" = — (A.18)

) P:; 7_2a

1
o
sendo o = bj; /b, p=0D;/D,;.

Em alguns casos podera ocorrer a situagao em que nenhuma transformagao seja per-
mitida. Se b; = b;; = 0, o resultado de serd indefinido. Neste contexto, D,, e B,
deverao ser mantidos.

A computacao da Rotacao Rapida de Givens para anulagao do elemento b;; é descrita
no Algoritmo A rotina apresentada por (MONTICELLI, 2012) assume que b; # 0
em todas as etapas, o que deixa 72 definido em qualquer circunstancia. A cada iteracao,

(A.18) é calculado para definigdo da transformada e atualizagdo dos elementos de D e B.

Algoritmo 2 Rotacao Rapida de Givens

1: rotina FASTGIVENS(bi, bjk, D;, D;)
2 o« bji/by, p<+oD;/D;, T+ op > Célculo de o, p e 72
3 se 72 < 1, entao
4 A 1/(1+712) > Célculo de cos?(0)
5: D; + C2Di7 Dj — Csz > Calculo de D;e Dj
6 para (k=1:n) faga
7 bir, < bir + pbjk, bk < bj, — oby > Atualizagdo de by, e bjy
8 senao
9: o« 1/o, p<1/p, K*<op > Atualizacdo de o, p e k?
10: s+ 1/(1+ K?) > Célculo de sen?(0)
11: aux <— D;, D; + 32Dj, D; <+ saux > Calculo de D; e D;
12: para (k=1:n) faga
13: b, bjk + szk, bjk — O'bjk — b > Atualizagéo de b, e bjk

14: retorna b, b, D;, D;

O desenvolvimento numérico da decomposicao ()R baseada no Algoritmo [2| é apresen-

tado no Anexo [Al deste documento.

Exemplo A.3.1 Seja A a matriz usada nos exemplos e[A.25
1 2 97
3 6 3 5
01 5 6
4 8 27

O procedimento para decomposicio de A em fatores QR usando a Rotac¢io Rdpida de

Givens seque a rotina do Algoritmo[d A quantidade de etapas e o resultado final deverdo

coincidir com o Exemplo[A.2.1]
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Solucao

Passo 1: Eliminar B(2,

D, =

o © O Sle

Passo 2: Eliminar B(

w

D, =

o o O Sle

W

Passo 3: Eliminar B(

D3:

o O O w

Passo 4: Eliminar B(3,

D, =

o O O e

Passo 5: Eliminar B(4,2). 0 =0, p=0, 72 =0 (transformagio cosseno).

1).

— o o Sl o

1).

?

— o o Zle o

,1).

o© O Bl ©

2).

o O = O

o=3, p=3, 7=9 (transformagio seno).

1 _ 1 2 _ 1
0=3P=35T =%
sen?(0) = % dlzl%

0 0

S = O
_ o O

o=0,p=0,72= O (transformagao cosseno).

cos?(0) =1, dy = <5,
00
00

B

10 ’
01

o=tpmtrmt

c=%p=1T =%

sen®(0) = 3, dy =
0 0
0 0

B

10 ’
36
0 &

o — +00, p — +00, T2 — +00 (transformagio seno).

o=0,p=0,72=0.

9
7d2:ﬁ
10 20 22
3 3 6 F
16
o0 -8 ¥
0 1 b 6
48 2 7
ds = 1.
10 20 22
3 3 6 F
16
o0 -8 ¥
0 1 5 6
48 2 7
(transformagao seno).
_ 36
,d4—g.
13 13 25
5 B 5 7
16
o0 -8 -
0 1 5 6
13 3
00 =3 —3

sen(0) =1, dy =1, dy = 5.

0 0 L3 B B

0 0 01 5 6

° Bi=lg o g 1

1 5
1

0 0 0 —u _3

Neste caso, assim como no Passo 2, nao hd necessidade de anular o elemento. Portanto,

D5:D4 €B5:B4.

Passo 6: Eliminar B(4,3).

o O O Blw

o O = O

_ _ 2
o= _ﬂ7p 77—

=B (transformagdo cosseno).

324 d4 __ 2592

cos*(0) = 85, ds = 55,

0 0
0 0
20
0 2592

5525 °

13 13 25
5 1B 5 7
0 5 06
Be = 8 35
0096
0 0 0 2
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Resultados

A triangularizacio da matriz B € gerada apds 6 etapas. Para solucionar R, ainda é
necessario calcular a raiz quadrada da matriz Dg e multiplicar o resultado por Bg.

Beneficiando-se da forma triangular de R, a matriz ortogonal () pode ser calculada fazendo
Q = ARL.

caracteristica, o cdlculo dos elementos de R~ € feito por substituicdo. Para este exemplo:

Como a inversa de uma matriz triangular superior também possui essa

1 -1 -1 -1 1 1
a1 —1 M2le -1 _ T2l + T13T33 A Ly + 713734 + T14Tyy

T = — T = e = =
11 12 13 7 Ty ;
11 r11 11 r11
1 —1 —1
-1 _ 0. N _1_ T23T33 . 1 Ta3Tyy T T2uTyy
Top = U5 Tog = ; Tog = — ; T'o4 - ;
22 T'22 T'22
—1
1 34T
-1 _ . -1 _ Q. -1 _ . 1 34744
r3;r =05 r33 = 0; 33 = —3 Tgy = —— 3
33 733
1
-1 _ 1. -1 _ . -1 _ n. -1 __ .
Ty =0; r =0; T3 =05 Tay = 5

Calculando Q = AR™' ¢ R = \/DsBg, 0s fatores Q e R de A deste exemplo sdo:

1 4 3 26 52 26 50

V26 V17 142 V26 V26 V26 V26
3 17

0= 755 0 0 — G . R 0 1 5 6
0 1 0 0 0 0 3L 2L
V1T VAT

4 1 12 20
V26 0 VIT V442 0 0 0 Va2

A.4 Leitura Adicional

Fundamentos de algebra linear sao teis para um nimero abundante de aplicagoes em
todas as areas cientificas. Por isso, seria quase impossivel citar toda literatura relacio-
nada a este assunto. Restringindo para fontes relacionadas a solucao de sistemas lineares e
implementagao numérica, pode-se complementar o conhecimento desenvolvido neste apén-
dice com a abordagem feita por (KONTOGHIORGHES, 2000), (DATTA}|2004), (IPSEN|
2009) e (FORD| [2014)). Este tltimo mostra alguns desenvolvimentos numéricos usando
MATLAB para gerar a matriz de Givens e realizar a decomposicao @) R.

Em algumas obras com abordagem especifica para controle de sistemas lineares e
estimativa de parametros foram identificados um rico contetido relacionado aos métodos de
fatoracao matricial apresentados neste apéndice. (KAILATH; SAYED; HASSIBI, 2000))
mostram o desenvolvimento algébrico da rotacao répida de Givens de (GENTLEMAN]|
1973). Ja a versao modificada apresentada por (HAMMARLING, (1974), detalhada na
Secao , ¢ devidamente explorada em um apéndice da obra de (MONTICELLI, 2012).

Alguns livros apresentam contetido mais abrangente, como por exemplo as obras edicao
tinica de (BEILINA; KARCHEVSKII; KARCHEVSKII, 2017) e (BJORCK, 2015). Para
consulta de solu¢des numéricas com fundamentagdo matematica, a obra referéncia de
(GOLUB; LOAN;, [2013) fornece a apreciacao de propriedades algébricas indispenséaveis

para este apéndice, além de uma extensiva cobertura de algebra linear numérica.
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APENDICE B

Quatérnios

William R. Hamilton
(1805 - 1865)

Sir William Rowan Hamilton descendeu de uwma familia de es-
critores e cientistas ilustres. Descrito como uma crianca prodi-
gio, ainda jovem aprendeu diversas linguas e se interessou pela
matemdtica, tendo como base os escritos de Euclides, Clairaut,
Newton, Laplace, Lagrange e principalmente a Geometria Ana-
litica de Bartholomew Lloyd. Aos 18 anos, Hamilton ingressou
no Trinity College, do qual se tornou professor de astronomia
em 1827. Publicou diversos estudos no campo da matemdtica,
fisica e astronomia. Em 1843, com um lampejo criativo en-
quanto caminhava em direcio a Ponte Broughman em Dublin,
Hamilton concebeu sua descoberta mais renomada, 0s quatér-

nios.

q=qo+qi+qj+ gk

(B.1)

(B.2)



122 APENDICE B. Quatérnios

=0 o @ @ (B.3)

do
q =
[q

B.1 Descricao de Orientacao

J .

B.2 Algebra dos Quatérnios

A operacao de multiplicacdo entre dois quatérnios deve ser definida de forma que
a relacao fundamental seja satisfeita. A nao comutatividade do produto das bases
vetoriais imagindrias reflete no produto dos quatérnios. Em geral, para q e p € H, gp # pq.
A operagao de multiplicacao entre dois quatérnios deve ser definida de forma que a relagao
fundamental seja satisfeita. A nao comutatividade do produto das bases vetoriais
imaginarias reflete no produto dos quatérnios. Em geral, para ¢ e p € H, gp # pq. A
operacao de multiplicagao entre dois quatérnios deve ser definida de forma que a relagao
fundamental seja satisfeita. A nao comutatividade do produto das bases vetoriais
imaginarias reflete no produto dos quatérnios. Em geral, para ¢ e p € H, gp # pq. A
operacao de multiplicagao entre dois quatérnios deve ser definida de forma que a relagao

fundamental (B.2)) seja satisfeita. A operagdo de multiplicagao entre dois quatérnios

B.2.1 Definicoes e Operacoes Aritméticas

Igualdade de Quatérnios

Dois quatérnios sao ditos iguais, se e somente se ambos possuirem exatamente os

mesmo componentes escalar e vetorial.

gq=p < QGQ=po € qQ=Dp.

Adicao e Subtracao

A soma dos quatérnions q e p é definida pela adicdo dos componentes correspondentes,
ou seja,

q+p=1(q +po) + (1 +p1)i+ (g2 +p2)j+ (g3 + p3)k.

O quatérnio oposto ou inverso aditivo é denotado por —¢, o qual cada componente é
oposto ao seu correspondente de gq. Portanto, a operacao de subtragao ocorre pela adi¢ao

do quatérnio oposto.

¢q—p=q+(-p).
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Para ambas operagoes, sao preservadas as propriedades associativa e comutativa dos
calculos baseados em numeros reais. Além disso, o conjunto dos quatérnios é fechado sob
adigdo/subtragdo, isto é, a soma e a diminuigdo entre dois quatérnios resulta em outro

quatérnio.

Multiplicagao

A operacao de multiplicacdo entre dois quatérnios deve ser definida de forma que
a relacao fundamental seja satisfeita. A nao comutatividade do produto das bases
vetoriais imaginarias reflete no produto dos quatérnios. Em geral, para q e p € H, gp # pq.
Usando a regra distributiva para multiplicacao algébrica geral, a tarefa de multiplicar

q e p, nesta ordem, torna-se mais espontanea, embora trabalhosa.

q®@p=(qo + @i+ qaj + gsk)(po + pri + paj + psk)
+ qopo + qop1i + qop2j + qopsk
+ @1pol — 1p1 + @1p2K — qipsj
+ Gapoj — @2p1K — qap2 + q2psi
+ q3pok + gsp1j — gsp2i — gsps

doPo — q1P1 — q2P2 — 43P3
qop1 + q1Po + q2P3 — q3P2
qop2 — ¢1P3 + q2po + q3p1
qoP3 + q1P2 — G2p1 + q3Po

No caso da multiplicacao de um escalar por um quatérnio, o procedimento matematico
é mais curto. Por exemplo, seja a a parte real de um quatérnio ¢, tal que Imm(q) =0 e

p um quatérnio qualquer. Aplicando ¢ e p na Equagao (B.5]), obtém-se
q®p=(a+0)(po+p)
= apo + apii + apsj + apsk

Portanto, para a multiplicagao de um escalar por um quatérnio, basta multiplicar o
valor escalar por cada componente quaternionica.
Algumas propriedades envolvendo a operacao de multiplicacao de quatérnios sao uteis.

Em resumo,

qp # pq; aq = qo; plag + Br) = apq + Bpr; plq+1r) = pq+pr;
1®q=gq; p(qr) = (pg)r; (ap + Bq)r = apr + Bar; (p+q)r =pr+qr

Conjugado Complexo
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Um conceito algébrico importante para o uso do quatérnio como operador rotacional,
o conjugado complexo é simbolizado por ¢*. Assim como estabelecido para o conjugado de

um nimero complexo, a parte imaginaria de ¢ é modificada ao seu valor oposto, portanto
¢ =q —q=q0— qi— qj— gk
Como consequéncia, a parte real de g pode ser definida no calculo

_qtq

Ree(q) 5

Algumas propriedades sao validas na definicao do conjugado complexo dos quatérnios.

Sejam g e p € H e a € R, entao:
() =g (qp)" =p"q"; 9" =qq (q+p) =q" + " (aq)* = aq*.
Norma

Em algumas literaturas, a norma de um quatérnio é chamada de valor absoluto, moé-
dulo ou comprimento de ¢q. Sua defini¢cdo tem o mesmo significado de uma norma Eucli-

diana considerando o espaco vetorial em R*.

lall = V@ + @+ B + .

Algumas relagoes da norma de um quatérnio sao validas:

gl = Vaq*; lapll = llqllllpll; lall = llg*]l-

Como enunciado na Segao deste apéndice, o quatérnio que descreve a orientagao
espacial necessariamente precisa ter norma unitaria. Para estes casos, sera designado Hly

para representar o conjunto dos quatérnio unitarios.

Inversa

A fundamentacao algébrica desenvolvida anteriormente, sustentada pelas defini¢oes e
propriedades de conjugado complexo e norma quaternidnica, serd usada na construcao do

inverso multiplicativo de um quatérnio. Por definicdo, o inverso ¢! é tal que
— _ —1 .
¢ q=qq =1

Pela propriedade da multiplicacdo do conjugado complexo ¢* a direita de g,

*

¢ 'e¢" =q'qqg7 " = ¢".

E, sendo a norma de ¢ definida como ||q|| = \/qq*, entao

*

-1 q

TSP (B:6)
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para todo quatérnio ¢ nao nulo.

A Equacao fornece um principio que sera usado como base do quatérnio como
operador rotacional. Se ¢ for um quatérnio unitario, ou seja ||g|| = 1, entdo seu inverso
multiplicativo sera simplesmente seu conjugado complexo ¢*. A interpretacao geométrica
de rotacao usando quatérnios, contida na Segao deste apéndice, reforca a importancia

da equivaléncia entre ¢! e ¢* para composicao de rotacoes em R3.
Divisao

No desenvolvimento algébrico de algum algoritmo que utilize quatérnios, como no
Capitulo |3 deste documento, muitas vezes sera necessario realizar operacoes de divisao
entre quatérnios. Devido a sua natureza nao comutativa para a multiplicacao, o célculo

de divisao entre os quatérnios ¢ e p nesta ordem é definida como
¢\p =p 'q, divisdo a esquerda,

q/p = qpil, divisdo a direita.

B.2.2 Representacao Matricial

Matriz em 2x2

o b
z=1" (B.7)
—b a
zZ W [ Go+ @i | g2+ gsi
a=| . = (B.8)
-wr Z __Q2+QS1‘QO_Q11

q=27+Wj

Matriz em 4x4

do q1 a2 qs
—q1 4o | —43 Q2
—4q2 g3 do —¢
—q3 —q2| q1 q0

o —4q1 —q2 —q3| (Po
O p= @ 90 —4 G2 | |P1 (B.10)
g2 Q3 90 —q1| (D2

43 —Qq2 q1  —qo| |P3
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QOutra forma

o —q1 —q2 —q3| (Po
(R p= g1 4qo —G3 G2 4 (B.ll)
q2 43 Q0 —q1| |P2
g3 —42 q@1  —dqo| |P3
—al 1
g= |2 - (B.12)
a ‘ qols + [ax] |
tal que |gx | é a matriz antissimétrica de produto vetorial
i j k q2p3 — q3P2 0 —g @ | |p
axp=|g ¢ @|=|epn—aps|=|a 0 —ql |p (B.13)
P1 D2 D3 q1p2 — Gap1 —q2  q 0 | |ps
lax]
Qo —¢1 —q2 —G3 o —¢@1 —q2 —G3
g1 qo —q3 Q2 — q1 4o q3 —q2
w(q) = e =(q) = : (B.14)
q2 43 go —q1 2 —q3 Qo q1
g3 —q2 1 4o g3 G2 —q1 Qo

B.2.3 Diferenciacao no Tempo

A taxa de movimento rotacional do quadro local {£} em relagao ao quadro global {G}

é calculada pela derivada do quatérnio correspondente.

1 Lipat Ly
lim (g qQ — ¢ q) : (B.15)

O uso do quatérnio como operador rotacional é apresentado detalhadamente na Se¢ao

deste apéndice. Por enquanto, para o alinhamento do quadro {£;} em {L;ia:},

mantendo o referencial global {G}, é usada o produto entre quatérnios como

&g = lim

L

‘Ct+At
q = r,

q® §q (B.16)

A linearizagdo da relagdo trigonométrica, estabelecida na Equacdo (B.4), para um

angulo infinitesimal fornece um operador rotacional linear na forma

0
Losnd cos (5) N 1 B17
Ly 0 ~ 11 ) ( : )
usen (5) 500
tal que 90 = uf seja um vetor em R? que contém a direcdo do eixo de rotacdo e a

magnitude do angulo de rotagdo. Assim, a velocidade angular do quadro local {L} é

calculada por
00

A0 AL (B.18)

w =
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Entao, o calculo da variagdo instantanea de éq no tempo é realizado a partir do

conjunto de Equagoes (B.151{B.18)):
c

. .1 . .
Lg = hm*(c?mq ® &g —1® éq)

At—0 Ai
1 ] [1
156 0

® &'q.

Q

lim — g
Ao AL © g (B.19)

1
~ 9

0

Baseado em (B.12)), o célculo da derivada do quatérnio no tempo pode ser expressa
por

S t
50 = 592w) g (B.20)

sendo Q(w) a matriz antissimétrica

0 —Wp —Wy —Wj
0 —
Qw) = | R (B.21)
Wa w3 0 —W1
w3 —Wa w1 0

Caso seja conveniente, a derivada do quatérnio ainda pode ser implementada segundo

(B.11)) como
c LT
L 4o —g4d 0
A e J”] (B.22)

- . (B.23)

Go —q1 —q2 —G3
g1 4o q3 —q2

R(q) = . (B.24)
q2 —43 4o q1

g3 Q42 —q1 Qo

5C(q (1)) = Isus + 2lax ] — 2aq” (B.25)
B.3 Operador Rotacional

1—2¢5 —2¢5 2(2n + @300) 2(q301 — G240)
R(q) = |2(¢2q1 — 300) 1— 2Q32, - 29% 2(g392 + ©190) (B.26)
2(¢3q1 + ¢2q00) 2(q3¢2 — 1qo) 1 — 26]% - 2Q%
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ANEXO A

Repositorio GitHub

A.1 Decomposicoes Matriciais
Arquivos

(d givens_rotation QR.m

d givens_rotation QL.m

d givens_rotation RQ.m

(d givens_rotation LQ.m

Descrigao

Esta pasta contém quatro arquivos de funcoes desenvolvidas em MATLAB que re-
alizam a decomposicdo matricial de uma matriz quadrada usando Rotagdo de Givens
(Apéndice , originando um produto entre uma matriz ortogonal () e uma matriz trian-
gular superior R ou inferior L. A ordem dos fatores matriciais resultantes dependera da
funcao executada, assim como o tipo de matriz triangular.

A sequéncia para anulagao das células da matriz é fundamental no procedimento nu-
mérico. Por exemplo, para a decomposicao ()R, inicialmente é necessario anular todos
os elementos da primeira coluna que estao abaixo de A(1,1). Depois, todos elementos da
segunda coluna abaixo de A(2,2). Esses passos sao seguidos até a coluna n — 1, em que
um tunico elemento, A(n — 1,n), é anulado. Para as fungoes numéricas desenvolvidas, a
sucessao dos elementos que serao anulados seguem as sequéncias mostradas na Figura [35]

E importante ressaltar que a sequéncia primaria, representada pelas setas internas, nao
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precisa necessariamente ser a mesma das funcgoes, desde que todos os elementos de inte-
resse sejam anulados antes de saltar para a préxima coluna, no caso das decomposicoes

QR e R(Q), ou para a proxima linha, no caso das decomposicoes QL e LQ).

—»
RQ LQ

QR QL

Figura 35 — Sequéncia usada nas fungoes MATLAB para anulagdao dos elementos nas de-
composicoes QR, QL, RQ) e LQ).

A.2 Fast Givens Rotation
Arquivos

[d FastGivens QR.m

(1 FastGivens.m
Descricao

Esta pasta contém dois arquivos de func¢oes desenvolvidas em MATLAB. A primeira
é responsavel por realizar um pré-escalonamento na matriz A e organizar a sequéncia de
rotagoes para gerar os fatores (Q e R. A sequéncia de rotacoes segue a estratégia para
decomposigao @R, apresentada na Figura[35] O segundo arquivo contém a implementagao
do Algoritmo , tendo como entradas as linhas b; e b; de B, os elementos D; e D; de D
e a coluna k referente ao elemento b;, que sera anulado. Em cada rotacao, b;, b;, D;
e D; sao atualizados. De forma hierdrquica, a fungao FastGivens.m ¢é solicitada por
FastGivens_QR.m em cada processo de anulagao do elemento b,;. Ao final, as matrizes

@ e R sao calculadas como no EFzemplo , R=+vDBeQ=AR".
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