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Resumo

Neste trabalho fizemos um rapido estudo sobre alguns resultados basicos relacionados a Grupos e
Algebras de Lie, acdo de Grupos e Fibrados com o objetivo de definir conexdes em Fibrados Princi-
pais e, posteriormente, em Fibrados Vetoriais Associados. Compreendidos esses conceitos, na parte
principal desse trabalho, seguindo o artigo Stability and Isolation Phenomena for Yang-Mills Fields
de J.P. Bourguignon e H. B. Lawson Jr., desenvolvemos o “ambiente geométrico” e definimos o Fun-
cional de Yang-Mills com o objetivo de demonstrar um resultado de estabilidade, a saber: todo campo
de Yang-Mills fracamente estdvel sobre S* com grupo de estrutura G = SU(2),SU(3),U(1) ou U(2)

¢é auto-dual ou anti-auto-dual.

Palavras-chave: teoria de Yang-Mills, funcional de Yang-Mills, campos de Yang-Mills, teoria de

calibre, fibrados, conexoes, derivada covariante.
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Abstract

In this work we made a quick study on some basic results related to Groups and Lie Algebras,
action of Groups and Fiber Bundles with the objective of defining connections in Principal Bundles
and, later, in Associated Vector Bundles. Once these concepts are understood, in the main part of this
work, following the article Stability and Isolation Phenomena for Yang-Mills Fields by J.P. Bourguig-
non and H. B. Lawson Jr., we developed the “geometric environment” and defined the Yang-Mills
Functional in order to demonstrate a stability result, namely: every weakly stable Yang-Mills field on
§* with structure group G = SU(2),SU(3),U(1) or U(2) is self-dual or anti-self-dual.

Keywords: Yang-Mills theory, Yang-Mills functional, Yang-Mills fields, gauge theory, fiber bundles,

connections, covariant derivative.
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Introducao

Do ponto de vista da matemdtica, uma teoria de calibre é uma drea da geometria diferencial
conhecida como a teoria de fibrados com conexao. Ja do ponto de vista da fisica, uma teoria de calibre
¢ um tipo de teoria de campos, na qual a dinAmica do sistema € invariante sob a¢do de transformacodes
locais de uma certa familia de operacdes suaves. Grosseiramente falando, se espera que a fisica ndo
dependa de como a descrevemos.

As ideias sobre teoria de calibre tem como prototipo a eletrodinanima cldssica. Sabemos que as

equagdes de Maxwell (que descrevem toda a eletrodindmica cldssica) no vacuo sdao

V-B=0 &a—?—i-VxE:O
V-E=0 a—E—VxB:O.
ot

Além disso € sabido que os campos elétrico 2 e magnético B podem ser descritos por um potencial

escalar ¢ e um potencial vetorial A, respectivamente, de modo que

JdA
E=-Vp—— B=VxA.
Jt
Nao € dificil ver que E e B sdo invariantes, respectivamente, sob as seguintes transformagoes de
calibre
d
Q— Q— a—]; A— A+ f.

onde f € uma func¢do escalar. Por outro lado podemos identificar E com uma 1-forma e B com uma

2-forma de modo que possamos reescrever as equacoes de Maxwell como abaixo

dB =0 dE "B _y
ot
*d*xE =0 *d*B—aa—lf =0,

onde x: QX(M) — Q"%(M) é o operador Hodge-x e M = R3! ¢ o0 espagco de Minkowski. Definimos

o campo eletromagnético como a 2-forma

F =B+ EAdt e Q*(M).



2 Introducdo

Disso temos que as equacdes de Maxwell sdo equivalentes a

dF =0,
OF :=xdxF =0,

onde §: Q¥ 1(M) — QK(M) é o adjunto da derivada exterior d: QF(M) — Q**1(M). Como R* ¢
contratil, pelo Lema de Poincaré podemos escrever F' = d A, para algum A € Q!(M). Observe que

F' € invariante sob a transformacgao
A— A+df,

onde novamente f é uma funcdo escalar. O grupo de Lie de interesse na eletrodindmica classica
¢ o U(1) que € abeliano. Considere Ay = iAq, onde i é a unidade imagindria. Como veremos
mais adiante (Capitulo 2), o potencial A satisfaz a seguinte condi¢do de compatibilidade, i.e., se

transforma como
Aﬁ (x) = lap (x)_l'AOt (x)taﬁ (x) + Lap (x)_l dtaﬁ (x),

onde top: Uy NUg — U(1) € um mapa dado por #,g(x) = exp(if (x)), f(x) € R e {Ug } o uma cober-
tura aberta de M. Assim temos

Ap(x) = Aq(x) +id f(x).
Salientamos aqui que A é a forma local de uma 1-forma de conexdo definida em um U(1)-fibrado
principal P sobre M = R3! ¢ F = d.A é a curvatura associada a A. Por fim, definindo a energia total
por
_ 1 244 _ 2
L=1 [ I71Pdx* = |72

e impondo a condi¢@o
d

dr

temos que para uma curva A’ = A +¢B' formada por conexdes, temos

t=0

F'=dA+tdB=F+tdB

€ portanto

d

= E t:()ng[Hiz - <dB7d‘A>L2 = <dB,3~>L2 = <B, 8F>L2)

para todo B, o que implica que §F = 0. Como dF = d> A = 0, temos assim recuperadas as equacdes
de Maxwell.

Faremos os cédlculos acima em uma configuragdo mais geral no Capitulo 3.

Baseados nessas ideias os fisicos Chen-Ning Yang e Robert L. Mills, em busca de compreender

as interacdes da forga forte, introduziram o grupo de Lie ndo-abeliano SU(2) e, de modo anédlogo ao

'No Capitulo 3 daremos uma explicagio de podermos considerar curvas dessa forma. Por agora, assumamos que B
seja uma 1-forma com valores em (1) adequada.



Introducdo 3

caso da eletrodinamica, propuseram que o potencial deveria assumir valores em sua dlgebra de Lie,
ou seja, em suy. Isso deu origem ao que chamamos de Teoria de Yang-Mills.

Apesar do apelo fisico apresentado aqui, a Teoria de Yang-Mills tem um grande papel na ma-
tematica. Em 1982 Karen Uhlenbeck publicou dois importantes artigos em teoria de calibre. Em um
deles, cujo titulo é Connections with LP bounds on curvature, Uhlenbeck demonstrou dois resulta-
dos: um sobre a existéncia de uma boa escolha de calibre e outro sobre compacidade sequencial de
conexOes fracas com curvatura uniformemente limitada. Em 2019, Uhlenbeck foi condecorada com
o prémio Abel, sendo a unica mulher até entdo a recebé-lo. Além disso, gragas aos resultados obti-
dos por Uhlenbeck e outros matematicos, Simon Donaldson demonstrou, em 1983, a existéncia de
estruturas diferenciais em variedades de dimensao 4 diferentes da estrutura usual, o que lhe rendeu a
Medalha Fields em 1986.

No Capitulo 1 estdo alguns rudimentos sobre Grupos e Algebras de Lie e acdo de Grupos, além
de uma breve descri¢cdo de Fibrados. No Capitulo 2 estudamos conexdes em Fibrados Principais,
definimos a derivada covariante oriunda de uma dada conexao e sua curvatura. Também vemos como
transportar esses resultados definindo uma conexao em Fibrados Vetoriais Associados. Por fim, no
Capitulo 3 utilizamos o artigo [3] para estabelecer a configuracdo geométrica necessdria para definir

o Funcional de Yang-Mills com o objetivo final de demonstrar o seguinte resultado de estabilidade

Teorema. Todo campo de Yang-Mills fracamente estdvel sobre S* com grupo de estrutura G =
SU(2),SU(3),U(1) ou U(2) é auto-dual ou anti-auto-dual.
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CAPITULO 1

Preliminares

Nesse capitulo discutiremos alguns conceitos e resultados bésicos que foram necessario para o
desenvolvimento do trabalho. Na Secdo 1.1, seguimos como referéncia [1] e [5]. Para a Secdo 1.2

seguimos [7] e [5].

1.1 Grupos e algebras de Lie, representacoes e acao de grupo

1.1.1 Grupos de Lie

Definicao 1.1. Um grupo de Lie ¢ um grupo que também € uma variedade e tal que o mapa
GxG—=G
(1) > gh™"

é suave!.

Observacao 1.2. Aqui consideramos apenas grupos de Lie de dimensao finita.

Observacao 1.3. Note que a Definicdo 1.1 é equivalente a exigir que os mapas

m:GxG—G
1.1)
(8,h) — gh,
1:G—>G
. (1.2)
§—8

sejam ambos suaves. Chamamos o mapa em (1.1) de multiplicagdo e o mapa em (1.2) de inversdo.
Mais ainda, € possivel provar que a Defini¢do 1.1 € equivalente a exigir apenas que a multiplicagao

seja suave, ou seja, a operacao de inversao serd automaticamente suave.

! A estrutura suave em G x G é a estrutura do produto de variedades suaves.

5
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Exemplo 1.4. A circunferéncia unitaria em C
S'={zeC: ||z =1}

¢ um grupo de Lie, onde a operaciao de grupo € o produto de nimeros complexos. Denotamos tal

grupo de Lie por U(1).

Definicdo 1.5. Um subgrupo fechado? do grupo linear geral GL,(K), onde K = R, C ou H, é chamado

grupo de matriz ou grupo linear.
Exemplo 1.6. Os conjuntos
O(n) = {A € GL,(R): AAT =1,}
SL,(R) = {A € GL,(R): detA =1}
SO(n) =0(n) NSL,(R),

sdo subgrupos fechados de GL,,(R) chamados grupo ortogonal, grupo linear especial e grupo espe-

cial ortogonal, respectivamente. Aqui A7 denota a transposta de A.
Exemplo 1.7. De forma anédloga ao Exemplo 1.6 acima temos que os conjuntos
U(n) ={A € GL,(C

SL,(C) ={A e GL,(C
SU(n) =U(n)NSL,(C),

)i AAT =1,}
): detA =1}

séo subgrupos fechados de GL,(C) chamados grupo unitdrio, grupo linear especial e grupo especial

unitdrio, respectivamente. Aqui A* denota a transposta conjugada de A.
O seguinte resultado pode ser encontrado em [4, Teorema 4.1]

Teorema 1.8. Seja G um grupo de Lie compacto. Entdo existe n € N~g e um mapa ¢ : G — GL,(C)

que ¢é suave, injetor e homomorfismo de grupos.

Definicao 1.9. Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo de grupos de Lie ¢ um mapa suave
¢: G — H tal que

0(g182) = 0(g1)0(g2), Ve1,82€G.

Quando ¢ for um difeomorfismo, diremos que ¢ é um isomorfismo de grupos de Lie. Quando
H = G, um isomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — G serd chamado de automorfismo do grupo de Lie
G.

Observacao 1.10. Como no decorrer do texto estaremos interessandos em homomorfismos de grupos

de Lie, chamaremos apenas por homomorfismo.

2H C G é dito subgrupo fechado quando for tanto um subgrupo quanto um subconjunto fechado de G.
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1.1.2 Algebras de Lie

Definicao 1.11. Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial V munido de um mapa

[ ] VXV =V
chamado colchete de Lie que satisfaz:
(i) [-,-] é bilinear;
(ii) [-,-] € antissimétrica, i.e.:
vw] =—[w,v], YvweV,
(iii) [-,-] satisfaz a identidade de Jacobi, i.e.:

[u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] =0, Vu,v,weV.
Exemplo 1.12. Podemos fazer com que qualquer espago vetorial (real ou complexo) V seja uma
algebra de Lie. De fato, basta definir [-,-] = 0. Tais dlgebras de Lie sdo ditas abelianas.

Exemplo 1.13. O espaco vetorial M,,(K) das matrizes quadradas sobre K = R, C é uma algebra de

Lie com o colchete definido pelo comutador de matrizes
[A,B] =AB—BA, VA,B¢c M,(K).

Observacao 1.14. No presente texto, estamos interessandos apenas em dlgebras de Lie de dimensao
finita sobre R ou C.

Definicio 1.15. Seja V uma élgebra de Lie com colchete de Lie [-,-]. Um subespaco vetorial W C V

é chamado subdlgebra de Lie se para quaisquer w,w’ € W tivermos [w,w'] € W.

Definicdo 1.16. Sejam V e W dlgebras de Lie com colchetes de Lie [-,-]y e [-,-]w, respectivamente.

Um homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ um mapa y: V — W tal que

[W(X),W(y)]w = W([xvy]\/)v any ev.

Um isomorfismo de dlgebras de Lie € um homomorfismo de dlgebras de Lie bijetor. Um isomorfismo

de 4lgebras de Lie € chamado de automorfismo da dlgebra de Lie V se W =V

Definicao 1.17. Seja V uma dlgebra de Lie e {7, } uma base de vetores de V. Entao
[To,, Tg] = fap” Ty-

Chamamos os coeficientes f,3" de constantes de estrutura da base {Tg }.

Observacao 1.18. Pela condigdo (i) da Defini¢do 1.11, as constantes de estrutura determinam |-, -]

unicamente. Dos itens (ii) e (iii) da Defini¢do 1.11, temos, respectivamente

~fap? = fpals Y BY. e fup’fef S foaf + fralf5p =0, Va,B,y.e
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1.1.3 A algebra de Lie de um grupo de Lie

Considere um grupo de Lie G. Para cada g € G definimos a translagdo a esquerda Ly € a

translagdo a direita Rg sendo os mapas
Li:G—G

X — gx,
R,: G—G
X — xg.
Note que Lg e R, sdo difeomorfismos, cuja inversas sao L,-1 € R,-1, respectivamente.
Para referéncias futuras, vamos provar a seguinte proposicao.
Proposicao 1.19. Seja G um grupo de Lie com multiplicacdo m: G X G — G e inversdo 1: G — G.

Entdo, para todo g,h € G, X € T,GeY € T),G

dm(g7h) (X,Y) = d(Rh)gX —l—d(Lg)hY (1.3)

digX = —d(Ly1)e0 d(Ry1)X. (1.4)

Demonstragdo. Seja 7,7, curvas suaves em G tais que 71 (0) = g, 12(0) =he 7(0) =X, 14(0) =Y.

Entao
dm(&h) (X,Y) = dm(gﬁ) (X,O) —l—dm(g’h) (O,Y)

=] mno8)+ 5| mien)
= | Rin)+ 5| Lm(o)
dt l1=0 dt 11=0
= d(Ry)gX +d(Le)sY
0 que estabelece a equacao (1.3).
Agora defina o mapa
f:G—=G

g m(g.1(g)).
Note que f(g) = e para todo g € G. Pela regra da cadeia temos
0= dfg<X) = dm(g,gfl)(XadlgO())
= d(Ry-1)gX +d(Lg)g-1(d1g X).

Como Lg € um difeomorfismo e

h=LeoL,1(h) = id=d(Ly)y10d(Ly1)e

temos
digX = —(d(Lg) 1) "o d(Ry )X
= d(Lg—l)gO d(Rgfl)gX

0 que prova a equacao (1.4).
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Definicao 1.20. Seja X um campo de vetores (ndo necessariamente suave) definido em um grupo de
Lie G. Dizemos que X € invariante a esquerda se, para todo g € G, X for Le-relacionado a si mesmo,
i.e.,

dLyoX =XoL,, VgecG.

De forma inteiramente andloga definimos um campo invariante a direita. Quando um campo X em G

for tanto invariante a esquerda quanto a direita, diremos que X € bi-invariante.
O préximo resultado, embora de simples demonstragdo, ¢ muito importante.
Proposicao 1.21. Campos de vetores invariantes a esquerda sdo suaves.

Demonstragdo. Defina s: G — TG x TG por s(g) = ((g,0,),(e,X,)). Claramente s € suave. Além

disso, da equacao (1.4) temos
dmo S(g) = dm(g,e) (Ogaxe) = d(Re)g(Og) +d(Lg)e(Xe) = Xga Vg € G,
onde na ultima igualdade foi usado que X € invariante a esquerda. Portanto temos que X € suave. []

Observacao 1.22. Evidentemente a Proposicao 1.21 € védlida quando consideramos campos de vetores
invariantes a direita.
A demonstragdo do teorema a seguir pode ser encontrado em [ |, Teorema 1.12].

Teorema 1.23. Seja g o conjunto dos campos de vetores invariantes a esquerda de um grupo de Lie
G. Entdo:

(i) g, dotado do colchete de Lie de campo de vetores, é uma dlgebra de Lie.
(ii) Considere o espago tangente T,G com o colchete [X,Y| = [X,Y],, onde X, = d(L,).X. Defina
y: g — T,G por y(X) = X,. Entdo y é um isomorfismo de dlgebra de Lie.

Definicao 1.24. A digebra de Lie de um grupo de Lie G é definido sendo a dlgebra de Lie g dos
campos invariantes a esquerda em G. Equivalentemente, a dlgebra de Lie de G € o espago tangente

T.G com o colchete definido no Teorema 1.23.

Exemplo 1.25. Pela defini¢do acima, temos que a dlgebra de Lie de GL,(R), denotada por gl,(R), é
o espago M,(R) das matrizes n x n sobre R. Analogamente, GL,(C), denotada por gl,,(C), é o espago

das matrizes n x n sobre C.
Exemplo 1.26. De acordo com o Exemplo 1.6 temos que
o(n) ={A € gl,(R): A+ AT =0},
sl,(R) ={A € gl,(R): trA =0},
so(n) ={Aecgl,(R): A+AT =0}

sdo as dlgebras de Lie de O(n), SL,(R) e SO(n) respectivamente.



10 Capitulo 1. Preliminares

Exemplo 1.27. Pelo Exemplo 1.7 temos que

u(n) = {A € gl,(C): A+A* =0},
sl(R) ={A € gl,(R): trA =0},
su(n) =u(n)Nsl,(C)

—

sdo as dlgebras de Lie de U(n), SL,(C) e SU(n), respectivamente.
O préximo teorema pode ser encontrado em [ |, Teorema 1.26].

Teorema 1.28. Seja G| e G, grupos de Lie e 0: g1 — go um homomorfismo de dlgebra de Lie.
Entdo existe uma vizinhanca V de ey e um mapa suave @: V — G, que é um homomorfismo local®
satisfazendo d @, = 0. Além disso, se G| é conexo e simplesmente-conexo, entdo existe um unico

homomorfismo de grupo de Lie ¢ : G| — G tal que d ¢,, = 6.

Proposicao 1.29. Seja g dlgebra de Lie tal que g = s, 5u3,u1 ou iy, Se at e a~ forem subdlgebras

de g tais que [a™,a”] =0, entdo ou a™ é abeliana ou a~ ¢é abeliana.
Demonstragdo. Por definicdo temos que o centralizador de uma subalgebra h de g é

Cg(b) = {x €g: [X,y] =0,Vy e b}

Assim temos que at C Cy(a™). Por outro lado, podemos verificar (por exaustdo) que o centralizador

de qualquer subdlgebra de g é abeliano. [

1.1.4 O mapa exponencial e a representacdo adjunta

Definicao 1.30. Seja G um grupo de Lie e V um espago vetorial sobre R ou C. Uma representacdo

linear de G em V é um homomorfismo de grupo de Lie p: G — GL(V) .

Definicao 1.31. Seja g uma algebra de Lie sobre R (ou C) e um espago vetorial V sobre R (ou C).
Uma representagio de g em V € um homomorfismo de dlgebra de Lie ¢: g — gl(V) := End(V).

Proposicao 1.32. Seja p: G — GL(V) uma representacdo. Entdo a diferencial dp,: g — End(V) é

uma representacdo da dlgebra de Lie g.

Demonstragdo. Pela Proposicao A.6, temos apenas que mostrar que, para todo X € g, dp.X é p-

relacionado a X, i.e.

dpg(Xg) = (dpeX)p(g)7 Vg €G.

3sto é, @(ab) = @(a)@(b), para todo a,b € V tal que ab € V.
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Note que 7;GL(V) = End(V). Dai d p.X ¢ invariante a esquerda. Disso temos
(dPeX)p(q) = (dpeX) o Lpy(y)(e)
=d(Lp(g))e(dpeXe)
=d(Lpg)op)e(Xe)
=d(poLg)e(Xe)
=dpgod(Lg)e(Xe)
= dpe(Xe),

0 que prova o afirmado. [

Definimos o mapa exponencial como segue. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Dado

X € g defina
0:R—g
r—tX.

Claramente 6 é um homomorfismo de dlgebra de Lie. Pelo Teorema 1.28, temos que existe um tnico

subgrupo a 1-pardmetro Ay : R — G tal que d(Ax)o = 6 e portanto A4 (0) = X. Assim definimos

Definicao 1.33. O mapa exponencial de G é dado por
exp: g — G
X — Ax(1),

onde Ax é o tnico subgrupo a 1-pardmetro de G tal que A4 (0) = X.

A proxima proposicao, que pode ser encontrada em [ !, Proposi¢do 1.30] nos da algumas proprie-

dades de exp.
Proposicao 1.34. Para cada X € get,s € R, temos
(i) exp(tX) = Ax(t);
(ii) exp(—tX) = exp(tX)~!;
(iii) exp(tX + sX) = exp(tX)exp(sX);

(iv) exp: 1.G — G é um mapa suave e dexp, = 1id, i.e., exp é um difeomorfismo de uma vizinhanga

de 0 € T,G em uma vizinhanga de e € G.

Observacgao 1.35. Para o caso de G = GL,(K), para K = R ou C, é possivel mostrar que o mapa

exponencial exp: gl,(K) — GL,(K) é dado pela exponencial de matrizes

A= I;OF VA € gl,,(K).
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Lema 1.36. Seja G| e G, grupos de Lie e ¢: G| — Gy um homomorfismo de grupos de Lie. Entdo
Qoexp; =exp,od@,.

Demonstragdo. Sejam a(t) = @ oexp,(tX) e B(t) = exp,od @.(1X). Vamos mostrar que o e 3 sdo
subgrupos a 1-parametro de G,. Para todo z,s € R

o(t+s)=@oexp,(tX +sX)

= @(exp, (1X) exp; (sX))
= plexp, (X)) p(expy (5X)
=a(t)a(s).
Além disso,
@/(0)= 5| a)=dpodlexp)o(X) = dg.(x).

Analogamente,
B(t+s) =expyod @.(tX +sX)
= expy(1d @ (X) +5d @e(X))
— expy(1d 9. (X)) expy(sd (X))
= exp;(d @ (1X)) expy (d @ (sX))
= B()B(s)-

(
(

Temos também

d d
BlO)=—| B)=—|  expr(td@e(X)) = d(expy)o(d ge(X)) = d e (X).
=0 dt li=0
Pelo Teorema 1.28 segue o resultado. [

Vamos agora definir uma representacao extremamente importante para o presente texto. Considere
a acdao de um grupo de Lie G em si mesmo por conjugagao:

ad: GxG—G

| (1.5)

(g:h) — ghg ™.
Considerando o mapa adg: G — G dado por adg(h) = ad(g, k), definimos a representagdo adjunta
Ad: G — Aut(g)
(1.6)
g Adg == d(ad,)..

Note que
Ad, =d(adg), = d(Lg OR,-1 )e = d(Lg)g—l Od(Rg—l )e-

i)

Além disso, segue da definicdo de Ad que, para cada X € g,

Ad,(0) = d(ady). (atex

dt
d
=7l adg(exp(tX))
=— tX)g .
gt S ExP(X)g
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Pelo Lema 1.36 segue que
exp(t Adg(X)) = adg(exp(tX)) = gexp(tX)g ' (1.7)
Temos ainda que a diferencial da representacao adjunta Ad, é dada por

ad: g — End(g)
X—ad(X):g—g (1.8)
Y — ad(X)Y :=d(Ad).(X)Y.

Da definicao de ad segue que

d
@X)Y = 2| Adexpn (Y). (1.9)

Novamente pelo Lema 1.36 temos

Adeyp(ix) = EXP(rad(X)),
onde EXP : End(g) — Aut(g).
Proposicdo 1.37. Se X,Y € g, entdo ad(X)Y = [X,Y].

Demonstragcdo. Usaremos a seguinte igualdade de Baker—Campbell-Hausdorff, cuja prova pode ser

encontrada em [&, Cap. 10, Teorema 14]
exp(tX ) exp(1Y ) exp(—tX) = exp(tY +12[X, Y]+ O(s3)). (1.10)
Pelas igualdades (1.7) e (1.10)
exp(Adexp(ix) (1Y) = exp(tX ) exp(tY ) exp(—tX ) = exp(tY +12[X, Y]+ O(1?)).

Pelo item (iv) da Proposi¢ao 1.34, temos que exp € localmente injetora em uma vizinhanga da origem.

Disso e da igualdade acima temos

o(r?)

t Adexp(rx)(Y) = 1Y +12[X, Y]+ O(1) = Adexp(rx) (Y) = ¥ +1[X, Y] +

d
= E t:()AdeXp(tX) (Y) = [X’Y]

Usando (1.9), segue que ad(X)Y = [X,Y]. O

1.1.5 Acao de grupo

Definicao 1.38. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. Uma agdo a esquerda de G em M é um

mapa suave U: G x M — M que satisfaz
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(1) pule,x)=x, VxeM,

(i) p(gr,u(g2,x)) =u(g182,x), Vgi,82€M,VxeM.

De maneira inteiramente andloga definimos uma acao a direita.

Observacao 1.39. Em casos convenientes denotaremos a ac¢éo a esquerda por p(g,x) = gx e, analo-

gamente, [L(x,g) = xg a agdo a direita.

Definicao 1.40. Seja u: G x M — M uma acdo a esquerda e x € M. Definimos o estabilizador ou
grupo de isotropia de x € M por

Gy:={g€G: u(g,x)=x}
e a orbita de x € M por
O(x) :=A{u(g,x) e M: g € G}.

Definicao 1.41. Seja u: G x M — M uma acdo a esquerda. Dizemos que u é livre se G, = {e}, para
todo x € M. Equivalentemente u é livre se, e somente se, dados x € M e g € G, 1(g,x) = x implica

que g = e. Dizemos que u ¢ transitiva se para todos x,y € M existir g € G tal que x = u(g,y).
Dada uma acdo a esquerda ut: G x M — M, definimos os mapas ué: M — M e u*: G — M dados
por uf = u(g,x) e u* = u(g,x).

Observacao 1.42. Note que ué é um difeomorfismo para todo g € G. Isso segue do fato de que u é

. PR (2
suave e a inversa de ué € ué que também € suave.

Definicao 1.43. Uma acdo a direita de um grupo de Lie G em uma variedade M é principal se € livre

€ 0 mapa
Y MxG—MxM
(x,8) = (x,x8)

¢é fechado.

Proposicao 1.44. A diferencial de uma agdo a esquerda lL: G x M — M é dada por
Ao (X,Y) =d(u)g(X) +d(u®)«(Y), VX €T,G, VY € T,M.
Demonstragdo. Basta notar que se ¥, e 7 sdo curvas em G e M, tais que %(0) =g, 71(0) =X e
12(0) =x, 14(0) =Y, entdo
d g (X,Y) = d g0 (X,0) +d g (0,Y)

;:OH(% (1),x) +%‘t20“(g’ »(1))

- 8] gemone 2] gt

= d(p")g(X) +d(uf)u(Y). H

:dt
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Todos os resultados acima sdo aplicdveis ao caso de uma ac¢ao a direita.
Exemplo 1.45 (Acio de Hopf). Considere S! = U(1) agindo em $***! = {z € C**!: ||z|| = 1} a
direita por

(z, A) — zZA.

Note que u é livre. De fato, dados z = (20, ...,2,) € ?"1 e A € S! temos que

U(z,A) =z <= (20,...,204) = (20,...,2n) <= A =1.

1.1.6 O campo de vetores fundamental

Vamos definir um campo de vetores induzido por elementos de g. Como veremos no Capitulo 2,

nosso interesse estd no caso de acdes a direita.

Definicao 1.46. Seja u: M x G — M uma acdo a direita e X € g. Definimos

d

xt — =
P dt =0

1 (p,exp(tX)).
X* é chamado campo de vetores fundamental gerado por X.

Observaciio 1.47. Note que X! € X(M) é um campo de vetores suave, visto que a agdo a direita e o

mapa exp sio suaves.

Proposicao 1.48. Seja | uma agdo a direita livre. Entdo, para quaisquer p € M e g € G, d(u”), é

injetora.

Demonstragdo. SejaX € ker(d(u?),). Considere ¥ uma curva suave em G tal que y(0) =ge ¥ (0) =

X. Por defini¢ao temos

0=a(u)e(X) = | () = w (1)) =

onde ¢ € M é uma constante. Como a agao € livre, segue que Y(t) = g para todo ¢ em seu dominio de

defini¢do. Logo X = 0. [

Proposicao 1.49. Seja 1: M x G — M uma acdo a direita livre. Entdo o mapa
¢:g— X(M)
N =9'¢
onde escrevemos ¢,(X) := ¢(X)(p), € linear e injetor. Além disso, ¢ é um homomorfismo de dlgebras

de Lie, ou seja, vale
X, Y*=[x"Y"], vX,Yeg
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Demonstracdo. Para mostrar a linearidade basta notar que, para cada p € M

0p(X) =Xty = L] uP(exp(iX)) = d(u).X.. (1L.11)

T dr )I—O
Vamos agora mostrar que ¢ € injetora. Dado X € ker(¢) temos, para cada p € M,

d

0=9p(X) =X = —

IZO,UP(CXp(tX)) = d(aup)eXe-

Segue da Proposicdo 1.48 que X = 0.
Para provar que ¢ é homomorfismo de dlgebras de Lie, basta mostrar, conforme a Proposicao A.6,

que X € g e X7 sdo puP-relacionados. Temos
d(u?)gXe = d(u”)g (d(Lg)eXe)
d
PY od(L fl
wedo. (5

I
o

. exp(tX ))

P (Lg(exp(1X)))

t=

4
dt l1=0
C1 nlpLlexpex)) (112

t=0

-2  B(R(p.2),exp(i))

pP ) (exp(rX))

d

dt =0
xt
Pelas igualdades (1.11) e (1.12) temos

[Xﬁ7yﬁ]p = [Xﬁ7yﬁ]up(e) =d(u’)e([X,Y]e) = [XﬂY]ﬁpa VpeM. =

Daqui em diante fixamos a seguinte notagcdo: dada uma agdo a direita L : M x G — G, definimos,
para cada g € G, o mapa r,: M — M dado por r,(p) = t(p,g). Com essa notagio, o campo de vetores

fundamental se escreve como
i 4, (»)
P drli—o exp(tx)\P)-

1.2 Fibrados

1.2.1 Definicbées

Defini¢ao 1.50. Um fibrado (suave) (E,7,M,F,G) consiste dos seguintes elementos:
(i) Variedade E chamada espaco total;

(i) Variedade M chamada espaco base;
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(iii) Variedade F chamada fibra;

(iv) Uma sobrejecio 7: E — M, chamada projegdo, tal que n~!(p) = E, = F é chamada fibra em
pEM,;

(v) Um grupo de Lie G chamado grupo de estrutura que age em F pela esquerda;

(vi) Cobertura aberta {U;} de M e difeomorfismos ¢;: U; x F — w1~ (U;) tais que wo ¢;(p, f) = p.

O mapa ¢; é chamado trivializacdo local,

(vii) O mapa ¢; ,: F — E, dado por ¢; ,(f) = ¢(p, f) é um difeomorfismo. Se U;NU; # 0, exigimos
que t;;(p) = (]Ji;l °0¢;jp: F — F seja um elemento de G. Entdo ¢; e ¢; estdo relacionados pelo

mapa suave t;;: U;NU; — G, chamado funcdo de transi¢do, por:
9;(p.f) = 0i(p,tij(p)f)- (1.13)

Observacao 1.51. Denotaremos o fibrado (E,n,M,F,G) por E I Mou simplesmente por E.

Observacao 1.52. Para que a Defini¢dao 1.50 ndo dependa da cobertura aberta adotada, fazemos a
seguinte defini¢do. Dadas coberturas {U;} e {V;} de M podemos encontrar trivializagdes locais ¢; e

y;, respectivamente. Diremos que os fibrados coordenados
(E7ﬂ7M7F7G7{Ui}7{¢i}> ¢ (E77r7M7F7G7{Vi}7{Wi})
sao equivalentes se (E,mw,M,F,G,{U;} U{V;},{¢;} U{y;}) também for um fibrado coordenado. De-

finimos entdo um fibrado como sendo uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados.

Da Defini¢do 1.50 temos as seguintes identidades:

tii(p) = 1dr (P e,
tj(p) =ti(p)~" (p€UiNUy),
aj(p)tix(p) =ta(p)  (p€UiNU;NUy).
Exemplo 1.53 (Fibrado tangente). Seja M uma variedade suave de dimM = n. Considere a unido

disjunta

™ = | | M
xXeEM

e defina o mapa w: TM — M por 7(x,v) = x. Note que 7 é suave, sobrejetorae 71 (x) = {x} x T,M =

R". Seja {U;};ca uma cobertura de M e defina, para cadai € A
®;: Uy xR = = \(U;)
(x,v) = (x,(d (p,-)q);l(x)v),

onde @;: V; = U;, com V; C R" aberto, € uma parametrizacdo de M. Temos que ®; é suave e bi-

jetora, cuja inversa @, ': £~ (U;) — U; x R" é dada por ®; ' (x,w) = (x,(d @, '),w). Mais ainda,



18 Capitulo 1. Preliminares

wo®;(x,v) = x. Logo ®; ¢ trivializagdo local. Por fim, se x € U; U}, entdo as fungdes de transicao
sao
tij(x)v = (Dl.jxl od; v
=(dg; ")yo (dq)_,-)(p;l(x)v, Vv e R,
Portanto #;;(x) € GL,(R). Chamamos TM de fibrado tangente da variedade M.

Definicao 1.54. Dizemos que um fibrado £ Ly M é trivial se existe um difeomorfismo fiMxF—E
que preserva as fibras, i.e., tal que wo f = pr;, onde pr;: M x F — M ¢é a projecdo canoOnica na
primeira variavel. Equivalentemente, um fibrado € trivial quando a unica fun¢do de transicdo € a

identidade.

Definicao 1.55. Sejam E 2, M um fibrado e U C M aberto. Dizemos que 0: U — E € uma se¢do
local se for um mapa suave tal que 7o ¢ = idy;. Denotamos por I'(U, E) o conjunto das se¢des locais

em M. Quando pudermos tomar U = M, chamaremos ¢ de secdo global de M.
Observacao 1.56. Nem todo fibrado admite secdes definidas globalmente.

Exemplo 1.57. Considere TM o fibrado tangente de uma variedade M do Exemplo 1.53. Podemos
identificar I'(M,TM) com o conjunto X (M) dos campos vetoriais de M.

1.2.2 Reconstruindo fibrados

Suponha que tenhamos uma variedade M com cobertura aberta {U;}. Sejam também um grupo
de Lie G agindo a esquerda de uma variedade F e mapas ¢;;: U;NU; — G. Nosso objetivo € construir
um fibrado (E,7,M,F,G). Para isso precisamos definir uma proje¢ao w: E — M e uma colegdo de
trivializagdes locais {¢;}. Considere

X:=||UixF
i

e defina a seguinte relagdo de equivaléncia em X

V(p,f) €UixF,V(q,f)eUjxF, (p.f)~(q,.f) < p=qe f=1(p)f.

Defina E := X/N. Denotando um elemento de E por [p, f], definimos a proje¢do w: E — M por

m([p,f])=p

e a trivializagdo local ¢;: U; x F — 1~} (U;) por

¢i(p7f) = [p>f]

Com essa construgdo € possivel mostrar que E € um fibrado conforme a Defini¢do 1.50.
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1.2.3 Uma condicao de trivialidade

Definicao 1.58. Sejam E " M e E' ZE5 N fibrados. Um mapa suave f: E' — E é chamado mapa

de fibrado se mapeia cada fibra E;, de E' em E, de E, i.e., se existe um mapa suave f: N — M tal que

mpof=fomge f(p)=gq

Definicao 1.59. Dizemos que os fibrados E’ ZyMeE S Msio equivalentes se existe um mapa de
fibrado f: E/ — E tal que o mapa induzido (conforme a Definicdo 1.58) f: M — M é a identidade e

f € um difeomorfismo.

Observacao 1.60. Podemos reformular a Definicdo 1.54 usando a Defini¢do 1.59 dizendo que um

fibrado E € trivial se, e somente se, E € equivalente a M X F.

Proposicao 1.61. Sejam variedades suaves M e N. Um fibrado E 5 M com fibra F e um mapa suave
f: N — M definem um fibrado sobre N com mesma fibra. Chamamos tal fibrado de fibrado pullback
de E por f e denotamos por f*E.

Demonstragdo. Considere o subconjunto de N X E

fE:={(pu) eNxE: f(p) = m(u)}.

Defina 7: f*E — N por &(p,u) = p. Sejam {U;} cobertura aberta de M e ¢;: U; x F — =1 (U;)
trivializagdo local de E. Claramente 7 é suave e {f~!(U;)} forma uma cobertura aberta de N. Vamos

mostrar que o mapa

yi: U< F =7 ' (f (W)
(p.x) = (. 9i(f(p),x))

¢ trivializacdo local de f*E com inversa

vl (o) - N U) < F
(p,l/t) = (pvpr2(¢i_1(u)))a

onde pr, € a proje¢do candnica na segunda varidvel. Note que y; estd bem-definida, pois se (p,x) €

f7H(Ui) x F, entdo wo ¢i(f(p),x) = f(p) e Toyi(p,x) = T(p,9i(f(p),x)) = p € f~'(Us). Dado
(p,u) € T (U;), por definicio temos que f(p) = m(u) e dai ¢ (f(p),x) = u, para algum x € F. Disso

segue
yiow; ! (pu) = Wi(p,pra(9; ' (w))
= Vi(p,x)
= (p,9i(f(p),x))
= (p,u).
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Similarmente l//fl o y; = id. Sendo composi¢des de mapas suaves, segue que V; e l//fl sd0 suaves.
Por fim, se £~ (U;) N f~1(U;) # 0, as fungdes de transigdo i f Lu)nf~1(U;) — G satisfazem

tj( )x_wzpow]l?(x)
=i, (9;(f(p),x))
)

= pry(9; ' (9;(f(p).x)))) (1.14)
= pro(f(p),1ij(f (p)x)
=1ii(f(p))x,

0 que termina a demonstragao. [

A demonstragdo do teorema a seguir pode ser encontrada em [9, Teorema 11.5].

Teorema 1.62. Sejam E I M um fibrado com fibra F e mapas f,g: N — M homotopicos. Entdo
f*E e g*E sao fibrados equivalentes sobre N.

Corolario 1.63. Seja E I M um fibrado com fibra F. Se M é contrdtil, entdo E ¢ trivial.

Demonstracdo. Suponha que M seja contratil a um ponto pg € M. Entdo existe uma homotopia
F:Mx[0,1] = M tal que F(p,0) =p e F(p,1) = po. Seja E 5> M fibrado sobre M e considere
os fibrados pullback h{E e hiE, onde h;(p) := F(p,t). Note que hjE = {(p,u) e M X E: w(u) =
po} =M X E,, =M xF,ie., hiE é trivial. Por outro lado hjE = {(p,u) e M xE: ©(u) = p} =
{(m(u),u): ue E} = E. Pelo Teorema 1.62 temos que hyE e hjE sdo equivalentes, ou seja, E ¢é
trivial. ]

Exemplo 1.64. No exemplo dado na introducio, tomamos como espago base M = R* e o grupo de Lie
U(1). Pelo Coroldrio 1.2.3, vemos que tal U(1)-fibrado principal P é trivial, a saber, P = R* x U(1).

1.2.4 Fibrados vetoriais

No Exemplo 1.53 definimos o fibrado tangente de uma variedade suave M. Veremos aqui um

pouco sobre fibrados vetoriais dos quais o fibrado tangente pode ser tomado como um protétipo.

Definicao 1.65. Um fibrado vetorial é um fibrado E %, M (conforme Definicdo 1.50) cuja fibra é um
espago vetorial V, k = dimV < o, e as fun¢des de transi¢do sdo elementos de GL;(K), onde K =R

ou C. Chamamos k de dimensdo da fibra.

Observacao 1.66. Seja E 2, M um fibrado vetorial com fibra V. Dadas ¢;: Ui x V — E trivializacao
local e segdes locais s,s" € T'(U;, E), podemos definir uma adigdo e um produto por escalar pontual-

mente:

(s+5)(p) = 0i(p,pra(9; ' (s(p))) +pra (e ' (s(p)))),
(f5)(p) = &i(p. £(p) - pra(9; ' (s(p)))),
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onde p € Uje f € C*(M). Note que todo fibrado vetorial E admite uma se¢@o global chamada se¢do
nula sy € T(M,E) tal que ¢, ' (so(p)) = (p,0) em qualquer trivializagio ¢;.

Além disso, podemos definir uma métrica pontualmente /2, : 7! (p) x 7~1(p) — R dada por

h(s,s')(p) = hp(s(p),s'(p)) = huv(p) - Pra(9; " (s(p)))* - pro(9; ' (5 ()", se V =R
= h, s'(p))Y, seV=Ct

—
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=
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=
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onde (v (p)) é uma matriz simétrica e positiva-definida.

Vejamos alguns exemplos de fibrados vetoriais obtidos a partir de fibrados vetoriais dados.

Fibrado produto

Sejam fibrados vetoriais E = M e E' s M’ com fibras V e V', respectivamente. O fibrado produto

) X7

EXE === MxM

¢ um fibrado vetorial cuja fibra é V @ V’, logo a dimenséo da fibra é dimV @V’ =dimV +dimV’. A
projecdo é
Axm:EXE —MxM

(') = (m(u), 7' (u'))
e a trivializacdo local € dada por

yij: U xUjx VeV — o '(U) x o'~ (U)) 5
(1.15)
(p, 0" v,V') = (¢i(p,v), 0:(p'V)),
onde {U;},{U;} sdo coberturas abertas de M, M' e ¢, ¢} sdo trivializagdes locais de E, E', respectiva-
mente. A inversa de (1.15) € dada por
vl U) x AU 5 Ui xUjx Ve V!
(u7u/) = ((7[(”)7”/(”/))7 (pI'20 ¢l-71(l/t),pr20 q)jil(u/)))'
De (1.15) e (1.16) acima vemos que as fungdes de transicdo Ty j;: (U;NU;) x (U;NU]) = GL(V&V’)

sao

(1.16)

Tie,ji (P, ) (v,V) = ‘I’,;},,m © Wi, (p,p') (Vs V)
= Wi;’l(p7p/)(¢k(pvv)7¢l/(plavl))
= (pry 00, (d(p,v)),praod; ' (9/(p'V)))

= (ta(p)v, (P W),

(1.17)

onde #: UiNUx — GL(V) e t};: UiN U] — GL(V') sdo fungdes de transicdo de E e E’, respectiva-

mente.
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Soma de Whitney

Sejam E I M e E' 5 M fibrados vetoriais com fibras V e V/, respectivamente. Chamamos de
soma de Whitney, denotado por E & E’, o fibrado pullback de E x E' pelo mapa f: M — M x M,

f(p)=(p,p). Isto &
EQE = f(ExXE)={(p,ud) e M<EXE": f(p)=7'"(u,u')}
={(pu,l) EMXEXE": tx7'(uu)=(p,p)}.
Conforme a Proposi¢do 1.61, temos que a fibra de EGE' é V®V/, e a proje¢io T: EDE — M

é dado por 7(p,u,u’) = p. Mais ainda, as fungdes de transi¢do sdo dadas pelas igualdades (1.14) e
(1.17).

Fibrado do produto tensorial

Sejam E I, M e E' I M fibrados vetoriais com fibras V e V/, respectivamente. O fibrado do
produto tensorial E ® E' é obtido ao associar o produto tensorial das fibras E, ® EI’7 a cada ponto
pEM,ie.

EQE = | | E,®E,.

PEM
Se {eq} e {fp} sdo bases de V e V', respectivamente, entdo {ey ® fg} é uma base para V@V’
Portanto dim (V ® V') = dimV -dimV’. Definimos a proje¢do 7 : E ® E' — M sendo a projecdo de
um elemento de £, ® E ;, no seu ponto base p € M. Note que se {U;} é cobertura aberta de M, entdo
T (U)={x€EQE": T(x) €U;} =E,®E,,
Assim, a trivializagdo local é dada por
vi: Uix (VeV) -z 1Y)
(p,y@V') = ¢i(p,v) ® ¢ (p,v"),

onde ¢; e ¢] sdo trivializagdes locais de E e E’, respectivamente?. A inversa do mapa em (1.18) é

(1.18)

vl (U) » Uix (Ve V)
u@u — (Fuu), (97 (u) @9/~ (u))).
Observacao 1.67. Podemos considerar um caso mais geral do fibrado do produto tensorial e construir
ofibrado Q' E=E®---QF.

(1.19)

Observacao 1.68. Dado um fibrado vetorial £ 2, M com fibra V, podemos definir o fibrado dos
tensores totalmente antissimétricos \"(E) = E A\ --- A E fazendo

N(E)= | | E,A---NEp.

M
pe r-vezes

Em particular, o espago Q" (M) das r-formas em M ¢é identificado com I'(A"(T*M)).

4Como o espago base M é o mesmo para os dois fibrados vetoriais E e E’, podemos assumir que as trivializacdes estdo
definidas na mesma cobertura aberta {U;} de M
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1.2.5 Fibrados principais

Definicao 1.69. Um fibrado principal € um fibrado P %, M (conforme Defini¢ao 1.50) cuja fibra é

F = G. Para um fibrado principal também usamos a nota¢do P(M,G).

Além da acdo de G a esquerda da fibra F' = G, podemos considerar uma acao a direita. Vamos
definir uma acfio a direita de G em P. Seja ¢;: U; x G — n~'(U;) uma trivializacdo local dada por
¢. ' (u) = (p,gi), onde {U;} é cobertura aberta de M, u € 7~ (U;) e 7(u) = p. Definimos uma ago
de G a direita de 7~ (U;) por

ua = ¢;(p,gia), Yae€GNVuc n_l(p). (1.20)
Se p € U;NUj, usando a condi¢ao (1.13), segue que

ua = ¢;(p,gia) = ¢i(p,tij(p)gja) = ¢;(p,g;a),

i.e., a acdo a direita definida por (1.20) nao depende da trivializacao local. Entdo definimos a acdo de

G a direita de P por

PxG—P
(1.21)
(u,a) — ua.

Observacao 1.70. Note que a acdo definida por (1.21) € um mapa suave.

Vejamos algumas propriedades da acdo a direita definida acima.
Proposicao 1.71. Seja P(M,G) um fibrado principal com a ag¢do a direita definida por (1.21). Entdo
(i) Dadosac€ G, peMeuc ' (p) comu= ¢;(p,g:), entdo m(ua) = n(u);
(ii) A agdo a direita de G em =" (p), p € M, é transitiva;
(iii) A acdo a direita é livre;
(iv) Se m(u) = p, entdo n~ ' (p) = {ua € P:a € G};
(v) Sea € Geu=¢i(p,gi) € P, entdo ¢:(p,gia) = ¢i(p, gi)a.
Demonstracdo. (i) Por (1.20), w(ua) = n(¢i(p,gia)) = p = n(u);

(i) Sejam uy,ur € w1 (p) tais que u; = ¢;(p,g1) € uz = ¢i(p,g2), g1,8> € G. Entio existe a € G
tal que g1 = g2a. Daf u; = ¢;(p,g1) = ¢i(p,g2a) = waa;

(iii) Seja u € P tal que exista a € G satisfazendo ua = u. Escrevendo u = ¢;(p, g;), temos ¢;(p,gi) =
u = ua = ¢;j(p,gia). Como ¢; é difeomorfismo, entdo g; = g;a. Sendo G um grupo, conclui-se

que a = e;
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(iv) Dado a € G temos, pelo item (i), que 7(ua) = 7(u) = p. Por outro lado, dado u’' € = 1(p),

segue do item (ii) que existe a € G tal que v = ua;
(v) Basta notar que ua = ¢;(p, g;)a. Pela definicdo da agdo a direita segue o afirmado. 0

Uma consequéncia importante da Proposicao 1.71 € que podemos definir trivializagdes com ca-

racteristicas convenientes.

Corolario 1.72. Seja s; € T'(U;, P) secdo local. Entdo existe uma trivializagdo local ¢;: U; x G —
Y (U;) satisfazendo
Si(p):¢i(pue)7 \V/PGUL'-

Dado u € n~'(p), entdo existe tinico g, € G tal que

u=¢i(p,e)gu = si(p)8u-

Mais ainda, se p € U;NUj, entdo as segoes s;: Ui — P e s;: Uj — P estdo relacionadas por

sj(p) = si(p)tij(p). (1.22)
Chamamos @; de trivialiazacao local candnica

Demonstracdo. Sejam s;: U; — P uma secio suave e u € £~ (p), p € U;. Da Proposi¢do 1.71 temos
que a agdo a direita é livre e transitiva, logo existe dnico g, € G tal que u = s;(p)g,. Defina ¢;: U; X
G — =1 (U;) por ¢;(p,g.) = u. Por construgio ¢; é uma bijecio. Combinando a Observagio 1.70 e
o fato de que G € grupo de Lie (e portanto a multiplicacdo é um mapa suave), segue que ¢; € suave.
Analogamente, a inversa ¢, ' : 77! (U;) — U; x G dada por ¢, ' (u) = (n(u), g,) também ¢é suave, ou
seja, ¢; € um difeomorfismo. Note que 7o ¢;(p, g,) = m(u) = p.

Como s;(p) = si(p)e, segue da definicdo de ¢; que s;(p) = ¢(p,e). Podemos escrever u =

5i(P)gu = $i(p,€)gus sempre que u € T (p).
Finalmente, se s;,s5; s30 se¢cdes como no enunciado e p € U;NUj, entdo

si(p) = ¢j(p,e) = ¢i(p,tij(p)e) = ¢i(p,1ij(p))
= ¢i(p,e)tij(p) = si(p)ti;(p). u

Para uma demonstracao dos proximos resultados veja [5, Teorema 4.2.10] e [5, Corolério 4.2.11].

Teorema 1.73. Seja ¢ uma agdo principal a direita de um grupo de Lie G em uma variedade suave

P. Entao T /G € uma variedade suave e P LN /G € um fibrado principal com grupo de estrutura G.

Corolario 1.74. Seja G um grupo de Lie compacto agindo livremente em uma variedade suave P.

Entdo © /G € uma variedade suave e P 5P /G € um fibrado principal com grupo de estrutura G.
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Exemplo 1.75 (Fibracdao de Hopf). Considere a acdo a direita livre que foi definida no Exemplo 1.45.
Sabemos da teoria de variedades que S>"+!/S' =2 CP", o espago projetivo complexo. Pelo Teorema
1.74 temos que S>"+! % CP" é um fibrado principal com grupo de estrutura S'. Em particular, para

n =1, temos que CP' 2 §2. Assim obtemos a fibracio de Hopf

st 53 % 52,

1.2.6 Fibrados associados

Fibrado associado

Sejam P(M,G) um fibrado principal e F uma variedade suave. Suponha que G age em F a
esquerda. Vamos definir um fibrado, com fibra F', associado ao fibrado principal P. Defina o seguinte
mapa

U: (PxF)xG—PxF

1.23
((,£),8) — (ug,g " f). (1.23)

Note que
u((f),e) = (ue,e”'f) = (u.f), ¥(u.f) €PXF,
onde e € G denota o elemento neutro, €
w(p((u, f),81),82) = 1((ug1,87 "' f), 82)
= (ug182,(8182) ')
=u((u.f).8182);  V81,82€ GV(u,f) EPXF.

O mapa u definido por (1.23) € suave e portanto define uma agdo de G a direita de P x F. Mais ainda,
visto que a ac¢do de G a direita de P € livre u também é.

Fazendo a identificacdo
(u,f) ~ (ug,g”'f), Vg€G,
temos que
(u, f) ~ (ug,g~" ) == O(u, f) = O(ug. g~ " f),
onde
Ou, f) = {(ug,g”'f) ePx F: g € G}
¢ a Orbita de (u, f) definida pela ac@o a direita (1.23).
Considere o espaco de Orbitas
PxgF =PXF /o ={0(u,f): (u,f) € PxF}.
Entdo P xg F é variedade suave, cuja estrutura suave € obtida exigindo que a projecdo candnica
P PxF — P x¢F sejasuave. Denotaremos [u, f] = O(u, f). Definimos a proje¢éo
T:PxgF =M
[, f1 = 7(u),
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onde 7 é a projecdo de P. Observe que 7([ug,g~ ' f]) = w(ug) = n(u) = 7([u, f]), ou seja, T estd
bem-definida.
Vamos definir as trivializagdes locais. Sejam {U;} cobertura abertade M e ¢;: U; x G — =1 (U;)

trivializacao local de P. Defina
Vi: U x F — ﬁil(Ui)
(pvf) = [‘Pi(pae)vf]

e sua inversa
v L U) = Uix F
[, 1= (7(u), pra (9, (w)).f)-

Verificar que l//i_] € inversa de y; € mais um cdlculo de rotina. Ambas sdo suaves, pois sao

composi¢oes de mapas suaves. Para concluir, note que

mo Wl(p7f) = ﬁ([‘l’i(p?e)af]) = 71'((Pi(p,€)) =p.

Isso prova que y; € trivializagdo.

Fibrado vetorial associado

Um caso particular da construcao acima € quando F =V € um espaco vetorial de dimensao finita.
Sejam P(M,G) um fibrado principal e p: G — GL(V) uma representacdo de G. Entdo a imagem
p(G) C GL(V) age a esquerda de V.

O caso do fibrado vetorial associado ao fibrado principal P € andlogo ao anterior. Definimos a
acdo de G a direita de P x V por

p: (PxV)xG—PxV
((u,v),8) = (ug.p(8)~'v).
Fazendo a identificacao
(u,g) ~ (ug,p(g)”'v), Vg€G,
definimos o espaco de drbitas
E=Px,v:=FxV) .
onde [u,v] € E é dado por [u,v] = {(ug,p(g)~'v) € PxV : g € G}. A projegio é
T:E—-M
[u,v] — 7(u).

Dadas {U;} cobertura aberta de M e ¢;: U; x G — 1t~ !(U;) trivializagdo local de P, a trivializagio

local é dada por
Vi Ui xV — ﬁ_l(Ui)

(P?V) = [(b,-(p,e),v],
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cuja inversa é
v ool — Ui x v
[, v] = (7 (), p (pra(@; " (w)))V)-
Suponha que p € U;NU;. Sejam ¢;, ¢; as respectivas trivializagdes e 1;;: U;NU; — G a fungdo de

transi¢do associada dada por #;;(p) = (j){pl o ¢, (e portanto ¢; ,o ;;(p) = ¢; ). Vamos encontrar as

fungdes de transi¢do de £. Como de costume temos, para todov € V

Ti(p)v =V, oy ,(v)
=y, ([9;(p,e),V])
=V, ([9).p(e).V])
=V, ([91p(15(p)e) V)
= v, (10 11j(p)),V])

= p(pra(9; ' (9i(p,1ij(p)))))v
= p(tij(p))v.
Logo 7;j: UiNU; — p(G) dada por 7;;(p) = p(t;;(p)) é a fungdo de transigao.
Note que para cada x € M, a fibra E, € dada por

E=7"(0) = {luy] € E: @l(u]) =2} = {[uy] € E: 2(u) =x} = B>V 5
e definimos a estrutura de espaco vetorial na fibra E, por
Alu, v+ [u,w] = [u,Av+w], VA €K, Vu,veV,VueP. (1.24)

Vamos enunciar um resultado que serd usado na Sec¢do 2.10, cuja demonstracdo pode ser encon-

trada em [5, Proposicao 4.7.6].

Proposicao 1.76. Seja P(M,G) um fibrado principal e E = P x, V um fibrado vetorial associado.
Seja s: U — P uma secdo local. Entdo existe uma bijecdo entre secoes suaves T: U — E e mapas
suaves f: U —V, dada por

T(x) = [s(x), f(x)], VxeU.

Fibrado principal induzido por um fibrado vetorial

Seja um fibrado vetorial £ Im , cuja fibra € um espaco vetorial V de dimensao k, i.e., V = R¥ ou
Ck e, portanto, com grupo de estrutura G = GLi(R) ou GL;(C). Vamos definir um fibrado principal
P(M,G). Para isso usaremos a construcdo feita na Se¢do 1.2.2.

Seja {U;} uma cobertura aberta de M e considere o conjunto

X:=||UxG.

i
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Defina a relacdo de equivaléncia em X

/

V(p,g) €Uix G, V¥(q,8") €U; xG, (p.g) ~(¢q.8') < p=qeg=tj(p)g.

onde #;;: U;NU; — G € fungdo de transi¢do de E. Considere P = X/N e denote um elemento de P

por [p,g|. A projecdo em P é
np: P—M
[p.g] = p
e as trivializacdes sdo dadas por
¢i: Ui x G — 7y | (U))
(p,8) = [p &l

As funcdes de transi¢cdo de P, conforme a Secao 1.2.2, sdo as mesmas de E. De fato, se p € U;NUj,

as fungdes de transi¢do 7;;: U;NU; — G de P sdo obtidas por

0ipoTij(8) = ¢j.p(8) = 0i(p. Tij(p)g) = 9;(p.8)
= [p,tij(p)g] = [P, g
= 1j(p)g =tj(p)g, Y8EG.

Exemplo 1.77 (Fibrado referencial). Vamos estudar o fibrado principal associado ao fibrado tangente
TM de uma variedade suave M de dimensdo n. Dado um ponto x € M, seja o conjunto das bases de
Vi

FoL(M), :={(v1,...,vy) é base de T,M}.

Note que dessa forma Fgr. (M), = GL,(R), de fato, basta fazer a identificagdo de (vi,...,v,) com a

matriz P € GL,(R) cujas colunas sdo os vetores v;, i = 1,...,n. Considere a unido disjunta

FaL(M) = | | FoL(M)y.
xeM
Temos uma projecdo natural : Fg (M) — M, a saber, T(x, P) = x, que é sobrejetora, suave e, para
cada x € M, 7! (x) = FgL(M),. Além disso temos uma acio de GL,(R) a direita de Fg (M) dada
pelo produto de matrizes (P,A) — P-A, onde P € Fg(M)y e A € GL,(R). Tal agdo preserva fibras,
visto que se P = (vy,...,v,) é base de T:M e A € GL,(R), entdo P-A é uma nova base para T,M.
Como GL,(RR) é grupo, temos que essa agdo também ¢é transitiva e livre. Considere ®;: U; x R" —
7~ '(U;) uma trivializagio de TM (veja o Exemplo 1.53) dada por ®;(x,v) = (x, (d¢;) (pifl(x)V), onde

¢;: V; = U; € uma parametrizacio local de M. Defina

y;: Ui x GL,(R) —» = (U))
(x,A) = (x,P; - A),
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cuja inversa é

v L (U) — Ui x GL,(R)
(x,P) — (x,®;; - P).

Que y; e 1//1._1 sdo suaves segue do fato de que ®; e D, ! sd0 suaves. Claramente 7 o yi(x,A) =x. Se

x € U;NUj, temos que as funcdes de transi¢do sdao
@&M:wﬂowﬁz¢;o®WA:m%4kdmwwww&‘MEGQ@)

Note que g;j(x) = t;j(x), para todo x € U;NU;, onde f;; é funcdo de transi¢do de TM. O fibrado

principal Fgp (M) é chamado fibrado referencial.

Exemplo 1.78 (Fibrado referencial ortonormal). No caso em que M é uma variedade Riemanniana,
podemos fazer a mesma constru¢do do Exemplo 1.77 tomando o grupo O(n) ao invés de GL,(R) (de
fato, a métrica nos permite ortonormalizar os vetores de uma base), cuja a fibra em x € M € o conjunto
de bases ortonormais de 7,M e dessa forma obtemos o fibrado referencial ortonormal, denotado por
Fo(M). Se além disso M for orientdvel, obtemos o fibrado principal Fso(m) com grupo SO(n) e cuja

fibra em x € M € constituida das bases ortonormais orientadas de T, M.

Exemplo 1.79. Considere $” C R"*! com a métrica usual. E possivel identificar o SO(n)-fibrado

principal Fso(S") com o grupo especial ortogonal SO(n+ 1). Com efeito, podemos definir uma

orientacdo em 7,.S" dizendo que (vi,...,v,) € base positiva de 75" se, e somente se, (x,V,...,V;,)
é base positiva de R**!. Agora (x,v1,...,v,) € Fso(S") se, e somente se, (v,...,V,) é base orto-
normal orientada (positivamente) de 7,.S" que equivale a (x,vy,...,v,) ser base ortonormal orientada

(positivamente) de R"*!, ou seja, (x,v1,...,v,) € SO(n+1).

1.2.7 Outra condigcao de trivialidade

Teorema 1.80. Um fibrado principal P(M,G) é trivial se, e somente se, admite uma se¢do global.

Demonstragcdo. Suponha que P =M x G. Seja ¢: M x G — P a trivializacao (global) de P. Fixe
g € Gedefina

Sg: M — P
p—0(p,g).

Segue que s, € suave e Tos,(p) = woP(p,g) = p, pois ¢ & trivializacdo. Logo s, & segdo global.
Reciprocamente seja P(M,G) um fibrado principal e suponha que exista s € I'(M, P) sec¢ao global.
Denote a a¢do de G a direita de P (conforme (1.21)) por : P x G — P. Defina

0: MxG—P

(p,g) — u(s(p),g)-
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Como u € livre e transitiva, segue que ¢ estd bem-definida e é uma bijecdo. A suavidade de ¢ é
garantida pela suavidade da secdo s e da acdo a direita u. Pelo item (i) da Proposi¢do 1.71 obtemos
nod(p,g) =n(u(s(p),g)) = p=pr(p,g). Restamostrar que ¢ ~! é suave. Pelo Teorema da Funcio
Inversa, basta mostrar que, para todo ponto (p,g) € M x G, a diferencial de ¢ é um isomorfismo.
Lembre-se que u8: P — P, dado por ué(u) = p(u,g), € um difeomorfismo, conforme a Observacgio
1.42 e d(u8)y(,)X = diy(p),0)(X,0). Temos também o mapa ') G — P, dado por u*?)(h) =
w(s(p),h) que, pela Proposicio 1.48, sabemos que sua diferencial d(u*P)), é injetora. Agora, dados
X e€T,MeY € TG, usando a Proposicao 1.44, temos

d9(p.g) (X, Y) = dLs(p) ) (d5pX,Y)

) (1.25)
— d(8) ) (dspX) +d(u ), .

Suponha que (X,Y) € ker(d ¢, o)). Sejam 71 e > curvas suaves em M e G, respectivamente, tais que

71(0) = p, 12(0) = g, 7(0) =X e 1,(0) =Y. Aplicando d 7, (,) o) Na equagdo (1.25) segue que

0=d n/.t(s(p),g) (d(“g)s(p) (d SPX)) +d n.u(s(p),g) (d(‘us(p))gy)

d d
_ £ g adl s(p)

dt t:Oﬂ:o[.L esen (t) + dt t:07'L'O[.L ° '}’2(t)
= — 0=X.

dt L_O}/1 (1) +

Usando que X = 0 em (1.25) temos 0 = d(u“(p))gY, que, como ja observado, € injetora. LogoY =0e
portanto ker(d ¢, ,)) = {(0,0)}. Como a dimens@o de T}, (s(p) 4P € igual a dimenséo de T,M x T,G,

segue que d @, .) € isomorfismo, como queriamos. 0

Corolario 1.81. Um fibrado vetorial E é trivial se, e somente se, o fibrado principal P induzido por

E admite uma segdo global.

Demonstracdo. De acordo com o discutido na Secdo 1.2.6, P tem as mesmas fungdes de transi¢ao
de E. Pelo Teorema 1.80 acima, P admite uma se¢do global se, e somente se, € trivial, portanto se, e
somente se, o conjunto de suas fungdes de transi¢io consiste apenas da identidade, i.e., se, € somente

se, E € trivial. ]



CAPITULO 2

Conexoes em Fibrados

Nesta se¢do trataremos de um dos principais objetos desse trabalho: as conexdes em fibrados.
Primeiro definiremos uma conexdo em um fibrado principal P(M,G) e exploraremos algumas propri-
edades relevantes, como a equacao de estrutura de Cartan e a identidade de Bianchi. Posteriormente
usaremos esses resultados e o que vimos na Secdo 1.2.6 para induzir uma conexdo em um fibrado

vetorial E associado a P.

2.1 Definicoes

Definicfio 2.1. Seja P(M,G) um fibrado principal, u € P e G, = n~!(p), onde 7(u) = p. Definimos

o subespago vetorial vertical V,,P C T, P sendo o espago tangente a G, em u.

O subespago vertical V, P é construido da seguinte forma. Seja X € g. Definimos a curva ,(t) =
Texp(ex) () = uexp(tX). De acordo com o item (i) da Proposigéo 1.71 temos que m(uexp(tX)) = 7(u).

Entdo ¥, é curva em G, tal que ¥%,(0) = u e portanto o vetor

d
%u(0) = | Fexptx) () 2.1)

€ tangente a G,,. Lembre-se da Defini¢do 1.46 onde introduzimos o campo de vetores fundamental.

Disso e da equagdo (2.1) temos que Xt = 7,(0) € V,,P.

Proposicao 2.2. Dado um fibrado principal P(M,G) e u € P. Entdo o mapa

Ou: g — VP
X — X%,

é um isomorfismo.

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 1.49, basta notar que g e V,P sdo espacos vetoriais de mesma di-

mensao, pois T,G = g e V, P € tangente a G, = G. [l

31
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Definicao 2.3. Seja P(M,G) um fibrado principal. O complemento de V,P em T,P, denotado por

H,P, é chamado subespaco vetorial horizontal.

Note que o subespaco vertical é naturalmente determinado. Contudo o subespacgo horizontal nao

tem essa propriedade. Para que ambos estejam bem determinados, fazemos a seguinte defini¢ao.

Definicdo 2.4. Seja P(M,G) um fibrado principal. Uma conexd@o em P é uma separagdo do espago

tangente 7,,P em subespacos V,P e H,P, u € P, que satisfaz:
Ga 17,Pp=V,P®H,P;

(ii) Todo campo de vetores suave X € X(P) pode ser separado em campos suaves X/ e XV tais que,
paracadau € P,X? c H,Pe X! € V,Pcom X = X# + XV,

(iii) Paracada g€ Geu € P, H,gP = rg(H,P) = d(rg)u(H,P).

Observacao 2.5. A condicdo (iii) na Defini¢do 2.4 nos diz que os subespagos horizontais H,P € H,,P
na mesma fibra (pois 7(ug) = m(u)) estdo relacionados pelo mapa rg, induzido pela agdo a direita.

Isso quer dizer que o espaco H, P gera os subespacos horizontais que estdo na mesma fibra.

2.2 A 1-forma de conexao

A Defini¢do 2.4 n3o é muito pratica. Por conta disso, vamos mostrar que ha uma forma mais

palpdvel de obter uma conexdo em P.
Defini¢iio 2.6. Uma 1-forma @ € Q! (P) ® g é chamada I-forma de conexdo se sio satisfeitas
i) o(XH) =X, VXcg;
(i) rgfo=Ad, 10, VgeG.
A condigdo (ii) quer dizer que, dado X € T, P, entdo
re* 04 (X) = 04(d(r)uX) = Ady 1 (0,(X)).

Exemplo 2.7. Seja o fibrado principal P = M x G, onde M =R\ {0} e G = R com a soma. Dado

(x,y) € M e g € G defina
©— ydx—xdy

dg.
P Tdg

Note que se Af = A%, com A € R, entio w(Af) = A. Além disso, como G é abeliano, vemos que

re® == g 'wg, ou seja, ® é uma 1-forma de conexio.
Definicao 2.8. Dada uma 1-forma de conexio ® € Q!(P) ® g, definimos

H,P =kerw, ={X € T,P: @,(X)=0}.
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Para que a Definicao 2.6 seja til precisamos mostrar que as defini¢des de conexado e de 1-forma

de conexao sdo equivalentes.
Proposicao 2.9. Seja P(M,G) um fibrado principal. As Defini¢oes 2.4 e 2.6 sdo equivalentes.

Demonstragdo. Paracadau € P, seja ¢, ': V,P — g a inversa do isomorfismo da Proposi¢io 2.2.
Suponha que tenhamos uma conexdo em P, ou seja, que exista uma separacao conforme a De-
finicdo 2.4. Dado X € X(P), existem campos suaves X" e X tais que X! € V,P, X ¢ H,P ¢
X =X" 1 XV, Defina w € Q'(P)®g por @,(X,) = ¢, ' (XV). Vamos verificar que @ satisfaz os
itens (i) e (ii) da Defini¢cao 2.6. Para (i), se Yiéo campo fundamental gerado por Y € g, entdo, como
Yﬁu €V, P, temos
w,(Y*y) =, (Y) =Y, VueP.

Para o item (ii), seja Z € T,,P, entio Z = Z¥ +Z"  com Z" € V,P e Z¥ € H,P. Por hipétese d(rg)uZH €
H,,P, entdo, da defini¢do de @, segue que
Hy _ +—1 _
wug(d(rg>uz ) - ¢ug (O) =0.
Assim

Dug (d(rg)uZ) = Wug(d(rg)u(2" +27))

= Wug(d(rg)uZ" ) + @yg(d(rg)uZ™) (2.2)
= 045 (d(rg)uZ")
SejaA = ¢, 1(Z") € g. Dai
zV =A% = — tzouexp(tA). (2.3)

e portanto ®,(Z") = @, (Aﬁu) =A. De (2.2) e (2.3) obtemos

d

7 t:Org(u exp(tA)))

Oug (A(7e)uZ) = Oug (

uexp(tA) g)

t=0

ueg” eXp(tA)g>

o8 ad, 1 (exp(tA)))

2.4)

I
C'§8

I
S
o
N N N N N

Ougexp(Adgfu (tA)))

Sl S 5§
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onde foi usado a igualdade (1.7). Como ,(Z"”) = ¢, '(0) = 0 temos Ad,-1(@,(Z")) = 0. Da

linearidade de @ e Ad,-1, a equagdo (2.4) se torna

Wug (d(rg)u)(Z) = Ady-1 (@,(Z"))
= Ady1(0,(Z")) + Ady-1 (@,(Z7))
= Adg1(0,(2" +2M))
= Ad,-1(04(2)).

Reciprocamente, suponha definida @ € Q'(P) ® g uma 1-forma de conexdo. Definindo H,P =
ker(w,) e V,P o complemento de H,P em T,P, u € P, temos T,P = V,P® H,P. Além disso, dado X €
X(P) suave e u € P, podemos definir campos suaves X" e X por X\ = ¢, (w,(X,)) e X =X - X
Essas observagdes provam os itens (i) e (ii) da Defini¢do 2.6. Resta mostar o item (iii) da definicdo
de conexdo. Sejam g € G e u € P. Para cada Z € H,P temos @,(Z) = 0. Sendo ® uma 1-forma de
conexao, entao

Oug(d(rg)uZ) = Adg 1 (@4(2)) =0,

ou seja, d(ry)uZ € HygP. Logo re.(H,P) C H,gP. Por outro lado, sabemos da Observagio 1.42
que rg: P — P € um difeomorfismo e portanto rg,: T,P — T,oP € um isomorfismo. Em particular
dim(rg«(H,P)) = dimH,P. Como dimH,P = dimker(®,) = dimT,P — dimg, para todo u € P, logo
dimH,P = dimH,,,P e isso implica que dimr,,(H,P) = dimH,gP. Segue que rg.(H,P) = H,gP. [

2.3 Forma local da 1-forma de conexao

Sejam {U;} uma cobertura aberta de M, P(M,G) um fibrado principal e o; € I'(U;, P) uma se¢@o

local. Dada uma 1-forma de conexio @ € Q!(P) ® g definimos
Ai=0’0cQ(U)®g. (2.5)

No que se segue mostraremos que, dadas A; € Q! (U)®ge o; € T'(U;, P), podemos construir uma
1-forma de conexio @ € Q! (P) ® g satisfazendo (2.5). Para isso, vejamos alguns resultados que serdo

usados na demonstragao.

Lema 2.10. Seja P(M,G) um fibrado principal, onde m: P — M ¢é sua projecdo. Seja X € g e

considere X* o campo de vetores fundamental gerado por X. Entéo d 7, (X f u) =0, para todo u € P.

Demonstrag¢do. Se m(u) = p € M, de um célculo direto temos

d

d
(rexp(tA)(u)) = dt —

w(u) =—
0 (u) dtli=o0
Lema 2.11. Sejam P(M,G) um fibrado principal, o; e 0} secoes locais sobre U; e U, respectivamente,

onde U;NU; = (0. Entdo, para todo X € M, p € UiNUj, vale

dm,(X%,) = p=0. O

dl‘zO

il
Gj*X:rt i(p)* « 0 0jxX + |:L (p) 1= Otl]*X] Gj(p). (26)
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Além disso, se ® € Q' (P)® g é uma I-forma de conexdo, entdo

Ajlp = Ady(p)-10 Aipp +d(Ly, (o) )i(p) 24 (ij)p. VP €UiNU;. (2.7)

tij
Demonstragcdo. Sejam X € T,M, com p € U;NUj, e se¢Oes locais 0; € 0 como no enunciado. Consi-

dere uma curva suave y: (—€,€) — M tal que ¥(0) = p e ¥ (0) = X. Denote a a¢do a direita, definida
em (1.21), por : Px G — P. Sejat;j: UiNU; — G afungdo de transi¢do. Conforme (1.22), temos

oj(p) = u(oi(p).tij(p)),
Pela Proposicao 1.44 segue que
d(oj)pX = du(d(o;)pX,d(t;j) pX)

= d(u""))g, () 0 d(07) pX +d (V) ) 0 d()pX (2.8)
d :
=, (p)ar(p)  A(O)pX + | WO (a3 (1)),
Note que
i O'i(P)(t..( (t)))_i (Gi(p),1:;((1)))
dt t:ou i\ - dt t:Ou i\pP)tijlY
d
= 2rl, oMo (p).tii(p) ).t (¥(1)))
d
= arl o)t (p)'j(v(1))) (2.9)
d .
~dt z:o‘uc](p) (Lftj(P)*‘ (#;(v(2))))

= d(‘u(’j(l’))e (d(Lt,'j(p)*l)lij(p) Od(tij)pX> ,

onde observamos que L; (-1 (ij(p)) = e, sendo Ly : G — G a translagdo a esquerda dada por Lg(h) =

gh. Usando a equacao (1.11) em (2.9) obtemos

d

o; i
E t:O'u i(p) (lij(Y(t))) = [d(L,ij(p)fl),ij(p) od(tij)pX] . (2.10)

oj(p)

Por fim, usando (2.10) em (2.8), concluimos

f
d(0j)pX = d(r;(p))ai(p) ©d(01) pX + [d(L;ij(p)fl>rij(p) Od(fij)ﬂx} 5i(p)]
J

o que prova a validade de (2.6).

Considere @ uma 1-forma de conexao em P. Usando o resultado acima, obtemos
AjipX = 0g;() (d(0) pX)
i
= Ogi(p)is(p) <d("z,-j<p>>af<p) 0d(01)pX) + | d(Ly ()1 )iy (p) Od<fi.i>px} )

oj(p)
= Ad,, ()1 (D) (d(07) X)) +d(Ly,; ()1 () (A7) pX)
= Adtij(p)_l o Al‘|pX +d(inj(p)—l )fij(p) Od(tij)pX, VpeM, VX e TpM,

que € a expressao em (2.7). 0
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Teorema 2.12. Sejam P(M,G) um fibrado principal e {U;} cobertura aberta de M. Dadas A; €
QY (U)) @ g e o; € T(U;,P), suponha que seja satisfeita a condicdo de compatibilidade expressa na
equagdo (2.7). Entéo existe uma I-forma de conexdo @ € Q! (P)® g tal que A = o;* .

Demonstragdo. Sejam o; € T'(U;,P) e A; € Q'(U;) ® g. Considere a trivializagdo local candnica

¢;: Ui x G — 1~ (U;) associada a 6; dada pelo Coroldrio 1.72. Seja o mapa
g:n Y U)—G
s pryo ¢ (u).
Defina ; € Q! (7~ (U;)) ® g por
Oify = Adg, (-1 0 Aijz(u) 04T+ d(Ly 1) g 0 (i) Y € 77 (U)).
Verifiquemos que o;*®; = A;. Dado X € T,M, onde p € U;. Temos
(0" @) pX = Wigy(p)(d(07) pX)
= Adg(6,(p)) 1 © Aifa(a(p)) ©d(T 0 G1)pX
+ (L) sai(p)) © (81 © 01)pX = AijpX,

onde notamos que 7(o;(p)) = p e que

g0 0i(p) =pry0 ¢ 0 0i(p) =pryo ¢ o gi(p.e) =e,

portanto d(g; o 0;), = 0.
Vamos verificar que ; satisfaz as condicdes (i) e (ii) da Definicao 2.6. Seja X € g e considere o

campo de vetores fundamental X* gerado por X. Para cada u € ! (U;) temos

wi|u(Xﬁu) = Adg,(,)-1 0 Aijg(u) © dﬂu(Xﬁu) + d(Lg,-(u)*l )gi(u) © d(é’t')u(Xﬁu)

_ % Ly ogi{uexp(iX))

= ] L (a0 0 (), i) exp(eX)))
= 2] L (silu) exp(a)

= % tzoexp(tX) =X,

onde fizemos uso do Lema 2.10, o que verifica o item (i). Para o item (ii), sejam X € T,P, u € P, e

g € G. Por definicdo temos
(rg" @i)u(X) = @ijug(d(rg)uX)
= Adgi(ug)—l o Ai|7t(ug) o dﬁug o d(rg)uX
+d(Lgi(”8)71)gi(Mg) 0d(gi)ug 0 d(rg)uX (2.11)
= Adg1g,)-1 0 Aifz(u) © d X

+ d(l’g”gi(u)*1 )gi(ug) o d(gi)ug o d(rg)uX,
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onde foi usado que worg(u) = w(ug) = m(u), o que implica que
dmyu(d(rg)uX) =d(morg), X =dm,X.
Também usamos que
gi(ug) =pryo ¢~ ' (ug) = pryo ¢ ' 0 i(m(u), gi(u)g) = giu)g-

Observe que

(2.12)

= Ad, o Ady(Y).
Além disso, seja y: (—€,€) — P uma curva suave tal que y(0) =u e ¥/ (0) = X, entdo

d

- E t:OLg_lgi(M)_l ©8iCTrg© }/(I)
d

~dt =0 adg-1 (Lg, -1 (8i(¥(1))))
e Adg—l Od(ng(u)fl) od(gi)uX~

d(Lg*Ig,'(u)*‘ )o d(gi)ug ° d(rg)uX

(2.13)

Usando os resultados em (2.12) e (2.13), obtemos de (2.11) que
(rg" @;)u(X) = Adg-1 0 Ady, (-1 © Aijn(u) 0 d X + Adg1 0d(Lg,(,)1) 0 d(8:)uX
= Ady-1 (Ady ()1 © Aifr(uy 04 TX +d(Lg 1) 0 d(1)uX )
= Ad,-1 (@)
Precisamos definir @ globalmente. Para isso, note que se para p c UiNUjeu € n! (p) tivermos

®;), = ®j|, basta tomarmos @, = @j|,, pois cada u € P estd em um 7~ 1(U;). Por hipétese temos que

¢ satisfeita a condicao (2.7), ou seja, a seguinte igualdade é valida
Ajlp = Ady )1 © Ailp +d(Ly ()1 )1yy(p) 0 d(11)p, - VP € UiNT.

Temos
wj|u(X) = Adgj(u)’l o) ‘Aj\n'(u) o dﬂ'uX + d(ng(u)fl )gj(u) o d(gj)uX
= Adgi(u),l o ‘Ain'(u) (d 7'L'MX)
+ Ady, ()1 0 Ay, () © Ly ()1 )i () © (i) () (A X))
(L)~ 1155(m))~ i (m )ity © (&)X

(2.14)

Visto que g;(p) =t;i(p)gi(p), pela equagio (1.3)

d(gj)uX = d(Rg;())s;i(n(uy) © Atji) m(u) © d WX + (Lt (1)) gi () © A(8i)uX -
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Dai

. (2.15)
p [ZOLg[( )-1(8i(r(2)))
Sendo que
L1ty -1 (i (T (Y(2))) i () = ad g1 (1 (m(w)) 167 (¥(1))))
€
-1
i(7(w) " i(w(y(r))) = Rt,»j(n(u))*l(tij(ﬂ(Y(l))))] :

entdo (2.15) se torna

Wi t5m00) it © N8 X = = Ay 1 0 4Ry (1) 0 Aty A X 1

+ d(l‘g,-(u)*1 )gi(u) °© d(gl)MX
Por outro lado

Ady () © 4Ly a1 )i ) © )y ) (A X )

d
= 7| A (aw)) OLay(m(u) -1 0 i (Y1)
e (2.17)

- E‘t_oRffj(ﬂ(u))‘ (t:j(m(¥(2))))
= d(Rl,'j(ﬂ'(u))*l )tij(ﬂ:(u)) O d(tlJ)TL'(u) o) dj'[uX

Substituindo (2.16) e (2.17) em (2.14) concluimos que
0j1(X) = Adg, )1 © Aij(u) © ATX +d(Ly; () 1) gi () © A(87)uX = 011 (X)),

COmo esperavamos. [

2.4 Levantamento horizontal e o transporte paralelo

Definicao 2.13. Seja P(M,G) um fibrado principal e y: [0,1] — M curva suave. Dizemos que uma
curva suave ¥: [0,1] — P é um levantamento horizontal de ¥ se Toy = Y e o vetor tangente 2 ()

pertence a Hy P

Observacao 2.14. Na Defini¢do 2.13 e no que segue estd subentendido uma 1-forma de conexao de
modo a determinar o subespaco horizontal H,P. Como sempre fixaremos uma 1-forma de conexao e

sua dependéncia serd omitida na notacao.

Teorema 2.15. Sejam P(M,G) um fibrado principal, y: [0,1] — M curva suave e ug € £~ (y(0)).

Entdo existe um tinico levantamento horizontal y em P tal que Y(0) = uy.
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Demonstracdo. Seja U; uma carta contendo Y e seja 0; uma secdo local sobre U;. Considerando
0;i:UixG—m~ 1 (U;) a trivializagdo local candnica determinada por o;, entdo, se existir um levanta-
mento horizontal ¥ em P de ¥, teremos ¥(¢) = 0;(())gi(¢), 7 € [0,1], onde g;: [0, 1] — G é o mapa que
define y(¢) = ¢;(w(¥(z)),gi(t)). Vamos encontrar uma condigdo para g; de modo que ¥ seja, de fato,

levantamento horizontal de y. Derivando a expressdo de y em relagdo a ¢, onde estamos denotando a

acdo a direita por u, isto é, u(o;(y(1)),gi(t)) = o;(y(t))gi(t), temos

AR OEARNICICON )
= ()6, 1) (% t_sG"(Y(t))> +T. <% =i (i) )) (2.18)

d

d
= d(rg;(s)) oi(ns) (E t

:sGi<7(t>)) + {d(Lgxs)—l)gi(s) (E t:sg"(t)ﬂ ;Sy

Como 7 é levantamento horizontal, aplicando a 1-forma @ na igualdade (2.18) obtemos
50)

d (2.19)
Ady, ()1 (Og;(4(s)) (A(G1)y(5) X)) + d(Lig (5)1) g (5) ( ”gi(t)) ,

dt
¥(¢). Usando em (2.19) que a transla¢@o a esquerda é um difeomorfismo,
t=s

onde denotamos X = %

que
(d(Lg)g1) " =d(Ly1)e

e que, se ¢ é uma curva suave em G, tal que ¢(0) =ee ’(0) =Y € T,G

(d(Lg)g-1) " 0 Adg(Y) =d(Ly1)e 0 Adg(Y)

d
== tZOqu oadg(c(1))
d
= 2| R () =R )e(v),
chegamos a
d
dt t:sgi(t> = _d(Rgi(S))e(wGi(Y(S))(d(ci)Y(S)X)) (2.20)

= _d(Rgi(s))eo ‘Ai\y(s) (X), Vs € [0, 1].

Note que sempre podemos considerar g;(0) = e, pois caso contrdrio, basta tomar, ao invés de o;, a
secdo 0;(p) = o;(p)g, onde g;(0) = g. Aplicando o teorema de existéncia e unicidade de solugdes a

equagdo diferencial (2.20) com condi¢@o inicial g;(0) = e, obtemos o tnico levantamento horizontal

7 de v que é dado por (1) = 6;(¥(t))gi(t) com ¥(0) = up € &~ (¥(0)). O

Corolario 2.16. Seja P(M,G) um fibrado principal e y: [0,1] — M curva suave. Suponha que Y e
V> sejam levantamentos horizontais de Y tais que ¥%(0) = 71(0)g, para algum g € G. Entdo Y% (t) =
71 (t)g, para todo t € [0,1].
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Demonstracdo. Como o vetor tangente de y; pertence a H, 710/ P € d(re)7 (1) (Hy (1 P) = Hy (1), P, ento
Ye: [0,1] — P, dado por %,(r) = 7 (r)g, também & levantamento horizontal de Y com %(0) = %;(0)g.
Pelo Teorema 2.15, segue que 7> € dnico levantamento horizontal tal que 7% (0) = 71(0)g. Logo

Y2(t) = Y%(1), para todo ¢ € [0, 1]. O

Exemplo 2.17. Considere o fibrado principal P e a 1-forma de conexdo do Exemplo 2.7. Seja

Y: [0,1] — M a curva y(t) = (cos2xt,sen2xt). Fixe o ponto ((1,0),0) € P e seja

_%i_{_dy(? +dgc9
~dtodx drdy dtdg

vetor tangente ao levantamento horizontal ¥ de y. Como X €, por hipétese, horizontal, entdo

o que nos da g(r) = 27t + k, onde k é uma constante. Logo o levantamento horizontal y passando por
((1,0),0) é dado por
¥(t) = ((cos2mt,sen2nt),27r).

Além disso, sob a acdo do grupo aditivo R, temos
%.(t) = ((cos2mt,sen2xt),2mt +h), VheR.

Se y: [0,1] — M é uma curva e up € 7 '(y(0)). Pelo Teorema 2.15 existe tnico levantamento
horizontal 7, de ¥ com ¥, (0) = ug e daf existe Gnico u; € 7! (y(1)) tal que %, (1) = u;. Fazemos a

seguinte defini¢ao.

Definicao 2.18. Dado um fibrado principal P(M,G) e uma curva y: [0, 1] — M. Definimos o mapa

L) 7~ (v(0)) = &~ (¥(1))
u—Y,(1),
chamado transporte paralelo ao longo de y'.

Para terminar essa secao, provaremos algumas propriedades.

Proposicao 2.19. Sejam P(M,G) um fibrado principal e y: [0,1] — M uma curva suave. Entdo

L(y) =L(y)r,, VgeG.
Demonstragdo. Seja g € G. Primeiro note que

rgr(%(L‘O) =ug
L(Y)rg(uo) = T(¥)(uog)-

Como destacado na Observagio 2.14, o transporte paralelo também depende da 1-forma de conexio empregada, mas
essa dependéncia na notagdo serd omitida.
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Como ¥ é levantamento horizontal tal que y(0) = ug e ¥(1) = uy, entdo (¢ )g é levantamento horizontal

de y tal que 7(0)g = upg € ¥(1)g = u; g. Pela unicidade do levantamento temos que I'(7)(uog) = u1 g,

ou seja

T @) (w0) = T @), Vo € 7 (10)). =
Proposicao 2.20. Sejam P(M,G) um fibrado principal e y: [0,1] — M uma curva suave.
(i) Considere o mapa T(y~1): =1 (y(1)) — n=1(¥(0)), onde y~'(¢t) = ¥(1 —1t). Entdo
ryH=rm"

(ii) Sejam a,B: [0,1] — M curvas suaves tais que o.(1) = B(0). Defina o produto o * B por

_Joa(2),
@Bl = {ﬁ(2t—1),

(e}
IA A
IA A
—_ =

t
t

=

Seja T(@): =" (a(0)) — =" (a(1)) e T(B): ' (B(0)) — ' (B(1)). Entdo

~—

—~— ~

r (a *B) —T(B)oT(a).
Demonstracdo. Primeiro note que 7! é levantamento horizontal de y~!. De fato, temos

moy ' =moy(1—1)=y(1—1)=7"'(t)

d|
ar Y (1)

V=] d-n=-y'1-s.

t=s

—

Sejauc = (y1(0)) = ' (y(1)). Entdo T'(y~ 1) (u) = ¥~ (1) = 7(0). Por outro lado I'()(7(0)) =

¥(1) =7 1(0) = u. Assim

(P ol(y Hu) =u, Yuen '(y(1)).
Analogamente temos I'(7~!) o ['(7) ™! () = u, para todo u € 7~ !(7y(0)). Agora sejam & e 8 como no

enunciado. Defina
o~ o (2t
oxp = g( ),
ﬁ (Zt - 1)7

Para cada t € [0,1] temos que 7o (@ x E) (t) = ax B(r) e o vetor tangente & @ x E ¢ horizontal, ou
seja, O * E ¢ levantamento horizontal de & * . Da unicidade do levantamento horizontal, segue que
a+B=axp. Sejauca ' (a0)). Como ['(B)ol(&)(u)=PB(1)=axB(1)e(axp)u)=
m(l), concluimos quel“(o/c;fi) :F(E)OF(&). O

(e
IA A
IA A
el

t
t

NI—
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2.5 Holonomia

Considere uma curva suave y: [0,1] — M tal que y(0) = y(1) = p (uma curva Yy com essas pro-

priedades é chamada laco em p). Tal curva define uma transformacgao

' (p) =7 (p)

Pela Proposicao 2.19 temos que

Ty(ug) =T (y)(ug) =T(¥)(u)g = Ty(u)g.

Seja u € P com 7(u) = p e considere o conjunto dos lagos em p

Cp(M) = {y e C7([0,1],M): y(0) = y(1) = p}.

Defina o conjunto

d,:={geG: Iy Cr(M), vy(u) = ug}.

Note que para todo u € 7~ (p), entdo 7,(u) € 7~ !(p) e, do fato da agdo a direita ser livre € transitiva

em cada fibra, temos que existe tnico g, € G tal que Ty(u) = ugy.
Proposicao 2.21. Dado u € P, ®, é subgrupo de G chamado grupo de holonomia em u.

Demonstragdo. Dados lagos ot e B em p € M, entdo Y = a x 3 é lago em p. Pela defini¢do de 7, e
da Proposig@o 2.20 temos que Ty = Tg 0 To. Sejam gq,gp € Py tais que Ty (u) = ugq € 15(u) = ugg.

Entao
Ty(u) = 15 0 T (1) = Tg(uga) = T6(1)80r = UEBLar-

Tomando gy = ggga, temos Ty(u) = ugy, i.e., gy € Py.
Considere yum lago em p e seja y~!(¢) = y(1 —t). Seja gy € P, tal que Ty(u) = ug,. Novamente
pela Proposi¢ao 2.20 segue

u=T(7")oL(7)(u) = 7,1 0Ty (u) = 7,1 (ugy) = Ty 1 (W)gy,

o que implica que 7,1 (u) = ugy, . Como y~! também é lago em p, segue que 8y I € @,. Note também

_ 1
que T,-1 =Ty . 0

Observacao 2.22. O lago constante ¢: [0, 1] — M, ¢(t) = p tem como levantamento horizontal o mapa
¢:[0,1] = P, c(t) =uec n1(c(0)). Logo 7.: £ 1(c(0)) — m~1(c(0)) é dado por 7.(u) = ue = u.
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2.6 Derivada covariante em fibrados principais

Seja d: Q"(P) — Q"F!(P) a derivada exterior em P. Dada & € Q"(P) ®V, onde V é um espago

vetorial de dimensao finita k com base {e¢ }. Podemos escrever
Evi TP X xTyP—V, YueP
—_———
r-vezes
Dados V; e T,P,i=1,...,r, temos
éu(vlw . aVr) = éua(vb e 7Vr)eoc = éua ®€a(V1,. .- 7Vr)7

onde % € Q7 (P). Assim, a forma geral de £ é dada por

§=C"®eq.
Definicfio 2.23. Definimos o operador dp: Q" (P)®@V — Q" 1(P)®V por

dpé = d§a®€a.

Definicao 2.24. Seja ® € Q!(P) ® g uma 1-forma de conexdo em um fibrado principal P(M,G).
Dadosu € P, € Q" (P)@VeX, € T,P,i=1,...,r+ 1, definimos a derivada covariante de & por

DE(Xy,.... Xpp1) =dpE(XTT,.. X2 ), (2.21)

onde X € H,P é a componente horizontal de X; determinada pela 1-forma de conexo.

2.7 Curvatura associada a uma 1-forma de conexao

Definicao 2.25. A 2-forma de curvatura Q € a derivada covariante da 1-forma de conexdo o, i.e.
Q=DwcQ*P)®g.

Lema 2.26. Seja P(M,G) um fibrado principal com uma 1-forma de conexio @ € Q' (P)®geX €
T,P, u € P. Entdo
(raxX)™ = raa (X*).

Demonstragdo. Seja X € T,P = H,PDV,P,ie.,X =X" +X", onde X € H,P e X" € V,P. Entio
existe A € g tal que X = A%,. Logo

d(ra)u<Xv) = % -0

uexp(tA)a.

Como 7(uexp(tA)a) = w(u) = p, temos que ¥(t) = uexp(tA)a é uma curva suave, com y(0) = ua,
em G,. Portanto d(ry)u(XV) € V,uP. Como 1y, (H,P) = H,,P, segue que

(raeX)™ = (ran (XV) 4 1 (X)) = (e X)) 4 (ran (X)) = rp(x1). O
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Proposicao 2.27. A 2-forma de curvatura Q satisfaz
rg Q=Ad, 1Q, VYacgG.

Demonstragdo. Dados X,Y € T, P, por definicao temos

(rg"Q)u(X,Y) = Quu(d(ra)uX,d(ra)uY)
=D wy,(d(rg)uX,d(ra),Y)
= dp 0,0 ((d(ra)uX)™, (d(ra)Y)H) (2.22)
=dp wua(d("a)u(XH)ad(ra)u(YH))
= 1t dp 0 (X, Y ),

onde usamos o Lema 2.26. Pela Proposicdo A.1 e pela propriedade (ii) da Definicdo 2.6, temos que
(2.22) se torna

(ra*Q)u(X,Y) = dp(rs* 0,0 (X7, YH) = dp(Ad -1 (w,)) (X7, YH).

Seja {Ty} base de g. Escrevendo o, = 0% ® Ty, dado A € T,,P vemos que

Ad, 1 0(A)=Ad, (0, (A)

Finalmente,
(1" @)u(X.Y) = dp(Ad, (@) (XH, Y7

— dp(f © Ad, 1 (Ta)) (X" ¥1)

— dwH(X",Y") Ad, 1 (Ta)

= Ad, 1 (do®X,YH)T,)

=Ad, 1 (doZ @ Ty(X", Y1)

= Ad, 1dp o, (X" YH)

=Ad, 1D, (X,Y)=Ad, 1 Q,(X,Y). O
Definicao 2.28. Seja M uma variedade. Dadas { € QP (M) ®ge n € Q4(M) ® g podemos escrever
{=C0%@Tpen=n%*®Ty onde {* c QP(M) e n% € Q4(M) e {Ty} é base de g. Definimos o
colchete

(1) =% AnP & [To, Tg) = L* AP £,57T;, (2.23)

onde o colchete do lado direito da equagdo (2.23) € o colchete da dlgebra de Lie g e fyp” sdo as

constantes de estrutura dadas pela Definicao 1.17.
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Quando ¢{,n € Q(M)®g, dado p € M e vetores X,Y € T,M, obtemos

[ n]p(X.Y) = Anf @[Ty, T5] (X, Y)

(CrE)ME () —nb (X)L (V) [Ta. Tp)

[$*(X) o, P (V) T5] — [£*(Y) T, nP (X) T] (2.24)
(¥ @Tu(X),nP @ T3(Y)] — [ @ Tu(Y),nP @ T5(X)]

[C(X),n(¥)] = [E(¥),n(X)].

Para o caso em que { = 7, segue de (2.24) que

(6, C1(X,Y) = 2[E(X), & (Y)]. (2.25)

Proposicao 2.29. Seja M uma variedade. Dadas & € Q' (M)®g, neQ (M)@ge { € Q'(M)®yg.
O colchete da Definicdo 2.28 satisfaz:

(l) [5717] = _(_l)kl[n7§];
(i) d[§,n] = [d&,n]+ (—D¥[E,dn];
(iii) d* =
(iv) [C,[C,C)] =1[¢,¢].¢] =
Demonstracdo. Seja {Ty} base de g e escreva E =E*QR Ty, N =N*®Ty e { = {* R Ty, onde
EXc Q' (M), n% c Q' (M) e {*c Q(M). Para (i) temos
&0 =&* AP ® [Ty, Tp]
= (—1)MnP A% @ [T, Tp]
=—(=1)!"nP AE* @ (15, Ta]
= —(=1)"[n,¢].
Calculando o lado esquerdo de (ii), segue
d[g,n] = d(E“ANP) ® [Ta, Tp]
= (A& AP + (1) ¢* ndnP) ® [To, Ty]
= [d&, 0]+ (—1)*[§,dn).

O item (iii) vale, pois
A2E=d(dE) =d(dE¥RTy) =d?E¥® Ty = 0.
Finalmente para (iv) temos

[6,18,80) = C¥AEP ALY @ [T, [T, Ty)).
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Note que, para quaisquer i, j,k = 1,...,dimg fixados vale
CINGINEE = LINEENE =N ETA LY
e portanto, pela identidade de Jacobi
C' AN @ ([T [T, T) + [T, [T, T + [T [T, T]T) = 0. O

Proposicao 2.30. Sejam X um campo de vetores horizontal e Y um campo de vetores vertical. Entdo

[X,Y] é horizontal.
Demonstragdo. Por defini¢io existe A € g tal que ¥ = A", O fluxo de ¥ é dado por ¢;(u) = Texp(tA) (1)

pois

5, t:OreXp((s—H)A) (u)

= E t:()rexp(SA) exp(tA) (M)

= 7|, Texoa) (exp(sA))

Texp(sA) (”) '
Pela definicdo da derivada de Lie

d
LyX =Y, X],= a7
d

T dr

=0 d((P*t ) O (u) (X(Pt (u) )

o ACrexpea)anw) (Xow) -

Como d(rexp(-1a))ou () (Hou)P) = HuP' @ Xy, (u) € Ho, (P segue que d(rexp(—14)) o) (Xor)) € HuP
para t suficientemente pequeno. Logo [Y,X], € H,P. O

Teorema 2.31. Sejam X,Y € T, P. Entdo Q e o satisfazem a equagdo de estrutura de Cartan

Demonstragcdo. A demonstracao consiste em considerar trés casos e usar a linearidade de €.
Se X,Y € H,P,entio X =X, Y =Y e ®(X) = w(Y) = 0. Usando a definicdo de Q

QX,Y)=DoX,Y)=dpo(X" Y?) =dpa(X,Y).

Como [0(X),®(Y)] =0, segue a igualdade.
SeXcH,PeY cV,P,temos ®(X)=0e Y =0. Dai

QX,Y)=d,0(X" Y") = dpw(X,0) = 0.

Como [@(X), ®(Y)] =0, basta mostrar que dp @ (X,Y) = 0. Pela Proposi¢do A.3 e usando a Proposi¢ao
2.30 temos
d,oX,)Y)=XoY)-YoX)-o(X,Y])=Xo(Y).
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Como Y € V, P, existe A € g tal que ¥ = A%,. Portanto w(Y) = A, que é constante. Logo X@(Y) = 0
edissodpo(X,Y) =0.
Se X,Y € V,P, entdo XA =0eYH =0. Assim

QX,Y)=dpo(X" Y"¥)=0.

Sejam A, B € g tais que X = Af, e Y = B%,, com @(X) = A e ®(Y) = B. Novamente pela Proposigdo
A3
dpo(X,)Y)=XoY)-Yo(X)—o([X,Y])

= XB—YA— o([A*,B%))

= —o([A,B])

= —[A,B]

= —[0(4%), 0 (B")]

= —[o(X),0(Y)],

onde usamos que [A, B]* = [A*, Bf] provada na Proposicio 1.49. Disso temos novamente a igualdade.
Pela linearidade e antissimetria de Q e do colchete, os trés casos acima garantem a igualdade para

quaisquer vetores X,Y € T, P. 0

Observacao 2.32. Como [@, ®](X,Y) =2[w(X), ®(Y)], conforme (2.25), podemos escrever a equacao

de estrutura de Cartan como

Q=dro+1ilw 0. (2.26)

2.8 Forma local da curvatura

Definicao 2.33. A forma local J da 2-forma de curvatura € € definida por
F:=0"Q,

onde o € I'(U, P) é secdo local sobre uma carta U de M.

Pela equacido de estrutura de Cartan temos

F=0"Q
=o"dpo+ 30" [0, 0
(2.27)
=do*w+ 30" 0,00

=dA+ 1A, Al
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As componentes de I em uma carta U com coordenadas locais x* = ¢(p), onde A = A, dx* e
F= %fﬂw dx* AdxV, sdo dadas por

Sendo Ay, e Fy mapas de U C M em g, entdo podemos escrever
.A” :.AuaTa c :}/ﬂv :g:”vaTa,
onde {7y} € a base de g. Como [Ty, Tg] = fop" Ty, temos
3:’”\/ — SrluvaTa — a“.Av - av./q’u + [-AIJ,‘A\/]
- a“.AvaTa - a\/A“Ta + [A“BTB7AVYTy]
— 8‘u.AvaTa — a\/‘AuaTa "“A“B‘AvnyYaTa.
Assim obtemos

?ﬂva = a'u.Ava — 8\/.A’ua +fﬁya.AuB.Avy.

Teorema 2.34. Sejam U; e U; cartas de M com U;NU; # 0 e sejam F; e F; as formas locais da

2-forma de curvatura L sobre U; e U}, respectivamente. Entdo vale a condi¢do de compatibilidade

?j|P:Adtij(p)*lgdi‘pa VpGU,ﬂU],

ondetij: UiNUj — G é a fungdo de transicdo.

Demonstragdo. Por definicdo JF; = 0;°Q e F; = 0;"Q. Usando a condi¢do (2.6) temos

Fi(X,Y) =Q(d(0)p(X),d(0))p(y))
= Q(d(rtij(P))O'i(P) od(0;)pX, d<rfij(P))Gi(P) od(0i),Y),

onde notamos que o segundo termo em (2.6) € vertical e que  se anula em vetores verticais por

defini¢do. Usando a Proposic¢ao 2.27, temos

Fi(X,Y) = ry,(p) " 2(d(01) pX ,d(07) Y )
= Ad,, ()1 Q(d(0)pX,d(07),Y)
= Ad, (-1 (0" Q)(X,Y)
:Adtij(p),l Fi(X,Y), VX, Y eT,M,p cUnNU,. H
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2.9 A identidade de Bianchi
Teorema 2.35. A 2-forma de curvatura Q € Q*(P) ® g satisfaz a identidade de Bianchi
DQ =0,

onde D é a derivada covariante da Defini¢do 2.24.
Demonstracdo. Pela equagdo de estrutura de Cartan (2.26) e os resultados da Proposi¢ao 2.29 temos

dpQ:dp2w+%dp[a),a)] = [dp 0, ®]. (2.28)
Pela Defini¢do 2.24 da derivada covariante , dados X,Y,Z € T,P,u € P

DQ(X,Y,Z) =dpQ(x? Y 7) = [dp 0, 0] (X", YH , ZH) = 0,
onde observamos que ker w, = H,P. ]
Vamos estabelecer a forma local da identidade de Bianchi.
Teorema 2.36. A 2-forma de curvatura J satisfaz a identidade de Bianchi
DF =0,
onde definimos o operador D: Q"(M) ® g — Q™1 (M)® g por
Dn :=dn+[A,n].
Demonstracdo. Seja o € T'(U, P) uma segéo local. Pela Proposi¢do A.1 temos
oc'dpQ=do*Q=d7.
Por outro lado, da equagdo (2.28)
c'dpQ=0c"[dpw,w| =[dc"w, 0" 0] = [dA,A].
Pela equagdo (2.27)
4T = [dA,A] = [F— 314, AL A] = [F,4] - 3[4, 4], 4] = —[4.9],

onde usamos a propriedade (i) e (iv) da Proposicao 2.29. Portanto

DF =dF +[A,F] = 0. 0
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2.10 Conexao e a derivada covariante em fibrados vetoriais as-
sociados

Sejam P(M, G) um fibrado principal com projecao mp, uma carta U; de M e o;: U; — P uma se¢@o
local sobre U;. Considere a trivializagao local canonica ¢;: U; x G — 7, ! (U;), tal que ¢;(p,e) = oi(p).
Além disso, seja ¥: [0, 1] — P o levantamento horizontal de uma curva y: [0, 1] — M, cuja a imagem
estd contida em U;, com ¥(0) = pg e 7(0) = uo.

Vimos na Sec@o 1.2.6 que associado a P, existe um fibrado vetorial E = P X, V com proje¢do
mg, onde V € um espago vetorial de dimens@o finita sobre K=R ou Ce p: G — GL(V) é uma
representacdo de G.

Dada uma secéo local s € I'(U;, E), pela Proposicéo 1.76, existe & : U; — V suave tal que

s(p) = [oi(p), & (p)]-

Como os elementos de E sdo da forma [u,v] = {(ug,p(g)"'v): g € G}, e ¥(t) = o;(y(t))gi(t),
onde g;: [0,1] — G é obtido como solugdo de (2.20), obtemos

s(v(®)) = [¥(@),n(v(1))],
onde 1(¥(¢)) = p(gi(t))"'&(y(¢)). Com a notagio acima, definimos o seguinte.

Definicao 2.37. A derivada covariante da se¢ao s ao longo da curva y em pg = y(0) € M é definida

por
- d

7/(0)7 E

sz = |:
onde X = ¥/(0) é o vetor tangente a ¥(¢) em py.

Observamos que Vys nio depende do levantamento horizontal de y. De fato, se 6 € outro levanta-
mento horizontal de 7, entdo, pela unicidade, existe a € G tal que que 6(0) = ¥(0)a e, pelo Corolério
2.16, 8(t) = y(t)a, para todo € [0, 1]. Como

[6(1),p(a)~'n(¥(1))] = [¥(1)a, p(a)~"n(¥(t))] = [¥(z),n (7(1))]

temos
500, 5| _pt@ oy =[50 p@ 15| nro)
- [0y, 4 nro)]
= [0, |_noro)
= Vys.

Disso temos que Vys depende apenas do vetor tangente X da curva ¥ no ponto py = ¥(0) e da
secdo s € I'(U;, E). Mais ainda, a definicdo da derivada covariante depende apenas da curva y e da

1-forma de conexdo @ € Q! (P) ® g que é responsavel por determinar o levantamento horizontal 7.
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Definicao 2.38. Dizemos que uma sec¢do s € transportada paralelamente ao longo de y se n(y(t)) é

constante.

Observacao 2.39. Um argumento idéntico ao feito para a derivada covariante mostra que a definicao

de transporte paralelo, dado pela Defini¢ao 2.38, ndo depende do levantamento horizontal da curva 7.

Seja X € X(M), entdo Vx leva uma se¢do s € I'(M,E) em uma se¢io Vxs € I'(M,E) dada por
Vxs(p) = Vx,s o que define um mapa Vx : T'(M,E) — ['(M, E).

Vamos ao ponto central dessa secao.

Definicao 2.40. Uma conexdo em um fibrado vetorial E associado ao fibrado principal P(M,G) é um

mapa
v: QYE) - QYE)
s+ Vs,

tal que, para todo X € X(M),
VS(X) (p) = VXps7

onde estamos denotando
QUE)=T(M,E) e QYE)=TWM,T*"MQE)=Q'(M)®T(M,E).
Proposicao 2.41. Seja V: Q°(E) — Q!(E) uma conexdo. Entdo:
(i) Vx(aisi+azxsz) =aVxsi+axVxsa;
(ii) V(ais) +axsy) =a1Vsy +ax Vs,
(i1]) V(a4 x,+a:%,)8 = a1Vx, 8+ a2Vx,s;
(iv) Vx(fs)=X(f)s+fVxs;
(v) V(fs)=df s+ fVs;
(vi) Vyxs = fVxs,
onde X € X(M), aj,a; €K, s,s1,5 € QO(E) e feC*(M).
Demonstragdo. Fixe s;(y(t)) = [7(t), m(y(1))). i=1,2es(y(t)) = [7(t),n(¥(1))). Temos
ars1(Y)(t) + axs2(¥(1)) = [¥(t), a1 (v(1)) + a2n (v(1))].

Dai

Vatarsi +axsy) = [FO). G (@m (1) + aama(ro)]

= a {7(0) 4 m(y(t))] +a; [7(0), %\I_OnzW(t))]

" dt
=a1Vxs) +ayVxsa,

t=0
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o que prova (i).

Para provar o item (ii), considere X € X(M). Do item (i) temos
V(a1s1 -+ a2S2) (X) (p) = a1VXpS1 + 612VXPS2 = (a1Vs1 + a2VSz)(X) (p),

portanto V(ays; +azsy) = a1 Vs +axVsy, isto é, (ii) é valido.
Sejam curvas 1, %,y em M tais que ¥ (0) = %(0) = 7(0) = pe ¥,(0) = X1, %(0) =X» e Y (0) =
a1 X1 + axX,. Considerando 7;,7% € 7 seus respectivos levantamentos horizontais tais que ¥ (0) =

72(0) = ¥(0), temos

Vst = | 7O ] nr0)]
—a 700, ] nn@)] +ex 701 5| nomi)]
—a [0 5| )]+ RO 5| nowo]
=a1Vx,s+ayVy,s,
0 que prova (iii).
Para provar (iv) basta notar que
(f5)(v(0)) = f(y(0)s(y(z)) = [¥(1), (Sn) (¥(1))]-
Logo, dado X € X(M)
~ d
V£s)(p) = Vi, (1) = [0, 5| _ rmo)]
=4, 08) ) (p))+.1(7) [70). | _ ()]
=dfp(Xp)s(p) + f(P)Vx,s
= (df(X)s+fVxs)(p)

e assim Vx(fs) =d f(X)s+ fVxs.
Pelo item (iv) temos, para qualquer X € X(M)

V(fs)(X) = Vx(fs) = (df(X)s+ fVxs) = (df @5+ fVs)(X)

e entdo temos (V).
Por fim, se ¥; e 9 sdo curvas em M tais que % (0) = %(0) = p e 7{(0) = X,, e 5(0) = f(p)X,,

onde X € X(M) e ¥, i=1,2, sdo os respectivos levantamentos horizontais, tais que ¥ (0) = %(0),
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entao
Vixs(p) =Vip)x,s
~ d
— |B0). 4 nn)]
= [12(0),dnp(f(P)Xp)]
— 1) |70, 5] _nno)
= f(p)Vx,s

= (fVxs)(p),
ou seja, Vrxs = fVys. [

2.11 Forma local da derivada covariante

Considere a notacio utilizada na secio anterior. Seja eq (p) := [0i(p),eq"] a segdo de E, onde eg”

é 0 o-ésimo vetor da base de V, onde (e4°)P = 848 . Temos

ea(¥(r)) = [0i(¥(1)),ea’] = [V(1)8i(1) ™ ea’] = [¥(1), p(8i(1) ' ea’].

Calculando a derivada covariante de e, temos

Ve = [0, 5| _plei) e’
d

B [7(0)7 dpgi(0)71 Odlgi(o) (E t:Ogi(r)> €a0} 7

onde 1 denota a operacdo de inversdao do grupo de Lie G. Como observado na demonstragdo do

(2.29)

Teorema 2.15, sempre podemos considerar g;(0) = e. Visto que d1, = —id e ¥(0) = 6;((0)), temos

que a equacgao (2.29) acima se torna

Frea = [0, 4. (2] ) ]

= [61(7(0)), dpe(d(re)e Aip(X))ea]
= [6i(1(0)), dpe(Aip(X))ea]
onde usamos a equago (2.20). Como A; € Q' (U;) @ g, podemos escrever A; = A, * dx# @ Ty, onde

Aiy® € C*(U;). Pondo X = X“% = %%, temos, de (2.30), que

Vxea = [0i(7(0)), dpe(X* Ay, Ty)e]
= [6i(1(0)), X* Ay, dpe(Ty)ea’]
= X*Aiy " [01(7(0)), dpe(Ty)ea’]

onde usamos que a estrutura de espaco vetorial em cada fibra E,, x € M, é dada pela equacao (1.24).

(2.30)

Como dp,: T,G = g — End(V) = gl(V) e V € espaco vetorial de dimensao finita sobre K, podemos
escrever
dpe(Ty)eq” = dPe(Ty)ﬁaeﬁ0~
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Portanto,
dx*

Wﬂiﬂ‘pﬁaeﬁ, (2.31)

Vxeq :Xu‘AiMpydpe(TY)ﬁa [@(7(0))7 eﬁo} =
onde definimos
AP o = AT dpe(Ty)P . (2.32)
Considerando X = ﬁ, a equacdo (2.31) da
V o ea= A’ acp.
dxH
Como A; = A;* ® Ty, A;* € QL(U;) temos
dpo (AT ®Ty) = AT @dp(Ty) = AP o = (AT @dpe(Ty)) 4,
que esta de acordo com (2.32). Assim, conforme (2.31), temos

Veq = AP q@ep. (2.33)

Proposicao 2.42. Seja s(p) = [0i(p), &i(p)] = &E*(p)eq uma se¢do de E definida em um aberto
U; C M, onde &;: U; — V é dada por &(p) = E%(p)es” e E* € C(U). Entdo

Vs = [ai(0), dp. (GO + 5| &)

dt li=0
_dxt &P
T odr (a w6 A “) “B-

Logo,
Vs=(d&P + &% AP o) @ ep. (2.34)

Demonstragdo. Um calculo direto mostra
- J )
Vas = [atr0). 4 plat o)

Ez:O
= [ox70). dpelA )&M) + plei0) ) 2

= [ai0) ap. (A& 0N+ | &)

onde notamos que g;(0) = e e como p é um homomorfismo de G em GL(V), entdo p(g;(0)~!) =1,

)]

dt

=0

sendo I € GL(V) a matriz identidade. Isso estabelece a primeira igualdade.

Para a segunda igualdade podemos continuar o calculo acima. Porém faremos uso de alguns
resultados vistos anteriormente. Pelas propriedades (i) e (iv) da Proposi¢do 2.41 e da equagdo (2.31),
temos

Vxs = Vx(&%eq)
=X (&%) +&"Vxeq
_ 9&"‘

dxt
Xuea + giafﬂiuﬁaeﬁ

dx” & o
T odr <8x o A “)eB
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Para provar a tltima igualdade, usamos os itens (i) e (v) da Proposicdo 2.41 e a igualdade (2.33).

Temos
Vs =V({%q) =d&% @eq+EqVeq
=d&+EYAP D ep
z(déiﬁ+§“ﬂiﬁa)®eﬁ. O

2.12 Curvatura

Como ja vimos, a derivada covariante define um operador
v: QYE) — QY(E).

Vamos fazer uma breve discussdo de como estender o operador V para Q7 (E) e definiremos a 2-forma
de curvatura associada a V. No Capitulo 3 voltaremos a discutir esse assunto.

Sejam 1 € QP (M) e s € Q°(E). Exigimos que
Vin®s)=dn®@s+(—1)’nAVs (2.35)

e estendemos para § € QP(E) por linearidade. Sejam U; uma carta de M e ¢ € I'(U;, P) uma segédo
local. Seja também ey (p) = [0i(p),eq"] € T'(U;, E). Entio

VVeq = V(AP o @ep)
=d(AP o) @eg+(—1) AP 4 A Veg
=d(AP o) @ep— AP o N (ATp @ ey) (2.36)
- [d( Po)+ ALy NAT | @ e
=F P @eg,

onde foram usadas as equagdes (2.33) e (2.27).

Para o caso de uma secdo s(p) = E%*(p)eq(p) de E, temos, da equagio (2.34)

VVs=V(dEP @ep) + V(EXAL @ ep)
= d*&P ®ep —dé&B AVeg —|—d(6§°‘A,ﬁa)®eﬁ —§O‘Aiﬁa/\veﬁ
_ —déﬁ /\Aiaﬁ ®ea+(d2§“/\Aiﬁa+§ad(A,ﬂa)®eﬁ —éaﬂiﬁa /\Aiyﬁ X ey
=X (d(AP o) — ATa NAP ) @ e
= EXAAP Q) + APy NAT L) @ ep
:éa?iﬁa(@eﬁ’

(2.37)

onde novamente usamos as igualdades (2.33) e (2.27). Como veremos no Capitulo 3, o operador

V oV nos permite definir a curvatura associada a V.
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2.13 Conexao que preserva o produto interno

Seja um fibrado vetorial E %, M sobre R com um produto interno, isto €, um mapa suave que para

cada p € M definimos como
g Ep xE, =R
e que € bilinear, simétrico e positivo-definido. Dizemos que g define uma estrutura Riemanniana em

E.

o ~ . T . . ~
Definicao 2.43. Sejam £ — M um fibrado vetorial com um produto interno e V uma conexao em E.
Dizemos que V € uma conexdo métrica (ou compativel com a métrica) se preserva o produto interno,

1.e.,

d(g(s,s")) = g(Vs,s') +g(s, V).
Se V é uma conexao métrica, tomando s = ey € 5’ = eg e escrevendo g(eq,ep) = gqp temos
dgap = e(ATa D ey.ep) +8leaAilp ©ey) = Al agys + A ay.

Observacao 2.44. Da Geometria Riemanniana, se uma conexdo afim V: X(M) x X(M) — X(M) é

compativel com a métrica Riemanniana g, entdo

Mgy =T a8y +T 20 &k

Se tomarmos E = T'M e impondo a condigdo de ser livre de torgdo, i.e., I'*;, =T%,, temos que a

conexao em E se reduz a conexdo de Levi-Civita.

Se tivermos um produto interno definido em E M, podemos considerar uma base ortonormal
{éqa}, ou seja, de modo que g(é¢,ép) = G4p. Entdo, como o grupo de estrutura de E é GLi(RR),
podemos tomar O(k) como grupo de estrutura. Sabemos que a dlgebra de Lie de O(k) é o espago
vetorial das matrizes antissimétricas o(k) = so(k). Nesse caso uma 1-forma de conexio @ € Q! (P) ®

s0(k) e sua forma local A; € Q' (U;) ® so(k) satisfazem
aB = —wﬁa e A,’aﬁ = —A,ﬁa. (2.38)

Teorema 2.45. Seja E I M um fibrado vetorial com produto interno g e V a conexdo associada com

a base ortonormal {é4}, i.e.

Vég =AF o ®ep.
Entdo V é uma conexdo métrica.

Demonstragdo. Como g € bilinear, basta considerar segdes s = féq e s’ = f'ég, onde f, f' € C*(M).
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Temos

Por outro lado
g(Vs,s) +g(s,Vs') = g(Vféa, f'ép) +(féa,V'ép)
=g(df®@éa+ fAiYa @&y, f'eg) +e(féq,df @ég+ f AT R&y)

gldf®@eq, f'eg) +e(fA a®éy, [ eg)

+g(féa,df ®ég) +g(feq, [ATg®éy)
= (df)f @gap + A af @gyp+ fAf) @gap +FfATp @ Lay
= [(dN)f' + f(df)] © Sap
d(ff') @ Sqp,

onde usamos a equagao (2.38). Concluimos que V € conexao métrica.
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CAPITULO 3

Campos de Yang-Mills fracamente estaveis
em S*

Como veremos na Se¢do 3.1, se E € um fibrado vetorial sobre uma variedade Riemanniana com-

pacta M e G um grupo de Lie compacto, definimos o funcional de Yang-Mills por
uag . (fE —R

Vl—)%/ IRV |2 d Vi,
M

onde Gr € o espago (afim) das conexdes em E. O produto interno que determina a norma acima é

induzido pelo trago usual. Mais precisamente
(A,B) = 1t(AToB), VA,B€End(E,), Vx € M.

Podemos entdo estudar quais conexdes V minimizam ¢ e, para isso buscamos por seus pontos
criticos. Um ponto critico V € 6x de % sera chamado Conexdo de Yang-Mills.

O exemplo a seguir ilustra bem o que faremos aqui. Lembre-se que uma superficie parametrizada
regular X : U C R?> — R? é dita minima se sua curvatura média se anula sempre. Além disso, uma
superficie S C R? é minima se cada uma de suas parametrizdes é minima. E possivel mostrar que, se
X: U — R? é uma superficie parametrizada regular e D C U é um dominio limitado em U, entdo X

serd minima se, e somente se, A’(0) = 0 para cada D e toda variacdo normal de X (D), onde

Alt) = /D, JE'G — (F")2dudy

€ o funcional de drea e E', F',G' sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de uma dessas
variagdes normais. Note que isso nos diz que qualquer regido limitada X (D) de uma superficie regular
parametrizada minima X € um ponto critico do funcional de 4rea para qualquer variacdo normal de
X (D). Note, contudo, que tais pontos criticos nio necessitam ser, de fato, pontos de minimo. Contudo,
temos superficies minimas ditas estdveis que, a grosso modo, sdo aquelas que minimizam o funcional

de drea, ou seja, nenhuma varia¢do normal diminui a drea da regido X (l_))

59
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3.1 Configuracao geométrica e o funcional de Yang-Mills

Sejam G um grupo de Lie compacto e P(M,G) um fibrado principal, com proje¢do w: P — M,
sobre uma variedade Riemanniana compacta M de dimensdo n. Considere E = P X RY um fibrado

vetorial associado a P, onde p: G — O(N) é uma representagdo injetora.

Definicao 3.1. Dizemos que f: P — P é um automorfismo interno ou transformagdo de calibre se f

¢ um difeomorfismo tal que
(i) mof=m;
(i) f(ug) = f(u)g, YueP Vgeq.

Denotamos por ¢p o conjunto dos automorfismos internos de P. Com a operac¢do de composi¢do, ¥p

se torna um grupo chamado grupo de calibre de P.

Vamos mostrar algumas outras formas de descrever ¥p. Considere o conjunto
C*(P.G)° = {6 € C*(P,G): o(ug) = ad, 1((u)) = g~ ' o (u)g},

onde definimos a operacao
(6'-0)(u)=0o'(u)o(u), VueP

Nio ¢é dificil ver que C*(P,G)® com a operacdo acima forma um grupo. Se f € ¥%p, entdo para todo
u € P temos, pela hipdtese de que wo f(u) = w(u) e da transitividade da agdo a direita de G em P,
que existe tinico g, € G tal que f(u) = ug,. Assim podemos definir 67: P — G por o7(u) = g,. Por

construgdo oy € suave. Além disso
ugoy(ug) = f(ug) = f(u)g = ucs(u)g.
Visto que a acdo também ¢é livre, temos
or(ug) =g 'op(u)g.

Assim oy € C*(P,G)°. Por outro lado, dada 6 € C*(P,G), defina f(u) =uc(u). Note que Tof =7

(ver Proposi¢do 1.71). Além disso

flug) = ugo(ug) = ugg™'o(u)g =uo(u)g = f(u)g,

ou seja, f € ¥p. Isso nos d4 a identificacio ¥p = C*(P,G)C.
Agora considere o fibrado de grupos Gp := P X ,q G, onde ad é o mapa definido em (1.5). Dada
s € I'(Gp), podemos definir 6: P — G colocando s(7(u)) = [u, o (u)]. Visto que w(ug) = m(u), entdo

[, 0(u)] = s(x(u) = s(n(ug)) = [ug, o (ug)]
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e dai
[u,0(u)] = [ug,o(ug)] = [u,g0(ug)g '],
ou seja,
o(ug) =g 'o(u)g,

0 que mostra que o € C*(P,G)®. Reciprocamente, dado 6 € C(P,G)Y, defina s € T'(Gp) por s(x) =
[u,(u)], onde (1) = x. Precisamos verificar que s nio depende do u € P escolhido. Se v € 7! (x),

entdo pela acdo a direita ser livre e transitiva, existe tnico g € G tal que v = ug. Dai

[v.o(v)] = [ug, o(ug)] = [ug.g~ ' o(u)g] = [u, 0 (u)].

E claro que s definida acima é suave e dai s € ['(Gp). Isso nos d4 a identificagio I'(Gp) = C=(P,G)C.

Definimos em I'(Gp) a operagdo

(s'-5)(x) = [p,0'(p)-o(p)] YxeM.

Podemos relacionar ¥p a dlgebra de calibre &p que é o conjunto das se¢des suaves do fibrado de
algebras de Lie gp := P X aq 9, onde g € a dlgebra de Lie de G e Ad € a representagdo adjunta definida

em (1.6). Seja exp: g — G o mapa exponencial. Podemos definir
expp: gp — Gp
[, X] — [u,exp(X)].

Além disso, o mapa expp induz o seguinte mapa exponencial
epp: Bp — 9p 3.1)

definido por expp(s)(p) = expp(s(p)), para todo p € M, com s € Gp.

E possivel escrever %p e & p em termos do fibrado vetorial E associado a P. No que segue daremos
uma ideia de como isso pode ser feito.

Considere O o fibrado sobre M cujas fungdes de transicio sdo os mapas ado p o 8ap, Onde
ad: O(N) — Aut(O(N)) é dado por ads(B) = ABA™! e gop sdo as fungdes de transi¢do de P. Note
que a fibra em x € M é formado pelas transformacgdes ortogonais de E,. Defina o mapa

Z: Gp — Og
[p.8] = [7(p),p(g)]-

Note que

£ (ph,ady-1(8)) = [m(ph), p(h~'gh)] = [x(p),ady 1 (p(8))] = [m(p).p(8)],

ou seja, .Z estd bem-definida. Temos também que .Z" € homomorfismo (fibra-a-fibra) injetor. De fato,

se [p,g] = [g,h], entdo existe Gnico a € G tal que g = pa. Logo podemos escrever [q,h] = [pa,h] =
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[p, 1], com i = ad,(h). Assim

Z(Ip,g)-[p,H]) = Z([p,gh]) = [(p),p(gh)]
= [x(p),p(8)]- [7(p),p(h)]
=Z(p.g)-Z(p,h).

Para a injetividade, suponha que .Z([p,g]) = -Z([p,/']). Entdo Z(|p,g]) - L ([p,h'])) ! = [x(p),In].

Assim temos que p(gh'~') = Iy = p(e). Lembre-se que p é injetor, logo g = 4’. Portanto

[p.8] = [p,l] = [p,ada(h)] = [pa,h] = [q,h].

Conforme a Definigdo 1.59, temos que Gg := .2 (Gp) = Gp.
Analogamente, considere o fibrado sog sobre M com funcdes de transicio dadas por Adop o g, B>
onde Ad: O(N) — GL(soy) é a representacio adjunta. A fibra de sog em x € M é formado pelas

transformacoes antissimétricas de Ey. Definimos o mapa

£ gp — SOE
[P, X] = [m(p),dpeX].

Note que dp, € injetora, visto que expodp, = p oexp, onde exp: g — G e exp: soy — O(N) sdo
os mapas exponenciais que sdo difeormorfismos na origem. Considerando o colchete definido em
gp € s0g ponto-a-ponto, mostra-se, de maneira bastante similar ao caso anterior, que £ é um homo-
morfismo (fibra-a-fibra) injetor. Definimos gg := £(gp). Novamente pela Defini¢do 1.59 temos que
9 = gp-

Assim podemos expressar o grupo de calibre 4p como o espago ¥ das secdes suaves de Gg.

Analogamente, temos que Q (ge) = B € o espaco das segdes suaves de gg.

Observacao 3.2. Note que Gg € simplesmente o fibrado de automorfismos de E sobre M cuja fibra
em x € M € formada pelos isomorfismos de E, tais que sua representacdo local € um elemento de
p(G) C O(N). Similarmente gg € o fibrado de endomorfismos de E sobre M cuja fibra em x € M é

composta dos endomorfismos de E; tais que sua representagdo local é um elemento de d p.(g).

Observacao 3.3. Salientamos aqui que a transcri¢cao das definigdes acima em termos do fibrado veto-
rial E é apenas uma questao de preferéncia. De fato nada perdemos ao usar a Definicdo 3.1. Também
poderiamos ter considerado logo de inicio Gg e gg descritos conforme a Observacgao 3.2 e definido o
grupo (4lgebra) de calibre ¥ (Bg) de E sendo segdes suaves de G (gg). Aqui optamos em seguir

fielmente o caminho feito em [3].

Considere V: Q°(E) — Q!(E) uma conexio, como definida na Segio 2.10.

Proposicio 3.4. Dadas V e V' conexdes em E, entdo V — V' é elemento de Q' (gE).
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Demonstragcdo. Segue da Proposicdo 2.42 que localmente podemos escrever
V=d+dp.oA,

onde A € a forma local da 1-forma de conexdo associada a V. Se V' =d+dp, oA’ é outra conexao
em £, entdo

V-V =dp,o(A-A),
que é (localmente) uma 1-forma com valores em d p.(g), o que prova o afirmado. 0

Definicao 3.5. Definimos o espaco das conexdes em E, denotado por . Pela Proposicdo 3.4, segue

que % é um espago afim sobre Q! (gg), i.e., fixada uma conexio V sobre E, entio
tr={V+A:AcQ'(gr)}.

E possivel provar que

Ty(%%) = Q' (gE).

Como foi prometido na Se¢do 2.12, voltaremos a discutir uma forma de estender a conexdao V
para o conjunto QP (E), p > 0. Lembre-se que exigimos que, dadas 1 € QP (M) e o € Q°(E), seja
satisfeita

Vin®o)=dne®o+(—1)’nAVo.
e estendemos para & € QP(E) por linearidade.
Definimos entio o operador!
dv: QP(E) — Q" Y(E).

Note que por construcio, se ¢ € QU(E), entio d¥ ¢ = Vo.
Definicfio 3.6. Dada uma conexio V sobre E, definimos a 2-forma de curvatura RV € Q?(gg) por

Ryy = [Vx,Vy] = Vixy].
onde X,Y € X(M).

Verifiquemos que de fato RV acima definido é elemento de Q?(gg). Primeiro note dvodvo =
RVo, para o € QO (E). Pela linearidade de RVZ e dvodv, onde ambos sdo considerados mapas de
QO(E) para Q*(E), basta verificar nas secdes e, de E descritas na Secdo 2.11 e vetores da base de

T,M. Sabemos da equacdo (2.36) que dvodVe, =3P, ® eg. Se denotarmos por du € dy dois vetores
da base de T,M, p € M, temos

dVodVe, = ?ﬁa@)eﬁ

1dY ¢ exatamente o operador V estendido as p-formas descrito acima. S6 estamos mudando a notagdo para ficar de
acordo com a literatura.

2RV ¢, por definicdo, a curvatura Riemanniana quando E = T M.
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e dai
dvod" eq(Ou,dv) = <8uflvﬁa — av‘AuBa +-A,uBy-Avya _Avﬁyﬂuya) €g-
Por outro lado,
V&ﬂv&vea = Vaﬂ (.Avﬁaeﬁ)
= a‘u‘Avﬁaeﬁ +Avﬁavau€ﬁ
- 8#.Avﬁaeﬁ +.AvBa.Aluyﬁe/}/
= <a”.Avﬂa +-Auﬁ'y.Avya> eﬁ.
Analogamente,
Vavvaﬂea = (avﬂuﬁa +‘Avﬁ'}/.A‘uya> eﬁ.

Como [dy,dy] = 0, temos que V[, 5,jeq = 0. Disto segue

Rg}havea = (a’u‘Avﬁa +‘A,U.ﬁ’)/‘AVya — aV‘AHBOC _‘AVB’)/‘A‘U,Y(X> eﬁ
ZdVOdvea(a”,av).

Note que FP , é uma 2-forma com valores em d Pe(g) C soy. Da equagdo (2.37) e do que foi feito

acima concluimos que RY € Q?(gr). Temos também que se ¥ € QP (E), entdo

Y \Y%
d”od W(Xl PR 7Xp+2) = Z RXT(1>7XT(2) (ll/ (XT(3)5 s 7X’L'(p—|—2))) . (32)
TESP+2
Da equacdo (3.2) vemos que dvVodV =0 se, e somente se, E € plano, i.e., se, € somente se, a curvatura
RY se anula.
Suponha que E tenha um produto interno (-,-)g preservado pela conexdo (ver Sec¢do 2.13). Para

cada x € M definimos um produto interno em A? TM & E por

<W7 (P> = Z <W(€i1 yee 7eip)7 (p(eil yee 7eip>>Ev (3.3)
i<<ip
onde (eq,...,e,) é uma base ortonormal de T,M.

Denotemos o elemento de volume invariante de (M,g) por dVy; = +/|g|dx! A--- Adx", onde
|g| = |detguy|. Podemos integrar o produto interno definido em (3.3) sobre M em ordem de obter o

produto interno
(v, 0)2 = /M (w,0)dVi, (3.4)

onde v, ¢ € QP(M,E). Note que M sendo compacta, a integral em (3.4) estd bem-definida. Com este

produto interno definimos o operador adjunto de d¥
§V: QFTYE) — QF(E)

dado pela equacao

@y, 02 = (v, 8% ).
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SejaD: X(M) x X(M) — X(M) a conexdo de Levi-Civita em TM, i.e., D ¢ uma conexao métrica
(ver Definigdo 2.43) e livre de torsdo, ou seja, DxY — DyX — [X,Y] = 0, para todos X,Y € X(M).
Podemos estender D para qualquer fibrado tensorial, em particular para A? T*M?>. Com a conexio V
em E podemos definir uma nova conexdo V em \” T*M ® E sendo o produto tensorial dessas duas

conexdes. Mais precisamente
Vx(n®o):=(DaV)x(n®o)=(Dxn)®c+n®(Vxo),

onde X € X(M), n € Q”(M) e 6 € Q°(E). Com a conexdo V temos as seguintes expressoes para d*
edY

p R — o~
&V oXo,....Xp) = Y. (=1 (Vx,0) (X0, X, ... Xp), (3.5)
k=0
8V o(X1,. . Xp 1) ==Y (Ve,0) (e, X1, .., Xp 1), (3.6)

j=1
onde ¢ € QP(E) =T'(A\PT*"M®E), X;c TM, i=0,...,p e (ey,...,e,) é uma base ortonormal
de T,M.
Dada uma conexdo V em E, definimos uma conex@o em gg por

Vip)=1[V,9l, 3.7)
onde ¢ € Q°(E). A equagio (3.7) significa que, dada o € Q°(E), entdo
V(g)o =V(p(0)) - ¢(Vo).
Similarmente definimos a curvatura associada a essa conexao dada pela equacao (3.7) por
Ryy(9) =Ry y. 9] (3.8)

Vamos definir um produto interno no fibrado gr dos endomorfismos antissimétricos de E. Dados

x € M e endomorfismos A, B € End(Ey), estabelecemos
(A,B) == Ju(AT oB), (3.9)

onde tr € o traco usual. Com a conexao definida por (3.7), o produto interno definido por (3.9) e a

discussdo feita acima, temos a seguinte sequéncia de operadores em gg

0 v & 5 dv
Q(gr) == Q' (98) == Q" (9r) =— -~
§v §v sv

Agora descreveremos a a¢do do grupo de calibre ¥ em %%. Dado g € ¥, onde estamos conside-

rando g sendo um automorfismo de E, e seja V € 6. Definimos
V8:=goVog,

ou seja, se 0 € QU(E), entdo
VE(6) =g(V(g~'(0))).

3Para uma demonstracdo ver [6, pg. 95, Proposition 4.15]
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Proposicao 3.7. V& definida acima é uma conexdo em E.
Demonstragdo. Vejamos que V¢ é R-linear. Sejam aj,a; € Re 01,0, € Q°(E). Entio
Vé(ajo1+ar0n) =g (V(g_l(a161 —|—a262)))
=g (V(aig ' (01) + g™ (02)))
=aig (Vg '(01))) +axg (Vg '(02)))
=aVé(oy)+a,Vé(0n),

onde notamos que a;g~ ' (0;) € QY(E), i =1,2.
Falta verificar que vale a regra de Leibniz. Seja f € C*(M) e 6 € Q(E). Assim

VE(fo) =g(V(g~'(fo)))
=¢(V(fg~'(0)))
=g(df (g () + V(g '(0)))
—df@o+fg(V(g ()
=df®oc+ fVéo. O

Proposicdo 3.8. Dada V € €5 e g € 9, entdo RV = goRY og™ !,

Demonstracdo. Sejam X,Y € X(M). Por um célculo direto temos
RYy = [V4.VE -V,
=goVxog '(goVyog ') —goVyog '(goVxog ') —goVixyog!
=goVy(Vyog ') —goVy(Vxog ') —goVixyog™
=go[Vx,Vylog ' —goVixyjog '
=g ([Vx,Vy] = Vixy) 08"
:goRVogfl. [
Pela equacdo (3.1) e o fato de ¥p = 9 e &p = G, temos definido um mapa

erpp: B — Y.

Também vimos que Q°(gr) = &g e Q°(Gg) = Y. Seja 0 € G e considere a curva g(t) = expg(t0)

em %. Entao

d d
— wve == )oVog(t)™!
dt l1=0 dt t:Og( )O og()
= Jil—o expp(to)oVoerpg(—to)

=d(ezpg)o(0)oVo (e?pE(_tG) ‘,—o)

+ (echE(tG)‘ ) oVod(erpg)o(—0)

—60oV—-Voo=—[V,0]=-V(o)=—-d" (o),
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onde usamos que d(expg)o = id e a equagdo (3.7). Isso mostra que o espaco tangente a O(V) =
{V&: g € Y} (a brbita de V pela agio de ¥ em %) em V, sendo subespago de Q! (gg) = Ty x, é
dada pela imagem de d¥: Q%(gr) — Q'(gg). Dizemos que as conexdes da forma V&, com g € ¥,
sd0 conexoes de calibre equivalente.

Como (ker8Y)*t = d¥(Q%(gg)), entdo temos naturalmente que ker 8" é subespago transversal a
d¥(Q(gr)) em Q' (gp).

Definiciio 3.9. O subespaco ker§¥ C Q!(gr) =2 Ty %% é chamado de espaco de deformagdes infinite-

simais da conexao V.

Lembrando que, localmente, a 2-forma de curvatura RY ¢é dada por F=dA+ %[A,A] e, pelo
Teorema 2.36, dV RY é dada por DF = dF + [A,F] = 0, temos a identidade de Bianchi

d"RY =0. (3.10)
Pela equacdo (3.5), temos que, para quaisquer X,Y,Z € M
0=d"RY(X,Y,Z) = VxR" (Y,Z) + VyR"(Z,X) +VZRV(X,Y). (3.11)
Definicao 3.10. Definimos o funcional de Yang-Mills % : € — R por
(V) =4 [ IRV avis = 4RV
onde

T
V2 \Y% \Y% \% \%
”R H - Z <Reil,ei2’Reil7ei2> :% Z tr <(R€i] 7652> OReil ,6’52) : (3'12)
i1<ip

i1<ip

Pela equacdo (3.3) vemos que

IRY|2dVi = (RV,R¥)dViy = ¥ (RY . RV , )dVi = (R A+RY),

et €i1,€in )" "€y 1€iy
11<1p

onde x: Q*(gr) — Q" *(gg) é o operador Hodge-+ que age trivialmente na parte gz, ou seja, se

® € QM) e o € Qgg), entio (0 ® 6) = (x®) ® 6. Logo podemos escrever

@(V):%/M(RV/\*RV).

Além disso temos a seguinte relacao
6V _ (_1)m(k+1)+1 *dV *.

Um ponto critico V € ¢g do funcional de Yang-Mills é chamada conexdo de Yang-Mills. A
curvatura RV de uma conexio de Yang-Mills é chamada campo de Yang-Mills. Note que o funcional

de Yang-Mills é invariante sob a a¢éio de ¢. De fato, dado g € ¥g = T'(Gg), por defini¢do g,: Ey, —
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E, é um automorfismo para cada x € M. Como discutido anteriormente Gg C Og. Portanto g,” o g, =

id. Pela Proposicdo 3.8, pela equagio (3.12) e que tr(A) = tr(SAS~!) sempre que S € GL,(R), vem

8 — T _
R =4 X, (g0, o0 ") ook, o, 0"

i1<ip
1 V T _pv -1
) Z tr (ngReilveiz OReilveiz ng >
i1<ip
1 V T _pV
2 Z tr (Rei] 1€in oRei,,%)
i1<ip
_ \% \%
- Z <Rei17ei2’Rei17ei2>
i1<ip

V pv v
= (R",RY) = |RY|>

Seja V € %% e considere uma familia suave de conexdes V', t € (—¢,¢€), tal que V' =V, i.e.,

t — V' é suave. Entdo V é ponto critico do funcional de Yang-Mills se, e somente se,

d

- vV =
dt t:Og/( ) =9,

qualquer que seja a familia V. Como %r é um espaco afim, entdo temos V/ =V + A’, para A’ €
Q!(gg) com A? = 0.

Proposicao 3.11. Sejam V € 6z e A' € Q' (gg). Se V! =V + A" é uma familia suave de conexdes,

comt € (—¢,€) e A’ =0, entdo
RV =RV +dv A"+ 1[a",A7], (3.13)
onde definimos 9, W](X,Y) = [¢(X), y(Y)] - [¢(Y), w(X)]. para quaisquer ¢,y € Q' (gr).

Demonstracdo. Sendo % espago afim, basta considerar o caso em que V/ = V+A, com A € Q! (gg).
Sabemos que localmente RY' se expressa por ¥ = d A’ + %[A’ ,A!. Seja B € Q'(gp) tal que A’ =
A +tB dado pela identificacdo gp = gr. Entao

F' =d(A+1tB)+ A[A+1tB,A+1B]
— dA+tdB+ LA, Al + 4([A, B+ [B,A]) + 5[B,B]
— F+1(dB+[A,B]) + 5B, B]
= F+1DB+ 5B, B,

€ portanto
RV =RY +1d"A+5[A,A]
=R" +dv(tA) + L[tA,1A]
=R +dv A"+ 1[A",A"). O
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Teorema 3.12. A primeira variacdo do funcional de Yang-Mills é dada por

d

“ V) — VeV
I (v = (6VR ),

onde A = % Vi,
=0

Demonstracdo. Assim como na proposi¢ao anterior, basta considerar familias suaves de conexao da

forma V! = V +1A, para A € Q!(gg). Pela equacio (3.13) e um cilculo direto

d 1d

- Vt __ \vd
dt 1:0@( ) 2dt <

t=0

Vt
)12

)

Corolario 3.13. V € 6x é uma conexdo de Yang-Mills se, e somente se, SVRY =0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.12, V é ponto critico de % se, e somente se, (§VRY,A) 12 =0 seja

qual for A € Q!(gg). Portanto V é conexio de Yang-Mills se, e somente se, §'RY = 0. O

Definiremos agora dois novos operadores. O primeiro, chamado Laplaciano Hodge-deRham ge-

neralizado, é definido pela expressao
AV :=dV8Y +8Vav: Q(gr) — QP (gk). (3.14)

Diremos que uma forma ¢ € QP (gg) é harménica se AY ¢ = 0. Note que com essa defini¢o, se V
é conexio de Yang-Mills, segue do fato de que d¥ RY = 0= VRV que AYRY = 0 e assim as conexdes
de Yang-Mills sdo aquelas que possuem curvatura harmonica.

O segundo operador, chamado Laplaciano covariante, € dado por
_— }’l —2
ViV = — Zl (Vej,e,¢> , (3.15)
]:
onde
_2 _— — J—
VX7Y = VXVY — VDXY (316)

Definimos V* sendo a L*-adjunta de V. Observamos que V*V é nio-negativo e simétrico, isto é

(0, V'Ve)r = (V9, V)2 = [V9]7. >0

<W7§*v¢>L2 = <vWa§¢>L2 = <§*WW7¢>L27

respectivamente. Além disso ker(V*V) é o espago das formas paralelas, ou seja

ViVo =0 < |[Vo|l2=0 < V¢ =0.
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Observacio 3.14. E possivel mostrar que existe um isomorfismo de fibrado A’ E 2 sog determinado
por
(uAv)(w) = (u,wyv— (v, whu, Yu,v,w € Ex, Vx € M. (3.17)

Tal isomorfismo serd muito importante na Secao 3.2.

3.2 Formulas de Bochner-Weitzenbock

Nesta secdo faremos uma relacdo entre os operadores AV e V*V para p-formas com valores em

g para p = 1,2.
Vamos ao caso p = 1. Seja ¢ € Q! (gg) e defina o operador de ordem zero RY : Q' (gg) — Q' (gr)
por
n
Z e, X (3.18)
onde RY é a curvatura da conexio VemE, X € T,M e (e1,...,e,) é uma base ortonormal de 7M.

Considere a transformacao de Ricci Ric: TeM — T M definida por
n
Ric(X) =Y Ryx.e;, (3.19)
=1

onde R representa o tensor de curvatura riemanniano associado a conexao de Levi-Civita D. Seja
¢ € Q(gr) e defina
(poRic)(X) := ¢(Ric(X)). (3.20)

Vamos usar o seguinte fato nos proximos resultados.
Proposicao 3.15. Para a esfera S" temos Ric(X) = (n—1)X.

Demonstragdo. SejaN: " — S" dado por N(p) = p. Note que dN,, =id. Paracada p € §”, a segunda
forma fundamental é

Pela equacdo de Gauss vemos

(RxyZ,W) = (I(X,W),(Y,Z)) — (I(X,Z),M(Y,W))
= (X, W)N, (Y, Z)N) — ((X,Z)N, (¥,W)N)
= (X, W)(¥,Z) = (X, Z)(Y,W)) (N,N)
= (", 2)X, W) - ((X,2)Y,W)
=((Y,2)X — (X, Z)Y,W),  VX,Y,Z,W € T,S".

Segue que
RxyZ=(Y,Z)X —(X,Z)Y. (3.21)
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Usando a defini¢do da transformacao de Ric

Ric(X ZRXeJeJ Z (ej,e)X XeJ>e])
o (3.22)
=nX—Y Xjej=(n—-1)X
j=1
como afirmado. [l
Teorema 3.16. Para toda ¢ € Q'(gg), temos
AVp =V*Vp + @oRic+RY (). (3.23)
Demonstracdo. Sejax € M e tome X, ey,...,e, € TyM tal que (ey,...,e,) é base ortonormal de T, M.
Podemos estender localmente X a um campo de vetores e (eq,...,e,) a um campo referencial orto-
normal de modo que DX (x) = De;(x) = --- = De,(x) = 0, onde D € a conexdo de Levi-Civita em
TM. Tome ¢ € Q!(gg). Pelas igualdades (3.5), (3.6) e (3.16) temos
V sV v (v
(d*679)(X) = —Vx | L (Ve;0)(e))
j=1
n —_— —_—
= Y k(e 0)(e))
- (3.24)
==Y ((Vre,0)e)+ (Vore,0)(e)))
j=1

,>7

I

|
1=
<
et 1O
&

S
S—
&
~

\H..
—

onde usamos que Dxe ;(x) = 0. Por outro lado

|
(B
<

(8Va")(X) = = Y Ve, (Ve,0)(X) — (Vxo)(e)))

.
I
—_

Il Il
| |
M- T
VRS /: VRS
<
SO
)
<

<
<]

o
s

~ (V.,Vx0)(¢)))

.
Il
R

9)(X)+ (Vb,0,0)(X) — (Ve,x9)(¢)) ~ (Vo x9)(e))  (3.25)

.
I
—_

__ Zl (Vey ;00 = (Ve x9)(e)))
f=
= V*V(P i ej,X(p eJ

onde novamente usamos as igualdades (3.5), (3.6), (3.16) e que DX(x) =0 = Dej(x), j=1,...,n
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Note que, para f € C*(M)

[X.ejlf =X(e;(f) —e;j(X(f))
no(, 0*f  9X;df o 9%f
Zl:( 8x,3x] _8_xja_x,_X8xj8xi)

dX; o
(Z ox; 8xl> f

Visto que
n n aX,
0=D,X =D, ZXe, Z e,—i—Deje, =Y E
segue que gx, =0, i=1,...,neportanto [X,e;] =0, paratodo j=1,...,n. Note que com isso
== == = =2 =2
R x=VeVx—VxVe,~Viyx1= Vo x — Vo (3.26)

Combinando as igualdades (3.24) e (3.25) com as observagdes acima vem

(AVp)(X) = (V'Ve)(X Z (3.27)

j:

Lembre-se que, como ¢(Z) € Q°(gg), entio por (3.8)

RYy(9(2)) = [RYy. @(2)].

Além disso, RV age como derivagio e assim satisfaz a regra de Leibniz

RYy(9(Z)) = (R} y9)(Z) + ¢(Rx .y Z).

Portanto, temos a relacao

(RYy9)(Z) = [RY y. 9(Z)] — 9(Rx y2). (3.28)
Usando (3.28) em (3.27)
(A9)(x) = i( Y 0lei)] — 0(Re, xe))
= (V'Vo)(X)+ R (¢)x + o Z Ry.e))

j=1
= (V'Vo)(X) +RY(¢)x + @ oRic(X),

onde foram usadas as definicoes (3.18), (3.19) e (3.20). Pela arbitrariedade de x € M e X € T,M segue

o afirmado. O]

Corolario 3.17. Se ¢ € Q! (gg) é harménica com relagdo a V na esfera unitdria S", entdo

ViVe=—(n—1)p—R"(p).
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Demonstragdo. Sendo ¢ harmonica, vale AY @ = 0. Do Teorema 3.16 e da expressio (3.22) temos,

paratodoxeMe X € T.M
0= (V'Vo)(X)+@o((n—1)X)+R"(p)x,

(V'V9)(X) = —(n—1)o(x) — R (9)x. 0

Faremos agora o caso para p =2. Seja ¢ € QZ(gE) e defina o seguinte operador de ordem zero
RY: Q% (gr) — Q2(gg) por

= Y (IR x.0(e;: V)] = [RY y (e X)] ) (3.29)
=1
Seja w: X(M) x X(M) — End(TM) linear nas duas entradas. Definimos

(pow)(X,Y) :%Xn: @ej,0(X,Y)e;). (3.30)
Pela Observacao 3.14 temos que A>TM = sory. Assim podemos ver ¢ € Q*(gg) como um mapa
linear ¢: A\>TM — g definido por
PXNY)=09(X,Y). (3.31)
Usando a transformacdo de Ricci (3.19) definimos Ric Aid: N2TM — N°TM
(RicAid)(X,Y) :=Ric(X) AY + X ARic(Y). (3.32)

Usando a condi¢do (3.17) e as igualdades (3.30) e (3.32) obtemos

T
1=

@ o (RicAid)(X,Y) =1 Y o(e}, (RicAid)(X,Y)e;)

~.
[N

I
=
1=

¢(ej, (Ric(X) NY +X ARic(Y))e;)

.
I
—_

I
N[ —
1=

{o(ej,(Ric(X) AY)e;) + (e, X ARic(Y)e;) }

~.
[N

I
=
1=

n
¢(ej, (Ric(X)AY)e;) %Z (ej,X ARic(Y)e;)
J:

.
I
—_

I
N[ —
1=

@(ej, (Ric(X),e;)Y — (¥, ej) Ric(X))

~.
[N

%Zn: ¢(ej, (X,ej)Ric(Y)— (Ric(Y),e;)X)
=1

%Z (ej, (Ric(X),e;)Y) — @(ej, (Y,e;) Ric(X)) }

+3 Z ej, (X,e)Ric(Y)) — p(e;, (Ric(Y),¢;)X) }
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=3 i {o((Ric(X),ej)e;,Y) — o((Y.ej)e;,Ric(X)) }
p=

! fl{<p<<x,e,.>e,.,mc<y>> ~ p({Ric(Y), ¢0e;. X))}
L

= % (p(i(Ric(X),ej>ej,Y) — (p(i<y,€j>ej7RiC(X))}

j=1 j=1

! {¢<i<x,ej>ej,Ric<Y>>—¢<i<Ric<Y>,ej>ej,x>}

j=1 =]
= 3 {p(Ric(X),Y) — o(¥,Ric(X))}
+3{@(X,Ric(Y)) — @(Ric(Y),X)}

onde notamos que @(X,Y) = —¢(¥,X). Em suma
@ o (RicAid)(X,Y) = @(Ric(X),Y) + @(X,Ric(Y)). (3.33)
Teorema 3.18. Para toda ¢ € Q*(gg) vale

AV =V*Vo+ @o (RicAid+2R) +RY ().

Demonstragcdo. Fixe x € M e tome X,Y,ey,...,e, € TuM, onde (ej,...,e,) é base ortonormal de
T:M. Estenda localmente X,Y a campos de vetores e (ey,...,e,) a um campo referencial ortonormal
de forma que DX (x) = DY (x) = Dej(x) = -+ = Dey(x) = 0. Usando os mesmos argumentos da

demonstracao do Teorema 3.16, temos, em x € M

@V 8V ) (X,Y) = (Vx8Y ) (Y) - (Vy8V ) (X)

S (iﬁe,wxem) s (zl <ve_,.<p><e,-,x>)
j= j=
nooo_ _ _ 3.34
=¥ {OTe0)(er 1)~ (Ve 0)(e10) .
2
=- 21 [(Ve,0)e1Y) ~ (77,0,0)(erX) )
2
Analogamente,
(670" 9)(x.¥) = = 1 (T d g)(es X.¥)
-
= Y T (Vo) (K1)~ (Fx0) (e )+ (Tro) (e %)}
m (3.35)
--X {(Ve,Ve,0)(X,¥) = (Ve Vx0) (€, Y) + (Ve, Vo) e, X)
-
= Y {7 0K 1)~ (V] 4 0) s 1)+ (V2 0)(es X))

~.
I
—_
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Somando (3.34) e (3.35) e usando a relacdo (3.26)

(A%) ~Y (Ve X )+ Y (Ve x0— Vi, ®) (e),Y)
j=1 j=1
- (vi,yfp —ﬁi,ejq’) (ej,X) (3.36)
j=1
= (VVQ)X,Y)+ Y {(RY x9)(e),¥) — (RY y@) (e, X) }
j=1

Como ¢(Z,W) € Q%(gg), por 3.8 vale
RY y(9(Z,W)) = [RY.y, (Z,W)],
e visto que RY age como derivacdo, temos a seguinte regra de Leibiniz
RY y(9(Z.W)) = (RYy9)(Z.W) + 9(Rx.yZ,W) + (Z. Rx yW),
obtemos entao
(RY.y@)(Z.W) = [RY y, @(Z.W)] = @(Rx.x Z.W) — @(Z,Rx yW). (3.37)

Usando (3.37) em (3.36)

(A% p)(X,Y) = (Vo) (XY +i{ 52 PlerY)] = (Re,xesY) — @le RexY) |

- Z{ ey @ eJ’X)]_(p(Rej,YejaX)—(P(ej,Rej_‘Yx)}

= (V'Vg)(X,Y) Z{ Yo 9less V)] = RY, v, 0(e),X)] |
+(p(ZRX€,€ja ZRYe]ep Z¢<6j7Rej7YX_Rej7XY>
Jj=1 Jj=1

= (V'Vo)(X,Y) +R(9)x y + ¢(Ric(X),Y)

= (V*V)(X,Y)+%R(9)xy +¢o (RicAid)(X,Y) +2(poR)(X,Y)
= (V*V)(X,Y)+%R(9)xy + ¢ o (RicAid+2R)(X,Y),

onde fizemos uso da identidade de Bianchi
RX7yZ+Ry,ZX —FRZ’)(Y =0

e das equacodes (3.29), (3.30) e (3.33). Como x € M e X,Y € T,M foram tomados arbitrariamente,

segue o resultado. 0
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Corolario 3.19. Se ¢ € Q?(gg) é harménica com relagdo a V na esfera unitdria S", entdo
ViVe=-2(n-2)p-R"(g).
Demonstragdo. Pela equagdo (3.21) e considerando a identificacdo (3.17) temos
RxyZ = (Y, Z)X —(X,2)Y = —(X N\Y)(Z).
Assim, por (3.22) temos
(RicAid+2R)(X,Y) = (RicAid)(X,Y) +2Rx y
=Ric(X)ANY + X ARic(Y) —2X AY
=m—1)XAY+XA(n—1)Y —2X NY
=2(n—2)XNY.
Usando a identificagdo (3.31), vemos que
oo (RicNid+2R)(X,Y) = o(2(n—2)X NY)
=2(n—=2)p(X \Y) (3.38)
=2(n—2)p(X,Y).
Usando que AY @ = 0 e a igualdade (3.38) no Teorema 3.18 vemos que

(V*VO)(X,Y) = —2(n—2)p(X.,Y) =R (9)x y- O

3.3 A segunda variacao do funcional de Yang-Mills

Teorema 3.20. Suponha que V seja uma conexdo de Yang-Mills. Entdo a segunda varia¢do do
funcional de Yang-Mills é dada por
d2
W =0

(V') = / (8Vd" B+RY(B),B)dVy,
M
_d
onde B = 7, t:OV’.
Demonstragdo. Considere a familia de conexdes V! =V +¢B, onde B € Q! (gg). Sabemos da Proposicio
3.11 que RV =RV +td"B+L > [B,B]. Temos

IRV |2, = (RY,RY) > +2t(R" ,d" B) ;> +1*(R ,[B,B]) 2
+12(dVB,d" B) 2 +1°(d" B, B, B]) 2 + % (B, B],[B,B]) 2
Visto que V é de Yang-Mills e dai §VRY = 0, entdo (RY,dV B);> = (§YRY,B),» = 0. Um cilculo
direto mostra que
2

i (V) = L
dt? li=o (V) 2

d Vt
pral L 172
RY,[B, B]>Lz+(de dVB),

= (R
<RV7 [B,B])1> + <5Vde>B>L2
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Por outro lado temos que pontualmente
\% \%
([B,B],R") =Y ([B,B](ei,e}),Rec,)
i<j

= Y ([B(e:), Be))] — [Ble;), B(en)], Ry,

Visto que

(B(ei)B(e))RY,) — tr(Ble;)B(e)RY,)}
= — L{tr(B(e:)B(e))RY, ) — r(B(e))RY, . Ble)))}

ej,ej

= Ltr(B(e:)"[Blej) RY.))

— (B(e:), [B(ej) RV, )

Assim

<[B7B]’RV> = Z(B(ei)v [B(e])’RZ,ejD
L]
:Z<B(ei)7Z[Revj,eivB(ej)]>
Y (Be). RV (B))

= (B,R"(B)).
Concluimos disso que

dZ
| p ) = B).B)+ (674 BB,

= (6Vd"B+RY(B),B) .. O
Os préximos dois resultados sao consequéncias imediatas do Teorema 3.20 e do Teorema 3.16.

Teorema 3.21. Suponha que V seja uma conexdo de Yang-Mills e que 8B = 0, onde B = % A%
=0
Entdo
d2

dt? t=0

¥ (V)= | (77 (B).B)dVi,

onde definimos

V(B) .= AVB+RY(B) = V*VB+ BoRic+2R"(B).
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Corolario 3.22. Supondo as hipdteses do Teorema 3.21 e que Ric = k -id, onde k é uma constante,

entao
d2
dt 2 =0

(V') = / (V*VB+kB+ 297 (B), B) V.
M

Note que na definicio do operador .#V o termo de maior ordem é relacionado ao do operador
V*V (lembre-se que V*V é nio-negativo), logo .7V é eliptico. Além disso .7V é auto-adjunto (pela
definigio de .7V, basta mostrar que (MY (A),B);> = (A,RY(B)),2, para cada A,B € ker 3", que se-
gue por um célculo andlogo ao usado na demonstracdo do Teorema 3.20). Pelo Teorema Espectral
aplicado ao resolvente de .7V, segue que a restricio de .V ao subespaco ker(8") C Q!(gg) possui

autovalores A1 < Ap < --- — oo, 0s quais estdo associados a autoespacos E; . de dimensao finita.

Definicao 3.23. O indice e a nulidade de uma conexio de Yang-Mills V sdo definidas, respectiva-

mente, por

:dim<€BE;L> e n(V)=dim(Ep).

A<0

Defini¢ao 3.24. Seja V uma conexdo de Yang-Mills. Dizemos que V é estdvel se i(V) = n(V) =0,
ie., se

(¥ (B),B)> >0,

para qualquer B € ker(8Y) com B # 0. Dizemos que V é fracamente estdvel quando i(V) =0, i.e.
(Y (B),B)12 20,

para qualquer B € ker(5Y).

3.4 Resultados sobre estabilidade

Definicao 3.25. Dizemos que V € X(M) € do tipo gradiente se
(DxV,Y) = (DyV,X), VX,Y € X(M),

onde D € a conexao de Levi-Civita em M.

Proposicao 3.26. Seja ¢ € Q*(gg) tal que §¥ @ = 0. Dado V € X(M) do tipo gradiente, considere a
contracdo B = iy € Q' (gg). Entdo VB = 0.

Demonstragdo. Fixe x € M e seja (ey,...,e,) um referencial local ortonormal tal que De;(x) = 0,

i=1,...,n. Escrevendo D,V = Z’}Zl ajjej vemos que

D .V, ej Z a,kek7ej Z Ak ek7€j> = dij-
k=1
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Analogamente temos <DejV, e;) = aj;. Usando que V € do tipo gradiente segue que a;; = a;. Por (3.6)

aplicado a B
§"B=—Y (V.B)e;
j=1
n
Z {Ve,(Blej) = B(Dese) §
j=1
ZVej lv(p e]
j=1
n
Z{ (Ve,0)(V,e;) + @(D, Vej)+(p(VDe]eJ)}
= -Y o0 Za],el,ej
j=1 i=1
=—) aij¢(eie;) =0,
i,j
onde usamos que 8V @ =0, a;; = aji e P(ei,e;) = —P(e;, e;). O

A partir daqui estaremos restritos ao caso em que M = §" com a métrica usual. Considere o

seguinte espaco de campos vetoriais de dimensao finita sobre S"
V= {gradf: f=FgeF: R — R é linear}.
Dado v € R"*! podemos definir o campo de vetores
V(x) =v—(vx)x, VxeS"

Seja F: R"™! — R dada por F(x) = (v,x). Note que {(grad F,w) = w(F) = (v,w) para todo w € R"*!
e portanto grad F' = v. Seja f = Fjgn e denote a métrica em §" por g. Como §" C R™*+1 ¢ subvariedade,

temos, para todo w € T,.S"
e(erad f£,w) = w(f) = w(Fign) = w(F) = (grad Fyw)
= ((grad F)T + (grad ), w)
((grad F)",w)
g((gradF)",w),
onde (gradF)" € T,.8" e (grad F)* L T,.S". Logo grad f = (grad F)”. Projetando v em T,S" vemos

que

grad f(x) = (grad F)T (x) =vI =v— (v, x)x =V (x).
Essas observagdes definem um isomorfismo R*+! = 7,

Proposicao 3.27. Todo V € ¥V satisfaz



80 Capitulo 3. Campos de Yang-Mills fracamente estdveis em S*

(i) DxV = —fX,
(i) D*DV =V,
onde D ¢é a conexdo de Levi-Civita da métrica usual em S" e f é como acima.
Demonstracdo. Denote por D' a conexdo de Levi-Civita em R”*!. Temos
DxV = (Dy V)T
= (Dx(v— (nx)x))"

= (Dxv)" — (Dx ({v,x)x))"
= —(X({(vx))x+ (v.x)Dxx)"

—((mX)x+ f0)X (x)"
—((mX)x+ f(x)x)"
=—f(x)X
onde observamos que x € (T.8")* e X € T,.S". Dai temos DxV = — fX, que prova (i).
Para mostrar a validade de (ii), considere (ey,...,e,) base ortonormal de 7,.S" e estenda a um
referencial local ortonormal tal que De;(x) =0, parai = 1,...,n. Por defini¢ao temos
n n
*
D*DV = Z De] ¢ Zl(DejDejV —DDejejV) = — ZID D,V
Jj= Jj=

Fazendo uso do item (1)

n n

DDV = YD) = R (e e+ e = B er(ine

Jj=
n
(ve;)e Z

—_

]

||

—

J

Teorema 3.28. Seja ¢ € .Qz(gE) harmonica, ou seja, dv 0= 5Vq0 = 0. Defina a forma quadrdtica
Qp em ¥ associada a ¢ por

d2
W =0

Q‘P(V) = @(Vt),

onde V' =V +t(iy @). Entdo
(Qp) = 2(4—n) /San)szvSn.

Demonstragcdo. Sejam @ € QZ(gE) como no enunciado e V € #. Pelo item (i) da Proposicao 3.27,
dados X,Y

(DxV,Y) = (-fX.Y) = —f(X,Y)
(DyV,X) = (=fY,X) = —f(¥,X),
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i.e., V € ¥ é do tipo gradiente. Pela Proposicio 3.26 segue que 8" (iy@) = 0, para todo V € #. Do

Teorema 3.21 vem
0oV) = [ (7" (ive).ivg) Vs
e portanto escrevemos

() = [ r(gg)dVor

onde definimos g (V) := (Y (iy ¢),iv ). Fixemos x € S" e seja (ey,...,e,) uma base ortonormal
de 7,8". Considere (&, ...,&,) uma base ortonormal de ¥ adaptada ao ponto x € S* que, via o
isomorfismo R"! = ¥ estd em correspondéncia com a base ortonormal (x,ey,...,e,) de R*+!,

Assim temos as igualdades
& (x) =x— (x,x)x =0,
gi(x)=ej—(ej,x)x=ej, j=1,...,n.

Note que (&j,...,€&,) forma um referencial ortonormal local em uma vizinhanga suficientemente pe-

quena de x satisfazendo Dg;(x) = 0. Considere X =Y, a;€;. Entao

M=

(V*V(ive))(X) = We,,g,( ive))(X)

~.
Il
—

Ve Ve, (iv ) (X) ~ (Vo e, (iv9)) (X) }

X
= ¥ {VaTeivo) () - (Vaiv o) 0e )

M= uM: ||M=

{Vej(ve,(lV(P( )) —iv@(De; X)) — Ve;(ivp(De; X)) +iv9(De;De; X) }
1

.
I

||
M=

{Vsjvsj (p(V,X)) - 2V, (o(V, Dst)) +o(V, DSjDEjX>}

.
I
_

I|
M:

{Vsj [(Vej(P)(VaX> + (P(DejV»X) +o(V, Dst)]

.
I
—_

- 2[(vgj(P)(V,ngX) + (P(ngV,ngX) + (P(V,ngngX)] + (P(V,ngngX)}

= = Z {(ijvé‘j(P)(VaX) + (§€j¢) (DSjV7X) + (vEJ(p) (V7D5jX) + (vé‘j(p)(DSjvax)
j=1
+ @(De;De;V,X) + @(De;V, D¢, X) + (Ve,0) (V. De,X) + @(De,V,Dg X))

+@(V,Dg,De,X) —2(Ve,0)(V, D, X) —29(Dg,V,De, X )
—20(V,De;De,X )+ @(V, D¢, D¢, X) }

Z Ve, Ve, 0)(V.X)+2(Ve;0)(De,V.X) + @(DeDcV, X)

= (V'V Z Ve,0)(De,V,X)+ @(D*DV,X).
]:
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Usando a Proposicio 3.27 e que 8 ¢ = 0 temos

(V¥ (iv9))(X) = (V'Vo)(V.X) + 2fil<vgj<p><ej,x> L o(v.x)

= (V'Vo)(V.X) —2f(8V9)(X) + ¢(V,X)
= (V*Vo)(V,X)+o(V,X).

—~

J4 vimos que em S” a transformagio de Ricci é Ric = (n— 1)id. Assim, pela defini¢io de .7V temos

ZV(ive)(X) = (V*Viy)(X) + (n—1)iye(X +2Z Ry x,ivo(er)]

(3.39
= (V'Vo)(V.X) +no(V,X) +22[Rz7x,ivfp(ei)]- |
Pelo Corolério 3.19 sabemos que
(V'VQ)(V.X) = —2(n—2)@(V,X) — g{[RZ,v, ¢(er,X)] — Ry x, @ (ei,V)]}.
Disso segue que
SV (ive) (X) = (4—n)ive(X ; (RS x@(er, V)] +[Re, v, @(er, X)]} (3.40)

Notando que em (3.40) o segundo termo € simétrico, enquanto ¢ € antissimétrica, temos que no ponto

x, usando os valores de €;(x), para j =0,...,n

tr(ge) = i(’)<yv(i€j(P)7i8j(P>
=

=@4-n ZZ ¢(gj,ex), p(€j,ex))
]: k=1

=2(4-n) Y lo(e e’
1<j<k<n

=2(4—n)lo|?,

o que conclui a demonstragao. [
Teorema 3.29 (J. Simons). Ndo existe campo de Yang-Mills fracamente estdvel em S" para n > 5.

Demonstracdo. Se V é conexdo de Yang-Mills, entdo RV é harmonica. Fazendo ¢ = RV em (3.40)

com n > 5, vemos que
(Y (iyRY),iyRY) ;2 = (4 —n)(iyRY ,iyR") ;2 <0,

0 que prova o afirmado. 0
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Observe que no caso n = 4, um argumento similar ao usando no Teorema 3.29 nos d4 que, para
¢ € Q*(gr)
(Y (ive),ive) =0

Antes de enunciarmos e provarmos nosso ultimo resultado, vejamos um

Lema 3.30. Suponha que

A~

Z e],X7 ej :0, VX€S4,VX,Y€ES4,

onde RE .= (RY)* (conforme (A.5)). Entdo, para cada x € §*, vale
P

[R§,Y»RZ,W] =0,

para quaisquer X,Y,Z,W € T.S*. Além disso, se Ctxi C (gg)x € a subdlgebra de Lie gerada por R;;L v
X,Y € T.S% entdo

[af,a,]=0.

Demonstragdo. Seja (eq,...,e4) base ortonormal de T,.S* e, por simplicidade, escreva RjE = R;f’ej

Defina, para j,k=1,...,4
[Rjk’Rjk] = [ Rkj7 R ] [R];i;?R_] ij
De 7 =0, temos que };Cjx =0, paracada k = 1,...,4. Logo

0=Ci1+Co+C31+Cqp =Cra+Ci3+Cly,
0=Ci2+Cxn+C3p+Cso = Ci2 + Cr3 + Cog,
0=Ci3+Ca3+C33+Cy3 = Ci3+ o3+ Cay,
0=Cia+Coa+C34+Caa = Cra+ Cog + Ca4.

Das identidades em (A.6) temos

Ci2 = [R},,R,) = [Ry,, —R3) = —[Ry,, R3] = —Caa,
Ci3 = [Rf5,R}3) = R, —Rp] = —[Riy. Ry = —Cos,
C14—[R R ] [R23’ R ] [R2+37R53] —Ca3.

Combinando as igualdades anteriores

Cij=[Rj;,R;;]=0, Vij=1,....,4

Ainda usando as identidades (A.6) vemos também que para i, j, k, [ distintos entre si

R Ry] = R, —R;j] = —C;j = 0.
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Para o caso [R; R, ] com i, j,k distintos, faremos para (i, j,k) = (1,2,3), pois o restante segue de

lj ?
maneira andloga. Observe que

0= 1Ty = [R},,R3] + R}y, R3]

e
0= 114 = [Ry}, Ry] + [R3}, Ray] = —[RYy, Ry3] + [Ry, Ry
Logo [R},,R;;] = 0= [R},,R}3]. O

Teorema 3.31. Qualquer campo de Yang-Mills fracamente estdvel em S* com grupo de estrutura
G =SU(2),SU(3),U(1) ou U(2) é auto-dual ou anti-auto-dual.

Demonstracdo. Considere um campo de Yang-Mills fracamente estdvel como no enunciado. Seja a
forma quadratica

d? .

dr? = Og’/<V )

onde V! = V +1B, com B € Q'(gg). Por hipétese sabemos que .#(B,B) > 0. Além disso, se
7 (B,B) =0e B cker(6Y)(i.e.6VB = 0), segue do Teorema 3.21 que

7 (B,B) =

0=.7(B,B) = (V(B),B),>.

Usando o fato que .7 é auto-adjunto e eliptico, segue que seu resolvente é compacto. Pelo Teorema
Espectral aplicado ao resolvente e a relagio entre seus autovalores e os autovalores de .7V, dado
B € ker(8V), podemos escrever B =Y. j@;&j, onde {&;}; € base ortonormal de ker(8Y) formada de

autovetores associados aos autovalores A; de .7 V. Assim, se B#0
0=(V(B),B)2
V(Z O‘jéj)azaiéihz
Za,ﬁ (). L eusie:
ZA ocj.ﬁj,z o
= ZA «;i(&),6i) 12

—Z)Loc,,

o que implica que A; = 0, para todo i, ou seja, .’V (B) = 0. Como ja vimos, segue do Teorema 3.28
que dada @ € Q?(gg) harménica, entdo . (iv @,iv @) = Qp(V) =0, onde V € ¥ Disso e da discussio
acima temos que .7 (iy @) = 0. Do fato de RY € Q?(gg) ser harmdnica, da Proposicio A.11 temos

que R* = (RY)T e R~ = (RY)~ também sio e disso temos

SV(iyR)=0=SV(iyR™), YWeV.
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Segue da equacdo (3.39) e de que .7V (ixR*)(Y) = 0 que
4 4
V*VRT(X,Y)+4RT(X,Y) + Z R} xRSyl =—2Y IR} xR, y]. (3.41)
i=1 i=1

Note que o lado esquerdo de (3.41) é antissimétrico em X e Y. Por outro lado, o lado direito €

simétrico. Para ver isso, seja (e, ...,e4) base ortonormal de T.S*. Entio

4
Z ej,ep? ej 6‘2 [R€3 ey e'; 62] + [R84 e ,Re4 62] (342)
Usando as identidades (A.6), a equacgdo (3.42) se escreve

=R}, R, R’ , R,

ez,eprtres 62] + [ e4.,e1? e4,82]

M#

ej,elv ej 62

.
Il

[-R/. ..R. ,J+|-R ...—R. ]

eé4,6377"7e1,64 e).e3) ep,es
= [R,,

R, ,1+I[R) ., .R, ]

e4,e27"%eq,61 e3,ep) " res,en

4
Z €j,€27 e]vel

Os casos restantes sdao andlogos. Por conta disso temos que

~

Z eX? e, y] =0, VX€S4,VX,Y6TXS4,
j=1

Considere os 4-tensores C* = [R*, R*] com valores em gg dados por

+ + pt
CX,Y.,Z.,W = [RX,Y7RZ,W]7
onde X,Y,Z,W € T,S*. Em componentes temos
(Cﬁ,d)“b = (RS ARG s — (Rig ARS) .

Note que C* sdo funcdes algébricas de R™, respectivamente.

Combinando o Lema 3.30 e a Proposigdo 1.29, segue que, para cada x € S*, temos C;” = 0 ou
C, = 0. Suponha que C;” = 0 e que x seja isolado com relagdo a essa propriedade. Entdo existe um
aberto U € §* tal que x € U e, paratodo y € U \ {x}, tem-se Cy # 0. Mas assim temos que ter C; = 0.
Como x é ponto de acumulagdo de U \ {x}, existe uma sequéncia y, — x e da suavidade de C~ e do
fato de € = 0 para todo n € N, concluimos que C; = 0, isto &, existe aberto U de §* tal que C~ = 0.
Suponha, portanto, sem perda de generalidade, que seja C™ = 0 em um aberto U C S*. Sabemos que

como o Laplaciano AY é operador eliptico de ordem 2, entdio localmente A tem a forma

n 82 n

d

\%

AV = Zal’j—axiaxj +Zbl$ +c.
i,] i
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Sendo R harmdnica, usando a expressdo acima e a compacidade de S* obtemos uma desigualdade,

em cada x € $%, da forma

N 4
A(RD))P <K Y (Z

ki=1 \i=1

IR [

ox!

+|(R+)’<,|2> . ab=1,...,N, (3.43)

onde A é composto da parte eliptica de AV (e portanto é um operador eliptico de ordem 2) e K é
uma constante positiva. Usando as desigualdades (3.43) e o fato de C" ser fun¢io algébrica de R™
obtemos estimativas similares para A((C1)%,). Nessas condi¢gdes podemos aplicar o Teorema de
Aronszajn A.8 para concluir que C* = 0 em §*.

Agora temos que a equacdo (3.41) se reduz a
V*VRt +4R" =0

€ portanto
(V*VRY  R") 2 +4(RT,R") 2 = 0.

Como V*V é ndo-negativo, concluimos que
(R*,R")pp = |R*||}. =0,

o que finalmente nos proporciona Rt = 0 em S*. Logo RY = R, ou seja, RV é anti-auto-dual. [l



APENDICE A

Fatos importantes

Esse apéndice contém alguns poucos resultados basicos que foram usados no decorrer do texto.

A.1 Alguns Resultados basicos

No que segue M e N sio variedades suaves e d: Q" (M) — Q" T1(M), r > 0, é a derivada exterior.
Proposicao A.1. Seja f: M — N um mapa suave. Entdo

d(f*o) = f(do), (A.1)
para toda r-forma @ € Q"(N).
Demonstragcdo. Por linearidade, basta considerar o caso em que @ € Q" (M) é da forma
®=udx" A Adx',

onde u € C*(M). Temos

d(f*@) = d(frudx A--- Adx")
d((uo f)d(x o f)A---Ad(x" o f))
=d(uo f) Ad(x" o f) A--- Ad(x" o f).

Por outro lado
frdo) = f*(d(udx" A---Adx'r))
= f*(dundx A--- Adx")
=d(uo f)Ad(x" o f)A---Ad(x" o f),

o que estabelece o afirmado. 0

87
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Definicao A.2. Sejam X,Y € X(M). Definimos o colchete de Lie de X e Y sendo o campo de vetores
[X,Y] € X(M) dado por
(X, Y]f =X (f) - Y (X)), (A2)
para todo f € C*(M).
Proposicao A.3. Seja M uma variedade suave. Se @ € Q' (M), entdo
doX,Y)=Xo(Y)-Yo(X)—o([X,Y]), (A.3)
para todo X,Y € X(M).

Demonstragdo. Sejam @ € Q'(M) e X,Y € X(M). Escrevendo ® = @, dx* , X = X“% eY =

YV aav , temos

X(o(Y)) = X (@udx"(Y))
XY oy)

(Y"a)v)

xu 9
oxH
= xH ( wv) .
_le
Além disso

<8X“ a)u)
o([X,Y]) = o(XY —YX)

“o(x(r5) - (5%))

B YV 9 , 07 u [9X* 0 y 07 v
_w<(8xﬂ 8x"+Y 8x“8xV>X a (Bx" dxH X dxVIxH 4 )

Analogamente temos

ayv IxXH
_ yH _yVv
=X axﬂw" Y o'?wi“
Logo
X)) —-Y(wX)) —o(|X,Y __8(0,1 XVy# —xHyV
(oY) ~Y(0(X)) - o([X,Y]) = = )-

Por outro lado

X0
= —udxv/\dx“(X,Y)

do(X,Y) 8

8 . E(dx¥ @dx*(X,Y) —dx¥ @dx*(X,Y))

_ oy
oxV

e temos a igualdade desejada. 0

(XVYH* —XHYY)
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Definicio A.4. Sejam f: M — N um mapa suave, X € X(M) e Y € X(N). Dizemos que X e Y sdo
f-relacionados se

dfoX=Yof. (A4)

Proposicao A.5. Sejam f: M — N, X € X(M) eY € X(N). Entdo X e Y sdo f-relacionados se, e
somente se, (Yg)o f=X(go f) paratodo g € C*(N).

Demonstragdo. Seja g € C*(N), entdo go f € C*(M). Se valed foX =Y o f, entdo

X(gof)=d(gof)oX =dgo(doX)
=dgo(Yof)=(dgoY)of=(Yg)of.

Reciprocamente, suponha que, para cada g € C*(N), tenhamos (Yg)o f = X(go f). Visto que

valem
X(gof) =dgo(dfoX),
(Yg)of=dgo(Yof)
e g é arbitrario, segue que d foX =Y o f. [

Proposicio A.6. Sejam f: M — N, X' € X(M) e Y' € X(N), i = 1,2, tais que X' e Y' sdo f-

relacionados. Entio [X',X?] e [Y',Y?] sdo f-relacionados.

Demonstragdo. Seja g € C*(N). Sendo X' e Y' f-relacionados, i = 1,2, entdo, da Proposicio A.5,
temos (Y'g)o f = X'(go f), assim, como Y’ € C*(N)

(Y. ¥2g)of = (¥'(¥?g)of - (Y2(¥'g)of

Usando novamente a Proposi¢io A.5 concluimos que [X!,X?] e [Y'!,Y?] sdo f-relacionados. O

A.2 Teorema de Aronszajn

Definicao A.7. Uma funcdo mensuravel u definida em um dominio D de um espaco euclidiano E de

dimensao n € dito ter um zero de ordem o > 0 em x¢y € D com relagdo a norma p, onde 1 < p < oo, se
/ lulPdx = O(PFM),
|x—xo|<r

Um zero € dito ser de ordem infinita se é de ordem ¢« para todo o > 0.
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Teorema A.8 (Aronszajn [2]). Sejam A é um operador linear diferencial eliptico de segunda ordem

2
+|M(X)|2> :

em um dominio D e, se em algum ponto xy € D, u tem um zero de ordem infinita na norma p = 1,

e K é uma constante positiva. Se u é uma solucdo de

Au(x)P < K (Z

i=1

du(x)
8)6,'

entdo u se anula identicamente.

Observacao A.9. O resultado acima pode ser estendido a um sistema (uy,...,u,) de m fungdes

satisfazendo um sistema de m desigualdades da forma

P <K ¥ (z

=1 \i=1

&u, 2

8x,~

+\u,|2>, k=1,...,m.

Como consequéncia temos 0 mesmo resultado para formas diferenciais harmonicas h;, . ,-pdx" co.odxte
em uma variedade Riemanniana com métrica g; jdx'dx’ uma vez que, em cada sistema de coordenadas

locais, as componentes satisfazem

kl 11 lp 1 Jp
k\/_ Ll] lhll Jp?

\/_8)6

L' 30 todos os operadores diferenciais lineares de ordem < 1.

onde oy

A.3 Fatos algébricos em dimensao 4

Por fim faremos algumas consideracdes acerca de alguns fatos algébricos em dimensao 4. Se M é

uma variedade Riemanniana, a inversa do operador Hodge-x ¢ dado por
= (_1>r(m—r)*,

onde m = dimM. Para o caso em que m =4 e r = 2, temos que o operador x € uma involucao de
N>T*M, i.e., »x = id. Os autovaloes de  so, portanto, A = +1. Podemos fazer a decomposi¢ao em

soma direta
2 2 2
NTM=N\ TMo\ TM,

onde /\i T*M sao os autoespacos associados aos autovalores +1, respectivamente. Isso nos permite
considerar a decomposi¢ao
QX (E) = Q2 (E)2Q (E),

onde E é um fibrado vetorial. Segue daf que dada ¢ € Q*(E), entio
P=0"+0¢, (A.5)

onde pF = J(id )@ e x¢p* = Lo=.
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Definicao A.10. Seja ¢ € Q?(E). Dizemos que @ é auto-dual (anti-auto-dual) se ¢ = @+ (¢7).

Proposicao A.11. Sejam M uma variedade compacta e orientdvel de dimensio 4 e ¢ € Q*(E) sobre

M. Entdo @ é harmonica se, e somente se, (pi sdo harmonicas.
Demonstracdo. Se ¢F sdo harmdnicas, entio
A=A (" +¢ ) =A"(p")+A"(¢p7) =0.
Agora suponha que ¢ é harménica. Aqui temos que §¥ = — dY *. Assim
8Vt =8VxpT = —xd" o,

portanto
dVSV(P—O— — _dv*dV(P+ — *5Vdv¢+.

Analogamente vemos que

dVxd"o =—x5"dV o .
Assim
(dV6Vpt,dV6Ve ) = —(x8VdY o, x6VdY ¢7).
Da mesma forma temos

§VdV o =—xd"8Ve,

logo
(dV8Vet,6VdV o) =—(x8VdV ot ,«xd" 8V ).

Afirmamos que x: Q%(E) — Q?(E) é uma isometria. De fato, dadas w,n € Q*(E)
(x@,*N)dV =+0 A **xN =*x0O AN =N A*0 = (N,0)dV = (w,n)dV,
ou seja, (x®,*N) = (@, n). Juntando todos os resultados acima obtemos

(Aot A9 ™) =0,

isto &, AVt L AVp~. Como0=AYp =AVoT +AVp~, segue que @ sdo harmdnicas. O
Ainda considerando M uma variedade Riemanniana de dimensao 4, seja (0y,...,60s) base dual
(ortonormal) de uma base ortonormal (ey,...,eq) de T.M, x € M. E possivel mostrar que
01 ANBy £ 03N 6y,
0, NO3 04N 0,

WA == PN 2
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formam uma base para /\21 T*M, respectivamente. Seja ¢ € Q?(E). Assim, para cada x € M, escre-

vendo
PE=Q (1N L0 0)+ 05 (01 A E0;A01)+ 07 (01 ABE6;5A64),

obtemos as identidades

+ +
(p€1 €2 j:q)€3,€4’

Py ey = £ 00y 015 (A.6)

+ +
(pel-,€4 - j:(p€27€3'
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