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Resumo

O objetivo desta dissertação é o desenvolvimento teórico do �uxo de Ricci, uma equação diferencial

sobre uma família de métricas riemannianas sobre uma variedade diferenciável arbitrária, e sua utilização

na demonstração do chamado Teorema da Esfera Suave, que a�rma que toda variedade riemanniana

compacta, simplesmente conexa de dimensão maior ou igual a 4, com curvatura seccional pinçada entre

0,25 e 1 é difeomorfa a uma esfera.

Palavras-chave: Teorema da Esfera; Fluxo de Ricci; Curvatura Seccional.
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Abstract

The goal of this dissertation is the theoretical development of the Ricci �ow, a di¤erential equation

over a family of Riemannian metrics on an arbitrary di¤erentiable manifold, and its use in the proof of

the so-called Smooth Sphere Theorem, which states that every compact, simply connected Riemannian

manifold with dimension greater than or equal to 4, with sectional curvature pinched between 0.25 and

1, is di¤eomorphic to a sphere.
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Introdução

Em 1925, o matemático alemão Heinz Hopf demonstrou, em sua tese de doutorado, que qualquer var-

iedade riemanniana tridimensional completa, simplesmente conexa de curvatura seccional constante é

globalmente isométrica ao espaço euclidiano, esférico ou hiperbólico. Esse resultado abriu espaço para

novos questionamentos. Mais precisamente, Hopf conjecturou que uma variedade riemanniana completa,

simplesmente conexa, com curvatura seccional positiva e delimitada em um certo intervalo, era uma

esfera. Essa foi a chamada Conjectura da Esfera Pinçada. Tal conjectura atraiu a atenção da co-

munidade acadêmica no mundo e se iniciou uma busca pela sua demonstração. A primeira descoberta

foi publicada pelo matemático americano Harry Rauch, que conseguiu demonstrar, em 1951, que se uma

variedade riemanniana completa e simplesmente conexa possuísse curvatura seccional (normalizada) entre

0.76 e 1, então a mesma era homeomorfa a uma esfera. Com o passar do tempo, outros matemáticos

buscaram relaxar essa hipótese sobre a curvatura seccional: Em 1960, o matemático alemão Wilhelm

Klingenberg conseguiu um avanço considerável, demonstrando a mesma conjectura, mas com a curvatura

seccional variando entre 0.55 e 1. Logo após isso, Klingenberg e o matemático francês Marcel Berger,

demonstraram que a Conjectura da Esfera Pinçada era verdadeira para a curvatura seccional variando no

intervalo (1=4; 1]. Tal resultado �cou conhecido como o Teorema da Esfera 1/4-Pinçada.

O espaço projetivo CPn munido da chamada métrica Fubini-Study é uma variedade riemanniana que

não é homeomorfa a uma esfera, porém, se KCPn é a curvatura seccional desse espaço, segue que

min
CPn

KCPn =
1

4
e max

CPn
KCPn = 1:

Ou seja, o Teorema da Esfera 1/4-Pinçada era um resultado "ótimo", no sentido de que a hipótese

sobre a curvatura seccional já não podia mais ser relaxada. Uma vez que as condições sobre a curvatura

foram resolvidas, iniciou-se uma busca para tentar "melhorar a bijeção"entre a variedade em questão e

a esfera, no sentido de veri�car se o teorema ainda é válido ao substituír a palavra "homeomor�smo"por

"difeomor�smo", aqui chamaremos esse resultado de Teorema da Esfera Suave. Uma complicação a
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Conteúdo 5

respeito desse problema é que as esferas de alta dimensão apresentam várias estruturas suaves que não

são difeomorfas.

No início da década de 80 que novas estratégias para demonstrações de resultados geométricos de

rigidez foram descobertas graças a introdução do chamado �uxo de Ricci realizada pelo matemático

americano Richard Streit Hamilton (para mais detalhes veja [1]). Nas áreas de Análise Geométrica e

Geometria Diferencial, o �uxo de Ricci é uma equação diferencial parcial para uma família suave a um

parâmetro de métricas riemannianas. Por causa das semelhanças formais na estrutura matemática da

equação, ela é tratada como uma forma análoga à Equação do Calor da Física, no entanto, o �uxo

de Ricci é não-linear e exibe muitos fenômenos não presentes no estudo da Equação do Calor. Ao

longo da década de 80, Hamilton utilizou esse �uxo para demonstrar novos resultados de relevância na

Geometria Riemanniana. Uma das muitas aplicações do �uxo de Ricci foi feita pelo matemático russo

Grigori Perelman, em 2003, na demonstração de um dos problemas mais importantes da matemática: A

Conjectura de Poincaré.

A introdução do �uxo de Ricci feita por Hamilton veio com demonstrações de uma série de resultados

de convergência, principalmente para espaços bidimensionais e tridimensionais e outros resultados parci-

ais em altas dimensões, possibilitando novas estratégias para a resolução do Teorema da Esfera Suave,

principalmente nas dimensões 3 e 4. Foi só ano de 2007 que os matemáticos Simon Brendle (alemão) e

Richard Schoen (norte americano), em parceria, conseguiram arrematar o problema: Brendle e Schoen

conseguiram demonstrar que a positividade da "curvatura isotrópica"era invariante sob o �uxo de Ricci

(Teorema 10.1), resultado esse que foi demonstração também, de forma independente, pelo matemático

vietnamita Luc Nguyen. Além disso, Brendle e Schoen conseguiram relacionar a positividade da curvatura

isotrópica com a positividade da curvatura seccional (Corolário 9.1). Com isso, eles puderam se utilizar

dos cones algébricos, construídos inicialmente pelos matemáticos alemães Christoph Böhm e Burkhard

Wilking, para demonstrar um novo resultado de convergência para o �uxo de Ricci (Observação 11.1). O

Teorema da Esfera Suave é um simples corolário desse resultado.

A monogra�a está dividida em 11 capítulos: O capítulo 1 apresenta a de�nição do �uxo de Ricci,

alguns exemplos que facilitam sua compreensão e por �m, algumas equações de evolução de quantidades

geométricas de uma variedade arbitrária sob uma família de métricas geral, e outras equações para uma

família de métricas que evolue pelo o �uxo de Ricci. Os capítulos 2, 3 e 4 nos mostram as condições

necessárias para que o �uxo de Ricci admita uma única solução em um tempo maximal. O capítulo 5

tem como meta utilizar a convergência C1 de Cheeger-Gromov para demonstrar o chamado Teorema de

Compacidade para Fluxos, que nos diz, sob algumas condições nos tensores de curvatura riemanniana
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e nos raios de injetividade, que toda sequência de soluções completas do �uxo de Ricci possui uma

subsequência convergente para uma solução completa do mesmo �uxo. Os capítulos 6 e 7, através de

um desenvolvimento teórico de certos funcionais, procura demonstrar que variedades fechadas que são

soluções do �uxo de Ricci não colapsam (Teorema 7.1), e provar também que toda solução do �uxo de

Ricci produz uma solução completa (isto é, de�nida em um intervalo ilimitado) do mesmo (Teorema 7.3).

O capítulo 8 apresenta ao leitor a teoria por trás dos cones de Böhm e Wilking, cujas propriedades foram

utilizadas na demonstração do teorema �nal. Já os capítulos 9 e 10 apresentam, através da complexi�cação

de espaços vetoriais, três cones no "espaço das curvaturas", suas propriedades, invariâncias sob o �uxo de

Ricci e sua relação com a limitação da curvatura seccional, uma das hipóteses do teorema �nal. Por �m,

o capítulo 11 tem como meta apenas enunciar e demonstrar o Teorema da Esfera Suave. A monogra�a

possui um apêndice que auxilia o leitor em alguns temas, como a teoria de �brados, noções incomuns de

diferenciabilidade, e de�nições e resultados básicos da teoria da medida, análise funcional e álgebra linear.



Capítulo 1

Introdução ao Fluxo de Ricci

Nesse capítulo, vamos introduzir o conceito de �uxo de Ricci, uma equação diferencial parcial que envolve

quantidades geométricas de uma dada variedade riemanniana. Vamos mostrar alguns exemplos e pro-

priedades para ganhar intuição no assunto. Por �m, vamos buscar entender como algumas quantidades

geométricas (como curvatura riemanniana, tensor de Ricci e curvatura escalar, por exemplo) evoluem

sob uma família suave generalizada de métricas e também, como corolário, sob uma família suave de

métricas que satisfaz o �uxo de Ricci. Algumas das expressões que encontraremos serão muito úteis no

desenvolvimento da teoria, outras servirão para satisfazer a curiosidade do leitor.

1.1 De�nição e Exemplos

Seja M uma variedade riemanniana e considere uma família suave a um parâmetro de métricas rieman-

nianas fg (t)gt2I em M , em que I � R é um intervalo. De�nimos as funções gij : M � I ! R, em

que

gij (x; t) = (g (t))ij (x) = (g (t))x (@i (x) ; @j (x)) ;

onde f@igni=1 é a base coordenada em torno de x 2M .

Além disso, considere uma variedade riemanniana (M; g) e um ponto p 2M . De�nimos o tensor de

Ricci em p como

Ricg : (X;Y ) 2 X (M)� X (M) 7!
nX

i;j=1

gijR (X; @i; Y; @j) 2 R,

em que X (M) é o espaço dos campos vetoriais em M ,
�
gij
�
= (gij)

�1 é a inversa da matriz da métrica

7



1.1. De�nição e Exemplos 8

g e R é a curvatura riemanniana de M (para mais detalhes, veja a expressão (A.13) e a Seção A.0.1).

Quando X = @k e Y = @l, denotamos Ricg (@k; @l) simplesmente por Ric
g
kl.

Com esses elementos bem de�nidos, podemos entender o conceito de �uxo de Ricci, nosso objeto

central de estudo:

De�nição 1.1 (Fluxo de Ricci) Dizemos que uma família a um parâmetro de métricas suaves fg (t)gt2I
satisfaz o �uxo de Ricci (ou evolui sob o �uxo de Ricci) se

@gij
@t

= �2Ricg(t)ij ; (1.1)

onde I é o domínio de de�nição das métricas e Ricg(t) é o tensor de Ricci da métrica g (t).

Como a curvatura riemanniana depende da conexão de Levi-Civita de M (para mais detalhes veja

a expressão (A.13)) que, por sua vez, depende dos símbolos de Christo¤el (para mais detalhes veja a

expressão (A.11)), que dependem da métrica (para mais detalhes veja a expressão (A.12)), vê-se que o

�uxo de Ricci é um sistema de equações diferenciais parciais em fgklgnk;l=1.

Para ganharmos intuição com relação a essa equação de evolução, vamos apresentar algumas soluções

do �uxo de Ricci, começando com variedades riemannianas cuja métrica inicial é Einstein, isto é, uma

variedade Einstein, que é uma importante classe de variedades riemannianas que tem aplicações em física

(teoria da relatividade geral) e matemática. E �nalizando com variedades produto, isto é, variedades que

são produtos de outras variedades.

Exemplo 1.1 (Métricas Einstein) Comecemos caracterizando as soluções do �uxo de Ricci cuja métrica

inicial, g0, é Einstein, isto é,se existe � 2 R tal que

Ricg0 (X;Y ) = �g0 (X;Y ) ;

para todo X;Y 2 X (M).

Considere o seguinte sistema de equações diferenciais parciais:8<:
@gij
@t = �2Ric

g(t)
ij

g (0) = g0
,

onde i; j = 1; :::; n e a métrica inicial g0 é Einstein.

Suponhamos, primeiramente que � 6= 0 e de�nimos g : I ! T 20 (M), isto é, g (t) é um (2,0) - tensor

em M (para mais detalhes veja a De�nição A.10), em que g (t) := h(t)g0, onde h : I ! R+: Notemos que
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g (t) é uma métrica em M , para todo t 2 I, pois g0 o é e h é uma função positiva. Segue da de�nição de

g e do fato de g0 ser Einstein que8<: �2Ricg(t)ij =
@gij
@t = h0(t) (g0)ij =

h0(t)
� Ricg0ij =

h0(t)
� Ric

g(t)
ij

g0 = g (0) = h(0)g0
:

Como � 6= 0 e g0 é Einstein, vemos que a igualdade Ricg0 � 0 é absurda. Portanto existe uma

vizinhança de 0 2 I tal que Ricg(t) não é o tensor nulo.Nessa vizinhança temos o seguinte problema de

valor inicial (PVI) em h: 8<: h0(t) = �2�

h(0) = 1
:

Integrando ambos os lados da equação, vemos que a única solução desse PVI é

h(t) := �2�t+ 1;

em que o domínio de h é um subconjunto de I tal que Ricg(t) não é o tensor nulo e h (t) é positivo, isto

é, um subconjunto de
�
�1; 12�

�
: Neste mesmo domínio vemos que

g (t) = h(t)g0 = (�2�t+ 1) g0

é solução do �uxo de Ricci.

Se � = 0, então Ricg0ij � 0, pois g0 é Einstein. Como Ric
g0
ij = Ric

h(t)g0
ij (para mais detalhes veja a

expressão (A.14)), segue que

Ric
g(t)
ij � 0;

para todo t 2 I. Portanto 8<: 0 = �2Ricg(t)ij = @
@tg (t)

g (0) = g0
.

Assim, g (t) � g0, para todo t 2 I (nesse caso, I = R), ou seja, uma família de soluções do �uxo de Ricci

cuja métrica inicial g0 é Einstein é dada pela expressão

g (t) = (�2�t+ 1) g0:

Pela expressão de g (t), vemos que se � > 0, a variedade encolhe, se � = 0, a variedade permanece
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constante e se � < 0, a variedade expande.

Exemplo 1.2 (Métricas Produto) Sejam (Mn1
1 ; g1 (t)) e (M

n2
2 ; g2 (t)) variedades riemannianas que

são soluções do �uxo de Ricci em um mesmo intervalo I: Segue que

(Mn1
1 �Mn2

2 ; g1 (t) + g2 (t))

é uma solução do �uxo de Ricci. De fato, pela de�nição do tensor de Ricci, pela linearidade do traço e

pela linearidade das métricas, vemos que

Ricg1(t)+g2(t) = Ricg1(t) +Ricg2(t):

Considere uma carta canônica de M1�M2 e denote por f@1; :::; @n1+n2g a base coordenada canônica (em
que f@ign1i=1 é a base coordenada referente a M

n1
1 e f@jgn1+n2i=n1+1

é a referente a Mn2
2 ). Temos três casos:

Se @i; @j 2 TpMn1
1

�2
�
Ricg1(t)+g2(t)

�
((@i; 0) ; (@j ; 0)) = �2

�
Ricg1(t)

�
ij
� 2

�
Ricg2(t)

�
(0; 0)

= �2
�
Ricg1(t)

�
ij
=
@ (g1)ij
@t

+
@ (g2)

@t
(0; 0)

=
@

@t
(g1 + g2) ((@i; 0) ; (@j ; 0))

Se @i; @j 2 TpMn2
2

�2
�
Ricg1(t)+g2(t)

�
((0; @i) ; (0; @j)) = �2

�
Ricg1(t)

�
(0; 0)� 2

�
Ricg2(t)

�
ij

= �2
�
Ricg2(t)

�
ij
=
@ (g1)00
@t

+
@ (g2)ij
@t

=
@

@t
(g1 + g2) ((0; @i) ; (0; @j)) :

Por �m, se @i 2 TpMn1
1 e @j 2 TpMn2

2 , então

�2
�
Ricg1(t)+g2(t)

�
((@i; 0) ; (0; @j)) = �2

�
Ricg1(t)

�
(@i; 0)� 2

�
Ricg2(t)

�
(0; @j)

=
@ (g1)

@t
(@i; 0) +

@ (g2)

@t
(0; @j)

=
@

@t
(g1 + g2) ((@i; 0) ; (0; @j)) :

Ou seja, (M1 �M2; g1 (t) + g2 (t)) é solução do �uxo de Ricci.
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Invariância e Reescalonamento

A curvatura riemanniana de uma variedade riemannianna M pode ser pensada como um valor que mede

a obstrução da mesma de ser localmente isométrico ao espaço euclidiano. Mais ainda, lembremos que

Proposição 1.1 (Invariância por Isometrias) A curvatura riemanniana R é invariante por isome-

trias locais: Considere duas variedades riemannianas (M; g),
�fM; eg� e uma isometria ' : (M; g) !�fM; eg� entre elas. Então '� eR = R, em que R e eR são as curvaturas riemannianas de M e de fM ,

respectivamente (para mais detalhes veja a Seção A.0.1)

Demonstração. De fato, dado x 2M , pelo fato de ' ser uma isometria, vemos que

�
'� eR� (@i; @j ; @k; @l) = eR ('�@i; '�@j ; '�@k; '�@l) = eg � eR ('�@i; '�@j)'�@k; '�@l�

= g
�
'�
� eR ('�@i; '�@j)'�@k� ; @l�

= g
�
'�
�er'�@i

�er'�@j'�@k
�
� er'�@j

�er'�@i'�@k
�
� er['�@i;'�@j ]'�@k� ; @l�

= g
�
'�
�er'�@i'�'

�
�er'�@j'�@k

�
� er'�@j'�'

�
�er'�@i'�@k

�
� er['�@i;'�@j ]'�@k� ; @l�

= g
��
r@i'

�
�er'�@j'�@k

�
�r@j'

�
�er'�@i'�@k

�
� '� er'�[@i;@j ]

'�@k
�
; @l

�
= g

��
r@i

�
r@j@k

�
�r@j (r@i@k)�r[@i;@j ]@k

�
; @l

�
= g (R (@i; @j) @k; @l)

= R (@i; @j ; @k; @l) ;

em que f@igni=1 é uma base coordenada em torno de x 2M:

Segue disso que se ' : (M; g (t))!
�fM; eg (t)� é um difeomor�smo que não depende do tempo tal que

g (t) = ('�eg) (t) e �fM; eg (t)� é solução do �uxo de Ricci, então
@gij
@t

=
@ ('�eg)ij

@t
=

@

@t
(('�eg) (@i; @j)) = @

@t
(eg ('�@i; '�@j))

=
@eg
@t
('�@i; '�@j) + eg� @

@t
'�@i; '�@j

�
+ eg�'�@i; @@t'�@j

�
=

@eg
@t
('�@i; '�@j) = '�

@egij
@t

= '�
�
�2Ricegij

�
= �2'�

�
Treg eR (@i; �; @j ; �)�

= �2
�
Trg'

� eR (@i; �; @j ; �)� = �2TrgR ('�@i; �; '�@j ; �)
= �2Ricgij ;

em que, para a 4a igualdade foi usado que g é um (2,0) - tensor e a Proposição A.7. Ou seja, (M; g (t))

também é solução do �uxo de Ricci, e assim conluímos que o �uxo de Ricci é invariante por difeomor�smos.
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Podemos realizar uma análise das singularidades (se houver) do �uxo de Ricci. A invariância por

difeomor�smos que não dependem do tempo nos permite mudar o sistema de coordenadas: Se g (x; t)

satisfaz o �uxo de Ricci, então g (x; t� t0) também satisfará, para todo t0 2 R tal que t � t0 2 I com

t 2 I: De fato,
@

@t
(g (x; t� t0)) =

@g

@t
(x; t� t0) = �2Ricg(x;t�t0);

para todo (x; t) 2 M � I. Mais ainda, se g é uma solução do �uxo de Ricci e � 6= 0, segue que podemos

de�nir

g� (x; t) := �2g

�
x;

t

�2

�
:

Como �2 > 0, vemos que g� (x; t) é uma métrica, para todo (x; t) 2 M � I. Além disso, g� também é

solução do �uxo de Ricci, pois

@

@t
(g� (x; t)) =

@

@t

�
�2g

�
x;

t

�2

��
=
@g

@t

�
x;

t

�2

�
= �2Ricg

�
x; t
�2

�
= �2Ricg�(x;t);

para todo (x; t) 2 M � I. O principal uso desse reescalonamento é para analisar singularidades do �uxo

de Ricci. Nessas situações, a curvatura riemanniana tende ao in�nito, portanto reescalonamos a métrica

de modo a obter uma curvatura limitada e um limite suave para ela.

1.2 O Laplaciano da Curvatura Riemanniana

Dada uma variedade riemanniana (M; g), o laplaciano do (4,0) - tensor de curvatura (curvatura rieman-

nianna) R é dado pelo seguinte (4,0) - tensor:

�R = Trgr2R;

em que Trg é a contração métrica (ou traço métrico) (para mais detalhes veja a Seção A) e r2 é a segunda

derivada covariante de R (para mais detalhes veja a Seção A.0.1). Agora vamos nos dedicar a encontrar

uma expressão do laplaciano de R que dependa do tensor de Ricci. Essa expressão será utilizada no

cálculo da variação da curvatura sob o �uxo de Ricci. Para fazer isso, comecemos introduzindo os termos

quadráticos Bijkl que serão úteis na simpli�cação dos cálculos.

De�nição 1.2 (Tensor de Curvatura Quadrática) Seja M uma variedade riemanniana. De�nimos
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o tensor de curvatura quadrática como o (4,0) - tensor B 2 T 40 (M), em que

B (X;Y;W;Z) = g (R (X; �; Y;F) ; R (W; �; Z;F)) ;

em que g é um produto interno de tensores de mesma natureza (para mais detalhes veja o Exemplo A.5)

ou seja,

B (X;Y;W;Z) =
nX

i;j;k;l=1

gijgklR (X; @i; Y; @k)R (W;@j ; Z; @l) :

Em coordenadas locais, temos que

X =

nX
a=1

xa@a , Y =
nX
b=1

yb@b , W =

nX
c=1

wc@c e Z =
nX
d=1

zd@d:

Usando essas igualdades na de�nição de B, vemos que

B (X;Y;W;Z) =

nX
i;j;k;l=1

gijgklR (X; @i; Y; @k)R (W;@j ; Z; @l)

=

nX
i;j;k;l=1

gijgklR

 
nX
a=1

xa@a; @i;

nX
b=1

yb@b; @k

!
R

 
nX
c=1

wc@c; @j ;

nX
d=1

zd@d; @l

!

=
nX

i;j;k;l;a;b;c;d=1

xaybwczdgijgklR (@a; @i; @b; @k)R (@c; @j ; @d; @l)

=

nX
i;j;k;l;a;b;c;d=1

xaybwczdgijgklRaibkRcjdl:

Segue disso que

Befgh =
nX

i;j;k;l=1

gijgklReifkRgjhl:

Estamos aptos ao cálculo (e à compreensão da expressão) do laplaciano do (4,0) - tensor de curvatura:

Proposição 1.2 (Laplaciano da curvatura) Em uma variedade riemanniana (M; g), o laplaciano do

(4,0) - tensor de curvatura R satisfaz

(�R)ijkl =
�
r2Ric

�
ikjl

�
�
r2Ric

�
iljk

�
�
r2Ric

�
jkil

+
�
r2Ric

�
jlik

+ 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
nX

p;q=1

gpqRiciqRpjkl �
nX

p;q=1

gpqRicjqRpikl:
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Demonstração. Comecemos mostrando que

�
r2R

�
pqijkl

+
�
r2R

�
pijqkl

+
�
r2R

�
pjqikl

= 0

Como é uma igualdade tensorial (o lado esquerdo é, obviamente, um tensor e o lado esquerdo é o tensor

nulo), podemos prová-la em coordenadas normais. Utilizando a Proposição A.7, concluímos que

�
r2R

�
pqijkl

+
�
r2R

�
pijqkl

+
�
r2R

�
pjqikl

=
�
r@p (rR)

�
qijkl

+
�
r@p (rR)

�
ijqkl

+
�
r@p (rR)

�
jqikl

= r@p

�
(rR)qijkl

�
+r@p

�
(rR)ijqkl

�
+r@p

�
(rR)jqikl

�
= r@p

�
(rR)qijkl + (rR)ijqkl + (rR)jqikl

�
= r@p (0)

= 0;

em que foram utilizadas as propriedades de coordenadas normais na segunda igualdade e a segunda

identidade de Bianchi (para mais detalhes veja a expressão (A.23)) na penúltima igualdade. Segue disso

e da de�nição de laplaciano para tensores (para mais detalhes veja a Seção A.0.1) que o laplaciano da

curvatura riemanniana é dado pela seguinte expressão:

(�R)ijkl =
nX

p;q=1

gpq
�
r2R

�
pqijkl

=
nX

p;q=1

gpq
�
�
�
r2R

�
pijqkl

�
�
r2R

�
pjqikl

�
=

nX
p;q=1

gpq
��
r2R

�
piqjkl

�
�
r2R

�
pjqikl

�
:

Trocando q com j no primeiro termo, concluímos que

(�R)ijkl =
nX

p;q=1

gpq
��
r2R

�
piqjkl

�
�
r2R

�
pjqikl

�
:

Pela expressão (A.13) e pela Proposição A.13, vemos que

(R (@i; @p)R)qjkl =
�
r2R

�
piqjkl

�
�
r2R

�
ipqjkl

,

ou seja, isolando um dos termos do lado direito da igualdade acima concluímos que

�
r2R

�
piqjkl

= (R (@i; @p)R)qjkl +
�
r2R

�
ipqjkl

: (1.2)
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Pela segunda identidade de Bianchi, segue que o segundo termo do lado direito da igualdade acima pode

ser escrito como a seguinte diferença:

�
r2R

�
ipqjkl

=
�
r2R

�
ikjqlp

�
�
r2R

�
iljqkp

:

Tomando a contração métrica (ou traço métrico) e usando a Proposição A.15, temos que

nX
p;q=1

gpq
�
r2R

�
ipqjkl

=
nX

p;q=1

gpq
�
r2R

�
ikjqlp

�
nX

p;q=1

gpq
�
r2R

�
iljqkp

=
�
r2Ric

�
ikjl

�
�
r2Ric

�
iljk

:

Como Rqjkl é uma função suave em M , segue do teorema de Schwarz que R (@i; @p) (Rqjkl) = 0.

Olhando agora para o primeiro termo do lado direito da expressão (1.2), segue da Proposição A.12 que:

(R (@i; @p)R)qjkl = R (@i; @p) (Rqjkl)�R (R (@i; @p) @q; @j ; @k; @l)�R (@q; R (@i; @p) @j ; @k; @l)

�R (@q; @j ; R (@i; @p) @k; @l)�R (@q; @j ; @k; R (@i; @p) @l)

= �R (R (@i; @p) @q; @j ; @k; @l)�R (@q; R (@i; @p) @j ; @k; @l)

�R (@q; @j ; R (@i; @p) @k; @l)�R (@q; @j ; @k; R (@i; @p) @l)

= �R
 

nX
s=1

Rsipq@s; @j ; @k; @l

!
�R

 
@q;

nX
s=1

Rsipj@s; @k; @l

!

�R
 
@q; @j ;

nX
s=1

Rsipk@s; @l

!
�R

 
@q; @j ; @k;

nX
s=1

Rsipl@s

!

=

nX
s=1

�RsipqRsjkl �RsipjRqskl �RsipkRqjsl �RsiplRqjks:

Pela de�nição do (3,1) - tensor de curvatura (para mais detalhes veja a expressão (A.14)), vemos que

(R (@i; @p)R)qjkl =

nX
m;s=1

gms (RpiqmRsjkl +RpijmRqskl +RpikmRqjsl +RpilmRqjks) :

onde usamos que

nX
m;s=1

gmsRpiqmRsjkl =

nX
m;s;a=1

Rapiqg
msgamRsjkl =

nX
s;a=1

RapiqRsjkl�sa =

nX
s=1

RspiqRsjkl:
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Portanto, temos que

nX
p;q=1

gpq (R (@i; @p)R)qjkl =
nX

p;q;m;s=1

gpqgms (RpiqmRsjkl +RpijmRqskl +RpikmRqjsl +RpilmRqjks) :

Vamos tentar simpli�car essa expressão: Para o primeiro termo, temos que:

nX
p;q;m;s=1

gpqgmsRpiqmRsjkl =
nX

p;q;m;s=1

gpqgmsRipmqRsjkl =
nX

p;q;m;s;a=1

gpqgmsRaipmgaqRsjkl

=
nX

p;m;s;a=1

gmsRaipm�apRsjkl =
nX

p;m;s=1

gmsRpipmRsjkl

=

nX
m;s=1

gmsRicimRsjkl

=

nX
p;q=1

gpqRiciqRpjkl:

Para o segundo termo, usando a primeira identidade de Bianchi (para mais detalhes veja a expressão

(A.22)), obtemos:

nX
p;q;m;s=1

gpqgmsRpijmRqskl =
nX

p;q;m;s=1

gpqgmsRpijm (�Rskql �Rkqsl)

=
nX

p;q;m;s=1

gpqgms (�RpijmRskql �RpijmRkqsl)

=
nX

p;q;m;s=1

gpqgms (RpimjRqlsk �RpimjRqksl)

=
nX

p;q;m;s=1

gpqgmsRqlskRpimj �
nX

p;q;m;s=1

gpqgmsRpimjRqksl

=

nX
p;q;m;s=1

gpqgmsRipjmRlqks �
nX

p;q;m;s=1

gpqgmsRipjmRkqls

= Bijlk �Bijkl:

Para o terceiro e o quarto termos, segue que

nX
p;q;m;s=1

gpqgms (RpikmRqjsl +RpilmRqjks) =

nX
p;q;m;s=1

gpqgms (�RipkmRjqls +RiplmRjqks)

= �Bikjl +Biljk:
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Ou seja, de tudo isso concluímos que

nX
p;q=1

gpq
�
r2R

�
piqjkl

=
nX

p;q=1

gpq
�
r2R

�
ipqjkl

+
nX

p;q=1

gpq (R (@i; @p)R)qjkl

=
�
r2Ric

�
ikjl

�
�
r2Ric

�
iljk

+
nX

p;q=1

gpqRiciqRpjkl +Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk:

Analogamente, temos que

nX
p;q=1

gpq
�
r2R

�
pjqikl

=
�
r2Ric

�
jkil

�
�
r2Ric

�
jlik

+
nX

p;q=1

gpqRicjqRpikl +Bjilk �Bjikl �Bjkil +Bjlik

Usando que Bijlk = Bjilk = Blkij ; concluímos que

(�R)ijkl =
nX

p;q=1

gpq
��
r2R

�
piqjkl

�
�
r2R

�
pjqikl

�
=

�
r2Ric

�
ikjl

�
�
r2Ric

�
iljk

+

nX
p;q=1

gpqRiciqRpjkl +Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk

�

0@�r2Ric�
jkil

�
�
r2Ric

�
jlik

+

nX
p;q=1

gpqRicjqRpikl +Bjilk �Bjikl �Bjkil +Bjlik

1A
=

�
r2Ric

�
ikjl

�
�
r2Ric

�
iljk

�
�
r2Ric

�
jkil

+
�
r2Ric

�
jlik

+ 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+

nX
p;q=1

gpqRiciqRpjkl �
nX

p;q=1

gpqRicjqRpikl:

1.3 Variação de Algumas Quantidades Geométricas

Nesta seção, estabelecemos o cálculo da derivada temporal de uma métrica e da conexão de Levi-Civita

associada. A partir disso obtemos expressões variacionais para a curvatura riemanniana e para várias

outras quantidades geométricas.

Seja fg (t)gt2I uma família suave de métricas em uma variedade M . Dados X;Y 2 X (M), de�na

g (X;Y ) : (x; t) 2M � I 7! g (x; t) (X(x); Y (x)) 2 R:

De�nimos a derivada temporal de g (t) como sendo a família de (2,0) - tensores
n�

@g
@t

�
t

o
t2I
, suave no
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parâmetro t, onde �
@g

@t

�
t0

(X;Y ) :=
@

@t
(g (X;Y ))jt=t0 ;

para todo X;Y 2 X (M) (campos vetoriais em M que não dependem do tempo) e todo t0 2 I. Como os

campos não dependem do tempo, a de�nição acima concorda com a Proposição A.7.

Com isso, temos a aplicação

@g

@t
: (X;Y; t) 2 X (M)� X (M)� I !

�
@g

@t

�
t

(X;Y ) 2 C1(M):

Sabemos que, em coordenadas locais, a métrica pode ser expressada por (para mais detalhes veja a

Seção A)

g =

nX
i;j=1

gijdx
i 
 dxj :

Segue disso que
@g

@t
=

nX
i;j=1

�
@g

@t

�
ij

dxi 
 dxj =
nX

i;j=1

@gij
@t

dxi 
 dxj :

Logo, derivar a métrica pode ser tratada como derivar suas componentes de acordo com uma base �xada.

Como a conexão de Levi-Civita pode ser expressada em termos da métrica, segue que ela também

depende do tempo. De modo similar, de�nimos a derivada temporal da conexão r = r(t) fazendo

@r
@t
(X;Y ) :=

@

@t
(rXY ) ;

para todo X;Y 2 X (M) (concordando novamente com a Proposição A.7). Como a conexão satisfaz a

regra do produto, segue que r não é tensor. Porém, de acordo com o próximo resultado, a derivada

temporal de r é um tensor.

Lema 1.1 (@r@t é um tensor) Considere uma família suave de métricas riemannianas fg (t)gt2I sobre

uma variedade diferenciável M e seja r(t) a conexão de Levi-Civita de (M; g(t)) , então @r
@t 2 T

2
1 (M) :

Em outras palavras, apesar de r não ser um tensor (pois vale a regra do produto), @r@t é um tensor.

Demonstração. A linearidade da soma vale devido à linearidade da soma da própria conexão r e

da linearidade de @
@t : Dado f 2 C

1 (M) e X;Y 2 X (M) campos que independem do tempo, segue que:

@r
@t
(X; fY ) =

@

@t
(rX (fY )) =

@

@t
(X (f)Y + frXY ) =

@

@t
(frXY ) = f

@

@t
(rXY ) = f

@r
@t
(X;Y )
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Além disso f sai também na primeira coordenada, pois

@r
@t
(fX; Y ) =

@

@t
(rfXY ) =

@

@t
(frXY ) = f

@

@t
(rXY ) = f

@r
@t
(X;Y ) :

Uma observação relevante a se fazer é que o lema acima vale apenas para campos que inde-

pendem do tempo. O próximo lema nos dá uma generalização do conceito de @r
@t :

Lema 1.2 (Variação da conexão (generalizada)) Considere uma família suave de métricas rieman-

nianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M e seja r(t) a conexão de Levi-Civita de (M; g(t)) :

Se X 2 X (M) é independente do tempo e V : I ! X (M) é um campo que depende do tempo, então:

@

@t
(rXV ) =

@r
@t
(X;Y ) +rX

�
@V

@t

�
:

Demonstração. Fixe um campo X 2 X (M) que independe do tempo. Como rX = r(t)X : X (M)!

X (M), segue que

@

@t

�
r(t)X V (t)

�
= lim

�!0

r(t+�)X (V (t+ �))�r(t)X (V (t))

�
;

ou em uma outra forma de escrever:

@

@t

�
r(t)X V (t)

�
= lim

�!0

r(t+�) (X;V (t+ �))�r(t) (X;V (t))
�

:

Mas temos a seguinte igualdade:

r(t+�) (X;V (t+ �))�r(t) (X;V (t)) = r(t+�) (X;V (t+ �))�r(t+�) (X;V (t))

+r(t+�) (X;V (t))�r(t) (X;V (t))

= r(t+�) (X;V (t+ �))�r(t+�) (X;V (t))

+
�
r(t+�) �r(t)

�
(X;V (t)) :
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Portanto, concluímos que a derivada @
@t

�
r(t)X V (t)

�
tem a seguinte expressão:

@

@t

�
r(t)X V (t)

�
= lim

�!0

r(t+�)X (V (t+ �))�r(t)X (V (t))

�

= lim
�!0

r(t+�) (X;V (t+ �))�r(t+�) (X;V (t)) +
�
r(t+�) �r(t)

�
(X;V (t))

�

= lim
�!0

r(t+�) (X;V (t+ �))�r(t+�) (X;V (t))
�

+ lim
�!0

�
r(t+�) �r(t)

�
(X;V (t))

�

= lim
�!0

r(t+�) (X;V (t+ �)� V (t))
�

+

0@lim
�!0

�
r(t+�) �r(t)

�
�

1A (X;V (t))
= r(t)

�
X; lim

�!0

V (t+ �)� V (t)
�

�
+

0@lim
�!0

�
r(t+�) �r(t)

�
�

1A (X;V (t))
= r(t)

�
X;

@V

@t

�
+

�
@

@t
r
�
(X;V (t)) ;

em que foram usados na penúltima igualdade que � é uma constante, portanto podemos colocá-lo dentro

do segundo argumento de r(t), e que r(t) é suave, logo o limite também entra no argumento.

Mais ainda, gostaríamos de derivar os símbolos de Christo¤el �kij = dxk (r@i@j) da conexão de Levi-

Civita r. Para fazer isso, consideremos então a aplicação

� : X (M)� X (M)� T 10 (M)! C1 (M) ;

em que

� (X;Y; !) := ! (rXY ) ; (1.3)

para todo X;Y 2 X (M) e ! 2 T 10 (M). Notemos que, localmente, �
�
@i; @j ; dx

k
�
é justamente o símbolo

de Christo¤el �kij . Portanto, de modo análogo podemos de�nir a derivada temporal dessa aplicação:

@�

@t
(X;Y; !) :=

@

@t
(� (X;Y; !)) ;

para todo X;Y 2 X (M) e ! 2 T 10 (M). Como veremos, tal derivada temporal é um tensor:

Proposição 1.3 (Variação de gama) Considere uma família suave de métricas riemannianas fg (t)gt2I
sobre uma variedade diferenciável M e � a aplicação de�nida pela expressão (1.3). Então @�

@t é tensorial.
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Demonstração. De fato, temos que a aplicação � se resume a seguinte expressão:

@�

@t
(X;Y; !) =

@

@t
(� (X;Y; !)) =

@

@t
(! (rXY )) = !

�
@

@t
rXY

�
= !

�
@r
@t
(X;Y )

�
;

para todo X;Y 2 X (M) e ! 2 T 10 (M). Basta usar esta igualdade e o fato de que @r
@t é tensor e obtemos

o resultado.

Agora vamos encontrar algumas equações de evolução de quantidades geométricas sob uma família ar-

bitrária de métricas. Sendo que algumas delas serão úteis no desenvolvimento teórico para a demonstração

do teorema da esfera suave. Comecemos com a variação da matriz inversa da métrica, passando pelos

simbolos de Christo¤el, alguns coe�cientes da curvatura riemanniana, pelo tensor de Ricci e chegando

�nalmente na curvatura escalar e na forma de volume:

Proposição 1.4 (Variação da inversa da métrica) Considere uma família suave de métricas rie-

mannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M . A variação de (g (t))�1, a matriz inversa

da métrica g (t), com relação ao tempo é dada por

@gij

@t
= �

nX
k;l=1

gikgjl
@gkl
@t

: (1.4)

Demonstração. Por de�nição de matriz inversa,
Pn

j=1 g
ijgjk = �ik: Derivando essa expressão, vemos

que

0 =
nX
j=1

@

@t

�
gijgjk

�
=

nX
j=1

@

@t

�
gij
�
gjk + g

ij @

@t
(gjk) ;

portanto, isolando o primeiro termo do lado direito da igualdade concluímos que

nX
j=1

@

@t

�
gij
�
gjk = �

nX
j=1

gij
@

@t
(gjk) :

Em termos matriciais, a igualdade acima se resume ao seguinte:

0BBB@
@
@t

�
g11
�
� � � @

@t

�
g1n
�

...
. . .

...

@
@t

�
gn1
�
� � � @

@t (g
nn)

1CCCA
0BBB@

g11 � � � g1n
...

. . .
...

gn1 � � � gnn

1CCCA = �

0BBB@
g11 � � � g1n

...
. . .

...

gn1 � � � gnn

1CCCA
0BBB@

@
@t (g11) � � � @

@t (g1n)
...

. . .
...

@
@s (gn1) � � � @

@t (gnn)

1CCCA ;
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ou seja, isolando a primeira matriz do lado esquerdo da igualdade acima, vemos que

0BBB@
@
@t

�
g11
�
� � � @

@t

�
g1n
�

...
. . .

...

@
@t

�
gn1
�
� � � @

@t (g
nn)

1CCCA = �

0BBB@
g11 � � � g1n

...
. . .

...

gn1 � � � gnn

1CCCA
0BBB@

@
@t (g11) � � � @

@t (g1n)
...

. . .
...

@
@t (gn1) � � � @

@t (gnn)

1CCCA
0BBB@

g11 � � � g1n

...
. . .

...

gn1 � � � gnn

1CCCA

= �

0BBB@
Pn

j=1 g
1j @
@t (gj1) � � �

Pn
j=1 g

1j @
@t (gjn)

...
. . .

...Pn
j=1 g

nj @
@t (gj1) � � �

Pn
j=1 g

nj @
@t (gjn)

1CCCA
0BBB@

g11 � � � g1n

...
. . .

...

gn1 � � � gnn

1CCCA

= �

0BBB@
Pn

j;k=1 g
1jgk1 @@t (gjk) � � �

Pn
j;k=1 g

1jgkn @
@t (gjk)

...
. . .

...Pn
j;k=1 g

njgk1 @@t (gjk) � � �
Pn

j;k=1 g
njgkn @

@t (gjk)

1CCCA :

Logo, olhando cada coordenada das matrizes vemos a seguinte igualdade:

@

@t

�
gab
�
= �

nX
k;l=1

gakgbl
@

@t
(gkl) :

Lema 1.3 (Variação dos símbolos de Christo¤el) Considere uma família suave de métricas rieman-

nianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciávelM . A variação dos símbolos de Christo¤el com relação

ao tempo é dada por

@

@t

�
�kij

�
=
1

2

nX
l=1

glk

(�
r@g
@t

�
ijl

+

�
r@g
@t

�
jil

�
�
r@g
@t

�
lij

)
:

Demonstração. Pelo Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana (Teorema A.1), os símbolos

de Christo¤el são dados, localmente, pela seguinte expressão:

�kij =
1

2

nX
l=1

glk f@i (gjl) + @j (gil)� @l (gij)g :

Portanto ao usar a regra do produto e o teorema de Schwarz, segue que

@

@t

�
�kij

�
=
1

2

nX
l=1

@

@t

n
glk f@i (gjl) + @j (gil)� @l (gij)g

o
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=
1

2

nX
l=1

@
�
glk
�

@t
f@i (gjl) + @j (gil)� @l (gij)g+

1

2

nX
l=1

glk
�
@

@t
@i (gjl) +

@

@t
@j (gil)�

@

@t
@l (gij)

�

=
1

2

nX
l=1

@
�
glk
�

@t
f@i (gjl) + @j (gil)� @l (gij)g+

1

2

nX
l=1

glk
�
@i

�
@gjl
@t

�
+ @j

�
@gil
@t

�
� @l

�
@gij
@t

��

Como o Lema que queremos provar é uma igualdade de tensores, podemos prová-la em qualquer base.

Tomemos coordenadas normais em torno de um ponto x 2M �xo. Para o primeiro termo, temos que:

1

2

nX
l=1

@
�
glk
�

@t
f@i (gjl) + @j (gil)� @l (gij)g (x; t) = 0;

para todo t 2 I, pois @i (gjl) (x; t) = 0, para todo i; j; l = 1; :::; n; portanto o primeiro termo é zero, ou

seja, em coordenadas normais em torno de um ponto x 2M �xo:

@

@t

�
�kij

�
(x; t) =

 
1

2

nX
l=1

glk
�
@i

�
@gjl
@t

�
+ @j

�
@gil
@t

�
� @l

�
@gij
@t

��!
(x; t) ;

para todo t 2 I. Por outro lado, em coordenadas normais em torno de x temos que:

�
r@g
@t

�
ijl

(x; t) =

�
r@i

�
@g

@t

��
jl

(x; t)

= r@i

�
@g

@t

�
jl

(x; t)� @g

@t
(r@i@j ; @l) (x; t)�

@g

@t
(@j ;r@i@l) (x; t)

= r@i

�
@g

@t

�
jl

(x; t) = @i

 �
@g

@t

�
jl

!
(x; t)

= @i

�
@gjl
@t

�
(x; t) ;

para todo i; j; l = 1; :::; n e todo t 2 [0; T ). Portanto, em x 2M , temos que

1

2

nX
l=1

glk

(�
r@g
@t

�
ijl

+

�
r@g
@t

�
jil

�
�
r@g
@t

�
lij

)
=
1

2

nX
l=1

glk
�
@i

�
@gjl
@t

�
+ @j

�
@gil
@t

�
� @l

�
@gij
@t

��
;

para todo t 2 I: Ou seja, temos a igualdade do teorema em coordenadas normais no ponto x. Como a

igualdade é tensorial, basta que a igualdade seja provada em um sistema de coordenadas. Como x 2 M

é qualquer, segue o teorema.

Proposição 1.5 (Variação das componentes do (3,1) - tensor de curvatura ) Considere uma família

suave de métricas riemannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M . As componentes do ten-
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sor de curvatura (para mais detalhes veja as expressões (A.14) e (A.21)) evoluem da seguinte maneira:

@

@t

�
Rlijk

�
=

1

2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
jkia

�
�
r2@g

@t

�
jaik

�
�
r2@g

@t

�
ikja

+

�
r2@g

@t

�
iajk

)

�1
2

nX
a;b=1

gla
�
Rbijk

@gba
@t

+Rbija
@gkb
@t

�
:

Demonstração. Como a expressão é tensorial, estamos aptos a trabalhar com coordenadas normais

em torno de um ponto x 2M �xo. Utilizando a expressão (A.21) em coordenadas normais, segue que

Rlijk (x; t) = @j

�
�lik

�
(x; t)� @i

�
�ljk

�
(x; t) +

nX
p=1

�pik�
l
jp (x; t)� �

p
jk�

l
ip (x; t)

= @j

�
�lik

�
(x; t)� @i

�
�ljk

�
(x; t) ;

para todo t 2 I: Portanto, derivando ambas as extremidades da igualdade acima e utilizando o Lema 1.3

segue que

@

@t

�
Rlijk

�
(x; t) =

@

@t

�
@j

�
�lik

�
� @i

�
�ljk

��
(x; t) = @j

�
@

@t
�lik

�
(x; t)� @i

�
@

@t
�ljk

�
(x; t)

= @j

 
1

2

nX
a=1

gla
��
r@g
@t

�
ika

+

�
r@g
@t

�
kia

�
�
r@g
@t

�
aik

�!
(x; t)

�@i

 
1

2

nX
a=1

gla

(�
r@g
@t

�
jka

+

�
r@g
@t

�
kja

�
�
r@g
@t

�
ajk

)!
(x; t)

=
1

2

nX
a=1

@j

�
gla
���

r@g
@t

�
ika

+

�
r@g
@t

�
kia

�
�
r@g
@t

�
aik

�
(x; t)

+gla
�
@j

��
r@g
@t

�
ika

�
+ @j

��
r@g
@t

�
kia

�
� @j

��
r@g
@t

�
aik

��
(x; t)

�1
2

nX
a=1

@i

�
gla
�(�

r@g
@t

�
jka

+

�
r@g
@t

�
kja

�
�
r@g
@t

�
ajk

)
(x; t)

+gla

(
@i

 �
r@g
@t

�
jka

!
+ @i

 �
r@g
@t

�
kja

!
� @i

 �
r@g
@t

�
ajk

!)
(x; t) :

Utilizando coordenadas normais nessa expressão, vemos que

@

@t

�
Rlijk

�
(x; t) =

1

2

nX
a=1

gla
�
@j

�
r@g
@t

�
ika

+ @j

�
r@g
@t

�
kia

� @j
�
r@g
@t

�
aik

�
(x; t)

�1
2

nX
a=1

gla

(
@i

�
r@g
@t

�
jka

+ @i

�
r@g
@t

�
kja

� @i
�
r@g
@t

�
ajk

)
(x; t)
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=
1

2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
jika

+

�
r2@g

@t

�
jkia

�
�
r2@g

@t

�
jaik

)
(x; t)

�1
2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
ijka

+

�
r2@g

@t

�
ikja

�
�
r2@g

@t

�
iajk

)
(x; t) ;

para todo t 2 I, onde, na última igualdade, usamos a de�nição de conexão dupla e que as coordenadas

são normais, isto é:

@i

 �
r@g
@t

�
jka

!
(x; t) =

�
r@i

�
r@g
@t

��
jka

(x; t) +

�
r@g
@t

�
(r@i@j ; @k; @a) (x; t)

+

�
r@g
@t

�
(@j ;r@i@k; @a) (x; t) +

�
r@g
@t

�
(@j ; @k;r@i@a) (x; t)

=

�
r@i

�
r@g
@t

��
jka

(x; t) =

�
r2@g

@t

�
ijka

(x; t) ;

para todo t 2 I e todo i; j; k; a = 1; :::; n. Portanto, vemos que

@

@t

�
Rlijk

�
(x; t) =

1

2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
jika

+

�
r2@g

@t

�
jkia

�
�
r2@g

@t

�
jaik

)
(x; t) (1.5)

�1
2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
ijka

+

�
r2@g

@t

�
ikja

�
�
r2@g

@t

�
iajk

)
(x; t)

=
1

2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
jika

+

�
r2@g

@t

�
jkia

�
�
r2@g

@t

�
jaik

)
(x; t)

+
1

2

nX
a=1

gla

(
�
�
r2@g

@t

�
ijka

�
�
r2@g

@t

�
ikja

+

�
r2@g

@t

�
iajk

)
(x; t)

=
1

2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
jika

�
�
r2@g

@t

�
ijka

+

�
r2@g

@t

�
jkia

)
(x; t)

+
1

2

nX
a=1

gla

(
�
�
r2@g

@t

�
jaik

�
�
r2@g

@t

�
ikja

+

�
r2@g

@t

�
iajk

)
(x; t) :

Pela Proposição A.13, concluímos que

@

@t

�
Rlijk

�
(x; t) =

1

2

nX
a=1

gla

(�
R (@i; @j)

@g

@t

�
ka

+

�
r2@g

@t

�
jkia

)
(x; t)

+
1

2

nX
a=1

gla

(
�
�
r2@g

@t

�
jaik

�
�
r2@g

@t

�
ikja

+

�
r2@g

@t

�
iajk

)
(x; t) ;

para todo t 2 I:



1.3. Variação de Algumas Quantidades Geométricas 26

Por �m, segue da Proposição A.12 e do teorema de Schwarz aplicado em @gka
@t que

�
R (@i; @j)

@g

@t

�
ka

= R (@i; @j)

�
@gka
@t

�
� @g

@t
(R (@i; @j) @k; @a)�

@g

@t
(@k; R (@i; @j) @a)

= �@g
@t
(R (@i; @j) @k; @a)�

@g

@t
(@k; R (@i; @j) @a)

= �@g
@t

 
nX
b=1

Rbijk@b; @a

!
� @g

@t

 
@k;

nX
b=1

Rbija@b

!

=
nX
b=1

�Rbijk
@g

@t
(@b; @a)�Rbija

@g

@t
(@k; @b)

=
nX
b=1

�Rbijk
@gba
@t

�Rbija
@gkb
@t

:

Ou seja, concluímos que

@

@t

�
Rlijk

�
(x; t) =

1

2

nX
a=1

gla

(�
R (@i; @j)

@g

@t

�
ka

+

�
r2@g

@t

�
jkia

)
(x; t)

+
1

2

nX
a=1

gla

(
�
�
r2@g

@t

�
jaik

�
�
r2@g

@t

�
ikja

+

�
r2@g

@t

�
iajk

)
(x; t)

=
1

2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
jkia

�
�
r2@g

@t

�
jaik

�
�
r2@g

@t

�
ikja

)
(x; t)

+
1

2

nX
a=1

gla

(�
r2@g

@t

�
iajk

�
nX
b=1

�
Rbijk

@gba
@t

+Rbija
@gkb
@t

�)
(x; t) ;

para todo t 2 I: Como a igualdade é tensorial, basta que a igualdade seja demonstrada em um sistema

de coordenadas qualquer. Como x 2M é arbitrário, segue o teorema.

Proposição 1.6 (Variação do (4,0) - tensor de curvatura) Considere uma família suave de métri-

cas riemannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M . O (4,0) - tensor de curvatura evolui

da seguinte maneira:

@

@t
(Rijkl) =

1

2

(�
r2@g

@t

�
jkil

�
�
r2@g

@t

�
jlik

�
�
r2@g

@t

�
ikjl

+

�
r2@g

@t

�
iljk

)

+
1

2

nX
p;q=1

gpq
�
Rijkp

@gql
@t

�Rijlp
@gqk
@t

�
:
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Demonstração. Por de�nição da curvatura riemanniana,

Rijkl = hRijk; @li =
*

nX
m=1

Rmijk@m; @l

+
=

nX
m=1

Rmijkgml:

Derivando ambos os extremos, obtemos o seguinte:

@

@t
(Rijkl) =

@

@t

 
nX

m=1

Rmijkgml

!
=

nX
m=1

@

@t

�
Rmijkgml

�
=

nX
m=1

@

@t

�
Rmijk

�
gml +R

m
ijk

@gml
@t

(1.6)

Notemos também que

nX
p;q=1

gpqRijkp
@gql
@t

=

nX
p;q;m=1

gpqRmijkgmp
@gql
@t

=

nX
q;m=1

�qmR
m
ijk

@gql
@t

=

nX
m=1

Rmijk
@gml
@t

: (1.7)

Usando esse fato na expressão (1.6), segue que

@

@t
(Rijkl) =

nX
m=1

@

@t

�
Rmijk

�
gml +R

m
ijk

@gml
@t

=

nX
m=1

@

@t

�
Rmijk

�
gml +

nX
p;q=1

gpqRijkp
@gql
@t

:

E pela Proposição anterior,

@

@t
(Rijkl) =

1

2

nX
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:
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Pela expressão (1.7), concluímos que

@

@t
(Rijkl) =
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2
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�
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+
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+
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�
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+
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�
iljk

)

+
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�
:

Proposição 1.7 (Variação do tensor de Ricci) Considere uma família suave de métricas riemanni-

anas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M . A variação do tensor de Ricci com relação ao tempo

é dada pela seguinte expressão:

@

@t
(Ricik) =

1

2

nX
l;a=1

gla
��
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�
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+

�
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�
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�
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�
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�
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�
:

Demonstração. Da igualdade (1.5) segue que

@
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�
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�
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2
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+
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�
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�
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+
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�
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)
: (1.8)

Em particular, se j = l, então

@
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=
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+
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�
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�
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�
: (1.9)
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Mas, pela expressão (A.24), vemos que

Ricik =
nX
l=1

Rlilk:

Derivando ambos os lados, concluímos que

@

@t
(Ricik) =

@
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+
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�
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�
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�
:

Usando a simetria de @g
@t , e trocando as variáveis l$ a quando necessário, obtemos que:
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�
iakl

�

=
nX

l;a=1

gla
��
r@ir

@g

@t

�
alk

�
�
r@ir

@g

@t

�
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�
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�
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�
:

Pela simetria da métrica g, vemos que

nX
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�
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�
�
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�
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Segue disso que a derivada do tensor de Ricci tem a seguinte expressão:

@

@t
(Ricik) =

1

2

nX
l;a=1
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+
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�
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�
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+
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+
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�
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�
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�
:

Lema 1.4 (Variação da Curvatura Escalar) Considere uma família suave de métricas riemannianas

fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M . A variação da curvatura escalar é dada pela seguinte

expressão:
@S

@t
= ��

�
Trg

�
@g

@t

��
�
�
@g

@t
;Ric

�
+ �2

�
@g

@t

�
(1.10)

onde �2
�
@g
@t

�
=
Pn

l;a;i;j=1 g
ijgla

�
r2 @g@t

�
ljia

= Tr14

�
Tr23r2

�
@g
@t

��
(para mais detalhes veja os Exemplos

A.3 e A.4).

Demonstração. Usando as fórmulas de evolução de gij e Ricij obtidas nas Proposições 1.4 e 1.7,

respectivamente, e trocando as variáveis do somatório se necessário for, vemos que
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@t
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=
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�
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+
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+
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:
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Usando a de�nição de produto interno de tensores (para mais detalhes veja o Exemplo A.5),

nX
k;l;i;j=1

gikgjl
@gkl
@t

Ricij =

�
@g

@t
;Ric

�
:

Portanto, concluímos que a derivada da curvatura escalar é dada pela seguinte expressão:
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Proposição 1.8 (Variação da forma de volume) Considere uma família suave de métricas rieman-

nianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M . A forma de volume d� (g (t)) evolui da seguinte

maneira:
@

@t
d� =

1

2
Trg

�
@g

@t

�
d�:

Demonstração. De fato, utilizando a expressão local da forma de volume, derivando-a e usando a

expressão da derivada da função logarítmica, obtemos que

@

@t
(d�) =
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1 ^ � � � ^ dxn
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onde, na sexta igualdade, utilizamos a fórmula de Jacobi da matriz (gij), que é dada pelo seguinte:

@

@t
(detA (t)) = (detA (t))Tr

�
(A (t))�1A0 (t)

�
;

em que fA (t)gt2I é uma família suave de matrizes inversíveis.

Portanto, em uma família qualquer de métricas suaves, temos o seguinte:

Evolução de Algumas Quantidades Geométricas
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1.4 Evolução das Quantidades Geométricas Sob o Fluxo de Ricci

Nesta seção, vamos supor que uma família suave de métricas riemannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade

diferenciável M , satisfaz a equação do �uxo de Ricci, isto é,

@gij
@t

= �2Ricg(t)ij :

E sob essa hipótese, vamos encontrar as expressões das respectivas variações das quantidades geométricas

utilizando a seção anterior:

Corolário 1.1 (Símbolos de Christo¤el sob o �uxo de Ricci) Considere uma família suave de métri-

cas riemannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M que satisfaz a equação do �uxo de Ricci,

isto é, @gij@t = �2Ric
g(t)
ij , então

@

@t

�
�kij

�
= �

nX
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n
(rRic)ijl + (rRic)jil � (rRic)lij

o
:

https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi%27s_formula


1.4. Evolução das Quantidades Geométricas Sob o Fluxo de Ricci 33

Demonstração. Usando a equação do �uxo de Ricci e o Lema 1.3, concluímos que
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:

Corolário 1.2 (Componentes do (3,1) - tensor de curvatura sob o �uxo de Ricci) Considere uma

família suave de métricas riemannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M que satisfaz a

equação do �uxo de Ricci, isto é, @gij@t = �2Ric
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ij , então
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Demonstração. Usando novamente a equação do �uxo de Ricci e o Lema A.3, concluímos que
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Corolário 1.3 ((4,0) - tensor de curvatura sob o �uxo de Ricci) Considere uma família suave de

métricas riemannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M que satisfaz a equação do �uxo de

Ricci, isto é, @gij@t = �2Ric
g(t)
ij , então

@

@t
(Rijkl) = (�R)ijkl � 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk) (1.11)

+

nX
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Demonstração. Pela Proposição 1.6, segue que a derivada da curvatura riemanniana é dada por
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em que h := @g
@t : Multiplicando por �1, obtemos que
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Usando a equação do �uxo de Ricci na igualdade acima, obtemos que
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gpq (RijkpRicql +RijplRicqk) =
�
r2Ric

�
jkil
�
�
r2Ric

�
jlik
�
�
r2Ric

�
ikjl
+
�
r2Ric

�
iljk

:

Utilizando a Proposição 1.2 no lado direito da igualdade, vemos que

�
r2Ric

�
jkil

�
�
r2Ric

�
jlik

�
�
r2Ric

�
ikjl

+
�
r2Ric

�
iljk

= � (�R)ijkl + 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+

nX
p;q=1

gpqRiciqRpjkl �
nX

p;q=1

gpqRicjqRpikl:

Combinando essas equações, encontramos o seguinte:

� @

@t
(Rijkl)�

nX
p;q=1

gpq (RijkpRicql +RijplRicqk) = � (�R)ijkl + 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
nX

p;q=1

gpqRiciqRpjkl �
nX

p;q=1

gpqRicjqRpikl:
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Isolando @
@t (Rijkl) na equação acima, concluímos que

@

@t
(Rijkl) = (�R)ijkl � 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
nX

p;q=1

gpq (RicjqRpikl �RiciqRpjkl �RijkpRicql �RijplRicqk) :

Corolário 1.4 (Volume sob o �uxo de Ricci) Considere uma família suave de métricas riemanni-

anas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M que satisfaz a equação do �uxo de Ricci, isto é,
@gij
@t = �2Ric

g(t)
ij , então

@

@t
d� = �Sd�:

Demonstração. De fato, já sabemos que, sob uma família qualquer de métricas suaves, vale

@

@t
d� =

1

2
Trg

�
@g

@t

�
d�:

Usando a equação do �uxo de Ricci, concluímos que

@

@t
d� =

1

2
Trg (�2Ric) d� = �Trg (Ric) d� = �Sd�:

Corolário 1.5 (Tensor de Ricci sob o �uxo de Ricci) Considere uma família suave de métricas rie-

mannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M que satisfaz a equação do �uxo de Ricci, isto

é, @gij@t = �2Ric
g(t)
ij , então

@

@t
(Ricik) = (�Ric)ik +

�
r2S

�
ik
�

nX
l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lkia

: (1.12)

Demonstração. Utilizando a Proposição 1.7 e a equação do �uxo de Ricci, vemos que

@

@t
(Ricik) =

1

2

nX
l;a=1

gla
��
r2@g

@t

�
lika

+

�
r2@g

@t

�
lkia

�
�
r2@g

@t

�
laik

�
�
r2@g

@t

�
ikla

�

=

nX
l;a=1

gla
�
�
�
r2Ric

�
lika

�
�
r2Ric

�
lkia

+
�
r2Ric

�
laik

+
�
r2Ric

�
ikla
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= �
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lkia

+
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
laik

+
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
ikla

= �
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lkia

+

nX
l;a=1

gla
�
r2Ric

�
laik

+ (�Ric)ik

= (�Ric)ik �
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lkia

+
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
laik

:

Vamos mostrar que a seguinte igualdade é válida:

nX
l;a=1

gla
�
r2Ric

�
laik

=
�
r2S

�
ik
: (1.13)

De fato, pela de�nição da curvatura escalar, vemos que

�
r2S

�
ik
=
�
r2Trg (Ric)

�
ik
=
�
Trgr2 (Ric)

�
ik
=

0@ nX
l;a=1

gla
�
r2Ric

�
la

1A
ik

=
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
laik

:

Pela equação (1.13), concluímos que a derivada do tensor de Ricci tem a seguinte expressão:

@

@t
(Ricik) = (�Ric)ik +

�
r2S

�
ik
�

nX
l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lkia

:

Notemos que a expressão do último corolário pode ser simpli�cada da seguinte maneira:

Corolário 1.6 (Ricci (versão simpli�cada)) Considere uma família suave de métricas riemannianas

fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M que satisfaz a equação do �uxo de Ricci, isto é, @gij
@t =

�2Ricg(t)ij , então

@

@t
(Ricik) = (�Ric)ik + 2

nX
j;l;a;b=1

gjaglbRicabRijkl � 2
nX

p;q=1

gpqRicpiRicqk:

Demonstração. De fato, pela de�nição do tensor de Ricci

Ricik =
nX

j;l=1

gjlRijkl:
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Derivando em t, obtemos o seguinte:

@

@t
(Ricik) =

@

@t

0@ nX
j;l=1

gjlRijkl

1A =
nX

j;l=1

@

@t

�
gjlRijkl

�
=

nX
j;l=1

@

@t

�
gjl
�
Rijkl +

nX
j;l=1

gjl
@

@t
(Rijkl)

Usando as expressões (1.4), (1.11) e a equação do �uxo de Ricci, vemos que

nX
j;l=1

@

@t

�
gjl
�
Rijkl = �

nX
j;l;a;b=1

gjaglb
@

@t
(gab)Rijkl = 2

nX
j;l;a;b=1

gjaglbRicabRijkl;

além disso,

nX
j;l=1

gjl
@

@t
(Rijkl) =

nX
j;l=1

gjl (�R)ijkl � 2
nX

j;l=1

gjl (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
nX

j;l;p;q=1

gjlgpq (RicjqRpikl �RiciqRpjkl �RijkpRicql �RijplRicqk) :

Portanto, concluímos que a derivada do tensor de Ricci é dada por

@

@t
(Ricik) = 2

nX
j;l;a;b=1

gjaglbRicabRijkl +
nX

j;l=1

gjl (�R)ijkl � 2
nX

j;l=1

gjl (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
nX

j;l;p;q=1

gjlgpq (RicjqRpikl �RiciqRpjkl �RijkpRicql �RijplRicqk) :

Manipulando a terceira soma, vemos que

Xik = 2
nX

j;l=1

gjlBijkl � 2
nX

j;l=1

gjl (Biljk +Bijlk) + 2
nX

j;l=1

gjlBikjl

= 2
nX

j;l=1

gjlBijkl � 2
nX

j;l=1

gjl (Biljk +Bijlk) + 2
nX

j;l=1

gjl

0@ nX
p;q;r;s=1

gprgqsRpiqkRrjsl

1A
= 2

nX
j;l=1

gjlBijkl � 2
nX

j;l=1

gjl (Biljk +Bijlk) + 2
nX

j;l;p;q;r;s=1

gjlgprgqsRpiqkRrjsl

= 2

nX
j;l=1

gjlBijkl � 2
nX

j;l=1

gjl (Biljk +Bijlk) + 2

nX
p;q;r;s=1

gprgqsRpiqkRicrs

= 2
nX

j;l=1

gjlBijkl � 4
nX

j;l=1

gjlBijlk + 2
nX

p;q;r;s=1

gprgqsRpiqkRicrs

= 2

nX
j;l=1

gjl (Bijkl � 2Bijlk) + 2
nX

p;q;r;s=1

gprgqsRpiqkRicrs;
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onde Xik denota a seguinte expressão:

Xik = �2
nX

j;l=1

gjl (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk) :

Manipulando a quarta soma, utilizando mundanças de variável nas somas e trocando as variáveis dos

somatórios se necessário for, obtemos o seguinte:

A = �2
nX

p;q=1

gpqRicpiRicqk +
nX

p;q;j;l=1

gjlgpqRicjqRpikl �
nX

p;q;j;l=1

gjlgpqRijkpRiclq

= �2
nX

p;q=1

gpqRicpiRicqk � 2
nX

p;r;q;s=1

gprgpsRpiqkRicrs;

sendo que A denota a seguinte expressão:

nX
p;q;j;l=1

gjlgpq (RicjqRpikl �RiciqRpjkl �RijkpRicql �RijplRicqk)

Portanto, utilizando mudança de variáveis, vemos que

@

@t
(Ricik) = 2

nX
j;l;a;b=1

gjaglbRicabRijkl +
nX

j;l=1

gjl (�R)ijkl � 2
nX

j;l=1

gjl (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
nX

j;l;p;q=1

gjlgpq (RicjqRpikl �RiciqRpjkl �RijkpRicql �RijplRicqk)

= 2

nX
j;l;a;b=1

gjaglbRicabRijkl + (�Ric)ik + 2

nX
j;l=1

gjl (Bijkl � 2Bijlk) + 2
nX

p;q;r;s=1

gprgqsRpiqkRicrs

�2
nX

p;q=1

gpqRicpiRicqk � 2
nX

p;r;q;s=1

gprgpsRpiqkRicrs

= (�Ric)ik + 2
nX

j;l;a;b=1

gjaglbRicabRijkl + 2
nX

j;l=1

gjl (Bijkl � 2Bijlk)� 2
nX

p;q=1

gpqRicpiRicqk:

Resta-nos demonstrar que a seguinte igualdade é válida:

nX
j;l=1

gjl (Bijkl � 2Bijlk) = 0:
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De fato, utilizando a primeira identidade de Bianchi concluímos que

nX
j;l=1

gjlBijkl =
nX

j;l;p;q;r;s=1

gjlgprgqsRpiqjRrksl =
nX

j;l;p;q;r;s=1

gjlgprgqsRpqijRrskl

=

nX
j;l;p;q;r;s=1

gjlgprgqs (Rpiqj �Rpjqi) (Rrksl �Rrlsk)

=

nX
j;l;p;q;r;s=1

gjlgprgqs (RpiqjRrksl �RpiqjRrlsk �RpjqiRrksl +RpjqiRrlsk) :

Os dois termos do meio são iguais e os dois termos das pontas também, basta trocar p e q, r e s para ver.

Com isso, vemos que

nX
j;l=1

gjlBijkl = 2

nX
j;l;p;q;r;s=1

gjlgprgqs (RpiqjRrksl �RpiqjRrlsk) = 2
nX

j;l=1

gjl (Bijkl �Bijlk) :

Passando
Pn

j;l=1 g
jlBijkl do lado direito para o esquerdo, segue que

0 =

nX
j;l=1

gjl (Bijkl � 2Bijlk) :

Proposição 1.9 (Curvatura escalar sob o �uxo de Ricci) Considere uma família suave de métri-

cas riemannianas fg (t)gt2I sobre uma variedade diferenciável M que satisfaz a equação do �uxo de Ricci,

isto é, @gij@t = �2Ric
g(t)
ij , então

@S

@t
= �S + 2 jRicj2 : (1.14)

Demonstração. Para demonstrar a equação de evolução da curvatura escalar, primeiramente note-

mos que

�

�
Trg

�
@g

@t

��
= �

0@ nX
i;j=1

gij
@gij
@t

1A = �

0@�2 nX
i;j=1

gijRicij

1A = �2�

0@ nX
i;j=1

gijRicij

1A = �2�S:

Agora vamos calcular div
�
div
�
@g
@t

��
. Primeiramente, notemos que como @g

@t 2 T
2
0 (M), então div

�
@g
@t

�
2

T 10 (M) e, consequentemente, div
�
div
�
@g
@t

��
2 C1 (M) : Já que o divergente é de�nido como o traço de

um tensor e o traço independe da base, podemos tomar um sistema de coordenadas normais denotando

por f@jgnj=1 a sua respectiva base coordenada . Com ela, as conexões r@k@i se anulam (no ponto, apenas)
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facilitando no cálculo de div
�
div
�
@g
@t

��
:

div

�
div

�
@g

@t

��
=

nX
l;m=1

glm
�
r div

�
@g

@t

��
lm

=
nX

m=1

�
r div

�
@g

@t

��
mm

=
nX

m=1

�
rm div

�
@g

@t

��
(@m) =

nX
m=1

�
rm

�
div

�
@g

@t

�
(@m)

�
�
�
div

�
@g

@t

��
(rm@m)

�

=

nX
m=1

rm

�
div

�
@g

@t

�
(@m)

�
=

nX
m=1

rm

0@ nX
j;k=1

gjk
�
r@g
@t

�
jkm

1A
=

nX
m=1

rm

 
nX
k=1

�
r@g
@t

�
kkm

!
=

nX
m=1

rm

 
nX
k=1

�
rk

�
@g

@t

��
(@k; @m)

!

=

nX
m=1

rm

 
nX
k=1

rk

��
@gkm
@t

��!
�

nX
m=1

rm

 
nX
k=1

@g

@t
(rk@k; @m)

!
�

nX
m=1

rm

 
nX
k=1

@g

@t
(@k;rk@m)

!

=

nX
m=1

rm

 
nX
k=1

rk

�
@gkm
@t

�!
=

nX
m;k=1

rmrk

�
@gkm
@t

�
=

nX
m;k=1

rmrk

�
@gmk
@t

�

=
nX

m;k=1

rmrk (�2Ricmk) = �
nX

m;k=1

rm [2rk (Ricmk)] = �
nX

m=1

rmrmS;

em que foi utilizada a segunda identidade de Bianchi contraída (para mais detalhes veja a expressão

(A.27)) na última igualdade. Além disso, note que

�S = div (rS) := div ((rS)�) =
nX

j;k=1

gjk (r ((rS)�))jk =
nX
j=1

(r ((rS)�))jj

=

nX
j=1

(rj ((rS)�)) (@j) =
nX
j=1

(rj ((rS)� (@j)))�
nX
j=1

(rS)� (rj@j)

=

nX
j=1

(rj (hrS; @ji))

=
nX
j=1

rjrjS;

em que foi utilizado na quarta e napenúltima igualdade o fato de estarmos em coordenadas normais.Ou

seja, concluímos que

div

�
div

�
@g

@t

��
= ��S:
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Vamos mostrar que div
�
div
�
@g
@t

��
= �2

�
@g
@t

�
. De fato, pela Proposição A.6 item 4, segue que

div

�
div

�
@g

@t

��
=

nX
l;m=1

glm
�
r div

�
@g

@t

��
lm

= Trg

�
r div

�
@g

@t

��
= Trg

�
rTr12

�
r
�
@g

@t

���

= Tr14

�
rTr12

�
r
�
@g

@t

���
= Tr14

�
Tr23r2

�
@g

@t

��
= �2

�
@g

@t

�
:

Portanto, substituindo tudo na equação do Lema 1.4, concluímos que

@S

@t
= ��Trg

�
@g

@t

�
+ div

�
div

�
@g

@t

��
�
�
@g

@t
;Ric

�
= 2�S ��S �

�
@g

@t
;Ric

�
= �S + 2 jRicj2 :

Portanto, sob o �uxo de Ricci, temos a seguinte tabela:

Evolução de Algumas Quantidades Geométricas sob o Fluxo de Ricci

@
@t

�
�kij

�
= �

Pn
l=1 g

lk
n
(rRic)ijl + (rRic)jil � (rRic)lij

o
@
@t

�
Rlijk

�
=
Pn

a=1 g
la
n
�
�
r2Ric

�
jkia

+
�
r2Ric

�
jaik

+
�
r2Ric

�
ikja

�
�
r2Ric

�
iajk

o
+
Pn

a;b=1 g
la
n
RbijkRicba +R

b
ijaRickb

o
@
@t (Rijkl) = (�R)ijkl � 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
Pn

p;q=1 g
pq (RicjqRpikl �RiciqRpjkl �RijkpRicql �RijplRicqk)

@
@t (Ricik) = (�Ric)ik +

�
r2S

�
ik
�
Pn

l;a=1 g
la
�
r2Ric

�
lika

�
Pn

l;a=1 g
la
�
r2Ric

�
lkia

@
@t (Ricik) = (�Ric)ik + 2

Pn
j;l;a;b=1 g

jaglbRicabRijkl � 2
Pn

p;q=1 g
pqRicpiRicqk

@S
@t = �S + 2 jRicj

2

@
@td� = �Sd�



Capítulo 2

Existência e Unicidade em Curto Prazo

No primeiro capítulo foi introduzido o �uxo de Ricci, que nada mais é que uma família de métricas que é

solução de uma equação diferencial parcial que envolve o tensor de Ricci da variedade. Não faz nenhum

sentido estudar propriedades de soluções de certas equações se as tais não possuem soluções! O objetivo

desse capítulo é demonstrar que, sob certas condições, faz sentido estudar tal �uxo, isto é, pelo menos

em um curto espaço de tempo a Equação (1.1) possui solução (mais ainda, vamos demonstrar que ela é

única), isto é, o objetivo desse capítulo é a demonstração do seguinte teorema:

Teorema 2.1 Se (M; g0) é uma variedade riemanniana compacta, então existe uma única solução g (t) ;

t 2 [0; ") do �uxo de Ricci tal que g (0) = g0, para algum " > 0.

O Símbolo

Para investigar a existência e a unicidade de curto prazo para o �uxo de Ricci, naturalmente se olha para

a teoria de EDP�s não lineares em �brados vetoriais. Aqui estabelecemos o símbolo que será usado para

determinar o tipo de uma EDP.

Sejam E e F �brados vetoriais sobre uma variedade M e � (E) ;� (F ) os espaços das seções suaves de

E e F , respectivamente (para mais detalhes veja a De�nição A.6). Dizemos que L : � (E)! � (F ) é um

operador diferencial linear de ordem k se ele é da forma

L (u) =
X
j�j�k

L� (@
�u) ;

em que L� 2 Hom (E;F ) é um homomor�smo de �brados e � é um multi-índice.

Segue um exemplo de um operador diferencial linear:

42
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Exemplo 2.1 Seja fekgnk=1 um referencial local em E em uma vizinhança de p 2 M com coordenadas

locais
�
xi
�
: Então o operador diferencial de segunda ordem P : � (E)! � (E) possui a forma

P (u) =
nX
k=1

0@ nX
i;j;l=1

(�ij)
k
l

@2ul

@xi@xj
+

nX
i;l=1

(�i)
k
l

@ul

@xi
+

nX
l=1

�kl u
l

1A ek:

Aqui � 2 �
�
Sym2 (T �M)
Hom (E;E)

�
, em que Sym2 (T �M) é o espaço dos (2,0)-tensores simétricos

em M e Hom (E;E) é o espaço dos homomor�smos de E, enquanto que � 2 � (T �M 
Hom (E;E)) e

� 2 � (Hom (E;E)) :

O símbolo total � de L na direção de � 2 X (M) é o seguinte homomor�smo de �brados:

� [L] (�) =
X
j�j�k

��L� : E �! F

Assim, no Exemplo 2.1

� [L] (�) (u) =
X
j�j�2

��L� (u) =
nX
k=1

0@ nX
i;j;l=1

�i�j (�ij)
k
l u

l +
nX

i;l=1

�i (�i)
k
l u

l +
nX
l=1

�kl u
l

1A ek:

No caso familiar das equações escalares, o �brado é simplesmente M �R, e assim, Hom (M � R;M � R)

é unidimensional e podemos pensar em � como uma seção de Sym2 (T �M), em � um campo vetorial e

em � como uma função escalar.

O símbolo principal b� de L na direção de � é de�nido pelo homomor�smo de �brados que utiliza
apenas os termos de maior ordem, isto é,

b� [L] (�) = X
j�j=k

��L�:

O símbolo principal captura algebricamente as propriedades analíticas de L que dependem apenas das

derivadas de ordem mais alta. No Exemplo 2.1 vemos que

b� [L] (�) (u) = nX
k=1

0@ nX
i;j;l;=1

�i�j (�ij)
k
l u

l

1A ek =

nX
k=1

0@ nX
i;j;l;=1

�i�j (�ij)
k
l e

�
l (u)

1A ek;

isto é, vemos que b� [L] (�) = nX
i;j;l;k=1

�i�j (�ij)
k
l e

�
l 
 ek:
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O cálculo do símbolo é facilmente obtido (de forma heurística) pela substituição das derivadas parciais

@
@xi

pelos elementos �i.

O símbolo principal determina "o tipo"de uma equação de evolução: Dizemos que um operador

diferencial L de ordem 2m é elíptico se para toda direção � 2 TxM existe c > 0 tal que para todo � e

todo u;

hb� [L] (�) (u) ; ui � c j�j2m juj2

Isso implica, em particular, que o símbolo principal em toda direção é um isomor�smo linear da �bra. De

fato, se u 2 Nuc (b� [L] (�)), segue que
0 = h0; ui = hb� [L] (�) (u) ; ui � c j�j2m juj2 ;

ou seja, c j�j2m juj2 = 0 e isso implica que u = 0, o Teorema do Núcleo e da Imagem conclui a demonstração

da a�rmação. Uma equação linear da forma @tu = Lu é dita parabólica se L é elíptica.

2.1 Motivação

A ideia da demonstração (de autoria do matemático americano Dennis DeTurck) é modi�car um pouco a

equação do �uxo de Ricci, de modo a torná-la elíptica, daí garantimos existência e unicidade de solução.

A partir da solução dessa equação modi�cada, encontramos a solução do �uxo de Ricci original. Aqui

vamos examinar o tensor de Ricci de perto. Para motivar a ideia de DeTurck, reescrevemos a linearização

do tensor de Ricci como

�2 [DRicg (h)]ik : = �2@Ricik
@t

= �2

0@(4Ric)ik + �r2S�ik � nX
l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2Ric

�
lkia

1A
= (4 (�2Ric))ik +

�
r2 (�2S)

�
ik
�

nX
l;a=1

gla
�
r2 (�2Ric)

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2 (�2Ric)

�
lkia

= (4h)ik +
�
r2 (�2Trg (Ric))

�
ik
�

nX
l;a=1

gla
�
r2h

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2h

�
lkia

= (4h)ik + Trg
��
r2h

�
ik

�
�

nX
l;a=1

gla
�
r2h

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2h

�
lkia

= (4h)ik +
nX

l;a=1

gla
�
r2h

�
ikla

�
nX

l;a=1

gla
�
r2h

�
lika

�
nX

l;a=1

gla
�
r2h

�
lkia



2.1. Motivação 45

= (4h)ik +
nX

l;a=1

gla
��
r2h

�
ikla

�
�
r2h

�
lika

�
�
r2h

�
lkia

�
;

em que h := @g
@t , na segunda igualdade foi usado a expressão (1.12) e na quinta igualdade foi utilizado o

item 4 da Proposição A.6.

Seja Sym2T �M o espaço dos (2,0) - tensores simétricos deM e consideremos o operador linear de�nido

por Bg : �
�
Sym2T �M

�
! � (T �M) em que

c 2 �
�
Sym2T �M

�
7! (Bg (c))k :=

nX
i;j=1

gij
�
(rc)ijk �

1

2
(rc)kij

�
2 � (T �M) : (2.1)

De�na a 1-forma (ou (1,0) - tensor) V = Bg (h) 2 � (T �M) e notemos que

Vk = Bg (h)k =
nX

p;q=1

gpq
�
(rh)pqk �

1

2
(rh)kpq

�

Derivando o tensor V vemos que (para mais detalhes sobre o traço veja a Seção A)

(rV )ik = (rBg (h))ik =
�
r
�
Tr12 (rh)�

1

2
Tr23 (rh)

��
ik

=

�
r (Tr12 (rh))�

1

2
r (Tr23 (rh))

�
ik

=

�
Tr23

�
r2h

�
� 1
2
Tr34

�
r2h

��
ik

=
nX

p;q=1

gpq
��
r2h

�
ipqk

� 1
2

�
r2h

�
ikpq

�
:

Assim, segue que

� 2 [DRicg (h)]ik = (4h)ik � (rV )ik � (rV )ki + Sik; (2.2)

em que S possui a seguinte expressão:

Sik =

nX
p;q=1

gpq
�
1

2

��
r2h

�
ikqp

�
�
r2h

�
kiqp

�
+
��
r2h

�
iqkp

�
�
r2h

�
qikp

�
+
��
r2h

�
kqip

�
�
r2h

�
qkip

��
(!)
=

nX
p;q=1

gpq

 
1

2

 
nX
r=1

Rrikqhrp +

nX
r=1

Rrikphrq

!
+

 
nX
r=1

Rriqphrk +

nX
r=1

Rriqkhrp

!!

+
nX

p;q=1

gpq

 
nX
r=1

Rrkqihrp +
nX
r=1

Rrkqphri

!
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Trocando as variáveis p$ q, vemos que

Sik =
nX

p;q=1

gpq

  
nX
r=1

Rrikqhrp

!
+

 
nX
r=1

Rriqphrk +
nX
r=1

Rriqkhrp

!
+

 
nX
r=1

Rrkqihrp +
nX
r=1

Rrkqphri

!!

=
nX

p;q=1

gpq

 
nX
r=1

hrp
�
Rrikq +R

r
iqk

�
+

nX
r=1

Rriqphrk +
nX
r=1

Rrkqihrp +
nX
r=1

Rrkqphri

!

=

nX
p;q=1

gpq

 
nX
r=1

hrp
�
Rrikq �Rrqik

�
+

nX
r=1

Rriqphrk +

nX
r=1

Rrkqihrp +

nX
r=1

Rrkqphri

!
:

Pela primeira identidade de Bianchi, segue que

Sik =

nX
p;q=1

gpq

 
nX
r=1

hrp
�
�Rrqik �Rrkqi �Rrqik

�
+

nX
r=1

Rriqphrk +

nX
r=1

Rrkqihrp +

nX
r=1

Rrkqphri

!

=
nX

p;q=1

gpq

 
nX
r=1

hrp
�
�2Rrqik

�
+

nX
r=1

Rriqphrk +
nX
r=1

Rrkqphri

!

=
nX

p;q;r=1

gpq
�
�2Rrqikhrp +Rriqphrk +Rrkqphri

�
;

em que, pela Proposição A.12 foi usado em (!) que

�
r2h

�
ijpq

�
�
r2h

�
jipq

= � (R (@i; @j) (h))pq = �R (@i; @j) (hpq) + h (R (@i; @j) @p; @q) + h (@p; R (@i; @j) @q)

= 0 + h (R (@i; @j) @p; @q) + h (@p; R (@i; @j) @q)

= h

 
nX
r=1

Rrijp@r; @q

!
+ h

 
@p;

nX
r=1

Rrijq@r

!

=
nX
r=1

Rrijphrq +
nX
r=1

Rrijqhpr

=

nX
r=1

Rrijphrq +R
r
ijqhpr:

Mais ainda, pela Proposição 1.3 e trocando os índices dos somatórios se necessário for, podemos

escrever V (pelo menos localmente) como

Vk =

nX
p;q=1

gpq
�
(rh)pqk �

1

2
(rh)kpq

�
=

nX
p;q=1

gpq
�
1

2
(rh)pqk +

1

2
(rh)pqk �

1

2
(rh)kpq

�
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=
1

2

nX
p;q=1

gpq
�
(rh)pqk + (rh)qpk � (rh)kpq

�
=

nX
p;q;r=1

gpqgkr (D�g (h))
r
pq ;

em que

D�g : �
�
Sym2T �M

�
! �

�
Sym2T �M 
 TM

�
é a linearização da conexão de Levi-Civita � (g) : Agora gostaríamos de adicionar um termo apropriado

de correção para tornar o �uxo de Ricci elíptico.

Para isso, �xemos uma métrica eg emM com conexão de Levi-Civita e�. Pela nossa investigação acima,
de�nimos o campo vetorial W por

W :=
nX
k=1

0@ nX
p;q=1

gpq
�
�kpq � e�kpq�

1A @k: (2.3)

Como temos uma diferença entre duas conexões (em suma), vemos que W é um campo globalmente bem

de�nido. Como W possui apenas derivadas da métrica g, o operador

P = P
�e�� : c 2 � �Sym2T �M

�
7! P (g) = LW c 2 �

�
Sym2T �M

�
;

em que LW c é a derivada de Lie de c com relação a W (para mais detalhes veja sua de�nição na

expressão (A.34)) é um operador diferencial de segunda ordem em c. A linearização de P é dada por

(DP (h))ik =
d

dt jt=0
(LW g)ik =

d

dt jt=0
riWk +

d

dt jt=0
rkWi =

d

dt jt=0
ri

 
nX
l=1

gklW
l

!
+
d

dt jt=0
rk

 
nX
l=1

gilW
l

!

=

nX
l=1

�
d

dt jt=0
ri

�
gklW

l
�
+
d

dt jt=0
rk

�
gilW

l
��

=

nX
l=1

8<: d

dt jt=0
ri

0@gkl nX
p;q=1

gpq
�
�lpq � e�lpq�

1A+ d

dt jt=0
rk

0@gil nX
p;q=1

gpq
�
�lpq � e�lpq�

1A9=; (2.4)

=
nX

l;p;q=1

�
d

dt jt=0
ri

�
gklg

pq
�
�lpq � e�lpq��+ d

dt jt=0
rk

�
gilg

pq
�
�lpq � e�lpq���

=

nX
l;p;q=1

�
ri

d

dt jt=0

�
gklg

pq
�
�lpq � e�lpq��+rk

d

dt jt=0

�
gilg

pq
�
�lpq � e�lpq��� :
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Pela expressão da derivada de gij (para mais detalhes veja (1.4)), segue que

(DP (h))ik =
nX

l;p;q=1

ri

0@0@hklgpq � gkl nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�+ gklgpq @�lpq@t

1A
+

nX
l;p;q=1

rk

0@0@hilgpq + gil nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�+ gilgpq @�lpq@t

1A
=

nX
l;p;q=1

ri

0@0@hklgpq � gkl nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�+ Vk
1A

+

nX
l;p;q=1

rk

0@0@hilgpq + gil nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�+ Vi
1A

= riVk +rkVi +

nX
l;p;q=1

8<:ri

0@0@hklgpq � gkl nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�
1A9=;

+
nX

l;p;q=1

rk

0@0@hilgpq + gil nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�
1A

= riVk +rkVi + Tik;

em que h := @g
@t e Tik possui a seguinte expressão:

Tik : =
nX

l;p;q=1

8<:ri

0@0@hklgpq � gkl nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�
1A9=;

+
nX

l;p;q=1

rk

0@0@hilgpq + gil nX
a;b=1

gpagqbhab

1A��lpq � e�lpq�
1A :

Notemos que Tik é uma expressão linear de primeira ordem com relação à h. Comparando a igualdade

acima com a expressão (2.2), podemos considerar o operador

Q := �2Ric+ P : �
�
Sym2T �M

�
! �

�
Sym2T �M

�
:

Segue das expressões (2.2) e (2.4) que

DQ (h)ik = �2DRic (h)ik +DP (h)ik = (4h)ik �riVk �rkVi + Sik +riVk +rkVi + Tik

= (4h)ik + Sik + Tik

= (4h)ik +Aik;
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em que Aik := Sik + Tik. Assim, o símbolo principal de DQ é

b� [DQ] (�) (h)ik = nX
p;q=1

gpq�p�qhik = j�j2hik: (2.5)

Portanto, Q é elíptica, e assim a teoria de equações diferenciais parciais nos diz que o �uxo de Ricci

modi�cado,
@g

@t
= �2Ric(g) + P (g) = �2Ric (g) + LW g; (2.6)

também chamado de �uxo de Ricci-DeTurck, possui uma única solução em um curto prazo.

2.2 Relacionando os Fluxos de Ricci-DeTurck e de Ricci

Antes de demonstrar o Teorema 2.1, vamos enunciar um resultado que será utilizado em sua demonstração:

Lema 2.1 (de Escape) Considere uma variedade diferenciável M e seja V 2 X (M). Se  é uma curva

integral de V cujo domínio maximal não é toda reta R, então a imagem de  não pode morar em nenhum

subconjunto compacto de M .

Demonstração. Denote por (a; b) o domínio maximal de , em que �1 � a < 0 < b � 1. Seja

p =  (0) e denote por � o �uxo do campo V , ou seja, pela unicidade das curvas integrais (teorema de

existência e unicidade de EDO)  = �(p). Assuma que b < 1 e suponha, por absurdo, que  (a; b) �

K �M , sendo K um subconjunto compacto. Vamos estender  além de b contradizendo b ser o extremo

superior do domínio maximal de . De fato, se ftigi2N � (a; b) uma sequência tal que ti
i!1! b, então

f (ti)gi2N � K é uma sequência em K, que é compacto. Logo possui uma subsequência convergente

 (tik)
k!1! q 2 M . Existe uma vizinhança U � M de q e um número " > 0 tal que � está de�nida em

(�"; ") � U . Tome um k 2 N tal que  (tik) 2 U e tik > b � " (tal k existe por causa da convergência).

De�na � : (a; tik + ")!M , em que

� (t) =

8<:  (t) , a < t < b�
�t�tik � �tik

�
(p) , tik � " < t < tik + "

:

Temos que � é suave,
�
�t�tik � �tik

�
(p) = �t (p) =  (t). Assim, � é uma curva integral de V que estende

, absurdo.

Demonstração do Teorema 2.1. Vamos demonstrá-lo em alguns passos, começando com a

existência.
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Passo 1: Fixe uma métrica eg em M e de�na o campo W como na expressão (2.3). Seja o �uxo de

Ricci-DeTurck dado por8<:
@gij
@t = �2 (Ric (g))ij + (LW g)ij = �2 (Ric (g))ij +riWk +rkWi;

g (0) = g0;
(2.7)

em que Wj =
Pn

k=1 gjkW
k: Segue da expressão (2.5) que o �uxo de Ricci-DeTurck é estritamente

parabólico. Logo, para toda métrica inicial g0 existe " > 0 e uma única solução g (t) de (2.7) de�nida

para todo 0 � t < ".

Passo 2: Como existe uma solução do �uxo de Ricci-DeTurck, a família a um parâmetro de campos

W (t) de�nida pela expressão (2.3) existe para todo 0 � t < ": Nesse caso, existe uma família a um

parâmetro 't :M !M (isto é, o �uxo ao longo do campo �W ) de�nida pela seguinte EDO:

8<: @
@t't (p) = �W ('t (p) ; t) ;

'0 (p) = IdM :

ComoM é compacta, o Lema de Escape garante que não há curvas integrais de W (t) que não estejam

de�nidas em todo R. Com isso, e com o teorema de existência e unicidade para �uxos dependentes do

tempo concluímos que existe uma única família de difeomor�smos 't que está de�nida para todo 0 � t < ":

Passo 3:

A�rmação: A família de métricas g (t) := '�t g (t), 0 � t < ", é a única solução do �uxo de Ricci

8<:
@g
@t = �2Ric (g) ;

g (0) = g0:
(2.8)

De fato, primeiramente notemos que

g (0) = '�0g (0) = Id�Mg (0) = g (0) = g0:

Além disso, a derivada de g possui a seguinte expressão:

@gik
@t

=
@

@t
('�t g (t)ik) =

@

@s js=0

�
'�t+sg (t+ s)ik

�
=

@

@s

�
gt+s

�
d
�
't+s

�
(@i) ; d

�
't+s

�
(@k)

��
js=0

=

��
@gt+s
@s

��
d
�
't+s

�
(@i) ; d

�
't+s

�
(@k)

��
s=0

+

�
gt+s

�
@

@s
d
�
't+s

�
(@i) ; d

�
't+s

�
(@k)

��
s=0

+

�
gt+s

�
d
�
't+s

�
(@i) ;

@

@s
d
�
't+s

�
(@k)

��
s=0



2.2. Relacionando os Fluxos de Ricci-DeTurck e de Ricci 51

=

�
@g

@t

�
(d ('t) (@i) ; d ('t) (@k)) +

�
gt+s

�
@

@s
d
�
't+s

�
(@i) ; d

�
't+s

�
(@k)

��
s=0

+

�
gt+s

�
d
�
't+s

�
(@i) ;

@

@s
d
�
't+s

�
(@k)

��
s=0

=

�
'�t

�
@g

@t

��
ik

+ gt

�
@

@s js=0
d
�
't+s

�
(@i) ; d ('t) (@k)

�
+ gt

�
d ('t) (@i) ;

@

@s js=0
d
�
't+s

�
(@k)

�
= ('�t (�2Ric (g) + LW g))ik + gt

�
@

@s js=0
d
�
't+s

�
(@i) ; d ('t) (@k)

�
+ gt

�
d ('t) (@i) ;

@

@s js=0
d
�
't+s

�
(@k)

�
:

Usando o bom comportamento do pull-back do tensor de Ricci e a simetria de g, vemos que

@gik
@t

= �2 (Ric ('�t g))ik +
�
'�tLW (t)g (t)

�
ik
+ gt

�
@

@s js=0
d
�
't+s

�
(@i) ; d ('t) (@k)

�
+gt

�
d ('t) (@i) ;

@

@s js=0
d
�
't+s

�
(@k)

�
= �2 (Ric ('�t g))ik +

�
'�tLW (t)g (t)

�
ik
+

�
@

@s js=0

�
'�t+sg (t)

��
ik

:

Agora notemos que

'�t+s =
�
'�1t � 't+s � 't

��
=
�
'�1t � 't+s

�� � '�t
e que

@

@s js=0

�
'�1t � 't+s

�
= d

�
'�1t

�� @

@s js=0
't+s

�
=
�
'�1t

�
�

�
@

@s js=0
't+s

�
=
�
'�1t

�
� (W (t)) :

Segue da de�nição de derivada de Lie (para mais detalhes veja a expressão (A.34)) que

�
@

@s js=0

�
'�t+sg (t)

��
ik

=

�
@

@s js=0

��
'�1t � 't+s

��
('�t g (t))

��
ik

=
�
L('�1t )�(W (t)) ('

�
t g (t))

�
ik

;

e portanto a derivada de g é um múltiplo do tensor de Ricci, pois

@gik
@t

= �2 (Ric ('�t g))ik +
�
'�tLW (t)g (t)

�
ik
+

�
@

@s js=0

�
'�t+sg (t)

��
ik

= �2 (Ric ('�t g))ik +
�
'�tLW (t)g (t)

�
ik
+
�
L('�1t )�(W (t)) ('

�
t g (t))

�
ik

= �2 (Ric ('�t g))ik :

Assim, g (t) = '�t g (t) é de fato uma solução de (2.8) para t 2 (0; "] : Isso completa a demonstração da

existência.



2.2. Relacionando os Fluxos de Ricci-DeTurck e de Ricci 52

Passo 4: Nos resta apenas mostrar a unicidade da solução do �uxo de Ricci. Para isso, é su�ciente

mostrar que toda solução do �uxo de Ricci-DeTurck pode ser produzida a partir de uma solução do �uxo

de Ricci após uma reparametrização de�nida por um �uxo de calor de uma aplicação harmônica.

Mais precisamente, seja f(M; g(t))gt2[0;T ) uma família de variedades riemannianas satisfazendo o �uxo

de Ricci. Fixe
�
N;eh; er� outra variedade riemanniana e seja '0 : M ! N um difeomor�smo. De�na

' :M � [0; T )! N como um �uxo de calor de uma aplicação harmônica de modo que

'�@t = 4g(t);eh' :=
nX

i;j=1

gij
�
'(t) er�

@i
'(t)� (@j) ;

onde tomamos r como a conexão de Levi-Civita rg (no tempo t) em T �M e a conexão pullback '(t) er
em ' (t)� TN: Nesse caso,

4
g(t);eh' =

nX
i;j=1

gij
�
'(t) er�

@i
'(t)� (@j) =

nX
i;j=1

gij
�
'(t) er@i ('(t)� (@j))� '(t)�

�
rg
@i
@j

��

=
nX

i;j=1

gij

0@'(t) er@i

0@ nX
�=1

@j

�
'�
�
@� � ' (t)

1A� nX
=1

��
rg
@i
@j

�
(')

�
@

1A
=

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
�=1

�
'(t) er@i

��
@j

�
'�
�
@� � ' (t)

�
�
��
rg
@i
@j

�
(')

�
@

1A
=

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
�=1

@i@j

�
'�
�
@� + @j

�
'�
��

'(t) er@i (@� � ' (t))
�
�

nX
k=1

�
�
k
ij@k ('

)
�
@ � ' (t)

1A
=

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
�=1

@i@j

�
'�
�
@� + @j

�
'�
���er'(t)�@i

(@�)
��
�

nX
k=1

�
�
k
ij@k ('

)
�
@

1A :

Decompondo ' (t)� @i em termos da base coordenada, segue que

4
g(t);eh' =

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
�=1

@i@j

�
'�
�
@� + @j

�
'�
��erPn

�=1 @i'
�@�@�

�
�

nX
k=1

�
�
k
ij@k ('

)
�
@

1A
=

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
�=1

@i@j

�
'�
�
@� + @j

�
'�
� nX
�=1

(@i'
�)
�er@�@�

�
�

nX
k=1

�
�
k
ij@k ('

)
�
@

1A
=

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
�=1

@i@j

�
'�
�
@� + @j

�
'�
� nX
�=1

(@i'
�)

nX
=1

e���@ � nX
k=1

�
�
k
ij@k ('

)
�
@

1A
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=
nX

i;j;=1

gij

0@ nX
=1

@i@j ('
) +

nX
�;�;=1

@j

�
'�
�
(@i'

�) e��� � nX
k=1

�
k
ij@k ('

)

1A @ : (2.9)

Passo 5: Agora vamos de�nir

g (t) :=
�
' (t)�1

��
g (t) ; (2.10)

uma métrica que depende do tempo em N . A�rmamos que essa métrica é solução do �uxo de Ricci-

DeTurck. Para mostrar isso, observe que um cálculo direto, semelhante ao do Passo 3, fornece o seguinte:

Lema 2.2 Se g é uma métrica que depende do tempo em N de�nida pela expressão (2.10), então

@g

@t
=
�
' (t)�1

���@g
@t

�
+ LV g;

em que Vp = � ('�@t)j'�1(p), para todo p 2 N .

Demonstração do Lema: A invariância geométrica da curvatura implica que

�
' (t)�1

���@g
@t

�
= ' (t)�

�
@g

@t

�
= �2' (t)�Ric (g) = �2Ric (' (t)� g)

= �2Ric
��
' (t)�1

��
g
�

= �2Ric (g) :

A demonstração segue da expressão do �uxo de Ricci - DeTurck (2.6).

Logo, tudo o que precisamos é relacionar o termo derivado de Lie ao da equação de Ricci-DeTurck, ou

seja, queremos mostrar que V = W . A observação chave aqui é a invariância geométrica da "aplicação

Laplaciano"re�etido na seguinte proposição.

Proposição 2.1 Considere K;M e N variedades diferenciáveis com um difeomor�smo  : K ! M e

uma aplicação suave ' :M ! N: Seja g uma métrica em M , eh uma métrica em N e g :=  �g. Então

4
g;eh (' �  ) =

�
4
g;eh'

�
�  :

Note que 4
g;eh' 2 � ('�TN), e portanto

�
4
g;eh'

�
�  2 � ( �'�TN) = � ((' �  )� TN) : O resultado

não é surpreendente: Ele a�rma que a aplicação harmônica Laplaciana de uma aplicação de K a M

permanece inalterada se aplicarmos uma isometria a M .
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Demonstração da Proposição: Para todo p 2 K, precisamos mostrar que

�
4
g;eh (' �  )

�
(p) =

�
4
g;eh'

�
( (p)) :

Para fazer isso para todo ponto p �xado, escolha um sistema de coordenadas
�
xi
�
para M em torno de

 (p) e induza um sistema de coordenadas
�
yi = xi �  

�
: Fixe um sistema de coordenadas (z�) para N

em torno de (' �  ) (p) : Nesses sistemas, temos que

z � ' � x�1 = z � ' �  �  �1 � x�1 = z � ' �  � (x �  )�1 = z � (' �  ) � y�1: (2.11)

Além disso,

gij = ( �g) (@i; @j) = g ( �@i;  
�@j) = gij :

Segue da igualdade das métricas e da expressão dos símbolos de Christo¤el em termos das mesmas

que �
k
ij = �

k
ij : Segue de (2.11) que '

� = (' �  )�, e portanto,

�
4
g;eh'

�
( (p)) =

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
=1

@i@j ('
)�

nX
k=1

�
k
ij@k ('

) +
nX

�;�;=1

@j

�
'�
�
@i ('

�) e���
1A @

@z�

=
nX

i;j;=1

gij

0@ nX
=1

@i@j ((' �  ))�
nX
k=1

�
k
ij@k ((' �  )

) +
nX

�;�;=1

@j

�
(' �  )�

�
@i ((' �  )�) e���

1A @

@z�

=
�
4
g;eh (' �  )

�
(p) :

Agora podemos completar o argumento. Como V (p) = � ('�@t)
�
'�1(p)

�
= �

�
4
g;eh'

� �
'�1 (p)

�
, a

Proposição 2.1 (com  = '�1 e N =M) e da igualdade (2.9) nos dá que

V = �
�
4
g;eh'

�
� '�1 = �4

g;eh �' � '�1� = �4g;eh (IdM )
= �

nX
i;j;=1

gij

0@ nX
=1

@i@j
�
IdM

�
+

nX
�;�;=1

@j

�
Id�M

�
(@iId

�
M )
e��� � nX

k=1

�
k
ij@k

�
IdM

�1A @

= �
nX

i;j;=1

gij

0@ nX
�;�;=1

�j���ie��� � nX
k=1

�
k
ij�k

1A @

= �
nX

i;j;=1

gij
�e�ij � �ij� @

= W:
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Passo 6: Finalmente vamos mostrar a unicidade de solução para o �uxo de Ricci. Suponha que

existam gi(t) soluções do �uxo de Ricci, em que i = 1; 2 e com condição inicial g1(0) = g2(0): Tomando

N = M e '0(x) = x, produzimos soluções gi(t) do �uxo de Ricci-DeTurck, com g1(0) = g1(0) = g2(0) =

g2(0): Pela unicidade de soluções do �uxo de Ricci-DeTurck, temos que g1(t) = g2(t), para todo t no

intervalo comum de existência. Ou seja, W =
Pn

i;j=1 g
ij
�
�kij � e�kij� é o mesmo para as duas soluções.

Os difeomor�smos 'i (t) são dados pelo �uxo de calor de uma aplicação harmônica, e como antes, a

Proposição 2.1 nos dá que

8<: (@t'i) (x; t) =
�
4
gi;
eh'i
�
(x; t) = �W ('i (x; t)) ;

'i (x; 0) = x:

Assim, '1 e '2 são soluções do mesmo PVI, assim '1 (x; t) = '2 (x; t) e portanto,

g2 = '�2g2 = '�1g1 = g1:



Capítulo 3

O Princípio do Máximo

Logo mais (no próximo capítulo), vamos demonstrar que dada uma variedadeM , a única solução (M; g (t))

do �uxo de Ricci com g (0) = g0 existe em um intervalo maximal 0 � t < T � 1. Além disso, na

demonstração do Teorema da Esfera Suave, vamos submeter nossa variedade M ao �uxo de Ricci, isto é,

teremos uma família f(M; g (t))gt2I , em que t pertence a um intervalo maximal de existência I = [0; T ).

Veremos que a variedade (M; g (0)) possui uma "certa propriedade"e gostaríamos que essa propriedade se

estendesse para todo t 2 I. Esses resultados são possíveis graças ao chamado Princípio do Máximo, uma

ferramenta que, em nossas aplicações, garante a preservação de um limitante inferior de uma dada função

de�nida em um intervalo semiaberto limitado da reta, desde que essa limitação aconteça em um extremo

e essa função satisfaça uma certa equação diferencial parcial. Este capítulo tem por objetivo enunciar e

demonstrar esse princípio, que será muito útil na demonstração do teorema �nal.

3.1 Resultados Preliminares

Iniciemos com algumas de�nições e resultados preliminares que contribuirão para a coompreensão do

Princípio do Máximo, bem como sua demonstração e eventuais aplicações.

Seja E um espaço vetorial de dimensão �nita com produto interno e E� seu respectivo espaço dual.

Um subconjunto A � E é um conjunto convexo se tv + (1 � t)w 2 A, para todo v; w 2 A e todo

t 2 [0; 1] : Um subconjunto � � E é um cone com vértice u 2 E se u+ t (v � u) 2 �, para todo v 2 �

e todo t � 0: Um semiespaço é um conjunto da forma fx 2 E : l(x) � cg, em que l é um funcional não

nulo de E.

Nesse caso, temos que

l(x) � c =
c

jjljj jjljj )
l

jjljj(x) �
c

jjljj =: ec,
56
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para todo x pertencente ao semiespaço. Isto é, podemos nos restringir apenas aos funcionais do conjunto

S� = f! 2 E� : k!k = 1g :

Considere um conjunto convexo fechado A � E e seja l um funcional linear em E. Um semiespaço

de suporte para A é um semiespaço fx 2 E : l(x) � cg em que c é o supremo do conjunto fl(x) : x 2 Ag.

O bordo do semiespaço de suporte, isto é, fx 2 E : l(x) = cg, é chamado de hiperplano de suporte

para A . A função suporte de A é uma função s = sA : E� � f0g ! R [ f1g de�nida por

s (l) = sup fl (x) : x 2 Ag (3.1)

Temos a seguinte caracterização de conjuntos convexos fechados:

Teorema 3.1 Seja E um espaço vetorial de dimensão �nita com produto interno. Um conjunto convexo

fechado A � E é dado pela interseção de seus semiespaços de suporte, isto é,

A =
\
l2S�

fx 2 E : l (x) � s (l)g :

Demonstração. De fato, pela própria de�nição de s (l) vemos que A está contido em cada um dos

semiespaços de suporte, portanto,

A �
\
l2S�

fx 2 E : l (x) � s (l)g :

Para provar a outra inclusão é su�ciente mostrar que se y =2 A então y =2
\
l2S�

fx 2 E : l (x) � s (l)g, isto

é, existe l 2 S� tal que l(y) > s(l): Seja x 2 A um ponto de A que realiza a distância entre y e A (tal x

existe pela de�nição de distância entre um ponto e um conjunto e pelo fato de A ser fechado) e de�na

l : z 2 E 7! hz; y � xi 2 R:

A linearidade de h�; y � xi nos garante a linearidade de l. Além disso, como x 2 A e y =2 A, então

l(y � x) = ky � xk2 > 0;

ou seja, l 2 E� � f0g. De�na el := l
jjljj 2 S

�: Se el(w) > el(x) para algum w 2 A, como tw + (1 � t)x 2 A,
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para todo 0 � t � 1 (pois A é convexo), e além disso,

d

dt jt=0
ky � (tw + (1� t)x)k2 = �2 hw � x; y � (tw + (1� t)x)ijt=0 = �2 hw � x; y � xi

= �2 hw; y � xi � 2 h�x; y � xi

= �2 (l(w)� l(x))

= �2jjljj
�el(w)� el(x)� < 0:

ou seja, para pontos p su�cientemente próximos de x no segmento xw, temos que d (y; p) < d (y; x) mas

como A é convexo, segue que p 2 A, e isso é um absurdo pela de�nição de x. Portanto, el(x) = s(el):
Porém, el(y)� el(x) = el(y � x) = l(y � x)

jjljj =
jjy � xjj2
jljj > 0:

Para um conjunto fechado e convexo A � E, a função dA : E ! R dada por

dA (y) = inf fky � xk : x 2 Ag

possui uma caracterização em termos da função suporte de A:

Teorema 3.2 Seja E um espaço vetorial de dimensão �nita com produto interno e A � E um subconjunto

convexo e fechado. Para todo y =2 A,

dA (y) = sup fl (y)� s (l) : l 2 S�g

Demonstração. Como A é fechado, existe x 2 A tal que dA (y) = ky � xk : Para todo l 2 S�,

l (y)� s (l) = l (y)� sup
A
fl(v) : v 2 Ag � l (y)� l(x) = l(y � x) � jl(y � x)j � klk ky � xk = ky � xk

= dA (y) ;

ou seja, dA (y) é um limitante superior para o conjunto fl (y)� s (l) : l 2 S�g. Tome o seguinte funcional

de�nido em E:

l (�) = hy � x; �i
ky � xk :
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Como l é contínua, então jl(v)j � klk kvk, para todo v 2 A. Notemos que se kvk = 1, então

jl (v)j = jhy � x; vij
ky � xk � ky � xk kvk

ky � xk = kvk = 1;

ou seja, pela de�nição de norma de uma transformação linear, klk � 1. Tomando v = y�x
ky�xk , obtemos a

igualdade, portanto l 2 S�. Queremos mostrar que

ky � xk = l (y)� s (l) :

Se isolarmos s (l), veremos que

s (l) = l (y)� ky � xk = hy � x; yi
ky � xk � ky � xk = hy � x; yi

ky � xk � ky � xk
2

ky � xk

=
hy � x; y � (y � x)i

ky � xk =
hy � x; xi
ky � xk

= l (x) ;

isto é, basta mostrarmos que s (l) = l (x).

Primeiramente, usando o teorema do completamento e o processo de ortogonalização de Gram-

Schmidt, podemos escrever x 2 A da seguinte maneira:

x = � (y � x) + �N;

em que h(y � x) ; Ni = 0 e �; � 2 R: Isolando � vemos que

� =
hx; y � xi
ky � xk2

=
l (x)

ky � xk ;

ou seja, l (x) é justamente a norma da componente de x na direção do vetor unitário y�x
ky�xk .

Seja C � E o subconjunto dos pontos de E cuja projeção na direção de y�x
ky�xk possui norma igual a

l (x). Portanto C separa E em dois semiespaços, E+ e E�, em que

E+ = fz 2 E : l (z) > l(x)g ;

E� = fz 2 E : l (z) < l(x)g ;

isto é, E = E+[C[E� em que os subconjuntos são disjuntos dois a dois. Vamos mostrar que A � E�[C
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(que é a própria de�nição de s (l)): De fato,

l (y)� l(x) = l (y � x) = hy � x; y � xi
ky � xk = ky � xk > 0;

isto é, y 2 E+: Seja B � E a bola de centro y e raio jjy�xjj. Por construção, C é tangente à B em x. Se

existe um ponto x0 2 (A \ E+)� fxg, segue que x0 =2 C, logo a reta r que passa por x cujo vetor diretor

é x � x0 não é tangente à B, e como B e x0 estão no mesmo semiespaço E+, então existe um ponto do

segmento xx0 que está em @B. Como B é convexa (mais que isso: é uma bola) então um ponto qualquer p

no interior de xx0 está no interior de B, ou seja, d (y; p) < d (y; x) : Mas x e x0 estão em A, que é convexo,

logo p 2 A. Absurdo, pois x = d (A; y). Portanto A � E� [ C.

Considere agora U � Rn um aberto e f : U ! R uma função suave. Se f possui um mínimo local

em algum ponto p 2 U , segue que rf (p) = 0 e �f (p) � 0: Isso segue do teste da segunda derivada para

funções de uma variável: Dado v 2 Rn, a função t 7! fv(t) := f(p+ tv) possui um mínimo local em t = 0,

ou seja, segue que 8<: f 0v(0) = 0;

f 00v (0) � 0:

portanto, temos que

0 =
d

dt jt=0
ff(p+ tv)g = g (rf(p); v) ;

para todo v 2 Rn, ou seja, rf(p) = 0: Além disso, note que a derivada de fv pode ser escrita como

f 0v(t) =
d

dt
(f � ) (t) = df(t):

0 (t) ;

onde  (t) := p+ tei, para todo t 2 R. Segue disso que

f 00v (t) =
d

dt

�
df(t):

0 (t)
�
=

d

dt

�
g
�
rf ( (t)) ; 0 (t)

��
= g

�
d

dt
(rf ( (t))) ; 0 (t)

�
+ g

�
rf (p) ; 00 (t)

�
= g

�
d

dt
((rf) � ) (t) ; ei

�
= g

�
d (rf)(t) :

0 (t) ; ei
�

= g
�
0 (t) (rf) ; ei

�
:
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Portanto, segue do teorema de Schwarz que em t = 0 temos

0 � f 00v (0) = g

�
@

@ei
(rf) (p) ; v

�
= g

�
r
�
@f

@ei

�
(p) ; v

�
=

@

@ei

�
@f

@ei

�
(p) =

@2f

@e2i
(p) ;

para todo i = 1; :::; n, onde feigni=1 é a base canônica do Rn. Logo, temos que

(�f) (p) =
nX
i=1

@2f

@e2i
(p) � 0:

Em uma variedade riemanniana qualquer, utilizamos um argumento generalizado baseado nas geo-

désicas do ambiente, ou seja, utilizando a função t 7! fv(t) := f(expp (tv)) obtendo o seguinte resultado:

Lema 3.1 (Teste da Segunda Derivada) Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional e seja

u :M ! R uma função C2. Se u possui um ponto de mínimo local p 2M , então

ru (p) = 0 e (�u) (p) � 0:

Demonstração. Dado v 2 TpM , de�na a seguinte função: t 7! uv(t) := u �  (t), em que  (t) :=

expp (tv). Segue que uv possui um ponto de mínimo local em t = 0, logo

8<: u0v(0) = 0;

u00v(0) � 0:

ou seja, temos que

0 =
d

dt jt=0

�
u(expp (tv))

	
= dup:

�
d

dt jt=0
expp (tv)

�
= dup:v = g (ru (p) ; v)

para todo v 2 TpM , ou seja,

ru (p) = 0:

Segue do raciocínio já efetuado antes do lema que

u00v(t) = g

�
D

dt
(ru � ) (t) ; 0 (t)

�
+ g

�
r (u � ) (t) ; D

0

dt
(t)

�
:
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Como  (t) é uma geodésica, segue que D0

dt (t) = 0, ou seja,

u00v(t) = g

�
D

dt
(ru � ) (t) ; 0 (t)

�
= g

��
r0(t) (ru)

�
�  (t) ; 0 (t)

�
=
�
r2u

�
(t)

�
0 (t) ; 0 (t)

�
logo, em t = 0 :

0 � u00v(0) =
�
r2u

�
(0)

�
0 (0) ; 0 (0)

�
=
�
r2u

�
p
(v; v) :

para todo v 2 TpM . Logo, usando a de�nição do Laplaciano e que o traço independe da base, segue que:

(�u) (p) = Tr
�
r2u

�
p
=

nX
i=1

�
r2u

�
p
(Ei; Ei) � 0;

onde fEigni=1 é uma base ortonormal de TpM .

3.2 Duas Versões do Princípio do Máximo

O Princípio do Máximo é uma ferramenta muito útil na resolução de equações diferenciais e será utilizada

na demonstração do Teorema da Esfera Suave. Usaremos tal princípio em sua versão mais geral para

campos vetoriais. O Princípio do Máximo mais simples é o escalar, para métricas que dependem do

tempo:

Proposição 3.1 (Princípio do Máximo Escalar) Considere uma família suave de métricas rieman-

nianas fg (t)gt2[0;T ) sobre uma variedade diferenciável compacta M tal que u :M � [0; T )! R satisfaz

@u

@t
��g(t)u � 0:

Se u (�; 0) � c para algum c 2 R, então u (x; t) � c para todo (x; t) 2M � [0; T ).

Demonstração. Dado " > 0 de�na u" (x; t) := u (x; t)+" (1 + t), em que (x; t) 2M�[0; T ). Notemos

que

u" (x; 0) = u (x; 0) + " (1 + 0) = u (x; 0) + " > u (x; 0) � c; (3.2)

para todo x 2M:

A�rmação 1: Existe T0 2 (0; T ) tal que u" (x; t) > c, para todo (x; t) 2M � [0; T0):

Como u" é contínua, segue da desigualdade (3.2) que, para todo x 2 M , existe um aberto Ax � M e

tx > 0 tal que u" (p; t) > c, para todo (p; t) 2 Ax � [0; tx). Como M é compacta e M = [x2MAx, então
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existem fx1; :::; xng � M tal que M =
n[
i=1

Axi . Escolhendo T0 = min ft1; :::; tng, obtemos u" (x; t) > c,

para todo (x; t) 2M � [0; T0), isso demonstra a A�rmação 1.

Agora de�na o seguinte:

Ts = sup ft0 2 [0; T ) : u" (x; t) > c; para todo (x; t) 2M � [0; t0)g

Por construção, temos que Ts � T0.

A�rmação 2: Ts = T .

De fato, suponha, por absurdo, que Ts < T . Segue da de�nição de Ts e da continuidade de u que

existe x0 2M tal que

i. u" (x0; Ts) = c

ii. u" (x; t) > c, para todo (x; t) 2M � [0; Ts):

iii. u" (x; Ts) � c; para todo x 2M .

Como Ts é mínimo da função u" (x0; �) : [0; Ts]! R; segue que

@u"
@t

(x0; Ts) =
d

dt
(u" (x0; �)) (Ts) � 0:

Por outro lado, a função u" (�; Ts) :M ! R, possui um ponto de mínimo em x0. Logo, pelo Lema anterior:

0 � �g(t) (u" (�; Ts)) (x0) =
�
�g(t)u"

�
(x0; Ts) .

Como
@u"
@t

��g(t)u" =
@u

@t
+ "��g(t)u � " > 0

segue que

0 � @u"
@t

(x0; Ts) >
�
�g(t)u"

�
(x0; Ts) � 0;

o que é um absurdo. Essa contradição conclui a demonstração da A�rmação 2.

Segue da A�rmação 2 e da de�nição de Ts que

u" (x; t) > c; para todo (x; t) 2M � [0; T ):
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Como " foi escolhido arbitrariamente, fazendo "! 0, obtemos

u (x; t) � c; (x; t) 2M � [0; T ).

Antes de enunciar o Princípio do Máximo para campos de vetores, precisamos das seguintes de�nições

(que são adaptações de de�nições mais gerais para uma variedade diferenciável da forma M � R):

Seja E um �brado vetorial (para mais detalhes veja as De�nições A.3 e A.4) sobre uma variedade

diferenciável da forma M � R. Um subconjunto 
 � E é dito convexo na �bra se, para cada (x; t) 2

M � R, o conjunto 
(x;t) := 
 \ E(x;t) é um subconjunto convexo do espaço vetorial E(x;t): Seja E� o

�brado dual referente a E (para mais detalhes veja a Seção A). De�nimos a função suporte s : E� ! R

de 
 por

s (x; t; l) := sup
�
l(v) : v 2 
(x;t) � E(x;t)

	
: (3.3)

Dado (x; t) 2M �R, o cone normal, Nv
(x;t) � E�(x;t), de 
(x;t) em um ponto v 2 @
(x;t) é de�nido

pelo seguinte conjunto:

Nv
(x;t) :=
n
l 2 E�(x;t) : l(v) = s (x; t; l)

o
:

Dado (x; t) 2M � R, o cone tangente, Tv
(x;t) � E(x;t), é de�nido pelo seguinte conjunto:

Tv
(x;t) :=
\

l2Nv
(x;t)

�
z 2 E(x;t) : l(z) � 0

	
: (3.4)

De�nição 3.1 Seja E um �brado vetorial em uma variedade diferenciável da forma M � R, e 
 � E

convexo na �bra. Seja F : E ! E uma aplicação tal que F
�
E(x;t)

�
� E(x;t), para todo (x; t) 2 M � R.

Dizemos que F aponta para dentro de 
 se F (x; t; v) 2 Tv
(x;t), para todo (x; t; v) 2 @
(x;t) \ E(x;t).

Mais ainda, dizemos que F aponta estritamente para dentro de 
 se F (x; t; v) está no interior de

Tv
(x;t), para todo (x; t; v) 2 @
(x;t) \ E(x;t):

Suponha que o �brado vetorial E seja munido de uma conexão r (para mais detalhes veja a De�nição

A.14). Dizemos que 
 � E é invariante por transporte paralelo pela conexão r se para toda curva

suave  em M �R e todo vetor V0 2 
(0); o campo transporte paralelo de V0 ao longo de  está contido

em 
:
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Além disso, vamos de�nir o operador L : � (E)! � (E), em que

L(u) (x; t) = (r@tu) (x; t)� (�u) (x; t)� (rV u) (x; t)� F (x; t; u (x; t)); (3.5)

para todo (x; t) 2M �R, em que V é uma seção suave do �brado tangente espacial G (para mais detalhes

veja a expressão (A.17)) e F : E ! E uma aplicação tal que F
�
E(x;t)

�
� E(x;t).

Com estas noções em mente, conseguimos compreender o seguinte resultado:

Teorema 3.3 (Princípio do Máximo para Fibrados Vetoriais) Seja (E;r) um �brado vetorial com

conexão de Levi-Civita em uma variedade riemanniana da formaM�R comM compacta, 
 � E um sub-

conjunto fechado, convexo na �bra e invariante por transporte paralelo com respeito a r: Seja F : E ! E

uma aplicação tal que F
�
E(x;t)

�
� E(x;t), para todo (x; t) 2 M � R e que aponta para dentro de 
. Se

u 2 � (E) é solução da equação diferencial parcial L(u) = 0, isto é, tal que

(r@tu) (x; t) = (�u) (x; t) + (rV u) (x; t) + F (x; t; u (x; t)); (3.6)

em que V é uma seção suave do �brado tangente espacial G, e u (x; t0) 2 
; para todo x 2 M , então

u (x; t) 2 
, para todo (x; t) 2M � [t0; T ):

Demonstração. Seja o chamado �brado esférico S� � E�, de�nido por

S�(x;t) :=
n
l 2 E�(x;t) : klk = 1

o
;

para todo (x; t) 2M � [t0; T ). Seja f : S� ! R, de�nida por

f (x; t; l) := l (u (x; t))� s(x;t) (x; t; l) ;

em que s(x;t) é a função suporte de 
(x;t) de�nida pela expressão (3.1). Pelo Teorema 3.2, para cada

(x; t) 2 M � [t0; T ), o supremo de ff (x; t; l) : l 2 S�g nos dá a distância de u (x; t) ao conjunto 
(x;t):

Portanto basta mostrar que f � 0 em S�. Em particular, a condição u (x; t0) 2 
(x;t0) nos diz que

f (x; t0; l) = l (u (x; t0))� s(x;t0) (x; t0; l) � 0; (x; t0; l) 2 S�:

Vamos mostrar que a desigualdade acima se mantém para todo t 2 [t0; T ): Nossa estratégia será mostrar

que existe uma constante C 2 R tal que f�e"Ct � 0 para todo " > 0. Primeiramente, vamos nos restringir



3.2. Duas Versões do Princípio do Máximo 66

a um domínio compacto: Sabemos que u é suave em M � [t0; t1], para todo t1 2 R tal que T > t1 > t0.

Como esse novo conjunto é compacto (produto de compactos), existe K > 0 tal que ku (x; t)k � K, em

M � [t0; t1]: Dados v1; v2 2 E(x;t) tais que kv1k ; kv2k � 2K, como F é suave, existe L > 0 tal que

kF (x; t; v2)� F (x; t; v1)k � L kv2 � v1k :

De fato, se v1 = v2 temos uma igualdade trivial. Caso contrário, a função

(x; t) 2M � [t0; t1] 7!
kF (x; t; v2)� F (x; t; v1)k

kv2 � v1k
2 R

é suave e de�nida em um compacto, logo é limitada.

Escolhendo "0 > 0 de modo que

"0e
(L+1)(t1�t0) � K;

vamos demonstrar que

f � "e(L+1)(t�t0) � 0 em M � [t0; t1];

para todo " � "0: Como f (x; t0; l) � 0 a desigualdade acima é estrita em t = t0: Suponhamos, por

absurdo, que a desigualdade acima não valha sempre. Segue de um raciocínio análogo ao efetuado na

demonstração da Proposição 3.1 que existe
�ex;et;el� 2 S� tal que

f
�ex;et;el�� "e(L+1)(et�t0) = 0 (3.7)

e além disso,

f (x; t; l)� "e(L+1)(t�t0) � 0; (3.8)

para todo (x; t; l) 2 S�(x;t) com t0 � t � et. Como 
(ex;et) é fechado, existe v 2 
(ex;et) tal que v é o ponto de

(ex;et) que está mais próximo de u �ex;et�. Pelo Teorema 3.2

v � u �ex;et� = sup�f �ex;et; l� : l 2 S�	 � "e(L+1)(
et�t0) � K;

para todo " � "0, onde foi usado a expressão (3.8) na primeira desigualdade. Como
u �ex;et� � K, então

kvk =
v � u �ex;et�+ u �ex;et� � v � u �ex;et�+ u �ex;et� � 2K:
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Pela de�nição de L, obtemos

F (x; t; v)� F �x; t; u �ex;et�� � L
v � u �ex;et� � L"e(L+1)(

et�t0):
A�rmação 1: l 2 Nv
(ex;et):
De fato, pela demonstração do Teorema 3.2, para termos o máximo de f , devemos tomar

l (�) =


u
�ex;et�� v; ��u �ex;et�� v :

A demonstração do Teorema 3.1 nos diz que v é o ponto de máximo de l, isto é, l (v) = s
�ex;et; l�, portanto

l 2 Nv
(ex;et), isso demonstra a A�rmação 1.
A condição de que F aponta para dentro de 
 implica que

l
�
F
�ex;et; v�� � 0:

Em uma vizinhança U de
�ex;et�, estenda el a uma seção suave de E� por transporte paralelo ao longo de

geodésicas em M que partem de ex: Como a conexão em E é compatível com a métrica, segue que

@

@t

l(x;t) (v)2 = 2

�
D

dt
l(x;t) (v) ; l(x;t) (v)

�
= 2



r@t l(x;t) (v) ; l(x;t) (v)

�
= 2 � 0 = 0;

ou seja, em U ainda temos que l(x;t) 2 S�: Dentro da A�rmação 1, também a�rmamos o seguinte:

A�rmação 2: Para esse l, a função (x; t) 7! s
�
x; t; l(x;t)

�
é constante em U .

O transporte paralelo ao longo das curvas indicadas acima induzem as seguintes aplicações:

8><>:
P : (x; t; v0) 2 U � E(ex;et) ! v 2 E;

P � :
�
x; t;el� 2 U � E�

(ex;et) 7! l(x;t) 2 E�;

onde v 2 E(x;t) é o transporte paralelo de v0 ao longo das geodésicas e l(x;t) (v) := el(ex;et) (v0). A invariância
de 
 pelo transporte paralelo implica que

P
�
x; t;
(ex;et)

�
= 
(x;t); (3.9)
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para todo (x; t) 2 U: A de�nição da conexão dual (para mais detalhes veja a Proposição A.9) implica

que

r�@t
�
P �
�
x; t;el�� (P (x; t; v0)) = r�@t l(x;t) (P (x; t; v0)) = r

�
@t l(x;t) (P (x; t; v0))

= r�@t
�
l(x;t) (v)

�
:= r@tv = 0;

pois v é o transporte paralelo de v0, ou seja,
�
P �
�
x; t;el�� (P (x; t; v0)) é constante ao longo das geodésicas.

Em particular, isso implica que

s
�
x; t; P �

�
x; t;el�� = sup

n
P �
�
x; t;el� (v) : v 2 
(x;t)o

= sup
n
P �
�
x; t;el� (P (x; t; v0)) : v0 2 
(ex;et)o

= sup
nel(ex;et) (v0) : v0 2 
(ex;et)o

= s
�ex;et;el� ;

onde foi usado a expressão (3.9) na segunda igualdade. Isso demonstra a a�rmação 2.

De�na uma função f em U da seguinte maneira:

f : (x; t) 2 U 7! f
�
x; t; l(x;t)

�
2 R:

Pela construção de l; f é suave em U . Mais ainda,

f
�ex;et� = f

�ex;et; l(ex;et)� = f
�ex;et;el(ex;et)� = "e(L+1)(

et�t0);
onde foi usada a expressão (3.7) na última igualdade, além disso,

f (x; t) = f
�
x; t; l(x;t)

�
� "e(L+1)(t�t0); (x; t) 2M � [t0;et];

onde foi usada a expressão (3.8) na desigualdade. Segue do Lema 3.1 que as derivadas espaciais de f se

anulam em
�ex;et� e ��f� �ex;et� � 0: Além disso, como f é suave em U , segue que

@f

@t

�ex;et�� d

dt jt=et
n
"e(L+1)(t�t0)

o
=

@

@t

�
f � "e(L+1)(t�t0)

� �ex;et�
= lim

h�!0

f
�ex;et+ h�� "e(L+1)(et+h�t0) � f �ex;et�+ "e(L+1)(et�t0)

h



3.2. Duas Versões do Princípio do Máximo 69

= lim
h�!0

f
�ex;et+ h�� "e(L+1)(et+h�t0)

h

� 0;

onde foi usada a expressão (3.7) na terceira igualdade e a expressão (3.8) na desigualdade, ou seja,

@f

@t

�ex;et�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0) � 0:
Como l é paralela ao longo das geodésicas espaciais que partem de

�ex;et�, temos a seguinte equação:
�
r2
�
l(ex;et)

��
(V; V;W ) =

�
rVr

�
l(ex;et)

��
(V;W ) = rV

�
r
�
l(ex;et)

�
(V;W )

�
�
�
r
�
l(ex;et)

��brV V;W
��
�
�
r
�
l(ex;et)

�
V;rVW

�
= rV

�
r
�
l(ex;et)

�
(V;W )

�
�r

�
l(ex;et)

�
(V;rVW )

= rV

�
rV

�
l(ex;et)

�
(W )

�
�rV

�
l(ex;et)

�
(rVW )

= rVrV

�
l(ex;et)

�
(W ) +

�
rV

�
l(ex;et)

�
(rV w)

�
�rV

�
l(ex;et)

�
(rVW )

= rVrV

�
l(ex;et)

�
(w)

= 0;

para todo V 2 TM eW 2 E. Como r é simétrica, o operador r2 é simétrico (pela expressão (A.10)),

segue que

0 =
�
r2
�
l(ex;et)

��
(V � U; V � U;W )

=
�
r2
�
l(ex;et)

��
(V; V;W )�

�
r2
�
l(ex;et)

��
(V;U;W )�

�
r2
�
l(ex;et)

��
(U; V;W )

+
�
r2
�
l(ex;et)

��
(U;U;W )

=
�
r2
�
l(ex;et)

��
(V; V;W )� 2

�
r2
�
l(ex;et)

��
(U; V;W ) +

�
r2
�
l(ex;et)

��
(U;U;W )

= �2
�
r2
�
l(ex;et)

��
(U; V;W ) ;

para todo U; V 2 TM e W 2 E, ou seja, r2l(ex;et) = 0: Em particular,

�l(ex;et) = Trg

�
r2l(ex;et)

�
= Trg (0) = 0:
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Pela de�nição de f; e pelo fato de l ser constante ao longo das geodésicas espaciais

@f

@t j(ex;et) =
@

@t
(l (u)� s (l)) = (r@t l) (u) + l (r@tu)�

@

@t
(s (l))

= l (r@tu)

= l ((�u) + (rV u) + F (u)) ;

onde foi usada a expressão (3.2) na penúltima igualdade e a expressão (3.6) na última. Além disso, temos

as seguintes equações:

rf = r (l � u� s � l) = (rl) (u) + l (ru)�r (s � l) = l (ru) ;

onde foi usada a A�rmação 3.2 na última igualdade. Tomando fEigni=1 uma base ortonormal em E,

vemos que

�f = �(l � u� s � l) = � (l � u� s � l)��(s (l)) = � (l � u)

=

nX
i=1

EiEi (l � u) =
nX
i=1

Ei (Ei (l � u))

=

nX
i=1

Ei ((rEi l) (u) + l (rEiu))

=
nX
i=1

f(rEirEi l) � u+ (rEi l) (rEiu) + (rEi l) (rEiu) + l (rEirEiu)g

=
nX
i=1

(rEirEi l) � u+ 2
nX
i=1

(rEi l) (rEiu) + l

 
nX
i=1

rEirEiu

!

= (�l) (u) + 2

nX
i=1

(rEi l) (rEiu) + l (�u)

= l (�u) ;

onde foi usada a A�rmação 3.2 na terceira igualdade. Usando estas duas equações, segue que

@f

@t j(ex;et) = l ((�u) + (rV u) + F (u))

=
�
�f
� �ex;et�+ �rV f

� �ex;et�+ l �F (ex;et; u �ex;et�)�
=

�
�f
� �ex;et�+ �rV f

� �ex;et�+ l �F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)�+ l �F (ex;et; v)� :
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Combinando esta equação com as outras seguintes

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�
�f
� �ex;et� � 0

rf = 0
@f
@t

�ex;et�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0) � 0F �ex;et; v�� F �ex;et; u �ex;et�� � L
v � u �ex;et� = L"e(L+1)(

et�t0)
l
�
F
�ex;et; v�� � 0

klk = 1

;

concluímos que

0 � @f

@t

�ex;et�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)
=

�
�f
� �ex;et�+ �rV f

� �ex;et�+ l �F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)�+ l �F (ex;et; v)�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)
�

�
rV f

� �ex;et�+ l �F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)�+ l �F (ex;et; v)�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)
= l

�
F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)�+ l �F (ex;et; v)�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)

� l
�
F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)

�
��l �F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)���� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0):

Pela de�nição da norma de um funcional linear, segue que

0 � klk
F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)

=
F (ex;et; u �ex;et�)� F (ex;et; v)� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)

� L
v � u �ex;et�� " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)

= L"e(L+1)(
et�t0) � " (L+ 1) e(L+1)(et�t0)

= �"e(L+1)(et�t0) < 0:
Chegamos em uma contradição. Ou seja, a inequação

f � "e(L+1)(t�t0) � 0 em M � [t0; t1]

vale para todo " � "0. Portanto f � 0 em M � [t0; t1]. A arbitrariedade de t1 nos mostra que f � 0 em

M � [t0; T ). Portanto u (x; t) 2 
(x;t), para todo (x; t) 2M � [t0; T ), como queríamos demonstrar.
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3.3 Algumas Aplicações

Como uma primeira aplicação do Princípio do Máximo para Fibrados Vetoriais, vamos usar o teorema no

caso mais simples possível para provar a seguinte caracterização do �uxo quando um campo de vetores

preserva um conjunto convexo:

Corolário 3.1 Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita, 
 � V um subconjunto fechado e convexo,

e F : [0; T ]� V ! V uma aplicação tal que, para todo t 2 [0; T ], F (t; �) aponta para dentro de 
, isto é,

F (t; v) 2 Tv
, para todo v 2 @
. Então o �uxo de F preserva 
, no sentido de que para todo u0 2 
, a

solução da equação diferencial ordinária8<: d
dt (u (t)) = F (t; u (t))

u (0) = u0
; (3.10)

tem u (t) 2 
; para todo t 2 [0; T ] no intervalo de existência de u.

Demonstração. Seja M = fxg uma variedade de dimensão zero e seja o �brado vetorial trivial

E = fxg � [0; T )� V =
�
(x; t; v) : t 2 [0; T ) , v 2 E(x;t)

	
com a conexão trivial dada pela derivação na direção de t, ou seja,

(r@tu) (t) := u0(t)

para todo u 2 � (E) � C1 ([0; T ); V ). Como V tem dimensão �nita, existe um produto interno em V .

Fixe h, um produto interno em V e seja fh (t)gt2[0;T ), onde h (t) = h, para todo t 2 [0; T ) uma métrica

em E. Tome também e
 = 
 � [0; T ) � E. Como produto de um convexo com um intervalo, é convexo,

garantimos a convexidade de e
. Como u depende apenas do tempo, segue que �u = 0. Portanto u

satisfaz a equação (3.6) com X � 0, ou seja,

(r@tu) (x; t) =
du

dt
(t) = F (t; u (t)) = (�u) (x; t) + (rXu) (x; t) + F (x; t; u (x; t));

com x 2 M �xo, para todo t 2 [0; T ). Como u (0) = u0 2 
, segue do Teorema 3.3 que u (t) 2 
, para

todo t 2 [0; T ):

Como uma ilustração simples de como o Princípio do Máximo Escalar pode ser aplicado ao �uxo

de Ricci, consideremos a equação de evolução da curvatura escalar dada pela expressão (1.14). Como
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2 jRicj2 � 0, segue que
@S

@t
� �g(t)S:

Pelo Princípio do Máximo Escalar, se existe c 2 R tal que S (�; 0) � c, então S � c. Não conseguimos dizer

nada sobre limitantes superiores para S. Um resultado mais forte pode ser obtido ao notar a seguinte

desigualdade:

jRicj2 � 1

n
(Tr (Ric))2 =

1

n
S2;

devido ao seguinte resultado:

A�rmação 3.3.1 Seja (Mn; g) uma variedade riemanniana de dimensão n. Se T 2 T 20 (Mn) ; então

jT j2 � 1

n
(Trg (T ))

2 ;

ou seja, temos que
nX

i;j=1

(T (Ei; Ej))
2 � 1

n

0@ nX
i;j=1

gijTij

1A2 ;
onde fEigni=1 é uma base ortonormal de TpM , para algum p 2M arbitrário.

Demonstração. De fato, como o traço independe da base em questão, escolhendo a carta normal,

segue que gij = �ij , portanto temos que

(Trg (T ))
2 =

0@ nX
i;j=1

gijTij

1A2 =  nX
i=1

Tii

!2
:

Portanto, concluímos que :

(Trg (T ))
2 =

 
nX
i=1

Tii

!2
=

 
nX
i=1

Tii:1

!2
�
 

nX
i=1

T 2ii

! 
nX
i=1

12

!

= n

 
nX
i=1

T 2ii

!
= njT j2:

Para mais detalhes a respeito da desigualdade, veja o exercício 7 do livro [7], na página 20.

Usando esse fato, temos que
@S

@t
� �g(t)S +

2

n
S2:
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De�na J0 := inf fS (x; 0) : x 2Mg. Usando o Corolário 3.1, obtemos que S (�; t) � � (t), onde � (t) é

solução da seguinte equação diferencial ordinária:8<:
d�
dt =

2
n�

2

� (0) = J0

Suponha J0 6= 0: Nesse caso,por existência e unicidade de EDO, � não se anula em nenhum ponto. Logo

d�
dt

�2
=
2

n
:

Integrando em t em ambos os lados, obtemos que

� 1

� (t)
=
2

n
t+K; K 2 R; (3.11)

onde K é dado pela seguinte expressão:

� 1

J0
= � 1

� (0)
=
2

n
:0 +K = K:

Ou seja, substituindo o valor de K na expressão (3.11), vemos que

� 1

� (t)
=
2

n
t� 1

J0
=
2tJ0 � n
nJ0

e portanto � é dado pela seguinte igualdade:

� (t) =
nJ0

n� 2tJ0
: (3.12)

Se J0 = 0, então a EDO se resume ao seguinte:8<:
d�
dt =

2
n�

2

� (0) = 0

Como � � 0 é solução e pelo teorema de existência e unicidade para EDO�s, vemos que é a única solução.

Notemos também que se substituirmos J0 = 0 na expressão (3.12) concluiremos que � � 0. Portanto
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S(x; t) � � (t), para todo (x; t) 2M � [0; T ), onde

� (t) =
nJ0

n� 2tJ0
:

Em particular, vemos que se J0 > 0, então

n� 2tJ0 = 0, t =
n

2J0
;

ou seja, � (t) ! 1 quando t ! n
2J0 ; logo o intervalo de existência do �uxo de Ricci não pode conter

"estritamente"o intervalo
h
0; n
2J0

�
:

Estimativa de Tempo de Duplicação

Outra aplicação útil do Princípio do Máximo Escalar é a chamada estimativa de tempo de duplicação,

que nos dá um limitante inferior no tempo necessário para a curvatura se tornar su�cientemente grande.

Da equação de evolução da curvatura (demonstração do Lema 4.1), segue que

@

@t
jRj2 � 4g(t)jRj2 + C (n) jRj3:

Portanto, se jR (�; 0) j � K; então pelo Princípio do Máximo Escalar, segue que jR (x; t) j2 � � (t), (x; t) 2

M � [0; T ), onde � : [0; T )! R é solução da seguinte EDO:

8<:
d�
dt = C (n)�

3
2

� (0) = K2

Se K = 0, então � � 0, ou seja R � 0. Suponhamos então que K > 0 (nunca é menor!), logo � não se

anula em nenhum ponto. Portanto podemos fazer

d�
dt

�
3
2

= C (n) :

Integrando em t em ambos os lados, obtemos que

� 2p
� (t)

= C (n) t+ J; J 2 R.
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Notemos que

� 2
K
= � 2

jKj = �
2p
K2

= � 2p
� (0)

= C (n) :0 + J = J;

ou seja,

� 2p
� (t)

= C (n) t� 2

K
=
C (n)Kt� 2

K
:

Isolando � (t), segue que

� (t) =

�
2K

C (n)Kt� 2

�2
:

Como K > 0,

jRj2 �
�

2K

C (n)Kt� 2

�2
; (3.13)

ou seja,

jRj � 2K

jC (n)Kt� 2j : (3.14)

Notemos que

jC (n)Kt� 2j � 1, C (n)Kt� 2 � 1 ou C (n)Kt� 2 � �1:

Para o primeiro caso, temos que

t � 3

C (n)K
:

Como � está de�nida até t = 2
C(n)K , desconsideramos este caso. Para o segundo caso, temos que

t � 1

C (n)K
:

Ou seja, temos que jR (x; t) j � 2K, em M �
h
0; 1

C(n)K

i
, onde [0; T ) é o intervalo maximal de existência

da solução do �uxo de Ricci. Isso demonstra o seguinte resultado:

Teorema 3.4 (Estimativa de Tempo de Duplicação) Seja g (t), t 2 [0; T ), uma solução do �uxo de

Ricci em uma variedade compacta M , com
��Rg(0)�� � K: Então

��Rg(t)�� � 2K, para todo t 2 h0; 1
C(n)K

i
..



Capítulo 4

Existência a Longo Prazo

Nesse capítulo, vamos mostrar dois resultados (ou melhor, vamos apenas esboçar a demonstração do

primeiro deles): O primeiro nos diz que se a curvatura riemanniana de uma solução do �uxo de Ricci é

limitada, então podemos limitar suas derivadas covariantes também por uma constante, porém a mesma

depende do tempo. Além disso, mostraremos a existência de solução para o �uxo de Ricci em um intervalo

de tempo maximal.

4.1 Regularidade: Estimativas Globais de Shi

Comecemos estimando as derivadas covariantes da curvatura riemanniana sob certas condições:

Teorema 4.1 (Estimativa de Bernstein - Bando - Shi) Considere uma variedade diferenciável com-

pacta Mn e seja fg (t)g ; t 2 [0; T ), uma família suave de métricas riemannianas sobre Mn que é solução

do �uxo de Ricci. Então, para cada p 2 N existe uma constante Cp; dependendo apenas de n, tal que se a

curvatura riemanniana é limitada por uma constante K � 0, isto é, se jR (x; t)jg(t) � K em Mn� (0; T ),

então

j(rpR) (x; t)jg(t) � min
(
eCpKt sup

M�f0g
j(rpR) (x; 0)jg(0) ;Cpmax

�
K

p+2
2 ;

K

t
p
2

�)
;

para todo (x; t) 2Mn � (0; T ).

Observação 4.1 Para evitar uma notação carregada na demonstração adotaremos a seguinte convenção:

Se A e B são dois tensores em uma variedade riemanniana, denotemos por A � B qualquer combinação

linear de tensores obtida do produto tensorial A
B por uma ou mais das seguintes operações:

1. Soma sobre pares de índices superiores e inferiores correspondentes;

77
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2. Contração nos índices superiores em relação à métrica;

3. Contração nos índices inferiores em relação à métrica dual.

Para a (ideia da) demonstração do Teorema 4.1, precisamos do seguinte resultado preliminar:

Lema 4.1 Suponha que, sob o �uxo de Ricci, o tensor A satisfaz

r@tA = �A+B;

onde B é um tensor do mesmo tipo de A, e r é a conexão no �brado tangente espacial G de�nido por

(A.17). Então o quadrado de sua norma satisfaz a seguinte equação:

@

@t
jAj2 = � jAj2 � 2 jrAj2 + 2 hB;Ai :

Demonstração. De fato, usando o referencial geodésico notemos que

� jAj2 = Trg

�
r2 jAj2

�
=

nX
i;j=1

gijg
�
r@ir jAj

2 ; @j

�
=

nX
i=1

g
�
r@ir jAj

2 ; @i

�

=

nX
i=1

g

0@r@ir

0@ nX
i1;���;ik=1

(Ai1���ik)
2

1A ; @i

1A
=

nX
i;i1;���;ik=1

g
�
r@ir

�
(Ai1���ik)

2
�
; @i

�
=

nX
i;i1;���;ik=1

g (r@i f2Ai1���ikr (Ai1���ik)g ; @i)

= 2

nX
i;i1;���;ik=1

fg (@i (Ai1���ik)r (Ai1���ik) ; @i) + g (Ai1���ikr@ir (Ai1���ik) ; @i)g

= 2

nX
i;i1;���;ik=1

@i (Ai1���ik) g (r (Ai1���ik) ; @i) + 2
nX

i;i1;���;ik=1
Ai1���ikg (r@ir (Ai1���ik) ; @i)

= 2

nX
i;i1;���;ik=1

@i (Ai1���ik) g

 
nX
a=1

@a (Ai1���ik) @a; @i

!
+ 2

nX
i;i1;���;ik=1

Ai1���ik�(Ai1���ik)

= 2

nX
i;i1;���;ik=1

(@i (Ai1���ik))
2 + 2

nX
i;i1;���;ik=1

Ai1���ik�(Ai1���ik) :

Usando coordenadas normais, vemos que

� jAj2 = 2
nX

i;i1;���;ik=1
(@i (Ai1���ik))

2 + 2
nX

i;i1;���;ik=1
Ai1���ik (�A)i1���ik

= 2 hrA;rAi+ 2 hA;�Ai :
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Segue dessa igualdade e da hipótese que

@

@t
jAj2 = @

@t
hA;Ai = 2

�
@

@t
A;A

�
= 2 h�A+B;Ai = � jAj2 � 2 jrAj2 + 2 hB;Ai :

Mais ainda, usando a expressão

[rt;ri]A = rtriA�rirtA = R (rt;ri)A = rR �A

do Teorema A.5 e usando que

[r;�]A = r�A��rA = R � rA+rR �A

vemos que rA também satisfaz a seguinte equação:

r@trA = rR �A+rrtA = rR �A+r (�A+B) = rR �A+r�A+rB (4.1)

= rR �A+R � rA+rR �A+�rA+rB

� rR �A+R � rA+�rA+rB:

Ideia da demonstração do Teorema 4.1. A prova será feita por indução em p. Primeiramente

comecemos com p = 1: Usando a �-convenção e o Teorema 1.3, vemos que

@R

@t
= �R+R �R:

Usando o Lema 4.1 com A = R e B = R �R, vemos que

@

@t
jRj2 = � jRj2 � 2 jrRj2 + 2 hB;Ri = � jRj2 � 2 jrRj2 +R �R �R: (4.2)

Mais ainda, usando o Lema 4.1 novamente, agora com A = rR e B = R �rR, é possível mostrar que

(em conjunção com a expressão (4.1)) que

@

@t
jrRj2 = � jrRj2 � 2

��r2R��2 + 2 hB;rRi = � jrRj2 � 2 ��r2R��2 +R � rR � rR: (4.3)
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Gostaríamos de estimar jrRj2 com estas equações. Contudo há uma ou duas di�culdades: A primeira é

o termo R � rR � rR, que é potencialmente difícil de estimar. O segundo é que não temos controle de

jrRj2 em t = 0. Para limpar estes obstáculos, vamos de�nir

F := t jrRj2 + jRj2 :

Com essa escolha, vemos que o termo incontrolável jrRj2 desaparece em t = 0: Segue da hipótese que

Fjt=0 = jRj2 � K2:

E para t su�cientemente pequeno, o termo ruim na expressão (4.3) pode ser controlado pelo termo bom

�2 jrRj2 da expressão (4.2). Temos que

@F

@t
= jrRj2 + t @

@t
jrRj2 + @

@t
jRj2 = jrRj2 + t� jrRj2 � 2t

��r2R��2
+tR � rR � rR+� jRj2 � 2 jrRj2 +R �R �R

= �
�
t jrRj2

�
� 2t

��r2R��2 + tR � rR � rR+� jRj2 � jrRj2 +R �R �R
= �

�
t jrRj2 + jRj2

�
� 2t

��r2R��2 + tR � rR � rR� jrRj2 +R �R �R
= �F � 2t

��r2R��2 + tR � rR � rR� jrRj2 +R �R �R:
Com essa igualdade, pode-se mostrar que existem constantes C1; C2 2 R tais que

@F

@t
� �F + (tC1K � 1) jrRj2 + C2K3:

Para 0 < t � 1
C1K

segue que

@F

@t
� �F + (tC1K � 1) jrRj2 + C2K3 � �F + C2K3,

ou seja, vemos que L(F ) � L
�
K2 + tC2K

3
�
, onde L é o operador do Princípio do Máximo (para mais

detalhes veja a expressão (3.5)). E como Fjt=0 � K2 = K2 + 0C2K
3; segue do Princípio do Máximo que

t jrRj2 + jRj2 � K2 + tC2K
3;
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ou seja,

t jrRj2 � K2 + tC2K
3 � K2 +

1

C1K
C2K

3 =

�
1 +

C2
C1

�
K2:

Se t > 1
C1K

, olhemos para o intervalo
h
t� 1

C1K
; t
i
: Como esse intervalo é apenas a translação do intervaloh

0; 1
C1K

i
pela constante t� 1

C1K
, vemos que todas as derivadas terão o mesmo valor de antes, ou seja, se

j 2
h
t� 1

C1K
; t
i
, então

@F

@t
(j) � �F + C2K3;

usando novamente o Princípio do Máximo, vemos que

j jrRj2 �
�
1 +

C2
C1

�
K2;

em particular, a desigualdade acima é válida para j = t. Logo

1

C1K
jrRj2 < t jrRj2 �

�
1 +

C2
C1

�
K2;

ou seja, isolando jrRj2 vemos que

jrRj2 � (C1 + C2)K3;

para todo t > 1
C1K

. Segue disso que

jrRj2 � max

8<:
�
1 + C2

C1

�
K2

t
; (C1 + C2)K

3

9=; :

Logo, provamos o caso em que p = 1. Usando a expressão (4.1), podemos provar por indução que

@

@t
rkR = �

�
rkR

�
+

kX
j=0

rjR � rk�jR:

Segue do Lema 4.1 que

@

@t

���rkR
���2 = � ���rkR

���2 � 2 ���rk+1R
���2 + kX

j=0

rjR � rk�jR � rkR:
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Agora seja

G = tp jrpRj2 + �p
pX

k=1

�pt
p�k

���rp�kR
���2 :

Procuramos aplicar as mesmas técnicas de EDP como antes, com escolhas adequadas das constantes ��ps.

De fato, em
�
0; 1

CK

�
podemos mostrar que @G@t � �G+�pK

3: Segue do Princípio do Máximo, conseguimos

encontrar uma constante cCp dependendo de p e n tal que
sup
x
G (x; t) � cCp2K2:

Se t > 1
CK , o mesmo argumento em

�
t� 1

CK ; t
�
nos dá que

jrpRj2 �
� eC (p)K�K p

2 = eC (p)K1+ p
2 :

4.2 Existência a Longo Prazo

Nesta seção, vamos mostrar a existência da única solução para o �uxo de Ricci em um intervalo de tempo

maximal.

Considere (M; g (t)), t 2 [0; T ), uma solução do �uxo de Ricci. Dizemos que [0; T ) é o intervalo

maximal de existência se T =1 ou T <1 e não existir " > 0 e uma solução suave eg (t), t 2 [0; T + ")
tal que eg (t) = g (t) em [0; T ). Para o segundo caso, quando T é �nito, dizemos que g (t) tem uma

singularidade em T , ou simplesmente que g (t) ; t 2 [0; T ), é uma solução singular. De agora em

diante, vamos falar sobre o �uxo de Ricci com métrica inicial g0 em um intervalo maximal de tempo

[0; T ).

Teorema 4.2 (Existência a Longo Prazo) Em uma variedade compactaM com métrica inicial suave

g0, a única solução g (t) do �uxo de Ricci com g (0) = g0 existe em um intervalo maximal 0 � t < T � 1.

Mais ainda, T <1 apenas se a curvatura riemanniana respeita o seguinte limite:

lim
t!T

sup
x2M

jR (x; t)j =1:

Para demonstrar esse teorema, precisamos de limitantes para a métrica e suas derivadas:
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Lema 4.2 Considere uma família de variedades riemannianas (M; g (t)), t 2 [0; � ] que é solução do �uxo

de Ricci, onde � � 1: Se o tensor de Ricci é limitado por uma constante K, isto é, jRicj � K em

M � [0; � ] então

e�2Ktg (0) � g (t) � e2Ktg (0) ;

para todo t 2 [0; � ]. Onde entendemos por g2 � g1 se g2 � g1 é uma métrica fracamente positiva

de�nida.

Demonstração. Seja x 2M . Para todo v 2 TxM não nulo, temos que

@

@t
g(x;t) (v; v) = �2Ric(x;t) (v; v) ;

e portanto, pela teoria de Análise Funcional,

���� @@tg(x;t) (v; v)
����
g(t)

= 2
��Ric(x;t) (v; v)�� � 2 jRicj g(x;t) (v; v) :

Segue disso que

����ln g(x;t2) (v; v)g(x;t1) (v; v)

���� =
��ln g(x;t2) (v; v)� ln g(x;t1) (v; v)�� =

�����
Z t2

t1

@
@tg(x;t) (v; v)

g(x;t) (v; v)
dt

�����
�

Z t2

t1

����� @@tg(x;t) (v; v)g(x;t) (v; v)

����� dt =
Z t2

t1

�� @
@tg(x;t) (v; v)

��
g(x;t) (v; v)

dt

�
Z t2

t1

2 jRicj g(x;t) (v; v)
g(x;t) (v; v)

dt = 2 jRicj
Z t2

t1

dt = 2 jRicj (t2 � t1) :

Fazendo t1 = 0 e t2 = t, vemos que

����ln g(x;t) (v; v)g(x;0) (v; v)

���� � 2 jRicj t � 2Kt:
Portanto temos que

�2Kt � ln
�
g(x;t) (v; v)

g(x;0) (v; v)

�
� 2Kt:

Aplicando a exponencial obtemos o resultado.

Lema 4.3 Considere uma variedade diferenciável M e �xe uma métrica g e uma conexão r em M:

Para toda solução suave g (t) do �uxo de Ricci em M � [0; T ), tal que o supremo da norma da curvatura

riemanniana é limitada por uma constante K � 0, isto é, supM�[0;T ) jRj � K, existem constantes Cq,
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q 2 N, tais que

sup
M�[0;T )

���r(q)g (x; t)���
g
� Cq

Demonstração. É su�ciente provar por indução que

@

@t
r(q)g =

X
j0+���+jm=q

rj0R � r(j1)g � � � � � r(jm)g: (4.4)

O caso q = 1 será provado como segue: Como r independe do tempo, segue que

@

@t
r@i (gkl) = r@i

�
@

@t
gkl

�
= r@i (�2Rickl) = �2r@i (Rickl)

= �2
�
r@iRic

�
kl
� 2Ric

�
r@i@k; @l

�
� 2Ric

�
@k;r@i@l

�
= �2

�
rRic

�
ikl
� 2Ric

�
r@i@k; @l

�
� 2Ric

�
@k;r@i@l

�
= �2

�
rRic

�
ikl
� 2Ric

 
nX

m=1

�mik@m; @l

!
� 2Ric

 
@k;

nX
m=1

�mil @m

!

= �2
�
rRic

�
ikl
� 2

nX
m=1

Ric (�mik@m; @l)� 2
nX

m=1

Ric (@k;�
m
il @m) ;

e como os símbolos de Christo¤el são dados por

�mij =
1

2

nX
k=1

f@igjk + @jgki � @kgijg gkm;

segue que

@

@t
r@i (gkl) = rR+R � rg:

O passo de indução agora é simples, se a igualdade (4.4) é válida para algum q 2 N, então

@

@t
r(q+1)g = r @

@t
r(q)g = r

0@ X
j0+���+jm=q

r(j0)R � r(j1)g � � � � � r(jm)g

1A
=

X
j0+���+jm=q

�
r(j0+1)R+r(j0)R � rg

�
� r(j1)g � � � � � r(jm)g

+
X

j0+���+jm=q
r(j0)R � r(j1+1)g � � � � � r(jm)g + � � �+

X
j0+���+jm=q

rj0R � r(j1)g � � � � � r(jm+1)g

=
X

j0+���+jm=q+1
r(j0)R � r(j1)g � � � � � r(jm)g
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Agora podemos usar a expressão (4.4) para deduzir os limites necessários para o Lema por indução

em q. Isto é, se controlamos r-derivadas de g até a ordem q, então temos

@

@t

���r(q+1)g���2
g
� C

�
1 +

���r(q+1)g���
g

�
;

o que implica em um limite nas derivadas de ordem q + 1 já que o intervalo de tempo é �nito.

Demonstração do Teorema 8.4. Por contrapositiva, suponha que existe uma sequência ftigi2N
tal que ti

i!1! T e uma constante K 2 R independente de i tal que

sup
M
jR (�; ti)j � K;

em particular, para pelo tempo de duplicação (expressão (3.13)), segue que

jR (�; t)j � 2K

2�KC(n) (t� ti)
;

para todo t � ti e todo x 2M . Segue que, para i su�cientemente grande de modo que ti = T � ", " > 0:

jR (�; t)j � 2K

2�KC(n) (t� (T � ")) ;

para todo t 2 [T � "; T ] : Assim, jRj � eK em [0; T ) :

A�rmação: A métrica g (t) pode ser estendida suavemente de [0; T ) para [0; T ] :

De fato, pelos Lemas 4.2 e 4.3, segue que

��ln g(x;t2) (v; v)� ln g(x;t1) (v; v)�� = ����ln g(x;t2) (v; v)g(x;t1) (v; v)

���� � 2 jRicj t � 2 eK jt2 � t1j :
Ou seja, vemos que g(x;t) (v; v) é de Cauchy para t ! T . E pelo Lema 4.3, vemos que g(x;t) (v; v) é de

Cauchy em Ck, para todo k, quando t! T .

Então, a partir desse resultado, tomamos g(T ) como a métrica "inicial". Pelo Teorema 2.1, a ex-

istência para curtos períodos de tempo implica que podemos estender o �uxo para tempos t 2 [0; T + �),

contradizendo assim a maximalidade do tempo �nal �nito T .



Capítulo 5

Teorema de Compacidade para Fluxos

Nesse capítulo vamos demonstrar que o conjunto de métricas completas, em uma variedade M , que

satisfazem o �uxo de Ricci é "compacto"em algum sentido: O objetivo desse Capítulo é a demonstração

do Teorema de Compacidade Para Fluxos, que nos garante que, sob certas condições impostas sobre

a variedade M , toda sequência de soluções completas do �uxo de Ricci possui uma subsequência que

converge para uma outra solução do �uxo de Ricci de mesma natureza, onde essa convergência é conhecida

como convergência C1 de Cheeger-Gromov.

5.1 Conceitos Preliminares

Estamos interessados na convergência de métricas, que são seções de um certo �brado vetorial. Para isso

fazer sentido, vamos de�nir o que se entende por convergência Cp, ou convergência C1 para sequências

de seções de um �brado vetorial.

De�nição 5.1 (Convergência Cp) Seja E um �brado vetorial sobre uma variedade diferenciável M , e

suponha que E esteja munido de uma métrica suave g e de uma conexão r. Seja 
 � M um aberto tal

que 
 � M é compacto, e seja (�k)k2N uma sequência de seções de E: Para todo inteiro p � 0 dizemos

que (�k)k2N converge em Cp para �1 2 �
�
Ej


�
se, para todo " > 0 existir k0 = k0 (") tal que

sup
0���p

sup
x2


j(r� (�k � �1)) (x)jg < ";

para todo k � k0. Dizemos que (�k)k2N converge em C1 para �1 em 
 se (�k)k2N converge em Cp

para �1, para todo p 2 N.

86
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Agora vamos de�nir a noção de convergência suave em subconjuntos compactos para uma sequência de

seções: Seja M uma variedade diferenciável. Uma exaustão em M é uma sequência de abertos (Uk)k2N

em M tal que Uk é compacto e Uk � Uk+1; para todo k 2 N e

[
k2N

Uk =M:

Note que se K � M é compacto, então existe k0 2 N tal que K � Uk, para todo k � k0 (em particular,

se M é compacto então M = Uk, para k 2 N su�cientemente grande). De fato,

K �M =
[
k2N

Uk;

ou seja, (Uk)k2N é uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, existe fk1; :::; kjg tal que

K �
j[

m=1

Ukm :

Seja k0 = max fk1; :::; kjg, segue da construção de (Uk)k2N que

K �
j[

m=1

Ukm �
j[

m=1

Ukm � Uk0 :

De�nição 5.2 (Convergência C1 em conjuntos compactos) Seja (Uk)k2N uma exaustão em uma

variedade diferenciável M , e E um �brado vetorial sobre M . Fixe uma métrica suave g e uma conexão

r em E. Seja (�i)i2N uma sequência de seções de E de�nidas em abertos Ai � M , e seja �1 2 � (E) :

Dizemos que (�i)i2N converge suavemente em compactos para �1 se, para todo k 2 N existe i0 2 N tal

que Uk � Ai, para todo i � i0, e a sequência
�
�ijUk

�
i�i0

converge em C1 para �1 em Uk.

Em uma sequência de variedades, é frequentemente útil veri�car sua convergência local e não global.

Para entendermos melhor essa noção, temos a seguinte de�nição:

De�nição 5.3 (Variedades Pontuadas) Uma variedade riemanniana pontuada é uma variedade

riemanniana (M; g) com um ponto base (ou ponto de origem) O 2M escolhido de modo arbitrário. Se

a métrica g é completa, dizemos que o par (M;O) é uma variedade riemanniana pontuada completa. Se

(M; g (t)) é uma solução do �uxo de Ricci, t 2 (a; b), dizemos que (M; g(t); O) é uma solução pontuada

do �uxo de Ricci.
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Gostaríamos de uma noção de convergência para uma sequência f(Mk; gk; Ok)gk2N de variedades

riemannianas pontuadas que leve em consideração a ação de preservação do ponto base por difeomor�smos

no espaço das métricas, espaço esse que será denotado por Met.

De�nição 5.4 (Convergência C1 de Cheeger-Gromov) Uma sequência f(Mk; gk; Ok)gk2N de var-

iedades pontuadas completas converge para uma variedade pontuada completa (M1; g1; O1) se existir:

1. Uma exaustão (Uk)k2N de M1 com O1 2 Uk, para todo k 2 N;

2. Uma sequência de difeomor�smos f�k : Uk ! Vk �Mkgk2N com �k (O1) = Ok tal que (��kgk)k2N

converge em C1 para g1 em conjuntos compactos em M1.

Essa noção de convergência é frequentemente chamada de convergência suave de Cheeger-Gromov.

A convergência correspondente para uma sequência de soluções pontuadas do �uxo de Ricci é de�nida

como segue:

De�nição 5.5 Uma sequência f(Mn
k ; gk (t) ; Ok)gk2N ; para t 2 (a; b), de soluções pontuadas do �uxo de

Ricci converge para uma solução pontuada do �uxo de Ricci, (Mn
1; g1 (t) ; O1) para t 2 (a; b), se existir

i) Uma exaustão (Uk)k2N de M1 com O1 2 Uk, para todo k 2 N;

ii) Uma sequência de difeomor�smos f�k : Uk ! Vk �Mkgk2N com �k (O1) = Ok tal que (��kgk (t))k2N

converge em C1 para g1 (t) em conjuntos compactos em M1 � (a; b).

Tendo de�nido a convergência de uma sequência de variedades pontuadas f(Mk; gk; Ok)gk2N, gostaríamos

de estabelecer condições necessárias para garantir que essa sequência possua uma subsequência conver-

gente. Como veremos, há duas condições para isso ocorrer: A primeira é a garantia de um limitante

uniforme (global) para a curvatura riemanniana e suas derivadas; a segunda é a limitação inferior dos

raios de injetividade no ponto base, isto é:

1. jrpRgk j � Cp em Mk, para todo p � 0;

2. injgk (Ok) � �0, para algum �0 > 0 (para mais detalhes veja a De�nição A.17)

Dizemos que uma sequência de variedades riemannianas possui uma geometria limitada sempre que

a curvatura riemanniana e suas derivadas de todas as ordens possuem limitantes uniformes.

O teorema de compacidade resultante para métricas é apresentado a seguir. É um resultado funda-

mental na Geometria Riemanniana, independente do �uxo de Ricci, cuja demonstração não é trivial e

não tem haver com o �uxo de Ricci, portanto não será demonstrado.
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Teorema 5.1 (Compacidade Para Métricas) Seja f(Mk; gk; Ok)gk2N uma sequência de variedades

riemannianas pontuadas completas satisfazendo (1) e (2) acima. Então existe uma subsequência (jk)k2N

tal que f(Mjk ; gjk ; Ojk)gk2N converge no sentido de Cheeger-Gromov para uma variedade riemanniana

pontuada completa (M1; g1; O1) quando k !1:

É claro que ambas as condições são necessárias: Por exemplo, se não houver limitações na curvatura,

então podemos tomar a sequência da Figura ??. Explicitamente, tome variedades Mk como hipersu-

perfícies de Rn+1 dadas pelos grá�cos de fk (x) =
q
1=k2 + jxj2 com a métrica induzida e Ok = fk (0).

Vemos que o limite não é suave no ponto base O1, logo não é variedade diferenciável. Similarmente,

pode-se construir exemplos onde a convergência suave falha se a p-ésima derivada não for uniformemente

limitada, para todo p > 0. Como veremos, as excelentes propriedades de regularidade do �uxo de Ricci

nos pouparão de di�culdades na análise das curvaturas, isto é, se possuirmos a curvatura riemanniana

limitada (p = 0) então as limitações em suas derivadas estarão garantidas.

Um assunto mais sutil é a limitação inferior dos raios de injetividade por um limitante positivo, como

na Figura ??. Para um exemplo explícito sobre o que pode dar errado, consideremos a sequência dada

por

Mk = S1 � S1 = R2=Z2;

com métricas dadas, respectivamente, por

gk (x; y) = dx2 + k�1dy2;

e um ponto base qualquer Ok: Todas essas métricas possuem curvatura riemanniana nula, portanto, a

primeira condição do teorema é satisfeita com Cp = 0, para todo p 2Mk: Contudo, (Mk; gk) possui uma

geodésica fechada (uma circunferência na direção y) de comprimento 1=
p
k, logo os raios de injetividade

não podem ser maiores que 1=
�
2
p
k
�
: Esta sequência �colapsa�, em certo sentido convergindo para o S1

(uma variedade de dimensão menor). Esta condição provou ser um grande obstáculo na análise do �uxo

de Ricci. Estabelecer um limite adequado é altamente não trivial e foi um dos avanços fundamentais no

trabalho de Perel�man, por exemplo.

Quando consideramos uma sequência de soluções completas do �uxo de Ricci, temos o seguinte teorema

de compacidade:

Teorema 5.2 (Teorema de Compacidade para Fluxos) Seja f(Mk; gk (t) ; Ok)gk2N para t 2 (a; b),

onde �1 � a < 0 < b � 1, uma sequência de soluções completas do �uxo de Ricci respeitando os
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seguintes:

1. Limitação uniforme da curvatura riemanniana, isto é:

���Rgk(t)���
gk(t)

� C0 em Mk � (a; b) :

2. Estimativa dos raios de injetividade em t = 0, isto é:

injgk(0) (Ok) � �0;

para alguma constante �0 > 0:

Então existe uma subsequência (jk)k2N tal que f(Mjk ; gjk (t) ; Ojk)gk2N converge para uma solução

completa do �uxo de Ricci (M1; g1 (t) ; O1) quando k !1, para t 2 (a; b) :

Observação 5.1 Como já observamos, não há exigências para a limitação das derivadas da curvatura

riemanniana, já que elas são deduzidas do Teorema 4.1. Notemos também que a limitação da curvatura

riemanniana pode ser substituída por limitantes uniformes locais, no sentido de que precisamos apenas

de limitantes que independem de k em cada conjunto da forma Br (Ok) � I � Mk � (a; b), onde r � 0 e

Br (Ok) é a bola de centro Ok e raio r na métrica gk em t = 0, e I � (a; b) é um intervalo compacto.

5.2 Demonstração do Teorema e Aplicações

Nesta seção vamos demonstrar o Teorema de Compacidade para Fluxos, para isso usaremos o Teorema

de Compacidade para Métricas (Teorema 5.1). Daremos a prova apenas para o caso em que as variedades

Mk são compactas (embora não exista tal suposição no limite M1). A prova para o caso mais geral

não é muito mais difícil, mas requer uma versão mais forte do resultado de regularidade do Teorema 4.1,

que não desejamos provar. Algumas das principais ferramentas da demonstração do são o Teorema de

Arzelà�Ascoli e os resultados de regularidade apresentados no Capítulo 4.

Sejam X;Y espaços métricos e C (X;Y ) := ff : X ! Y : f é contínuag. Dizemos que F � C (X;Y )

é equicontínuo se, para todo " > 0 e x 2 X existir � > 0 tal que y 2 X e dX (x; y) < � implicam

dY (f (x) ; f (y)) < ", para toda f 2 F . Fixando y0 2 Y , também dizemos que F é pontualmente

limitada se para todo x 2 X existir C = C (x) < 1 tal que dY (f (x) ; y0) � C (x), para toda f 2 F .

Além disso, dizemos que X é chamado localmente compacto se todo ponto x de X tem uma vizinhança

compacta, isto é, existe um conjunto aberto U e um conjunto compacto K, tal que x 2 U � K.
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Antes de enunciar o Teorema de Arzelà - Ascoli, façamos a seguinte observação:

Observação 5.2 Considere X;Y espaços métricos. Notemos que uma família de conjuntos da forma

UK;U := ff : X ! Y : f (K) � Ug, onde K � X é compacto e U � Y é aberto, de�ne uma subbase para

uma topologia em C (X;Y ), a chamada topologia compacto-aberta.

Teorema 5.3 (Teorema de Arzelà-Ascoli) Sejam X;Y espaços métricos localmente compactos. En-

tão um subconjunto F � C (X;Y ) é compacto na topologia compacto-aberta se, e somente se, é equicon-

tínuo, limitado pontualmente e fechado.

Notemos que se F � C (X;Y ) é compacto, então toda sequência (fn)n2N � F converge uniformemente

em todo subconjunto compacto de X: De fato, como F é compacto, se (fn)n2N � F é uma sequência,

então existe subsequência (fnk)k2N � (fn)n2N tal que fnk
k!1! f , onde a convergência é na topologia

compacto-aberta. Seja K � X um subconjunto compacto. Dado " > 0, seja o aberto

U =
[
x2K

Bf(x) (") � f (K) :

Como f é contínua, f (K) é compacto, ou seja, existe fx1; :::; xjg � K tal que

eU = j[
i=1

Bf(xi) (") � f (K) :

Por construção de eU; f 2 U
K;eU . Segue da convergência fnk k!1! f que existe K > 0 tal que k � K

implica fnk 2 UK;eU : Se i0 2 f1; ::; jg e se x 2 K, então
d (fnk (x) ; f (x)) � d (fnk (x) ; f (xi)) + d (f (xi) ; f (x)) � j"+ j" = 2j";

para todo x 2 K. Logo fnk
k!1! f uniformemente em compactos.

Podemos aplicar esse resultado para extrair uma subsequência convergente de uma sequência de seções

de um �brado com derivadas limitadas.

Corolário 5.1 Seja M uma variedade riemanniana, E um �brado vetorial sobre M , e �xe uma métrica

g e uma conexão r em E. Seja 
 �M um aberto tal que 
 é compacto e p � 0 um inteiro. Seja (�k)k2N

uma sequência de seções de E sobre 
 tal que

sup
0���p+1

sup
x2


j(r��k) (x)jg � C <1:
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Então existe uma seção �1 de Ej
 e uma subsequência de (�k)k2N que converge para �1 (convergência Cp)

em 
.

Demonstração. Como 
 é compacto, podemos �xar um número �nito, h, de cartas de�nidas em

subconjuntos compactos 
i de 
 tais que
h[
i=1


i = 
: Se E for um �brado vetorial de dimensão j, então

estas cartas induzem a trivializações locais Ei � 
i � Rj (para mais detalhes veja as De�nições A.3 e

A.4). Nestas condições temos as seguintes associações:

(r��k)m1:::mj
(x) 2 (Ei)x �

��
��;1k

�
m1:::mj

(x) ; :::;
�
��;jk

�
m1:::mj

(x)

�
2 Rj ;

para todo x 2 
i. Como estamos em dimensão �nita, podemos utilizar a norma do máximo. Dado " > 0,

usando a desigualdade do valor médio, obtemos

�����;1k (x)� ��;1k (y)
��� � sup

�2(0;1)

����d���;1k �
�x+(1��)y

���� jx� yj � sup
�2(0;1)

��r�+1�k
�� jx� yj

� sup
0���p+1

sup
x2


jr��kj jx� yj

� C jx� yj ;

em que foi usado a norma do máximo na segunda desigualdade. Como a constante de Lipschitz é a mesma

para todo k e todo �, segue a equicontinuidade da família
n�
��;1k ; :::; ��;jk

�o
. A própria hipótese já garante

a limitação uniforme dessa família de funções. Pelo Teorema de Arzelà-Ascoli a sequência
�
��;1k

�
k2N

possui uma subsequência
�
��;1kl

�
l2N

tal que ��;1kl
l!1! ��;11 : A subsequência (kl)l2N é, em particular, uma

sequência, logo podemos aplicar o Teorema de Arzelà-Ascoli para a sequência
�
��;2kl

�
l2N

produzindo outra

subsequência convergente (e preserva a convergência da primeira sequência pois se ela converge, então

toda subsequência dela converge para o mesmo limite). Repetindo este procedimento j vezes, conseguimos

uma subsequência (kh)h2N tal que

�
��;1kh ; :::; �

�;n+j
kh

�
h!1!

�
��;11 ; :::; ��;n+j1

�
:

Há duas situações em que o corolário anterior é diretamente aplicável aos teoremas de compacidade

que estamos discutindo: A primeira é onde E é o �brado de formas bilineares simétricas em TM , e as

seções �k são métricas riemannianas emM . A segunda é onde E é o �brado de formas bilineares simétricas

no �brado tangente espacial S sobre M � I, onde I é um intervalo de tempo (para mais detalhes veja



5.2. Demonstração do Teorema e Aplicações 93

(A.17)). Então as seções �k correspondem a uma sequência de métricas dependentes do tempo em M ,

como uma sequência de soluções para o �uxo de Ricci.

Com o Teorema de Arzelà-Ascoli e a regularidade do �uxo de Ricci discutida no Capítulo 4 estamos

aptos a demonstrar o Teorema de Compacidade para Fluxos usando o Teorema de Compacidade para

Métricas:

Demonstração do teorema de compacidade para �uxos. Vamos provar apenas o caso em

que cada Mk é compacta (esse é o caso que nos interessa, a�nal, vamos demonstrar o Teorema da Esfera

Suave). Considere uma sequência de soluções pontuadas f(Mk; gk (t) ; Ok)gk2N, para t 2 (a; b), para o

�uxo de Ricci onde supMk�(a;b)
��Rgk(t)��

gk(t)
� K (hipótese 1). As estimativas de Berstein-Bando-Shi

(Teorema 4.1) nos dá limitações da forma

jrpR (x; t)j � C (p; ";K) ;

para todo x 2 Mk e t 2 [a+ "; b), para cada " > 0 su�cientemente pequeno. A hipótese 2 dos raios

de injetividade em Ok, quando t = 0, cumpre as condições do Teorema de Compacidade para Métricas

(Teorema 5.1) aplicado na sequência f(Mk; gk (0) ; Ok)gk2N : Assim existe uma subsequência que converge

no sentido de Cheeger-Gromov para uma variedade limite completa
�
M; g;O

�
: Isto é, (passando a uma

subsequência, se necessário) existe uma exaustão fUkgk2N de M , e uma sequência de injeções suaves

f�k : Uk !Mkgk2N tais que �k
�
O
�
= Ok. tal que ��k (gk (0))

k!1! g, onde a convergência é C1 em

conjuntos compactos de M: A ideia agora é obter um controle C1 e uniforme em egk (t) := ��k (gk (t))

em subconjuntos compactos de M � (a; b) (pelo Teorema 1.1 egk (t) também é solução do �uxo de Ricci).

Para fazer isso, �xe um conjunto compacto Z em M e considere apenas k su�cientemente grande tal que

Z � Uk: Notemos que, pelo Lema 4.2, existe J > 0 tal que

e�2Jt egk (0) � egk (t) � e2Jt egk (0)
Como egk (0) k!1! g, então o módulo da diferença é limitado por uma constante H, digamos. Logo:

j egk (t)� gj � max
���e2Jt egk (0)� g�� ; ��e�2Jt egk (0)� g��	

� max
�
e2Jt j egk (0)� gj+ ��e2Jtg � g�� ; e�2Jt j egk (0)� gj+ ��e�2Jtg � g��	

� max
�
e2JtH +

��e2Jtg � g�� ; e�2JtH +
��e�2Jtg � g��	
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= max
�
e2JtH +

��e2Jt � 1�� jgj ; e�2JtH +
��e�2Jt � 1�� jgj	

� sup
t2[�;�]�(a;b)

max
�
e2JtH +

��e2Jtg � g�� ; e�2JtH +
��e�2Jtg � g��	 =: �

Portanto j egk (t)� gj é uniformemente limitado em subconjuntos compactos de (a; b). Para limitar as

derivadas, vamos aplicar, para cada k, a equação de evolução (4.4) deduzida na demonstração do teorema

de existência em longos períodos de tempo:

@

@t
rq egk = X

j0+j1+:::+jm=q

rj0Rfgk � rj1 egk � ::: � rjm egk: (5.1)

No caso q = 1, a expressão acima se resume ao seguinte:

���� @@tr egk
���� � C

�
1 +

��r egk��� � C
�
1 +

��r egk �rg��+ ��rg���
onde C depende de K e de ", mas não de k: Como os extremos de (a; b) são �nitos e r egk (0) k!1! rg,

que é limitado em subconjuntos compactos de M , isso implica que
��r egk (t)�� � e� independente de k. De

fato, primeiramente vamos mostrar que j egk (t)� gj � � implica que
��r egk �rg�� � e�. Isso ocorre pois a

aplicação r : T 20
�
M
�
! T 30

�
M
�
é contínua. Suponhamos que

��r egk �rg�� não possua um limitante que

independe de k. Logo, para cada n 2 N existe kn 2 N tal que

��rfgkn �rg�� > n:

Mas notemos que

j egkj = j egk � g + gj � j egk � gj+ jgj � �+ jgj ;
isto é, f egkgk2N está contido no disco de centro 0 ((2,0) - tensor nulo) e raio �+ jgj, que é um compacto de
T 20
�
M
�
. Portanto, a menos de tomar uma subsequência, podemos supor que fgkn ! y 2 T 20

�
M
�
. Nesse

caso, seja

J :=
��ry �rg�� :

Segue que existe kJ 2 N tal que
��rfgkJ �rg�� > J . Portanto de�nitivamente a sequência fgkn é tal que

��rfgkn �rg�� > J + 1;
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mas tomando o limite vemos que

J + 1 � lim
n!1

��rfgkn �rg�� = ��ry �rg�� = J;

o que é um absurdo. Logo existe e� > 0 (independente de k) tal que
��r egk �rg�� � e�.

E com isso,

��r egk (t)�r egk (0)�� � sup
�2(0;t)

����� @

@t
r egk� (�)���� jt� 0j � jtj sup

�2(0;t)

��C �1 + ��r egk �rg��+ ��rg��� (�)��
� jtjC

�����
 
1 +

(
sup
�2(0;t)

��r egk �rg�� (�)
)
+
��rg��!�����

� jtjC
����1 + e�+ ��rg������

� � 2 R:

E assim,

��r egk (t)�� � ��r egk (t)�r egk (0)��+ ��r egk (0)�� � �+ ��r egk (0)�� � �+ ��r egk (0)�rg��+ ��rg�� =: e� 2 R
Procedendo por indução em q: Suponha que

���rj egk (t)��� é limitado por uma constante que independe
de k, para todo j = 1; :::; q. A expressão (5.1) nos dá novamente que

���� @@trq+1 egk���� � C
�
1 +

���rq+1 egk���� ;
que implica em uma limitação independente de k em Z � [a+ "; b): Note que as derivadas na direção do

tempo também são limitadas (basta olhar a expressão acima e usar a limitação de
���rq+1 egk���). Segue do

teorema de Arzelà-Ascoli (na forma do Corolário 5.1) que existe uma subsequência que converge em C1

em Z� [a+ "; b� "] (subconjunto compacto) Como todo subconjunto compacto deM�(a; b) está contido

em um conjunto da forma Z � [a+ "; b� "], provamos que f(Mk; gk (t) ; Ok)gk2N converge no sentido de

Cheeger-Gromov para uma variedade
�
M; g (t) ; O

�
:

Procedimento "Blow Up"

Aplicaremos os resultados de compacidade deste capítulo, em particular o Teorema 5.2, a uma solução

do �uxo de Ricci com um tempo de existência máximo �nito T . Como a curvatura explode nesta

situação, precisamos escolher uma sequência de (ti)i2N
i!1! T e reescalonar a métrica para tornar as
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curvaturas limitadas. Ao fazer isso, esperamos que a variedade limitante nos informe sobre a natureza da

singularidade e, talvez, algumas informações topológicas desejáveis.

Suponha que uma solução do �uxo de Ricci (M; g(t)) exista em um intervalo maximal [0; T ) com

T <1. Pelo Teorema 4.2

lim sup
t!T

jRj (�; t) = +1;

portanto o máximo valor de jRj na variedade compacta M explode para +1 quando t! T . Nesse caso,

escolha Oi 2M e tempos ti ! T tais que

Qi := jRj (Oi; ti) = max
(x;t)2M�[0;ti]

jRj (x; t) :

Aplicando o reescalonamento parabólico do �uxo de Ricci discutido na Seção 1.1, vamos de�nir

gi (t) := Q�1i g
�
ti +Q

�1
i t
�

tal que (M; gi (t)) satisfaz o �uxo de Ricci no intervalo [�tiQi; (T � ti)Qi] : Para cada i e cada t � 0

temos que: ���Rgi(t)��� = ���RQ�1i g(ti+Q�1i t)
��� = 1

Qi

���Rg(ti+Q�1i t)
��� � 1 (5.2)

pela de�nição de Qi. Também observe que, para cada i e cada t > 0:

sup
M

���Rgi(t)��� � 1���C(n)t2 � 1
��� (independe de i); (5.3)

(basta utilizar a expressão (3.14) com K = 1 devido a expressão (5.2)). Portanto gi(t) é tal que

sup
i

sup
M�(a;b)

���Rgi(t)��� <1;
onde a < 0 (onde a curvatura foi controlada em (5.2)) e b = b(n) 2

�
0; 2

C(n)

�
(b depende de n é escolhido de

modo que o limitante em (5.3) não vá para o in�nito). Nesse caso, a sequência f(M; gi(t); Oi) , t 2 (a; b)g

possui uma geometria uniformemente limitada. Segue do Teorema 5.2 que, passando uma subsequência

se necessário for, vemos que f(M; gi(t); Oi)g
k!1! (M1; g1(t); O1), uma solução pontuada completa do

�uxo de Ricci, para todo t 2 (a; b), desde que possamos estabelecer um limitante inferior uniforme para

os raios de injetividade de Ok, para todo k.



Capítulo 6

O F-Funcional e os Fluxos Gradientes

Esse é um capítulo mais técnico e tem como objetivo preparar o leitor para entender os conceitos e demon-

strações do capítulo seguinte. Introduziremos o conceito de F-Funcional bem como suas propriedades A

junção desse capítulo com o próximo nos possibilita entender que soluções do �uxo de Ricci não colapsam

e que podemos modi�car a métrica solução desse mesmo �uxo de modo a produzir uma solução completa,

isto é, de�nida em um intervalo ilimitado.

6.1 Fluxo Gradiente

Vamos introduzir o �uxo gradiente associado a um funcional de energia em termos gerais. O conceito

surge naturalmente da física, das equações diferenciais, da análise numérica e de outras áreas relacionadas.

De�nição 6.1 Se (H; h�; �i) é um espaço de Hilbert com um funcional suave E : H ! R, o campo

gradiente, rE : H ! H, é dado em cada u 2 H pelo único vetor rE (u) 2 H tal que

hrE (u) ; vi = dEu:v;

para todo v 2 H.

Uma consequência direta dessa de�nição é que kdEuk = krE (u)k, para todo u 2 H: De fato, se

rE (u) = 0, então a igualdade é imediata. Vamos trabalhar no caso em que rE (u) 6= 0. Se v 2 H é tal

que kvk = 1, então segue da desigualdade Cauchy-Schwarz que

jdEu:vj = jhrE (u) ; vij � krE (u)k kvk = krE (u)k ;

97
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e portanto,

kdEuk � krE (u)k

Por outro lado, tome rE(u)
krE(u)k 2 H. Logo

krE (u)k =
hrE (u) ;rE (u)i

krE (u)k =

�
rE (u) ; rE (u)krE (u)k

�
= dEu:

�
rE (u)
krE (u)k

�
�

����dEu:� rE (u)
krE (u)k

����� � sup
kvk=1

jdEu:vj = kdEuk :

Mais ainda, rE de�ne um �uxo gradiente � : H� I ! H, em que I � R, dado pela seguinte EDO:

8<: d
dt�u(t) = �rE (�u(t))

�u(0) = u
;

para todo u 2 H: Para interpretar esse �uxo, observe que as curvas integrais com respeito ao grá�co

Gr(E) = f(u;E(u)) 2 H�Rg são caminhos com uma "descida mais íngreme". De fato, se u : I � R! H

é uma curva em H, então

d

dt
E(u(t)) = dEu:(u

0(t)) =


rE (u(t)) ; u0(t)

�
� �krE (u(t))k

u0(t) ;
onde a última desigualdade decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Além disso, vê-se que a

igualdade ocorre se e somente se u0(t) = ��rE(u(t)), � > 0: De fato,

dEu:(u
0(t)) = �krE (u(t))k

u0(t)
, dEu:

�
u0(t)

ku0(t)k

�
= �krE (u(t))k = �hrE (u) ;rE (u)ikrE (u)k

=

�
rE (u) ;� rE (u)

krE (u)k

�
= dEu:

�
� rE (u)
krE (u)k

�
:

Em particular, note que a derivada de E � �u é dada por

d

dt
E(�u(t)) = dEu:(�

0
u(t))

=


rE (�u(t)) ;�0u(t)

�
= hrE (�u(t)) ;�rE (�u(t))i

= �krE (�u(t))k2 ;
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logo vemos que

d

dt
E(u(t0)) � �krE (u(t0))k

u0(t0) = �krE (u(t0))k�0u(t0) = �krE (�u(t0)k2
=

d

dt
E(�u(t0));

para todo t0 2 R e toda curva u (t) tal que ku0 (t0)k = k�0u(t0)k.

Considere (M; g) uma variedade riemanniana. Temos o seguinte produto interno de formas bilineares

simétricas: 

h; h0

�
L2
:=

Z
M



h; h0

�
d� (g) =

Z
M

nX
i;j;k;l=1

gikgjlhijh
0
kld� (g) ; (6.1)

onde hh; h0i é o produto interno de tensores usual (para mais detalhes, veja o Exemplo A.5). Ela é

comumente referida como métrica riemanniana canônica no espaço das métricas riemannianas Met:

De modo análogo, se X;Y 2 X (M), de�nimos o seguinte produto interno:

hX;Y iL2 :=
Z
M
g (X;Y ) d� (g) :

Por �m, se f; h 2 C1 (M), de�nimos o seguinte produto interno:

hf; hiL2 :=
Z
M
(fh) d� (g) :

Utilizamos a mesma notação, porém o contexto nos dirá se o produto interno é de formas bilineares

simétricas, de campos vetoriais ou simplesmente de funções suaves em M .

O �uxo gradiente mais natural em EDP é o que está associado ao funcional de energia de Dirichlet:

Uma aplicação E : C1 (Rn)! R que é de�nida pelo seguinte:

E(u) =
1

2

Z
Rn
jruj2 dx = 1

2
kruk2L2 ;

De fato, pela Proposição A.23 no item c) e pelo Teorema de Schwarz, se u é suave em x 2 Rn�1 e em

t 2 R, então

d

dt
E(u(t)) =

d

dt

1

2

Z
Rn
jruj2 dx = d

dt

1

2

Z
Rn
hru;rui dx

=
1

2

Z
Rn
2

�
@

@t
ru;ru

�
dx =

Z
Rn

�
@

@t
ru;ru

�
dx
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=

Z
Rn

�
r
�
@

@t
u

�
;ru

�
dx

= �
Z
Rn

@u

@t
4udx

=

�
�4u; @u

@t

�
L2
:

Portanto, de modo formal, o �uxo gradiente é a equação de calor padrão @u
@t = 4u. Observe que esse

exemplo (em comum com a maioria dos outros exemplos que surgem em EDP e cálculo de variações) não

se encaixa perfeitamente na estrutura de �uxo gradiente de�nida acima, uma vez que a energia E nem é

de�nida no espaço de Hilbert L2(C1 (Rn)) (para mais detalhes veja a Seção E.0.3). Podemos entender

E no espaço menor L2 (C1 (Rn)) \ C1 (C1 (Rn)), mas neste espaço o produto interno não é completo

e E não é diferenciável no sentido de Fréchet (para mais detalhes veja a Seção C). De fato, usando a

Proposição A.23 vemos que

E (u+ v)� E (u)� (�vE) (u) =
1

2

Z
Rn
jr (u+ v)j2 dx� 1

2

Z
Rn
jruj2 dx+

Z
Rn
v4udx

=
1

2

Z
Rn
jr (u+ v)j2 � jruj2 + 2v4udx

=
1

2

Z
Rn
hru+rv;ru+rvi � jruj2 + 2v4udx

=
1

2

Z
Rn
jrvj2 + 2 hru;rvi+ 2v4udx

=
1

2

Z
Rn
jrvj2 dx;

que não é necessariamente limitado nem se kvkL2 ! 0 em L2 (Rn) \ C1 (Rn) ; muito menos se di-

vidirmos ambos os lados por kvkL2 e �zermos kvkL2 ! 0. Contudo E é Gâteaux diferenciável (para mais

detalhes veja a Seção C) neste espaço, e a derivada (�vE) (u) é uma aplicação contínua na norma de L2,

então o vetor gradiente ainda está bem de�nido.

Funcional de Einstein-Hilbert

Seja (M; g) uma variedade riemanniana fechada (compacta e sem bordo). Um dos funcionais mais naturais

que podemos construir em Met é o chamado funcional de Einstein-Hilbert E : Met ! R que é a

integral da curvatura escalar:

E (g) :=

Z
M
Sd�

Vamos calcular a variação de E em g na direção de h = dg
dt : Usando o fato de M ser compacto e as
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Proposições 1.4 e 1.8 obtemos o seguinte:

�hE(g) = �h

Z
M
Sd� =

Z
M
�h (Sd�) =

Z
M
(�hS) d�+

Z
M
S (�hd�)

=

Z
M

�
�4 (Trgh) +

�
�2h
�
� hh;Rici

	
d�+

Z
M

S

2
(Trgh) d�

=

Z
M
f�div (r (Trgh)) + div (div h)� hh;Ricig d�+

Z
M

S

2
(Trgh) d�

Usando que M não possui bordo e o Teorema da Divergência (para mais detalhes veja o Teorema

A.8), obtemos

dEg:h = �hE(g) =

Z
M
f�div (r (Trgh)) + div (div h)� hh;Ricig d�+

Z
M

S

2
(Trgh) d�

= �
Z
M
hh;Rici d�+

Z
M

S

2
(Trgh) d� = �

Z
M
hh;Rici d�+

Z
M

S

2
hh; gi d�

=

Z
M

�
h;
S

2
g �Ric

�
d�

=

�
h;
S

2
g �Ric

�
L2
;

É importante notar que o termo S
2 g é devido à variação do elemento de volume d�. Segue da expressão

acima e da de�nição do gradiente que

rE = S

2
g �Ric:

Logo, o �uxo (do dobro do) gradiente de E é dado por

@gij
@t

= 2 (rE)ij = Sgij � 2Ricij :

Note que esta equação é similar ao �uxo de Ricci (a menos do termo Sgij).

6.2 O F-funcional

Considere uma variedade riemanniana fechada M . Para superar os problemas associados ao funcional de

Einstein-Hibert, consideremos um funcional F no espaço Met� C1 (M), de�nido por

F (g; f) :=
Z
M

�
S + jrf j2

�
e�fd�:
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É importante notar que F também pode ser escrita como

F (g; f) =
Z
M
(S +4f) e�fd�

De fato, notemos que

4
�
e�f
�

= Trg

�
r2
�
e�f
��
=

nX
i;j=1

gijr2
�
e�f
�
(@i; @j) =

nX
i;j=1

gijg
�
r@i

�
re�f

�
; @j

�

=
nX

i;j=1

gijg

0@r@i

0@ nX
k;l=1

gkl@k

�
e�f
�
@l

1A ; @j

1A =
nX

i;j=1

gijg

0@r@i

0@� nX
k;l=1

gkl@k (f) e
�f@l

1A ; @j

1A
=

nX
i;j=1

gijg

0@r@i

0@�e�f nX
k;l=1

gkl@k (f) @l

1A ; @j

1A =

nX
i;j=1

gijg
�
r@i

�
�e�frf

�
; @j

�

= �
nX

i;j=1

gijg
�
@i

�
e�f
�
rf + e�fr@i (rf) ; @j

�
= �

nX
i;j=1

gijg
�
�@i (f) e�frf + e�fr@i (rf) ; @j

�
=

nX
i;j=1

gijg
�
@i (f) e

�frf; @j
�
� e�f

nX
i;j=1

gijg (r@i (rf) ; @j)

= e�f
nX

i;j=1

gijg (@i (f)rf; @j)� e�f4f = e�f
nX

i;j=1

gijg

0@@i (f) nX
k;l=1

gkl@k (f) @l; @j

1A� e�f4f:
Pela linearidade da métrica, segue que

4
�
e�f
�

= e�f
nX

i;j;k;l=1

@i (f) g
kl@k (f) g

ijglj � e�f4f

= e�f
nX

i;k;l=1

@i (f) g
kl@k (f) �il � e�f4f

= e�f
nX

i;k=1

gki@i (f) @k (f)� e�f4f:

Mas notemos também que

jrf j2 =

*
nX

i;j=1

gij@j (f) @i;

nX
k;l=1

gkl@k (f) @l

+

=
nX

i;j;k;l=1

gij@j (f) g
kl@k (f) gil

=
nX

j;k=1

gkj@j (f) @k (f) ;
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ou seja, acabamos de mostrar que o laplaciano de e�f é dado pela seguinte expressão:

4
�
e�f
�
= e�f

nX
i;k=1

gki@i (f) @k (f)� e�f4f = e�f jrf j2 � e�f4f =
�
jrf j2 �4f

�
e�f : (6.2)

Como M não tem bordo, segue do Teorema da Divergência que

Z
M

�
jrf j2 �4f

�
e�fd� =

Z
M
4
�
e�f
�
d� =

Z
M
divr

�
e�f
�
d� = 0;

ou seja, temos a seguinte igualdade:

Z
M
jrf j2 e�fd� =

Z
M
(4f) e�fd�:

Observação 6.1 Temos algumas propriedades elementares de simetrias associadas a F :

1. A primeira delas é que F é invariante por difeomor�smos: Seja M uma variedade riemanniana

fechada e ' um difeomor�smo de M , então F ('�g; f � ') = F (g; f).

De fato, façamos as seguintes notações:

fM = (M;'�g) e eS (x) = S'
�g (x) = S (' (x)) :

Temos que d'x:er (f � ') (x) = (rf) (' (x)). Com efeito, por um lado, a de�nição de gradiente nos

diz que

g ((rf) (' (x)) ; X (' (x))) = X (' (x)) (f) :

Por outro lado,

g
�
d'x:er (f � ') (x) ; X (' (x))� = g

�
d'x:er (f � ') (x) ; d'x �d'�1'(x) (X (' (x)))��

= '�xg
�er (f � ') (x) ; d'�1'(x) (X (' (x)))�

= d'�1'(x) (X (' (x))) (f � ') = d'�1'(x) (X (' (x))) (f � ')

= d (f � ')x
�
d'�1'(x) (X (' (x)))

�
= df'(x) � d'x

�
d'�1'(x) (X (' (x)))

�
= df'(x) (X (' (x)))

= X (' (x)) (f) :
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Usando esse fato, vemos que

k(rf) (' (x))k2g =
d'x:er (f � ') (x)2

g
= g

�
d'x:er (f � ') (x) ; d'x:er (f � ') (x)�

= ('�g)
�er (f � ') (x) ; er (f � ') (x)�

=
er (f � ')2

'�g
:

Assim, fazendo a mudança de váriáveis e usando as igualdades acima, concluímos que

F (g; f) =

Z
M

�
S + jrf j2g

�
e�fd� (g) =

Z
fM
n�
S + jrf j2g

�
e�f
o
� 'd� ('�g)

=

Z
fM
n�
S � '+ jrf j2g � '

�
e�f�'

o
d� ('�g)

=

Z
fM
n�
S � '+ j(rf) � 'j2g

�
e�f�'

o
d� ('�g)

=

Z
fM
��

S � '+
er (f � ')

'�g

�
e�f�'

�
d� ('�g)

= F ('�g; f � ') :

2. A segunda propriedade é o comportamento de escala: Para todos os escalares b; c > 0, temos que

F
�
c2g; f + b

�
= cn�2e�bF (g; f).

De fato, temos que

F
�
c2g; f + b

�
=

Z
M

�
Sc

2g + jr (f + b)j2c2g
�
e�f�bd�

�
c2g
�

=

Z
M

�
c�2Sg + jrf j2c2g

�
e�f�b

q
det (c2g)ijdx1:::dxn

=

Z
M

�
c�2Sg + jrf j2c2g

�
e�f�b

q
c2n det (gij)dx1:::dxn

= e�b
Z
M

�
c�2Sg + c2g (rf;rf)

�
e�fcn

q
det (gij)dx1:::dxn

= e�b
Z
M

0@c�2Sg + c2g
0@ nX
i;j=1

�
c2g
�ij
(@if) @j ;

nX
k;l=1

�
c2g
�kl
(@kf) @l

1A1A e�fcnd� (g)

= e�b
Z
M

0@c�2Sg + c2g
0@ nX
i;j=1

c�2gij (@if) @j ;
nX

k;l=1

c�2gkl (@kf) @l

1A1A e�fcnd� (g) :
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Colocando c�2 em evidência, segue que

F
�
c2g; f + b

�
= e�b

Z
M

0@c�2Sg + c�2g
0@ nX
i;j=1

gij (@if) @j ;
nX

k;l=1

gkl (@kf) @l

1A1A e�fcnd� (g)

= e�b
Z
M

0@c�2Sg + c�2g
0@ nX
i;j=1

gij (@if) @j ;
nX

k;l=1

gkl (@kf) @l

1A1A e�fcnd� (g)

= e�b
Z
M

�
c�2Sg + c�2g (rf;rf)

�
e�fcnd� (g)

= e�bcn�2
Z
M
(Sg + g (rf;rf)) e�fd� (g)

= e�bcn�2F (g; f) :

Agora vamos obter uma expressão para a variação do F-funcional:

Proposição 6.1 (Variação de F) Em uma variedade riemanniana fechada M , a variação de F é dada

pela seguinte expressão:

�(h;k)F (g; f) = �
Z
M
hRic+Hess (f) ; hi e�fd�+

Z
M

�
1

2
Trgh� k

��
24f � jrf j2 + S

�
e�fd�;

em que �(h;k)F (g; f) denota d
ds js=0F (g + sh; f + sk).

Demonstração. Seja v = (h; k) o vetor no qual vamos fazer a derivada direcional. Segue da de�nição

da variação acima que

�(h;k)F (g; f) =
@

@v
(F (g; f)) = @

@v

Z
M

�
S + jrf j2

�
e�fd� (6.3)

=

Z
M

@

@v

n�
S + jrf j2

�
e�fd�

o
=

Z
M

@

@v

n�
S + jrf j2

�o
e�fd�+

�
S + jrf j2

� @

@v

n
e�fd�

o
:

Segue da Proposição 1.8 que

@

@v

n�
e�fd�

�
(f; g)

o
=

d

ds js=0

n
e�(f+sk)d� (g + sh)

o
=

�
d

ds
e�(f+sk)

�
d� (g + sh)js=0 + e

�(f+sk) d

ds
fd� (g + sh)gjs=0
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=

�
�ke�(f+sk)d� (g + sh) + e�(f+sk) 1

2
(Trgh) d� (g + sh)

�
js=0

= �ke�fd� (g) + e�f 1
2
(Trgh) d� (g)

=

�
1

2
(Trgh)� k

�
e�fd� (g) :

Além disso, segue da expressão (1.4) e do teorema de Schwarz que

@

@v

�
jrf j2 (f; g)

�
= �(h;k)

�
jrf j2 (f; g)

�
= �(h;k)

0@* nX
i;j=1

gij@i (f) @j ;
nX

k;l=1

gkl@k (f) @l

+
(f; g)

1A
= �(h;k)

0@ nX
i;j;k;l=1

gijgkl@k (f) @i (f) gjl (f; g)

1A = �(h;k)

0@ nX
i;k;l=1

gkl@k (f) @i (f) �il (f; g)

1A
= �(h;k)

0@ nX
i;k=1

gki@k (f) @i (f) (f; g)

1A =
d

ds js=0

0@ nX
i;k=1

gki@k (f) @i (f)

1A (f + sk; g + sh)
=

d

ds js=0

0@ nX
i;k=1

(g + sh)ki @k (f + sk) @i (f + sk)

1A
=

nX
i;k=1

d

ds js=0

n
(g + sh)ki

o
@k (f + sk) @i (f + sk)

+
nX

i;k=1

(g + sk)ki
d

ds js=0
f@k (f + sk) @i (f + sk)g

Pela expressão (1.4) e pelo Teorema de Schwarz, temos o seguinte:

@

@v

�
jrf j2 (f; g)

�
=

nX
i;k=1

8<:
nX

a;b=1

� (g + sk)ia (g + sk)kb hab@k (f + sk) @i (f + sk)

9=;
js=0

+

nX
i;k=1

8<:
nX

a;b=1

(g + sk)ki
�
d

ds
(@k (f + sk)) @i (f + sk) + @k (f + sk)

d

ds
(@i (f + sk))

�9=;
js=0

=
nX

i;k=1

8<:
nX

a;b=1

� (g + sk)ia (g + sk)kb hab@k (f + sk) @i (f + sk)

9=;
js=0

+

nX
i;k=1

8<:
nX

a;b=1

(g + sk)ki f@k (k) @i (f + sk) + @k (f + sk) @i (k)g

9=;
js=0
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=
nX

i;k=1

8<:
nX

a;b=1

�giagkbhab@k (f) @i (f) + gki@k (k) @i (f) + gki@k (f) @i (k)

9=;
= �

nX
a;b;i;k=1

giagkbhab@k (f) @i (f) + 2
nX

i;k=1

gki@i (k) @k (f)

= �
nX

a;b;i;k=1

giagkbhab@k (f) @i (f) + 2 hrk;rfi :

Segue destas expressões que

�(h;k)F (g; f) =

Z
M

@

@v

n�
S + jrf j2

�o
e�fd�+

�
S + jrf j2

� @

@v

n
e�fd�

o
=

Z
M

8<:�4Trgh+ div (div h)� hh;Rici �
nX

a;b;i;k=1

giagkbhab@k (f) @i (f) + 2 hrk;rfi

9=; e�fd�

+

Z
M

�
S + jrf j2

��1
2
(Trgh)� k

�
e�fd� (g) :

Pela expressão (6.2), e pela Proposição A.23 no item b) e do fato de M não possuir bordo que

Z
M
�4 (Trgh) e�fd� = �

Z
M
(Trgh)4e�fd� = �

Z
M
(Trgh)

�
jrf j2 �4f

�
e�fd�:

Notemos também que

re�f =
nX

i;j=1

gij@i

�
e�f
�
@j = �

nX
i;j=1

gij@i (f) e
�f@j = �e�f

nX
i;j=1

gij@i (f) @j = �e�frf:

Portanto a Proposição A.23 no item c) e a expressão (6.2) nos mostra que

Z
M
hrk;rfi e�fd� = �

Z
M

D
rk;re�f

E
d� = �

�
�
Z
M
k4e�fd�

�
=

Z
M
k4e�fd� =

Z
M
k
�
jrf j2 �4f

�
e�fd�:

Das duas expressões que conseguimos acima, vemos que

Z
M
f�4Trgh+ 2 hrk;rfig e�fd� = �

Z
M
(Trgh)

�
jrf j2 �4f

�
e�fd�+ 2

Z
M
k
�
jrf j2 �4f

�
e�fd�

=

Z
M
(2k � Trgh)

�
jrf j2 �4f

�
e�fd�

= 2

Z
M

�
k � Trgh

2

��
jrf j2 �4f

�
e�fd�:
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Além disso, notemos que se T 2 T 20 (M) e f 2 C1 (M) então

(div fT ) (�) =
nX

i;j=1

gijr (fT ) (@i; @j ; �) =
nX

i;j=1

gijri (fT ) (@j ; �)

=
nX

i;j=1

gijri (fT (@j ; �))�
nX

i;j=1

gij (fT ) (ri@j ; �)�
nX

i;j=1

gij (fT ) (@j ;ri�)

=
nX

i;j=1

gij (@if) (T (@j ; �)) + fgijri (T (@j ; �))� f
nX
i=1

gijT (ri@j ; �)� f
nX

i;j=1

gijT (@j ;ri�)

=

nX
i;j=1

gij (@if)T (@j ; �) + (f div T ) (�) = T

0@ nX
i;j=1

gij (@if) @j ; �

1A+ (f div T ) (�)
= T (rf; �) + (f div T ) (�) = Trf (�) + (f div T ) (�) :

Segue disso que

div div (fT ) = div (Trf + f div T ) = div (Trf ) + div (f div T ) :

A expressão do segundo termo do lado direito é dada por

div (f div T ) =
nX

i;j=1

gij (r (f div T ))ij =
nX

i;j=1

gij (ri (f div T ))j

=
nX

i;j=1

gij@i ((f div T ) (@j))� gij (f div T ) (r@i@j)

=
nX

i;j=1

gij@i (f) div T (@j) + fg
ij@i ((div T ) (@j))� fgij (div T ) (r@i@j)

=

nX
i;j=1

gij@i (f) div T (@j) + f div div T

= div T

0@ nX
i;j=1

gij@i (f) @j

1A+ f div div T
= (div T ) (rf) + f div div T;

ou seja, temos a seguinte igualdade:

div div (fT ) = div (Trf ) + (div T ) (rf) + f div div T:
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Integrando em M em ambos os lados, usando o teorema da divergência e o fato de M não possuir bordo,

obtemos

0 =

Z
M
div div (fT ) d� =

Z
M
div (Trf ) d�+

Z
M
(div T ) (rf) d�+

Z
M
f div div Td�

=

Z
M
(div T ) (rf) d�+

Z
M
f div div Td�;

e logo vemos que Z
M
f div div Td� = �

Z
M
(div T ) (rf) d�:

Vamos analisar a expressão a direita:

(div T ) (rf) = (div T )

0@ nX
i;j=1

gij@i (f) @j

1A =
nX

i;j=1

gij@i (f) (div T ) (@j) =
nX

i;j=1

gij@i (f)
nX

a;b=1

gab (rT )abj

=
nX

i;j;a;b=1

gij@i (f) g
ab (rT )abj =

nX
i;j;a;b=1

gij@i (f) g
ab (raT )bj

=
nX

i;j;a;b=1

gij@i (f) g
ab (@a (Tbj))� gij@i (f) gabT (r@a@b; @j)� gij@i (f) gabT (@b;r@a@j) :

Como div T é, a princípio, é o traço do operador v 7! (rT ) (�; �; v), segue que em cada ponto, podemos

tomar uma carta normal e obter uma expressão simpli�cada dela (a�nal, o traço não depende da base

escolhida), ou seja, tomando uma carta normal vemos que os termos r@a@b e r@a@j se anulam, e portanto:

(div T ) (rf) =
nX

i;j;a;b=1

gij@i (f) g
ab (@a (Tbj)) :

Além disso, usando que a primeira derivada da métrica se anula no ponto, vemos que

(div T ) (rf) =

nX
i;j;a;b=1

gij@i (f) g
ab (@a (Tbj))

=

nX
i;j;a;b=1

@a

�
gij@i (f) g

abTbj

�
� @a

�
gij
�
@i (f) g

abTbj � @a
�
gab
�
gij@i (f)Tbj

�
nX

i;j;a;b=1

gij@a (@i (f)) g
abTbj

=

nX
i;j;a;b=1

@a

�
gij@i (f) g

abTbj

�
� gijgab@a (@i (f))Tbj :
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Usando a expressão do determinante de uma matriz qualquer e o fato de que primeira derivada da métrica

se anula no ponto, segue que @k
�p
det (gij)

�
= 0 no ponto central da carta normal. Portanto, segue desse

fato, da expressão (A.36) para o divergente e do fato de que M é fechada, que

Mas segue do Teorema da Divergência que

Z
M

nX
i;j;a;b=1

@a

�
gij@i (f) g

abTbj

�
d� =

Z
M

nX
a=1

@a

0@ nX
i;j;b=1

gijgabTbj@i (f)

1A d�

=

Z
M

nX
a=1

@a

� eXa
�
d�

=

Z
M
div eXd�

= 0;

em que o campo eX 2 X (M) é dado pela seguinte expressão:

eX =
nX
a=1

eXa@a =
nX
a=1

0@ nX
i;j;b=1

gijgabTbj@i (f)

1A @a:

Portanto, em um sistema de coordenadas qualquer, concluímos que

(div T ) (rf) = �
nX

i;j;a;b=1

gijgab
�
r2f

�
ai
Tbj

Logo temos a seguinte expressão:

Z
M
f div div Td� = �

Z
M
(div T ) (rf) d� =

nX
i;j;a;b=1

Z
M
gijgab@a (@i (f))Tbjd�:

Neste momento, podemos voltar ao nosso real problema fazendo as seguintes substituições: T $ h e

f $ e�f . Logo

Z
M
e�f (div (div h)) d� =

nX
i;j;a;b=1

Z
M
gijgab

�
r2e�f

�
ai
hbj =

nX
i;j;a;b=1

Z
M
gijgab

��
ra

�
re�f

��
i

�
hbjd�

=

nX
i;j;a;b=1

Z
M
gijgab

�
ra

�
rie

�f
�
�rra@ie�f

�
hbjd�

=

nX
i;j;a;b=1

Z
M
gijgab

�
@a@i

�
e�f
�
� (ra@i)

�
e�f
��

hbjd�
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=
nX

i;j;a;b=1

Z
M
gijgab

0@�@a �e�f@if�� nX
p=1

�pai@p

�
e�f
�1Ahbjd�

=
nX

i;j;a;b=1

Z
M
gijgab

0@e�f@a (f) @i (f)� e�f@a (@i (f)) + nX
p=1

�pai@p (f) e
�f

1Ahbjd�

=
nX

i;j;a;b=1

Z
M
e�fgijgab

0@@a (f) @i (f)� @a (@i (f)) + nX
p=1

�pai@p (f)

1Ahbjd�:

Notemos que o produto interno entre a hessiana de f e h é dado pela seguinte expressão:

hHess(f); hi =
nX

i;j;a;b=1

giagjbHess(f)ijhab

=

nX
i;j;a;b=1

giagjb hr@i (rf) ; @jihab

=
nX

i;j;a;b=1

giagjb (@i h(rf) ; @ji � hrf;r@i@ji)hab

=
nX

i;j;a;b=1

giagjb

0@@i* nX
p;q=1

gpq (@pf) @q; @j

+
�
*

nX
p;q=1

gpq (@pf) @q;r@i@j

+1Ahab

=
nX

i;j;a;b=1

giagjb

0@@i* nX
p;q=1

gpq (@pf) @q; @j

+
�
*

nX
p;q=1

gpq (@pf) @q;
nX
u=1

�uij@u

+1Ahab

=
nX

i;j;a;b=1

giagjb

0@@i
0@ nX
p;q=1

gpqgqj (@pf)

1A� nX
p;q;u=1

gpq�uij (@pf) gqu

1Ahab

=

nX
i;j;a;b=1

giagjb

0@@i ((@jf))� nX
p=1

�pij (@pf)

1Ahab:

Segue desse raciocínio que

Z
M
e�f (div (div h)) d� =

nX
i;j;a;b=1

Z
M
e�fgijgab@a (f) @i (f)hbjd�

�
Z
M
e�f hHess(f); hi d�:
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E portanto temos o seguinte:

�(h;k)F (g; f) =

Z
M

8<:�4Trgh+ div (div h)� hh;Rici �
nX

a;b;i;k=1

giagkbhab@k (f) @i (f) + 2 hrk;rfi

9=; e�fd�

+

Z
M

�
S + jrf j2

��1
2
(Trgh)� k

�
e�fd� (g)

= 2

Z
M

�
k � Trgh

2

��
jrf j2 �4f

�
e�fd�+

nX
i;j;a;b=1

Z
M
e�fgijgab@a (f) @i (f)hbjd�

�
Z
M
e�f hHess(f); hi d�+

Z
M

8<:�hh;Rici �
nX

a;b;i;k=1

giagkbhab@k (f) @i (f)

9=; e�fd�

+

Z
M

�
S + jrf j2

��1
2
(Trgh)� k

�
e�fd�

= 2

Z
M

�
k � Trgh

2

��
jrf j2 �4f

�
e�fd��

Z
M
e�f hHess(f); hi d�

�
Z
M
hh;Rici e�fd�+

Z
M

�
S + jrf j2

��1
2
(Trgh)� k

�
e�fd�:

Pela linearidade do produto interno, concluímos que

�(h;k)F (g; f) = 2

Z
M

�
k � Trgh

2

��
jrf j2 �4f

�
e�fd��

Z
M
e�f hRic+Hess(f); hi d�

+

Z
M

�
S + jrf j2

��1
2
(Trgh)� k

�
e�fd�

=

Z
M

��
Trgh

2
� k
��
24f � 2 jrf j2

�
� hRic+Hess(f); hi

�
e�fd�

+

Z
M

��
S + jrf j2

��1
2
(Trgh)� k

��
e�fd�

=

Z
M

��
Trgh

2
� k
��
24f � jrf j2 + S

�
� hRic+Hess(f); hi

�
e�fd�:

Se a medida dm := e�fd� não variar, a expressão da variação de F se reduz consideravelmente:

Corolário 6.1 (Variação de F preservando medida) Considere uma variedade riemanniana fechada

M e um vetor de variação v = (h; k) satisfazendo �(h;k)
�
e�fd�

�
(g; f) = 0. Nesse caso a variação de F

é dada pela seguinte expressão:

�(h;k)F (g; f) = �
Z
M
hRic+Hess (f) ; hi e�fd�:
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Demonstração. De fato, segue da expressão (6.3) e da hipótese que

�(h;k)F (g; f) =
Z
M

@

@v

n�
S + jrf j2

�o
e�fd�:

E pelos cálculos feitos no teorema acima,

Z
M

@

@v

n�
S + jrf j2

�o
e�fd� =

Z
M

��
Trgh

2
� k
��
24f � 2 jrf j2

�
� hRic+Hess(f); hi

�
e�fd�:

Porém, na demonstração do teorema anterior vimos que

�(h;k)

�
e�fd�

�
=

�
1

2
(Trgh)� k

�
e�fd� (g) :

Portanto, concluímos o seguinte:

Z
M

@

@v

n�
S + jrf j2

�o
e�fd� =

Z
M

��
Trgh

2
� k
��

24f � 2 jrf j2
�
� hRic+Hess(f); hi

�
e�fd�

= �
Z
M
hRic+Hess(f); hi e�fd�:

Fluxo Gradiente de Fm e um Sistema de Equações Associado

Com a Proposição 6.1 em mente,vamos formular um �uxo gradiente apropriado na forma de um sistema de

equações, que pode ser relacionado ao �uxo de Ricci. Para ver isso, considere uma variedade riemanniana

fechadaM , �xe uma medida positiva suave d! emM e de�na um grá�co suave X :Met!Met�C1 (M)

fazendo

X : g 7!
�
g; ln

d� (g)

d!

�
Aqui entendemos por uma medida, uma n-forma positiva. Observe que se dm é qualquer n-forma

positiva, então para qualquer U � M aberto podemos de�nir m(U) :=
R
M dm. Portanto m : B(M) !

[0;1) é uma medida positiva (no sentido estrito) de�nida na �-álgebra de Borel B(M) (para mais detalhes

veja a Seção D)

A composição resultante Fm := F � X : Met ! R é um funcional em Met que modi�ca F . Este
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funcional é dado pela seguinte expressão:

Fm (g) = F �X (g) = F
�
g; ln

d� (g)

d!

�
=

Z
M

 
S +

����r ln d� (g)d!

����2
!
e�fd! =

Z
M

�
S + jrf j2

�
e�fd!;

onde f := ln d�(g)
d! : Notemos que

e�fd� (g) = e� ln
d�(g)
d! d� (g) =

�
d� (g)

d!

��1
d� (g) =

d!

d� (g)
d� (g) = d!;

como d! é uma n-forma positiva �xada, segue que

�(h;k)

�
e�fd�

�
(g; f) = �(h;k) (d!) = 0:

E pelo Corolário 6.1, vemos que

�(h)Fm (g) = �
Z
M
hRic+Hess (f) ; hi e�fd� = �

Z
M
hRic+Hess (f) ; hi d!

= �
Z
M
hRic+Hess (f) ; hi d!

= �
Z
M

nX
a;b;c;d=1

gacgbdRicabhcd +
nX

a;b;c;d=1

gacgbdHess (f)ab hcdd!

= �
Z
M

nX
a;b;c;d=1

gacgbd (Ricabhcd +Hess (f)ab hcd) d!:

Notemos que pelo produto interno em (6.1) e pela Proposição C.2 segue que

dFmg :h = �(h)Fm (g) = h�Ric�Hess(f); hiL2 ;

e pela de�nição de gradiente:

(rFm) (g) = �Ric�Hess(f):

Assim, o (2 vezes) �uxo gradiente positivo de Fm em Met é dado por

@

@t
gij = 2 (rFm) (g)ij = �2 (Ricij +Hess(f)ij) :
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Além disso, usando a Proposição 1.8 vemos que

@f

@t
=

@

@t

�
ln
d� (g)

d!

�
=

@

@t
(ln d� (g)� ln d!) = @

@t
(ln d� (g)) =

1

d� (g)

@d�

@t

=
1

d� (g)

1

2
Trg

�
@g

@t

�
d� (g) =

1

2
Trg

�
@g

@t

�
=

1

2
Trg (�2 (Ric+Hess(f)))

= � (S +4f) :

Ou seja, consideremos o seguinte sistema8<:
@g
@t = �2 (Ric+Hess(f))
@f
@t = � (S +4f)

: (6.4)

Para (g; f) solução do sistema (6.4) a derivada de Fm possui uma expressão muito simples:

Proposição 6.2 Seja M uma variedade riemanniana fechada. Se (g (t) ; f (t)) 2Met� C1 (M), t 2 I,

é uma solução do sistema (6.4), então

d

dt
(Fm (g (t))) = 2

Z
M
jRic+Hess(f)j2 d!:

Demonstração. De fato, temos que

d

dt
(Fm (g (t))) = dFmg(t):g

0(t) = h�Ric�Hess(f);�2 (Ric+Hess(f))iL2

= 2 hRic+Hess(f); Ric+Hess(f)iL2

= 2

Z
M
jRic+Hess(f)j2 d!:

Sistema Acoplado e Fluxo de Ricci

Notemos que o �uxo de gradiente (6.4) é (a menos de difeomor�smo) equivalente ao �uxo de Ricci. Isso

é alcançado simplesmente executando um difeomor�smo dependente do tempo que transforma o sistema

(6.4) no �uxo de Ricci. Intuitivamente, se o difeomor�smo é gerado pelo �uxo ao longo de um campo que
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depende do tempo, V (t), então teríamos um novo sistema:

8<:
@g
@t = �2 (Ric+Hess(f)) + LV g
@f
@t = �S �4f + LV f

:

Vamos usar o seguinte lema:

Lema 6.1 Considere uma variedade riemanniana fechadaM . Para toda 1�forma ! e todo campo X;Y 2

X (M) ;

(L!#g) (X;Y ) = (r!) (X;Y ) + (r!) (Y;X) ;

em que !# 2 X (M) é o campo associado a 1-forma ! (para mais detalhes veja A.3).

Demonstração. Pela compatibilidade com a métrica, temos que

X (! (Y )) = X
�
g
�
!#; Y

��
= g

�
rX!

#; Y
�
+ g

�
!#;rXY

�
;

e portanto, temos a seguinte expressão:

g
�
rX!

#; Y
�
= g

�
!#;rXY

�
�X (! (Y )) = ! (rXY )�X (! (Y )) = (r!) (X;Y ) :

Segue da igualdade acima que

(L!#g) (X;Y ) = !# (g (X;Y ))� g
�h
!#; X

i
; Y
�
� g

�
X;
h
!#; Y

i�
= g (r!#X;Y ) + g (X;r!#Y )� g

�
r!#X �rX!

#; Y
�
� g

�
X;r!#Y �rY !

#
�

= g
�
rX!

#; Y
�
+ g

�
X;rY !

#
�
= (r!) (X;Y ) + (r!) (Y;X) :

Corolário 6.2 Considere uma variedade riemanniana fechada M . Para todo campo X;Y 2 X (M) ;

(Lrfg) (X;Y ) = 2Hess(f) (X;Y ) :

Demonstração. Basta tomar ! = df . Segue que !# = (df)# = rf . Como Hess(f) é simétrica
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(para mais detalhes veja A.10), segue que

(Lrfg) (X;Y ) = (L!#g) (X;Y ) = (rdf) (X;Y ) + (rdf) (Y;X)

= Hess (f) (X;Y ) +Hess (f) (Y;X)

= 2Hess(f):

Pelo Lema 6.1 e pelo Corolário 6.2 que, se tomarmos V (t) := rf , então

LV g = Lrfg = 2Hess(f); (6.5)

(Lrff) = (rf) (f) = hrf;rfi = jrf j2 :

Segue disso o seguinte sistema:8<:
@g
@t = �2 (Ric+Hess(f)) + 2Hess(f) = �2Ric
@f
@t = �S �4f + jrf j

2
: (6.6)

Convertendo o Fluxo Gradiente no Fluxo de Ricci

Considere
�
g (t) ; f (t)

�
2Met� C1 (M), t 2 I uma solução do �uxo gradiente (6.4), vamos mostrar que

existe uma solução (g (t) ; f (t)) 2Met�C1 (M), t 2 I do sistema (6.6) �uindo ao longo do gradiente de

f :

Lema 6.2 Seja
�
g (t) ; f (t)

�
, t 2 [0; T ), uma solução de (6.4). De�na uma família suave f� (t)gt2[0;T )

de difeomor�smos de M por 8<:
d�
dt (t) =

�
rg(t)f

�
(t)

� (0) = IdM

: (6.7)

Então o pullback da métrica, g (t) := (��g) (t), e a função f(t) :=
�
f � �

�
(t) satisfazem o sistema (6.6).

Demonstração. Pela teoria das equações diferenciais que dependem do tempo, o PVI (6.7) sempre

tem solução. Nesse caso, segue do sistema (6.4) e das expressões em (6.5) que

@g

@t
=

@

@t
(��g) =

�
��
@g

@t

�
+��

�
L d�

dt
g
�
=

�
��
@g

@t

�
+��

�
L(rg(t)f)g

�
= �2��

�
Ricg

�
� 2��

�
Hess(f)

�
+ 2��

�
Hess(f)

�
= �2��

�
Ricg

�
= �2Ricg:
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E portanto, novamente pelos sistemas (6.4) e (6.7), vemos que

@f

@t
=

@

@t

�
f � �

�
(t) =

@f

@t
� � (t) +

�
rg f;

d�

dt

�
=

@f

@t
� � (t) +



rg f;rg f

�
� �

=
@f

@t
� � (t) +

��rg f � �
��2 = � �S � �+ �4 f

�
� �
�
+
��rg f � �

��2
= � (S +4f) + jrf j2 ;

onde S e 4 são a curvatura escalar e o laplaciano, respectivamente, na métrica g (t).

Convertendo o Fluxo de Ricci no Fluxo Gradiente

Agora vamos fazer o contrário, dada uma solução (g (t) ; f (t)) de (6.6), vamos mostrar que existe uma

solução
�
g (t) ; f (t)

�
do �uxo gradiente (6.4).

Lema 6.3 Seja g (t) ; t 2 [0; T ) uma solução do �uxo de Ricci e seja fT uma função arbitrária em M .

Então:

1. Existe uma única solução da equação do calor "backward"8<:
@f
@t = �4f � S + jrf j

2 ; t 2 [0; T ]

f (T ) = fT

2. Mais ainda, dada uma solução f (t) do sistema acima, de�na uma família suave f� (t)gt2[0;T ) de

difeomor�smos de M por 8<:
d	
dt (t) = �

�
rg(t)f

�
(t) ;

	 (0) = IdM :

Então a métrica pullback g (t) = (	�g) (t) e o pullback da função f (t) := (f �	) (t) satisfazem o

sistema (6.4).

Demonstração. 1. Façamos a seguinte reparametrização: � = T � t; seja u = e�f : Notemos que

@u

@�
= �@u

@t
= e�f

@f

@t
= u

@f

@t
=
�
�4f � S + jrf j2

�
u:
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Já sabemos que o laplaciano de u é dado por

4u = 4
�
e�f
�
=
�
jrf j2 �4f

�
e�f =

�
jrf j2 �4f

�
u:

Portanto segue que
@u

@�
= 4u� Su:

Como esta é uma equação linear parabólica no tempo e com dado inicial em � = 0, a teoria de equações

diferenciais nos garante que existe uma única solução em [0; T ] :

2. Temos que

@g

@t
=

@

@t
(��g) =

�
��
@g

@t

�
+��

�
L d�

dt
g
�
=

�
��
@g

@t

�
+��

�
L�(rg(t)f)g

�
= �2�� (Ricg)� 2�� (Hess(f))

= �2�� (Ricg +Hess(f)) :

E além disso,

@f

@t
=

@

@t
(f � �) (t) = @f

@t
� � (t) +

�
rgf;

d�

dt

�
=

@f

@t
� � (t)� hrgf;rgfi � �

=
@f

@t
� � (t)� jrgf � �j2 =

�
�4f � S + jrf j2

�
� �+ jrgf � �j2

= (�4f � S) � �:

Monotonicidade de F a partir da Monotonicidade de Fm

A invariância do difeomor�smo de todas as quantidades em consideração implica a fórmula de monotoni-

cidade para o �uxo de Ricci:

Proposição 6.3 Considere uma variedade riemanniana fechada M . Se (g (t) ; f (t)) 2 Met � C1 (M),

t 2 I, é uma solução do sistema (6.6), então:

d

dt
F (g (t) ; f (t)) = 2

Z
M
jRic+Hess(f)j2 e�fd�:
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Demonstração. Como (g (t) ; f (t)) é solução do sistema (6.6), segue do Lema 6.3 que g (t) :=

(	�g) (t) e f (t) := (f �	) (t) são soluções do sistema (6.4). Pela Observação 6.1 F é invariante por

difeomor�smos. Assim, temos que

F (g (t) ; f (t)) = F
�
g (t) ; f (t)

�
;

e portanto, derivando ambos os lados vemos que

d

dt
F (g (t) ; f (t)) = d

dt
F
�
g (t) ; f (t)

�
:

Mais ainda, pela Proposição 6.2 vemos que

d

dt
F
�
g (t) ; f (t)

�
= 2

Z
M

��Ric+Hess(f)��2 e�fd� (g) = 2 Z
M
jRic+Hess(f)j2 e�fd� (g) :



Capítulo 7

O W-Funcional e o Não Colapso Local

Os objetivos principais desse capítulo são as demonstrações dos Teoremas 7.1 e 7.3. O primeiro deles

garante que se a solução do �uxo de Ricci é uma família de variedades fechadas, então essa família

nunca colapsa. Já o segundo nos garante uma forma de sempre lidar com soluções completas do �uxo de

Ricci, isto é, a menos de modi�car a família solução, fg (t)gt2[0;T ), do �uxo de Ricci, podemos supor que

t 2 (�1; b), para algum b 2 R. Mais ainda, essa nova solução possui curvatura riemanniana limitada.

7.1 O W-Funcional

Considere uma variedade diferenciável M fechada (isto é, uma variedade diferenciável compacta e sem

bordo) de dimensão n. De�nimos o W-funcional de entropia de Perel�man como uma aplicação

W :Met� C1 (M)� R+ ! R, em que

W (g; f; �) :=

Z
M

�
�
�
S + jrf j2

�
+ f � n

�
ud�;

em que u = (4��)�
n
2 e�f , � > 0 é o parâmetro de escala, rf é o gradiente de f (para mais detalhes

veja (A.7)) e S é a curvatura escalar de M . Notemos que

W (g; f; �)� �

(4��)
n
2

F (g; f) =

Z
M

�
�
�
S + jrf j2

�
+ f � n

�
ud�� �

(4��)
n
2

Z
M

�
S + jrf j2

�
e�fd�

=

Z
M

�
�
�
S + jrf j2

�
+ f � n

�
(4��)�

n
2 e�fd�

� �

(4��)
n
2

Z
M

�
S + jrf j2

�
e�fd�

121
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=

Z
M
�
�
S + jrf j2

�
(4��)�

n
2 e�fd�+

Z
M
(f � n) (4��)�

n
2 e�fd�

�
Z
M

�

(4��)
n
2

�
S + jrf j2

�
e�fd�

=
1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�:

Esta equação relaciona os dois funcionais. De modo semelhante ao do Capítulo 6, procuramos encontrar

um �uxo de gradiente para W que inclua o �uxo de Ricci de modo a tornar W monótono. Com isso,

provamos o não colapso local para o �uxo de Ricci. Em seguida, provamos os limites inferiores de

injetividade desejados.

Observação 7.1 Assim como F , o funcional W é invariante por difeomor�smos: De fato, sejam M e

N variedades diferenciáveis (N riemanniana com métrica g), F :M ! N um difeomor�smo e (';M;U)

, ( ;N; V ) cartas locais. Localmente, sendo f : N ! R suave, a de�nição de integral em uma variedade

nos dá que Z
 �1(V )

fd� :=

Z
V
f �  �1

p
det gdy1:::dyn:

Da mesma maneira, Z
'�1(U)

f � Fd� :=
Z
U
f � F � '�1

p
det (F �g)dx1:::dxn

Pelo teorema de mudança de variáveis no espaço euclidiano, temos que:

Z
V
f �  �1

p
det gdy1:::dyn =

Z
U
f �  �1 � bF �pdet g� � bF � ��det J bF �� dx1:::dxn (7.1)

=

Z
U
f � F � '�1

�p
det g

�
� bF � ��det J bF �� dx1:::dxn

em que bF :=  � F � '�1 e J bF é a matriz jacobiana de bF : Notemos que
F �g = F �

nX
i;j=1

gijdy
i 
 dyj =

nX
i;j=1

(gij � F )F �
�
dyi 
 dyj

�
(7.2)

=

nX
i;j=1

(gij � F )
�
F �dyi

�


�
F �dyj

�
=

nX
i;j=1

(gij � F ) d
�
F �yi

�

 d

�
F �yj

�
=

nX
i;j;a;b=1

(gij � F )
@ bFi
@xa

@ bFj
@xb

�
dxa 
 dxb

�

=
nX

a;b=1

0@ nX
i;j=1

(gij � F )
@ bFi
@xa

@ bFj
@xb

1A�dxa 
 dxb� :
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A 5a igualdade é válida, pois

d
�
F �yi

�
= d

�
�i � bF � '� = �i � d bF � d';

e portanto,

d
�
F �yi

�
(@k) = �i � d bF � d' (@k) = �i � d bF (ek) = @ bFi

@xk
:

Logo temos a seguinte igualdade:

�
d
�
F �yi

�

 d

�
F �yj

��
(v; w) =

nX
a;b=1

vawb
@ bFi
@xa

@ bFj
@xb

=

nX
a;b=1

@ bFi
@xa

@ bFj
@xb

�
dxa 
 dxb

�
(v; w) ;

para todo v; w 2 TM: Segue da expressão (7.2) que a matriz da métrica F �g é justamente

(F �g) =
�
J bF �T (gij) �J bF � :

Portanto, vemos que

p
det (F �g) =

q
det
�
J bF �T (gij) �J bF � =qdet �J bF �T det (gij) det �J bF �

=

q
det (gij)

�
det
�
J bF ��2 =qdet (gij) ��det �J bF ��� :

E pela igualdade (7.1), concluímos que

Z
 �1(V )

fd�g =

Z
V
f �  �1

p
det gdy1:::dyn =

Z
U
f � F � '�1

�p
det g

�
� bF � ��det J bF �� dx1:::dxn

=

Z
U
f � F � '�1

p
det (F �g)dx1:::dxn

=

Z
'�1(U)

f � Fd�F �g:

Com isso em mente, vamos mostrar que, assim como F , o funcional W é invariante por difeomor�s-

mos: Seja M uma variedade diferenciável fechada e considere � um difeomor�smo de M . Então

W (��g;��f; �) =
�

(4��)
n
2

F (��g;��f) + 1

(4��)
n
2

Z
M
(��f � n) e���fd���g

=
�

(4��)
n
2

F (g; f) + 1

(4��)
n
2

Z
M
(��f � n) e���fd���g
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=
�

(4��)
n
2

F (g; f) + 1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

= W (g; f; �) :

Além disso, para todo c > 0 temos a seguinte invariância:

W (cg; f; c�) =
c�

(4�c�)
n
2

Z
M

�
Scg + jrf j2cg

�
e�fd�cg +

c
n
2

(4�c�)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

=
c�c

n
2

(4�c�)
n
2

Z
M

�
1

c
Sg + jrf j2cg

�
e�fd�g +

c
n
2

(4�c�)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

=
c�

(4��)
n
2

Z
M

�
1

c
Sg + jrf j2cg

�
e�fd�g +

1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

=
c�

(4��)
n
2

Z
M

0@1
c
Sg + cg

0@ nX
i;j=1

1

c
gij@i(f)@j ;

nX
i;j=1

1

c
gij@i(f)@j

1A1A e�fd�g

+
1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

Colocando 1
c em evidência, segue que

W (cg; f; c�) =
c�

(4��)
n
2

Z
M

0@1
c
Sg +

1

c
g

0@ nX
i;j=1

gij@i(f)@j ;
nX

i;j=1

gij@i(f)@j

1A1A e�fd�g

+
1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

=
c�

(4��)
n
2

Z
M

�
1

c
Sg +

1

c
jrf j2g

�
e�fd�g +

1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

=
�

(4��)
n
2

Z
M

�
Sg + jrf j2g

�
e�fd�g +

1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�g

= W (g; f; �) :

Agora vamos encontrar uma expressão para a variação de W :

Proposição 7.1 (Variação de W) Em uma variedade fechadaM , a variação deW é dada pela seguinte

expressão:

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M

�
Ric+Hess (f)� 1

2�
g;��h+ &g

�
ud�

+

Z
M
�

�
1

2
Trgh� k �

n

2�
&

��
S + 2�f � jrf j2 + f � n� 1

�

�
ud�:
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Demonstração. Vamos calcular a variação, �(h;k;&)W (g; f; �), deW em (g; f; �) na direção de (h; k; &)

via dois passos: Vamos realizar a separação

�(h;k;&)W (g; f; �) = �(h;k;0)W (g; f; �) + �(0;0;&)W (g; f; �) :

Para cada � 2 R+ �xado, vamos calcular �(h;k;0)W (g; f; �) : Pela Proposição 6.1, temos que

�(h;k;0)

 
�

(4��)
n
2

F (g; f)
!
(g; f; �) =

�

(4��)
n
2

�(h;k;0) (F (g; f)) (g; f; �)

= � �

(4��)
n
2

Z
M
hRic+Hess (f) ; hi e�fd�

+
�

(4��)
n
2

Z
M

�
1

2
Trgh� k

��
2�f � jrf j2 + S

�
e�fd�

= �
Z
M
� hRic+Hess (f) ; hiud�

+

Z
M
�

�
1

2
Trgh� k

��
2�f � jrf j2 + S

�
ud�;

e por um cálculo direto,

�(h;k;0)

 
1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�

!
(g; f; �) =

1

(4��)
n
2

�(h;k;0)

�Z
M
(f � n) e�fd�

�
(g; f; �)

=
1

(4��)
n
2

d

ds js=0

Z
M
(f + sk � n) e�f�skd�g+sh

=
1

(4��)
n
2

Z
M

d

ds js=0

�
(f + sk � n) e�f�skd�g+sh

�
=

1

(4��)
n
2

Z
M

�
d

ds js=0
(f + sk � n)

�
e�fd�g

+(f � n)
�
d

ds js=0
e�f�sk

�
d�g + (f � n) e�f

�
d

ds js=0
d�g+sh

�
=

1

(4��)
n
2

Z
M
ke�fd�g +

1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n)

�
�ke�f

�
d�g

+
1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�f

�
1

2
Trg (h) d�g

�
:

Usando que u = (4��)�
n
2 e�f , segue que

�(h;k;0)

 
1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�

!
(g; f; �) =

Z
M
kud�g+

Z
M
(f � n) (�k)ud�g+

Z
M
(f � n) 1

2
Trg (h)ud�g
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=

Z
M

�
k � k (f � n) + (f � n) 1

2
Trg (h)

�
ud�g

=

Z
M

�
k +

�
1

2
Trg (h)� k

�
(f � n)

�
ud�g:

Para o cálculo de �(0;0;&)W (g; f; �) com g e f �xados, vemos diretamente que

�(0;0;&)W (g; f; �) = �(0;0;&)

 
�

(4��)
n
2

F (g; f) + 1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�

!

=

 
�(0;0;&)

�

(4��)
n
2

!
F (g; f) +

 
�(0;0;&)

1

(4��)
n
2

!Z
M
(f � n) e�fd�

=

 
d

ds

� + s&

(4� (� + s&))
n
2

!
js=0

F (g; f) +
 
d

ds

1

(4� (� + s&))
n
2

!
js=0

Z
M
(f � n) e�fd�

=
& (4� (� + s&))

n
2 � n

2 (4� (� + s&))
n
2
�1 4�& (� + s&)

(4� (� + s&))n js=0
F (g; f)

+
�
�n
2
(4� (� + s&))�

n
2
�1 4�&

�
js=0

Z
M
(f � n) e�fd�:

Fazendo s = 0 nessa expressão, vemos que

�(0;0;&)W (g; f; �) =
& (4��)

n
2 � n

2 (4��)
n�2
2 4�&�

(4��)n
F (g; f) +

 
� 4�&n

2 (4��)
n+2
2

!Z
M
(f � n) e�fd�

=
& � n

2 (4��)
�1 4�&�

(4��)
n
2

Z
M

�
S + jrf j2

�
e�fd�� 2�&n

(4��)

Z
M
(f � n)ud�

=
�
& � n

2
&
�Z

M

�
S + jrf j2

�
ud�� &n

2�

Z
M
(f � n)ud�

=

Z
M

�
&
�
1� n

2

��
S + jrf j2

�
� &n

2�
(f � n)

�
ud�:

Somando todos os termos, segue que

�(h;k;&)W (g; f; �) = �(h;k;0)W (g; f; �) + �(0;0;&)W (g; f; �)

= �(h;k;0)

 
�

(4��)
n
2

F (g; f)
!
(g; f; �) + �(h;k;0)

 
1

(4��)
n
2

Z
M
(f � n) e�fd�

!
(g; f; �)

+�(0;0;&)W (g; f; �)
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= �
Z
M
� hRic+Hess (f) ; hiud�+

Z
M
�

�
1

2
Trgh� k

��
2�f � jrf j2 + S

�
ud�

+

Z
M

�
k +

�
1

2
Trg (h)� k

�
(f � n)

�
ud�+

Z
M

�
&
�
1� n

2

��
S + jrf j2

�
� &n

2�
(f � n)

�
ud�

=

Z
M

�
�hRic+Hess (f) ; �hi+ �

�
1

2
Trgh� k

��
2�f � jrf j2 + S

��
ud�

+

Z
M

��
k +

�
1

2
Trg (h)� k

�
(f � n)

�
+
�
&
�
1� n

2

��
S + jrf j2

�
� &n

2�
(f � n)

��
ud�

Mas como valem as seguintes igualdades:

S = hRic; gi e �f = hHess (f) ; gi ;

segue que a variação de W é dada por

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M

�
hRic+Hess (f) ;��hi+ �

�
1

2
Trgh� k

��
2�f � jrf j2 + S

��
ud�

+

Z
M

��
k +

�
1

2
Trg (h)� k

�
(f � n)

�
+
�
&
�
1� n

2

��
S + jrf j2

�
� &n

2�
(f � n)

��
ud�

=

Z
M

�
hRic+Hess (f) ;��h+ &gi+ �

�
1

2
Trgh� k

��
2�f � jrf j2 + S + f � n

�

��
ud�

+

Z
M

h
k + &

�
jrf j2 ��f

�
� n&

2

�
S + jrf j2

�
� &n

2�
(f � n)

i
ud�:

Colocando o termo �n&
2 dentro do primeiro parênteses, segue que

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M

�
hRic+Hess (f) ;��h+ &gi+ �

�
1

2
Trgh� k

��
2�f � jrf j2 + S + f � n

�

��
ud�

+

Z
M

h
k + &

�
jrf j2 ��f

�
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�
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i
ud�

=

Z
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�
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�
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��
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+

Z
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h
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i
ud�

=

Z
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�
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2
Trgh� k �

n&
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��
2�f � jrf j2 + S + f � n

�

��
ud�

+

Z
M

h
k + (n� 1) &

�
�f � jrf j2

�i
ud�:

Agora notemos que D
� g

2�
;��h+ &g

E
=
1

2
hg; hi � &

2�
hg; gi = 1

2
Trgh�

n&

2�
:
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Logo, a variação de W tem a seguinte expressão:

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M
[hRic+Hess (f) ;��h+ &gi]ud�

+

Z
M

�
�

�
1

2
Trgh� k �

n&

2�

��
2�f � jrf j2 + S + f � n

�

��
ud�

+

Z
M

h
k + (n� 1) &

�
�f � jrf j2

�i
ud�:

Somando e subtraindo um mesmo termo, vemos que

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M
[hRic+Hess (f) ;��h+ &gi]ud�

+

Z
M

�
�

�
1

2
Trgh� k �

n&

2�

��
2�f � jrf j2 + S + f � n� 1

�

��
ud�

+

Z
M

�
k + (n� 1) &

�
�f � jrf j2

�
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�
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2
Trgh� k �
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ud�

=

Z
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Ric+Hess (f)� g
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ud�

+

Z
M

�
�

�
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2
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��
2�f � jrf j2 + S + f � n� 1

�

��
ud�

+

Z
M
(n� 1) &

�
�f � jrf j2

�
ud�:

Por �m, temos que

Z
M
(n� 1) &

�
�f � jrf j2

�
ud� =

(n� 1) &
(4��)

n
2

Z
M

�
�f � jrf j2

�
e�fd� =

(n� 1) &
(4��)

n
2

Z
M
�
�
e�f
�
d� = 0:

Logo, concluímos o seguinte:

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M

hD
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;��h+ &g
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ud�

+

Z
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�
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Novamente, se a medida dm := ud� não variar, obtemos a seguinte expressão simpli�cada para a

variação de W:

Corolário 7.1 (Variação de W que Preserva Medida) Considere uma variedade fechada M . Para

variações (h; k; &) tais que �(h;k;&) (ud�) (g; f; �) = 0, temos que

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M

�D
Ric+Hess(f)� g

2�
;��h+ &g

E�
ud�:

Demonstração. De fato, usando o Corolário 6.1, obtemos que

�(h;k;&)W (g; f; �) = �(h;k;&)
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Z
M
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Pelo Corolário 6.1 novamente, segue que

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M
&
�
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�
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Z
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Z
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Por �m, notemos que

0 = �(h;k;&) (ud�) (g; f; �) = �(h;k;&)
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2
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=
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2� e
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n
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1

2
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=

�
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+
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2
Trg (h)

�
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e como u e d� não são nulos, então �n&
2� +

1
2Trg (h) = k, ou seja,

�(h;k;&)W (g; f; �) =

Z
M
(hRic+Hess(f);��h+ &gi+ k)ud�

=

Z
M

�
hRic+Hess(f);��h+ &gi � n&

2�
+
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2
Trg (h)

�
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=

Z
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�D
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;��h+ &g
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ud�:

Fluxo Gradiente de W e Monotonicidade

Nesta seção, queremos formular um �uxo gradiente apropriado paraW que o torne um funcional monótono.

Considerando que na Seção 6.2 foi possível fazer isso formalmente para o funcional F , aqui encontraremos

o �uxo gradiente para W heuristicamente.

Primeiramente �xemos uma medida

dm :=
e�f

(4��)
n
2

d�

de modo que a variação @dm
@t = �(g0;f 0;� 0) (dm) (g; f; �) se anule, isto é,

�n�
0

2�
+
1

2
Trg

�
g0
�
= f 0:
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Isolemos f na de�nição de dm:

dm =
e�f

(4��)
n
2

d�

) e�f = (4��)
n
2
dm

d�

) �f = ln
�
(4��)

n
2
dm
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�
= ln

�
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�
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�
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n
2

�
= ln

�
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�
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n

2
ln (4��)

) f = � ln
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�
� n

2
ln (4��) = ln

�
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dm

�
� n

2
ln (4��) :

Usando que � 0 = �1 (para garantir a monotonicidade), e derivando em t;

@f

@t
=

@
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ln

�
d�

dm

�
� n

2

@

@t
(ln (4��)) =
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@
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ln (4��) =

@

@t
(ln (d�))� n (�4�)

8��

=
1

d�

�
@

@t
d�

�
� n (�4�)
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2�
=
1

2

�
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=
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2
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n
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= �S ��f + n
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:

Logo temos o seguinte sistema: 8>>><>>>:
@g
@t = �2Ric� 2Hess(f)
@f
@t = �S ��f +

n
2�

@�
@t = �1

: (7.3)

Pelo Corolário 7.1, � 0 = �1 implica que

d
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W = �(h;f 0;� 0)W (g; f; �) =

Z
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Z
M
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� 0;
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ou seja, sob o conjunto das soluções do sistema (7.3), W é uma função monótona. Fazendo a mesma

mudança por difeomor�smo efetuada na Seção 6.2, obtemos diretamente o seguinte sistema de equações:

8>>><>>>:
@g
@t = �2Ric
@f
@t = �S ��f +

��rf ��2 + n
2�

@�
@t = �1

: (7.4)

Este sistema inclue o �uxo de Ricci. Segue agora, por um argumento semelhante ao da Seção 6.2, que

temos o seguinte resultado de monotonicidade para o funcional W:

Proposição 7.2 Se
�
g (t) ; f (t) ; � (t)

�
2 Met � C1 (M) � R+, t 2 I, é uma solução de (7.4) em uma

variedade fechada M , então

d

dt
W
�
g (t) ; f (t) ; � (t)

�
=

Z
M
2�

����Ric+Hess(f)� g

2�

����2 dm:
Demonstração. De fato, pela Observação 7.1, W

�
g (t) ; f (t) ; � (t)

�
= W (g (t) ; f (t) ; � (t)). Por-

tanto, fazendo mudança de variáveis, concluímos que

d

dt
W
�
g (t) ; f (t) ; � (t)

�
=

d

dt
W (g (t) ; f (t) ; � (t)) =

Z
M
2�
���Ric+Hess(f)� g

2�

���2 dm
=

Z
M
2�

����Ric+Hess(f)� g

2�

����2 dm:

O � - Funcional

Considere uma variedade diferenciável M e seja Met o espaço das métricas suaves em M . Vamos olhar

agora para o funcional � :Met� R+ ! R de�nido por

� (g; �) := inf fW (g; f; �) : f 2 C1 (M) é compatível com g e �g ;

em que (g; f; �) é dita compatível se

Z
M
ud� =

1

(4��)
n
2

Z
M
e�fd� = 1:
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Como veremos, o funcional � desempenha um papel importante na prova do resultado do não colapso

local da próxima seção. Antes de podermos fazer isso, precisamos veri�car que � é monótono e limitado

por baixo e que o ín�mo é alcançado.

Observação 7.2 Seja M uma variedade diferenciável e c 2 R um escalar. Temos que � (cg; c�) =

� (g; �) : De fato, pela de�nição de � e pela Observação 7.1,

� (cg; c�) = inf fW (cg; f; c�) : f 2 C1 (M) é compatível com g e �g

= inf fW (g; f; �) : f 2 C1 (M) é compatível com g e �g

= � (g; �) .

Além disso, � (��g; �) = � (g; �), para todo difeomor�smo, �, de M . De fato,

� (��g; �) = inf fW (��g; f; �) : f 2 C1 (M) é compatível com g e �g

= inf fW (��g;��f; �) : f 2 C1 (M) é compatível com g e �g

= inf fW (g; f; �) : f 2 C1 (M) é compatível com g e �g

= � (g; �) .

A próxima Proposição nos garante uma limitação inferior para � :

Proposição 7.3 (� é Limitada por Baixo) Considere uma variedade diferenciável fechada M , g 2

Met uma métrica suave em M e � > 0. Existe c 2 R tal que W (g; f; �) � c, para todo f 2 C1 (M)

compatível com g e � : Consequentemente, � (g; �) � c.

Demonstração. Pela propriedade de reescalonamento, � (g; 1) = � (�g; �). Logo podemos supor,

sem perda de generalidade, que � = 1. Seja w :=
p
u = (4��)�

n
4 e�

f
2 > 0 com

R
M w2d� = 1 (de fato, f é

compatível com g e �). Segue da de�nição de w que f = �2 lnw � n
2 ln 4� e com isso,

rf = � 2
w
rw:
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Assim, podemos escrever W (g; f; �) em termos de w da seguinte maneira:

W (g; f; 1) =

Z
M

��
S + jrf j2

�
+ f � n

�
ud� (7.5)

=

Z
M

  
S +

����� 2wrw
����2
!
+
�
�2 lnw � n

2
ln 4�

�
� n

!
w2d�

=

Z
M

��
S +

4

w2
jrwj2

�
+
�
�2 lnw � n

2
ln 4�

�
� n

�
w2d�

=

Z
M
4 jrwj2 +

�
S � 2 lnw � n

2
ln 4� � n

�
w2d�

= : H (g; w) :

Como M é fechada, segue que

S � n� n

2
ln 4� � inf

x2M
S � n� n

2
ln 4� > C > �1:

O único termo que é um problema é w2 lnw. Felizmente, a desigualdade do logarítmo de Sobolev

nos permite limitá-lo por um termo do tipo Dirichlet. Segue do Lema abaixo que

H (g; w) =

Z
M
4 jrwj2 +

�
S � 2 lnw � n

2
ln 4� � n

�
w2d�

=

Z
M

�
4 jrwj2 � 2w2 lnw

�
d�+

Z
M

�
S � n

2
ln 4� � n

�
w2d�

�
Z
M

�
4 jrwj2 � 2w2 lnw

�
d�+

Z
M
Cw2d�

=

Z
M
4 jrwj2 d�� 2

Z
M
w2 lnwd�+

Z
M
Cw2d� (7.6)

�
Z
M
4 jrwj2 d�� 2

Z
M
jrwj2 d�� C (1; g) +

Z
M
Cw2d�

= 2

Z
M
jrwj2 d�� C (1; g) + C

� C � C (1; g) :

Lema 7.1 (Desigualdade do logarítmo de Sobolev) Seja (M; g) uma variedade riemanniana fechada.

Para todo a > 0 existe uma constante C = C (a; g) 2 R tal que se ' > 0 satisfaz a identidade
R
M '2d� = 1,

então Z
M
'2 (ln') d� � a

Z
M
jr'j2 d�+ C (a; g) :
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Demonstração. Devido aos vários resultados preliminares necessários e a sua baixa importância

para o desenvolvimento da teoria, vamos omitir sua demonstração. O leitor pode encontrá-la no livro

Bennett Chow, Peng Lu, and Lei Ni, Hamilton�s Ricci �ow, Graduate Studies in Mathematics, vol. 77,

AMS, 2006. p.184.

Agora vamos exibir uma esboço da demonstração de que a aplicação W (g; �; �) é sempre minimizada

por uma função suave:

Proposição 7.4 (Existência de um Minimizante Suave) Para toda métrica suave g 2Met em uma

variedade fechada M e � > 0, o ín�mo de W sobre todas as funções f compatíveis é alcançado por uma

função minimizante suave compatível f1.

Um esboço da demonstração. Novamente, sem perda de generalidade, podemos supor que � = 1

e vamos de�nir H (g; w) como na expressão (7.5). Vamos utilizar métodos diretos do cálculo das variações

para mostrar que H possui um minimizante. Segue da estimativa (7.6) que toda sequência minimizante

fwkgk2N de funções compatíveis para H (g; �) (isto é, funções que são positivas e satisfazem
R
M w2 = 1)

possuem energia de Dirichlet limitada, isto é, para cada k 2 N; existe Ck 2 R tal que

1

2

Z
M
jrwkj2 � Ck:

Além disso, existe uma subsequência que converge fracamente para o limite w 2W 1;2, o (1; 2)-espaço de

Sobolev (para mais detalhes veja a De�nição E.2), isto é, w;Dw 2 L2(M) (em que Dw é a derivada de w

no sentido das distribuições). Pelas boas propriedades da energia de Dirichlet, segue que

Z
M
jrwj2 �

Z
M

����rlim infk!1
wk

����2 = lim infk!1

Z
M
jrwkj2 = lim inf

k!1
kwkk2W 1;2

Vamos utilizar o teorema de compacidade de Rellich, que nos diz o seguinte: "Se 
 � Rn é um

domínio regular limitado com 1 � p < n e � 1 � q < p� = np= (n� p), os conjuntos limitados em

W 1;p (
) são pré-compactos em Lq (
) (para mais detalhes veja a Seção E.0.3). Em particular, se fukgk2N
é uma sequência de funções em W 1;p (
) tal que kukkW 1;p � C, onde C independe de k, então existe uma

subsequência de fukgk2N que converge em Lq (
)".

Segue da desigualdade e do teorema de compacidade de Rellich que fwkgk2N converge em Lq (
), para

todo q < 2n= (n� 2) : Em particular, para q = 2 temos que

Z
M
w2 = 1:
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De fato, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no produto interno canônico por integração, vemos

que

0 = lim
k!1

kwk � wk22 = lim
k!1

Z
M
jwk � wj2 d� � lim

k!1

Z
M
(jwkj � jwj)2 d�

= lim
k!1

Z
M
jwkj2 d�� 2

Z
M
jwkj jwj d�+

Z
M
jwj2 d�

� lim
k!1

Z
M
jwkj2 d�� 2

Z
M
jwkj2 d�

Z
M
jwj2 d�+

Z
M
jwj2 d�

= 1� 2
Z
M
jwj2 d�+

Z
M
jwj2 d�

= 1�
Z
M
w2d�:

Além disso, como kwk � wk22 ! 0 (em que k�k2 é a norma do espaço L2), segue que��R
M Sw2kd��

R
M Sw2d�

��
�

Z
M
jSj
��w2k � w2�� d�

� max
M

jSj
Z
M

��w2k � w2�� d� = �max
M

S

�Z
M
jwk � wj jwk + wj d�

�
�
max
M

jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

sZ
M
(wk + w)

2 d�

�
�
max
M

jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

sZ
M
(wk � w + 2w)2 d�

=

�
max
M

jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

sZ
M
(wk � w)2 + 4 (wk � w)w + 4w2d�

=

�
max
M

jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

sZ
M
(wk � w)2 d�+ 4

Z
M
(wk � w)wd�+ 4

Z
M
w2d�

Tomando o módulo no quarto termo, vemos que

����Z
M
Sw2kd��

Z
M
Sw2d�

���� � �maxM jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

sZ
M
(wk � w)2 d�+ 4

Z
M
jwk � wj jwj d�+ 4

Z
M
w2d�

�
�
max
M

jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

 sZ
M
(wk � w)2 d�+

s
4

Z
M
jwk � wj jwj d�+

s
4

Z
M
w2d�

!
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�
�
max
M

jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

0B@
sZ

M
(wk � w)2 d�+ 2

vuutsZ
M
jwk � wj2 d�

sZ
M
jwj2 d�+

s
4

Z
M
w2d�

1CA
�

�
max
M

jSj
�sZ

M
(wk � w)2 d�

 sZ
M
(wk � w)2 d�+ 2

�Z
M
jwk � wj2 d�

Z
M
jwj2 d�

�1=4
+

s
4

Z
M
w2d�

!
k!1! 0;

em que as integrais sempre existem pois M é compacta. Ou seja,

lim
k!1

Z
M
Sw2kd� =

Z
M
Sw2d�:

Queremos mostrar que a integral de w2 lnw na de�nição de H também converge. Para ver isso, seja

� := w2 lnw e note que

r� = (2w lnw + w)rw:

Para todo " > 0 existem c1; c2 > 0 su�cientemente grandes tais que

jw lnwj � c1 + c2w
1+"=2,

logo, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

Z
M
jr�j d� =

Z
M
j(2w lnw + w)rwj d� �

Z
M

����2c1 + 2c2w1+"=2 + w�rw��� d�
�

Z
M
j(2c1 + w)rwj d�+ 2

Z
M

���c2w1+"=2rw��� d�
�

�Z
M
j2c1 + wj2 d�

� 1
2
�Z

M
jrwj2 d�

� 1
2

+2

�Z
M

���c2w1+"=2���2 d�� 1
2
�Z

M
jrwj2 d�

� 1
2

=

�Z
M
j2c1 + wj2 d�

� 1
2
�Z

M
jrwj2 d�

� 1
2

+ 2c2

�Z
M
jwj2+" d�

� 1
2
�Z

M
jrwj2 d�

� 1
2

:

Trivialmente,
�R

M jrwj
2 d�

� 1
2
= kwkW 1;2 é limitado por kwkW 1;2 . E usando as desigualdades de

Sobolev, isto é, kwkLp� � C kwkW 1;p em que 1 � p < n, pode-se mostrar que os outros termos são

limitados por kwkW 1;2 também. Usando o teorema de compacidade de Rellich novamente, vemos que a

sequência f�kgk2N possui uma subsequência que convergente em L1, isto é, à menos de passar o limite
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em uma subsequência, Z
M
�kd�

k!1!
Z
M
�d�:

Segue disso que, �xando uma métrica g 2 Met, H (w) � limk!1H (wk) = infH, isto é, w é um mini-

mizante de H e é compatível. Assim, por de�nição, vemos que H (g; w) = � (g; 1) :

Como w é limite de funções positivas, segue que w � 0. A primeira fórmula de variação nos mostra

que w é uma solução fraca da equação de Euler-Lagrange para H, que é a seguinte equação:

�w +
�
2 lnw + n+

n

2
ln 4� � S + �

�
w=4 = 0:

Usando técnicas da teoria de EDP, queremos mostrar que w é suave e positiva. Isso é um pouco sutil

devido à presença da não linearidade logarítmica.

Pode-se mostrar que w pertence ao espaço de Holder C0;�, para algum � > 0 (para mais detalhes

veja a Seção E.0.4). Agora vamos mostrar que w lnw pertence ao espaço de Holder C0;�, para todo

� < �: Como 0 � w � K (pois
R
M w2d� = 1 < 1), para algum K � 0, nós temos, para todo " > 0,

uma constante C (") tal que jlnwj � C(") + w�": Mas então, escrevendo ws := (1� s)w (x) + sw (y) e

assumindo que w (y) > w(x), vale a seguinte igualdade:

j(w lnw) (x)� (w lnw) (y)j =
����Z 1

0
(1 + lnws) (w(y)� w(x)) ds

���� :
De fato, desenvolvendo o lado direito da igualdade, vemos que

Z 1

0
(1 + lnws) (w(y)� w(x)) ds = (w(y)� w(x))

Z 1

0
ds+ (w(y)� w(x))

Z 1

0
lnwsds

= w(y)� w(x) + (w(y)� w(x))
Z 1

0
ln ((1� s)w(x) + sw (y)) ds

= w(y)� w(x) + (w(y)� w(x)) ((1� s)w(x) ln ((1� s)w(x) + sw(y)))
w(y)� w(x)

s=1

s=0

+(w(y)� w(x)) (sw(y) ln ((1� s)w(x) + sw(y))� (1� s)w(x)� sw(y))
w(y)� w(x)

s=1

s=0

= w(y)� w(x) + (w(y) ln (w(y))� w(y)� w(x) ln (w(x)) + w(x))

= w(y) ln (w(y))� w(x) ln (w(x)) :

Trabalhando essa igualdade, vemos que

j(w lnw) (x)� (w lnw) (y)j =
����Z 1

0
(1 + lnws) (w(y)� w(x)) ds

����
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�
Z 1

0
(1 + jlnwsj) jw(y)� w(x)j ds

�
Z 1

0

�
C(") + w�"s

�
jw(y)� w(x)j ds

= jw(y)� w(x)j
Z 1

0

�
C(") + w�"s

�
ds

= (w(y)� w(x))
 
C(") +

�
w�"+1s

(1� ") (w(y)� w(x))

�s=1
s=0

!
= (w(y)� w(x))C(") + 1

(1� ")

�
(w(y))1�" � (w(x))1�"

�
:

Agora notemos que

(1� ")
Z 1

0
w�"s (w(y)� w(x)) ds = (1� ") (w(y)� w(x))

�
w1�"s

(1� ") (w(y)� w(x))

�s=1
s=0

= w1�"1 � w1�"0

= w(y)� w(x):

Como w 2 C0;�, então w é Hölder contínua com expoente �, logo

j(w lnw) (x)� (w lnw) (y)j � (w(y)� w(x))C(") + 1

(1� ")

�
(w(y))1�" � (w(x))1�"

�
= (w(y)� w(x))C(") + 1

(1� ") (1� ")
Z 1

0
w�"s (w(y)� w(x)) ds:

Simpli�cando a expressão, vemos que

j(w lnw) (x)� (w lnw) (y)j � (w(y)� w(x))C(") +
Z 1

0
w�"s (w(y)� w(x)) ds

= (w(y)� w(x))C(") + (w(y)� w(x))1�"

� (d (y; x))�C(") + (d (y; x))�(1�")

= (d (y; x))�(1�") (d (y; x))�"C(") + (d (y; x))�(1�")

= (d (y; x))�(1�") ((d (y; x))�"C(") + 1)

= : C (d (y; x))�(1�") :

Assim, w lnw é Holder contínua com expoente � (1� "), para todo " > 0, como queríamos. Algumas

estimativas, as chamadas estimativas de Schauder, (para mais detalhes veja [10, Teorema 6.2]) podem

então ser utilizadas para vermos que w 2 C2;� . Em particular, w é uma solução clássica da equação.
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Um princípio de máximo forte implica que w tem um limite positivo abaixo, de modo que w lnw é

uma função suave de w, e então C2;� . Uma maior regularidade segue das estimativas de Schauder, logo

w 2 C1 (M) :

Agora vamos demonstrar que o �-funcional é monótono, para isso precisamos entender a noção de

"operador de calor conjugado"e uma propriedade especí�ca:

De�nindo o operador � := @
@t � 4 agindo em C1 (M � [0; T )), e calculando d

dt

R
vw, vemos que o

operador de calor conjugado �� := � @
@t �4+ S, em que S é a curvatura escalar, é conjulgado à �

no seguinte sentido:

Lema 7.2 Seja M uma variedade diferenciável compacta. Se g (t), t 2 [0; T ) é uma solução do �uxo de

Ricci e v; w 2 C1 (M � [0; T )), então

Z T

0

�Z
M
(�v)wd�

�
dt =

�Z
M
vwd�

�T
0

+

Z T

0

�Z
M
v (��w) d�

�
dt:

Demonstração. Usando o fato de g (t) ser solução do �uxo de Ricci e o Teorema de Stokes, vemos

que

Z T

0

Z
M
(�v)wd� =

Z T

0

Z
M

�
@v

@t
�4v

�
wd� =

Z T

0

Z
M

@v

@t
wd��

Z T

0

Z
M
(4v)wd�

=

Z T

0

Z
M

@v

@t
wd��

Z T

0

Z
M
v4wd�

=

Z T

0

Z
M

�
@

@t
(vwd�)� v@w

@t
d�� vw@d�

@t

�
�
Z T

0

Z
M
v4wd�

=

Z T

0

Z
M

�
@

@t
(vwd�)� v@w

@t
d�+ vwSd�

�
�
Z T

0

Z
M
v4wd�

=

Z T

0

Z
M

@

@t
(vwd�)�

Z T

0

Z
M
v
@w

@t
d�+

Z T

0

Z
M
vwSd��

Z T

0

Z
M
v4wd�

=

�Z
M
vwd�

�T
0

+

Z T

0

Z
M
v

�
�@w
@t
�4w + Sw

�
d�

=

�Z
M
vwd�

�T
0

+

Z T

0

Z
M
v (��w) d�:

Com esse Lema, podemos demonstrar a monotonicidade da aplicação �:
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Proposição 7.5 (Monotonicidade de �) Se (g (t) ; � (t)), t 2 [0; T ), é solução do sistema

8<:
@g
@t = �2Ric
@�
@t = �1

;

em uma variedade fechada M com �(t) > 0, então � (g; �) é uma aplicação monótona decrescente, isto é,

� (g (t2) ; � (t2)) � � (g (t1) ; � (t1)) ;

para todo 0 � t1 � t2 < T .

Demonstração. Para todo t0 2 [0; T ), seja f solução da segunda equação do sistema (7.4) de�nida

no intervalo [0; t0] com

fjt=t0 = argmin
n
W
�
g (t0) ; bf; � (t0)� : bf 2 C1 (M) compatível com g e �

o
:

Pela Proposição 7.2, a monotonicidade de W implica que

d

dt
W (g (t) ; f (t) ; � (t)) � 0;

para todo t 2 [0; t0]. Notemos que a compatibilidade é preservada pelo �uxo no sistema (7.4), já que

d

dt

Z
M
(4��)�

n
2 e�fd� =

Z
M

d

dt

�
(4��)�

n
2 e�fd�

�
=

Z
M

d

dt

�
(4��)�

n
2

�
e�fd�

+

Z
M
(4��)�

n
2
d

dt

�
e�f
�
d�+

Z
M
(4��)�

n
2 e�f

d

dt
(d�)

=

Z
M
�n
2
(4��)�

n
2
�1 @�

@t
e�fd�+

Z
M
(4��)�

n
2

�
�@f
@t
e�f
�
d�

+

Z
M
(4��)�

n
2 e�f

�
1

2
Trg

�
@g

@t

��
d�

=

Z
M

n

2
(4��)�

n
2
�1 e�fd�+

Z
M
(4��)�

n
2

�
�@f
@t
e�f
�
d�

+

Z
M
(4��)�

n
2 e�f

�
1

2
Trg (�2Ric)

�
d�:
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Agrupando os termos, vemos que

d

dt

Z
M
(4��)�

n
2 e�fd� =

Z
M

�
n

2
(4��)�

n
2
�1 e�f + (4��)�

n
2

�
�@f
@t
e�f
�
+ (4��)�

n
2 e�f

�
1

2
Trg (�2Ric)

��
d�

=

Z
M

�
n

2
(4��)�1 � @f

@t
+

�
1

2
Trg (�2Ric)

��
ud�

=

Z
M

�
n

2
(4��)�1 � @f

@t
� S

�
ud�

=

Z
M

�
@u

@t
� Su

�
d�

=

Z
M
(��u���u) d�

=

Z
M
(��u) d�

= 0;

onde usamos que

@u

@t
=
n

2
(4��)�

n
2
�1 e�f � @f

@t
(4��)�

n
2 e�f =

n

2
(4��)�1 u� @f

@t
u =

�
n

8��
� @f

@t

�
u;

e além disso, pelo Lema 7.2 e pelo fato de f ser compatível,

Z t

0

�Z
M
(��u) d�

�
dt =

Z t

0

�Z
M
(��u)� 1d�

�
dt

Lema 7.2
=

Z t

0

�Z
M
(�1)ud�

�
dt�

�Z
M
ud�

�t
0

=

Z t

0

�Z
M
0ud�

�
dt� (1)t0 = 0� (1� 1) = 0;

para todo t 2 [0; T ), logo
R
M (��u) d� = 0.

Assim, para todo t 2 [0; T ) temos que

� (g (t) ; � (t)) � W (g (t) ; f (t) ; � (t)) � W (g (t0) ; f (t0) ; � (t0)) = � (g (t0) ; � (t0)) ;

onde a última igualdade é por construção.

Em particular, fazendo � (s) = �s+ r2 + t2, em que t1 = 0 e t2 = t, obtemos a seguinte desigualdade:

Corolário 7.2 Se g (t), t 2 [0; T ), é solução do �uxo de Ricci em uma variedade fechada M . Então para

todo t 2 [0; T ) e todo r > 0, temos que

�
�
g (0) ; r2 + t

�
� �

�
g (t) ; r2

�
: (7.7)
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7.2 O Não Colapso Local

Para provar os limites de injetividade desejados, basta trabalhar com o volume. Isso é necessário, pois é

difícil trabalhar diretamente com o raio de injetividade. Mostraremos que existe um limitante inferior na

razão de colapso de volume sob o �uxo de Ricci, estabelecendo um limite superior em � em termos de

várias quantidades geométricas. A partir disso, demonstraremos uma versão mais forte do resultado de

"não colapso local", onde apenas um limite pontual na curvatura escalar S é necessário em vez do tensor

de curvatura riemanniana R.

Proposição 7.6 Seja (M; g) uma variedade riemanniana fechada. Então existe A > 0 tal que, para todo

ponto p 2M e todo r > 0,

�
�
g; r2

�
� ln

�
V ol (B (p; r))

rn

�
+

 
36A2 + r2

Z
B(p;r)

jSjd�
!

V ol (B (p; r))

V ol (B (p; r=2))
: (7.8)

Observação 7.3 Observe que o primeiro termo do lado direito da desigualdade é a razão de volume

desejada. Procuremos vincular os outros termos sob condições razoáveis nos dados iniciais.

Demonstração. Escolha � := r2 e seja w :=
p
u de forma que

R
M w2d� = 1: Como

p
u = (4��)�

n
4 e�

f
2 =

�
4�r2

��n
4 e�

f
2 ;

ao isolar f vemos que

f = �2 lnw � n

2
ln
�
4�r2

�
;

e por consequência,

rf = � 2
w
rw:

Tomando o ín�mo sobre todas as funções f 2 C1 (M) compatíveis com g e � , vemos que

�
�
g; r2

�
� W

�
g; f; r2

�
=

Z
M

�
�
�
S + jrf j2

�
+ f � n

�
ud�

=

Z
M

 
r2

 
S +

����� 2wrw
����2
!
+ f � n

!
w2d�

=

Z
M

�
r2
�
S +

4

w2
jrwj2

�
+ f � n

�
w2d�

=

Z
M

�
r2
�
Sw2 + 4 jrwj2

�
+ (f � n)w2

�
d�: (7.9)
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Agora fazemos uma escolha criteriosa de f compatível de modo que o lado direito da igualdade (7.9)

re�ita a geometria local em um ponto p 2M em relação à métrica g. Em particular, seja

f (x) := c� ln
 �

�

�
dg (x; p)

r

��2!
;

segue disso que

(w (x))2 =
�
4�r2

��n
2 e�f (7.10)

=
�
4�r2

��n
2 e�ce

ln

��
�
�
dg(x;p)

r

��2�

=
�
4�r2

��n
2 e�c

�
�

�
dg (x; p)

r

��2
;

em que c (n; g; x; r) é escolhido de modo que
R
M w2d� = 1, dg (x; p) é a distância de x à p na métrica g e

� : [0;1)! [0; 1] é a função de corte suave distribuída de modo que � (y) = 1, para todo y 2 [0; 1=2]

e � (y) = 0, para todo y 2 [1;1) com uma inclinação escolhida de modo que
���0 (y)�� � 3, para todo

1=2 � y � 1:

A�rmação: A constante c 2 R satisfaz a seguinte desigualdade:

1

V ol (B (p; r))
�
�
4�r2

��n
2 e�c � 1

V ol (B (p; r=2))
(7.11)

Demonstração da A�rmação: Como j�j � 1 e supp (w) � B (p; r) (vide a expressão (7.10)), então

1 =

Z
M
w2d� =

Z
B(p;r)

w2d� =

Z
B(p;r)

�
4�r2

��n
2 e�c

�
�

�
dg (x; p)

r

��2
d�

�
�����
Z
B(p;r)

�
4�r2

��n
2 e�c

�
�

�
dg (x; p)

r

��2
d�

�����
�

Z
B(p;r)

������4�r2��n
2 e�c

�
�

�
dg (x; p)

r

��2����� d�
�

Z
B(p;r)

����4�r2��n
2 e�c

��� d�
=

Z
B(p;r)

�
4�r2

��n
2 e�cd�

=
�
4�r2

��n
2 e�c

Z
B(p;r)

d�

=
�
4�r2

��n
2 e�cV ol (B (p; r)) ;
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ou seja,
1

V ol (B (p; r))
�
�
4�r2

��n
2 e�c

Mais ainda, como ' (y) = 1, para 0 � y � 1=2, segue que

1 =

Z
M
w2d� =

Z
B(p;r)

w2d� �
Z
B(p;r=2)

w2d� =

Z
B(p;r=2)

�
4�r2

��n
2 e�c

�
�

�
dg (x; p)

r

��2
d�

=

Z
B(p;r=2)

�
4�r2

��n
2 e�cd�

=
�
4�r2

��n
2 e�c

Z
B(p;r=2)

d�

=
�
4�r2

��n
2 e�cV ol (B (p; r=2)) ;

ou seja, �
4�r2

��n
2 e�c � 1

V ol (B (p; r=2))
:

Agora vamos estimar cada um dos termos da expressão (7.9) separadamente:

Termo 1: Seja  (x) := � (dg (x; p) =r) : Primeiramente notemos que

h(r ) (x) ; Y i = d

�
� � dg (�; p)

r

�
x

(Y ) = d� dg(x;p)

r

� d
�
dg (�; p)

r

�
x

(Y ) = �0
�
dg (x; p)

r

�
d

�
dg (�; p)

r

�
x

(Y )

= �0
�
dg (x; p)

r

��
r
�
dg (�; p)

r

�
; Y

�
=
�0
�
dg(x;p)

r

�
r

hr (dg (�; p)) ; Y i

=

*
�0
�
dg(x;p)

r

�
r

r (dg (�; p)) ; Y
+
;

para todo Y 2 TxM , isto é,

(r ) (x) = 1

r
�0
�
dg (x; p)

r

�
r (dg (�; p)) :

Segue disso que

j(r ) (x)j =
����1r�0

�
dg (x; p)

r

�
r (dg (�; p))

���� � 1

r
sup

���0�� sup
M
jr (dg (�; p))j �

3

r
sup
M
jr (dg (�; p))j

Como tal desigualdade é válida para todo p 2M , vemos que

j(r )j � 1

r
sup

���0��min
p2M

sup
M
jr (dg (�; p))j =:

3

r
A
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Segue da igualdade (7.10) e da de�nição de  , que

rw =
�
4�r2

��n
4 e�

c
2r :

Como o suporte do gradiente de  está dentro de B (p; r) ,vemos da expressão (7.11) que

4r2
Z
M
jrwj2 d� = 4r2

Z
M

����4�r2��n
4 e�

c
2r 

���2 d� = 4r2 Z
M

�
4�r2

��n
2 e�c jr j2 d�

= 4r2
Z
B(p;r)

�
4�r2

��n
2 e�c jr j2 d�

� 4r2
Z
B(p;r)

�
4�r2

��n
2 e�c

�
3

r
A

�2
d�

= 36A2
�
4�r2

��n
2 e�c

Z
B(p;r)

d�

= 36A2
�
4�r2

��n
2 e�cV ol (B (p; r))

� 36A2V ol (B (p; r))

V ol (B (p; r=2))
:

Termo 2: Como � � 0 fora de B (p; r) então pela desigualdade (7.11) concluímos que

r2
Z
M
Sw2d� = r2

Z
M
S
��
4�r2

��n
2 e�c 2

�
d� = r2

Z
B(p;r)

S
��
4�r2

��n
2 e�c 2

�
d�

= r2
�
4�r2

��n
2 e�c

Z
B(p;r)

S 2d� � r2

V ol (B (p; r=2))

Z
B(p;r)

S 2d�

� r2

V ol (B (p; r=2))

Z
B(p;r)

��S 2�� d� � r2

V ol (B (p; r=2))

Z
B(p;r)

jSj d�:

Termo 3: Como o suporte supp (w) � B (p; r) e como ln
�
(4�)�

n
2

�
< 0, segue que

Z
M
fw2d� =

Z
M

�
�2 lnw � n

2
ln
�
4�r2

��
w2d�

= �
Z
M
2 (lnw)w2d�+

Z
M

�
�n
2
ln
�
4�r2

��
w2d�

= �
Z
M

�
ln
�
w2
��
w2d�+ ln

��
4�r2

��n
2

�Z
M
w2d�

= �
Z
M

�
ln
�
w2
��
w2d�+

�
ln
�
(4�)�

n
2

�
+ ln

�
r2
��n

2

�Z
M
w2d�

< �
Z
M

�
ln
�
w2
��
w2d�+ ln

�
r�n

� Z
M
w2d�

= �
Z
M

�
ln
�
w2
��
w2d�+ ln

�
r�n

�
= �

Z
B(p;r)

�
ln
�
w2
��
w2d�+ ln

�
r�n

�
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� ln
�
r�n

�
+ ln (V ol (B (p; r)))

= ln

�
V ol (B (p; r))

rn

�
;

em que a última desigualdade é devido à desigualdade de Jensen, que a�rma o seguinte: Seja N uma

variedade diferenciável, ' : R! R uma função convexa e  2 L1 (N). Então vale a seguinte desigualdade:

1

vol (N)

Z
N
(' �  ) d� � '

�
1

vol (N)

Z
N
 d�

�
:

Em particular, se ' (x) = x lnx e  � 0 com
R
N  d� = 1, segue queZ

N
( ln ) d� = vol(N)

�
1

vol(N)

Z
N
( ln ) d�

�
� vol(N)'

�
1

vol(N)

Z
N
 d�

�
= vol(N)'

�
1

vol(N)

�
= vol(N)

1

vol(N)
ln

�
1

vol(N)

�
= � ln (vol(N)) :

Motivados pelo lado direito da expressão (7.8), de�nimos

�r (g) : = inf
�2(0;r2]

� (g; �) ;

MR (p; r) : = sup
0<s�r

s2
Z
B(p;s)

jSjd�:

Pela desigualdade (7.8) novamente, segue que

ln

�
V ol (B (p; s))

sn

�
� �

�
g; s2

�
�
 
36A2 + s2

Z
B(p;s)

jSjd�
!

V ol (B (p; s))

V ol (B (p; s=2))

� �
�
g; s2

�
�
�
36A2 +MR (p; s)

� V ol (B (p; s))

V ol (B (p; s=2))

e assim, concluímos o seguinte:

V ol (B (p; s))

sn
� e�(g;s

2) exp

�
�
�
36A2 +MR (p; s)

� V ol (B (p; s))

V ol (B (p; s=2))

�
: (7.12)

Observação 7.4 Como s2
R
B(p;s) jSjd�

s!0! 0, a aplicação MR está bem de�nida, para todo r > 0. Como
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s2 � 0 e jSj � 0, segue que se r1 � r2, então

MR (p; r1) = sup
0<s�r1

s2
Z
B(p;s)

jSjd� � sup
0<s�r2

s2
Z
B(p;s)

jSjd� =MR (p; r2) :

Agora procuramos limitar as razões de volume usando �r e MR.

Corolário 7.3 Se (M; g) é uma variedade riemanniana fechada e 0 < s � r, então

V ol (B (p; s))

sn
� e�r(g) exp

�
�3n

�
36A2 +MR (p; r)

��
:

Demonstração. Primeiramente, se V ol(B(p;s))
V ol(B(p;s=2)) � 3n, segue do fato de que �r (g) � � (g; s) e da

desigualdade (7.12) que

V ol (B (p; s))

sn
� e�(g;s

2) exp

�
�
�
36A2 +MR (p; s)

� V ol (B (p; s))

V ol (B (p; s=2))

�
� e�(g;s

2) exp
�
�3n

�
36A2 +MR (p; s)

��
� e�r(g) exp

�
�3n

�
36A2 +MR (p; s)

��
� e�r(g) exp

�
�3n

�
36A2 +MR (p; r)

��
:

Agora suponhamos que V ol(B(p;s))
V ol(B(p;s=2)) > 3

n, então

V ol
�
B
�
p; s
2k

��
V ol

�
B
�
p; s
2k+1

�� k!1! 2n;

pois quanto menor o raio, mais próximo da bola euclidiana ambas �cam. Daí basta calcular a fração

olhando ambas as bolas como bolas euclidianas e sua expressão resultará em um número tão próximo de

2n quanto se queira. Logo existe k > 0 tal que

V ol
�
B
�
p; s
2k

��
V ol

�
B
�
p; s
2k+1

�� � 3n:
Contudo,

V ol
�
B
�
p; s
2k

��
V ol

�
B
�
p; s

2k+1

�� > 3n, para todo 0 � i < k (isto é, este é o primeiro valor k tal que o quociente

se torna menor que 3n). Agora, utilizando a Proposição 7.6 com raio de s
2k
, vemos que

�

�
g;
� s
2k

�2�
� ln

 
V ol

�
B
�
p; s
2k

���
s
2k

�n
!
+

 
36A2 +

� s
2k

�2 Z
B
�
p; s
2k

� jSjd�
!

V ol
�
B
�
p; s
2k

��
V ol

�
B
�
p; s
2k+1

��
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� ln

 
V ol

�
B
�
p; s
2k

���
s
2k

�n
!
+ 3n

 
36A2 +

� s
2k

�2 Z
B
�
p; s
2k

� jSjd�
!

� ln

 
V ol

�
B
�
p; s
2k

���
s
2k

�n
!
+ 3n

�
36A2 +MR

�
p;

s

2k

��
;

e isso implica que

e
�

�
g;
�
s

2k

�2�
�
V ol

�
B
�
p; s
2k

���
s
2k

�n e
3n
�
36A2+MR

�
p; s
2k

��
:

Assim, vemos que

V ol (B (p; s))

sn
=

V ol (B (p; s))

V ol
�
B
�
p; s2
�� V ol �B �p; s2��

sn
> 3n

V ol
�
B
�
p; s2
��

sn
=

�
3

2

�n V ol �B �p; s2���
s
2

�n :

Fazendo o mesmo procedimento acima k vezes, vemos que

V ol (B (p; s))

sn
>

�
3

2

�nk V ol �B �p; s
2k

���
s
2k

�n �
�
3

2

�nk
e
�

�
g;
�
s

2k

�2�
e
�3n

�
36A2+MR

�
p; s
2k

��

�
�
3

2

�nk
exp

�
� s

2k
(g)
�
exp

�
�3n

�
36A2 +MR

�
p;

s

2k

���
�

�
3

2

�nk
exp (�r (g)) exp

�
�3n

�
36A2 +MR (p; r)

��
� exp (�r (g)) exp

�
�3n

�
36A2 +MR (p; r)

��
:

Com isso, temos o seguinte Corolário imediato:

Corolário 7.4 Seja (M; g) uma variedade fechada com 0 � s � r. Se S � K (n) r�2 em B (p; r), então

MR (p; r) � K(n), e portanto,

V ol (B (p; s))

sn
� e�r(g) exp

�
�3n

�
36A2 +K(n)

��
(7.13)

Por �m, podemos demonstrar o Teorema do Não Colapso Local:

Teorema 7.1 (Não Colapso Local) Seja (M; g (t)), t 2 [0; T ), uma solução do �uxo de Ricci em uma

variedade fechada com T <1 e seja � 2 (0;1) : Então existe uma constante � = � (n; g (0) ; T; �) > 0 tal
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que, para todo p 2M , t 2 [0; T ) e r 2 (0; �] com

S � 1

r2

em Bg(t) (p; r), vale
V olg(t)

�
Bg(t) (p; s)

�
sn

� �;

para todo 0 < s < r:

Demonstração. Primeiramente, utilizando a de�nição de � e a expressão (7.7), vemos que

�p
�2+T

(g (0)) = inf
�2(0;�2+T ]

� (g (0) ; �) � �
�
g (0) ; r2 + t

�
� �

�
g (t) ; r2

�
;

para todo r 2 (0; �]. Ou seja, �p
�2+T

(g (0)) é cota inferior para o conjunto

�
� (g (t) ; �) : � 2

�
0; �2

�	
:

Como, r 2 (0; �], temos que

�
� (g (t) ; �) : � 2

�
0; r2

�	
�
�
� (g (t) ; �) : � 2

�
0; �2

�	
;

ou seja,

�p
�2+T

(g (0)) � inf
�
� (g (t) ; �) : � 2

�
0; r2

�	
= �r (g (t)) ;

para todo r 2 (0; �] e todo t 2 [0; T ) : o resultado segue da expressão (7.13).

O Não Colapso Local Implica em Limitações dos Raios de Injetividade

Pelo Teorema 7.1 podemos agora deduzir um limite inferior positivo no raio de injetividade. Isso comple-

tará nossa discussão sobre a explosão de singularidades.

Em uma variedade riemanniana (M; g), lembremos que o raio de injetividade inj(p) de um ponto

p 2M é de�nido como o supremo de todo r > 0 tal que expp é um mergulho quando restrito à Br (0) �

TpM , isto é,

inj(p) = sup
�
r > 0 : expp está de�nida em Dr(0) � TpM e é injetiva

	
:
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Além disso, lembremos que o raio de injetividade de uma variedade riemanniana (M; g) é dado por

inj (M) = infp2M inj(p):

Com isso, estamos aptos a entender o principal resultado dessa seção:

Teorema 7.2 Seja (Mn; g) uma variedade riemannianna fechada satisfazendo jRj � 1, então existem

escalares � > 0, K = K(n) > 0 e um ponto p 2M tais que

V ol (B (p; r))

rn
� K

r
inj (M) ;

para todo r 2 (0; �] :

Faremos apenas um esboço do argumento principal. Precisamos apenas considerar o caso em que o

raio de injetividade é pequeno (na escala da curvatura), pois de outra forma não há nada a provar. Em

tal con�guração pode-se aplicar o seguinte lema de Klingenberg:

Lema 7.3 (de Klingenberg) Se M é uma variedade riemanniana compacta cuja curvatura seccional

é sempre menor ou igual a 1 e inj(M) � �, então existe uma geodésica fechada de velocidade unitária

 : R�Z !M com � = 2inj(M).

Usando esse Lema, vamos mostrar que para todo p 2 , o volume de B (p; r) é pequeno se o raio de

injetividade é pequeno. Notemos que V ol (B (p; r)) � V ol (B (; r)), em que

B (; r) = fq 2M : d (q;  (s)) � r para algum sg :

Todo ponto q 2 B (; r) pode ser alcançado por uma geodésica que sai de um ponto de  em uma direção

ortogonal com uma distância de no máximo r (veja a Figura ??). Seja fE1(s); :::; En�1(s); En(s) = 0(s)g

um referencial ortonormal em T(s)M obtido por transporte paralelo (para mais detalhes veja a Seção

A.0.1), para 0 � s < �: Então de�na f : [0; �)�Bn�1
r (0)!M por

f
�
s; V 1; :::; V n�1� := exp(s)

 
n�1X
i=1

V iEi(s)

!
;

isto é, se V =
�
V 1; :::; V n�1� ; f (s; V ) é obtido andando na geodésica que parte de  (s) na direçãoPn�1

i=1 V
iEi(s) (ortogonal a 0(s)) com tempo 1 e andando a uma distância menor que r. Como a aplicação
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f é suave e Im (f) = B (; r), segue do teorema de mudança de variáveis que

V ol (B (; r)) =

Z
B(;r)

d� =

Z
Im(f)

d� =

Z
[0;�)�Bn�1r (0)

jdet (Df)j d�:

O jacobiano de f pode ser expressado em termos dos campos de Jacobi (para mais detalhes veja a De�nição

A.18), cujo comportamento pode ser controlado, uma vez que a curvatura seja controlada. A estimativa

requerida é fornecida pelo teorema de comparação de Rauch (para mais detalhes veja o Teorema

2.3 do livro Manfredo Perdigão do Carmo, Riemannian geometry, Translated from the second Portuguese

edition by Francis Flaherty, Mathematics: Theory and Applications, Birkhäuser, 1992.). Em particular,

para r � 1, temos que jdet (Df)j � 1: E portanto, para r � 1,

V ol (B (; r)) =

Z
[0;�)�Bn�1r (0)

jdet (Df)j d� �
Z
[0;�)�Bn�1r (0)

d�

= V ol
�
[0; �)�Bn�1

r (0)
�

= �V ol
�
Bn�1
r (0)

�
= cnr

n�1�;

em que cn 2 R+ é uma constante. Dividindo ambos os lados por rn, vemos que

V ol (B (; r))

rn
� cn�

r
;

para algum cn > 0, em que o que � = 2inj(M) nos garante o resultado.

A Explosão de Singularidades e o Não Colapso Local

Estamos agora em condições de completar o resultado da explosão de singularidades usando o Teorema

do Não Colapso Local para obter o limite de injetividade desejado discutido na Seção 5.2.

Como antes, suponha que exista uma solução (M; g(t)) do �uxo de Ricci em um intervalo de tempo

maximal t 2 [0; T ) com T <1. Pelo Teorema 4.2, existem pontos Oi 2M e tempos ti
i!1! T tais que

jRj (Oi; ti) = sup
M�[0;ti]

jRj (x; t) :

Com essa sequência, de�nimos as métricas de explosão

gi (t) = Q�1i g
�
ti +Q

�1
i t
�
;
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em que t 2 [0; T ) e Qi = jRj (Oi; ti) : Como discutido na Seção 5.2, para todo a < 0 e para algum

b = b(n) > 0, a curvatura de gi é limitada. Em particular,

sup
M�(a;b)

jS (gi(t))j < C

para todo i = i(a) su�cientemente grande e para alguma constante C = C (n) < 1: Agora se 0 < r <

1=
p
C ) 1

r2
> C; então

jS (gi(0))j <
1

r2
:

Agora, se 0 < r � 1=
p
QiC ) 1

r2
� QiC, e então

jS (g(ti))j = Qi

���� 1QiS (g(ti))
���� = Qi jS (Qigi(0))j = Qi jS (gi(0))j < QiC �

1

r2
.

Pelo Teorema 7.1, para todo p 2M , 0 < r � 1=
p
QiC com i su�cientemente grande, existe um limitante

inferior
V ol

�
Bgi(t) (p; r)

�
rn

> �;

para todo 0 < r � 1=
p
C: E pelo Teorema 7.2, �xe r := min

n
1=
p
C; �

o
> 0 de modo que

inj (M; gi (0)) �
r

K

V ol
�
Bgi(0) (p; r)

�
rn

>
�

K
r > 0:

Em particular, �
K r é um limitante inferior positivo dependendo apenas de n, g (0) e T . Portanto, o

teorema de compacidade para �uxos (Teorema 5.2) nos dá o seguinte:

Teorema 7.3 (Explosão de Singularidades) Suponha que (M; g (t)) seja uma solução do �uxo de

Ricci em um intervalo maximal [0; T ) em que T <1. Então existe uma sequência Oi 2M e ti ! T com

jRj (Oi; ti) = sup
M�[0;ti]

jRj (x; t) i!1! 1

de modo que, de�nindo gi (t) = Q�1i g
�
ti +Q

�1
i t
�
, onde Qi = jRj (Oi; ti), existe b = b (n) > 0 e um �uxo

de Ricci completo (M1; g1 (t)), t 2 (�1; b) ; e um ponto O1 2M1 tal que

(M; gi (t) ; Oi)
i!1! (M1; g1 (t) ; O1) ;

onde a convergência é no sentido de Cheeger-Gromov (para mais detalhes veja a De�nição 5.4). Mais
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ainda, jRj (g1 (0) ; O1) = 1 e jRj (g1 (t) ; �) � 1 para todo t � 0.

Demonstração. A primeira parte do teorema decorre diretamente da construção feita acima e do

Teorema 5.2. Além disso, temos que

gi (0) = Q�1i g (ti) ,

portanto,

jRj (gi (0) ; Oi) = jRj
�
Q�1i g (ti) ; Oi

�
= Q�1i jRj (g (ti) ; Oi) = Q�1i Qi = 1:

Tomando o limite, vemos que

jRj (g1 (0) ; O1) = 1:

Mais ainda, na Seção 5.2 vemos que jRj (gi (t) ; �) � 1. Fazendo i!1 e usando a continuidade de jRj (�; �),

vemos que jRj (g1 (t) ; �) � 1.

7.3 Produto de Kulkarni - Nomizu e Lema de Schur

O principal objetivo dessa seção é a demonstração do Lema de Schur, que será utilizado como argumento

�nal na demonstração do Teorema da Esfera Suave. Para compreender sua demonstração, temos de

entender uma certa operação entre (2,0)-tensores simétricos de uma variedade M , o chamado Produto de

Kulkarni - Nomizu.

Dados dois (2,0)-tensores em uma variedade diferenciávelM , gostaríamos de construir um (4,0)-tensor,

A, que tenha as mesmas propriedades do tensor de curvatura riemanniana, ou seja:

1. Aijkl = �Ajikl;

2. Aijkl = �Aijlk;

3. Aijkl = Aklij ;

4. Aijkl +Ajkil +Akijl = 0:

Para fazer isso, precisamos de uma aplicação, chamada de produto de Kulkarni - Nomizu, da

seguinte forma:

� : Sym2 (M)� Sym2 (M)! Curv (M) ; (7.14)

em que Sym2 (M) é o conjunto dos (2,0) - tensores simétricos de M e Curv (M) é o conjunto dos (4,0) -

tensores de M que respeitam as propriedades 1 a 4 descritas logo acima. Dados �; � 2 Sym2 (M), vamos

exigir então que:
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1. (�� �)ijkl = � (�� �)jikl ;

2. (�� �)ijkl = � (�� �)ijlk ;

3. (�� �)ijkl = (�� �)klij ;

4. (�� �)ijkl + (�� �)jkil + (�� �)kijl = 0:

Um caminho bem natural é de�nir � a partir do produto tensorial 
. Por linearidade, esperamos que

(�� �) seja a soma de (�
 �) com os componentes permutados de tal forma que as simetrias coincidam

com as simetrias do tensor de curvatura riemanniana. Assim, tudo o que é necessário é encontrar as

permutações adequadas.

Como � e � são simétricos, termos como �ij�kl não são permitidos, já que esses termos contradirão

os itens 1. e 2. acima. Portanto, precisamos misturar os índices i; j com os índices k; l. Se supusermos,

ingenuamente que há o termo �ik�jl, então o item 3 implica que precisamos ter também o termo �jl�ik.

De fato, pelo item 3 acima

�ik�jl + �jl�ik = (�� �)ijkl = (�� �)klij = �ki�lj + �lj�ki:

Por um lado, a igualdade acima ocorre devido ao item 3, e por outro, devido à simetria de � e �. E pelos

itens 1 e 2, devemos adicionar também os termos ��jk�il e ��il�jk: Dessa forma temos

(�� �)ijkl := �ik�jl + �jl�ik � �jk�il � �il�jk;

ou de outra forma,

(�� �)p (v1; v2; v3; v4) : = (�
 �)p (v1; v3; v2; v4) + (�
 �)p (v2; v4; v1; v3)

� (�
 �)p (v2; v3; v1; v4)� (�
 �)p (v1; v4; v2; v3) ;

para todo p 2M e v1; v2; v3; v4 2 TpM .

Vamos demonstrar que (�� �) respeita as 4 simetrias acima:

Para a primeira:

(�� �)ijkl = �ik�jl + �jl�ik � �jk�il � �il�jk = �
�
��ik�jl � �jl�ik + �jk�il + �il�jk

�
= �

�
�jk�il + �il�jk � �ik�jl � �jl�ik

�
= � (�� �)jikl :
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Para a segunda:

(�� �)ijkl = �ik�jl + �jl�ik � �jk�il � �il�jk = �
�
��ik�jl � �jl�ik + �jk�il + �il�jk

�
= �

�
�il�jk + �jk�il � �jl�ik � �ik�jl

�
= � (�� �)ijlk :

Para a terceira:

(�� �)ijkl = �ik�jl + �jl�ik � �jk�il � �il�jk = �ki�lj + �jl�ik � �il�jk � �jk�il

= �ki�lj + �jl�ik � �li�kj � �kj�li = (�� �)klij :

E para a quarta:

(�� �)ijkl + (�� �)jkil + (�� �)kijl = �ik�jl + �jl�ik � �jk�il � �il�jk + �ji�kl

+�kl�ji � �ki�jl � �jl�ki + �kj�il + �il�kj � �ij�kl � �kl�ij

=
�
�ik�jl � �ki�jl

�
+ (�jl�ik � �jl�ki) + (��jk�il + �kj�il)

+
�
��il�jk + �il�kj

�
+ (�ji�kl � �ij�kl) +

�
�kl�ji � �kl�ij

�
= 0:

Uma observação importante é que, quando restrito ao espaço dos (2; 0) - tensores simétricos, o produto

wedge (para mais detalhes veja a Seção B) é (à menos de uma constante) igual ao produto de Kulkarni-

Nomizu. De fato, (para mais detalhes sobre o produto interno g^ veja a Seção B)

g^ ((A ^B) (ei ^ ej) ; ek ^ el) = g^
�
1

2
(A (ei) ^B (ej) +B (ei) ^A (ej)) ; ek ^ el

�
(7.15)

=
1

2
g^

0@ nX
p=1

Aipep ^
nX
q=1

Bjqeq +

nX
p=1

Bipep ^
nX
q=1

Ajqeq; ek ^ el

1A
=

1

2
g^

0@ nX
p;q=1

AipBjq (ep ^ eq) +
nX

p;q=1

BipAjq (ep ^ eq) ; ek ^ el

1A
=

1

2
g^

0@ nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) ep ^ eq; ek ^ el

1A
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=
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) g
^ (ep ^ eq; ek ^ el)

=
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) (hep; eki heq; eli � hep; eli heq; eki)

=
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) (�pk�ql � �pl�qk) :

Distribuindo os termos, vemos que

g^ ((A ^B) (ei ^ ej) ; ek ^ el) =
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) �pk�ql �
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) �pl�qk

=
1

2
(AikBjl +BikAjl)�

1

2
(AilBjk +BilAjk)

=
1

2
(AikBjl +BikAjl �AilBjk �BilAjk)

=
1

2
(A�B)ijkl :

Em particular, se � = � = g em que g é uma métrica riemanniana de uma variedade diferenciável M ,

então

(g � g)ijkl = gikgjl + gjlgik � gjkgil � gilgjk (7.16)

= 2 (gikgjl � gjkgil) :

Tensor de Curvatura de Weyl

Dada uma variedade diferenciável M , o tensor de curvatura de Weyl de M é de�nido como a com-

ponente sem traço do tensor de curvatura riemanniana de M . Para chegar nele, comecemos de�nindo o

seguinte (4,0) - tensor:

Cijkl := c1S (g � g)ijkl + c2
�

�
Ric� g

�
ijkl

; (7.17)

em que c1; c2 2 R, S é a curvatura escalar, g é uma métrica riemanniana e

�
Ric := Ric� 1

n
Sg (7.18)

é dito tensor de Ricci livre de traço. De fato, temos que

Trg

�
�
Ric

�
= Trg

�
Ric� 1

n
Sg

�
= Trg (Ric)�

1

n
STrg (g) =

nX
i;j=1

gijRicij �
1

n
S

nX
i;j=1

gijgij
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= S � 1

n
S

nX
i;j=1

�ij = S � 1

n
S

nX
i=1

1 = S � S

= 0:

Além da expressão (7.17), vamos exigir que Tr24 (C) = Ric. Com essa condição, segue que

Ricik = (Tr24 (C))ik =
nX

j;l=1

gjlCijkl:

Pela de�nição de � e pela igualdade (7.16), segue que

Cijkl = c1S (g � g)ijkl + c2
�

�
Ric� g

�
ijkl

= 2c1S (gikgjl � gjkgil) + c2
�

�
Ricikgjl +

�
Ricjlgik �

�
Ricjkgil �

�
Ricilgjk

�
:

Isolando Ric na equação (7.18) e usando a igualdade acima, vemos que

1

n
Sgik +

�
Ricik = Ricik =

nX
j;l=1

gjlCijkl

=
nX

j;l=1

gjl
�
2c1S (gikgjl � gjkgil) + c2

�
�
Ricikgjl +

�
Ricjlgik �

�
Ricjkgil �

�
Ricilgjk

��

= 2c1S
nX

j;l=1

gjl (gikgjl � gjkgil) + c2
nX

j;l=1

gjl
�

�
Ricikgjl +

�
Ricjlgik �

�
Ricjkgil �

�
Ricilgjk

�

= 2c1S

nX
j;l=1

�
gjlgikgjl � gjlgjkgil

�
+ c2

nX
j;l=1

�
Ricikg

jlgjl + c2

nX
j;l=1

�
Ricjlg

jlgik

�c2
nX

j;l=1

�
Ricjkg

jlgil � c2
nX

j;l=1

�
Ricilg

jlgjk

Pela de�nição das matrizes (gij) e
�
gij
�
, vemos que

1

n
Sgik +

�
Ricik = 2c1S

 
nX
l=1

�llgik � �lkgil

!
+ c2

nX
l=1

�
Ricik�ll + c2

nX
j;l=1

�
Ricjlg

jlgik

�c2
nX
j=1

�
Ricjk�ij � c2

nX
l=1

�
Ricil�lk
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= 2c1S (n� 1) gik + c2
�
n

�
Ricik + gikTrg

�
�
Ric

�
�

�
Ricik �

�
Ricik

�
= 2c1S (n� 1) gik + c2 (n� 2)

�
Ricik:

Isso nos diz quais valores c1 e c2 podem ser tomados:

1

n
S = 2c1S (n� 1) ) c1 =

1

2n (n� 1)

c2 (n� 2) = 1 ) c2 =
1

n� 2 :

Portanto de�nimos o tensor de curvatura de Weyl da seguinte maneira:

(Weyl)ijkl := Rijkl �
1

n� 2

�
�
Ric� g

�
ijkl

� S

2n (n� 1) (g � g)ijkl (7.19)

Notemos que

�
�
Ric� g

�
ijkl

=

��
Ric� 1

n
Sg

�
� g
�
ijkl

=

�
Ric� 1

n
Sg

�
ik

gjl +

�
Ric� 1

n
Sg

�
jl

gik �
�
Ric� 1

n
Sg

�
jk

gil �
�
Ric� 1

n
Sg

�
il

gjk

=

�
Ricik �

1

n
Sgik

�
gjl +

�
Ricjl �

1

n
Sgjl

�
gik �

�
Ricjk �

1

n
Sgjk

�
gil

�
�
Ricil �

1

n
Sgil

�
gjk

= Ricikgjl �
1

n
Sgikgjl +Ricjlgik �

1

n
Sgjlgik �Ricjkgil

+
1

n
Sgjkgil �Ricilgjk +

1

n
Sgilgjk

= (Ricikgjl +Ricjlgik �Ricjkgil �Ricilgjk)�
S

n
(gikgjl + gjlgik � gjkgil � gilgjk) :

Pela de�nição do produto de Kulkarni - Nomizu, segue que

�
�
Ric� g

�
ijkl

= (Ric� g)ijkl �
S

n
(g � g)ijkl ;
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e portanto,

(Weyl)ijkl = Rijkl �
1

n� 2

�
�
Ric� g

�
ijkl

� S

2n (n� 1) (g � g)ijkl

= Rijkl �
1

n� 2 (Ric� g)ijkl +
S

n (n� 2) (g � g)ijkl �
S

2n (n� 1) (g � g)ijkl (7.20)

= Rijkl �
1

n� 2 (Ric� g)ijkl +
S

2 (n� 1) (n� 2) (g � g)ijkl :

Já que Weyl é de�nido como uma combinação linear de produtos de Kulkarni - Nomizu (somado com

o tensor de curvatura riemanniana), então ele possui as mesmas propriedades de simetria do (4,0) - tensor

de curvatura riemanniana R, mas por de�nição, todos os seus traços se anulam. De fato, para o traço

1,2, temos que

(Tr12 (Weyl))kl = (Tr12R)kl �
1

n� 2 (Tr12 (Ric� g))kl +
S

2 (n� 1) (n� 2) (Tr12 (g � g))kl

=

nX
i;j=1

gijRijkl �
1

n� 2

nX
i;j=1

gij (Ric� g)ijkl +
S

2 (n� 1) (n� 2)

nX
i;j=1

gij (g � g)ijkl

=
nX

i;j=1

gijRijkl �
1

n� 2

nX
i;j=1

gij fRicikgjl +Ricjlgik �Ricjkgil �Ricilgjkg

+
S

2 (n� 1) (n� 2)

nX
i;j=1

gij f2 (gikgjl � gjkgil)g

=

nX
i;j=1

gijRijkl �
1

n� 2

8<:
nX

i;j=1

gijRicikgjl +

nX
i;j=1

gijRicjlgik �
nX

i;j=1

gijRicjkgil �
nX

i;j=1

gijRicilgjk

9=;
+

S

(n� 1) (n� 2)

0@ nX
i;j=1

gijgikgjl �
nX

i;j=1

gijgjkgil

1A :

Pela de�nição das matrizes (gij) e
�
gij
�
, e pela primeira identidade de Bianchi, vemos que

(Tr12 (Weyl))kl =
nX

i;j=1

gijRijkl �
1

n� 2

8<:
nX
i=1

�ilRicik +
nX
j=1

�jkRicjl �
nX
j=1

�jlRicjk �
nX
i=1

�ikRicil

9=;
+

S

(n� 1) (n� 2)

0@ nX
j=1

�jkgjl �
nX
i=1

�ikgil

1A



7.3. Produto de Kulkarni - Nomizu e Lema de Schur 161

=
nX

i;j=1

gijRijkl �
1

n� 2 fRiclk +Rickl �Riclk �Ricklg+
S

(n� 1) (n� 2) (gkl � gkl)

=

nX
i;j=1

gijRijkl =

nX
i;j=1

gij (�Rkijl �Rjkil)

=

nX
i;j=1

gij (Rikjl �Rjkil)

= Rickl �Rickl = 0:

Para o Traço 1,3 segue que

(Tr13 (Weyl))kl = (Tr13R)kl �
1

n� 2 (Tr13 (Ric� g))kl +
S

2 (n� 1) (n� 2) (Tr13 (g � g))kl

=

nX
i;j=1

gijRikjl �
1

n� 2

nX
i;j=1

gij (Ric� g)ikjl +
S

2 (n� 1) (n� 2)

nX
i;j=1

gij (g � g)ikjl

=
nX

i;j=1

gijRikjl �
1

n� 2

nX
i;j=1

gij fRicijgkl +Ricklgij �Rickjgil �Ricilgkjg

+
S

2 (n� 1) (n� 2)

nX
i;j=1

gij f2 (gijgkl � gkjgil)g

=
nX

i;j=1

gijRikjl +
S

(n� 1) (n� 2)

0@ nX
i;j=1

gijgijgkl �
nX

i;j=1

gijgkjgil

1A
� 1

n� 2

8<:
nX

i;j=1

gijRicijgkl +
nX

i;j=1

gijRicklgij �
nX

i;j=1

gijRickjgil �
nX

i;j=1

gijRicilgkj

9=; :

Novamente, pela de�nição das matrizes (gij) e
�
gij
�
vemos que

(Tr13 (Weyl))kl =
nX

i;j=1

gijRikjl �
1

n� 2

8<:Sgkl +
nX
j=1

�jjRickl �
nX
j=1

�jlRickj �
nX
i=1

�ikRicil

9=;
+

S

(n� 1) (n� 2)

0@ nX
j=1

�jjgkl �
nX
i=1

�ikgil

1A
=

nX
i;j=1

gijRikjl �
1

n� 2 fSgkl + nRickl �Rickl �Ricklg+
S (ngkl � gkl)
(n� 1) (n� 2)

= Rickl �
1

n� 2Sgkl �Rickl +
Sgkl
n� 2

= 0:
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Pelas simetrias de Weyl, concluímos que

(Tr14 (Weyl))kl = � (Tr13 (Weyl))kl = 0;

(Tr23 (Weyl))kl = � (Tr13 (Weyl))kl = 0;

(Tr24 (Weyl))kl = � (Tr14 (Weyl))kl = 0;

(Tr34 (Weyl))kl = (Tr12 (Weyl))kl = 0:

Além disso, notemos que:

jWeylj2 = jRj2 � 1

(n� 2)2

���� �
Ric� g

����2 � � S

2n (n� 1)

�2
jg � gj2 :

Para demonstrar essa igualdade, basta utilizar a de�nição de produto interno de tensores do Exemplo

A.5, e abrir o termo jWeylj2. Como teremos expressões muito grandes, vamos evitar as contas.

Lema de Schur

Consideremos uma variedade diferenciávelM e um ponto p 2M . De�nimos a função Id^Id :
2̂

TpM !
2̂

TpM , em que

(Id ^ Id) (u ^ v) = u ^ v:

Para cada u ^ v 2
2̂

TpM temos também o seguinte funcional associado: Idu^v :
2̂

TpM ! R, em que

Idu^v (z ^ w) = g^ ((Id ^ Id) (u ^ v) ; z ^ w) = g^ (u ^ v; z ^ w) :

A menos que haja ambiguidade, vamos denotar Idu^v simplesmente por (Id ^ Id) (u ^ v).

O operador de curvatura de M é dado por R :
2̂

TpM ! T 20 (M), em que

R (u ^ v) = R (u; v) :

2̂

TpM ! R;

em que tal aplicação é de�nida por

R (u ^ v) (w ^ z) := R (u; v; w; z) ; (7.21)

para todo u; v; w; z 2 TpM , sendo o lado direito da igualdade o (4; 0)-tensor de curvatura riemanniana de
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M . As simetrias do tensor de curvatura riemanniana garantem que o operador está bem de�nido.

Lema 7.4 Uma variedade riemanniana M possui curvatura seccional constante em TpM , igual a �0(p),

se e somente se Rjp = �0(p)Id ^ Id, em que R é o operador de curvatura de M ,isto é

R (u ^ v) = �0Idu^v;

para todo u ^ v 2
2̂

TpM .

Demonstração. ()) Suponha, para cada p 2 M , que a curvatura seccional de M é constante, isto

é, K (�) = �0 para todos os subespaços bidimensionais � � TpM . Segue da de�nição geral de curvatura

seccional (para mais detalhes veja a Proposição A.16) que

R (x; y; x; y)

jxj2 jyj2 � hx; yi2
= �0;

ou seja, manipulando a expressão e usando a de�nição da métrica g^ em
2̂

TpM (para mais detalhes veja

B.1), vemos que

R (x ^ y) (x ^ y) = R (x; y; x; y) = �0

�
jxj2 jyj2 � hx; yi2

�
= �0g

^ (x ^ y; x ^ y)

= �0g
^ ((Id ^ Id) (x ^ y) ; x ^ y)

= �0Idx^y (x ^ y)

para todo x; y 2 TpM vetores L.I�s. Segue da expressão (8.4) que Id^ Id possui as mesmas propriedades

de simetria de R. Por �m, temos que

�0Idx^y+z^w (x ^ y + z ^ w) = �0g
^ ((Id ^ Id) (x ^ y + z ^ w) ; x ^ y + z ^ w)

= R (x ^ y + z ^ w) (x ^ y + z ^ w)

= R (x ^ y) (x ^ y) +R (x ^ y) (z ^ w) +R (z ^ w) (x ^ y) +R (z ^ w) (z ^ w)

= �0Idx^y (x ^ y) +R (x; y; z; w) +R (z; w; x; y) + �0Idz^w (z ^ w)

= �0Idx^y (x ^ y) + 2R (x; y; z; w) + �0Idz^w (z ^ w)

Por outro lado,

g^ (�0 (Id ^ Id) (x ^ y + z ^ w) ; x ^ y + z ^ w) = g^ (�0 (Id ^ Id) (x ^ y) ; x ^ y)
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+g^ (�0 (Id ^ Id) (x ^ y) ; z ^ w) + g^ (�0 (Id ^ Id) (z ^ w) ; x ^ y) + g^ (�0 (Id ^ Id) (z ^ w) ; z ^ w)

= g^ (�0 (Id ^ Id) (x ^ y) ; x ^ y) + 2g^ (�0 (Id ^ Id) (x ^ y) ; z ^ w) + g^ (�0 (Id ^ Id) (z ^ w) ; z ^ w)

= �0Idx^y (x ^ y) + 2g^ (�0 (Id ^ Id) (x ^ y) ; z ^ w) + �0Idz^w (z ^ w) :

Das duas igualdades vemos que

�0Idx^y (z ^ w) = g^ (�0 (Id ^ Id) (x ^ y) ; z ^ w) = R (x; y; z; w) = g^ (R (x ^ y) ; z ^ w) ;

para todo x; y; z; w 2 TpM , ou seja, �0 (Id ^ Id) (x ^ y) = R (x ^ y), para todo x; y 2 TpM:

(() Para a volta, suponhamos que R = �0Id ^ Id, para algum �0 2 R. Logo,

R (x; y; x; y) = g^ (�0Id ^ Id (x ^ y) ; x ^ y) = �0g
^ (x ^ y; x ^ y) = �0

�
jxj2 jyj2 � hx; yi2

�
:

Uma variedade M é dita isotrópica se, para todo p 2 M , a curvatura seccional Kp (�) é constante

sob todos os subespaços bidimensionais em TpM .

O seguinte lema mostra que a discussão entre variedades isotrópicas e variedades com curvatura

seccional constante não é necessária:

Teorema 7.4 (Lema de Schur) Seja Mn uma variedade riemanniana conexa com n � 3. Se Kp (�) =

f(p), para todo subespaço bidimensional � � TpM e todo p 2M , então f é constante. Em outras palavras,

toda variedade isotrópica possui curvatura seccional constante.

Demonstração. Para todo p 2M , nossa hipótese implica que

Rjp (x; y; x; y) = f(p)
�
jxj2 jyj2 � hx; yi2

�
;

para todo x; y 2 TpM vetores L.I.�s. Notemos que

g^ ((Id ^ Id) (@i ^ @j) ; @k ^ @l) = g^
�
1

2
(Id(@i) ^ Id(@j) + Id(@i) ^ Id(@j)) ; @k ^ @l

�
(7.22)

= g^
�
1

2
(@i ^ @j + @i ^ @j) ; @k ^ @l

�
=

1

2
g^ (@i ^ @j ; @k ^ @l) +

1

2
g^ (@i ^ @j ; @k ^ @l)

= h@i; @ki h@j ; @li � h@i; @li h@j ; @ki

=
1

2
(g � g)ijkl ;
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onde a última igualdade é devido a expressão (7.16). Segue do Lema 7.4 e da expressão (7.22) que

R =

�
1

2
f

�
g � g:

Nesse caso, o gradiente da curvatura riemanniana é dado pelo seguinte:

2rR = 2r
��

1

2
f

�
g � g

�
= r (fg � g) = (rf) g � g + fr (g � g)

= (rf) g � g + f (rg)� g + fg � (rg)

= (rf) g � g:

Usando a segunda identidade de Bianchi, temos que

0 = 2 ((rR) (U;X; Y; Z;W ) + (rR) (Z;X; Y;W;U) + (rR) (W;X; Y; U; Z))

= (rf) (g � g) (U;X; Y; Z;W ) + (rf) (g � g) (Z;X; Y;W;U) + (rf) (g � g) (W;X; Y; U; Z)

= (rUf) (2g (X;Z) g (Y;W )� 2g (Y; Z) g (X;W )) + (rZf) (2g (X;W ) g (Y; U)� 2g (Y;W ) g (X;U))

+ (rW f) (2g (X;U) g (Y; Z)� 2g (Y; U) g (X;Z)) ;

para todo X;Y;W;Z; U 2 X (M) :

Se Z 2 TpM é arbitrário, então é possível escolher Y;W 2 TpM de modo que fZ;W; Y g seja ortogonal

(pois dimM � 3). Fazendo U = Y em p, a equação acima implica que

0 = (rY f) (2g (X;Z) g (Y;W )� 2g (Y; Z) g (X;W )) + (rZf) (2g (X;W ) g (Y; Y )� 2g (Y;W ) g (X;Y ))

+ (rW f) (2g (X;Y ) g (Y; Z)� 2g (Y; Y ) g (X;Z))

= (rZf) (2g (X;W ) g (Y; Y )) + (rW f) (�2g (Y; Y ) g (X;Z))

= (rZf) (2g (X;W ) g (Y; Y )) + (rW f) (�2g (Y; Y ) g (X;Z))

= 2g (Y; Y ) ((rZf) g (X;W )� (rW f) (g (X;Z)))

isto é,

0 = Z(f)g (X;W )�W (f) (g (X;Z))

= g (X;Z(f)W �W (f)Z) :
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para todo X 2 TpM , portanto, Z(f)W�W (f)Z = 0. Mas como fW;Zg é L.I., segue que Z(f) =W (f) =

0. Mas Z é arbitrário com Z(f) = 0. Segue disso que f é constante.



Capítulo 8

Os Cones de Böhm e Wilking

Na demonstração do Teorema da Esfera Suave, vamos recorrer a uma certa família de cones no espaço

vetorial Curv: Essa família (construída em primeira mão pelos matemáticos Böhm e Wilking) possui

algumas propriedades que ajudam a entender a geometria da variedade riemanniana em questão. O com-

portamento dessa família ao longo da evolução da variedade sob o �uxo de Ricci nos ajudará caracterizá-la.

Embora extenso, o presente capítulo tem por objetivo explicar ao leitor toda a teoria de modo a capacitá-

lo à entender a de�nição dessa família de cones, bem como a demonstração de que tal família realmente

existe.

8.1 Operadores de Curvatura Algébrica

Consideremos uma variedade riemanniana da forma M � R. O tensor de curvatura (espacial) pode ser

considerado como um (4; 0)-tensor no �brado tangente espacial, isto é, uma seção do espaço tensorial

T 40 (G). Contudo, as simetrias do tensor de curvatura signi�cam que ele mora, de fato, dentro de um

sub�brado invariante, que chamamos de Fibrado dos Operadores de Curvatura Algébrica Curv (G)

que possui um subespaço invariante correspondente Curv < T 40 (Rn) consistindo dos tensores R 2 T 40 (Rn)

tais que 8>>>>>><>>>>>>:

R (u; v; w; z) = �R (v; u; w; z) ;

R (u; v; w; z) = �R (u; v; z; w) ;

R (u; v; w; z) = R (w; z; u; v) ;

R (u; v; w; z) +R (w; u; v; z) +R (v; w; u; z) = 0;

para todo u; v; w; z 2 Rn.

Dado um subconjunto S � Mn�n (R), dizemos que Curv é S-invariante se RA 2 Curv, para todo

167
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A 2 S, em que

RA (u; v; w; z) := R (Au;Av;Aw;Az) ;

para todo u; v; w; z 2 Rn.

Podemos veri�car diretamente que esse subespaço éO(n)-invariante (mais que isso, éGL(n)-invariante):

Dados R 2 Curv (G), A = (aij) 2Mn�n (R) tal que detA 6= 0 e u; v; w; z 2 Rn, vemos que

RA (u; v; w; z) = R (Au;Av;Aw;Az) = �R (Av;Au;Aw;Az) = �RA (v; u; w; z) ;

RA (u; v; w; z) = R (Au;Av;Aw;Az) = �R (Au;Av;Az;Aw) = �RA (u; v; z; w) ;

RA (u; v; w; z) = R (Au;Av;Aw;Az) = R (Aw;Az;Au;Av) = RA (w; z; u; v) ;

e por �m,

RA (u; v; w; z) +RA (w; u; v; z) +RA (v; w; u; z) = R (Au;Av;Aw;Az) +R (Aw;Au;Av;Az)

+R (Av;Aw;Au;Az)

= 0:

Se feigni=1 é uma base ortonormal em TpM , o operador de curvatura R leva ei^ej em
Pn

p<q=1Apqep^eq,

onde Apq = Rijpq, isto é,

R (ei ^ ej) =
nX

p<q=1

Apqep ^ eq =
nX

p<q=1

Rijpqep ^ eq:

Como os elementos de Curv são antissimétricos no primeiro e no último par de argumentos e são

simétricos na troca do primeiro com o último par, é natural interpretá-los como formas bilineares simétricas

agindo no espaço
2̂

(Rn), com cada par antissimétrico de argumentos em Rn correspondendo a apenas

um elemento de
2̂

(Rn), isto é, Curv � Sym2

 
2̂

(Rn)

!
: De fato, a curvatura pode ser vista como um

endomor�smo auto-adjunto de
2̂

(G), de�nido pela expressão

R (x ^ y; u ^ v) := hR (x ^ y) ; u ^ vi ;

para todo x; y; u; v 2 G(p;t) ' Rn, onde h�; �i = g^ está de�nido pelas expressões (B.1) e (B.2). Observe
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que ambas as formas são equivalentes, pois

R (ei ^ ej ; ek ^ el) =

*
nX

p<q=1

Rijpqep ^ eq; ek ^ el

+
=

nX
p<q=1

Rijpq hep ^ eq; ek ^ eli

=

nX
p<q=1

Rijpq (hep; eki heq; eli � hep; eli heq; eki)

=
nX

p<q=1

Rijpq (�pk�ql � �pl�qk)

= Rijkl:

Da mesma forma, podemos expressar R como uma forma bilinear simétrica, isto é, como um elemento de

Sym2

 
2̂

T �pM

!
:

R =
X

i<j;k<l

Rijkl
�
e�i ^ e�j

�

 (e�k ^ e�l ) :

De fato, toda forma bilinear simétrica � : V � V ! R de�ne uma aplicação

v 2 V 7! (w 7! � (v; w)) 2 V �

e vice-versa. Agora consideremos uma outra base ortonormal f��gN�=1 para
^2

TpM , em que N é a

dimensão desse espaço, com correspondente base dual f���g
N
�=1 : Com respeito a essa base, a curvatura R

(como forma bilinear) pode ser expressada como

R =
NX

�;�=1

R���
�
� 
 ��� ;

em que R�� = R (��; ��). Fazendo a mudança de base, vemos que

��� =

nX
i<j=1

��� (ei ^ ej) e�i ^ e�j =
nX

i<j=1

(���)ij e
�
i ^ e�j ;

�� =
nX

i<j=1

h��; ei ^ eji ei ^ ej =
nX

i<j=1

(��)
ij ei ^ ej :

Portanto encontramos as componentes de R com respeito a duas bases ortonormais e elas se relacionam

por

Rijkl =

NX
�;�=1

R�� (��)ij (��)kl e R�� =

nX
i<j;k<l=1

(��)
ij (��)

klRijkl
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Lembremos que a equação de evolução do (4,0)-tensor de curvatura obtida do Corolário 1.3 é dada

por

@

@t
(Rijkl) = (�R)ijkl � 2 (Bijlk �Bijkl �Bikjl +Biljk)

+
nX

p;q=1

gpq (RicjqRpikl �RiciqRpjkl �RijkpRicql �RijplRicqk)

Busquemos entender os chamados termos quadráticos de reação, que são de�nidos por

Qijkl := Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk

Para isso, nos usaremos dos chamados termos quadráticos de curvatura, que são de�nidos por

R2�� =

NX
�=1

R��R�� e R#�� =
1

2

NX
;�;�;�=1

c�� c
��
� R�R��;

onde c�� são as constantes estruturais (para mais detalhes veja a Seção B) para so (n), a álgebra de

Lie de SO(n), com respeito a base f���g
N
�=1 :

Com essas identi�cações, vemos que o campo Q 2 Curv pode ser escrito como

Q (R) = R2 +R#: (8.1)

Isso é uma consequência imediata dos seguintes lemas:

Lema 8.1 Para todo R 2 Curv,

R2ijkl = Bijkl �Bijlk:

Demonstração. Pela sua de�nição, sabemos que Bijkl = Bjilk = Bklij : Portanto, tomando coorde-

nadas normais, usando que B é uma contração métrica (isto é, um traço), que é invariante por mudança

de base e usando a primeira identidade de Bianchi, segue que

nX
p;q=1

RijpqRklpq =

nX
p;q=1

RpqijRpqkl =

nX
p;q=1

(�Ripqj �Rqipj) (�Rkpql �Rqkpl)

=

nX
p;q=1

(Ripqj +Riqjp) (Rkpql +Rkqlp)
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=
nX

p;q=1

(Riqjp �Ripjq) (Rkqlp �Rkplq)

=
nX

p;q=1

RiqjpRkqlp �
nX

p;q=1

RiqjpRkplq �
nX

p;q=1

RipjqRkqlp +
nX

p;q=1

RipjqRkplq

= Bijkl �Bijlk �Bijlk +Bijkl

= 2 (Bijkl �Bijlk) :

Por outro lado,

nX
p;q=1

RijpqRklpq =

nX
p;q=1

RijpqRpqkl =

nX
p;q=1

0@ NX
�;�=1

R�� (��)ij (��)pq

1A0@ NX
;�=1

R� (�)pq (��)kl

1A
=

nX
p;q;�;�;;�=1

R�� (��)ij (��)pq R� (�)pq (��)kl

=

nX
�;�;;�=1

R�� (��)ij R� (��)kl

nX
p;q=1

(��)pq (�)pq

= 2
nX

�;�;;�=1

R�� (��)ij R� (��)kl ��

= 2
nX

�;�;�=1

R��R�� (��)ij (��)kl

= 2R2ijkl;

em que, na quinta igualdade, foi usado a seguinte igualdade:

�� =


���; �

�


�
=

*
1

2

nX
i;j=1

(��)ij e
�
i ^ e�j ;

1

2

nX
k;l=1

(�)kl e
�
k ^ e�l

+

=
1

4

nX
i;j;k;l=1

(��)ij (�)kl


e�i ^ e�j ; e�k ^ e�l

�
=

1

2

nX
i<j;k<l=1

(��)ij (�)kl


e�i ^ e�j ; e�k ^ e�l

�
=

1

2

nX
i<j;k<l=1

(��)ij (�)kl �(i;j)(k;l)

=
1

2

nX
p;q=1

(��)pq (�)pq :
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Lema 8.2 Para todo R 2 Curv,

R#ijkl = Bikjl �Biljk:

Demonstração. Como no Lema anterior, tomando coordenadas normais e usando a expressão (B.5),

temos que

Bikjl �Biljk =

nX
p;q=1

RipkqRjplq �
nX

p;q=1

RiplqRjpkq

=
nX

p;q=1

(RipkqRjplq �RiplqRjpkq)

=

nX
p;q=1

0@ NX
�;�=1

R�� (��)ip (��)kq

NX
;�=1

R� (�)jp (��)lq

1A
�

nX
p;q=1

0@ NX
�;�=1

R�� (��)ip (��)lq

NX
;�=1

R� (�)jp (��)kq

1A
=

nX
p;q=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��R� (��)ip (��)kq (�)jp (��)lq �R��R� (��)ip (��)lq (�)jp (��)kq

1A
=

nX
p;q=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��R� (��)ip (�)jp

�
(��)kq (��)lq � (��)lq (��)kq

�1A :

Usando a igualdade (B.5), vemos que

Bikjl �Biljk =
nX
p=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��R� (��)ip (�)jp
��
���
�
; (���)

�
kl

1A
=

nX
p=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��R� (��)ip (�)jp

nX
�=1

c��� (��)lk

1A
=

1

2

nX
p=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��R�

�
(��)ip (�)jp � (�)ip (��)jp

� nX
�=1

c��� (��)lk

1A
=

1

2

NX
�;�;;�=1

R��R�
�
(���) ;

�
��
��
ij

nX
�=1

c��� (��)lk

=
1

2

NX
�;�;;�=1

R��R�

nX
�=1

c�� (��)ij

nX
�=1

c��� (��)lk

=
1

2

NX
�;�;;�;�;�=1

c�� c��� R��R� (��)ij (��)lk = R# (ei ^ ej ; ek ^ el)

= R#ijkl:
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Para apresentar os resultados de Böhm e Wilking precisamos estender um pouco os produtos � e #:

Tomando V = Rn, de�nimos os operadores círculo e sharp, respectivamente por

�;# : Sym2

 
2̂

V �

!
� Sym2

 
2̂

V �

!
! Sym2

 
2̂

V �

!
;

em que

(R � S)�� =

�
RS + SR

2

�
��

:=
1

2

NX
�=1

R��S�� + S��R��;

(R#S)�� : =
1

2

NX
;�;�;�=1

c�� c
��
� R�S��:

Observação 8.1 Segue da antissimetria das constantes estruturais (para mais detalhes veja a Seção B)

que

(R#S)�� =
1

2

NX
;�;�;�=1

c�� c
��
� R�S�� =

1

2

NX
;�;�;�=1

(�c�� )
�
�c���

�
S��R� =

1

2

NX
;�;�;�=1

c�� c
��
� S��R�

= (S#R)�� :

Além disso,

(R � S)�� =
�
RS + SR

2

�
��

=

�
SR+RS

2

�
��

= (S �R)�� :

Mais ainda, vamos denotar por I o elemento identidade de Sym2

 
2̂

V �

!
: Contudo, devemos notar que

R#I não é igual a R, em geral.

Com essas de�nições, podemos estender os Lemas 8.1 e 8.2 da seguinte maneira:

Lema 8.3 Para todo R;S 2 Sym2

 
2̂

V �

!
, valem as seguintes igualdades:

(R � S)ijkl =
1

2

nX
p;q=1

RijpqSpqkl;

(R#S)ijkl =
nX

p;q=1

RipkqSjplq �RiplqSjpkq:
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Demonstração. De fato, desenvolvendo o lado direito da segunda igualdade, vemos que

nX
p;q=1

RipkqSjplq �
nX

p;q=1

SiplqRjpkq

=
nX

p;q=1

(RipkqSjplq � SiplqRjpkq)

=

nX
p;q=1

0@ NX
�;�=1

R�� (��)ip (��)kq

NX
;�=1

S� (�)jp (��)lq �
NX

�;�=1

S�� (��)ip (��)lq

NX
;�=1

R� (�)jp (��)kq

1A
=

nX
p;q=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��S� (��)ip (��)kq (�)jp (��)lq � S��R� (��)ip (��)lq (�)jp (��)kq

1A
=

nX
p;q=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��S� (��)ip (��)kq (�)jp (��)lq � S�R�� (��)ip (��)lq (�)jp (��)kq

1A
=

nX
p;q=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��S� (��)ip (�)jp

�
(��)kq (��)lq � (��)lq (��)kq

�1A :

Utilizando a expressão (B.5), vemos que

nX
p;q=1

RipkqSjplq �
nX

p;q=1

SiplqRjpkq =

nX
p=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��S� (��)ip (�)jp
��
���
�
; (���)

�
kl

1A
=

nX
p=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��S� (��)ip (�)jp

nX
�=1

c��� (��)lk

1A
=

1

2

nX
p=1

0@ NX
�;�;;�=1

R��S�

�
(��)ip (�)jp � (��)ip (�)jp

� nX
�=1

c��� (��)lk

1A
=

1

2

NX
�;�;;�=1

R��S�
�
(���) ;

�
��
��
ij

nX
�=1

c��� (��)lk

=
1

2

NX
�;�;;�=1

R��S�

nX
�=1

c�� (��)ij

nX
�=1

c��� (��)lk

=
1

2

NX
�;�;;�;�;�=1

c�� c��� R��S� (��)ij (��)lk = (R#S) (ei ^ ej ; ek ^ el)

= (R#S)ijkl :
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E além disso, a respeito da segunda igualdade, vemos que ela também é verdadeira, pois

nX
p;q=1

RijpqSpqkl =
nX

p;q=1

0@ NX
�;�=1

R�� (��)ij (��)pq

1A0@ NX
;�=1

S� (�)pq (��)kl

1A
=

nX
p;q;�;�;;�=1

R�� (��)ij (��)pq S� (�)pq (��)kl

=
nX

�;�;;�=1

R�� (��)ij S� (��)kl

nX
p;q=1

(��)pq (�)pq

= 2

nX
�;�;;�=1

R�� (��)ij S� (��)kl ��

= 2
nX

�;�;�=1

R��S�� (��)ij (��)kl

= 2 (R � S) (ei ^ ej ; ek ^ el)

= 2 (R � S)ijkl :

Mais ainda, a partir do termo quadrático de curvatura, de�nimos um operador bilinear

Q : (R;S) 2 Sym2

 
2̂

V �

!
� Sym2

 
2̂

V �

!
! Q (R;S) := R � S +R#S 2 Sym2

 
2̂

V �

!
(8.2)

Induzido por ele, temos o operador eQ : Sym2

 
2̂

V �

!
! Sym2

 
2̂

V �

!
em que

eQ (R) := Q (R;R) :

Se não houver ambiguidade, vamos denotar eQ por Q também.

Os produtos � e # nos habilitam à construir um novo elemento de Sym2

 
2̂

V �

!
a partir de dois

elementos dados. É importante notar que existe outro método para construir elementos de Sym2

 
2̂

V �

!
a partir de dois elementos de Sym2 (V ): Dados dois elementos A;B 2 gl (n;R) ' V 
V podemos enxergar

o produto wedge de A com B como uma aplicação A ^B :
2̂

V !
2̂

V , em que

(A ^B) (x ^ y) := 1

2
(A(x) ^B(y) +B(x) ^A(y)) : (8.3)
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Notemos que

(A ^B) (x ^ y) = 1

2
(A(x) ^B(y) +B(x) ^A(y)) = 1

2
(B(x) ^A(y) +A(x) ^B(y)) = (B ^A) (x ^ y) ;

para todo x ^ y 2
2̂

V . Usando o wedge, podemos construir uma aplicação de inclusão natural

Id^ : A 2 Sym2 (V ) 7! A ^ Id 2 Sym2

 
2̂

V �

!
:

Note que se I = Id ^ Id, então Iijkl = �ik�jl � �il�jk é o tensor de curvatura da esfera canônica. Quando

restrito ao espaço dos (2,0)-tensores simétricos, o produto wedge é (à menos de uma constante) igual ao

produto de Kulkarni-Nomizu, ou seja, temos que

g^ ((A ^B) (ei ^ ej) ; ek ^ el) = g^
�
1

2
(A (ei) ^B (ej) +B (ei) ^A (ej)) ; ek ^ el

�

=
1

2
g^

0@ nX
p=1

Aipep ^
nX
q=1

Bjqeq +
nX
p=1

Bipep ^
nX
q=1

Ajqeq; ek ^ el

1A
=

1

2
g^

0@ nX
p;q=1

AipBjq (ep ^ eq) +
nX

p;q=1

BipAjq (ep ^ eq) ; ek ^ el

1A
=

1

2
g^

0@ nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) ep ^ eq; ek ^ el

1A
=

1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) g
^ (ep ^ eq; ek ^ el) ;

e pela de�nição de g^, segue que

g^ ((A ^B) (ei ^ ej) ; ek ^ el) =
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) (hep; eki heq; eli � hep; eli heq; eki)

=
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) (�pk�ql � �pl�qk)

=
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) �pk�ql �
1

2

nX
p;q=1

(AipBjq +BipAjq) �pl�qk
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=
1

2
(AikBjl +BikAjl)�

1

2
(AilBjk +BilAjk)

=
1

2
(AikBjl +BikAjl �AilBjk �BilAjk) (8.4)

=
1

2
(A�B)ijkl :

Em particular, se A = B = Id, então temos que

Iijkl = g^ ((Id ^ Id) (ei ^ ej) ; ek ^ el) = g^
�
1

2
(Id(ei) ^ Id(ej) + Id(ei) ^ Id(ej)) ; ek ^ el

�
(8.5)

= g^
�
1

2
(ei ^ ej + ei ^ ej) ; ek ^ el

�
=

1

2
g^ (ei ^ ej ; ek ^ el) +

1

2
g^ (ei ^ ej ; ek ^ el)

= hei; eki hej ; eli � hei; eli hej ; eki

=
1

2
(g � g)ijkl ;

para mais detalhes sobre a última igualdade veja a Seção 7.3.

É vantajoso de�nir o operador de Ricci Ric : Sym2

 
2̂

V �

!
! Sym2 (V ), em que

Ric (R) (ei; ej) :=
nX
k=1

hR (ei ^ ek) ; ej ^ eki =
nX
k=1

Rikjk;

para todo R 2 Sym2

 
2̂

V �

!
. Se R é a curvatura riemanniana, então a operação acima recupera a

curvatura de Ricci. Similarmente, de�nimos o operador escalar por

S(R) = Tr (Ric (R)) =

nX
i;k=1

Rikik;

para todo R 2 S2
 

2̂

V �

!
; e se R é a curvatura de Riemann, então recuperamos a curvatura escalar.

É interessante notar que o seguinte resultado é válido:

Proposição 8.1 O operador 2Id^ é a adjunta do operador de Ric, isto é,

h2Id^ (A) ; Ri = hA;Ric (R)i ;

para todo (2,0)-tensor A.
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Demonstração. Usando a norma do traço em Sym2 (V ) e Sym2

 
2̂

V �

!
, temos que

h2Id^ (A) ; Ri = h2A ^ Id;Ri = 2
nX

�;�=1

(A ^ Id)��R�� =
1

4

nX
i;j;k;l=1

(A� Id)ijklRklij

=
1

4

nX
i;j;k;l=1

(Aik�jl +Ajl�ik �Ail�jk �Ajk�il)Rklij

=
1

4

nX
i;j;k;l=1

Aik�jlRklij +
1

4

nX
i;j;k;l=1

Ajl�ikRklij �
1

4

nX
i;j;k;l=1

Ail�jkRklij �
1

4

nX
i;j;k;l=1

Ajk�ilRklij

=
1

4

nX
i;k;l=1

AikRklil +
1

4

nX
i;j;l=1

AjlRilij �
1

4

nX
i;j;l=1

AilRjlij �
1

4

nX
i;j;k=1

AjkRkiij

=
1

4

nX
i;k;l=1

AikRklil +
1

4

nX
i;j;l=1

AjlRliji +
1

4

nX
i;j;l=1

AilRljij �
1

4

nX
i;j;k=1

AjkRkiji

=
4

4

nX
i;k=1

AikRicki

= hA;Ric (R)i :

Para cálculos futuros, notemos também que: Se A;B 2 Sym2 (V ) então

h(Ric (A ^B)) (ei) ; eji =
nX
k=1

h(A ^B) (ei ^ ek) ; ej ^ eki =
1

2

nX
k=1

hA (ei) ^B (ek) +B (ei) ^A (ek) ; ej ^ eki

=
1

2

nX
k=1

hA (ei) ^B (ek) ; ej ^ eki+ hB (ei) ^A (ek) ; ej ^ eki

=
1

2

nX
k=1

hA (ei) ; eji hB (ek) ; eki � hA (ei) ; eki hB (ek) ; eji

+
1

2

nX
k=1

hB (ei) ; eji hA (ek) ; eki � hB (ei) ; eki hA (ek) ; eji

=
1

2

nX
k=1

AijBkk �AikBkj +BijAkk �BikAkj

=
1

2

nX
k=1

AijBkk +BijAkk �AikBkj �BikAkj

=
1

2
AijTr (B) +

1

2
BijTr (A)�

1

2

nX
k=1

AikBkj �
1

2

nX
k=1

BikAkj :
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E isso implica que

Ric (A ^B) = 1

2
A (Tr (B) Id�B) + 1

2
B (Tr (A) Id�A) :

Em particular,

Ric (A ^A) =
1

2
A (Tr (A) Id�A) + 1

2
A (Tr (A) Id�A) = A (Tr (A) Id�A) (8.6)

= Tr (A)A�A2;

Ric (A ^ Id) =
1

2
A (Tr (Id) Id� Id) + 1

2
Id (Tr (A) Id�A) = 1

2
A (nId� Id) + 1

2
Id (Tr (A) Id�A)

=
n� 1
2

A+
Tr (A)

2
Id� 1

2
A =

n� 2
2

A+
Tr (A)

2
Id;

logo, se Tr(A) = 0, então

8<: Ric (A ^A) = Tr (A)A�A2 = �A2

Ric (A ^ Id) = n�2
2 A+ Tr(A)

2 Id = n�2
2 A

: (8.7)

8.2 Decomposição dos Operadores de Curvatura Algébrica

O espaço dos operadores de curvatura, Curv, pode ser decomposto de uma maneira análoga à feita na

Seção 7.3. Identi�cando
^2

V � ' so (n) (para mais detalhes veja a Seção B), existe uma decomposição

natural,

Sym2 (so (n)) = hIi �
�

�
Ric

�
� hW i �

4̂

Rn;

em subespaços O(n)-invariantes e irredutíveis. Aqui, hIi denota o subespaço gerado pela identidade

I = Id ^ Id,
�

�
Ric

�
denota o subespaço gerado pelo Ricci sem traço e hW i denota o subespaço gerado

pelo tensor Weyl. A demonstração desse fato pode ser encontrada em [9] na Seção 10.3.

Um elemento R 2 Sym2 (so (n)) satisfaz a primeira identidade de Bianchi se e somente se não possui

nenhum componente no último fator. Isto é, temos que

Curv = hIi �
�

�
Ric

�
� hW i :

Dado um operador de curvatura R 2 Curv, sejam RI 2 hIi, R �
Ric

2
�

�
Ric

�
e RW 2 hW i as compo-
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nentes de R, isto é,

R = RI +R �
Ric
+RW :

Para tal R, de�namos também

� =
S(R)

n
e � =

 0
Ric (R)

2
n

Em uma comparação direta com as expressões (7.19) e (7.20), um operador de curvatura pode ser

decomposto como

R =
�

n� 1I +
2

n� 2Ric0 (R) ^ Id+RW (8.8)

=
S(R)

n (n� 1)I +
2

n� 2

�
Ric(R)� S(R)

n
Id

�
^ Id+RW

=

�
S(R)

n (n� 1) � 2
S(R)

n (n� 2)

�
I +

2

n� 2Ric(R) ^ Id+RW

=

�
(n� 2)S(R)� 2 (n� 1)S(R)

n (n� 1) (n� 2)

�
I +

2

n� 2Ric(R) ^ Id+RW

=

�
�S(R)

(n� 1) (n� 2)

�
I +

2

n� 2Ric(R) ^ Id+RW :

Por essa decomposição, vemos que a classe dos tensores sem traço possui a seguinte expressão:

Proposição 8.2 Para todo A 2 Sym2(V ) com Tr(A) = 0, vale a seguinte igualdade:

A ^A = �
Tr
�
A2
�

n(n� 1)I �
2

n� 2
�
A2
�
0
^ Id+ (A ^A)W ;

em que
�
A2
�
0
é a parte sem traço de A2.

Demonstração. Usando as expressões (8.7) e (8.8), vemos que

A ^A =
S(A ^A)
n (n� 1) I +

2

n� 2

�
Ric(A ^A)� S(A ^A)

n
Id

�
^ Id+ (A ^A)W

=
TrRic ((A ^A))

n (n� 1) I +
2

n� 2

�
Ric(A ^A)� TrRic ((A ^A))

n
Id

�
^ Id+ (A ^A)W

=
Tr
�
�A2

�
n (n� 1) I +

2

n� 2

 
�A2 �

Tr
�
�A2

�
n

Id

!
^ Id+ (A ^A)W
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=
Tr
�
�A2

�
n (n� 1) I �

2

n� 2

 
A2 �

Tr
�
A2
�

n
Id

!
^ Id+ (A ^A)W

=
Tr
�
�A2

�
n (n� 1) I �

2

n� 2
�
A2
�
0
^ Id+ (A ^A)W :

8.3 O Operador Q e o Subespaço Weyl

Um importante passo para Böhm e Wilking foi estabelecer a relação entre Q, de�nido em (8.2), e os vários

subespaços de curvatura de�nidos acima.

Proposição 8.3 Para todo R 2 Curv, valem as seguintes igualdades:

Ric
�
R2 +R#

�
ij

=
nX

k;l=1

Ric (R)klRikjl;

S
�
R2 +R#

�
=

nX
k;l=1

Ric (R)klRic (R)kl :

Em particular, se R 2 hW i então Q = R2 +R# 2 hW i.

Demonstração. Segue dos Lemas 8.1 e 8.2 que

Ric
�
R2 +R#

�
ik

=

nX
j=1

�
R2 +R#

�
ijkj

=

nX
j=1

Qijkj =

nX
j=1

Bijkj �Bijjk +Bikjj �Bijjk

=

nX
p;q;j=1

RpiqjRpkqj � 2RpiqjRpjqk +RpiqkRpjqj :

Usando a primeira identidade de Bianchi, e invertendo os índices dos somatórios se necessário for, temos

que

nX
p;j=1

RiqpjRkrpj =
nX

p;j=1

(�Rpiqj �Rqpij)Rkrpj =
nX

p;j=1

(Ripqj +Rijpq)Rkrpj

=

nX
p;j=1

RipqjRkrpj +

nX
p;j=1

RipjqRkrjp

= 2

nX
p;j=1

RipqjRkrpj
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Nesse caso,

nX
p;q;j=1

RpiqjRpjqk =
nX

p;q;j=1

RipqjRkrpj =
1

2

nX
p;q;j=1

RiqpjRkqpj =
1

2

nX
p;q;j=1

RqipjRqkpj :

Assim, invertendo os índices dos somatórios se necessário for, o operador de Ricci aplicado em Q nos dá

que

Ric
�
R2 +R#

�
ik

=

nX
p;q;j=1

RpiqjRpkqj � 2RpiqjRpjqk +RpiqkRpjqj

=
nX

p;q;j=1

RpiqjRpkqj �RqipjRqkpj +RpiqkRpjqj

=
nX

p;q;j=1

RpiqjRpkqj �
nX

p;q;j=1

RpiqjRpkqj +
nX

p;q;j=1

RpiqkRpjqj

=
nX

p;q;j=1

RpiqkRpjqj =
nX

p;q=1

RpiqkRicpq

=

nX
p;q=1

RicpqRipkq:

Além disso, o operador escalar aplicado em Q nos dá que

S
�
R2 +R#

�
= Tr

�
Ric

�
R2 +R#

��
=

nX
i=1

Ric
�
R2 +R#

�
ii
=

nX
p;q=1

RicpqRipiq =

nX
p;q=1

RicpqRicpq:

Agora suponha que R 2 hW i e note que se tomarmos uma base ortonormal de TpM ,

Ric (W )ik =

nX
j=1

Rijkj �
1

n� 2

�
�
Ric� g

�
ijkj

� S

2n (n� 1) (g � g)ijkj

= Ric(R)ik �
1

n� 2

nX
j=1

�
�

Ricikgjj +
�

Ricjjgik �
�

Ricjkgij �
�

Ricijgjk

�

� S

2n (n� 1)

nX
j=1

(gikgjj + gjjgik � gjkgij � gijgjk)

= Ric(R)ik �
1

n� 2

nX
j=1

�
�

Ricik�jj +
�

Ricjj�ik �
�

Ricjk�ij �
�

Ricij�jk

�

� S

2n (n� 1)

nX
j=1

(�ik�jj + �jj�ik � �jk�ij � �ij�jk) :
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Pela de�nição de �ij , vemos que

Ric (W )ik = Ric(R)ik �
1

n� 2

�
n

�
Ricik �

�
Ricik �

�
Ricik

�
� S

n (n� 1)

nX
j=1

(�ik�jj � �jk�ij)

= Ric(R)ik �
�

Ricik �
S

n (n� 1)

nX
j=1

(�ik�jj � �ik)

= Ric(R)ik �
�

Ricik �
S

n (n� 1)

nX
j=1

�ik (�jj � 1)

= Ric(R)ik �
�

Ricik �
S

n
�ik

=
�

Ricik �
�

Ricik

= 0:

Ou seja, se R 2 hW i ,então Ric (R) = 0, logo

Ric (Q)ik = Ric
�
R2 +R#

�
ik
=

nX
p;q=1

RicpqRipkq = 0;

S(Q) = S
�
R2 +R#

�
=

nX
i=1

Ric
�
R2 +R#

�
ii
=

nX
i=1

0 = 0:

Logo, segue da expressão (8.8) que

Q(R) =
�S(Q)

(n� 1) (n� 2)Id ^ Id+
2

n� 2Ric (Q) ^ Id+QW = QW 2 hW i :

De�nimos a forma trilinear de Huisken por

tri : (R;S; T ) 2
 
Sym2

 
2̂

V �

!!3
7! 2 hQ (R;S) ; T i 2 R;

ou seja, como Q (R;S) é simétrico, segue que

tri (R;S; T ) = 2Tr
�
(Q (R;S))T T

�
= 2Tr (Q (R;S)T ) = 2Tr ((R � S +R#S)T ) :

Vamos mostrar a simetria total da aplicação tri:

tri (R;S; T ) = 2 hQ (R;S) ; T i = 2 hQ (S;R) ; T i = tri (S;R; T ) :
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Além disso, notemos que

tri (R;S; T ) = 2Tr ((R � S)T ) + 2Tr ((R#S)T )

= 2Tr
��
(R � S)��

�
(T�)

�
+ 2Tr

��
(R#S)��

�
(T�)

�
= 2Tr

 
NX
k=1

(R � S)�k Tk�

!
+ 2Tr

 
NX
k=1

(R#S)�k Tk�

!

= 2
NX

k;�=1

(R � S)�k Tk� + 2
NX

k;�=1

(R#S)�k Tk�

= 2
NX

k;�=1

((R � S)�k + (R#S)�k)Tk�

= 2
NX

k;�=1

0@1
2

NX
�=1

(R��S�k + S��R�k) +
1

2

NX
;�;�;�=1

c�� c
��
k R�S��

1ATk�

=

NX
k;�;�;;�;�;�=1

�
R��S�kTk� + S��R�kTk� + c

�
� c

��
k R�S��Tk�

�
:

Fazendo a seguinte troca de índices: (k; �)$ (�; �), e usando a simetria de R, vemos que

tri (R;S; T ) =
NX

k;�;�;;�;�;�=1

�
R��T��S�� + T��R��S�� + c

k
� c

��
� R�T��Sk�

�

=

NX
k;�;�;;�;�;�=1

�
R��T��S�� + T��R��S�� +

�
�c�k

��
�c���

�
R�T��Sk�

�

=
NX

k;�;�;;�;�;�=1

�
R��T��S�� + T��R��S�� + c

��
� c

�
k R�T��Sk�

�
= tri (R; T; S) :

E por �m, usando as duas simetrias mostradas acima, segue que

tri (R;S; T ) = tri (S;R; T ) = tri (S; T;R) = tri (T; S;R) :

Esse conceito nos ajuda na demonstração do seguinte resultado:

Proposição 8.4 Se R 2
�

�
Ric

�
e S 2 hW i, então Q (R;S) 2

�
�
Ric

�
:
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Demonstração. Como S;W 2 hW i, e R 2
�

�
Ric

�
, é su�ciente mostrar que

tri (S;R;W ) = 0

tri (S;R; I) = 0

Para provar o primeiro, lembremos que tri é totalmente simétrico, portanto tri (S;R;W ) = tri (W;S;R) :

Como S;W 2 hW i, então S +W 2 hW i, logo, pela Proposição 8.3

(S +W )2 + (S +W )# = Q (S +W ) 2 hW i ;

Mas notemos que

(S +W )2�� + (S +W )
#
�� =

NX
�=1

(S +W )�� (S +W )�� +
1

2

NX
�=1

c�� c
��
� (S +W )� (S +W )��

=

NX
�=1

(S��S�� + S��W�� +W��S�� +W��W��)

+
1

2

NX
;�;�;�=1

c�� c
��
� (S�S�� + S�W�� +W�S�� +W�W��)

= S2�� + S �W�� +W � S�� +W 2
�� + S#S + S#W +W#S +W#W

= S2�� + 2S �W�� +W
2
�� + S

#
�� + 2S#W�� +W

#
�� :

Como hW i é um espaço vetorial e S2;W 2; S#;W# 2 hW i, segue que

2 (S �W + S#W ) 2 hW i :

Portanto, como R 2
�

�
Ric

�
, segue que

0 = hS �W + S#W;Ri = Tr ((S �W + S#W )R) = tri (W;S;R) :

O Lema 8.5 que veremos nos dá que tri (S;R; I) = 0; pois

tri (S;R; I) = tri (R; I; S)
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onde a última igualdade é devido ao abaixo. Como as identidades podem ser reescritas como

0 = hSR+RS + 2R#S;W i = 2 hQ(R;S);W i ;

0 = hSR+RS + 2R#S; Ii = 2 hQ(R;S); Ii :

vemos que Q(R;S) 2
�

�
Ric

�
:

8.4 Uma Família de Transformações Para o Fluxo de Ricci

Na próxima seção, falaremos da "família pinçada"de cones e discutiremos sua existência. Embora mais

técnico a presente seção tem por objetivo construir ferramentas que nos auxiliem na demonstração da

família de cones em questão.

De�nição 8.1 Para todo a; b 2 R de�na a transformação linear O(n)-invariante la;b : Curv ! Curv em

que

la;b (R) = R+ 2 (n� 1) aRI + (n� 2) bR �
Ric
:

Observação 8.2 Notemos que cada la;b preserva a componente Weyl no seguinte sentido:

(la;b (R))W = RW + (2 (n� 1) aRI)W +
�
(n� 2) bR �

Ric

�
W
= RW ;

para todo R 2 Curv. Decompondo R, podemos ver la;b (R) da seguinte maneira:

la;b (R) = (1 + 2 (n� 1) a)RI + (1 + (n� 2) b)R �
Ric
+RW :

Além disso, note que

l0;0 (R) = R+ 2 (n� 1) 0RI + (n� 2) 0R �
Ric

= R:

Também observe que la;b é invertível desde que todas as três componentes de la;b (R) sejam não nulas, isto

é, desde que a 6= � 1
2(n�1) e b 6= �

1
n�2 (vamos sempre assumir que valem estas identidades).

A partir de la;b, de�namos o seguinte campo em Curv:

Xa;b(R) := l�1a;b

�
(la;b (R))

2 + (la;b (R))
#
�
=
�
l�1a;b �Q � la;b

�
(R) :
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E denotemos por Da;b a diferença entre Xa;b e o campo vetorial original para o �uxo de Ricci é de�nida

por

Da;b (R) :=
�
l�1a;b �Q � la;b

�
(R)�Q(R) = Xa;b(R)�Q(R):

Segue dessas nomenclaturas o seguinte resultado:

Lema 8.4 O campo vetorial Q aponta estritamente para la;b(C) (no sentido da De�nição 3.1) se e so-

mente se o campo vetorial Xa;b aponta estritamente para C.

Demonstração. Como la;b é contínua, se existe uma sequência fRngn2N � Curv tal que Rn ! R,

então

la;b(R) = la;b

�
lim
n!1

Rn

�
= lim

n!1
la;b (Rn) :

Segue diretamente disso que @ (la;b(C)) = la;b(@C): Desse modo, os pontos de @ (la;b(C)) são da forma

la;b(R) para algum R 2 @C. Por de�nição, Q aponta estritamente para la;b(C) se la;b(R) 2 @ (la;b(C))

implicar Q (la;b(R)) 2 Int
�
Tla;b(R)la;b(C)

�
: Agora notemos que devido à linearidade de la;b;

Tla;b(R)la;b(C) =
[
h>0

h�1 (la;b(C)� la;b(R)) = la;b

 [
h>0

h�1 (C �R))
!
= la;b (TRC) :

E a mesma igualdade vale para os interiores, isto é,

Int
�
Tla;b(R)la;b(C)

�
= la;b (Int (TRC)) :

Assim,

Q (la;b(R)) 2 Int
�
Tla;b(R)la;b(C)

�
= la;b (Int (TRC))() l�1a;b (Q (la;b(R))) = Da;b (R) 2 Int (TRC) ;

isto é, se e somente se Xa;b aponta estritamente para C.

A ideia agora é a seguinte: Suponha que C seja um cone preservado pelo �uxo de Ricci, isto é,

o campo Q aponta para dentro de C. Queremos que Xa;b = Q+Da;b aponte estritamente para C. Pelo

lema anterior, basta mostrar que Da;b aponta estritamente para C.

A descoberta de Böhm e Wilking é que o operador Da;b (R) são possui componente na direção Weyl (ou

seja, não possui a componente RW ), portanto pode ser simplesmente calculado em termos dos autovalores

de Ric(R). Isso simpli�ca nossa tarefa de entender como Q(R) muda sob a ação de la;b.
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Teorema 8.1 (Fórmula Principal para Da;b) Para todo a; b 2 R,

Da;b (R) =
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

� �
Ric ^

�
Ric+ 2aRic ^Ric+ 2b2

�
�
Ric

�2
^ Id

+

Tr

 �
�
Ric

�2!�
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
n+ 2n(n� 1)a I:

Demonstração. Vamos denotar a componente de um elemento de R 2 Curv que está em
�

0
Ric

�
por

R 0
Ric

ou simplesmente por R0. Primeiramente, estabeleceremos que Da;b (R) independe da componente

Weyl de R. Logo, podemos calcular Da;b (R) de forma explícita a partir das componentes de R que

independem de RW :

A�rmamos que

Da;b (R+ S) = Da;b (R) ;

para todo S 2 hW i e todo R 2 Curv.

De fato, primeiramente notemos que se S 2 hW i, então

la;b (S) = S + 2 (n� 1) aSI + (n� 2) bS �
Ric

= S + 0 + 0 = S;

e assim, Da;b (S) se anula, já que

Da;b (S) =
�
l�1a;b �Q � la;b

�
(S)�Q(S) = l�1a;b (Q (S))�Q(S) = Q (S)�Q (S) = 0; (8.9)

pois Q (S) 2 hW i (Proposição 8.3), la;b (Q(S)) = Q(S): Olhemos D = Da;b como uma forma quadrática

em R e seja

B(R;S) :=
1

4
(D(R+ S)�D(R� S)) :

Desenvolvendo essa expressão, vemos que

B(R;S) =
1

4

�
l�1a;b �Q

�
(la;b (R+ S) ; la;b (R+ S))�

1

4
Q(R+ S;R+ S)

�1
4

�
l�1a;b �Q

�
(la;b (R� S) ; la;b (R� S)) +

1

4
Q(R� S;R� S)

=
1

4

�
l�1a;b �Q

�
(la;b (R) + la;b (S) ; la;b (R) + la;b (S))�

1

4
Q(R+ S;R+ S)

�1
4

�
l�1a;b �Q

�
(la;b (R)� la;b (S) ; la;b (R)� la;b (S)) +

1

4
Q(R� S;R� S)
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Usando a bilinearidade e a simetria de Q, segue que

B(R;S) =
1

4
l�1a;b (Q (la;b (R)) + 2Q (la;b (R) ; la;b (S)) +Q (la;b (S)))�

1

4
Q(R)� 1

4
2Q(R;S)� 1

4
Q(S)

�1
4

�
l�1a;b �Q

�
(la;b (R)) +

1

4
2
�
l�1a;b �Q

�
(la;b (R) ; la;b (S))�

1

4

�
l�1a;b �Q

�
(la;b (S)) +

1

4
Q(R)

�1
4
2Q(R;S) +

1

4
Q(S)

= l�1a;b (Q (la;b (R) ; la;b (S)))�Q(R;S)

= l�1a;b (Q (la;b (R) ; S))�Q(R;S):

É su�ciente mostrar que B(R;S) = 0, para todo S 2 hW i e todo R 2 Curv: Nesse caso,

D(R+ S)�D(R) = (D(R) + 2B(R;S) +D(S))�D(R) = 2B(R;S) +D(S) = 2B(R;S) = 0:

Fixe S =W 2 hW i e provemos que B(S; �) = 0 considerando B(R;S) em que R está em cada componente

de Curv que é O(n)-irredutível.

1. Suponha que R 2 hW i. Então, pela expressão (8.9) D(R + S) = D(R � S) = 0; e portanto

B(R;S) = 0:

2. Suponha que R = I é a identidade,

la;b (I) = I + 2 (n� 1) aII + (n� 2) bI �
Ric

= I + 2 (n� 1) aI = (1 + 2 (n� 1) a) I =: (1 + �) I:

Logo,

B (W; I) = l�1a;b (Q (la;b (I) ;W ))�Q(I;W ) = l�1a;b (Q ((1 + �) I;W ))�Q(I;W )

= l�1a;b ((1 + �)Q (I;W ))�Q(I;W ):

Contudo, segue da identidade de polarização que

Q (I;W ) =
1

4
(Q (W + I;W + I)�Q (W � I;W � I)) = 1

4
(Q (W + I)�Q (W � I))

=
1

4

�
(W + I)2 + (W + I)# � (W � I)2 � (W � I)#

�
:
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Desenvolvendo essa expressão pela sua de�nição, vemos que

Q (I;W ) =
1

4

�
W 2 + 2W � I + I2 +W# + 2W#I + I#

�
�1
4

�
W 2 + 2W � (�I) + (�I)2 +W# + 2W#(�I) + (�I)#

�
=

1

4

�
W 2 + 2W � I + I2 +W# + 2W#I + I#

�
�1
4

�
W 2 � 2W � I + I2 +W# � 2W#I + I#

�
=

1

4
(4W � I + 4W#I)

= W � I +W#I =W +W#I

= 0;

onde a última igualdade é devido ao Lema 8.5

3. Resta considerar o caso em que R 2
�

�
Ric

�
: Segue da de�nição de B (W;R) que é su�ciente mostrar

que Q (W; la;b (R)) = la;bQ (W;R) : Nesse caso,

B(W;R) = l�1a;b (Q (la;b (W ) ; R))�Q(W;R) = l�1a;b (Q (W; la;b (R)))�Q(W;R)

= l�1a;b (la;bQ (W;R))�Q(W;R)

= Q (W;R)�Q(W;R)

= 0:

Para isso, notemos que como R 2
�

�
Ric

�
; então

la;b (R) = R+ 2 (n� 1) aRI + (n� 2) bR �
Ric

= R+ (n� 2) bR �
Ric

= (1 + (n� 2) b)R �
Ric

= (1 + (n� 2) b)R =: (1 + �)R

E portanto,

Q (W; la;b (R)) = Q (W; (1 + �)R) = (1 + �)Q (W;R) = la;b (Q (W;R)) ;

pois Q (W;R) 2
�

�
Ric

�
pela Proposição 8.4

Isso completa a demonstração de que B(W; �) = 0 e assim, D(R) independe de RW .
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Agora podemos mostrar o teorema assumindo que RW = 0, isto é, R = RI+R �
Ric
: Seja � = 2 (n� 1) a,

� = (n� 2) b e R0 = R �
Ric

= 2
n�2

�
Ric ^ Id. Temos que

la;b(R) = R+ 2 (n� 1) aRI + (n� 2) bR �
Ric

= R+ �RI + �R �
Ric

(8.10)

= (1 + �)RI + (1 + �)R �
Ric

=
(1 + �)�

n� 1 I + (1 + �)R0:

Usando isso e o Lema 8.5 vemos que

Da;b(R) =
�
l�1a;b �Q � la;b

�
(R)�Q(R) =

�
l�1a;b �Q

��(1 + �)�
n� 1 I + (1 + �)R0

�
�Q(R)

= l�1a;b

 �
(1 + �)�

n� 1 I + (1 + �)R0

�2
+

�
(1 + �)�

n� 1 I + (1 + �)R0

�#!
�Q(R)

= l�1a;b

 �
(1 + �)�

n� 1 I

�2
+ 2

�
(1 + �)�

n� 1 I � (1 + �)R0
�
+ ((1 + �)R0)

2

!

+l�1a;b

 �
(1 + �)�

n� 1 I

�#
+ 2

�
(1 + �)�

n� 1 I#(1 + �)R0

�
+ ((1 + �)R0)

#

!
�Q(R)

= l�1a;b

 �
(1 + �)�

n� 1

�2
I2 + 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1 I �R0

!

+l�1a;b

 
(1 + �)2R20 +

�
(1 + �)�

n� 1

�2
I#I + 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1 I#R0 + (1 + �)
2 (R0)

#

!
�Q(R):

Usando a linearidade de l�1a;b e colocando os termos certos em evidência, vemos que

Da;b(R) = l�1a;b

 �
(1 + �)�

n� 1

�2 �
I2 + I#I

�
+ 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1 (I �R0 + I#R0) + (1 + �)2
�
R20 + (R0)

#
�!

�Q(R)

= l�1a;b

 �
(1 + �)�

n� 1

�2�
(n� 1)II +

n� 2
2

I �
Ric

�
+ 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1 (R0 + I#R0) + (1 + �)
2Q (R0)

!
�Q(R)

= l�1a;b

 �
(1 + �)�

�2
n� 1 I + 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1

�
�
Ric ^ Id

�
+ (1 + �)2Q (R0)

!
�Q(R):
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Pela Proposição 8.2 com A =
�
Ric, segue que

�
Ric ^

�
Ric =

Tr

 �
�
Ric

�2!
n(n� 1) Id ^ Id� 2

n� 2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+

�
�
Ric ^

�
Ric

�
W

(8.11)

= � �

n� 1Id ^ Id�
2

n� 2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+

�
�
Ric ^

�
Ric

�
W

:

E pela A�rmação 8.1.1,

Q(R0) =
1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric� 2

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+ �

n� 2I

=
1

n� 2

0B@� �

n� 1Id ^ Id�
2

n� 2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+

�
�
Ric ^

�
Ric

�
W

1CA
� 2

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+ �

n� 2I

= � �

(n� 1) (n� 2)Id ^ Id+
1

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�
W

� 4

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+ � (n� 1)

(n� 2) (n� 1)I

=
�

n� 1I �
4

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+ 1

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�
W

:

Dessa forma, sabemos que l�1a;b atua em cada termo Também pelo Lema 8.6 temos que

Q(R) = R2 +R# =
1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric+

2�

n� 1
�
Ric ^ Id� 2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id+

 
�
2

n� 1 +
�

n� 2

!
I:

Notemos que

l�1a;b (R) =
1

1 + �

�

n� 1I + (1 + �)R0 =
1

1 + �
RI +

1

1 + �
R0

de fato, usando a expressão (8.10) vemos que

l�1a;b � la;b (R) = l�1a;b
�
(1 + �)�RI + (1 + �)R0

�
=

1

1 + �

�
(1 + �)�RI + (1 + �)R0

�
I
+

1

1 + �

�
(1 + �)�RI + (1 + �)R0

�
0
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=
1

1 + �
(1 + �)�RI +

1

1 + �
(1 + �)R0

= RI +R0

= R;

mais ainda, notemos que

la;b � l�1a;b (R) = la;b

�
1

1 + �
RI +

1

1 + �
R0

�
= (1 + �)

�
1

1 + �
RI +

1

1 + �
R0

�
I

+ (1 + �)

�
1

1 + �
RI +

1

1 + �
R0

�
0
Ric

= (1 + �)
1

1 + �
RI + (1 + �)

1

1 + �
R0

= RI +R0

= R:

Usando as expressões de Q(R), Q(R0), e de l�1a;b , segue que

Da;b(R) = l�1a;b

 �
(1 + �)�

�2
n� 1 I + 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1

�
�
Ric ^ Id

�
+ (1 + �)2Q (R0)

!
�Q(R)

=

�
(1 + �)�

�2
n� 1 l�1a;b (I) + 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1 l�1a;b

�
�
Ric ^ Id

�
+ (1 + �)2 l�1a;b (Q (R0))�Q(R):

Pela de�nição de l�1a;b , vemos que

Da;b(R) =

�
(1 + �)�

�2
n� 1

�
1

1 + �
II +

1

1 + �
I0

�
+ 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1

�
1

1 + �

�
�
Ric ^ Id

�
I

+
1

1 + �

�
�
Ric ^ Id

�
0

�

+(1 + �)2 l�1a;b

0B@ �

n� 1I �
4

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id+ 1

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�
W

1CA�Q(R)
=

�
(1 + �)�

�2
n� 1

1

1 + �
I + 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1
1

1 + �

�
�
Ric ^ Id

�

+(1 + �)2

0B@ 1

1 + �

0B@ �

n� 1II �
4

(n� 2)2

0B@
� �
�
Ric

�2!
^ Id

1CA
I

+
1

n� 2

��
�
Ric ^

�
Ric

�
W

�
I

1CA
1CA

+(1 + �)2

0B@ 1

1 + �

0B@ �

n� 1I0 �
4

(n� 2)2

0B@
� �
�
Ric

�2!
^ Id

1CA
0

+
1

n� 2

��
�
Ric ^

�
Ric

�
W

�
0

1CA
1CA

�Q(R):
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Simpli�cando os termos, segue que

Da;b(R) =

�
(1 + �)�

�2
n� 1

1

1 + �
I + 2

(1 + �) (1 + �)�

n� 1
1

1 + �

�
�
Ric ^ Id

�

+

0B@(1 + �)2
1 + �

�
�

n� 1II
�
+ (1 + �)

0B@� 4

(n� 2)2

0B@
� �
�
Ric

�2!
^ Id

1CA
0

1CA
1CA

� 1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric� 2�

n� 1
�
Ric ^ Id+ 2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id�

 
�
2

n� 1 +
�

n� 2

!
I

=
(1 + �)�

2

n� 1 I + 2
(1 + �)�

n� 1

�
�
Ric ^ Id

�
+
(1 + �)2

1 + �

�

n� 1I �
4 (1 + �)

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id

� 1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric� 2�

n� 1
�
Ric ^ Id+ 2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id�

 
�
2

n� 1 +
�

n� 2

!
I:

Usando as igualdades (8.11)

Ric ^Ric�
�
Ric ^

�
Ric = �

2
I + 2�

�
Ric ^ Id;

segue que

Da;b(R) =
(1 + �)�

2

n� 1 I + 2
(1 + �)�

n� 1

�
�
Ric ^ Id

�
+
(1 + �)2

1 + �

�

n� 1I �
4 (1 + �)

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id

� 1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric� 2�

n� 1
�
Ric ^ Id+ 2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id�

 
�
2

n� 1 +
�

n� 2

!
I

+
(1 + �)2

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�
W

:

Colocando os termos corretos em evidência, vemos que

Da;b(R) =
(1 + �)

n� 1

�
�
2
I + 2�

�
�
Ric ^ Id

��
+
(1 + �)2

1 + �

�

n� 1I �
4 (1 + �)

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id� 1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric

� 1

n� 1

�
�
2
I + 2�

�
Ric ^ Id

�
+

2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id�

�
�

n� 2

�
I

+
(1 + �)2

n� 2

0B@ �
Ric ^

�
Ric�

0B@� �

n� 1Id ^ Id�
2

n� 2

� �
�
Ric

�2!
^ Id

1CA
1CA
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=
(1 + �)

n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+
(1 + �)2

1 + �

�

n� 1I �
4 (1 + �)

(n� 2)2

� �
�
Ric

�2!
^ Id

� 1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric� 1

n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id� �

n� 2I

+
(1 + �)2

n� 2
�
Ric ^

�
Ric+

(1 + �)2

n� 2
�

n� 1I +
2

n� 2

�
(1 + �)2

n� 2

 �
�
Ric

�2!
^ Id:

Simpli�cando os termos, segue que

Da;b(R) =
�

n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

 
(1 + �)2

1 + �

�

n� 1 +
(1 + �)2

n� 2
�

n� 1 �
�

n� 2

!
I

+

 
�4 (1 + �)
(n� 2)2

+
2

n� 2
(1 + �)2

n� 2 +
2

(n� 2)2

! � �
�
Ric

�2!
^ Id+

 
(1 + �)2

n� 2 � 1

n� 2

!
�
Ric ^

�
Ric

=
�

n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

 
(1 + �)2

1 + �
+
(1 + �)2

n� 2 � n� 1
n� 2

!
�

n� 1I

+

 
2 (1 + �)2 � 4 (1 + �) + 2

(n� 2)2

! � �
�
Ric

�2!
^ Id+ �2 + 2�

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�

=
�

n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

 
(1 + �)2

1 + �
+
�2 + 2� + 1

n� 2 � n� 1
n� 2

!
�

n� 1I

+
2�2

(n� 2)2

0B@
� �
�
Ric

�2!
^ Id

1CA+ �2 + 2�

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�
:

ou seja, conluímos que

Da;b(R) =
�

n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

 
(1 + �)2

1 + �
+
�2 + 2�

n� 2 � 1
!

�

n� 1I

+
2�2

(n� 2)2

0B@
� �
�
Ric

�2!
^ Id

1CA+ �2 + 2�

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�
;

Por �m, usemos os seguintes fatos: 8<: � = 2 (n� 1) a

� = (n� 2)
:
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8>>>>>>><>>>>>>>:

� �
�
Ric

�2!
=

�
�
Ric

�2
� �Id

Tr

 �
�
Ric

�2!
= Tr

0B@
� �
�
Ric

�2!1CA+ �Tr (Id) = �Tr (Id) = �n

;

Com isso, vemos que Da;b(R) é dado pela seguinte expressão:

Da;b(R) =
�

n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

 
(1 + �)2

1 + �
+
�2 + 2�

n� 2 � 1
!

�

n� 1I +
2�2

(n� 2)2

0B@
� �
�
Ric

�2!
^ Id

1CA
+
�2 + 2�

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�
=

2 (n� 1) a
n� 1

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

 
(1 + (n� 2) b)2

1 + 2 (n� 1) a +
((n� 2) b)2 + 2 (n� 2) b

n� 2 � 1
!

�

n� 1I

+
2 ((n� 2) b)2

(n� 2)2

  �
�
Ric

�2
� �Id

!
^ Id

!
+
((n� 2) b)2 + 2 (n� 2) b

n� 2

�
�
Ric ^

�
Ric

�

= 2a

�
Ric ^Ric�

�
Ric ^

�
Ric

�
+

 
(1 + (n� 2) b)2

1 + 2 (n� 1) a + (n� 2) b
2 + 2b� 1

!
�

n� 1I

+2b2

  �
�
Ric

�2
� �Id

!
^ Id

!
+
�
(n� 2) b2 + 2b

�� �
Ric ^

�
Ric

�
:

Colocando os termos corretos em evidência, vemos que

Da;b(R) = 2aRic ^Ric+
 
(1 + (n� 2) b)2

1 + 2 (n� 1) a
�

n� 1 +
�
(n� 2) b2 + 2b� 1

� �

n� 1 � 2b
2�

!
I

+
�
2b2
�� �

Ric

�2
^ Id+

�
(n� 2) b2 + 2b� 2a

�� �
Ric ^

�
Ric

�
= 2aRic ^Ric+

 
(1 + (n� 2) b)2 �

(1 + 2 (n� 1) a) (n� 1) +
�
(n� 2) b2 + 2b� 1� 2b2 (n� 1)

�
�

n� 1

!
I

+
�
2b2
�� �

Ric

�2
^ Id+

�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�� �
Ric ^

�
Ric

�
= 2aRic ^Ric+

�
�
2a� 2b� b2n� 4ab+ 4b2 + 2ab2n

2a� 2an� 1

�
I +

�
2b2
�� �

Ric

�2
^ Id

+
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�� �
Ric ^

�
Ric

�
:
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Por �m, pela de�nição de � concluímos que

Da;b(R) = 2aRic ^Ric+
 
Tr

 �
�
Ric

�2! 2a� 2b� b2n� 4ab+ 4b2 + 2ab2n
2an� 2an2 � n

!
I

+
�
2b2
�� �

Ric

�2
^ Id+

�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�� �
Ric ^

�
Ric

�
:

Corolário 8.1 (Autovalores de Da;b e de Ric (Da;b) :) Suponha que feigni=1 seja uma base ortonormal

de auvetores de
�
Ric em que f�igni=1 são os seus respectivos autovalores. Então ei^ej, i < j, é um autovetor

de Da;b com autovalor correspondente dado pela seguinte expressão:

dij =
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�
�i�j+2a

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�
�
nb2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
1 + 2 (n� 1) a :

Mais ainda, ei é autovetor de Ric (Da;b) com autovalor

ri = �2b�2i + 2a� (n� 2)�i + 2a�
2
(n� 1) +

�
�
n2b2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
1 + 2 (n� 1) a :

Observação 8.3 �i + � é autovalor de Ric.

Demonstração. Escolha uma base ortonormal feigni=1 de autovetores de
�
Ric com autovalores corre-

spondentes f�igni=1. Segue da expressão (8.3) que�
�
Ric ^

�
Ric

�
(ei ^ ej) =

1

2

�
�
Ric (ei) ^

�
Ric (ej) +

�
Ric (ei) ^

�
Ric (ej)

�
=

�
Ric (ei) ^

�
Ric (ej)

= �iei ^ �jej = �i�j (ei ^ ej)

 �
�
Ric

�2
^ Id

!
(ei ^ ej) =

1

2

 �
�
Ric

�2
(ei) ^ Id (ej) + Id (ei) ^

�
�
Ric

�2
(ej)

!

=
1

2

�
�2i ei ^ ej + ei ^ �2jej

�
=

�
�2i + �

2
j

�
2

(ei ^ ej)

(Ric ^Ric) (ei ^ ej) =
1

2
(Ric (ei) ^Ric (ej) +Ric (ei) ^Ric (ej)) =

�
�i + �

�
ei ^

�
�j + �

�
ej

=
�
�i + �

� �
�j + �

�
(ei ^ ej)
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Segue destas igualdades e do teorema anterior, que

Da;b (R) (ei ^ ej) =
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�� �
Ric ^

�
Ric

�
(ei ^ ej) + 2aRic ^Ric (ei ^ ej)

+2b2

 �
�
Ric

�2
^ Id

!
(ei ^ ej) +

Tr

 � �
Ric

�2!
(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

n+2n(n�1)a I (ei ^ ej)

=
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�
�i�j (ei ^ ej) + 2a

�
�i + �

� �
�j + �

�
(ei ^ ej) + 2b2

(�2i+�2j)
2 (ei ^ ej)

+
Tr

 � �
Ric

�2!
(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

n+2n(n�1)a (ei ^ ej)

=

��
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�
�i�j + 2a

�
�i + �

� �
�j + �

�
+ 2b2

(�2i+�2j)
2

�
ei ^ ej

+
�n(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

n+2n(n�1)a ei ^ ej
=
��
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�
�i�j + 2a

�
�i + �

� �
�j + �

�
+ b2

�
�2i + �

2
j

��
ei ^ ej

+
�(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

1+2(n�1)a ei ^ ej :

Para a segunda expressão, usemos as igualdades (8.6), (8.7) e (8.4). Com isso, encontramos que

Ric (Ric ^Ric) = (Tr (Ric))Ric�Ric2 =
�
Tr

�
�
Ric+ �Id

���
�
Ric+ �Id

�
�
�

�
Ric+ �Id

�2
= �n

�
�
Ric+ �Id

�
�
�

�
Ric

�2
�

�
Ric � �Id� �Id �

�
Ric�

�
�Id

�2
= �n

�
Ric+ n�

2
Id�

�
�
Ric

�2
� �

�
Ric� �

�
Ric� �2Id

= (n� 2)�
�
Ric+ (n� 1)�2Id�

�
�
Ric

�2
;

Ric (Id ^ Id) = (Tr (Id)) Id� Id2 = nId� Id = (n� 1) Id;

Ric

�
�
Ric ^

�
Ric

�
=

�
Tr

�
�
Ric

��
�
Ric�

�
�
Ric

�2
= �

�
�
Ric

�
;

Ric

 �
�
Ric

�2
^ Id

!
=

n� 2
2

�
�
Ric

�2
+

Tr

 �
�
Ric

�2!
2

Id =
n� 2
2

�
�
Ric

�2
+
n�

2
Id:

E portanto, temos que

Rc (Da;b (R)) = Rc

 �
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

� �
Ric ^

�
Ric+ 2aRic ^Ric+ 2b2

�
�
Ric

�2
^ Id

!

+Rc

0B@Tr

 � �
Ric

�2!
(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

n+2n(n�1)a I

1CA
=
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�
Rc

�
�
Ric ^

�
Ric

�
+ 2aRc (Ric ^Ric) + 2b2Rc

 �
�
Ric

�2
^ Id

!
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+
Tr

 � �
Ric

�2!
(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

n+2n(n�1)a Rc (I)

= �
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�� �
Ric

�2
+2a (n� 2)�

�
Ric+2a (n� 1)�2Id�2a

�
�
Ric

�2
+b2 (n� 2)

�
�
Ric

�2
+

b2n�Id

+
�(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

1+2(n�1)a (n� 1) Id

Simpli�cando essa expressão, vemos que

Rc (Da;b (R)) = �2b
�

�
Ric

�2
+ 2a (n� 2)�

�
Ric+ 2a (n� 1)�2Id

+b2n�Id+
�
�
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
1 + 2(n� 1)a (n� 1) Id

= �2b
�

�
Ric

�2
+ 2a (n� 2)�

�
Ric+ 2a (n� 1)�2Id

+
�
��
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
(n� 1) + (1 + 2(n� 1)a) b2n

�
1 + 2(n� 1)a Id:

Por �m, conclui-se o seguinte:

Rc (Da;b (R)) (ei) = �2b
�

�
Ric

�2
(ei) + 2a (n� 2)�

�
Ric (ei) + 2a (n� 1)�

2
Id (ei)

+
�
��
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
(n� 1) + (1 + 2(n� 1)a) b2n

�
1 + 2(n� 1)a Id (ei)

= �2b�2i ei + 2a (n� 2)��iei + 2a (n� 1)�
2
ei

+
�
��
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
(n� 1) + (1 + 2(n� 1)a) b2n

�
1 + 2(n� 1)a ei

=

�
�2b�2i + 2a (n� 2)��i + 2a (n� 1)�

2
+

�((nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))(n�1)+(1+2(n�1)a)b2n)
1+2(n�1)a

�
ei

=

�
�2b�2i + 2a� (n� 2)�i + 2a�

2
(n� 1) + �(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

1+2(n�1)a

�
ei:

Lemas Algébricos de Böhm e Wilking

Pelos cálculos que serão realizados na próxima seção, se faz necessária a análise dos seguintes lemas:

Lema 8.5 Para todo R 2 Curv, vale a seguinte igualdade:

R+R#I = (n� 1)RI +
n� 2
2

R �
Ric

= Ric ^ Id:

Observação 8.4 O lema implica que Q(R; I) = R + R#I, não possui nenhuma componente em hW i,
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isto é, (R+R#I)W = 0:

Demonstração. Pelo Lema 8.3 e pela primeira identidade de Bianchi, vemos que

(R#I)ijkl =
nX

p;q=1

RipkqIjplq �RiplqIjpkq =
nX

p;q=1

Ripkq (�jl�pq � �pl�jq)�Riplq (�jk�pq � �pk�jq)

=

0@ nX
p;q=1

Ripkq�jl�pq �
nX

p;q=1

Ripkq�pl�jq

1A�
0@ nX
p;q=1

Riplq�jk�pq �
nX

p;q=1

Riplq�pk�jq

1A
= �jlRicik �Rilkj � �jkRicil +Riklj

= �jlRicik �Rilkj � �jkRicil +Riklj

= �jlRicik � �jkRicil �Rklij

= �jlRicik � �jkRicil �Rijkl

em que Iijkl = hId (ei ^ ej) ; ek ^ eli = �ik�jl � �il�jk: Usando isso, segue das expressões (8.3) e (8.4) que

(Ric ^ Id)ijkl =
1

2
(RicijIdkl �RicjlIdik �RicilIdjk �RicjkIdil)

=
1

2
(Ricij�kl �Ricjl�ik �Ricil�jk �Ricjk�il)

=
1

2
(Ricij�kl �Ricjl�ik �Ricil�jk �Ricjk�il +Rjikl �Rijkl)

=
1

2
(Ricij�kl �Ricjl�ik �Ricil�jk �Ricjk�il +Rjikl �Rjikl +Rijkl �Rijkl)

=
1

2

�
(R+ (R#I))ijkl � (R+ (R#I))jikl

�
= (R+ (R#I))ijkl ;

onde na última igualdade usamos o seguinte fato:

(R#I)ijkl =
NX

�;�=1

(R#I)�� '
�
ij'

�
kl = �

NX
�;�=1

(R#I)�� '
�
ji'

�
kl = � (R#I)jikl :

Dizemos que um operador de curvatura é do tipo Ricci se R = RI+R �
Ric
, isto é, se RW = 0: A partir

dessa nomenclatura, temos o seguinte resultado:

Lema 8.6 Se R 2 Curv é um operador de curvatura do tipo Ricci, então

R2 +R# =
1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric+

2�

n� 1
�
Ric ^ Id� 2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id+

 
�
2

n� 1 �
�

n� 2

!
I:
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Demonstração. Lembremos que RI = �
n�1I e R0 := R �

Ric
= 2

n�2
�
Ric ^ Id: Logo,

R2 +R# = (RI +R0)
2 + (RI +R0)

# = R2I + 2RI �R0 +R20 +R
#
I + 2RI#R0 +R

#
0

= R20 +R
#
0 +

�

n� 1I �
�

n� 1I + 2
�

n� 1I �R0 +
�

n� 1I#
�

n� 1I + 2
�

n� 1I#R0

= R20 +R
#
0 +

�
�

n� 1

�2
I + 2

�

n� 1R0 +
�

�

n� 1

�2
I#I + 2

�

n� 1I#R0

= R20 +R
#
0 +

�
�

n� 1

�2
(I + I#I) + 2

�

n� 1 (R0 + I#R0) :

Como os dois últimos termos são conhecidos pelo Lema 8.5, é su�ciente mostrar a seguinte a�rmação:

A�rmação 8.1.1 Se R 2 Curv é um operador de curvatura do tipo Ricci, então

R20 +R
#
0 =

1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric� 2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id+ �

n� 2I: (8.12)

Para provar esta a�rmação, escolha uma base oortonormal feigni=1 de autovetores de
�
Ric (sempre

podemos fazer isso devido a simetria de
�
Ric e pelo Teorema Espectral de Álgebra Linear) com autovalores

correspondentes �i, i = 1; :::; n. O operador de curvatura R0 é diagonal com respeito a base fei ^ ejgi<j�
de fato, pertence à

�
�
Ric

��
, com autovalores dados pela equação

R0 (ei ^ ej) =
2

n� 2

�
�
Ric ^ Id

�
(ei ^ ej) =

2

n� 2
1

2

� �
Ric (ei) ^ Id (ej)�

�
Ric (ej)^Id (ei)

�
=

1

n� 2

� �
Ric (ei)^ej �

�
Ric (ej)^ei

�
=

1

n� 2 (�iei ^ ej � �jej ^ ei)

=
�i + �j
n� 2 ei ^ ej :

Segue disso que

R20 (ei ^ ej) =
�i + �j
n� 2 ei ^ ej �

�i + �j
n� 2 ei ^ ej =

�
�i + �j
n� 2

�2
ei ^ ej :

Além disso,

(R0)ijkl = hR0 (ei ^ ej) ; ek ^ eli =
�
�i + �j
n� 2 ei ^ ej ; ek ^ el

�
=
�i + �j
n� 2 hei ^ ej ; ek ^ eli

=
�i + �j
n� 2 (�ik�jl � �jk�il) :
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E pelo Lema 8.3, temos as seguintes igualdades:

(R#S)ijkl =
nX

p;q=1

RipkqSjplq �RiplqSjpkq:

R#0 (ei ^ ej) =
1

2

nX
k<l=1

D
R#0 (ei ^ ej) ; ek ^ el

E
ek ^ el =

1

2

nX
k<l=1

�
R#0

�
ijkl

ek ^ el

=
1

2

nX
k<l;p<q=1

�
(R0)ipkq (R0)jplq � (R0)iplq (R0)jpkq

�
ek ^ el

=
1

2

nX
k<l;p<q=1

�i + �p
n� 2 (�ik�pq � �iq�pk)

�j + �p
n� 2 (�jl�pq � �jq�pl) ek ^ el

�1
2

nX
k<l;p<q=1

�i + �p
n� 2 (�il�pq � �iq�pl)

�j + �p
n� 2 (�jk�pq � �jq�pk) ek ^ el

=
1

2

nX
k<l;p<q=1

�
�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �ik�pqek ^ el �

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �iq�pkek ^ el

�
(�jl�pq � �jq�pl)

�1
2

nX
k<l;p<q=1

�
�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �il�pqek ^ el �

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �iq�plek ^ el

�
(�jk�pq � �jq�pk) :

Distribuindo os termos, vemos que

R#0 (ei ^ ej) =
1

2

nX
k<l;p<q=1

�
�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �ik�pq�jl�pqek ^ el �

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �iq�pk�jl�pqek ^ el

�

�1
2

nX
k<l;p<q=1

�
�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �ik�pq�jq�plek ^ el �

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �iq�pk�jq�plek ^ el

�

�1
2

nX
k<l;p<q=1

�
�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �il�pq�jk�pqek ^ el �

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �iq�pl�jk�pqek ^ el

�

+
1

2

nX
k<l;p<q=1

�
�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �il�pq�jq�pkek ^ el �

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 �iq�pl�jq�pkek ^ el

�

=
1

2

nX
p=1

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 ei ^ ej �

1

2

�i + �i
n� 2

�j + �i
n� 2 ei ^ ej �

1

2

�i + �j
n� 2

�j + �j
n� 2 ei ^ ej

�1
2

nX
p=1

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 ej ^ ei +

1

2

�i + �i
n� 2

�j + �i
n� 2 ej ^ ei +

1

2

�i + �j
n� 2

�j + �j
n� 2 ej ^ ei

=

nX
p=1

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 ei ^ ej �

�i + �i
n� 2

�j + �i
n� 2 ei ^ ej �

�i + �j
n� 2

�j + �j
n� 2 ei ^ ej :
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Ao somar os termos, concluímos que

R#0 (ei ^ ej) =
nX
p=1
p 6=i;j

�i + �p
n� 2

�j + �p
n� 2 ei ^ ej ::

E no lado direito da Equação 8.12, temos que

� ��
Ric2

�
0
^ Id

�
(ei ^ ej) =

1

2

� ��
Ric2

�
0
(ei) ^ Id (ej)�

��
Ric2

�
0
(ej) ^ Id (ei)

�
=

1

2

� ��
Ric2

�
0
(ei) ^ ej + ei ^

��
Ric2

�
0
(ej)

�
=

1

2

� ��
Ric2

�
0
(ei) ^ ej + ei ^

��
Ric2

�
0
(ej)

�
:

Mas pela de�nição de
��

Ric2
�
0
,

��
Ric2

�
0
(ei) =

� ��
Ric2

�
(ei)� �

�
ei =

�
�2i � �

�
ei

e portanto, temos o seguinte:

1

2

� ��
Ric2

�
0
(ei) ^ ej + ei ^

��
Ric2

�
0
(ej)

�
=

1

2

��
�2i � �

�
ei ^ ej + ei ^

�
�2j � �

�
ej
�

=
�2i + �

2
j � 2�
2

ei ^ ej :

Segue disso que se denotarmos por Aij a expressão�
1

n� 2
�
Ric ^

�
Ric� 2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id+ �

n� 2I
�
(ei ^ ej) ;

concluímos que

Aij =
1

n� 2
�
Ric (ei) ^

�
Ric (ej)�

2

(n� 2)2
��

Ric2
�
0
^ Id (ei ^ ej) +

�

n� 2I (ei ^ ej)

=
1

n� 2�iei ^ �jej �
2

(n� 2)2
�2i + �

2
j � 2�
2

ei ^ ej +
�

n� 2ei ^ ej

=

 
�i�j
n� 2 �

2

(n� 2)2
�2i + �

2
j � 2�
2

+
�

n� 2

!
ei ^ ej
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=

 
�i�j
n� 2 �

�2i + �
2
j � 2�+

(n� 2)2
+
(n� 2)�
(n� 2)2

!
ei ^ ej

=

 
�i�j
n� 2 +

n� � �2i � �2j
(n� 2)2

!
ei ^ ej :

Como �k é o k-ésimo autovalor de
�
Ric, a soma dos autovalores (que é o traço de

�
Ric) é zero. Assim,

nX
k=1
k 6=i;j

�k = ��i � �j :

E como
�
�2k � �

�
é o k-ésimo autovalor

��
Ric2

�
0
(que também tem traço nulo), segue que

0 =

nX
k=1

�
�2k � �

�
=

 
nX
k=1

�2k

!
� n�

)
nX
k=1
k 6=i;j

�2k = n� � �2i � �2j :

Assim, temos que

�
�i + �j
n� 2

�2
+

nX
k=1
k 6=i;j

�
�i + �k
n� 2

��
�j + �k
n� 2

�
=

�2i + 2�i�j + �
2
j

(n� 2)2
+

nX
k=1
k 6=i;j

�i�j + �i�k

(n� 2)2
+

nX
k=1
k 6=i;j

�k�j + �k�k

(n� 2)2

=
�2i + 2�i�j + �

2
j

(n� 2)2
+
(n� 2)�i�j + �i (��i � �j)

(n� 2)2

+
(��i � �j)�j + n� � �2i � �2j

(n� 2)2

=
(n� 2)�i�j + n� � �2i � �2j

(n� 2)2
:

8.5 Construção dos Cones

Dada uma variedade riemanniana M e um ponto p 2 M arbitrário, lembremos que se R 2 Curv e

O 2 O(n), a aplicação RO 2 Curv é de�nida por

RO (u; v; w; z) := R (Ou;Ov;Ow;Oz) ;
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para todo u; v; w; z 2 TpM .

De�nição 8.2 (Família Pinçada de Cones Convexos) Dizemos que uma família contínua C(s) �

Curv de cones convexos fechados top-dimensionais (isto é, de mesma dimensão que Curv), parametriza-

dos por s 2 [0;1), é uma família pinçada (com respeito ao campo Q(R) = R2 +R#) se

1. C(s) é um cone O(n)-invariante para todo s � 0, isto é, R 2 C(s) implica RO 2 C(s), para todo

O 2 O(n);

2. Cada R 2 C(s)� f0g possui curvatura escalar positiva;

3. Q(R) aponta estritamente para C(s), para todo R 2 @ (C(s)) � f0g, para todo s > 0, isto é, Q(R)

está no interior de do cone tangente TRC(s);

4. C(s) converge (em conjuntos compactos, na topologia Hausdor¤ ) ao cone unidimensional R+I

quando s!1:

Vamos assumir que temos um cone convexo fechado preservado inicial, C(0), no espaço vetorial Curv,

que é O(n)-invariante, contido no cone das curvaturas seccionais positivas, e que contém o cone dos

operadores de curvatura positivos. Vamos mostrar que vale o seguinte resultado:

Teorema 8.2 Existe uma família pinçada C(s), 0 � s <1, de cones convexos fechados partindo de um

cone C(0).

A construção usa as identidades já demonstradas para produzir uma família de cones pinçados, dada

pela aplicação dos operadores la;b (para a e b cuidadosamente escolhidos) à interseção de C(0) com um

cone de operadores com tensor de Ricci pinçado (de�nido por uma "razão pinçada"p). A de�nição dessa

família está em dois estágios: O primeiro aumenta b até um valor crítico e o segundo aumenta a até o

in�nito, ou seja, temos os seguintes lemas:

Lema 8.7 Considere uma variedade riemanniana M . Para s 2 [0; 1=2], sejam

a =
(n� 2) s2 + 2s
2 + 2 (n� 2) s2 , b = s e p =

(n� 2) s2
1 + (n� 2) s2 :

O campo Q aponta estritamente para dentro do cone (no sentido da De�nição 3.1)

C(s) = la;b

��
R 2 Curv : R 2 C(0), Ric � p

Tr (Ric)

n

��
; s 2 [0; 1=2] :
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Demonstração. Segue do Lema 8.4 que bastar mostrar que o campo Xa;b aponta estritamente para

o cone C (0) \ Cp para todo elemento R não nulo do bordo, em que

Cp =

�
R 2 Curv : Ric � p

Tr (Ric)

n

�
:

Isto é, devemos veri�car que Xa;b (R) está no interior do cone tangente TR (C (0) \ Cp) : Pelo Teorema

F.3, é su�ciente mostrar que Xa;b (R) 2 TR (C (0)), para todo R 2 @C (0) \ Cp e que Xa;b (R) 2 TR (Cp) ;

para todo R 2 C (0) \ @Cp: Vamos considerar esses dois casos:

1. Bordo de C(0): Suponhamos que R 2 @C (0) \ Cp: Por suposição, C(0) contém o cone C+ dos

operadores de curvatura positivos, e assim, R+ C+ � C (0), e assim,

C+ � C (0)�R �
[
h>0

C (0)�R
h

= TR (C (0)) :

Já que sabemos, por suposição, que Q aponta para C (0) ; e como Xa;b = Da;b + Q, é su�ciente

mostrar que Da;b aponta estritamente para C(0) e portanto é su�ciente mostrar que Da;b está em

C+: Podemos fazer isso veri�cando a positividade dos autovalores de Da;b (dados pelo Corolário

8.1). De fato,

(Da;b) (R;R) = hDa;b (R) ; Ri =
*
Da;b

 
nX

k<l=1

�klek ^ el

!
; R

+
=

nX
k<l=1

�kl hDa;b (ek ^ el) ; Ri

=
nX

k<l=1

�kl hdklek ^ el; Ri =
nX

k<l=1

�kl

*
dklek ^ el;

nX
i<j=1

�ijei ^ ej

+

=

nX
k<l;i<j=1

dkl�kl�ij hek ^ el; ei ^ eji =
nX

k<l;i<j=1

dkl�kl�ij (�ki�lj � �kj�li)

=

nX
i<j=1

dij�ij�ij �
nX

i<j=1

dji�ji�ij =

nX
i<j=1

dij�
2
ij � dij�ji�ij

=
nX

i<j=1

dij�
2
ij + dij�ij�ij

= 2

nX
i<j=1

dij�
2
ij :

Como R 2 Cp, temos as seguintes estimativas para os autovalores de Ric0 :

�iei = Ric0 (ei) = Ric (ei)�
S(R)

n
Id (ei) = Ric (ei)�

S(R)

n
ei;
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logo, �i tem a seguinte expressão:

�i = �i hei; eii =
�
Ric (ei)�

S(R)

n
ei; ei

�
= hRic (ei) ; eii �

S(R)

n
hei; eii

= hRic (ei) ; eii �
S(R)

n

� p
Tr (Ric)

n
� S(R)

n

= � (1� p) S(R)
n

= � (1� p)�:

Observe, com a nossa parametrização, que

(1� 2b) (n� 2) b2
1 + (n� 2) b2 � 2(a� b) =

(1� 2s) (n� 2) s2
1 + (n� 2) s2 � 2

�
(n� 2) s2 + 2s
2 + 2 (n� 2) s2 � s

�
= 0

e que

(n� 2)b2 + 2b� 2a

1� p = (n� 2)s
2 + 2s�

2 (n�2)s
2+2s

2+2(n�2)s2

1� (n�2)s2
1+(n�2)s2

= 0:

Nesse caso, o Corolário 8.1 implica que

dij =
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�
�i�j+2a

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))

1+2(n�1)a

=
�
2a
1�p � 2b� 2 (a� b)

�
�i�j+2a

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�

�
nb2(1�2b)� (1�2b)(n�2)b2

1+(n�2)b2 (1�2b+nb2)
�

1+2(n�1)a

=
�
2a
1�p � 2a

�
�i�j + 2a

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+

�(1�2b)
�
nb2� (n�2)b2

1+(n�2)b2 (1�2b+nb
2)
�

1+2(n�1)a

= 2ap
1�p�i�j + 2a

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+

�(1�2b)
�
nb2� (n�2)b2

1+(n�2)b2 (1�2b+nb
2)
�

1+2(n�1)a

= 2ap
1�p�i�j + 2a�

2
+ 2a��j + 2a�i�+ 2a�i�j + b

2
�
�2i + �

2
j

�
+

�(1�2b)
�
nb2� (n�2)b2

1+(n�2)b2 (1�2b+nb
2)
�

1+2(n�1)a

= 2a�
2
+ 2a��j + 2a�i�+

2a
1�p�i�j + b

2
�
�2i + �

2
j

�
+

�(1�2b)
�
nb2� (n�2)b2

1+(n�2)b2 (1�2b+nb
2)
�

1+2(n�1)a

= 2a
�
�
2
+ � (�j + �i) +

1
1�p�i�j

�
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+

�(1�2b)
�
nb2� (n�2)b2

1+(n�2)b2 (1�2b+nb
2)
�

1+2(n�1)a :

Somando e subtraindo 2ap�
2
, segue que

dij = 2a
�
(1� p)�2 + � (�j + �i) + 1

1�p�i�j
�
+2ap�

2
+b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�(1�2b)

�
nb2� (n�2)b2

1+(n�2)b2 (1�2b+nb
2)
�

1+2(n�1)a
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= 2a
�
(1� p)�2 + � (�j + �i) + 1

1�p�i�j
�
+ 2ap�

2
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+

�(1�2b)
�
2b2 �2b+bn+1

b2n�2b2+1

�
1+2(n�1)a

= 2a
�
(1� p)�2 + � (�j + �i) + 1

1�p�i�j
�
+ 2ap�

2
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+ 2b2�(1�2b)

1+2(n�1)a

�
1+(n�2)b
1+(n�2)b2

�
> 2a

�
(1� p)�2 + � (�j + �i) + 1

1�p�i�j
�

= 2a
1�p

�
�i + (1� p)�

� �
�j + (1� p)�

�
=
�
(n� 2) b2 + 2b

� �
�i + (1� p)�

� �
�j + (1� p)�

�
� 0;

pois 0 < s = b � 1=2:

2. Bordo de Cp: O cone Cp pode ser dado pela interseção de semiespaços da seguinte maneira

Cp =
\

O2O(n)

n
R 2 Curv : l

�
RO
�
� 0
o
;

em que

l(R) := p
S(R)

n
�Ric(R) (e1; e1) :

Por simetria, podemos assumir que estamos trabalhando em um ponto R do bordo tal que l(R) = 0

e R 2 C(0). Pelo Teorema F.3, é su�ciente mostrar que l (Xa;b (R)) < 0 (para R 6= 0). Como

l
�
RO
�
� 0, para todo O 2 O(n), variando os elementos de O(n) de modo termos todos os elementos

e1; :::; en concluímos que

0 � p
S(R)

n
�Ric(R) (ei; ei) = p�� hRic (ei) ; eii = p��

�
Ric (ei)�

S(R)

n
ei +

S(R)

n
ei; ei

�
= p��

�
Ric (ei)�

S(R)

n
ei; ei

�
� S(R)

n
hei; eii

= p�� hRic0 (ei) ; eii �
S(R)

n

= p�� �i � �

= (p� 1)�� �i;

isto é, temos a seguinte desigualdade:

�i � � (1� p)�:
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Com a igualdade em i = 1 (pois l(R) = 0). Temos que mostrar que l (Xa;b (R)) < 0, isto é, que

Ric (Xa;b (R))11 > p
S (Xa;b (R))

n
:

Primeiramente, pela Proposição 8.3 temos que (em uma base ortonormal)

S (Q(R)) =

nX
k=1

(Ric (R)kk)
2 =

nX
k=1

�
�k + �

�2
=

nX
k=1

�
�2k + 2�k�+ �

2
�
=

nX
k=1

�2k + 2�

nX
k=1

�k + n�
2

= Tr

 �
0
Ric

�2!
+ 2�Tr

�
0
Ric

�
+ n�

2

= Tr

 �
0
Ric

�2!
+ n�

2
(8.13)

= n� + n�
2

= n
�
� + �

2
�
:

Como
Pn

i=1 �i = 0 e
Pn

i=1 �
2
i = n�, segue do Corolário 8.1 que

S (Da;b (R)) =

nX
i=1

ri =

nX
i=1

�2b�2i + 2a� (n� 2)�i + 2a (n� 1)�
2
+
�
�
n2b2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
1 + 2 (n� 1) a

= �2b
nX
i=1

�2i + 2a� (n� 2)
nX
i=1

�i +

nX
i=1

2a (n� 1)�2 +
�
�
n2b2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
1 + 2 (n� 1) a

= �2bn� + 2an (n� 1)�2 +
�n
�
n2b2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
1 + 2 (n� 1) a

= 2an (n� 1)�2 +
�n
�
n2b2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
� 2bn� (1 + 2 (n� 1) a)

1 + 2 (n� 1) a

= 2an (n� 1)�2 +
�n
�
n2b2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)� 2b (1 + 2 (n� 1) a)

�
1 + 2 (n� 1) a

= 2an (n� 1)�2 � n� + n (1 + (n� 2) b)2

1 + 2 (n� 1) a �:

Combinando esse resultado com a expressão (8.13), vemos que

S (Xa;b (R))

n
=

S (Da;b (R))

n
+
S (Q (R))

n
=

 
2a (n� 1)�2 � � + (1 + (n� 2) b)

2

1 + 2 (n� 1) a �
!
+
�
� + �

2
�

= 2a (n� 1)�2 + (1 + (n� 2) b)
2

1 + 2 (n� 1) a � + �
2

(8.14)

= (1 + 2a (n� 1))�2 + (1 + (n� 2) b)
2

1 + 2 (n� 1) a �:
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Note que essa equação se mantém para todo a 6= � 1
2(n�1) e independe da escolha da parametrização.

Agora, pela Proposição 8.3 com

Rickk = hRic (ek) ; eki =
�

0
Ric (ek) ; ek

�
+

�
S (R)

n
ek; ek

�
= �k +

S (R)

n
hek; eki = �k + �(8.15)

� � (1� p)�+ � = p�;

segue que

Ric (Q(R))ii =
nX
k=1

RiciiRikik �
nX
k=1

p�Rikik = p�
nX
k=1

Rikik = p�Ricii � p2�
2
: (8.16)

Além disso, pelo passo anterior, nossa parametrização implica que

dij = 2a

�
(1� p)�2 + � (�j + �i) +

1

1� p�i�j
�
+ 2ap�

2
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�
�
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
1 + 2 (n� 1) a

=
2a

1� p
�
�i + (1� p)�

� �
�j + (1� p)�

�
+ 2ap�

2
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�
�
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
1 + 2 (n� 1) a

� 2ap�
2
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�
�
nb2 (1� 2b)� 2 (a� b)

�
1� 2b+ nb2

��
1 + 2 (n� 1) a :

Nesse caso temos que

Ric (Xa;b (R))ii = Ric (Da;b (R))ii +Ric (Q (R))ii =
Pn

j=1
i6=j

dij +Ric (Q (R))ii

� Ric (Q (R))ii +
Pn

j=1
i6=j

�
2ap�

2
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+

�(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))
1+2(n�1)a

�
� p2�

2
+
Pn

j=1
i6=j

�
2ap�

2
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+

�(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))
1+2(n�1)a

�

= p2�
2
+

(
2ap�

2
(n� 1) + b2

 
(n� 1)�2i +

Pn
j=1
i6=j

�2j

!
+

�(n�1)(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))
1+2(n�1)a

)

= p2�
2
+

�
2ap�

2
(n� 1) + b2

�
(n� 1)�2i + n� � �2i

�
+

�(n�1)(nb2(1�2b)�2(a�b)(1�2b+nb2))
1+2(n�1)a

�
= p2�

2
+ 2ap�

2
(n� 1) + (n� 2) b2�2i +

�
(1+(n�2)b)2
1+2(n�1)a + 2b� 1

�
�:
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Combinando esse resultado com a expressão (8.14) obtemos

Ric (Xa;b (R))ii � p
S (Xa;b (R))

n
� p2�

2
+ 2ap�

2
(n� 1) + (n� 2) b2�2i +

 
(1 + (n� 2) b)2

1 + 2 (n� 1) a + 2b� 1
!
�

� (1 + 2a (n� 1))�2 � p(1 + (n� 2) b)
2

1 + 2 (n� 1) a �

=
�
p2 � 1

�
�
2
+ 2a (p� 1)�2 (n� 1) + (n� 2) b2�2i

+

 
(1� p) (1 + (n� 2) b)

2

1 + 2 (n� 1) a + 2b� 1
!
�

�
�
p2 � p

�
�
2
+ 2a (p� 1)�2 (n� 1) + (n� 2) b2�2i

+

 
(1� p) (1 + (n� 2) b)

2

1 + 2 (n� 1) a + 2b� 1
!
�

� p (p� 1)�2 + (n� 2) b2�2i +
 
(1� p) (1 + (n� 2) b)

2

1 + 2 (n� 1) a + 2b� 1
!
�:

Segue da nossa parametrização p = p (b) e a = a (b) que

p� (1� p) (n� 2) b2 =
(n� 2) s2

1 + (n� 2) s2 �
�
1� (n� 2) s2

1 + (n� 2) s2

�
(n� 2) s2

= 0:

Logo, temos a seguinte igualdade:

p (p� 1)�2 + (n� 2) b2�2i = (1� p) (n� 2) b2 (p� 1)�2 + (n� 2) b2�2i

= (n� 2) b2
�
�2i � (1� p)

2 �
2
�
:

e além disso,

(1� p) (1 + (n� 2) b)
2

1 + 2 (n� 1) a + 2b� 1 =

�
1� (n� 2) b2

1 + (n� 2) b2

�
(1 + (n� 2) b)2

1 + 2 (n� 1)
�
(n�2)b2+2b
2+2(n�2)b2

� + 2b� 1
=

2nb2

nb+ 1
:

Por �m, concluímos que

Ric (Xa;b (R))ii�p
S (Xa;b (R))

n
� p (p� 1)�2+(n� 2) b2�2i +

 
(1� p) (1 + (n� 2) b)

2

1 + 2 (n� 1) a + 2b� 1
!
�
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= (n� 2) b2
�
�2i � (1� p)

2 �
2
�
+

2nb2

nb+ 1
�

� 2nb2

nb+ 1
�

> 0;

Lema 8.8 Considere uma variedade riemanniana M . Para todo s 2 (1=2;1), seja

a =
1 + 2s

4
, b =

1

2
, p = 1� 4

n+ 4s
;

então o campo Q(R) aponta estritamente para dentro do cone C(s) = la;b (C (0) \ Cp), para todo R 2

@C (s)� f0g :

Demonstração. A demonstração é muito similar à feita no lema anterior: Temos dois casos para

veri�car: O primeiro é para R 2 (@C (0)) \ Cp e o segundo é para R 2 C (0) \ (@Cp) : Por conveniência ,

vamos de�nir u := s� 1
2 � 0.

1. Se R 2 (@C (0)) \ Cp: Como antes, é su�ciente mostrar que os autovalores de Da;b são positivos.

Segue do Corolário 8.1 com

a =
1 + 2s

4
=
1 + 2 (u+ 1=2)

4
=
2 + 2u

4
=
1 + u

2

b =
1

2

que dij possui a seguinte expressão:

dij =
�
(n� 2) b2 � 2 (a� b)

�
�i�j + 2a

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+ b2

�
�2i + �

2
j

�
+
�
�
nb2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
1 + 2 (n� 1) a

=

 
(n� 2)

�
1

2

�2
� 2

�
1 + u

2
� 1
2

�!
�i�j + 2

1 + u

2

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+

�
1

2

�2 �
�2i + �

2
j

�
+
�
�
n
�
1
2

�2 � 2 (n� 1) �1+u2 � 1
2

� �
1� 212

��
1 + 2 (n� 1) 1+u2

=

�
n� 2
4

� u
�
�i�j + (1 + u)

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+
1

4

�
�2i + �

2
j

�
+

�n

4 + 4 (n� 1) (1 + u) :
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Notemos que vale a seguinte a�rmação:

A�rmação 8.2.1 A quantidade � = 1
n

Pn
i=1 �

2
i é limitada por cima em termos de �, isto é,

� � 16 (n� 1)�2

(n+ 2 + 4u)2
:

Demonstração. Como �i + � � p�, para todo i = 1; :::; n, considere o problema de otimização

� = � (�1; ::::; �n) sob a restrição
nX
i=1

�i = 0:

Notemos que

Hess (�) (v; v) = (v1; :::; vn)

0BBB@
@2�
@�21

� � � @2�
@�1@�n

...
. . .

...

@2�
@�n@�1

� � � @2�
@�2n

1CCCA
0BBB@

v1
...

vn

1CCCA

= (v1; :::; vn)

0BBB@
2
n � � � 0
...
. . .

...

0 � � � 2
n

1CCCA
0BBB@

v1
...

vn

1CCCA
=

2

n

nX
i=1

v2i > 0;

para todo v 2 Rn � f0g. Como Hess (�) > 0, segue que � atinge seu ponto de máximo no bordo do

conjunto (
(�1; ::::; �n) : �i + � � p�, para todo i = 1; :::; n e

nX
i=1

�i = 0

)

e mais ainda, nos vértices. Portanto, os pontos extremos de � são da forma

�
� (1� p)�;� (1� p)�; :::; (n� 1) (1� p)�

�
e as permutações de suas coordenadas. Assim, temos que

� � �
�
� (1� p)�; :::; (n� 1) (1� p)�

�
=
1

n

n
(1� p)2 �2 + (1� p)2 �2 + :::+ (n� 1)2 (1� p)2 �2

o
=

1

n
(1� p)2 �2

n
1 + 1 + :::+ (n� 1)2

o
=

1

n
(1� p)2 �2

n
n� 1 + (n� 1)2

o
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=
1

n
(1� p)2 �2

�
n� 1 + n2 � 2n+ 1

	
=

1

n
(1� p)2 �2

�
n2 � n

	
=

n (n� 1)
n

(1� p)2 �2
�
n2 � n

	
= (n� 1) (1� p)2 �2:

Mais ainda, como �i + � � p� e

1� p = 1� 1 + 4

n+ 4s
=

4

n+ 4s
=

4

n+ 4 (u+ 1=2)
=

4

n+ 4u+ 2
;

concluímos a demonstração da a�rmação.

Além disso, temos que

�i +
4�

n+ 2
� �i +

4�

n+ 2 + 4u
= �i + (1� p)� � 0:

Segue dessas desigualdades que

dij =

�
n� 2
4

� u
�
�i�j + (1 + u)

�
�+ �i

� �
�+ �j

�
+
1

4

�
�2i + �

2
j

�
� �nu

4 + 4 (n� 1) (1 + u)

=
n� 2
4

�i�j � u�i�j + �
2
+ ��j + �i�+ �i�j + u�

2
+ u��j + u�i�+ u�i�j +

1

4

�
�2i + �

2
j

�
� �nu

4 + 4 (n� 1) (1 + u)

=
n+ 2

4
�i�j + �

2
+ ��j + �i�+ u�

2
+ u��j + u�i�+

1

4

�
�2i + �

2
j

�
� �nu

4 + 4 (n� 1) (1 + u)

=
n+ 2

4
�i�j + (1 + u)�

2
+ � (�j + �i) + u� (�j + �i) +

1

4

�
�2i + �

2
j

�
� �nu

4 + 4 (n� 1) (1 + u)

=
n+ 2

4
�i�j + (1 + u)�

2
+ (1 + u)� (�j + �i) +

1

4

�
�2i + �

2
j

�
� �nu

4 + 4 (n� 1) (1 + u) ;

por outro lado,

n+ 2

4

�
�i +

4�

n+ 2

��
�j +

4�

n+ 2

�
+ �

2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
=

�
n+ 2

4

�
�i�j +

�
n+ 2

4

�
�i

4�

n+ 2

+��j +
4�
2

n+ 2
+
n� 2
n+ 2

�
2
+ u�

2

=

�
n+ 2

4

�
�i�j + �i�+ ��j + �

2
+ u�

2

=

�
n+ 2

4

�
�i�j + � (�i + �j) + (1 + u)�

2
:
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Portanto, pela a�rmação que acabamos de demonstrar,

dij =
n+ 2

4

�
�i +

4�

n+ 2

��
�j +

4�

n+ 2

�
+ �

2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
+ u� (�j + �i) +

1

4

�
�2i + �

2
j

�
+

�nu

4 + 4 (n� 1) (1 + u)

� �
2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
+ u� (�j + �i)�

�nu

4 + 4 (n� 1) (1 + u)

� �
2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
+ u� (�j + �i)�

16n (n� 1)�2u
(4 + 4 (n� 1) (1 + u)) (n+ 2 + 4u)2

= �
2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
+ u� (�j + �i)�

4n (n� 1)�2u
(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u)2

� �
2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
+ u�

�
� (1� p)�+� (1� p)�

�
� 4n (n� 1)�2u
(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u)2

= �
2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
� 2 (1� p)u�2 � 4n (n� 1)�2u

(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u)2

= �
2
�
n� 2
n+ 2

+ u

�
� 2

�
4

n+ 4u+ 2

�
u�

2 � 4n (n� 1)�2u
(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u)2

=

�
n� 2
n+ 2

+ u� 8u

n+ 4u+ 2
� 4n (n� 1)u
(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u)2

�
�
2
:

Colocando �
2
em evidência, vemos que

dij =

�
n� 2
n+ 2

+ u� 8u

n+ 4u+ 2
� 4n (n� 1)u
(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u)2

�
�
2
:

Juntando o segundo e o terceiro termo, segue que

dij =

�
n� 2
n+ 2

+
u (n+ 4u� 6)
n+ 4u+ 2

� 4n (n� 1)u
(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u)2

�
�
2

(!)

�
�
n� 2
n+ 2

+
u (n+ 4u� 6)
n+ 4u+ 2

� 4 (n� 1)u
(n+ 2) (n+ 2 + 4u)

�
�
2

=

�
(n� 2) (n+ 2 + 4u)

n+ 2
+ u (n+ 4u� 6)� 4 (n� 1)u

n+ 2

�
�
2

n+ 2 + 4u

=

�
(n� 2) (n+ 2 + 4u)

n+ 2
+ un+ 4u2 � 6u� 4 (n� 1)u

n+ 2

�
�
2

n+ 2 + 4u

=

�
n� 2 + 4u2 + un� 6u� 4u

n+ 2

�
�
2

n+ 2 + 4u

=

�
4u2 + n� 2 +

�
n� 6� 4

n+ 2

�
u

�
�
2

n+ 2 + 4u
;
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onde usamos em (!) que
n

(n+ u (n� 1)) (n+ 2 + 4u) �
1

n+ 2
;

para todo n � 1 e todo u � 0.

Mais ainda, se n = 3 então

4u2 + n� 2 +
�
n� 6� 4

n+ 2

�
u = 4u2 + 1 +

�
�3� 4

5

�
u = 4u2 � 19

5
u+ 1 > 0:

Além disso, para todo u � 0 �xado, a função 4u2 + n� 2 +
�
n� 6� 4

n+2

�
u é monótona e crescente em

n, logo dij > 0, para todo n � 3 e todo u � 0

2 Se R 2 C (0)\@Cp: Pelo mesmo argumento do caso anterior (ou seja, usando o Teorema F.3 novamente)

é su�ciente mostrar que

Ric (Xa;b)ii = Ric (Da;b)ii +Ric (Q(R))ii > p
S (Xa;b)

n
:

Pelo Corolário 8.1, com a = 1+u
2 e b = 1=2, vemos que

ri = �2b�2i + 2a� (n� 2)�i + 2a�
2
(n� 1) +

�
�
n2b2 � 2 (n� 1) (a� b) (1� 2b)

�
1 + 2 (n� 1) a

= �21
2
�2i + 2

�
1 + u

2

�
� (n� 2)�i + 2

�
1 + u

2

�
�
2
(n� 1)

+
�
�
n2
�
1
2

�2 � 2 (n� 1) ��1+u2 �� 1
2

� �
1� 212

��
1 + 2 (n� 1)

�
1+u
2

�
= ��2i + (1 + u)� (n� 2)�i + (1 + u)�

2
(n� 1) +

�n2 14
1 + 2 (n� 1)

�
1+u
2

�
= ��2i + (1 + u)� (n� 2)�i + (1 + u)�

2
(n� 1) + �n2

4 + 4 (n� 1) (1 + u) :

Além disso, pelas expressões (8.16) e (8.14) vemos que

S (Xa;b (R))

n
= (1 + 2a (n� 1))�2 + (1 + (n� 2) b)

2

1 + 2 (n� 1) a �

=

�
1 + 2

�
1 + u

2

�
(n� 1)

�
�
2
+

�
1 + (n�2)

2

�2
1 + 2 (n� 1)

�
1+u
2

��
= (1 + (1 + u) (n� 1))�2 + n2�

4n+ 4u (n� 1) :
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Nesse caso, podemos supor que �i = � (1� p)�, logo, é su�ciente mostrar que

ri + p
2� > p

�
(1 + (1 + u) (n� 1))�2 + n2�

4n+ 4u (n� 1)

�
:

Se mostrarmos esse fato, então veremos que

Ric (Xa;b)ii = Ric (Da;b)ii +Ric (Q(R))ii = ri +Ric (Q(R))ii � ri + p
2�

> p

�
(1 + (1 + u) (n� 1))�2 + n2�

4n+ 4u (n� 1)

�
= p

S (Xa;b (R))

n
:

Por �m, temos que

ri + p2�
2 � p

�
(1 + (1 + u) (n� 1))�2 + n2�

4n+4u(n�1)

�
= ��2i + (1 + u)� (n� 2)�i + (1 + u)�

2
(n� 1) +

�n2

4+4(n�1)(1+u)

+p2�
2 � p

�
(1 + (1 + u) (n� 1))�2 + n2�

4n+4u(n�1)

�
= � (1� p)2 �2 � (1 + u)�2 (n� 2) (1� p) + (1 + u)�2 (n� 1) + �n2

4+4(n�1)(1+u)

+p2�
2 � p

�
(1 + (1 + u) (n� 1))�2 + n2�

4n+4u(n�1)

�
:

Juntando os termos corretos, vemos que

ri+p
2�
2�p

�
(1 + (1 + u) (n� 1))�2 + n2�

4n+4u(n�1)

�
= � (1� p)2 �2�(1 + u)�2 (n� 2) (1� p)+(1 + u)�2 (n� 1)

+ (1�p)�n2
4+4(n�1)(1+u) + p

2�
2 � p (1 + (1 + u) (n� 1))�2

= � (1� p)2 �2�(1 + u)�2 (n� 2) (1� p)+(1 + u)�2 (n� 1)+ ( 4
n+4s)�n

2

4+4(n�1)(1+u)+p
2�
2�p (1 + (1 + u) (n� 1))�2

� � (1� p)2 �2 � (1 + u)�2 (n� 2) (1� p) + (1 + u)�2 (n� 1) + p2�2 � p (1 + (1 + u) (n� 1))�2:

Dividindo essa expressão pelo valor positivo �
2
, temos

0 <
4u

n+ 4s
= u (1� p)

= � (1� p)2 � (1 + u) (n� 2) (1� p) + (1 + u) (n� 1) + p2 � p (1 + (1 + u) (n� 1)) ;

como queríamos demonstrar
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Ou seja, a família de cones que satisfaz o Teorema 8.2 é dada por

C(s) = la;b

��
R 2 Curv : R 2 C(0), Ric � p

Tr (Ric)

n

��
; s 2 [0;1) ;

em que a; b e p são dados pelas seguintes expressões:8<: a = (n�2)s2+2s
2+2(n�2)s2 , b = s , p = (n�2)s2

1+(n�2)s2 , s 2 [0; 1=2]

a = 1+2s
4 , b = 1

2 , p = 1� 4
n+4s , s 2 (0;1)

:

8.6 Conjuntos Pinçados Generalizados

Dada uma família de cones C(s) � Curv, com algumas propriedades, precisamos garantir a existência

de um certo conjunto em C(0) que "converse"com os termos quadráticos de reação, Q(R). Para isso,

precisamos da seguinte de�nição:

De�nição 8.3 (Conjunto Pinçado) Considere uma variedade riemanniana M . Um subconjunto Z �

Curv é dito um conjunto pinçado se

1. Z é fechado e convexo;

2. Z é O(n)-invariante;

3. Z é preservado pela EDO dR
dt = Q(R), em que

(Q (R))ijkl := Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk;

onde B = B (R) é o tensor de curvatura quadrática (para mais detalhes veja a De�nição 1.2 que se

generaliza trivialmente para todo R 2 Curv)

4. Existem � > 0 e K <1 tais que ��� eR��� � K jRj1�� ;

para todo R 2 Z, em que eR = R� 1
N Tr (R) é a parte de R livre de traço.

O próximo teorema fornece um conjunto que garante a compressão para curvaturas seccionais con-

stantes onde a curvatura escalar é su�cientemente grande. O resultado é uma ferramenta útil, pois
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comprova a existência do conjunto pinçado simplesmente a partir da existência de uma família adequada

de cones. Comecemos lembrando algumas de�nições preliminares:

Seja E um �brado vetorial em uma variedade diferenciável M � R. Um subconjunto 
 � E é dito

convexo na �bra se, para cada (x; t) 2M �R, o conjunto 
(x;t) = 
\E(x;t) é um subconjunto convexo

do espaço vetorial E(x;t):

De�nimos a função suporte s : E� ! R de 
 por

s (x; t; l) := sup
�
l(v) : v 2 
(x;t) � E(x;t)

	
: (8.17)

O cone normal Nv
(x;t) de 
(x;t) em um ponto v 2 @
(x;t) é de�nido por

Nv
(x;t) :=
n
l 2 E�(x;t) : l(v) = s (x; t; l)

o
:

O cone tangente é de�nido por

Tv
(x;t) :=
\

l2Nv
(x;t)

�
z 2 E(x;t) : l(z) � 0

	
: (8.18)

Seja 
 � E convexo na �bra. Dizemos que uma função F : E ! E aponta para dentro de 


se F (x; t; v) 2 Tv
(x;t), para todo (x; t; v) 2 E com v 2 @
(x;t): Mais ainda, dizemos que F aponta

estritamente para dentro de 
 se F (x; t; v) está no interior de Tv
(x;t), para todo (x; t; v) 2 E com

v 2 @
(x;t):

Vejamos agora algumas conclusões a respeito de Q (R) = R2 +R#:

Observação 8.5 Notemos que R2 + R# satisfaz a primeira identidade de Bianchi. De fato, usando os

dois lemas acima e as simetrias dos tensores de curvatura quadrática, vemos que

�
R2 +R#

�
ijkl

+
�
R2 +R#

�
kijl

+
�
R2 +R#

�
jkil

= R2ijkl +R
#
ijkl +R

2
kijl +R

#
kijl +R

2
jkil +R

#
jkil

= (Bijkl �Bijlk) + (Bikjl �Biljk) + (Bkijl �Bkilj)

+ (Bkjil �Bklij) + (Bjkil �Bjkli) + (Bjikl �Bjlki)

= 0:

Proposição 8.5 Se R 2 Curv, então Q (R) 2 Curv:
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Demonstração. De fato, como Bijkl = Bjilk = Bklij , então

Qijkl +Qjikl = Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk +Bjikl �Bjilk +Bjkil �Bjlik

= Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk +Bjikl �Bjilk +Biljk �Bikjl

= 0:

Além disso,

Qijkl +Qijlk = Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk +Bijlk �Bijkl +Biljk �Bikjl

= 0:

Mais ainda,

Qijkl �Qklij = Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk � (Bklij �Bklji +Bkilj �Bkjli)

= Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk � (Bijkl �Blkij +Bikjl �Bjkil)

= 0:

Por �m,

Qijkl +Qkijl +Qjkil = (Bijkl �Bijlk +Bikjl �Biljk) + (Bkijl �Bkilj +Bkjil �Bklij)

+ (Bjkil �Bjkli +Bjikl �Bjlki)

= (Bijkl �Bklij) + (�Bijlk +Bjikl) + (Bikjl �Bkilj) + (�Biljk +Bjkil)

+ (Bkijl �Bjlki) + (Bkjil �Bjkli)

= 0:

Se houver ambiguidade, vamos denotar a curvatura escalar por Scal. Concluímos agora com o principal

resultado dessa seção:

Teorema 8.3 Seja fC (s)gs2[0;1) � Curv uma família contínua de cones O(n)-invariantes, fechados e

convexos de máxima dimensão, contido no semiespaço dos operadores de curvatura com curvatura escalar

positiva. Suponha que, para todo s > 0 e todo R 2 (@C(s))� f0g, o vetor Q(R) = R2 +R# está contido

no interior do cone tangente TRC(s): Então se K é um conjunto compacto contido no interior de C(0),
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existe um conjunto O(n)-invariante, fechado e convexo F � C(0) com as seguintes propriedades:

1. Q(R) 2 TRF , para todo R 2 @F ;

2. K � F ;

3. Para todo s > 0, existe � (s) tal que F + � (s) I � C(s), em que

I (u; v; w; x) := g^ (u ^ v; w ^ x) ;

para todo u; v; w; x 2 TpM , p 2M .

Demonstração. Pela continuidade da família fC (s)gs2[0;1), dado um compacto K no interior de

C(0); segue que K � C (s0) para algum s0 > 0. Construímos o conjunto F da seguinte forma:

F := C (s0) \
1\
i=1

�
R : R+ 2ihI 2 C (si)

	
;

em que h > 0 e fsigi2N é uma sequência crescente que tende ao in�nito. Assim, F é dado por uma

interseção de cópias transladadas de C (si) : Temos que F é convexo, pois é uma interseção de cones, ou

seja, uma interseção de convexos, que é convexo. Vamos escolher s0 > 0 e h > 0 tal que

K � C (s0) \ fScal(R) � hg

Lema 8.9 Para todo s � s0, existe N (s) � 1 (não-decrescente em s) tal que se s 2 [s0; s] e R 2 @C (s)

com Scal(R) � N (s), sendo Scal(R) a curvatura escalar que depende da curvatura riemanniana R, então

Q(S) 2 TRC(s), para todo S com jS �Rj � 2 jIj :

Demonstração. Seja Z o seguinte conjunto compacto:

Z = f(s;R) : s 2 [s0; s] ; R 2 @C (s) e Scal(R) = 1g :

A�rmação: Existe r > 0 tal que (s;R) 2 Z; jS �Rj � r implica que Q(S) 2 TRC(s)

De fato, suponhamos que a a�rmação seja falsa. Logo existe uma sequência (siRi; Si) tal que (siRi) 2

Z e jSi �Rij ! 0, mas Q (Si) =2 TRC(si): Assim, pela de�nição de cone tangente (para mais detalhes

veja a Expressão (8.18)), para cada i existe uma transformação linear de norma unitária li tal que
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li (Ri) = supC(si) li com li 2 NRiC (si), mas li (Q (Si)) > 0. Por compacidade, à menos de passar

a uma subsequência, podemos supor que si ! s 2 [s0; s] ; e (pela continuidade da família fC (s)g)

Ri ! R 2 @C (s) \ fR 2 Curv : S (R) = 1g : Por compacidade do conjunto das transformações lineares

com norma unitária, também temos que li ! l e

l(R) = lim
i!1

li (Ri) = lim
i!1

sup
C(si)

li = sup
C(s)

l;

isto é, l 2 NRC (s) : Como jSi �Rij ! 0, segue que Si ! R. E pela continuidade de Q e pelo fato de que

l (Q (Si)) > 0 que l (Q (R)) � 0. Mas isso contradiz o fato de que l (Q(R)) < 0, para todo l 2 NRC (s)

demonstrando a a�rmação.

A�rmamos que o lema é válido para N (s) := 2jIj
r : Se R 2 @C(s) com S(R) � N (s), então

�
s; R

S(R)

�
2

Z: De fato, como C (s) é um cone e R 2 @C(s), segue que R
S(R) 2 @C(s) e mais ainda, S

�
R

S(R)

�
=

1
S(R)S (R) = 1: Temos que jS �Rj � 2jIj nos dá que���� S

S(R)
� R

S(R)

���� � 2jIj
S(R)

� 2jIj
N (s)

= r:

Assim, Q
�

S
S(R)

�
2 T S

S(R)
C(s) (a�rmação anterior). O resultado segue, já que

Q(S) = Q

�
S(R)

S

S(R)

�
=

�
S(R)

S

S(R)

�
�
�
S(R)

S

S(R)

�
+

�
S(R)

S

S(R)

�
#

�
S(R)

S

S(R)

�
= (S(R))2

�
S

S(R)

�
�
�

S

S(R)

�
+ (S(R))2

�
S

S(R)

�
#

�
S

S(R)

�
= (S(R))2Q

�
S

S(R)

�
:

e o cone tangente TRC(s) é o mesmo que T S
S(R)

C(s) (isso segue direto da de�nição de cone tangente e do

fato de que S(R) � 0.

Lema 8.10 Existe uma função não-crescente � : [s0;1)! R+ tal que, sempre que s 2 [s0; s] e R + I 2

C(s) com Scal(R) � N (s), então R+ 2I 2 C (s+ � (s)) :

Demonstração. O conjunto compacto

Z = f(s;R+ 2I) : s 2 [s0; s] ; Scal (R) � N (s) e R+ I 2 C (s)g
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está no interior do conjunto f(s;A) : s 2 [s0; s] e A 2 C (s)g. Pela continuidade da família de cones

fC (s)gs2[s0;s], existe � > 0 tal que Z � f(s;A) : s 2 [s0; s] e A 2 C (s+ �)g : Obviamente, para cada

s 2 R temos um � > 0 diferente. E isso completa a demonstração.

Continuação a demonstração do teorema. Com esse resultado, vamos construir uma sequência

fsigi2N, em que si+1 = si + � (si), para cada i � 1. Suponhamos que si
i!1! p < 1. Como � é uma

função não-crescente e positiva, segue que fsigi2N é também uma sequência crescente. Logo, dado " > 0

existe i 2 N tal que p > si+ ", portanto, � (si) < ", pois si+1 = si+ � (si) < si+ " < p. Ou seja, � (p) < ",

para todo " > 0. Assim, �(p) = 0 o que é um absurdo. Portanto, limi!1 si =1. Seja

Fj := C (s0) \
j\
i=1

�
R 2 Curv : R+ 2ihI 2 C (si)

	
:

Vamos provar que para cada j 2 N,

Fj+1 \
�
R 2 Curv : Scal (R) � 2jN (sj)h

	
= Fj \

�
R 2 Curv : Scal (R) � 2jN (sj)h

	
(8.19)

Para ver isso, basta mostrar que

Fj+1 \
�
R 2 Curv : Scal (R) � 2jN (sj)h

	
� Fj \

�
R 2 Curv : Scal (R) � 2jN (sj)h

	
;

a�nal Fj+1 � Fj , portanto já temos que

Fj+1 \
�
R 2 Curv : Scal (R) � 2jN (sj)h

	
� Fj \

�
R 2 Curv : Scal (R) � 2jN (sj)h

	
:

Se R 2 Fj \
�
Scal (R) � 2jN (sj)h

	
, então R + 2ihI 2 C (si), para todo i = 1; :::; j e além disso

Scal (R) � 2jN (sj)h: Portanto,

R

2jh
+ I =

1

2jh

�
R+ 2jhI

�
2 C (sj)

e além disso,

Scal

�
R

2jh

�
=

1

2jh
Scal (R) � 1

2jh
2jN (sj)h = N (sj) :

Segue do Lema 8.10 que
R

2jh
+ 2I 2 C (sj + � (sj)) = C (sj+1) ;
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e portanto,

R+ 2j+1hI = 2jh (R+ 2I) 2 C (sj+1) :

Assim, R 2 Fj+1, como queríamos demonstrar.

A expressão (8.19) nos diz que quando j aumenta acima de um índice i, a parte de Fj com Scal(R) �

2iN (si)h não muda. Segue disso que

F \
�
R 2 Curv : Scal(R) � 2iN (si)h

	
= Fi \

�
R 2 Curv : Scal(R) � 2iN (si)h

	
; i 2 N,

em particular, para i = 0 temos a seguinte igualdade:

F \ fR 2 Curv : Scal(R) � hg = C (s0) \ fR 2 Curv : Scal(R) � hg

Notemos que F é localmente interseção de uma quantidade �nita de conjuntos fechados. Portanto, F é

fechado. Além disso, temos que

K � C (s0) \ fR 2 Curv : Scal(R) � hg = F \ fR 2 Curv : Scal(R) � hg � F:

Resta mostrar que Q (R) pertence ao cone tangente de F , para todo R 2 @F . Pela de�nição de F ,

R 2 @F implica que R 2 @C (s0) ou R 2 @
�
C (si)� 2ihI

�
para uma quantidade �nita de valores

de i, onde necessariamente Scal(R) � 2i�1N(si)h pela inclusão (8.19). Vamos mostrar que Q (R) 2

TR
�
C (si)� 2ihI

�
= TR+2ihIC (si), para cada i já mencionado. Primeiramente de�namos

R0 := 21�ih�1
�
R+ 2ihI

�
e S = 21�ih�1R:

Dessa forma, temos que

��S �R0�� = ��21�ih�1R� 21�ih�1 �R+ 2ihI��� = ���21�i � 21�i�h�1R� 2I�� = 2 jIj ;
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e além disso,

Scal
�
R0
�
= Scal

�
21�ih�1

�
R+ 2ihI

��
= Scal

�
21�ih�1R+ I

�
= 21�ih�1Scal (R) + Scal (I)

� 21�ih�12i�1N(si)h+ Scal (I)

= N(si) + Scal (I)

� N(si).

Portanto, pelo Lema 8.9, Q(S) 2 TR0C (si) e assim, Q(R) 2 TR
�
C (si)� 2ihI

�
como queríamos

demonstrar.



Capítulo 9

Condições de Curvatura

Para demonstrar o Teorema da Esfera Suave, precisamos garantir que os operadores de curvatura da

variedade riemanniana M estão contidos em um certo cone convexo, fechado e preservado pelo �uxo de

Ricci (isto é, o campo Q aponta para dentro do cone). Um dos objetivos desse capítulo é encontrar (através

do Teorema 9.1 e da Proposição 9.1) algumas características desse cone que possibilitam compreender

melhor a geometria da variedade M . Além disso, vamos demonstrar um resultado mais geral que o

Teorema da Esfera Suave, e o Corolário 9.1 nos mostrará essa generalização.

9.1 Condições PCSC e PIC

Para compreender algumas condições de curvatura, precisamos da noção de complexi�cação de um espaço

vetorial:

Seja V um espaço vetorial real. Vamos realizar uma complexi�cação em V da seguinte maneira:

De�na VC := fu+ vi : u; v 2 V g ' f(u; v) : u; v 2 V g : Vamos munir VC das seguintes operações: Se

a+ bi 2 C e u+ vi 2 VC de�na:

(a+ bi) (u+ vi) = (au� bv) + (av + bu) i 2 VC:

Além disso, se u+ vi; x+ zi 2 VC, de�na:

(u+ vi) + (x+ zi) := (u+ x) + (v + z) i 2 VC:

226
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Note que dimC VC = dimR V: De fato, seja B = fv1; :::; vng base de V: Dado u+ vi 2 VC, segue que

u =

nX
i=1

�ivi e v =

nX
i=1

�ivi;

onde �i; �i 2 R, i = 1; :::; n. Logo temos que

u+ vi =
nX
i=1

�ivi +

 
nX
i=1

�ivi

!
i =

nX
j=1

�
�j + i�j

�
vj ;

ou seja, B gera VC.

Dado um espaço vetorial munido de um produto interno (V; h�; �i), podemos extender o produto interno

a uma transformação complexo-linear em VC de�nida por:

(x+ iy) � (u+ iv) := hx; ui � hy; vi+ i hy; ui+ i hx; vi : (9.1)

Essa é realmente uma transformação complexo-linear, pois dados x+ iy; u1+ iv1; u2+ iv2 2 VC e �; � 2 C,

segue que

(x+ iy) � f� (u1 + iv1) + � (u2 + iv2)g = (x+ iy) � f(�u1 + �u2) + i (�v1 + �v2)g

= hx; �u1 + �u2i � hy; �v1 + �v2i+ i hy; �u1 + �u2i+ i hx; �v1 + �v2i

= � hx; u1i+ � hx; u2i � � hy; v1i � � hy; v2i+ i� hy; u1i+ i� hy; u2i

+i� hx; v1i+ i� hx; v2i

= � (hx; u1i � hy; v1i+ i hy; u1i+ i hx; v1i)

+� (hx; u2i � hy; v2i+ i hy; u2i+ i hx; v2i)

= � f(x+ iy) � (u1 + iv1)g+ � f(x+ iy) � (u2 + iv2)g :

Além disso,

f� (u1 + iv1) + � (u2 + iv2)g � (x+ iy) = f(�u1 + �u2) + i (�v1 + �v2)g � (x+ iy)

= h�u1 + �u2; xi � h�v1 + �v2; yi+ i h�v1 + �v2; xi+ i h�u1 + �u2; yi

= � hu1; xi+ � hu2; xi � � hv1; yi � � hv2; yi+ �i hv1; xi+ �i hv2; xi

+�i hu1; yi+ �i hu2; yi
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= � (hu1; xi � hv1; yi+ i hv1; xi+ i hu1; yi)

+� (hu2; xi � hv2; yi+ i hv2; xi+ i hu2; yi)

= � f(u1 + iv1) � (x+ iy)g+ � f(u2 + iv2) � (x+ iy)g :

Por outro lado, há uma maneira natural de estender o produto interno h�; �i a um produto interno Her-

mitiano hh�; �ii da seguinte maneira:

hh(x+ iy) ; (u+ iv)ii := (x+ iy) � (u� iv) = hx; ui+ hy; vi+ i hy; ui � i hx; vi :

A bilinearidade de hh�; �ii de dá pela bilinearidade de (�; �). Além disso,

hh(x+ iy) ; (x+ iy)ii = 0, hx; xi+ hy; yi+ i hy; xi � i hx; yi ,

8<: hx; xi+ hy; yi = 0

hy; xi � hx; yi = 0

A segunda igualdade é trivial, e como hx; xi ; hy; yi � 0, segue que hx; xi = hy; yi = 0 e como h�; �i é

produto interno, segue que isso ocorre se e somente se x = y = 0: Por �m, temos que

hh(x+ iy) ; (u+ iv)ii = hx; ui+ hy; vi+ i hy; ui � i hx; vi = hx; ui+ hy; vi+ i (hy; ui � hx; vi)

= hx; ui+ hy; vi � i (hy; ui � hx; vi) = hx; ui+ hy; vi+ i (hx; vi � hy; ui)

= hu; xi+ hv; yi+ i (hv; xi � hu; yi) = hh(u+ iv) ; (x+ iy)ii:

Outros tensores que agem em V podem ser estendidos de várias maneiras, com cada argumento se es-

tendendo de uma maneira linear ou conjulgado-linear. Em particular, se R um operador de curvatura

algébrico, e V = Rn, há uma extensão natural de R a uma forma bilinear Hermitiana agindo em
2̂

VC: Em

particular, para todo subespaço de dimensão 2, �; de VC, R de�ne uma curvatura seccional complexa

de � dada por

KC (�) := R
�
Z;W;Z;W

�
;

onde W e Z formam uma base ortonormal de � com respeito ao produto interno Hermitiano hh�; �ii de

VC. Note que as simetrias de R implicam que KC (�) 2 R. De fato, por um lado, ao usar que R é uma

forma bilinear Hermitiana agindo em
2̂

VC, vê-se que:

KC (�) = R
�
Z;W;Z;W

�
= R

�
W;Z;W;Z

�
:
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Por outro lado, usando as simetrias de R segue que

KC (�) = R
�
Z;W;Z;W

�
= R

�
W;Z;W;Z

�
= KC (�) :

Além disso, se fX;Y g é uma outra base ortonormal para �, segue que

8<: X = aZ + bW

Y = cZ + dW

R
�
X;Y;X; Y

�
= eR (X;Y ) = eR (aZ + bW; cZ + dW )
= eR (aZ; dW ) + eR (bW; cZ)
= ad eR (Z;W ) + bc eR (W;Z)
= ad eR (Z;W ) + bc eR (Z;W )
=

�
ad+ bc

� eR (Z;W )
= det

0@ a �b

c d

1A eR (Z;W ) :
Mas notemos que

1 = kXk2 = hhaZ + bW; aZ + bW ii = a2 + b2

1 = kY k2 = hhcZ + dW; cZ + dW ii = c2 + d2

Ou seja, os vetores (a; b) e (c; d) são unitários. Portanto (a;�b) e (c; d) =
�
c; d
�
também são, logo

det

0@ a �b

c d

1A eR (Z;W ) = eR (Z;W ) = R
�
Z;W;Z;W

�
:

Vemos que KC (�) independe da escolha da base ortonormal.

Escrevendo Z = X + iY , W = U + iV e usando a primeira identidade de Bianchi, vemos que
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KC (�) = R
�
Z;W;Z;W

�
= R

�
X + iY; U + iV;X + iY ; U + iV

�
= R (X + iY; U + iV;X � iY; U � iV )

= R (X;U;X;U)� iR (X;U;X; V )� iR (X;U; Y; U)�R (X;U; Y; V ) + iR (X;V;X;U)

+R (X;V;X; V ) +R (X;V; Y; U)� iR (X;V; Y; V )

+iR (Y; U;X;U) +R (Y; U;X; V ) +R (Y; U; Y; U)� iR (Y; U; Y; V )�R (Y; V;X;U)

+iR (Y; V;X; V ) + iR (Y; V; Y; U) +R (Y; V; Y; V ) :

Separando os termos com i e sem i, vemos que

KC (�) = R (X;U;X;U) +R (X;V;X; V ) +R (Y; U; Y; U) +R (Y; V; Y; V ) +R (X;V; Y; U)

+R (Y; U;X; V )�R (X;U; Y; V )�R (Y; V;X;U)

+iR (Y; U;X;U)� iR (Y; U; Y; V ) + iR (Y; V;X; V ) + iR (Y; V; Y; U)� iR (X;V; Y; V )

�iR (X;U; Y; U)� iR (X;U;X; V ) + iR (X;V;X;U) :

Pelas simetrias de R e pela primeira identidade de Bianchi, concluímos que

KC (�) = R (X;U;X;U) +R (X;V;X; V ) +R (Y; U; Y; U) +R (Y; V; Y; V ) (9.2)

+2R (X;V; Y; U)� 2R (X;U; Y; V )

= R (X;U;X;U) +R (X;V;X; V ) +R (Y; U; Y; U) +R (Y; V; Y; V )

�2R (V;X; Y; U)� 2R (Y; V;X;U)

= R (X;U;X;U) +R (X;V;X; V ) +R (Y; U; Y; U) +R (Y; V; Y; V )� 2R (X;Y; V; U) :

Com estas noções em mente, compreendemos a ideia de subespaço (e vetor) isotrópico:

De�nição 9.1 Um subespaço complexo, U , de VC é dito isotrópico com respeito a forma complexa

de�nida pela expressão (9.1), se existir pelo menos um vetor não nulo u 2 U tal que u � v = 0, para todo

v 2 U: O subespaço é dito totalmente isotrópico se essa condição é verdadeira para todo u 2 U (ou seja,

se a forma complexa (9.1) se anula em U). Em particular, dizemos que um vetor z 6= 0 é isotrópico se

o subespaço hzi < VC é isotrópico (ou seja, se z � z = 0).
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Note que se z = x+ iy, então

z � z = (x+ iy) � (x+ iy) = hx; xi � hy; yi+ i hy; xi+ i hx; yi = kxk2 � kyk2 + 2i hx; yi :

Por igualdade de números complexos vemos que z é isotrópico se, e somente se z � z = 0 se, e somente

se kxk = kyk e x?y. Um subespaço é totalmente isotrópico quando é composto inteiramente de vetores

isotrópicos. De fato, se um subespaço U < VC é totalmente isotrópico, então u �v = 0, para todo u; v 2 U ,

em particular, se u = v segue que u � u = 0, para todo u 2 U . Por outro lado, se u � u = 0, para todo

u 2 U , então segue que

0 = (u+ v) � (u+ v) = u � u+ 2 (u � v) + v � v = 2 (u � v) ;

ou seja, u � v = 0, para todo u; v 2 U e U é, portanto, totalmente isotrópico.

Estamos interessados nos 2-planos totalmente isotrópicos, isto é, os subespaços complexos de dimensão

2 de RnC = Cn que são totalmente isotrópicos. Todo 2-plano pode ser gerado por vetores da forma

Z = X + iY e W = U + iV , onde U; V;X; Y são todos ortonormais. De fato, dados �; � 2 C, temos que

�Z + �W = 0 se e somente se

0 + 0i = � (X + iY ) + � (U + iV ) = �X + �U + i (�Y + �V ) ;

por igualdade de números complexos, vemos que isso ocorre se, e somente se

�X + �U = 0

�Y + �V = 0

Como são ortonormais, fX;Ug e fY; V g são dois conjuntos L.I�s, portanto isso ocorre se, e somente se

� = � = 0. Logo fZ;Wg gera o 2-plano.

Neste capítulo, estamos interessados nas seguintes condições de curvatura:

De�nição 9.2 (Condição PCSC) Dizemos que R 2 Curv possui curvatura seccional complexa

positiva (PCSC) se todas as curvaturas seccionais complexas de R são positivas. O conjunto dessas
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curvaturas é o seguinte cone convexo fechado em Curv:

CPCSC : =
�
R 2 Curv : R

�
X;Y;X; Y

�
� 0, para todo X;Y 2 Cn

	
=

\
X;Y 2Cn

fR 2 Curv : lX;Y (R) � 0g ;

onde lX;Y (R) := R
�
X;Y;X; Y

�
: Dizemos que uma variedade riemanniana M possui curvatura seccional

complexa positiva se R 2 Int (CPCSC (TpM)), para todo p 2M .

Observação 9.1 Notemos que CPCSC é de fato, convexo, uma vez que lX;Y é uma transformação linear

e CPCSC é a interseção dos semiespaços superiores de todos os lX;Y . Logo é uma interseção de convexos,

que é convexo. Além disso, CPCSC é fechado, pois

(CPCSC)
c =

0@ \
X;Y 2Cn

fR 2 Curv : lX;Y (R) � 0g

1Ac

=
[

X;Y 2Cn
fR 2 Curv : lX;Y (R) � 0gc

=
[

X;Y 2Cn
fR 2 Curv : lX;Y (R) < 0g ;

ou seja, CcPCSC é uma união de abertos, portanto é aberto. Além disso, observemos que CPCSC é um

cone positivo, pois Curv é um espaço vetorial, logo tR 2 Curv, para todo t 2 R e se t � 0 então

(tR)
�
X;Y;X; Y

�
= tR

�
X;Y;X; Y

�
� 0, para todo X;Y 2 Cn; ou seja, tR 2 CPCSC para todo t � 0.

Por �m, temos que CPCSC é O(n)-invariante: Dados X;Y 2 Cn e O 2 O(n), segue que OX e OY 2 Cn,

logo, se R 2 CPCSC , pela de�nição de CPCSC segue que

RO
�
X;Y;X; Y

�
= R

�
OX;OY;OX;OY

�
� 0

Como R 2 CPCSC implicou que RO 2 CPCSC , então CPCSC é O(n)-invariante. Além disso, R 2

Int (CPCSC (TpM)) signi�ca que R
�
X;Y;X; Y

�
> 0, para todo X;Y 2 Cn.

De�nição 9.3 (Condição PIC) Dizemos que R 2 Curv possui curvatura isotrópica positiva (PIC)

se as curvaturas seccionais complexas de todos os 2-planos totalmente isotrópicos em Cn são positivas. A

partir disso, de�nimos o cone CPIC por

CPIC =
\

O2O(n)

n
R 2 Curv : el �RO� � 0o ;

em que el := le1+ie2;e3+ie4. Dizemos que uma variedade riemannianaM possui curvatura isotrópica positiva
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se R 2 Int (CPIC (TpM)), para todo p 2M .

Observação 9.2 Da mesma forma feita na Observação 9.1 vemos que CPIC é, de fato, um cone convexo,

fechado e O(n)-invariante. Além disso, notemos que, pela expressão (9.2)

el �RO� = le1+ie2;e3+ie4

�
RO
�

= R (e1; e3; e1; e3) +R (e1; e4; e1; e4) +R (e2; e3; e2; e3) +R (e2; e4; e2; e4)� 2R (e1; e2; e3; e4)

= R1313 +R1414 +R2323 +R2424 � 2R1234:

O operador de curvatura bRk de M � Rk induzido por R (curvatura de M) e pela projeção ortogonal

natural �k : Rn+k ! Rn é um elemento de Curv
�
TM � Rk

�
em que

bRk (u; v; w; z) := (��kR) (u; v; w; z) := R (�k (u) ; �k (v) ; �k (w) ; �k (z)) ; u; v; w; z 2 Rn+k:

Se não houver ambiguidade, vamos denotar bRk simplesmente por bR omitindo a dimensão.

De�nição 9.4 De�nimos o cone bCPICk como o cone de todos os operadores de curvatura de M cuja

curvatura induzida em M � Rk produz curvatura isotrópica positiva, isto é,

bCPICk = nR 2 Curv (Rn) : bRk 2 CPIC �Rn+k�o = (��k)�1 �CPIC �Rn+k�� :
O próximo resultado nos mostrar um bom comportamento do pullback da projeção ��k em Q (R):

Lema 9.1 Se R 2 Curv, então ��k (Q (R)) = Q (��k (R)) :

Demonstração. Já que Q é O (n+ k)- invariante (pois é uma soma de traços, invariantes por

mudança de base), podemos calcular ��k (Q (R)) em feign+ki=1 tal que e1; :::; en é base ortonormal de Rn e

en+1; :::; en+k é base ortonormal de Rk. Então, para 1 � a; b; c; d � n segue que:

B (��k (R))abcd =
X

1�p;q�n+k

bRapbq bRcpdq
=

X
1�p;q�n+k

R (�k (ea) ; �k (ep) ; �k (eb) ; �k (eq))R (�k (ec) ; �k (ep) ; �k (ed) ; �k (eq))

=
X

1�p;q�n
R (�k (ea) ; �k (ep) ; �k (eb) ; �k (eq))R (�k (ec) ; �k (ep) ; �k (ed) ; �k (eq))

= B (R) (�k (ea) ; �k (eb) ; �k (ec) ; �k (ed))

= (��k (B (R)))abcd ;
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onde a segunda igualdade é devido ao fato de que en+1; :::; en+k possui as n primeiras coordenadas nulas.

Se a; b; c ou d > n, teremos 0 = 0, ou seja, a igualdade é imediata. Como Q (��k (R)) é soma de termos da

forma B (��k (R))abcd, temos o resultado.

Por outro lado, (��k)
�1 se comporta bem com relação ao cone tangente de CPIC :

Lema 9.2 Para todo R 2 @ bCPICk , vale a seguinte igualdade:
TR bCPICk = (��k)�1 �TcRkCPIC� :

Demonstração. A aplicação ��k é um isomor�smo linear de Curv (Rn) no subespaço

L =
\

v2f0g�Rk

n
R 2 Curv

�
Rn+k

�
: R (v; �; �; �) = 0

o

De fato, primeiramente veri�quemos que a imagem de ��k está em L :DadoR 2 Curv (Rn), v 2 f0g�Rk

e u;w; z 2 Rn+k; segue que

(��kR) (v; u; w; z) = R (�k (v) ; �k (u) ; �k (w) ; �k (z)) = R (0; �k (u) ; �k (w) ; �k (z)) = 0:

Dados R;S 2 Curv (Rn) e �; � 2 R, segue que

��k (�R+ �S) (u; v; w; z) = (�R+ �S) (�k (u) ; �k (v) ; �k (w) ; �k (z))

= �R (�k (u) ; �k (v) ; �k (w) ; �k (z)) + �S (�k (u) ; �k (v) ; �k (w) ; �k (z))

= � (��kR) (u; v; w; z) + � (�
�
kS) (u; v; w; z) ;

para todo u; v; w; z 2 TM � Rk: Além disso, se ��k (R) = ��k (S), então existem a; b; c; d 2 Rn tais que

R (a; b; c; d) 6= S (a; b; c; d). Sejam ea;eb;ec; ed 2 Rn+k extensões canônicas de a; b; c; d, respectivamente, logo
��k (R)

�ea;eb;ec; ed� = R
�
�k (ea) ; �k �eb� ; �k (ec) ; �k �ed�� = R (a; b; c; d) 6= S (a; b; c; d)

= S
�
�k (ea) ; �k �eb� ; �k (ec) ; �k �ed��

= ��k (S)
�ea;eb;ec; ed� ;

ou seja, ��k (R)
�ea;eb;ec; ed� 6= ��k (S)

�ea;eb;ec; ed� mas isso é um absurdo, logo R = S e portanto ��k é injetora.
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Por �m, dado eR 2 L, queremos de�nir R 2 Curv (Rn) tal que ��kR = eR. De�nimos R por

R (a; b; c; d) := eR�ea;eb;ec; ed�
em que ea;eb;ec; ed 2 Rn+k são as respectivas extensões canônicas de a; b; c; d 2 Rn: Se tratarmos os vetores
de Rn � f0g como tangente e os vetores de f0g � Rk como perpendiculares e usarmos a de�nição do

conjunto L, então pontualmente temos o seguinte:

(��kR) (�; �; ; �) = (��kR)
�
�> + �?; �> + �?; > + ?; �> + �?

�
= R

�
�k�

> + �k�
?; �k�

> + �k�
?; �k

> + �k
?; �k�

> + �k�
?
�

= R
�
�k�

>; �k�
>; �k

>; �k�
>
�
= eR��̂k�>; �̂k�>; ]�k>;]�k�>�

= eR��>; �>; >; �>� = eR��>; �>; >; �>�+ eR��?; �>; >; �>�
= eR��> + �?; �>; >; �>� = eR��; �>; >; �>�
= eR��; �>; >; �>�+ eR��; �?; >; �>� :

Notando que �> + �? = � e usando o fato de que eR 2 L, segue que
(��kR) (�; �; ; �) = eR��; �; >; �>�

= eR��; �; >; �>�+ eR��; �; ?; �>�
= eR��; �; ; �>�
= eR��; �; ; �>�+ eR��; �; ; �?�
= eR (�; �; ; �) ;

para todo �; �; ; � 2 Rn+k. Logo temos o isomor�smo.

Em particular, ��k leva bCPICk em L \ CPIC : Portanto, pela de�nição de cone tangente (para mais

detalhes veja a expressão (F.1))

��k

�
TR bCPICk� = ��k

 [
h>0

bCPICk �R
h

!

=
[
h>0

0@��k
� bCPICk�� ��k (R)

h

1A =
[
h>0

 
L \ CPIC � cRk

h

!
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=
[
h>0

 
L \

 
CPIC � cRk

h

!!

= L \
 [
h>0

CPIC � cRk
h

!
= L \ TcRkCPIC

onde a última igualdade é devido ao fato de que TcRkCPIC � Curv (Rn) ; ou seja, os elementos são

tensores. Portanto, usando o fato de que TcRkCPIC � Curv (Rn) e aplicando (��k)
�1 em ambos os extremos,

concluímos que

TR bCPICk = (��k)
�1
�
L \ TcRkCPIC

�
= (��k)

�1 (L) \ (��k)
�1
�
TcRkCPIC

�
= Curv (Rn) \ (��k)

�1
�
TcRkCPIC

�
= (��k)

�1
�
TcRkCPIC

�
:

Para o teorema conclusivo, precisamos entender o conceito de cone preservado:

Seja A � Curv um subconjunto convexo do espaço vetorial Curv para o qual o campo vetorial Q

aponta para dentro (para mais detalhes veja o início da Seção 8.6). Chamamos tal conjunto de conjunto

preservado e, em particular, um cone que é preservado é chamado de cone preservado.

Teorema 9.1 Se CPIC
�
Rn+k

�
é um cone preservado, então bCPICk (Rn) também é.

Demonstração. Segue dos Lemas 9.1 e 9.2 que

��k (Q (R)) = Q (��kR) = Q
� bRk� 2 L \ TcRkCPIC = ��k

�
TR bCPICk� ;

onde R 2 @ bCPICk . Portanto, para todo v 2 f0g � Rk
cRk (v; �; �; �) = R (�k (v) ; �k (�) ; �k (�) ; �k (�)) = R (0; �k (�) ; �k (�) ; �k (�)) = 0;

ou seja, bRk 2 L e assim Q
� bRk� 2 L (esse fato segue diretamente da expressão (8.1)). Pela de�nição do

cone tangente TcRkCPIC e de supremo, vemos que bRk 2 TcRkCPIC . Como ��k (Q (R)) 2 ��k �TR bCPICk�, se
Q (R) =2 TR bCPICk , então haveria D 2 TR bCPICk tal que ��k (Q (R)) = ��k (D) com D 6= Q (R), isso é um

absurdo pois ��k é injetora. Logo Q (R) 2 TR bCPICk :
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Considere uma variedade riemanniana M . Dizemos que um operador de curvatura eR :

2̂

(Rn) �
2̂

(Rn)! C1 (M) é não negativo se eR (';') � 0;
para todo ' 2

2̂

(Rn). Nesse caso, denotamos eR � 0. A partir dessa de�nição, temos o seguinte resultado:
Proposição 9.1 O cone bCPICk contém o cone dos operadores de curvatura não negativos nR 2 Curv : eR � 0o ;
para todo k. E todo R 2 bCPIC2 possui curvatura seccional não negativa.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que
n
R : eR � 0o � CPIC : Dado R 2 Curv um

operador de curvatura não negativo e fe1; ::::; e4g um 4-referencial ortonormal em Rn: Seja '; 2
2̂

(Rn),

onde 8<: ' = e1 ^ e3 + e4 ^ e2
 = e1 ^ e4 + e2 ^ e3

segue da primeira identidade de Bianchi que

0 � eR (';') + eR ( ; ) = eR (e1 ^ e3 + e4 ^ e2; e1 ^ e3 + e4 ^ e2) + eR (e1 ^ e4 + e2 ^ e3; e1 ^ e4 + e2 ^ e3)

= eR (e1 ^ e3; e1 ^ e3) + eR (e1 ^ e3; e4 ^ e2) + eR (e4 ^ e2; e1 ^ e3) + eR (e4 ^ e2; e4 ^ e2) + eR (e1 ^ e4; e1 ^ e4)
+ eR (e1 ^ e4; e2 ^ e3) + eR (e2 ^ e3; e1 ^ e4) + eR (e2 ^ e3; e2 ^ e3)

= R1313 +R1342 +R4213 +R4242 +R1414 +R1423 +R2314 +R2323

= R1313 +R2323 +R4242 +R1414 + 2R1342 + 2R1423

= R1313 +R2323 +R4242 +R1414 + 2R1342 + 2R4132

= R1313 +R2323 +R4242 +R1414 � 2R3412:

Ou seja, pela de�nição de CPIC (para mais detalhes veja a De�nição 9.3) vemos que R 2 CPIC :

De�nindo bei := (ei; 0; :::; 0) 2 Rn+k, i = 1; :::; 4, temos que fbeig4i=1 é um subconjunto ortonormal de

Rn+k. Denotando bRbabbbcbd := bR ( bea; beb; bec; bed) vemos, pela de�nição de bR, que
bRb1b3b1b3 + bRb2b3b2b3 + bRb4b2b4b2 + bRb1b4b1b4 � 2 bRb3b4b1b2 = bR ( be1; be3; be1; be3) + bR ( be2; be3; be2; be3) + bR ( be4; be2; be4; be2)

+ bR ( be1; be4; be1; be4)� 2 bR ( be3; be4; be1; be2)
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= R (�k ( be1) ; �k ( be3) ; �k ( be1) ; �k ( be3)) +R (�k ( be2) ; �k ( be3) ; �k ( be2) ; �k ( be3))
+R (�k ( be4) ; �k ( be2) ; �k ( be4) ; �k ( be2)) +R (�k ( be1) ; �k ( be4) ; �k ( be1) ; �k ( be4))
�2R (�k ( be3) ; �k ( be4) ; �k ( be1) ; �k ( be2)) :

Projetando, vemos que

bRb1b3b1b3 + bRb2b3b2b3 + bRb4b2b4b2 + bRb1b4b1b4 � 2 bRb3b4b1b2 = R1313 +R2323 +R4242 +R1414 � 2R3412

� 0;

isto é, R 2 bCPICk .
Agora vamos mostrar que bCPIC2 está contido no cone dos operadores de curvatura seccional positiva:

Seja R 2 bCPIC2 e fe1; e2g � Rn um 2-referencial ortonormal, e de�na

be1 = (e1; 0; 0) , be3 = (e2; 0; 0) , be2 = ��!0 ; 0; 1� , be4 = ��!0 ; 1; 0�
um 4-referencial ortonormal em Rn � R2: Como R 2 bCPIC2 , então bR2 2 CPIC ; ou seja,

0 �
� bR2�

1313
+
� bR2�

2323
+
� bR2�

4242
+
� bR2�

1414
� 2

� bR2�
3412

:

Mas temos que

8>>>>>>><>>>>>>>:

�bR2�
1313

=
� bR2� ( be1; be3; be1; be3) = R (�2 ( be1) ; �2 ( be3) ; �2 ( be1) ; �2 ( be3)) = R (e1; e2; e1; e2)� bR2�

2323
=
� bR2� ( be2; be3; be2; be3) = R (�2 ( be2) ; �2 ( be3) ; �2 ( be2) ; �2 ( be3)) = R (0; e2; 0; e2) = 0� bR2�

4242
=
� bR2� ( be4; be2; be4; be2) = R (�2 ( be4) ; �2 ( be2) ; �2 ( be4) ; �2 ( be2)) = R (0; 0; 0; 0) = 0� bR2�

1414
=
� bR2� ( be1; be4; be1; be4) = R (�2 ( be1) ; �2 ( be4) ; �2 ( be1) ; �2 ( be4)) = R (e1; 0; e1; 0) = 0

ou seja,

0 �
� bR2�

1313
+
� bR2�

2323
+
� bR2�

4242
+
� bR2�

1414
� 2

� bR2�
3412

= R1212;

portanto R possui curvaturas seccionais não negativas.
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9.2 Lema de Berger e Aplicações

Um resultado simples mas muito importante na demonstração do Teorema da Esfera Suave é o chamado

Lema de Berger. Mostraremos que o tensor de curvatura pode ser limitado sempre que a curvatura

seccional é limitada (superior e inferiormente):

Lema 9.3 (de Berger) Dada uma variedade riemanniana (M; g). Suponha que em algum ponto p a

curvatura seccional é limitada. Seja � := maxu;v2TpM fK (u ^ v)g e � := minu;v2TpM fK (u ^ v)g : Se

u; v; w; x 2 TpM são vetores ortonormais, então

jR (u; v; w; v)j � 1

2
(�� �) e jR (u; v; w; x)j � 2

3
(�� �) :

Demonstração. Dados u; v; w 2 TpM . Primeiramente, a multilinearidade de R garante que

R (u+ w; v; u+ w; v) = R (u; v; u+ w; v) +R (w; v; u+ w; v)

= R (u; v; u; v) +R (u; v; w; v) +R (w; v; u; v) +R (w; v; w; v) :

Além disso, temos a seguinte igualdade:

R (u� w; v; u� w; v) = R (u; v; u� w; v)�R (w; v; u� w; v)

= R (u; v; u; v)�R (u; v; w; v)�R (w; v; u; v) +R (w; v; w; v) :

Portanto, destas duas igualdades vemos que

R (u+ w; v; u+ w; v)�R (u� w; v; u� w; v) = 2R (u; v; w; v) + 2R (w; v; u; v)

= 2R (u; v; w; v) + 2R (u; v; w; v)

= 4R (u; v; w; v) :

Segue dessa identidade e da de�nição de curvatura seccional (para mais detalhes veja a Seção A.0.1 ) que:

2 jR (u; v; w; v)j = 1
2 jR (u+ w; v; u+ w; v)�R (u� w; v; u� w; v)j

= 1
2

���K ((u+ w) ^ v)�ju+ wj2 jvj2 � hu+ w; vi��K ((u� w) ^ v)�ju� wj2 jvj2 � hu� w; vi����
= 1

2

���K ((u+ w) ^ v) ju+ wj2 �K ((u� w) ^ v) ju� wj2���
= 1

2

���K ((u+ w) ^ v) �p2�2 �K ((u� w) ^ v) �p2�2���
= jK ((u+ w) ^ v)�K ((u� w) ^ v)j
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� �� �:

Para a segunda desigualdade da Proposição, notemos que

R (u; v + x;w; v + x) = R (u; v; w; v + x) +R (u; x; w; v + x)

= R (u; v; w; v) +R (u; v; w; x) +R (u; x; w; v) +R (u; x; w; x) :

Da mesma forma, temos a seguinte igualdade:

R (u; v � x;w; v � x) = R (u; v; w; v � x)�R (u; x; w; v � x)

= R (u; v; w; v)�R (u; v; w; x)�R (u; x; w; v) +R (u; x; w; x) :

Logo, segue que

R (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x) = 2R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v) :

Notemos também que

R (v; u� x;w; u� x) = R (v; u; w; u� x)�R (v; x; w; u� x)

= R (v; u; w; u)�R (v; u; w; x)�R (v; x; w; u) +R (v; x; w; x) :

Além disso,

R (v; u+ x;w; u+ x) = R (v; u; w; u+ x) +R (v; x; w; u+ x)

= R (v; u; w; u) +R (v; u; w; x) +R (v; x; w; u) +R (v; x; w; x) :

Portanto, usando as duas últimas expressões vemos que

R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x) = �2R (v; u; w; x)� 2R (v; x; w; u) :

Logo, obtemos que:

R (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x) +R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x)

= 2R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v)� 2R (v; u; w; x)� 2R (v; x; w; u)
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= 2R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v) + 2R (u; v; w; x)� 2R (v; x; w; u)

= 4R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v)� 2R (v; x; w; u) :

Olhando para os dois últimos termos e usando a primeira identidade de Bianchi, vemos que

2R (u; x; w; v)� 2R (v; x; w; u) = 2R (u; x; w; v)� 2R (w; u; v; x) = 2R (u; x; w; v) + 2R (w; u; x; v)

= 2 (R (u; x; w; v) +R (w; u; x; v)) = 2 (�R (x;w; u; v))

= �2R (x;w; u; v) :

Logo, segue que

R (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x) +R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x)

= 4R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v)� 2R (v; x; w; u) = 4R (u; v; w; x)� 2R (x;w; u; v)

= 4R (u; v; w; x)� 2R (u; v; x; w)

= 4R (u; v; w; x) + 2R (u; v; w; x)

= 6R (u; v; w; x) :

Usando essa igualdade e a primeira desigualdade demonstrada, segue que:

6 jR (u; v; w; x)j = jR (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x)

+R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x) j

=
���2R�u; v+xp

2
; w; v+xp

2

�
� 2R

�
u; v�xp

2
; w; v�xp

2

�
+ 2R

�
v; u�xp

2
; w; u�xp

2

�
� 2R

�
v; u+xp

2
; w; u+xp

2

����
� 2

���R�u; v+xp
2
; w; v+xp

2

����+ 2 ���R�u; v�xp
2
; w; v�xp

2

����+ 2 ���R�v; u�xp
2
; w; u�xp

2

����+ 2 ���R�v; u+xp
2
; w; u+xp

2

����
� (�� �) + (�� �) + (�� �) + (�� �)

= 4 (�� �),

onde multiplicamos e dividimos por 2 todos os termos na segunda igualdade.

Busquemos alguma caracterização do cone bCPIC2 que o torne mais compreensível. Para isso, comece-
mos demonstrando o seguinte resultado:

Lema 9.4 Suponha '; 2
2̂ �
R4
�
satisfazem ' ^  = 0, ' ^ ' =  ^  e h'; i = 0. Então existe uma

base ortonormal fe1; :::; e4g de R4 tal que

' = a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2 ,  = b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3;
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onde a1a2 = b1b2:

Demonstração. Primeiramente, vamos considerar o caso em que ' ou  não é nem autodual nem

anti-autodual (para mais detalhes veja a Seção B). Suponhamos, sem perda de generalidade que ' não

é nem autodual nem anti-autodual. Considere a seguinte forma bilinear antissimétrica de�nida em R4

(para mais detalhes sobre o produto interno g^ veja a Seção B)

(v; w) 2 R4 � R4 7! g^ ('; v ^ w) :

Por um resultado de Álgebra Linear, sempre é possível encontrar uma base ortonormal positivamente

orientada fv1; v2; v3; v4g tal que

' = a1v1 ^ v3 + a2v4 ^ v2;

em que a1; a2 2 R. A condição h'; i = 0 implica que

0 = g^ ('; ) = g^ (a1 (v1 ^ v3) + a2 (v4 ^ v2) ;  ) = a1g
^ (v1 ^ v3;  ) + a2g^ (v4 ^ v2;  ) :

A condição ' ^  = 0 implica que

0 = ' ^  = (a1 (v1 ^ v3) + a2 (v4 ^ v2)) ^  = a1 (v1 ^ v3) ^  + a2 (v4 ^ v2) ^  

= a1c24 (v1 ^ v3) ^ (v2 ^ v4) + a2c13 (v4 ^ v2) ^ (v1 ^ v3)

= (�a1c24 + a2c13) v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4

=
�
a1g

^ ( ; v4 ^ v2) + a2g^ ( ; v1 ^ v3)
�
v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4

Ou seja,

a1g
^ ( ; v4 ^ v2) + a2g^ ( ; v1 ^ v3) = 0:

Agora pela de�nição do operador Hodge Star, segue que

(v1 ^ v3) ^ (�') = g^ ('; v1 ^ v3)

= g^ (a1v1 ^ v3 + a2v4 ^ v2; v1 ^ v3)

= a1v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4

Por outro lado,

(v1 ^ v2) ^ �' = �a2v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4:
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Como ' não é nem autodual nem anti-autodual, segue que a1 6= �a2, e portanto,

a21 � a22 6= 0:

Agora temos o seguinte sistema:8<: a1g
^ ( ; v1 ^ v3) + a2g^ ( ; v4 ^ v2) = 0

a2g
^ ( ; v1 ^ v3) + a1g^ ( ; v4 ^ v2) = 0

;

cujo determinante é a21 � a22 6= 0. Portanto, a única solução desse sistema é a solução trivial, isto é,

g^ ( ; v1 ^ v3) = g^ ( ; v4 ^ v2) = 0:

Agora consideremos dois subespaços bidimensionais de Z;W < R4, em que W = hfv1; v3gi e Z =

hfv4; v2gi : Tomemos as suas orientações de modo que as respectivas base mencionadas sejam positivamente

orientadas. Consideremos a seguinte forma bilinear:

� : (w; z) 2W � Z 7! g^ ( ; v ^ w) :

Pela decomposição do valor singular (resultado de álgebra linear), podemos encontrar uma base ortonormal

positivamente orientada fe1; e3g de W e fe4; e2g de Z tal que

� (e1; e2) = 0 = � (e3; e4) :

Juntando as bases nessa ordem, vemos que fe1; e3; e4; e2g é uma base positivamente orientada de R4.

Efetuando duas trocas: e4 $ e2 e e2 $ e3, vemos que a base fe1; e2; e3; e4g é também positivamente

orientada. Como W = hfv1; v3gi = hfe1; e3gi e Z = hfv4; v2gi = hfe4; e2gi, essas duas informações nos

dão, respectivamente, que v1 ^ v3 = e1 ^ e3 e v4 ^ v2 = e4 ^ e2. Portano,

' = a1v1 ^ v3 + a2v4 ^ v2 = a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2:

Mais ainda, temos que

g^ ( ; e1 ^ e3) = g^ ( ; v1 ^ v3) = 0;

g^ ( ; e4 ^ e2) = g^ ( ; v4 ^ v2) = 0:
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Usando a forma �, também obtemos o seguinte:

g^ ( ; e1 ^ e2) = � (e1; e2) = 0;

g^ ( ; e3 ^ e4) = � (e3; e4) = 0:

Usando que fei ^ ejg4i6=j=1 é uma base ortonormal para
2̂ �
R4
�
e que todos os produtos internos acima

dão zero, vemos que existem constantes b1; b2 2 R tais que

 = b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3:

Por �m, notemos que

' ^ ' = (a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2) ^ (a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2)

= (a1a2) e1 ^ e3 ^ e4 ^ e2 + (a2a1) e4 ^ e2 ^ e1 ^ e3

= (2a1a2) e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4;

e mais ainda,

 ^  = (b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3) ^ (b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3)

= (b1b2) e1 ^ e4 ^ e2 ^ e3 + (b2b1) e2 ^ e3 ^ e1 ^ e4

= (2b1b2) e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4:

Por hipótese, ' ^ ' =  ^  , ou seja, vemos que a1a2 = b1b2.

Agora consideremos o caso em que ' e  são ou autodual ou anti-autodual. Suponha que um deles,

digamos ', seja autodual e o outro, digamos  , seja anti-autodual. Se fe1; :::; e4g é a base canônica de

R4, segue que

' ^ ' = ' ^ (�') = e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4;

 ^  = � ^ (� ) = �e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4:

Mas isso é um absurdo, por hipótese, pois ' ^ ' =  ^  . Portanto, ou ambos são autoduais ou ambos

são anti-autoduais. Suponhamos, sem perda de generalidade que ambos sejam autoduais. Se ' =  = 0,

então o Lema está demonstrado trivialmente. Suponhamos então que ' 6= 0. Como foi feito acima,
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escolha uma base ortonormal positivamente orientada fv1; v2; v3; v4g de R4 tal que

' = a1v1 ^ v3 + a2v4 ^ v2:

Como ' é autodual, então �' = '. Portanto,

(v1 ^ v3) ^ (�') = (a1) v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4;

(v1 ^ v3) ^ ' = (a2) v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4:

Assim, a1 = a2 = a 6= 0, ou seja,

' = a (v1 ^ v3 + v4 ^ v2) :

A condição g^ ('; ) = 0 implica que

g^ (v1 ^ v3 + v4 ^ v2;  ) = 0:

Notemos que

(v1 ^ v3) ^ (� ) = g^ (v1 ^ v3;  ) v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4;

(v1 ^ v3) ^  = g^ (v4 ^ v2;  ) v1 ^ v2 ^ v3 ^ v4:

Como  também é autodual, segue que g^ (v1 ^ v3;  ) = g^ (v4 ^ v2;  ), ou seja,

0 = g^ (v1 ^ v3 + v4 ^ v2;  ) = 2g^ (v1 ^ v3;  ) :

Assim, concluímos que g^ (v1 ^ v3;  ) = g^ (v4 ^ v2;  ) = 0. Criando a função � novamente, de modo

análogo encontramos a mesma expressão para  .

Com isso podemos provar a seguinte "versão rotacionada"deste mesmo resultado:

Lema 9.5 Suponha '; 2
2̂ �
R4
�
satisfazem ' ^  = 0 e ' ^ ' =  ^  . Então existe um referencial

ortonormal fe1; :::; e4g de R4 e � 2 R tal que8<: (cos �)'+ (sin �) = a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2
� (sin �)'+ (cos �) = b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3



9.2. Lema de Berger e Aplicações 246

onde a1a2 = b1b2:

Demonstração. Primeiramente de�na � 2 R de modo que

1

2
(sin 2�)

�
j'j2 � j j2

�
= h'; i cos 2�:

É sempre possível encontrar tal �, pois podemos olha-lo como solução de

g

 
(sin 2�; cos 2�) ;

 
j'j2 � j j2

2
;�h'; i

!!
= 0;

em que g é o produto interno canônico do R2, e sempre pode-se encontrar � de modo que (sin 2�; cos 2�)

seja ortogonal ao vetor
�
j'j2�j j2

2 ;�h'; i
�
2 R2.

Agora se '0 = (cos �)'+ (sin �) e  0 = � (sin �)'+ (cos �) : Por hipótese, segue que

'0 ^ '0 �  0 ^  0 = ((cos �)'+ (sin �) ) ^ ((cos �)'+ (sin �) )

� (� (sin �)'+ (cos �) ) ^ (� (sin �)'+ (cos �) )

= (cos �)' ^ (cos �)'+ (cos �)' ^ (sin �) + (sin �) ^ (cos �)'

+(sin �) ^ (sin �) � (� (sin �)') ^ (� (sin �)')� (� (sin �)') ^ ((cos �) )

� ((cos �) ) ^ (� (sin �)')� ((cos �) ) ^ ((cos �) ) :

Juntando os escalares, vemos que

'0 ^ '0 �  0 ^  0 =
�
cos2 �

�
' ^ '+ (cos �) (sin �)' ^  + (sin �) (cos �) ^ '+

�
sin2 �

�
 ^  

�
�
sin2 �

�
' ^ '+ (sin �) (cos �)' ^  + (cos �) (sin �) ^ '�

�
cos2 �

�
 ^  

=
�
cos2 �

�
' ^ '+

�
sin2 �

�
 ^  �

�
sin2 �

�
' ^ '�

�
cos2 �

�
 ^  

=
�
cos2 � + sin2 � � sin2 � � cos2 �

�
 ^  

= 0;

ou seja, '0 ^ '0 =  0 ^  0. Além disso,

'0 ^  0 = ((cos �)'+ (sin �) ) ^ (� (sin �)'+ (cos �) )

= ((cos �)') ^ (� (sin �)') + (cos �)' ^ (cos �) + (sin �) ^ (� (sin �)') + (sin �) ^ (cos �) 

= � (cos �) (sin �)' ^ '+
�
cos2 �

�
' ^  �

�
sin2 �

�
 ^ '+ (sin �) (cos �) ^  
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= � (cos �) (sin �)' ^ '+ (sin �) (cos �) ^  

= (� (cos �) (sin �) + (sin �) (cos �)) ^  

= 0:

Mais ainda, pela de�nição de � vemos que



'0;  0

�
= h(cos �)'+ (sin �) ;� (sin �)'+ (cos �) i = h(cos �)';� (sin �)'i+ h(cos �)'; (cos �) i

+ h(sin �) ;� (sin �)'i+ h(sin �) ; (cos �) i

= � (sin �) (cos �) j'j2 +
�
cos2 �

�
h'; i �

�
sin2 �

�
h ;'i+ (sin �) (cos �) j j2

= �1
2
2 (sin �) (cos �) j'j2 + 1

2
2 (sin �) (cos �) j j2 + (cos 2�) h ;'i

=
1

2
(sin 2�)

�
j j2 � j'j2

�
+ (cos 2�) h ;'i

= � (cos 2�) h ;'i+ (cos 2�) h ;'i

= 0:

Aplicando o lema anterior para
�
'0;  0

	
temos o resultado.

Com isso em mente, podemos caracterizar o cone bCPIC2 da seguinte maneira:
Proposição 9.2 (Caracterização de bCPIC2) R 2 bCPIC2 se, e somente se

R1313 + �
2R1414 + �

2R2323 + �
2�2R2424 � 2��R1234 � 0;

para todo 4-referencial ortonormal fe1; :::; e4g e todo �; � 2 [�1; 1] :

Demonstração. Suponha que R 2 bCPIC2 , ou seja, que bR 2 CPIC : Seja fe1; :::; e4g � Rn um 4-

referencial ortonormal, e seja �; � 2 [�1; 1] : De�namos

be1 = (e1; 0; 0) , be2 = ��e2; 0;p1� �2� , be3 = (e3; 0; 0) , be4 = ��e4;p1� �2; 0� :
Deste modo vemos que f be1; :::; be4g forma um 4-referencial ortonormal para Rn�R2: Com isso e pelo fato

de bR 2 CPIC , segue que
0 � bR1313 + bR1414 + bR2323 + bR2424 � 2 bR1234
= bR ( be1; be3; be1; be3) + bR ( be1; be4; be1; be4) + bR ( be2; be3; be2; be3) + bR ( be2; be4; be2; be4)� 2 bR ( be1; be2; be3; be4)
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= R (�2 ( be1) ; �2 ( be3) ; �2 ( be1) ; �2 ( be3)) +R (�2 ( be1) ; �2 ( be4) ; �2 ( be1) ; �2 ( be4))
+R (�2 ( be2) ; �2 ( be3) ; �2 ( be2) ; �2 ( be3)) +R (�2 ( be2) ; �2 ( be4) ; �2 ( be2) ; �2 ( be4))
�2R (�2 ( be1) ; �2 ( be2) ; �2 ( be3) ; �2 ( be4))

= R (e1; e3; e1; e3) +R (e1; �e4; e1; �e4) +R (�e2; e3; �e2; e3) +R (�e2; �e4; �e2; �e4)� 2R (e1; �e2; e3; �e4)

= R1313 + �
2R1414 + �

2R2323 + �
2�2R2424 � 2��R1234:

Agora vamos demonstrar a volta: Dado f be1; :::; be4g um 4-referencial ortonormal para Rn � R2: Por

de�nição, bej = (vj ; xj) ; onde vj 2 Rn e xj 2 R2, j = 1; :::; 4: Seja V um subespaço de dimensão 4 contendo
fv1; v2; v3; v4g e (�xada uma base de V ) de�na '; 2 ^2 (V ) por8<: ' = v1 ^ v3 + v4 ^ v2

 = v1 ^ v4 + v2 ^ v3:

seja fe1; :::; e4g uma base ortonormal de V . Segue que

' = v1 ^ v3 + v4 ^ v2 = (v1 
 v3 � v3 
 v1) + (v4 
 v2 � v2 
 v4)

=
4X
i=1

vi1ei 

4X
j=1

vj3ej �
4X
i=1

vi3ei 

4X
j=1

vj1ej +
4X
i=1

vi4ei 

4X
j=1

vj2ej �
4X
i=1

vi2ei 

4X
j=1

vj4ej

=

4X
i;j=1

�
vi1v

j
3 � vi3v

j
1

�
ei 
 ej +

4X
i;j=1

�
vi4v

j
2 � vi2v

j
4

�
ei 
 ej

=
4X

i;j=1

�
vi1v

j
3 � vi3v

j
1 + v

i
4v
j
2 � vi2v

j
4

�
ei 
 ej :

Analogamente,

 =
4X

i;j=1

�
vi1v

j
4 � vi4v

j
1 + v

i
2v
j
3 � vi3v

j
2

�
ei 
 ej :

Vamos denotar ' ^ ' (ea; eb; ec; ed) por (' ^ ')abcd e ' (ea; eb) por 'ab. Segue da expressão de ' que.

(' ^ ')abcd = 'ab'cd � 'ab'dc � 'ac'bd + 'ac'db + 'ad'bc � 'ad'cb

�'ba'cd + 'ba'dc + 'bc'ad � 'bc'da � 'bd'ac + 'bd'ca

�'cb'ad + 'cb'da + 'ca'bd � 'ca'db � 'cd'ba + 'cd'ab

�'db'ca + 'db'ac + 'dc'ba � 'dc'ab � 'da'bc + 'da'cb:
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Juntando os termos iguais, vemos que

(' ^ ')abcd = 2'ab'cd � 2'ab'dc � 2'ac'bd + 2'ac'db + 2'ad'bc � 2'ad'cb

�2'ba'cd + 2'ba'dc � 2'bc'da + 2'bd'ca + 2'cb'da � 2'ca'db

= 2j1k1 � 2j2k2 � 2j3k3 + 2j4k4 + 2j5k5 � 2j6k6 � 2j7k7 + 2j8k8

�2j9k9 + 2j10k10 + 2j11k11 � 2j12k12;

em que os coe�cientes ji, i = 1; :::; 12, são dados por8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

j1 = va1v
b
3 � va3vb1 + va4vb2 � va2vb4

j2 = va1v
b
3 � va3vb1 + va4vb2 � va2vb4

j3 = va1v
c
3 � va3vc1 + va4vc2 � va2vc4

j4 = va1v
c
3 � va3vc1 + va4vc2 � va2vc4

j5 = va1v
d
3 � va3vd1 + va4vd2 � va2vd4

j6 = va1v
d
3 � va3vd1 + va4vd2 � va2vd4

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

j7 = vb1v
a
3 � vb3va1 + vb4va2 � vb2va4

j8 = vb1v
a
3 � vb3va1 + vb4va2 � vb2va4

j9 = vb1v
c
3 � vb3vc1 + vb4vc2 � vb2vc4

j10 = vb1v
d
3 � vb3vd1 + vb4vd2 � vb2vd4

j11 = vc1v
b
3 � vc3vb1 + vc4vb2 � vc2vb4

j12 = vc1v
a
3 � vc3va1 + vc4va2 � vc2va4

e os coe�cientes ki, i = 1; :::; 12, têm as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

k1 = vc1v
d
3 � vc3vd1 + vc4vd2 � vc2vd4

k2 = vd1v
c
3 � vd3vc1 + vd4vc2 � vd2vc4

k3 = vb1v
d
3 � vb3vd1 + vb4vd2 � vb2vd4

k4 = vd1v
b
3 � vd3vb1 + vd4vb2 � vd2vb4

k5 = vb1v
c
3 � vb3vc1 + vb4vc2 � vb2vc4

k6 = vc1v
b
3 � vc3vb1 + vc4vb2 � vc2vb4

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

k7 = vc1v
d
3 � vc3vd1 + vc4vd2 � vc2vd4

k8 = vd1v
c
3 � vd3vc1 + vd4vc2 � vd2vc4

k9 = vd1v
a
3 � vd3va1 + vd4va2 � vd2va4

k10 = vc1v
a
3 � vc3va1 + vc4va2 � vc2va4

k11 = vd1v
a
3 � vd3va1 + vd4va2 � vd2va4

k12 = vd1v
b
3 � vd3vb1 + vd4vb2 � vd2vb4

Da mesma forma, denotando  ^  (ea; eb; ec; ed) por ( ^  )abcd e  (ea; eb) por  ab, segue que

( ^  )abcd =  ab cd �  ab dc �  ac bd +  ac db +  ad bc �  ad cb

� ba cd +  ba dc +  bc ad �  bc da �  bd ac +  bd ca

� cb ad +  cb da +  ca bd �  ca db �  cd ba +  cd ab

� db ca +  db ac +  dc ba �  dc ab �  da bc +  da cb:
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Juntando os termos iguais, vemos que

( ^  )abcd = 2 ab cd � 2 ab dc � 2 ac bd + 2 ac db + 2 ad bc � 2 ad cb

�2 ba cd + 2 ba dc � 2 bc da + 2 bd ca + 2 cb da � 2 ca db

= 2l1m1 � 2l2m2 � 2l3m3 + 2l4m4 + 2l5m5 � 2l6m6 � 2l7m7 + 2l8m8

�2l9m9 + 2l10m10 + 2l11m11 � 2l12m12;

em que os coe�cientes li, i = 1; :::; 12, são dados por8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

l1 = va1v
b
4 � va4vb1 + va2vb3 � va3vb2

l2 = va1v
b
4 � va4vb1 + va2vb3 � va3vb2

l3 = va1v
c
4 � va4vc1 + va2vc3 � va3vc2

l4 = va1v
c
4 � va4vc1 + va2vc3 � va3vc2

l5 = va1v
d
4 � va4vd1 + va2vd3 � va3vd2

l6 = va1v
d
4 � va4vd1 + va2vd3 � va3vd2

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

l7 = vb1v
a
4 � vb4va1 + vb2va3 � vb3va2

l8 = vb1v
a
4 � vb4va1 + vb2va3 � vb3va2

l9 = vb1v
c
4 � vb4vc1 + vb2vc3 � vb3vc2

l10 = vb1v
d
4 � vb4vd1 + vb2vd3 � vb3vd2

l11 = vc1v
b
4 � vc4vb1 + vc2vb3 � vc3vb2

l12 = vc1v
a
4 � vc4va1 + vc2va3 � vc3va2

e os coe�cientes mi, i = 1; :::; 12, têm as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

m1 = vc1v
d
4 � vc4vd1 + vc2vd3 � vc3vd2

m2 = vd1v
c
4 � vd4vc1 + vd2vc3 � vd3vc2

m3 = vb1v
d
4 � vb4vd1 + vb2vd3 � vb3vd2

m4 = vd1v
b
4 � vd4vb1 + vd2vb3 � vd3vb2

m5 = vb1v
c
4 � vb4vc1 + vb2vc3 � vb3vc2

m6 = vc1v
b
4 � vc4vb1 + vc2vb3 � vc3vb2

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

m7 = vc1v
d
4 � vc4vd1 + vc2vd3 � vc3vd2

m8 = vd1v
c
4 � vd4vc1 + vd2vc3 � vd3vc2

m9 = vd1v
a
4 � vd4va1 + vd2va3 � vd3va2

m10 = vc1v
a
4 � vc4va1 + vc2va3 � vc3va2

m11 = vd1v
a
4 � vd4va1 + vd2va3 � vd3va2

m12 = vd1v
b
4 � vd4vb1 + vd2vb3 � vd3vb2

Com isso, vemos que  ^  = ' ^ '. Mais ainda, denotando ' ^  (ea; eb; ec; ed) por (' ^  )abcd,

' (ea; eb) por 'ab e  (ec; ed) por  cd, temos que

(' ^  )abcd = 'ab cd � 'ab dc � 'ac bd + 'ac db + 'ad bc � 'ad cb � 'ba cd + 'ba dc

+'bc ad � 'bc da � 'bd ac + 'bd ca � 'cb ad + 'cb da + 'ca bd � 'ca db

�'cd ba + 'cd ab � 'db ca + 'db ac + 'dc ba � 'dc ab � 'da bc + 'da cb
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= n1o1 � n2o2 � n3o3 + n4o4 + n5o5 � n6o6 � n7o7 + n8o8

+n9o9 � n10o10 � n11o11 + n12o12 � n13o13 + n14o14 + n15o15 � n16o16

�n17o17 + n18o18 � n19o19 + n20o20 + n21o21 � n22o22 � n23o23 + n24o24

= 0;

em que os coe�cientes ni, i = 1; :::; 12, são dados por8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

n1 = va1v
b
3 � va3vb1 + va4vb2 � va2vb4

n2 = va1v
b
3 � va3vb1 + va4vb2 � va2vb4

n3 = va1v
c
3 � va3vc1 + va4vc2 � va2vc4

n4 = va1v
c
3 � va3vc1 + va4vc2 � va2vc4

n5 = va1v
d
3 � va3vd1 + va4vd2 � va2vd4

n6 = va1v
d
3 � va3vd1 + va4vd2 � va2vd4

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

n7 = vb1v
a
3 � vb3va1 + vb4va2 � vb2va4

n8 = vb1v
a
3 � vb3va1 + vb4va2 � vb2va4

n9 = vb1v
c
3 � vb3vc1 + vb4vc2 � vb2vc4

n10 = vb1v
c
3 � vb3vc1 + vb4vc2 � vb2vc4

n11 = vb1v
d
3 � vb3vd1 + vb4vd2 � vb2vd4

n12 = vb1v
d
3 � vb3vd1 + vb4vd2 � vb2vd4

;

os coe�cientes ni, i = 13; :::; 24, têm as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

n13 = vc1v
b
3 � vc3vb1 + vc4vb2 � vc2vb4

n14 = vc1v
b
3 � vc3vb1 + vc4vb2 � vc2vb4

n15 = vc1v
a
3 � vc3va1 + vc4va2 � vc2va4

n16 = vc1v
a
3 � vc3va1 + vc4va2 � vc2va4

n17 = vc1v
d
3 � vc3vd1 + vc4vd2 � vc2vd4

n18 = vc1v
d
3 � vc3vd1 + vc4vd2 � vc2vd4

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

n19 = vd1v
b
3 � vd3vb1 + vd4vb2 � vd2vb4

n20 = vd1v
b
3 � vd3vb1 + vd4vb2 � vd2vb4

n21 = vd1v
c
3 � vd3vc1 + vd4vc2 � vd2vc4

n22 = vd1v
c
3 � vd3vc1 + vd4vc2 � vd2vc4

n23 = vd1v
a
3 � vd3va1 + vd4va2 � vd2va4

n24 = vd1v
a
3 � vd3va1 + vd4va2 � vd2va4

;

os coe�cientes oi, i = 1; :::; 12, são dados por8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

o1 =
�
vc1v

d
4 � vc4vd1 + vc2vd3 � vc3vd2

�
o2 =

�
vd1v

c
4 � vd4vc1 + vd2vc3 � vd3vc2

�
o3 =

�
vb1v

d
4 � vb4vd1 + vb2vd3 � vb3vd2

�
o4 =

�
vd1v

b
4 � vd4vb1 + vd2vb3 � vd3vb2

�
o5 =

�
vb1v

c
4 � vb4vc1 + vb2vc3 � vb3vc2

�
o6 =

�
vc1v

b
4 � vc4vb1 + vc2vb3 � vc3vb2

�

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

o7 =
�
vc1v

d
4 � vc4vd1 + vc2vd3 � vc3vd2

�
o8 =

�
vd1v

c
4 � vd4vc1 + vd2vc3 � vd3vc2

�
o9 =

�
va1v

d
4 � va4vd1 + va2vd3 � va3vd2

�
o10 =

�
vd1v

a
4 � vd4va1 + vd2va3 � vd3va2

�
o11 = (v

a
1v

c
4 � va4vc1 + va2vc3 � va3vc2)

o12 = (v
c
1v
a
4 � vc4va1 + vc2va3 � vc3va2)

;
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e os coe�cientes oi, i = 13; :::; 24, têm as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

o13 =
�
va1v

d
4 � va4vd1 + va2vd3 � va3vd2

�
o14 =

�
vd1v

a
4 � vd4va1 + vd2va3 � vd3va2

�
o15 =

�
vb1v

d
4 � vb4vd1 + vb2vd3 � vb3vd2

�
o16 =

�
vd1v

b
4 � vd4vb1 + vd2vb3 � vd3vb2

�
o17 =

�
vb1v

a
4 � vb4va1 + vb2va3 � vb3va2

�
o18 =

�
va1v

b
4 � va4vb1 + va2vb3 � va3vb2

�

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

o19 = (v
c
1v
a
4 � vc4va1 + vc2va3 � vc3va2)

o20 = (v
a
1v

c
4 � va4vc1 + va2vc3 � va3vc2)

o21 =
�
vb1v

a
4 � vb4va1 + vb2va3 � vb3va2

�
o22 =

�
va1v

b
4 � va4vb1 + va2vb3 � va3vb2

�
o23 =

�
vb1v

c
4 � vb4vc1 + vb2vc3 � vb3vc2

�
o24 =

�
vc1v

b
4 � vc4vb1 + vc2vb3 � vc3vb2

�
:

Como dimV = 4, temos que V � R4. Segue do Lema 9.5 que existe um referencial ortonormal

fe1; :::; e4g para V e � 2 R tal que

8<: '0 = (cos �)'+ (sin �) = a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2
 0 = � (sin �)'+ (cos �) = b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3

onde a1a2 = b1b2: Primeiramente notemos que

eR �'0; '0�+ eR � 0;  0� = eR ((cos �)'+ (sin �) ; (cos �)'+ (sin �) )
+ eR (� (sin �)'+ (cos �) ;� (sin �)'+ (cos �) )

=
�
cos2 �

� eR (';') + 2 (cos �) (sin �) eR ('; ) + �sin2 �� eR ( ; )
+
�
sin2 �

� eR (';')� 2 (sin �) (cos �) eR ('; ) + �cos2 �� eR ( ; )
=

��
cos2 �

�
+
�
sin2 �

�� eR (';') + ��sin2 ��+ �cos2 ��� eR ( ; )
= eR (';') + eR ( ; ) :

Pela linearidade de eR, vemos que
eR �'0; '0�+ eR � 0;  0� = eR (a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2; a1e1 ^ e3 + a2e4 ^ e2)

+ eR (b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3; b1e1 ^ e4 + b2e2 ^ e3)
= a21 eR (e1 ^ e3; e1 ^ e3) + a1a2 eR (e1 ^ e3; e4 ^ e2)

+a1a2 eR (e4 ^ e2; e1 ^ e3) + a22 eR (e4 ^ e2; e4 ^ e2)
+b21

eR (e1 ^ e4; e1 ^ e4) + b1b2 eR (e1 ^ e4; e2 ^ e3)
+b1b2 eR (e2 ^ e3; e1 ^ e4) + b22 eR (e2 ^ e3; e2 ^ e3) :
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Usando primeira identidade de Bianchi e que a1a2 = b1b2, vemos o seguinte:

eR �'0; '0�+ eR � 0;  0� = a21R1313 + a1a2R1342 + a1a2R4213 + a
2
2R4242 + b

2
1R1414 + b1b2R1423

+b1b2R2314 + b
2
2R2323

= a21R1313 + 2a1a2R1342 + a
2
2R2424 + b

2
1R1414 + 2b1b2R1423 + b

2
2R2323

= a21R1313 + b
2
1R1414 + a

2
2R2424 + b

2
2R2323 + 2a1a2 (R1342 +R1423)

= a21R1313 + b
2
1R1414 + a

2
2R2424 + b

2
2R2323 + 2a1a2 (R4213 +R1423)

= a21R1313 + b
2
1R1414 + a

2
2R2424 + b

2
2R2323 � 2a1a2R2143

= a21R1313 + b
2
1R1414 + a

2
2R2424 + b

2
2R2323 � 2a1a2R1234:

Fazendo � = b1=a1 e � = b2=a1 nossa hipótese implica que o extremo direito é não negativo, de fato,

dividindo a expressão por a21 temos.

R1313 +
b21
a21
R1414 +

a22
a21
R2424 +

b22
a21
R2323 � 2

a2
a1
R1234 = R1313 + �

2R1414 +
a22
a21
R2424 + �

2R2323 � 2
a2
a1
R1234:

Notemos também que

�� =
b1
a1

b2
a1
=
b1b2
a21

=
a1a2
a21

=
a2
a1
;

e portanto, utilizando a hipótese vemos que

R1313 + �
2R1414 +

a22
a21
R2424 + �

2R2323 � 2
a2
a1
R1234 = R1313 + �

2R1414 + �
2�2R2424 + �

2R2323 � 2��R1234

� 0;

ou seja, a seguinte desigualdade é válida:

0 � a21R1313 + b
2
1R1414 + a

2
2R2424 + b

2
2R2323 � 2a1a2R1234 = eR �'0; '0�+ eR � 0;  0�

= eR (';') + eR ( ; ) = eR (v1 ^ v3 + v4 ^ v2; v1 ^ v3 + v4 ^ v2) + eR (v1 ^ v4 + v2 ^ v3; v1 ^ v4 + v2 ^ v3)
= eR (v1 ^ v3; v1 ^ v3) + eR (v1 ^ v3; v4 ^ v2) + eR (v4 ^ v2; v1 ^ v3) + eR (v4 ^ v2; v4 ^ v2)

+ eR (v1 ^ v4; v1 ^ v4) + eR (v1 ^ v4; v2 ^ v3) + eR (v2 ^ v3; v1 ^ v4) + eR (v2 ^ v3; v2 ^ v3)
= R (v1; v3; v1; v3) +R (v1; v3; v4; v2) +R (v4; v2; v1; v3) +R (v4; v2; v4; v2)

+R (v1; v4; v1; v4) +R (v1; v4; v2; v3) +R (v2; v3; v1; v4) +R (v2; v3; v2; v3) :
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Segue da de�nição de bej que
0 � R (�2 ( be1) ; �2 ( be3) ; �2 ( be1) ; �2 ( be3)) +R (�2 ( be1) ; �2 ( be4) ; �2 ( be1) ; �2 ( be4))

+R (�2 ( be2) ; �2 ( be3) ; �2 ( be2) ; �2 ( be3)) +R (�2 ( be2) ; �2 ( be4) ; �2 ( be2) ; �2 ( be4))
�2R (�2 ( be1) ; �2 ( be2) ; �2 ( be3) ; �2 ( be4))

= bR ( be1; be3; be1; be3) + bR ( be1; be4; be1; be4) + bR ( be2; be3; be2; be3) + bR ( be2; be4; be2; be4)� 2 bR ( be1; be2; be3; be4)
= bR1313 + bR1414 + bR2323 + bR2424 � 2 bR1234;

ou seja, bR 2 CPIC e portanto R 2 bCPIC2 .
Vamos concluir o capítulo com o resultado, demonstrado por Brendle e Schoen, que relaciona a

positividade da curvatura isotrópica com a "condição 1/4", isto é, a positividade e a restrição da curvatura

seccional. Resultado esse que é fundamental na demonstração Teorema da Esfera Suave.

Corolário 9.1 Seja R 2 Curv. Se a curvatura seccional de R satisfaz a "condição 1/4", isto é, se

1

4
Kmax < K � Kmax;

então bR2 2 CPIC e portanto R 2 bCPIC2.
Demonstração. Se for necessário, reescalone a métrica de modo que a curvatura secional de R

morem no intervalo [1; 4] : Seja fe1; :::; e4g um 4-referencial ortonormal em Rn e seja �; � 2 [�1; 1] : Pelo

Lema de Berger (para mais detalhes veja a Seção A.0.1) vemos que

jR (e1; e2; e3; e4)j �
2

3
(4� 1) = 2

3
� 3 = 2:

Nesse caso, o resultado segue da proposição anterior, já que

R1313 + �
2R1414 + �

2R2323 + �
2�2R2424 � 2��R1234 � 1 + �2 + �2 + �2�2 � 2��R1234

� 1 + �2 + �2 + �2�2 � 2 j��R1234j

� 1 + �2 + �2 + �2�2 � 4 j��j

= 1 + �2 + �2 + �2�2 � 2 j��j � 2 j��j

= (1� j��j)2 + (j�j � j�j)2

� 0:
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Assim, pela proposição anterior, R 2 bCPIC2 .



Capítulo 10

Condição PIC sob o Fluxo de Ricci

Este capítulo visa a demonstração da preservação pelo �uxo de Ricci da positividade da curvatura

isotrópica. Resultado esse que foi demonstrado por Brendle e Schoen, em parceria, e de forma inde-

pendente por Nguyen. Em suma, queremos demonstrar o Teorema 10.1.

10.1 Analisando a Decomposição de Brendle e Schoen

Comecemos enunciando o resultado principal a ser demonstrado:

Teorema 10.1 (Brendle, Schoen, Nguyen ) Seja M uma variedade compacta de dimensão n � 4

com uma família de métricas fg (t)gt2[0;T ) evoluindo pelo �uxo de Ricci. Se g (0) possui curvatura

isotrópica positiva, então g (t) possui curvatura isotrópica positiva, para todo t 2 [0; T ).

Pelas considerações prévias, a demonstração segue apenas um passo: Demonstrar que CPIC é um cone

preservado pelo �uxo de Ricci, isto é, que o campo vetorial Q em Curv pertence ao cone tangente para

CPIC em todo ponto do bordo do mesmo. Pela De�nição 9.3 e pela Observação 9.2,

CPIC =
\

O2O(n)

n
R 2 Curv : el �RO� � 0o ;

onde el (R) = R1313+R2424+R1414+R2323�2R1234. Já que CPIC é um cone O(n)-invariante apresentado

explicitamente como uma interseção de semiespaços, o Teorema F.3 implica que é o bastante veri�car que

el (Q (R)) � 0 (10.1)

para todo R 2 @CPIC , isto é, com el (R) = 0 e el �RO� � 0 para todo O 2O(n).
256
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Para demonstrar a expressão (10.1) comecemos com o seguinte resultado:

Lema 10.1 (Decomposição de Brendle e Schoen) Para todo R 2 Curv;

el (Q (R)) =
1

2

�
(R13pq �R24pq)2 + (R14pq +R23pq)2

�
+ (R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)

�R12pqR34pq � (R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q)� (R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q) :

Demonstração. Pela Observação 8.5, Q = Q (R) satisfaz a primeira identidade de Bianchi (apesar

de R2 e R# não satisfazerem). Usando esse fato, vemos que

el (Q (R)) = Q1313 +Q2424 +Q1414 +Q2323 � 2Q1234

= Q1313 +Q2424 +Q1414 +Q2323 + 2Q3124 + 2Q2314

= Q1313 +Q2424 +Q1414 +Q2323 + 2Q1342 + 2Q1423:

Pelo Lema 8.3, vemos que

R21313 +R
2
2424 +R

2
1414 +R

2
2323 + 2R

2
1342 + 2R

2
1423 =

1

2

nX
p;q=1

R13pqR13pq +
1

2

nX
p;q=1

R24pqR24pq +
1

2

nX
p;q=1

R14pqR14pq

+
1

2

nX
p;q=1

R23pqR23pq +

nX
p;q=1

R13pqR42pq +

nX
p;q=1

R14pqR23pq

=
1

2

nX
p;q=1

(R13pq)
2 +

nX
p;q=1

R13pqR42pq +
1

2

nX
p;q=1

(R24pq)
2

+
1

2

nX
p;q=1

(R14pq)
2 +

1

2

nX
p;q=1

(R23pq)
2 +

nX
p;q=1

R14pqR23pq

=
1

2

nX
p;q=1

(R13pq)
2 � 2R13pqR24pq + (R24pq)2

+
1

2

nX
p;q=1

(R14pq)
2 + 2R14pqR23pq + (R23pq)

2

=
1

2

nX
p;q=1

n
(R13pq �R24pq)2 + (R14pq +R23pq)2

o
; (10.2)

e além disso, usando a primeira identidade de Bianchi vemos que
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R#1313 +R
#
2424 +R

#
1414 +R

#
2323 + 2R

#
1342 + 2R

#
1423 =

nX
p;q=1

(R1p1qR3p3q �R1p3qR3p1q)

+
nX

p;q=1

(R2p2qR4p4q �R2p4qR4p2q)

+

nX
p;q=1

(R1p1qR4p4q �R1p4qR4p1q)

+

nX
p;q=1

(R2p2qR3p3q �R2p3qR3p2q) (10.3)

+2

nX
p;q=1

(R1p4qR3p2q �R1p2qR3p4q)

+2
nX

p;q=1

(R1p2qR4p3q �R1p3qR4p2q) :

Trocando as variáveis do somatório, vemos que

R#1313 +R
#
2424 +R

#
1414 +R

#
2323 + 2R

#
1342 + 2R

#
1423 =

nX
p;q=1

(R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)

�
nX

p;q=1

(R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q)

�
nX

p;q=1

(R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q)

�2
nX

p;q=1

R1p2qR3p4q + 2R1p2qR4p3q

=
nX

p;q=1

(R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)

�
nX

p;q=1

(R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q)

�
nX

p;q=1

(R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q) +R12pqR34pq;

em que a última igualdade é devido à seguinte igualdade:

nX
p;q=1

�2R1p2qR3p4q + 2R1p2qR4p3q = �
nX

p;q=1

R12pqR34pq:
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De fato, notemos que

nX
p;q=1

�2R1p2qR3p4q + 2R1p2qR4p3q =
nX

p;q=1

�2R1p2q (R3p4q �R4p3q) =
nX

p;q=1

�2R1p2q (�Rp34q �R4p3q)

=
nX

p;q=1

�2R1p2qR34pq =
nX

p;q=1

�2 (�Rp12q)R34pq

=

nX
p;q=1

2 (�R2p1q �R12pq)R34pq =
nX

p;q=1

�2 (R2p1q +R12pq)R34pq

=

nX
p;q=1

�2R2p1qR34pq � 2R12pqR34pq

=

nX
p;q=1

�2R2p1qR34pq �R12pqR34pq �R12pqR34pq

=
nX

p;q=1

(�2R2p1q �R12pq)R34pq �R12pqR34pq

=
nX

p;q=1

(�R2p1q �R2p1q �R12pq)R34pq �R12pqR34pq:

Por �m, utilizando a primeira identidade de Bianchi e trocando as variáveis dos somatórios se necessário

for, vemos que

nX
p;q=1

�2R1p2qR3p4q + 2R1p2qR4p3q =
nX

p;q=1

(�R2p1q +Rp12q)R34pq �R12pqR34pq

=
nX

p;q=1

(�R2p1q �R1p2q)R34pq �R12pqR34pq

=
nX

p;q=1

(�R2p1q �R2q1p)R34pq �R12pqR34pq

=
nX

p;q=1

�R2p1qR34pq �R2q1pR34pq �R12pqR34pq

=

nX
p;q=1

(�R2p1qR34pq +R2q1pR34qp)�R12pqR34pq

= �
nX

p;q=1

R12pqR34pq:

Usando que Q = R2 +R# e somando as expressões (10.2) e (10.3) temos o resultado.



10.1. Analisando a Decomposição de Brendle e Schoen 260

Por esse lema, vemos que

R21313 +R
2
2424 +R

2
1414 +R

2
2323 + 2R

2
1342 + 2R

2
1423 =

1

2

nX
p;q=1

n
(R13pq �R24pq)2 + (R14pq +R23pq)2

o
� 0:

Portanto, para provar o Teorema 10.1, resta apenas mostrar o seguinte:

A�rmação 10.1.1 Se R 2 CPIC com el (R) � 0, então
0 �

nX
p;q=1

(R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)� (R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q) (10.4)

�
nX

p;q=1

(R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q) +R12pqR34pq:

Observação 10.1 Notemos que há uma redundância em nossa descrição de CPIC , já que nem todos os

semiespaços dados por n
R 2 Curv : el �RO� � 0, O 2 O(n) �xadoo

são distintos: Notemos que, pela expressão (9.2), el (R) calcula a curvatura seccional complexa de R no

plano gerado por e1 + ie2 e e3 + ie4. Mas isso não é alterado se escolhermos uma base diferente para

o mesmo subespaço bidimensional. Em particular, teremos o mesmo resultado se �zermos a seguinte

mudança:

e1 + ie2 ! e2 � ie1 = �i (e1 + ie2) ou e3 + ie4 ! e4 � ie3 = �i (e3 + ie4) :

Ou se apenas trocarmos e1 + ie2 por e3 + ie4 e vice-versa. Assim, para toda desigualdade que provarmos

para el (R), existem desigualdades correspondentes para el �RO�, onde O é uma matriz 4� 4 dada por

0BBBBBB@
0 �1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1CCCCCCA ;

0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

1CCCCCCA ou

0BBBBBB@
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1CCCCCCA ;

por exemplo.
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10.2 Desigualdades do Teste da Segunda Derivada

Nesta seção vamos demonstrar a A�rmação 10.1.1. Faremos isso aplicando o teste da segunda derivada

para a função Z em O(n), onde

Z (O) := el �RO� ;
ao longo das curvas integrais no grupo de Lie O(n) que passam pela matriz identidade.

Comecemos com as seguintes de�nições e resultados preliminares:

De�nição 10.1 Um grupo de Lie clássico ou grupo de Lie de matrizes é um subgrupo fechado de

GL (n)

De�nição 10.2 A álgebra de Lie de um grupo de Lie G < GL (n) é o conjunto

g := TIdG =
�
0 (0) 2Mn�n ;  2 C1 ((�"; ") ; G) e  (0) = Id

	
;

em que Mn�n é o conjunto das matrizes n � n com entradas reais. De�nimos a dimensão de G por

dimG = dim g.

De�nição 10.3 Um campo de vetores em um grupo de Lie de matrizes G é uma aplicação suave

X : G ! Mn�n tal que X(A) 2 TAG, para todo A 2 G. O conjunto dos campos vetoriais em G será

denotado pelo símbolo X (G). Dizemos que um campo de vetores X 2 X (G) é invariante à esquerda (resp.

à direita), se

X(AB) = AX(B) (resp. X(AB) = X(A)B)

Denotaremos os conjuntos dos campos invariantes a esquerda e a direita por XL (G) e XR (G), respecti-

vamente.

A proposição abaixo relaciona a álgebra de Lie de um grupo de Lie G com o conjunto dos seus campos

invariantes a esquerda:

Proposição 10.1 A aplicação 	 : g! XL (G) de�nida por

	(A) (B) = BA, A 2 g e B 2 G

é um isomor�smo de espaços vetoriais, isto é, XL (G) e g são isomorfos.
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Demonstração. Dado A 2 g, de�na V = 	(A) 2 XL (G). Primeiramente vamos mostrar que V

está bem de�nida, isto é, mostrar que BA 2 TBG, para todo B 2 G. Com efeito, seja � : (�"; ") ! G

uma curva suave tal que � (0) = Id e �0(0) = A. A partir de �, de�na a curva � : (�"; ") ! G, onde

�(t) = B�(t). Note que

�(0) = B�(0) = B (Id) = B e �0(0) = B�0(0) = BA,

portanto BA 2 TBG. Temos que o campo V é diferenciável, pois cada coordenada é uma função polinomial

(ja que V se resume a multiplicar matrizes). Agora vamos veri�car que V é um campo invariante à

esquerda. De fato,

V (CB) = (CB)A = C (BA) = CV (B) ;

para todo BC 2 G. Nos resta veri�car a linearidade, injetividade e a sobrejetividade de 	. Com relação

a linearidade, dados �; � 2 R; J;K 2 g e B 2 G, segue que

	(�J + �K) (B) = (�J + �K)B = �JB + �KB = �	(J)B + �	(K)B:

Vamos provar a injetividade. Dados J;K 2 g tais que 	(J) = 	 (K), segue que

J = J (Id) = 	 (J) (Id) = 	 (K) (Id) = K;

portanto 	 é injetora. Por �m, dado V 2 XL (G), vamos provar que V = 	(V (Id)). De fato, dado que

V é invariante à esquerda, segue que

	(V (Id)) (B) = BV (Id) = V (B) ;

para todo B 2 G isso prova a sobrejetividade de 	 e conclui a demonstração.

Lembramos que, para toda matriz A 2Mn�n, a aplicação

exp : A 2Mn�n 7�!
+1X
k=0

Ak

k!
2Mn�n

é denominada aplicação exponencial matricial. Além disso, as seguintes propriedades são verdadeiras:

1. e0 = Id;
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2. eaAebA = e(a+b)A;

3. eAe�A = Id;

4. Se AB = BA , então eAeB = eA+B;

5. Se AB = BA , então eAB = BeA. Em particular AeA = eAA;

6. Se B é uma matriz inversível, então eBAB
�1
= BeAB�1;

7. det
�
eA
�
= eTr(A);

8. e(A
T ) =

�
eA
�T
;

9. d
dt fexp (tB)g = B exp (tB). Em particular, para toda matriz A0 2Mn�n, a aplicação

A : t 2 R 7�! exp (tB)A0 2Mn�n

veri�ca

A (0) = A0

A0 (t) =
d

dt
fexp (tB)A0g =

d

dt
fexp (tB)gA0 = B exp (tB)A0 = BA (t)

portanto A é a única solução do PVI 8<: A0 (t) = B:A (t)

A (0) = A0
(10.5)

Lema 10.2 Considere um grupo de Lie de matrizes G. Se X 2 XL (G), então seu �uxo maximal é

�X : (t; A) 2 R�G! A exp (tX0) 2 G

onde X0 = X (Id) 2 g.

Demonstração. Considere um campo de vetores X 2 XL (G) e observe que

X (A) = X (AId) = AX (Id) = AX0
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para toda matriz A 2 G. Podemos então considerar a extensão natural eX 2 XL (GL (n)) de X de�nida

por eX (A) = AX0

para toda A 2 GL (n). Em particular, eX (Id) = X0.

Decorre da igualdade acima e das propriedades (9), (5) e (7) que, para toda matriz A0 2 G, a aplicação

A : t 2 R 7�! A0 exp (tX0) 2 GL (n)

veri�ca

A0 (t) = A0X0 exp (tX0) = A0 exp (tX0)X0 = A (t)X0 = eX (A (t)) :
Portanto A (t) é a única solução do PVI

8<: A0 (t) = eX (A (t)) ;
A (0) = A0:

Com isso, temos o �uxo global

f�X : (t; A0) 2 R�GL (n) �! A0 exp (tX0) 2 GL (n) :

do campo eX em GL (n).

Como G é uma subvariedade fechada de GL (n) concluímos que o �uxo maximal �X de X sobre G

está de�nido em R�G e vale que �X = f�X jR�G . Mais precisamente,
�X : (t; A0) 2 R�G �! f�X (t; A0) = A0 exp (tX0) 2 G.

Teorema 10.2 Dado um grupo de Lie de matrizes G < GL (n) com álgebra de Lie g, segue que

g = fA 2Mn�n ; exp (tA) 2 Gg

Demonstração. Dado A 2 g, segue da Proposição 10.1 que existe um único campo invariante à

esquerda XA 2 g tal que

XA (Id) = A.
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Além disso, segue do lema anterior que exp (tA) 2 G para todo t: Por �m, dado B 2 Mn�n tal que

exp (tB) 2 G, temos que

exp (0:B) = exp (0) = Id;

e além disso,
d

dt jt=0
(exp (tB)) = B exp (tB)jt=0 = B exp (0) = B:Id = B:

Portanto B 2 TIdG e isso conclui a demonstração.

Agora vamos mostrar alguns exemplos de álgebras de Lie em grupos de Lie especí�cos:

Exemplo 10.1 Vamos encontrar a álgebra de Lie do grupo de Lie

GL (n) = fA 2Mn�n : detA 6= 0g :

Pela Propriedade 7 vemos que

det (exp (tA)) = exp (Tr (tA)) 6= 0;

para todo A 2Mn�n. Portanto, a álgebra de Lie de GL(n), denotada por gl (n), é simplesmente o conjunto

Mn�n de todas as matrizes com entradas reais.

Exemplo 10.2 Vamos encontrar a álgebra de Lie do grupo de Lie

SO (n) =
�
A 2Mn�n ; detA = 1 e AAT = Id

	
Segue do teorema anterior que

so (n) � fA 2Mn�n ; exp (tA) 2 SO (n)g

Tome A 2 so (n). Como exp (tA) 2 SO (n), pela Propriedade 7 obtemos que

eTr(A) = det [exp (tA)] = 1 =) Tr (A) = 0:

Além disso, pelas Propriedades 8 e 3 e pelo fato de que exp (tA) 2 SO (n) concluímos o seguinte:

exp
�
�tAT

�
= exp

�
(�tA)T

�
= exp ((�tA))T = exp ((�tA))�1 = exp (tA)
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Derivando ambos os extremos, segue que

�AT exp
�
�tAT

�
= A exp (tA)

Fazendo t = 0, concluímos que

A = �AT :

Logo A é antissimetrica.

Tome B antisimétrica. Vamos provar que exp (tB) 2 SO (n). De fato, como B é antissimétrica,

segue que os elementos da diagonal de B tem que ser todos nulos, assim Tr (B) = 0: Usando esse fato e

a Propriedade 7, obtemos que

det (exp (tB)) = exp (Tr (tB)) = exp (0) = 1:

Além disso, segue da Propriedades 8, 3 e da de�nição de B que

exp (tB)�1 = exp (�tB) = exp
�
tBT

�
= exp

�
(tB)T

�
= exp (tB)T :

Portanto concluímos que

so (n) �
�
A 2Mn�n ; A = �AT e Tr(A) = 0

	
:

Exemplo 10.3 Vamos encontrar a álgebra de Lie do grupo de Lie

O (n) =
�
A ; AAT = Id

	
Segue do teorema anterior que

o (n) � fA 2Mn�n ; exp (tA) 2 O (n)g

Tome A 2 o (n). Como exp (tA) 2 O (n) e pelas Propriedades 8 e 3, concluímos o seguinte:

exp
�
�tAT

�
= exp

�
(�tA)T

�
= exp ((�tA))T = exp ((�tA))�1 = exp (tA)

Derivando ambos os extremos, segue que
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�AT exp
�
�tAT

�
= A exp (tA)

Fazendo t = 0, concluímos que

A = �AT :

Logo A é antisimetrica.

Tome B antisimétrica. Vamos provar que exp (tB) 2 O (n). De fato, segue da Propriedades 8, 3 e da

de�nição de B que

exp (tB)�1 = exp (�tB) = exp
�
tBT

�
= exp

�
(tB)T

�
= exp (tB)T :

Portanto concluímos que

o (n) �
�
A 2Mn�n ; A = �AT

	
.

Voltando ao nosso problema, as curvas integrais de O(n) podem ser convenientemente calculadas

usando os �uxos dos seguintes campos invariantes à esquerda: Dado � 2 so (n), o campo vetorial invariante

à esquerda correspondente X 2 X (O(n)) é dado por

X (O) := O�

Notemos que X 2 X (O(n)). Como � 2 so (n), segue dos exemplos anteriores que

O� 2 Oso (n) � Oo (n) = OTIdO(n) = TOO(n):

A curva integral na direção de � e que passa pela identidade é solução da seguinte EDO:8<: d
dsO (s) = X (O) = O (s) �

O (0) = Idn:

Equivalentemente, se escrevermos d
dsvi(s) =

d
dsO (s) ei, i = 1; :::; n, então a EDO acima é equivalente

ao seguinte sistema:

dvi
ds
(s) =

d

ds
(O (s)) ei = (O�) (s) ei = O (s)

0@ nX
j=1

�jiej

1A
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= O (s)

0@ nX
j=1

�jiej

1A =
nX
j=1

�jiO (s) (ej)

=
nX
j=1

�jivj (s) ; (10.6)

com vi (0) = O (0) ei = Idnei = ei.

Notemos que Z (O (0)) = Z (Id) = el �RId� = el (R) = 0 pela hipótese da A�rmação 10.1.1, enquanto
que Z (O (s)) = el �RO(s)� � 0; para todo s 2 R:. Segue que s = 0 é um ponto de mínimo local (mais que

isso, é mínimo global) para Z (O (s)) ; portanto

d

ds
Z (O (s))js=0 = 0:

Se d2

ds2
Z (O (s))js=0 < 0 então pelo teste da segunda derivada, teríamos que s = 0 seria um máximo local,

mas isso é um absurdo. Portanto
d2

ds2
Z (O (s))js=0 � 0: (10.7)

Avaliando explicitamente as condições da 1a e 2a derivadas, mostraremos que a soma sobre os índices

p � 4 < q, q � 4 < p e sobre 1 � p, q � 4 da expressão (10.4) se anula. Após isso, mostraremos que a

soma sobre os índices p; q � 5 da expressão (10.4) é não negativa, provando assim a A�rmação 10.1.1.

Termos de Primeira Ordem

Vamos escrever Z (O (s)) da seguinte maneira:

Z (O (s)) = el �RO(s)�
= RO(s) (e1; e3; e1; e3) +R

O(s) (e2; e4; e2; e4) +R
O(s) (e1; e4; e1; e4)

+RO(s) (e2; e3; e2; e3)� 2RO(s) (e1; e2; e3; e4)

= R (Oe1;Oe3;Oe1;Oe3) (s) +R (Oe2;Oe4;Oe2;Oe4) (s) +R (Oe1;Oe4;Oe1;Oe4) (s)

+R (Oe2;Oe3;Oe2;Oe3) (s)� 2R (Oe1;Oe2;Oe3;Oe4) (s)

= R (v1; v3; v1; v3) +R (v2; v4; v2; v4) +R (v1; v4; v1; v4) +R (v2; v3; v2; v3)� 2R (v1; v2; v3; v4) :

Derivando essa expressão diretamente e usando a expressão (10.6) obtemos o seguinte:
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d

ds
(Z (O (s)))js=0 =

d

ds
(R (v1; v3; v1; v3))js=0 +

d

ds
(R (v2; v4; v2; v4))js=0 +

d

ds
(R (v1; v4; v1; v4))js=0

+
d

ds
(R (v2; v3; v2; v3))js=0 � 2

d

ds
(R (v1; v2; v3; v4))js=0

= A+B + C +D + E;

em que as letras maiúsculas denotam as seguintes expressões:8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

A =
�
R
�
dv1
ds ; v3; v1; v3

�
+R

�
v1;

dv3
ds ; v1; v3

�
+R

�
v1; v3;

dv1
ds ; v3

�
+R

�
v1; v3; v1;

dv3
ds

��
js=0

B = +
�
R
�
dv2
ds ; v4; v2; v4

�
+R

�
v2;

dv4
ds ; v2; v4

�
+R

�
v2; v4;

dv2
ds ; v4

�
+R

�
v2; v4; v2;

dv4
ds

��
js=0

C = +
�
R
�
dv1
ds ; v4; v1; v4

�
+R

�
v1;

dv4
ds ; v1; v4

�
+R

�
v1; v4;

dv1
ds ; v4

�
+R

�
v1; v4; v1;

dv4
ds

��
js=0

D = +
�
R
�
dv2
ds ; v3; v2; v3

�
+R

�
v2;

dv3
ds ; v2; v3

�
+R

�
v2; v3;

dv2
ds ; v3

�
+R

�
v2; v3; v2;

dv3
ds

��
js=0

E = �2
�
R
�
dv1
ds ; v2; v3; v4

�
+R

�
v1;

dv2
ds ; v3; v4

�
+R

�
v1; v2;

dv3
ds ; v4

�
+R

�
v1; v2; v3;

dv4
ds

��
js=0

Usando que dvi
ds =

Pn
p=1 �

p
i vp e a linearidade do tensor R, concluímos que8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

A =
�Pn

p=1 �
p
1R (vp; v3; v1; v3) + �

p
3R (v1; vp; v1; v3) + �

p
1R (v1; v3; vp; v3) + �

p
3R (v1; v3; v1; vp)

�
js=0

B =
�Pn

p=1 �
p
2R (vp; v4; v2; v4) + �

p
4R (v2; vp; v2; v4) + �

p
2R (v2; v4; vp; v4) + �

p
4R (v2; v4; v2; vp)

�
js=0

C =
�Pn

p=1 �
p
1R (vp; v4; v1; v4) + �

p
4R (v1; vp; v1; v4) + �

p
1R (v1; v4; vp; v4) + �

p
4R (v1; v4; v1; vp)

�
js=0

D =
�Pn

p=1 �
p
2R (vp; v3; v2; v3) + �

p
3R (v2; vp; v2; v3) + �

p
2R (v2; v3; vp; v3) + �

p
3R (v2; v3; v2; vp)

�
js=0

E = �2
�Pn

p=1 �
p
1R (vp; v2; v3; v4) + �

p
2R (v1; vp; v3; v4) + �

p
3R (v1; v2; vp; v4) + �

p
4R (v1; v2; v3; vp)

�
js=0

:

Portanto, usando que vi(0) = ei, conluímos que

d

ds
(Z (O (s)))js=0 =

nX
p=1

�p1Rp313 + �
p
3R1p13 + �

p
1R13p3 + �

p
3R131p + �

p
2Rp424 + �

p
4R2p24 + �

p
2R24p4 + �

p
4R242p

+

nX
p=1

�p1Rp414 + �
p
4R1p14 + �

p
1R14p4 + �

p
4R141p + �

p
2Rp323 + �

p
3R2p23

+
nX
p=1

�p2R23p3 + �
p
3R232p � 2 (�

p
1Rp234 + �

p
2R1p34 + �

p
3R12p4 + �

p
4R123p) :
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Fatorando os termos apropriadamente, vemos que

d

ds
(Z (O (s)))js=0 =

nX
p=1

�p1 (Rp313 +R13p3 +Rp414 +R14p4 � 2Rp234)

+
nX
p=1

�p3 (R1p13 +R131p +R2p23 +R232p � 2R12p4)

+

nX
p=1

�p2 (Rp424 +R24p4 +Rp323 +R23p3 � 2R1p34)

+

nX
p=1

�p4 (R2p24 +R242p +R1p14 +R141p � 2R123p)

=
nX
p=1

2�p1 (Rp313 +Rp414 �Rp234) + 2�
p
3 (R1p13 +R2p23 �R12p4)

+
nX
p=1

2�p2 (R24p4 +R23p3 �R1p34) + 2�
p
4 (R242p +R141p �R123p) ;

onde usamos que

d

ds
(R (va; vb; vc; vd)) =

dR

ds
(va; vb; vc; vd) +R

�
d

ds
va; vb; vc; vd

�
+R

�
va;

d

ds
vb; vc; vd

�
+R

�
va; vb;

d

ds
vc; vd

�
+R

�
va; vb; vc;

d

ds
vd

�
= R

�
d

ds
va; vb; vc; vd

�
+R

�
va;

d

ds
vb; vc; vd

�
+R

�
va; vb;

d

ds
vc; vd

�
+R

�
va; vb; vc;

d

ds
vd

�
:

Segue da condição da primeira derivada de Z (O (s)) que

0 =
nX
p=1

�p1 (Rp313 +Rp414 �Rp234) + �
p
2 (R24p4 +R23p3 �R1p34) (10.8)

+
nX
p=1

�p3 (R1p13 +R2p23 �R12p4) + �
p
4 (R242p +R141p �R123p) ;

para toda matriz antissimétrica �: Escolha � = ep ~ eq, isto é, � é uma matriz da seguinte forma:

� Linha i e coluna j ) epieqj � epjeqi para i < j;

� Linha i e coluna j ) epjeqi � epieqj para i > j;

� 0 na diagonal.
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Logo, para ep ~ eq só teremos termos potenciais não nulos nas linhas e colunas p e q:

Para p < 4 < q : linha p e coluna p: 0� 0 = 0 ; linha p e coluna q: 1� 1� 0� 0 = 1 ; linha q e coluna

p: 0� 0� 1� 1 = �1 ; linha q e coluna q: 0� 0� 0� 0 = 0. Portanto, se �zermos a associação p$ q na

expressão (10.8) e supormos que p � 4 < q, então teremos as seguintes equações:

p = 1 : 0 = Rq313 +Rq414 �Rq234 = R133q +R144q +R432q (10.9)

p = 2 : 0 = R24q4 +R23q3 �R1q34 = � (R233q +R244q +R341q)

p = 3 : 0 = R1q13 +R2q23 �R12q4 = R131q +R232q +R124q

p = 4 : 0 = R242q +R141q �R123q = R242q +R141q +R213q

Além disso, vamos tomar � = e1~e3 e � = e1~e4. Se �zermos a associação p$ q em (10.8), teremos

que

e1 ~ e3 : 0 = �31 (R3313 +R3414 �R3234) + �13 (R1113 +R2123 �R1214) (10.10)

= (R3313 +R3414 �R3234)� (R1113 +R2123 �R1214)

= (R3414 �R3234)� (R2123 �R1214)

= R3414 +R3423 +R1223 +R1214;

e1 ~ e4 : 0 = �41 (R4313 +R4414 �R4234) + �14 (R2421 +R1411 �R1231)

= (R4313 +R4414 �R4234)� (R2421 +R1411 �R1231)

= (R4313 �R4234)� (R2421 �R1231)

= R3134 +R3424 +R1224 +R2113:

Provemos agora que alguns termos da A�rmação 10.1.1 se anulam:

Lema 10.3
4X

p;q=1

�pq � �pq � pq � �pq = 0;

em que as letras gregas denotam as seguintes expressões:8<: �pq = (R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q) , �pq = (R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q)

pq = (R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q) , �pq = R12pqR34pq:
:
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Demonstração. Por um cálculo direto, temos que

4X
p;q=1

�pq � �pq � pq � �pq = A1 �R1211R3411 +A2 �R1212R3412 +A3 �R1213R3413 +A4 �R1214R3414

+B1 �R1221R3421 +B2 �R1222R3422 +B3 �R1223R3423 +B4 �R1224R3424

+C1 �R1231R3431 + C2 �R1232R3432 + C3 �R1233R3433 + C4 �R1234R3434

+D1 �R1241R3441 +D2 �R1242R3442 +D3 �R1243R3443 +D4 �R1244R3444:

Em que as letras A1; :::; A4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

A1 = (R1111 +R2121) (R3131 +R4141)� (R1131 +R2141) (R3111 +R4121)� (R1141 �R2131) (R4111 �R3121)

A2 = (R1112 +R2122) (R3132 +R4142)� (R1132 +R2142) (R3112 +R4122)� (R1142 �R2132) (R4112 �R3122)

A3 = (R1113 +R2123) (R3133 +R4143)� (R1133 +R2143) (R3113 +R4123)� (R1143 �R2133) (R4113 �R3123)

A4 = (R1114 +R2124) (R3134 +R4144)� (R1134 +R2144) (R3114 +R4124)� (R1144 �R2134) (R4114 �R3124)

;

as letras B1; :::; B4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

B1 = (R1211 +R2221) (R3231 +R4241)� (R1231 +R2241) (R3211 +R4221)� (R1241 �R2231) (R4211 �R3221)

B2 = (R1212 +R2222) (R3232 +R4242)� (R1232 +R2242) (R3212 +R4222)� (R1242 �R2232) (R4212 �R3222)

B3 = (R1213 +R2223) (R3233 +R4243)� (R1233 +R2243) (R3213 +R4223)� (R1243 �R2233) (R4213 �R3223)

B4 = (R1214 +R2224) (R3234 +R4244)� (R1234 +R2244) (R3214 +R4224)� (R1244 �R2234) (R4214 �R3224)

;

as letras C1; :::; C4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

C1 = (R1311 +R2321) (R3331 +R4341)� (R1331 +R2341) (R3311 +R4321)� (R1341 �R2331) (R4311 �R3321)

C2 = (R1312 +R2322) (R3332 +R4342)� (R1332 +R2342) (R3312 +R4322)� (R1342 �R2332) (R4312 �R3322)

C3 = (R1313 +R2323) (R3333 +R4343)� (R1333 +R2343) (R3313 +R4323)� (R1343 �R2333) (R4313 �R3323)

C4 = (R1314 +R2324) (R3334 +R4344)� (R1334 +R2344) (R3314 +R4324)� (R1344 �R2334) (R4314 �R3324)

;

e as letras D1; :::; D4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

D1 = (R1411 +R2421) (R3431 +R4441)� (R1431 +R2441) (R3411 +R4421)� (R1441 �R2431) (R4411 �R3421)

D2 = (R1412 +R2422) (R3432 +R4442)� (R1432 +R2442) (R3412 +R4422)� (R1442 �R2432) (R4412 �R3422)

D3 = (R1413 +R2423) (R3433 +R4443)� (R1433 +R2443) (R3413 +R4423)� (R1443 �R2433) (R4413 �R3423)

D4 = (R1414 +R2424) (R3434 +R4444)� (R1434 +R2444) (R3414 +R4424)� (R1444 �R2434) (R4414 �R3424)

;
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Simpli�cando os termos, vemos que

4X
p;q=1

�pq � �pq � pq � �pq = A01 +A
0
2 +A

0
3 +A

0
4 +B

0
1 +B

0
2 +B

0
3 +B

0
4

+C 01 + C
0
2 + C

0
3 + C

0
4 +D

0
1 +D

0
2 +D

0
3 +D

0
4;

em que as letras A01; :::; A
0
4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

A01 = R2121 (R3131 +R4141)�R2141R4121 �R2131R3121
A02 = �R2142R3112 +R2132R4112 �R1212R3412
A03 = R2123R4143 �R2143 (R3113 +R4123)�R1213R3413
A04 = R2124R3134 +R2134 (R4114 �R3124)�R1214R3414

;

as letras B01; :::; B
0
4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

B01 = �R1231R4221 +R1241R3221 �R1221R3421
B02 = R1212 (R3232 +R4242)�R1232R3212 �R1242R4212
B03 = R1213R4243 �R1243 (R4213 �R3223)�R1223R3423
B04 = R1214R3234 �R1234 (R3214 +R4224)�R1224R3424

;

as letras C 01; :::; C
0
4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

C 01 = R2321R4341 � (R1331 +R2341)R4321 � (R1341 �R2331)R4311 �R1231R3431
C 02 = R1312R4342 � (R1342 �R2332)R4312 �R1232R3432
C 03 = (R1313 +R2323)R4343 �R2343R4323 �R1343 (R4313 �R3323)

C 04 = �R1334R4324 +R2334R4314 �R1234R3434

;

e as letras D0
1; :::; D

0
4 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

D0
1 = R2421R3431 � (R1431 +R2441)R3411 + (R1441 �R2431)R3421 �R1241R3441

D0
2 = R1412R3432 � (R1432 +R2442)R3412 �R1242R3442

D0
3 = � (R1433 +R2443)R3413 +R1443R3423 �R1243R3443

D0
4 = (R1414 +R2424)R3434 �R1434R3414 �R2434R3424

:
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Agrupando os termos adequadamente, vemos que

4X
p;q=1

�pq � �pq � pq � �pq = (R1212 +R3434) (R3131 +R4141 +R3232 +R4242 + 2R3421)

+R1213 (�R1213 �R3413 �R1242 �R3442)�R1242 (R1213 +R3413 +R3442 +R1242)

+R3413 (�R1213 �R1242 �R3442 �R3442) +R3442 (�R1213 �R1242 �R3442)

+2R1234 (R2323 +R1414 +R1313 +R2424 + 2R1342 + 2R1423)

+R1214 (�R3414 �R1223 �R1214 �R3423)

+R3414 (�R1223 �R2334 �R3414 �R3423)�R3423 (R1223 +R2334 +R3414 +R3423)

+R1223 (�R1223 �R3414 �R3423 �R1214) :

Notemos que alguns desses termos são quadrados perfeitos. Por esse motivo e pelas igualdades em (10.10),

segue que

4X
p;q=1

�pq � �pq � pq � �pq = (R1212 +R3434) (R3131 +R4141 +R3232 +R4242 + 2R3421)

� (R1213 +R3413 +R1242 +R3442)2 � (R3414 +R1223 +R1214 +R3423)2

+2R1234 (R2323 +R1414 +R1313 +R2424 + 2R1342 + 2R1423)

= (R1212 +R3434) (R3131 +R4141 +R3232 +R4242 + 2R3421)

� (R1213 +R3413 +R1242 +R3442)2 � 0

+2R1234 (R2323 +R1414 +R1313 +R2424 + 2R1342 + 2R1423) :

Novamente, pelas igualdades em (10.10), pela primeira identidade de Bianchi e pelo fato de el(R) = 0,

concluímos que

4X
p;q=1

�pq � �pq � pq � �pq = (R1212 +R3434) (R3131 +R4141 +R3232 +R4242 + 2R3421)� 0� 0

+2R1234 (R2323 +R1414 +R1313 +R2424 + 2R1342 + 2R1423)

= (R1212 +R3434) (R3131 +R4141 +R3232 +R4242 + 2R3421)

+2R1234 (R2323 +R1414 +R1313 +R2424 + 2R4312)

= (R1212 +R3434 + 2R1234) (R3131 +R4141 +R3232 +R4242 � 2R1234)
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= (R1212 +R3434 + 2R1234)� 0

= 0:

Lema 10.4 Para todo q � 5 �xado, temos

0 =
4X
p=1

(R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)� (R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q)

�
4X
p=1

(R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q) +R12pqR34pq

Demonstração. Temos que

2X
p=1

(R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)�R12pqR34pq = (R111q +R212q) (R313q +R414q)�R121qR341q

+(R121q +R222q) (R323q +R424q)�R122qR342q

= (R111q +R212q) (�R133q �R144q)�R121qR341q

+(R121q +R222q) (�R233q �R244q)�R122qR342q:

Pelas igualdades em (10.9), vemos que

2X
p=1

(R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)�R12pqR34pq = (R111q +R212q)R432q �R121qR341q

+(R121q +R222q)R341q �R122qR342q

= R212qR432q �R121qR341q +R121qR341q �R122qR342q

= R212q (R432q +R342q) +R121q (R341q �R341q)

= 0 + 0

= 0:

Além disso, se 'pq denotar (R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q) e  pq denotar (R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q),
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então

4X
p=3

'pq +  pq = (R133q +R234q) (R331q +R432q) + (R134q �R233q) (R431q �R332q)

+ (R143q +R244q) (R341q +R442q) + (R144q �R243q) (R441q �R342q)

= (R133q +R234q)R432q + (R134q �R233q)R431q + (R143q +R244q)R341q

� (R144q �R243q)R342q

= (R133q +R234q + (R144q �R243q))R432q

+(R143q +R244q � (R134q �R233q))R341q:

Pela primeira identidade de Bianchi e pelas igualdade em (10.9), segue que

4X
p=3

(R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q) + (R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q) = (R133q +R144q �R342q)R432q

+(R431q +R244q +R233q)R341q

= (R133q +R144q �R342q)R432q

+(R431q +R244q +R233q)R341q

= 0 + 0

= 0

Fazendo a mudança fe1; e2; e3; e4g para fe3; e4; e1; e2g (podemos fazê-la, pois não alterará el (Q (R)) pela
Observação 10.1). Segue da simetria de ambas as somas que

8<:
P4

p=3 (R1p1q +R2p2q) (R3p3q +R4p4q)�R12pqR34pq = 0;P2
p=1 (R1p3q +R2p4q) (R3p1q +R4p2q) + (R1p4q �R2p3q) (R4p1q �R3p2q) = 0:

Isso conclui o resultado.

Termos de Segunda Ordem

Agora vamos calcular os termos que compõe a segunda derivada de Z e estabelicer a não negatividade

da soma �nal sobre os índices p; q � 5. da expressão na A�rmação 10.1.1. Agrupando termos similares ,

encontramos que a derivada de segunda ordem de Z, é dada por
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d2Z

ds2 js=0
=

d

ds

0@ nX
p=1

�p1R (vp; v3; v1; v3) +

nX
p=1

�p3R (v1; vp; v1; v3) +

nX
p=1

�p1R (v1; v3; vp; v3)

1A
js=0

+
d

ds

0@ nX
p=1

�p3R (v1; v3; v1; vp) +
nX
p=1

�p2R (vp; v4; v2; v4) +
nX
p=1

�p4R (v2; vp; v2; v4)

1A
js=0

+
d

ds

0@ nX
p=1

�p2R (v2; v4; vp; v4) +
nX
p=1

�p4R (v2; v4; v2; vp) +
nX
p=1

�p1R (vp; v4; v1; v4)

1A
js=0

+
d

ds

0@ nX
p=1

�p4R (v1; vp; v1; v4) +
nX
p=1

�p1R (v1; v4; vp; v4) +
nX
p=1

�p4R (v1; v4; v1; vp)

1A
js=0

+
d

ds

0@ nX
p=1

�p2R (vp; v3; v2; v3)js=0 +
nX
p=1

�p3R (v2; vp; v2; v3) +

nX
p=1

�p2R (v2; v3; vp; v3)

1A
js=0

+
d

ds

nX
p=1

�p3R (v2; v3; v2; vp)js=0 � 2
d

ds

0@ nX
p=1

�p1R (vp; v2; v3; v4) +

nX
p=1

�p2R (v1; vp; v3; v4)

1A
js=0

�2 d
ds

0@ nX
p=1

�p3R (v1; v2; vp; v4) +
nX
p=1

�p4R (v1; v2; v3; vp)

1A
js=0

:

Distribuindo a derivada e usando a expressão da derivada de um tensor (para mais detalhes veja a

Proposição A.7 ), vemos que

d2Z

ds2 js=0
= (A1 +A2 +A3 +A4 +A5 +A6 +A7)js=0 + (A8 +A9 +A10 +A11 +A12 +A13 +A14)js=0

+(A15 +A16 +A17 +A18 +A19 +A20)js=0 :

em que as letras A1; :::; A7 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

A1 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
pR (vq; v3; v1; v3) + �

p
1�

q
3R (vp; vq; v1; v3) + �

p
1�

q
1R (vp; v3; vq; v3) + �

p
1�

q
3R (vp; v3; v1; vq)

A2 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
1R (vq; vp; v1; v3) + �

p
3�

q
pR (v1; vq; v1; v3) + �

p
3�

q
1R (v1; vp; vq; v3) + �

p
3�

q
3R (v1; vp; v1; vq)

A3 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
1R (vq; v3; vp; v3) + �

p
1�

q
3R (v1; vq; vp; v3) + �

p
1�

q
pR (v1; v3; vq; v3) + �

p
1�

q
3R (v1; v3; vp; vq)

A4 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
1R (vq; v3; v1; vp) + �

p
3�

q
3R (v1; vq; v1; vp) + �

p
3�

q
1R (v1; v3; vq; vp) + �

p
3�

q
pR (v1; v3; v1; vq)

A5 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
pR (vq; v4; v2; v4) + �

p
2�

q
4R (vp; vq; v2; v4) + �

p
2�

q
2R (vp; v4; vq; v4) + �

p
2�

q
4R (vp; v4; v2; vq)

A6 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
2R (vq; vp; v2; v4) + �

p
4�

q
pR (v2; vq; v2; v4) + �

p
4�

q
2R (v2; vp; vq; v4) + �

p
4�

q
4R (v2; vp; v2; vq)

A7 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
2R (vq; v4; vp; v4) + �

p
2�

q
4R (v2; vq; vp; v4) + �

p
2�

q
pR (v2; v4; vq; v4) + �

p
2�

q
4R (v2; v4; vp; vq)

;
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as letras A8; :::; A14 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

A8 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
2R (vq; v4; v2; vp) + �

p
4�

q
4R (v2; vq; v2; vp) + �

p
4�

q
2R (v2; v4; vq; vp) + �

p
4�

q
pR (v2; v4; v2; vq)

A9 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
pR (vq; v4; v1; v4) + �

p
1�

q
4R (vp; vq; v1; v4) + �

p
1�

q
1R (vp; v4; vq; v4) + �

p
1�

q
4R (vp; v4; v1; vq)

A10 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
1R (vq; vp; v1; v4) + �

p
4�

q
pR (v1; vq; v1; v4) + �

p
4�

q
1R (v1; vp; vq; v4) + �

p
4�

q
4R (v1; vp; v1; vq)

A11 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
1R (vq; v4; vp; v4) + �

p
1�

q
4R (v1; vq; vp; v4) + �

p
1�

q
pR (v1; v4; vq; v4) + �

p
1�

q
4R (v1; v4; vp; vq)

A12 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
1R (vq; v4; v1; vp) + �

p
4�

q
4R (v1; vq; v1; vp) + �

p
4�

q
1R (v1; v4; vq; vp) + �

p
4�

q
pR (v1; v4; v1; vq)

A13 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
pR (vq; v3; v2; v3) + �

p
2�

q
3R (vp; vq; v2; v3) + �

p
2�

q
2R (vp; v3; vq; v3) + �

p
2�

q
3R (vp; v3; v2; vq)

A14 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
2R (vq; vp; v2; v3) + �

p
3�

q
pR (v2; vq; v2; v3) + �

p
3�

q
2R (v2; vp; vq; v3) + �

p
3�

q
3R (v2; vp; v2; vq)

;

e as letras A15; :::; A20 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

A15 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
2R (vq; v3; vp; v3) + �

p
2�

q
3R (v2; vq; vp; v3) + �

p
2�

q
pR (v2; v3; vq; v3) + �

p
2�

q
3R (v2; v3; vp; vq)

A16 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
2R (vq; v3; v2; vp) + �

p
3�

q
3R (v2; vq; v2; vp) + �

p
3�

q
2R (v2; v3; vq; vp) + �

p
3�

q
pR (v2; v3; v2; vq)

A17 = �2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
pR (vq; v2; v3; v4)� 2�p1�

q
2R (vp; vq; v3; v4)� 2�

p
1�

q
3R (vp; v2; vq; v4)� 2�

p
1�

q
4R (vp; v2; v3; vq)

A18 = �2
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
1R (vq; vp; v3; v4)� 2�

p
2�

q
pR (v1; vq; v3; v4)� 2�p2�

q
3R (v1; vp; vq; v4)� 2�

p
2�

q
4R (v1; vp; v3; vq)

A19 = �2
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
1R (vq; v2; vp; v4)� 2�

p
3�

q
2R (v1; vq; vp; v4)� 2�

p
3�

q
pR (v1; v2; vq; v4)� 2�p3�

q
4R (v1; v2; vp; vq)

A20 = �2
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
1R (vq; v2; v3; vp)� 2�

p
4�

q
2R (v1; vq; v3; vp)� 2�

p
4�

q
3R (v1; v2; vq; vp)� 2�

p
4�

q
4R (v1; v2; v3; vq)

:

Usando que vi(0) = ei, vemos que as letras A1; :::; A7, em s = 0, denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

A1 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
pRq313 + �

p
1�

q
3Rpq13 + �

p
1�

q
1Rp3q3 + �

p
1�

q
3Rp31q

A2 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
1Rqp13 + �

p
3�

q
pR1q13 + �

p
3�

q
1R1pq3 + �

p
3�

q
3R1p1q

A3 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
1Rq3p3 + �

p
1�

q
3R1qp3 + �

p
1�

q
pR13q3 + �

p
1�

q
3R13pq

A4 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
1Rq31p + �

p
3�

q
3R1q1p + �

p
3�

q
1R13qp + �

p
3�

q
pR131q

A5 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
pRq424 + �

p
2�

q
4Rpq24 + �

p
2�

q
2Rp4q4 + �

p
2�

q
4Rp42q

A6 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
2Rqp24 + �

p
4�

q
pR2q24 + �

p
4�

q
2R2pq4 + �

p
4�

q
4R2p2q

A7 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
2Rq4p4 + �

p
2�

q
4R2qp4 + �

p
2�

q
pR24q4 + �

p
2�

q
4R24pq

;
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as letras A8; :::; A14, em s = 0, denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

A8 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
2Rq42p + �

p
4�

q
4R2q2p + �

p
4�

q
2R24qp + �

p
4�

q
pR242q

A9 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
pRq414 + �

p
1�

q
4Rpq14 + �

p
1�

q
1Rp4q4 + �

p
1�

q
4Rp41q

A10 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
1Rqp14 + �

p
4�

q
pR1q14 + �

p
4�

q
1R1pq4 + �

p
4�

q
4R1p1q

A11 =
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
1Rq4p4 + �

p
1�

q
4R1qp4 + �

p
1�

q
pR14q4 + �

p
1�

q
4R14pq

A12 =
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
1Rq41p + �

p
4�

q
4R1q1p + �

p
4�

q
1R14qp + �

p
4�

q
pR141q

A13 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
pRq323 + �

p
2�

q
3Rpq23 + �

p
2�

q
2Rp3q3 + �

p
2�

q
3Rp32q

A14 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
2Rqp23 + �

p
3�

q
pR2q23 + �

p
3�

q
2R2pq3 + �

p
3�

q
3R2p2q

;

e as letras A15; :::; A20, em s = 0, denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

A15 =
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
2Rq3p3 + �

p
2�

q
3R2qp3 + �

p
2�

q
pR23q3 + �

p
2�

q
3R23pq

A16 =
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
2Rq32p + �

p
3�

q
3R2q2p + �

p
3�

q
2R23qp + �

p
3�

q
pR232q

A17 = �2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
pRq234 � 2�p1�

q
2Rpq34 � 2�

p
1�

q
3Rp2q4 � 2�

p
1�

q
4Rp23q

A18 = �2
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
1Rqp34 � 2�

p
2�

q
pR1q34 � 2�p2�

q
3R1pq4 � 2�

p
2�

q
4R1p3q

A19 = �2
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
1Rq2p4 � 2�

p
3�

q
2R1qp4 � 2�

p
3�

q
pR12q4 � 2�p3�

q
4R12pq

A20 = �2
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
1Rq23p � 2�

p
4�

q
2R1q3p � 2�

p
4�

q
3R12qp � 2�

p
4�

q
4R123q

:

Agrupando os termos adequadamente, vemos que

d2Z

ds2 js=0
= B1 +B2 +B3 +B4 +B5 +B6 +B7 +B8 +B9 +B10;

em que as letras B1; :::; B5 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

B1 = 2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
1 (Rp3q3 +Rq4p4) + 2

Pn
p;q=1 �

p
2�

q
2 (Rp4q4 +Rp3q3)

B2 = 2
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
3 (R1q1p +R2q2p) + 2

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
4 (R2q2p +R1p1q �R123q)

B3 = 2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
3 (Rpq13 +R1qp3 �Rp2q4) + 2

Pn
p;q=1 �

p
3�

q
1 (R13qp +R1pq3 �Rq2p4)

B4 = 2
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
4 (R24pq +R2qp4) + 2

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
2 (R24qp +Rq42p �R1q3p)

B5 = 2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
4 (R14pq +R1qp4 �Rp23q) + 2

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
1 (R14qp +Rq41p �Rq23p)
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e as letras B6; :::; B10 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

B6 = 2
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
3 (R23pq +R2qp3 �R1pq4) + 2

Pn
p;q=1 �

p
3�

q
2 (R23qp +Rq32p �R1qp4)

B7 = 2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
p (R13q3 +R14q4 �Rq234) + 2

Pn
p;q=1 �

p
2�

q
p (R24q4 +R23q3 �R1q34)

B8 = 2
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
p (R131q +R232q �R12q4) + 2

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
p (R242q +R141q)

B9 = �2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
2Rpq34 � 2

Pn
p;q=1 �

p
2�

q
1Rqp34

B10 = �2
Pn

p;q=1 �
p
2�

q
4R1p3q � 2

Pn
p;q=1 �

p
3�

q
4R12pq � 2

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
3R12qp

Trocando as variáveis p$ q podemos agrupar alguns termos e concluir que

d2Z

ds2 js=0
= B01 +B

0
2 +B

0
3 +B

0
4 +B

0
5 +B

0
6 +B

0
7;

em que as letras B01; :::; B
0
7 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

B01 = 2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
1 (Rp3q3 +Rq4p4) + 2

Pn
p;q=1 �

p
2�

q
2 (Rp4q4 +Rp3q3)

B02 = 2
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
3 (R1q1p +R2q2p) + 2

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
4 (R2q2p +R1p1q �R123q)

B03 = 4
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
1 (R13qp +R1pq3 �Rq2p4) + 4

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
2 (R24qp +Rq42p �R1q3p)

B04 = 4
Pn

p;q=1 �
p
4�

q
1 (R14qp +Rq41p �Rq23p) + 4

Pn
p;q=1 �

p
3�

q
2 (R23qp +Rq32p �R1qp4)

B05 = 2
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
p (R13q3 +R14q4 �Rq234) + 2

Pn
p;q=1 �

p
2�

q
p (R24q4 +R23q3 �R1q34)

B06 = 2
Pn

p;q=1 �
p
3�

q
p (R131q +R232q �R12q4) + 2

Pn
p;q=1 �

p
4�

q
p (R242q +R141q)

B07 = �4
Pn

p;q=1 �
p
1�

q
2Rpq34 � 4

Pn
p;q=1 �

p
3�

q
4R12pq

Façamos a seguinte identi�cação:

apq = R1p1q +R2p2q , bpq = R3p3q +R4p4q

cpq = R3p1q +R4p2q , dpq = R4p1q �R3p2q (10.11)

epq = R12pq , fpq = R34pq

Com essa identi�cação e utilizando as igualdades em (10.9), podemos escrever a segunda derivada de

Z da seguinte forma:
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d2Z

ds2 js=0
= 2

nX
p;q=1

�p1�
q
1bpq + 2

nX
p;q=1

�p2�
q
2bpq + 2

nX
p;q=1

�p3�
q
3apq + 2

nX
p;q=1

�p4�
q
4apq

+4
nX

p;q=1

�p3�
q
1 (R13qp +R1pq3 �Rq2p4) + 4

nX
p;q=1

�p4�
q
2 (R24qp +Rq42p �R1q3p)

+4

nX
p;q=1

�p4�
q
1 (R14qp +Rq41p �Rq23p) + 4

nX
p;q=1

�p3�
q
2 (R23qp +Rq32p �R1qp4)

+2

nX
p;q=1

�p1�
q
p0 + 2

nX
p;q=1

�p2�
q
p0 + 2

nX
p;q=1

�p3�
q
p0 + 2

nX
p;q=1

�p4�
q
p0

�4
nX

p;q=1

�p1�
q
2fpq � 4

nX
p;q=1

�p3�
q
4epq:

Excluindo os termos que valem zero, vemos que

d2Z

ds2 js=0
= 2

nX
p;q=1

�p1�
q
1bpq + 2

nX
p;q=1

�p2�
q
2bpq + 2

nX
p;q=1

�p3�
q
3apq + 2

nX
p;q=1

�p4�
q
4apq

+4
nX

p;q=1

�p3�
q
1 (R13qp +R1pq3 �Rq2p4) + 4

nX
p;q=1

�p4�
q
2 (R24qp +Rq42p �R1q3p)

+4
nX

p;q=1

�p4�
q
1 (R14qp +Rq41p �Rq23p) + 4

nX
p;q=1

�p3�
q
2 (R23qp +Rq32p �R1qp4)

�4
nX

p;q=1

�p1�
q
2fpq � 4

nX
p;q=1

�p3�
q
4epq:

Além disso, pela primeira identidade de Bianchi concluímos que

d2Z

ds2 js=0
= 4

nX
p;q=1

�p3�
q
2 ([R3p2q +R4p1q]� 2R3q2p) + 2

nX
p;q=1

�p1�
q
1bpq + 2

nX
p;q=1

�p2�
q
2bpq

+2
nX

p;q=1

�p3�
q
3apq + 2

nX
p;q=1

�p4�
q
4apq � 4

nX
p;q=1

�p1�
q
2fpq � 4

nX
p;q=1

�p3�
q
4epq:

Note que se �zermos a mudança feig4i=1 ! f ee1 = e2; ee2 = �e1; ee3 = e4; ee4 = �e3g, os coe�cientes
apq; bpq; epq e fpq permanecem invariantes. De fato, se denotarmos R (eei; eej ; eek; eel) por eRijkl sendo seus
respectivos coe�cientes denotados por eapq;ebpq; eepq e efpq, e usando as simetrias da curvatura riemanniana,
segue que
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8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

eapq = eR1p1q + eR2p2q = R2p2q +R(�1)p(�1)q = R2p2q +R1p1q = apqebpq = eR3p3q + eR4p4q = R4p4q +R(�3)p(�3)q = R4p4q +R3p3q = bpqecpq = eR3p1q + eR4p2q = R4p2q +R(�3)p(�1)q = R4p2q +R3p1q = cpqedpq = eR4p1q � eR3p2q = eR(�3)p2q � eR4p(�1)q = � eR3p2q + eR4p1q = dpqeepq = eR12pq = R2(�1)pq = �R21pq = R12pq = epqefpq = eR34pq = R4(�3)pq = �R43pq = R34pq = fpq

:

E se denotarmos por O0(s) a matriz do novo referencial ortonormal, segue que

d2

ds2
Z
�
O0 (s)

�
js=0 = 4

nX
p;q=1

�p3�
q
1 ([R4p2q �R3p1q]� 2R4q2p) + 4

nX
p;q=1

�p4�
q
2 ([R3p1q �R4p2q]� 2R3q1p)

+4
nX

p;q=1

�p4�
q
1 ([�R3p2q �R4p1q] + 2R3q2p) + 4

nX
p;q=1

�p3�
q
2 ([�R4p1q �R3p2q] + 2R4q1p)

+2

nX
p;q=1

�p1�
q
1bpq + 2

nX
p;q=1

�p2�
q
2bpq + 2

nX
p;q=1

�p3�
q
3apq + 2

nX
p;q=1

�p4�
q
4apq

�4
nX

p;q=1

�p1�
q
2fpq � 4

nX
p;q=1

�p3�
q
4epq:

E portanto, se denotarmos Z (O (s)) por ZO e Z (O0 (s)) por ZO0 , concluimos que

d2

ds2
(ZO + ZO0)js=0 =

nX
p;q=1

4�p3�
q
1 ([R3p1q �R4p2q]� 2R3q1p) + 4�

p
4�

q
2 ([R4p2q �R3p1q]� 2R4q2p)

+

nX
p;q=1

4�p4�
q
1 ([R4p1q +R3p2q]� 2R4q1p)

+

nX
p;q=1

4�p3�
q
2 ([R3p2q +R4p1q]� 2R3q2p) + 2�

p
1�

q
1bpq + 2�

p
2�

q
2bpq + 2�

p
3�

q
3apq + 2�

p
4�

q
4apq

�4
nX

p;q=1

�p1�
q
2fpq � 4

nX
p;q=1

�p3�
q
4epq + 4

nX
p;q=1

�p3�
q
1 ([R4p2q �R3p1q]� 2R4q2p)

+

nX
p;q=1

4�p4�
q
2 ([R3p1q �R4p2q]� 2R3q1p) + 4�

p
4�

q
1 ([�R3p2q �R4p1q] + 2R3q2p)

+
nX

p;q=1

4�p3�
q
2 ([�R4p1q �R3p2q] + 2R4q1p)

+
nX

p;q=1

2�p1�
q
1bpq + 2�

p
2�

q
2bpq + 2�

p
3�

q
3apq + 2�

p
4�

q
4apq � 4�

p
1�

q
2fpq � 4�

p
3�

q
4epq:
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Reorganizando os termos e utilizando as identi�cações feitas em (10.11), vemos que

d2

ds2
(ZO + ZO0)js=0 = 4

nX
p;q=1

�p3�
q
1 ([R3p1q �R4p2q]� 2R3q1p) + �

p
3�

q
1 ([R4p2q �R3p1q]� 2R4q2p)

+4
nX

p;q=1

�p4�
q
2 ([R4p2q �R3p1q]� 2R4q2p) + �

p
4�

q
2 ([R3p1q �R4p2q]� 2R3q1p)

+4
nX

p;q=1

�p4�
q
1 ([R4p1q +R3p2q]� 2R4q1p) + �

p
4�

q
1 ([�R3p2q �R4p1q] + 2R3q2p)

+4

nX
p;q=1

�p3�
q
2 ([R3p2q +R4p1q]� 2R3q2p) + �

p
3�

q
2 ([�R4p1q �R3p2q] + 2R4q1p)

+2

nX
p;q=1

�p1�
q
1bpq + �

p
2�

q
2bpq + �

p
1�

q
1bpq + �

p
2�

q
2bpq

+2
nX

p;q=1

�p3�
q
3apq + �

p
4�

q
4apq + �

p
3�

q
3apq + �

p
4�

q
4apq

�4
nX

p;q=1

�p1�
q
2fpq + �

p
3�

q
4epq + �

p
1�

q
2fpq + �

p
3�

q
4epq:

Juntando os termos adequadamente, segue que

d2

ds2
(ZO + ZO0)js=0 = �8

nX
p;q=1

�p3�
q
1R3q1p � 8

nX
p;q=1

�p3�
q
1R4q2p � 8

nX
p;q=1

�p4�
q
2R4q2p � 8

nX
p;q=1

�p4�
q
2R3q1p

�8
nX

p;q=1

�p4�
q
1R4q1p + 8

nX
p;q=1

�p4�
q
1R3q2p � 8

nX
p;q=1

�p3�
q
2R3q2p + 8

nX
p;q=1

�p3�
q
2R4q1p

+4

nX
p;q=1

�p1�
q
1bpq + 4

nX
p;q=1

�p2�
q
2bpq + 4

nX
p;q=1

�p3�
q
3apq + 4

nX
p;q=1

�p4�
q
4apq

�8
nX

p;q=1

�p1�
q
2fpq � 8

nX
p;q=1

�p3�
q
4epq:

Reagrupando os termos, vemos que

d2

ds2
(ZO + ZO0)js=0 = �8

nX
p;q=1

�p3�
q
1 (R3q1p +R4q2p) + �

p
4�

q
2 (R4q2p +R3q1p) + �

p
4�

q
1 (R4q1p �R3q2p)

�8
nX

p;q=1

�p3�
q
2 (R3q2p �R4q1p) + 4

nX
p;q=1

�p1�
q
1bpq + �

p
2�

q
2bpq + �

p
3�

q
3apq

+4

nX
p;q=1

�p4�
q
4apq � 8

nX
p;q=1

�p1�
q
2fpq + �

p
3�

q
4epq:
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Por �m, segue das identi�cações feitas em (10.11) que

d2

ds2
(ZO + ZO0)js=0 = �8

nX
p;q=1

�p3�
q
1cpq � 8

nX
p;q=1

�p4�
q
2cpq � 8

nX
p;q=1

�p4�
q
1dpq + 8

nX
p;q=1

�p3�
q
2dpq

+4
nX

p;q=1

�p1�
q
1bpq + 4

nX
p;q=1

�p2�
q
2bpq + 4

nX
p;q=1

�p3�
q
3apq + 4

nX
p;q=1

�p4�
q
4apq

�8
nX

p;q=1

�p1�
q
2fpq � 8

nX
p;q=1

�p3�
q
4epq:

Esta é uma expressão muito mais simples, envolvendo apenas apq; bpq; cpq; dpq; epq e fpq. Mais ainda,

já que Z (O (0)) = Z (O0 (0)) = 0 e Z (O (s)) � 0, para todo O, segue que a soma

d2

ds2
(Z (O (s)))js=0 +

d2

ds2
�
Z
�
O0 (s)

��
js=0

é positiva semi-de�nida por construção. Notemos que

L =
d2

ds2
�
Z (O (s)) + Z

�
O0 (s)

��
js=0 = 2�v

0BBBBBB@
B �F �C �D

F B D �C

�CT DT A �E

�DT �CT E A

1CCCCCCA�
T
v ;

onde as letras maiúsculas são dadas pelas seguintes expressões:

B =

0BBB@
b11 � � � b1n
...

. . .
...

bn1 � � � bnn

1CCCA , C =

0BBB@
c11 � � � c1n
...

. . .
...

cn1 � � � cnn

1CCCA , D =

0BBB@
d11 � � � d1n
...

. . .
...

dn1 � � � dnn

1CCCA

E =

0BBB@
e11 � � � e1n
...

. . .
...

en1 � � � enn

1CCCA , F =

0BBB@
f11 � � � f1n
...

. . .
...

fn1 � � � fnn

1CCCA ;

e a letra �v é dada por

�v =
�
�11;�

2
1; :::;�

1
2;�

2
2; :::;�

1
n;�

2
n; :::;�

n
n

�
;



10.2. Desigualdades do Teste da Segunda Derivada 285

ou seja, a matriz

L = 2

0BBBBBB@
B �F �C �D

F B D �C

�CT DT A �E

�DT �CT E A

1CCCCCCA
é positiva semi-de�nida. Notemos que

epq = R12pq = �R12qp = �eqp e fpq = R34pq = �R34qp = �fqp;

ou seja, ET = �E e F T = �F . Com isso vemos que a matriz L é simétrica. De�nindo a matriz

U =

0BBBBBB@
0 0 I 0

0 0 0 �I

�I 0 0 0

0 I 0 0

1CCCCCCA ;

a conjulgação de L por U é dada por

ULU�1 = ULUT = 2

0BBBBBB@
0 0 I 0

0 0 0 �I

�I 0 0 0

0 I 0 0

1CCCCCCA

0BBBBBB@
B �F �C �D

F B D �C

�CT DT A �E

�DT �CT E A

1CCCCCCA

0BBBBBB@
0 0 �I 0

0 0 0 I

I 0 0 0

0 �I 0 0

1CCCCCCA

= 2

0BBBBBB@
A E CT DT

�E A �DT CT

C �D B F

D C �F B

1CCCCCCA
Nesse caso, a propriedade de ser positiva semi-de�nida nos garante que

0 �
Tr
�
L
�
ULU�1

��
16

=
1

16
Tr

0BBBBBB@4
0BBBBBB@

B �F �C �D

F B D �C

�CT DT A �E

�DT �CT E A

1CCCCCCA

0BBBBBB@
A E CT DT

�E A �DT CT

C �D B F

D C �F B

1CCCCCCA

1CCCCCCA =
Tr
�
4�ij

�
16

;
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em que as letras gregas �11; :::; �14; �21; :::; �24 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

�11 = FE �D2 +AB � C2

�12 = BE �AF

�13 = FD +BCT + FDT �BC

�14 = �
�
BD + CTF �BDT + CF

�

8>>>>>><>>>>>>:

�21 = �BE +AF

�22 = FE �D2 +AB � C2

�23 = BD + CTF �BDT + CF

�24 = FD +BCT + FDT �BC

e as letras �31; :::; �34; �41; :::; �44 denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

�31 = �DE �ACT �DTE +AC

�32 = �
�
AD + CE �ADT + CTE

�
�33 = FE �

�
CT
�2 � �DT

�2
+AB

�34 = �BE +AF

8>>>>>><>>>>>>:

�41 = AD + CE �ADT + CTE

�42 = �DE �ACT �DTE +AC

�43 = BE �AF

�44 = FE �
�
CT
�2 � �DT

�2
+AB

:

Tomando o traço e usando sua linearidade, vemos que

0 � 1

4

�
TrFE � TrD2 + TrAB � TrC2 + TrFE � TrD2 + TrAB � TrC2

	
+
1

4

n
TrFE � Tr

�
CT
�2 � Tr �DT

�2
+ TrAB + TrFE � Tr

�
CT
�2 � Tr �DT

�2
+ TrAB

o
= TrFE + TrAB � TrC2 � TrD2

=
nX

j;k=5

ajkbkj +
nX

j;k=5

ejkfkj �
nX

j;k=5

cjkckj �
nX

j;k=5

djkdkj

=

nX
j;k=5

ajkbkj �
nX

j;k=5

(ejkfjk + cjkckj + djkdkj) ;

portanto temos que
nX

j;k=5

ajkbkj �
nX

j;k=5

(ejkfjk + cjkckj + djkdkj) � 0

e isso demonstra a A�rmação 10.1.1. O Teorema 10.1 segue diretamente do Princípio do Máximo.

Finalizaremos o Capítulo com um resultado que relaciona os cones CPCSC e bCPICk para uma deter-
minada dimensão:

Proposição 10.2 Se k = 2, então os cones CPCSC e bCPICk são iguais, isto é,
CPCSC = bCPIC2

Demonstração. Dado R 2 CPCSC e dados X;Y 2 Ak, sejam bX; bY extensões de X e Y , respectiva-
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mente, para M � Rk tal que bX � bX = bX � bY = bY � bY = 0, segue que
0 � R

�
X;Y;X; Y

�
= R

�
�k

� bX� ; �k (Y ) ; �k � bX� ; �k � bX�� = eRk � bX; bY ; bX; bX� ;
ou seja, R 2 bCPICk . Para provar a volta é su�ciente mostrar que dados Z;W 2 Cn linearmente inde-

pendentes, existem extensões eZ;fW em Cn � C2 tal que o 2-plano complexo que eles geram é totalmente

isotrópico e

KM (Z;W ) = KM�R2
� eZ;fW:

�
(10.12)

Para mostrar isso, sejam 8<: eZ := Z + ue1 + ve2fW :=W + xe1 + ye2

tais que geram um plano totalmente isotrópico. Como R2 é �at é imediata a igualdade das curvaturas

seccionais na expressão (10.12). Precisamos apenas encontrar u; v; x; y 2 R tais que eZ � eZ = eZ � fW =fW �fW = 0. Expandindo o produto, vemos que

8>>><>>>:
eZ � eZ = Z � Z + u2 + v2 = 0eZ �fW = Z �W + ux+ vy = 0fW �fW =W �W + x2 + y2 = 0

ou em termos matriciais:

0@ u v

x y

1A0@ u x

v y

1A =

0@ �Z � Z �Z �W

�Z �W �W �W

1A :

Esta equação matricial pode ser resolvida, já que a matriz do lado direito da igualdade pode ser diago-

nalizada pois é simétrica.



Capítulo 11

O Teorema da Esfera Suave

Uma das questões sobre a relação entre curvatura e topologia é o problema de classi�car variedades

riemannianas completas com curvatura seccional constante. Em 1925, Heinz Hopf estudou as propriedades

globais de tais variedades e provou, em sua dissertação de doutorado, o seguinte:

Teorema 11.1 (de Hopf) Seja Mn uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa e com

curvatura seccional, K, constante. Logo,

1. Se K = 0, então Mn é isométrico ao Rn;

2. Se K > 0, então Mn é isométrico ao Sn;

3. Se K < 0, então Mn é isométrico ao Hn.

Agora possuímos todos os ingredientes necessários para a demonstração do Teorema da Esfera Suave:

Teorema 11.2 (Teorema da Esfera Suave) Uma variedade riemanniana compacta, completa e sim-

plesmente conexa de dimensão n � 4 e com "condição 1/4", isto é, cuja curvatura seccional K satisfaz

1

4
Kmax < K � Kmax;

é difeomorfa a um espaço esférico.

Observação 11.1 De fato, vamos demonstrar um resultado mais forte, que qualquer variedade rieman-

niana compacta (M; g) tal que M � R2 tem curvatura seccional positiva em subespaços bidimensionais

totalmente isotrópicos (isto é, seu tensor de curvatura riemanniana R pertence ao cone bCPIC2) é difeo-
morfa a um espaço esférico. Isso implica o Teorema da Esfera Suave pelo Corolário 9.1.
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Demonstração. Considere (M; g0) uma variedade riemanniana compacta com curvaturas seccionais

complexas estritamente positivas, ou seja, de modo que o tensor de curvatura riemanniana R está no

interior do cone CPCSC = bCPIC2 ; para todo p 2 M (onde a igualdade é devida a Proposição 10.2).

Seja (M; g (t)) a solução do �uxo de Ricci em um intervalo maximal [0; T ) tal que (M; g (0)) = (M; g0)

(lembremos que a existência é garantida pelos resultados dos Capítulos 2 e 4). Além disso, notemos

que T < 1, já que o Princípio do Máximo nos dá um limitante inferior na curvatura escalar, o qual se

aproxima de in�nito em um tempo �nito (demonstramos esse fato na Seção 3.3). Os tensores de curvatura

em (M; g0) moram em um conjunto compacto K no interior do cone CPCSC . Pelos Teoremas 9.1 e 10.1, o

cone CPCSC é um cone preservado pelo �uxo de Ricci, que está contido no cone das curvaturas seccionais

positivas e contém o cone dos operadores de curvatura não negativos (Proposição 9.1). Portanto, pelo

Teorema 8.2 existe uma "família pinçada"de cones C(s), 0 � s < 1 com C(0) = CPCSC , e pelo Teorema

8.3 existe um conjunto convexo fechado e preservado F contendo o compacto K, e números � (s) tais

que F + � (s) I � C(s), para todo s > 0. Pelo Princípio do Máximo para Fibrados Vetoriais (Teorema

3.3), os tensores de curvatura em g (t) moram em F , para todo t 2 [0; T ), de fato, podemos aplicar esse

princípio para os operadores de curvatura, pois sua variação sob o �uxo de Ricci é dado pela expressão

(1.11), um caso particular da expressão (3.6) que é uma das hipóteses do Teorema 3.3. Agora vamos

fazer o "procedimento blow-up"descrito na Seção 5.2. Como indicado no Teorema 7.3, pelo teorema de

compacidade do Capítulo 5, junto com a limitação inferior do raio de injetividade do Capítulo 7 (junto

com as estimativas de regularidade do Capítulo 4) existe um limite (M1; g1; O1) de uma sequência de

"métricas blow-up"gi(t) := Qig
�
ti +Q

�1
i t
�
sobre pontos Oi com Qi := jRj (Oi; ti) = supM�[0;ti] jRj ! 1

e o limite possui jRj (x; t) � 1, para todo t � 0: Portanto as curvaturas de gi são dadas por Q�1i vezes a

curvatura de g, e portanto moram no conjunto Q�1i F: Em uma vizinhança de O1 as métricas pullback

f��i gigi2N, em que f�igi2N é a sequência de difeomor�smos da convergência de Cheeger-Gromov (para

mais detalhes veja a De�nição 5.4), possuem curvatura escalar limitada longe do zero, logo R (g1) moram

na linha R+I (Esse símbolo quer dizer que a curvatura só depende do ponto e não dos campos) pela

condição (3) do Teorema 8.3. O Lema de Schur (Teorema 7.4) diz que uma variedade diferenciável de

dimensão maior ou igual a 3 para a qual R (x) = � (x) I possui � (x) constante, e portanto R é constante.

De fato, se fei; ejg é uma base ortonormal de um 2-plano qualquer em TxM , então a curvatura seccional

é dada por

K = Rx (ei; ej ; ei; ej) = � (x) I (ei; ej ; ei; ej) = � (x) g^ (Id ^ Id (ei ^ ej) ; ei ^ ej) = � (x) ;
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o Lema de Schur nos dá o que queremos. Portanto (M1; g1) é uma variedade riemanniana completa

com curvatura seccional constante positiva, logo é um espaço esférico pelo Teorema de Hopf (Teorema

11.2). Como M1 é compacto, a convergência é no sentido C1, ao invés de apenas C1 em subconjuntos

compactos. Em particular, M é difeomorfa a um espaço esférico.



Apêndice A

Teoria de Fibrados

Separamos este apêndice para descrever os conceitos preliminares necessários para o desenvolvimento da

teoria do �uxo de Ricci, bem como resultados que ajudam na demonstração do Teorema da Esfera Suave.

Vamos partir do pressuposto de que o leitor é conhecedor da teoria de variedades diferenciáveis, do Cálculo

Diferencial e da Álgebra Linear. Comecemos de�nindo o conceito de �brado, o alicerce de todo conteúdo

desenvolvido.

De�nição A.1 (Imersão) Sejam M e N duas variedades diferenciáveis e f : M ! N uma aplicação

diferenciável. Então f é dita ser uma imersão se sua diferencial dfp : TpM ! Tf(p)N é injetora.

De�nição A.2 (Submersão) SejamM e N duas variedades diferenciáveis e f :M ! N uma aplicação

diferenciável. Então f é dita ser uma submersão se sua diferencial dfp : TpM ! Tf(p)N é sobrejetora,

para todo p 2M .

Com a de�nição de diferencial e de submersão em mãos, estamos aptos à de�nir um conceito extrema-

mente útil para fazer os cálculos e desenvolver a teoria:

De�nição A.3 (Fibrado) Sejam F e M duas variedades diferenciáveis. Um �brado sobre M com

�bra F é uma variedade diferenciável E junto com uma submersão sobrejetora � : E !M satisfazendo

a seguinte condição de trivialidade local: Para todo p 2 M existe um aberto U � M e um difeomor�smo

� : ��1 (U)! U � F (chamada trivialização local) tal que � = �1 � �, onde �1 (x; y) := x é a projeção

na primeira coordenada.

A �bra em p, denotada por Ep, é o conjunto ��1 (p), que é difeomorfo a F , para cada p. De fato,

como ��1 (U) é difeomorfo à U � F , como restrição de difeomor�smo também o é, segue que ��1 (fpg) é

difeomorfo a fpg � F , que é difeomorfo a F .
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Embora um �brado E seja localmente um produto U � F , isso pode não ser verdade globalmente

(um exemplo disso é o chamado �brado de Möbius). O espaço E é chamado de espaço total, M de

espaço de base e � de projeção. Ocasionalmente nos referimos ao �brado dizendo: "seja � : E ! M

um �brado". Na maioria dos casos os �brados que consideramos serão "�brados vetoriais"em que a �bra

F é um espaço vetorial e as trivializações locais induzem uma estrutura linear bem de�nida em Ep para

cada p:

De�nição A.4 (Fibrado Vetorial) Seja M uma variedade diferenciável. Um �brado vetorial suave

(ou simplesmente �brado vetorial) de dimensão k sobre M é um �brado � : E ! M com �bra Rk,

tal que

i) As �bras Ep = ��1 (fpg) possuem uma estrutura de espaço vetorial de dimensão k;

ii) As trivializações locais � : ��1 (U) ! U � Rk são tais que �2 � �jEp : Ep ! Rk é um isomor�smo

linear, para cada p 2 U , onde �2 (x; y) := y.

Exemplo A.1 (Fibrado Tangente) Seja M uma variedade diferenciável. Um dos exemplos mais im-

portantes de �brados vetoriais sobre M é o �brado tangente TM .

TM :=
G
p2M

TpM = f(p; v) (ou vp) : v 2 TpMg :

Assim, podemos de�nir a aplicação � : (p; u) 2 TM ! p 2M . Notemos que � é sobrejetora, já que para

todo p 2M vale p = � (p; 0) : Agora vamos analisar a aplicação

d�(p;u) : T(p;u) (TM)! TpM;

para algum (u; p) 2 TM: Dado vp 2 TpM , seja  : I ! M , tal que (0) = p e 0(0) = vp e de�na

� : I ! TM , em que � (t) =
�
 (t) ; u(t)

�
, u(t) é o transporte paralelo de up ao longo de . Temos que

� (0) =
�
 (0) ; u(0)

�
= (p; u) = up e �0 (0) =

�
0 (0) ; D

�
u(t)

�
(0)
�
= (vp; 0) ' vp

Por de�nição de diferencial, segue que

d�(p;u) (vp) = (� � �)0 (0) =
d

dt jt=0

�
�
�
 (t) ; u(t)

��
=

d

dt jt=0
 (t) = 0 (0) = vp;
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ou seja, d�(p;u) é sobrejetora, para todo (p; u) 2 TM . Portanto, � é uma submersão. Além disso, dado

p 2 M seja (U;') uma carta em M tal que p 2 U: De�na a aplicação � : U � Rn ! ��1 (U) = TU ,

onde � (p; �1; :::; �n) = (p;
Pn

i=1 �i@i) 2 TU: Vamos mostrar que � é um difeomor�smo. De fato, se

� (p; �1; :::; �n) = � (q; �1; :::; �n), então 
p;

nX
i=1

�i@i

!
=

 
q;

nX
i=1

�i@i

!
) p = q

nX
i=1

�i@i =

nX
i=1

�i@i ) �i = �i, para todo i = 1; :::; n;

onde foi usado a unicidade dos escalares. Ou seja, � é injetora. Dado (p; v) 2 TU , segue que v =Pn
i=1 vi@i, ou seja, temos que

(p; v) = � (p; v1; :::; vn) ;

isto é, � é uma bijeção. Como � e ��1 são suaves, temos um difeomor�smo. Note também que

�1 (� (p; �1; :::; �n)) = �1

  
p;

nX
i=1

�i@i

!!
= p = � (p; �1; :::; �n) :

Mais ainda, já vimos que ��1 (fpg) = TpM é um espaço vetorial de dimensão n. E se nos restringirmos

à TpM , segue que

�
�2 � �jTpM

�
(�1; :::; �n) = �2

 
p;

nX
i=1

�i@i

!
=

nX
i=1

�i@i 2 TpM:

Notemos que

�
�2 � �jTpM

�
(j (�1; :::; �n) + k (�1; :::; �n)) =

�
�2 � �jTpM

�
(j�1 + k�1; :::; j�n + k�n)

=

nX
i=1

(j�i + k�i) @i

= j

nX
i=1

�i@i + k

nX
i=1

�i@i

= j
�
�2 � �jTpM

�
(�1; :::; �n) + k

�
�2 � �jTpM

�
(�1; :::; �n) :

Se
�
�2 � �jTpM

�
(�1; :::; �n) =

�
�2 � �jTpM

�
(�1; :::; �n), então

Pn
i=1 �i@i =

Pn
i=1 �i@i é por unicidade dos

escalares em uma base, segue que (�1; :::; �n) = (�1; :::; �n) : A igualdade das dimensões e o teorema do

núcleo e da imagem garantem que �2 � �jTpM é um isomor�smo entre Rn e TpM .
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De�nição A.5 (Pushforward) Sejam M e N duas variedades diferenciáveis e f : M ! N uma apli-

cação suave. A aplicação
f� : (p; v) 2 TM ! (f (p) ; dfp:v) 2 TN

é denominada pushforward de f:

Vamos de�nir agora uma generalização de campos vetoriais em um �brado qualquer:

De�nição A.6 (Seções de Fibrados) Uma seção de um �brado � : E ! M é uma aplicação suave

X : M ! E, tal que � � X = IdM : M ! M , ou seja, (� �X) (p) = p, para todo p 2 M: Em alguns

momentos usaremos a notação Xp ao invés de X (p). Denotaremos por � (E) o conjunto de todas as

seções suaves de E.

Se E é um �brado vetorial, então � (E) é um espaço vetorial real. De fato, sejam as operações

(X + Y ) (p) : = X(p) + Y (p);

(�X) (p) = �X(p);

para todo X;Y 2 � (E) e � 2 R, onde a soma e a multiplicação no lado direito das igualdades é com

relação a soma e a multiplicação no espaço vetorial Ep. Como Ep é espaço vetorial real, estas operações

tornam � (E) automaticamente um espaço vetorial real.

É comum resolvermos problemas trabalhando apenas com uma base de determinado espaço vetorial.

Isso motiva a seguinte de�nição:

De�nição A.7 (Referencial Local) Um referencial local para um �brado vetorial E de dimensão k

é uma k-upla f�1; :::; �kg de seções de E que são pontualmente L.I�s. em algum aberto U � M , isto é,

f�1; :::; �kg � �
�
EjU

�
um subconjunto L.I.

Dado um referencial local, toda seção � de E (dimensão k) sobre um aberto U � R pode ser escrita

como � =
Pk

i=1 �
i�i, onde f�1; :::; �kg é um referencial local em E: De fato, para cada p 2 U , � (p) 2 Ep,

que é um espaço vetorial de dimensão k, com uma base f�1 (p) ; :::; �k (p)g, segue que existem escalares

�i (p), i = 1; :::; k tais que

� (p) =
kX
i=1

�i (p) �i (p) 2 Ep
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Como os campos em M , uma seção � 2 �
�
EjU

�
é suave se e somente se cada componente �i : U �

M ! R é suave.

Como C1 (M), com as operações usuais de soma e multipicação de funções, é um anel, segue que

� (E) é um módulo sobre C1 (M) ; a multiplicação é de�nida por

(fX) (p) := f(p)X(p);

para todo f 2 C1 (M), X 2 � (E) e todo p 2 M . Este resultado sai diretamente do fato de R ser um

corpo e da de�nição da operação acima.

De�nição A.8 (Campos Vetoriais) Seja M uma variedade diferenciável. As seções suaves de TM

serão chamadas de campos vetoriais (ou simplesmente campos) e o espaço vetorial dos campos vetoriais

de M será denotado por X (M), ou seja, X (M) := � (TM).

Sub�brados

Há subconjuntos de �brados vetoriais que também são �brados. Veremos um exemplo muito importante

desse caso: Os "(2,0)-tensores simétricos", um subconjunto dos "(2,0)-tensores". Comecemos de�nindo

melhor esse conceito:

De�nição A.9 (Sub�brado) Seja M uma variedade diferenciável. Para um �brado vetorial E, um

sub�brado de E é um �brado vetorial E0 sobre M com um homomor�smo injetor de �brados vetoriais

i : E0 ! E tal que �E � i = �E0, onde �E e �E0 são as submersões sobrejetivas de E e E0, respectivamente,

em M .

Notemos que i : E0 ! E ser um homomor�smo injetor de �brados vetoriais signi�ca que i é injetora e

i (�x+ �y) = �i(x) + �i(y);

para todo �; � 2 R, x; y 2 E0p, p 2M .

Se retirarmos a condição "vetorial"dos �brados, então retirando a condição "homomor�smo"de i,

temos uma de�nição de sub�brados para �brados quaisquer.

A ideia essencial de um sub�brado de um �brado vetorial E é sua visão como uma família de subespaços

E0p das �bras Ep que variam suavemente em p. Contudo, é conveniente distinguir seções de um sub�brado

das seções do �brado vetorial maior, e é por isso que utilizamos a de�nição acima. Podemos pensar a

aplicação i como simplesmente a inclusão de E0 em E.
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Exemplo A.2 (Fibrado Pull-Back) Seja f :M ! N uma imersão suave entre duas variedades difer-

enciáveis. A aplicação pushforward f� : TM ! TN nos permite de�nir o conjunto

f� (TN) :=
G
p2M

Tf(p)N =
�
(p; w) : w 2 Tf(p)N

	
;

e o �brado

�f�(TN) : (p; w) 2 f� (TN)! p 2M .

A aplicação f induz a aplicação entre �brados

i : (p; v) 2 TM ! (p; dfp:v) 2 f� (TN)

Notemos que se (p; u) ; (p; v) 2 TM e �; � 2 R, então

i (� (p; u) + � (p; v)) = i (p; �u+ �v) = (p; dfp: (�u+ �v)) = (p; �dfp:u+ �dfp:v)

= � (p; dfp:u) + � (p; dfp:v)

= �i (p; u) + �i (p; v) :

Além disso, se i (p; u) = i (q; v), então (p; dfp:u) = (q; dfq:v). Logo p = q e portanto

dfp:u = dfq:v = dfp:v:

Como f é imersão, segue que u = v, ou seja, i é injetora.

Além disso, �
�f�(TN) � i

�
(p; v) = �f�(TN) (p; dfp:v) = p = �TM (p; v) :

Portanto i nos permite ver TM como um sub�brado de f� (TN) sobre M .

Fibrados Referenciais

Denotamos por GL (k) o grupo das matrizes k � k que são inversíveis.

Para um �brado vetorial � : E ! M de dimensão k, existe um �brado associado sobre M com �bra

GL (k), chamado de �brado referencial linear generalizado. Esse �brado é denotado por F (E) : A

�bra F (E)x sobre x 2M consiste de todos os isomor�smos lineares Yx : Rk ! Ex, ou equivalentemente,

o conjunto de todas as bases ordenadas para Ex (identi�cando a aplicação Y com a base fY1; :::; Ykg ;
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onde Yi = Y (ei), i = 1; :::; k). O grupo GL(k) age em cada �bra pela composição, ou seja, para cada

ponto x 2M �xado temos

(A; Y ) 2 GL (k)� F (E)x 7! Y A = Y � A : Rk ! Ex:

Note que Y A 2 F (E)x, pois composição de isomor�smos ainda o é. Notemos que uma trivialização local

� : ��1 (U)! U �Rk (U �M é um subconjunto aberto) para E, junto com uma carta local � : U ! Rn

para M , produz uma carta para E compatível com a estrutura de �brado: De fato, temos

(x; v) 2 ��1 (U) 7! � (x; v) = (x; �2 (� (x; v))) 7! (� (x) ; �2 (� (x; v))) 2 Rn � Rk;

isso nos dá uma carta em E. Além disso, toda carta em E dessa forma também induz uma carta em

F (E) dando a ela uma estrutura de variedade de dimensão n+ k2 : De fato, temos

(x; Y ) 7! (� (x) ; �2 � �x � Yx) 2 Rn �GL (k) � Rn+k
2
;

onde �x (�) := � (x; �). Notemos que se

�
� (x1) ; �2 � �x1 � Yx1

�
=
�
� (x2) ; �2 � �x2 � Yx2

�
;

como � é injetora vemos que x1 = x2: Segue que Yx1 ; Yx2 2 F (E)x1 , mas em cada �bra �2 ��x2 = �2 ��x1
é injetora, mais que isso é uma composição de homeomor�smos locais, e portanto uma carta.

Além disso, de�namos � : F (E) ! M , sendo que �(F (E)x) = fxg; x 2 M . Como � é sobrejetora,

dado x 2 M , existe Ex � E tal que � (Ex) = fxg. Como E é um �brado vetorial existe pelo menos

um isomor�smo Y : Rk ! Ex, e portanto ��1(fxg) 6= ;, ou seja, � é sobrejetora. Dado Y 2 F (E) e

v 2 TpM , seja a curva suave  : I ! M em que  (0) = p e 0 (0) = v. De�na a curva � : I ! F (E) em

que � (t) =
�
 (t) ; Y(t)

�
: Segue que

(� � �)0 (0) = 0 (0) = v;

isto é, � é uma submersão sobrejetiva. Portanto vemos que F (E) é, de fato, um �brado vetorial sobre

M .
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Tensores: De�nição e Isomor�smos

Dado um espaço vetorial V , denotamos por V � = ff : V ! R : f é linearg o espaço dual de V .

De�nição A.10 (Tensor Covariante e Contravariante) Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita.

Um k-tensor covariante em V é uma aplicação multilinear F : V k ! R: Similarmente, um l-tensor

contravariante é uma aplicação multilinear F : (V �)l ! R: Um tensor misto do tipo
�
k
l

�
ou (k; l) é

uma aplicação multilinear

F : (V �)l � V k �! R:

Vamos denotar o espaço de todos os k-tensores covariantes em V por T k (V ) : O espaço dos l-tensores

contravariantes em V será denotado por Tl (V ). Mais ainda, o espaço dos (k; l)-tensores mistos em V

será denotado por T kl (V ).

De�nimos o conjunto End (V ) como o conjunto de todas as transformações lineares de V em V .

O seguinte isomor�smo é frequentemente útil:

Lema A.1 Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão �nita. O espaço T 11 (V ) é canonicamente

isomorfo a End (V ), onde o isomor�smo � : End (V )! T 11 (V ) é dado por

� (A) : (!;X) 2 V � � V ! ! (A (X)) 2 R,

para todo A 2 End (V ).

Demonstração. Vamos mostrar primeiramente que � (A) 2 T 11 (V ). Temos que

� (A) (f1!1 + f2!2; g1X1 + g2X2) = (f1!1 + f2!2) (A (g1X1 + g2X2))

= f1!1 (A (g1X1 + g2X2)) + f2!2 (A (g1X1 + g2X2))

= f1!1 (g1A (X1) + g2A (X2)) + f2!2 (g1A (X1) + g2A (X2))

= f1g1!1 (A (X1)) + f1g2!1 (A (X2))

+f2g1!2 (A (X1)) + f2g2!2 (A (X2))

= f1g1� (A) (!1; X1) + f1g2� (A) (!1; X2)

+f2g1� (A) (!2; X1) + f2g2� (A) (!2; X2) ;

para todo f1; f2; g1; g2 2 K, !1; !2 2 V � e X1; X2 2 V .
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Dados A;B 2 End (V ) e �; � 2 R, segue que

� (�A+ �B) (!;X) = ! ((�A+ �B) (X)) = ! (�A (X) + �B (X)) = �! (A (X)) + �! (B (X))

= �� (A) (!;X) + �� (B) (!;X) ;

para todo (!;X) 2 V � � V , ou seja, � (�A+ �B) = �� (A) + �� (B). Além disso, se � (A) = � (B) ;

seja B = fv1; :::; vng uma base qualquer de V e suponha que A seja a matriz de A na base B e B seja a

matriz de B na base B, e seja B� = fv�1; :::; v�ng a base dual de V � sobre B, segue que

� (A) (v�i ; vj) = � (B) (v
�
i ; vj) ;

mas temos que

A =(v�i (Avj)) = (� (A) (v�i ; vj)) = (� (B) (v�i ; vj)) = (v�i (Bvj)) = B;

como as matrizes com relação à mesma base B são iguais, concluímos queA = B. Logo temos a injetividade

de �.

Segue de álgebra linear que

dim T 11 (V ) = dimV � dimV � = (dimV )
2 = dimEnd (V ) :

Portanto, pelo teorema do núcleo e da imagem, segue que � é um isomor�smo.

Seja V um espaço vetorial e V � seu respectivo espaço dual. Denotamos o espaço das transformações

multilineares de (V �)l � V k em V por Mult
�
(V �)l � V k; V

�
Uma generalização dessa identi�cação é expressada como segue:

Lema A.2 Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão �nita. O espaço T kl+1 (V ) é canonicamente

isomorfo ao espaço Mult
�
(V �)l � V k; V

�
, onde o isomor�smo � : Mult

�
(V �)l � V k; V

�
! T kl+1 (V ) é

dado por

� (A) :
�
!0; !1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
2 (V �)l+1 � V k 7! !0

�
A
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

��
2 R;

onde Mult
�
(V �)l � V k; V

�
é o espaço das transformações multilineares de (V �)l � V k em V .
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Demonstração. Dados A;B 2Mult
�
(V �)l � V k; V

�
e �; � 2 R, segue que

� (�A+ �B)
�
!0; !1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
= !0

�
(�A+ �B)

�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

��
= !0

�
�A
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
+ �B

�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

��
= �!0

�
A
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

��
+�!0

�
B
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

��
= �� (A)

�
!0; !1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
+�� (B)

�
!0; !1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
para todo

�
!0; !1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
2 (V �)l+1 � V k, ou seja, � (�A+ �B) = �� (A) + �� (B). Além

disso, suponhamos que � (A) = � (B) ; seja

B =

8<:(0; :::; v�i ; :::; 0)| {z }
de 1 a n

: i = 1; ::; n

9=;
n

i=1

[

8><>:(0; :::; v�i ; :::; 0)| {z }
de n+1 a 2n

: i = 1; ::; n

9>=>;
n

i=1

[::: [

8><>:(0; :::; v�i ; :::; 0)| {z }
de (l�1)n+1 a nl

: i = 1; ::; n

9>=>;
n

i=1

[

8><>: (0; :::; vi; :::; 0)| {z }
de nl+1 a nl+n=n(l+1)

: i = 1; ::; n

9>=>; [ ::: [
8><>: (0; :::; vi; :::; 0)| {z }
de n(l+k�1)+1 a n(l+k)

: i = 1; ::; n

9>=>;
= :

n
'1; :::; 'n(l+k)

o
uma base de (V �)l � V k tal que fv�i g

n
i=1 é base dual de fvig

n
i=1 e suponha que A seja a matriz de A na

base B e B seja a matriz de B na base B, segue que

� (A)
�
v�i ; 'j

�
= �(B)

�
v�i ; 'j

�
;

mas, pela de�nição de �, temos que

A =
�
� (A)

�
v�i ; 'j

��
=
�
� (B)

�
v�i ; 'j

��
= B;

logo temos a injetividade de �. Segue da teoria de Álgebra Linear que

dim T kl+1 (V ) = (l + 1) dimV � + k dimV = (l + 1)n+ kn = n (l + k + 1) :
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Por outro lado,

dimMult
�
(V �)l � V k; V

�
= dim (V �)l � dimV k � dimV = nl + nk + n = n (l + k + 1) :

Portanto, pelo teorema do núcleo e da imagem, segue que � é um isomor�smo.

Produto de Tensores

Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita.Há um produto natural nos espaços dos tensores em V :

De�nição A.11 (Produto Tensorial) Dados F 2 T kl (V ) e G 2 T
p
q (V ), de�nimos o produto tenso-

rial F 
G 2 T k+pl+q (V ) por

(F 
G)
�
!1; :::; !l+q; X1; :::; Xk+p

�
:= F

�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
G
�
!l+1; :::; !l+q; Xk+1; :::; Xk+p

�
;

para todo
�
!1; :::; !l+q; X1; :::; Xk+p

�
2 (V �)l+q � V k+p:

A multilinearidade de F 
G decorre diretamente da multilinearidade de F e G.

Mais ainda, se fe1; :::; eng é uma base de V e fe�1; :::; e�ng sua correspondente base dual, então o conjunto

A =
�
ej1 
 :::
 ejl 
 e�i1 :::
 e

�
ik
: j1; :::; jl; i1; :::; ik = 1; :::; n

	
é base para T kl (V ), onde

ej1 
 :::
 ejl 
 e�i1 :::
 e
�
ik

�
e�s1 ; :::; e

�
sl
; er1 ; :::; erk

�
= ej1

�
e�s1
�
:::ejl

�
e�sl
�
e�i1 (er1) :::e

�
ik
(erk)

:= e�s1 (ej1) :::e
�
sl
(ejl) e

�
i1
(er1) :::e

�
ik
(erk)

= �s1j1 :::�
sl
jl
�i1r1 :::�

ik
rk
:

De fato, basta mostrar que A é um conjunto linearmente independente (L.I.), já que A possui nl+k

elementos, que é a dimensão de T kl (V ). Se

nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

�j1;:::;jl;i1;:::;ikej1 
 :::
 ejl 
 e�i1 :::
 e
�
ik
= 0;

ao aplicarmos esse tensor soma no ponto
�
e�j1 ; :::; e

�
jl
; ei1 ; :::; eik

�
2 (V �)l � V k seguirá que

0 =
nX

j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

�j1;:::;jl;i1;:::;ikej1 
 :::
 ejl 
 e�i1 :::
 e
�
ik

�
e�j1 ; :::; e

�
jl
; ei1 ; :::; eik

�
= �j1;:::;jl;i1;:::;ik ; (A.1)
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e como j1; :::; jl; i1; :::; ik 2 f1; :::; ng são arbitrários segue o resultado.

Portanto, todo tensor F 2 T kl (V ) pode ser escrito , com respeito a esta base, por

F =

nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

F j1:::jli1:::ikej1 
 :::
 ejl 
 e
�
i1 :::
 e

�
ik
;

onde introduzimos a seguinte notação pela expressão (A.1):

F j1:::jli1:::ik := F
�
e�j1 ; :::; e

�
jl
; ei1 ; :::; eik

�
:

Contração Tensorial

Uma contração tensorial é uma operação em um ou mais tensores que surge das relações naturais de

um espaço vetorial de dimensão �nita com seu dual.

Intuitivamente, há uma noção natural do "traço de uma matriz"A =
�
Aij

�
2 Mn�n (R), em que

Mn�n (R) é o conjunto das matrizes n� n com entradas reais. Essa noção é dada por

Tr (A) :=
nX
i=1

Aii:

O traço é uma aplicação R-linear e comutativa no sentido de que Tr (AB) = Tr (BA). De fato, se

A =
�
Aij

�
2Mn�n (R), B =

�
Bi
j

�
2Mn�n (R) e se �; � 2 R, então

Tr (�A+ �B) = Tr
�
�
�
Aij
�
+ �

�
Bi
j

��
= Tr

��
�Aij

�
+
�
�Bi

j

��
= Tr

��
�Aij + �B

i
j

��
=

nX
i=1

�
�Aii + �B

i
i

�
= �

nX
i=1

Aii + �

nX
i=1

Bi
i

= �Tr (A) + �Tr (B) :

Além disso, se

A =

0BBB@
a11 � � � a1n
...

. . .
...

an1 � � � ann

1CCCA e B =

0BBB@
b11 � � � b1n
...

. . .
...

bn1 � � � bnn

1CCCA ;
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Então a multiplicação dessas matrizes resulta em

AB =

0BBB@
c11 � � � c1n
...

. . .
...

cn1 � � � cnn

1CCCA ;

em que as entradas de AB possuem a seguinte expressão:

cij =

nX
k=1

aikbkj :

Os elementos da diagonal de AB são dados por

cii =
nX
k=1

aikbki:

Por outro lado, se �zermos a multiplicação invertida, obteremos a matriz

BA =

0BBB@
d11 � � � d1n
...

. . .
...

dn1 � � � dnn

1CCCA ;

em que os novos coe�cientes são dados pela seguinte expressão:

dij =

nX
k=1

bikakj :

Os elementos da diagonal são os que possuem os dois índices iguais, ou seja,

dii =
nX
k=1

bikaki = cii:

Portanto,

Tr (AB) =
nX
i=1

cii =
nX
i=1

dii = Tr (BA) :

Segue disso um corolário muito útil em nossos estudos:

Corolário A.1 (Traço é invariante) O traço de uma matriz é invariante por conjugação.

Demonstração. De fato, dado B 2 Mn�n (R) e P 2 Mn�n (R) inversível de�na A = PBP�1 2
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Mn�n (R). Calculando o traço de A, obtemos a seguinte igualdade:

Tr (A) = Tr
�
PBP�1

�
= Tr

�
BP�1P

�
= Tr (B) :

Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita. Com esse corolário, �ca bem de�nido o traço de uma

transformação linear T : V ! V por

Tr (T ) := Tr (A) ;

em que A é a matriz de T em uma base qualquer.

Mais ainda, segue do Lema A.1 que o traço pode agir em tensores também.

Naturalmente, de�nimos a contração de F 2 T 11 (V ) como o traço de ��1 (F ) 2 End (V ), onde

� : End (V )! T 11 (V ) é o isomor�smo do Lema A.1. Fixada uma base B = fe1; :::; eng de V , considere o

endomor�smo de V dado pela matriz (F (e�i ; ej)). Então

� ((F (e�i ; ej))) (!;X) = ! ((F (e�i ; ej))X) = !

 
(F (e�i ; ej))

nX
k=1

xkek

!
=

nX
k=1

xk! ((F (e
�
i ; ej)) ek)

=
nX
k=1

xk! (F (e
�
1; ek) ; :::; F (e

�
n; ek))

=
nX

k;l=1

xk!
le�l (F (e

�
1; ek) ; :::; F (e

�
n; ek))

=

nX
k;l=1

xk!
lF (e�l ; ek)

=

nX
k;l=1

F (e�l ; ek) ek 
 e�l (!;X)

= F (!;X) ;

para todo (!;X) 2 V � � V , ou seja, (F (e�i ; ej)) é a matriz de �
�1 (F ). Portanto temos a aplicação

Tr : T 11 (V )! R, onde

Tr (F ) =

nX
i=1

F (e�i ; ei) =
nX
i=1

F ii:

Usando essa de�nição, podemos generalizá-la da seguinte maneira: De�nimos a aplicação Tr : T k+1l+1 (V )!
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T kl (V ) por

Tr (F )
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
:= Tr

�
F
�
!1; :::; !l; �; X1; :::; Xk; �

��
:

Em componentes, isso é equivalente ao seguinte:

Tr (F )j1���jl i1���ik : = Tr (F )
�
e�j1 ; :::; e

�
jl
; ei1 ; :::; eik

�
= Tr

�
F
�
e�j1 ; :::; e

�
jl
; �; ei1 ; :::; eik ; �

��
=

nX
m=1

F
�
e�j1 ; :::; e

�
jl
; e�m; ei1 ; :::; eik ; em

�
=

nX
m=1

F j1���jkm i1���ilm:

Dados �; � 2 R, se Nj := F
�
!1; :::; !j ; :::; !l; �; X1; :::; Xk; �

�
, então

Tr (F )
�
!1; :::; �!i + �!j ; :::; !l; X1; :::; Xk

�
= Tr

�
F
�
!1; :::; �!i + �!j ; :::; !l; �; X1; :::; Xk; �

��
= Tr (�Ni + �Nj)

= �Tr (Ni) + �Tr (Nj)

= �Tr (F )
�
!1; :::; !i; :::; !l; X1; :::; Xk

�
+�Tr (F )

�
!1; :::; !j ; :::; !l; X1; :::; Xk

�
;

onde foi usado a multilinearidade de F na segunda igualdade. E de modo análogo, se Lj é de�nido pelo

seguinte:

Lj := F
�
!1; :::; !l; �; X1; :::; Xj ; :::; Xk; �

�
;

então temos que

Tr (F )
�
!1; :::; !l; X1; :::; �Xi + �Xj ; :::; Xk

�
= Tr

�
F
�
!1; :::; !l; �; X1; :::; �Xi + �Xj ; :::; Xk; �

��
= Tr (�Li + �Lj)

= �Tr (Li) + �Tr (Lj)

= �Tr (F )
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xi; :::; Xk

�
+�Tr (F )

�
!1; :::; !l; X1; :::; Xj ; :::; Xk

�
;

onde foi usado a multilinearidade F na segunda igualdade. Ou seja, realmente Tr (F ) 2 T kl (V ).

Notemos que o par de componentes que escolhemos para calcular o traço foram: o último da parte

de contravariante e o último da parte covariante. Mas isso não é uma regra, ou seja, há vários tipos de
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traços, por exemplo:

Exemplo A.3 Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita e F :=
Pn

i;j;k=1 F
j

i ke
�
i 
 ej 
 e�k 2 T 21 (V ).

Logo temos os seguintes traços possíveis:8<: Tr12 (F ) (ek) := Tr (F (�; �; ek)) =
Pn

i=1 F
i

i k;

Tr23 (F ) (ek) := Tr (F (ek; �; �)) =
Pn

i=1 F
i

k i;

O "Tr13"não está de�nido, pois F (�; e�k; �) não está em T 11 (V ).

Além disso, podemos ter o seguinte caso:

Exemplo A.4 Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita e F :=
Pn

i;j;k;l=1 F
kl

ij e�i 
 e�j 
 ek 
 el 2

T 22 (V ). Podemos tomar o traço na 1a e na 3a coordenadas (Tr13 (F ) 2 T 11 (M)) e depois o traço na 2a

e na 4a coordenadas, ou seja:

Tr24 (Tr13 (F )) =
nX
i=1

(Tr13 (F ))
i
i =

nX
i=1

Tr13 (F ) (e
�
i ; ei) =

nX
i=1

Tr (F (�; ei; �; e�i ))

=
nX
i=1

0@ nX
j=1

F
�
ej ; ei; e

�
j ; e

�
i

�1A
=

nX
i;j=1

F
�
ej ; ei; e

�
j ; e

�
i

�
=

nX
i;j=1

F ij
ij :

Finalmente, uma das aplicações mais importantes surge quando F = ! 
 X 2 T 11 (V ), para algum

(!;X) 2 V � � V �xado. Nesse caso,

Tr (! 
X) =
nX
i=1

(! 
X) (ei; e�i ) =
nX
i=1

! (ei)X (e
�
i ) =

nX
i=1

240@ nX
j=1

!je�j

1A (ei) nX
k=1

Xkek

!
(e�i )

35
=

nX
i=1

!iXi;

por outro lado,

! (X) =
nX
j=1

!je�j (X) =
nX
j=1

!je�j

 
nX
k=1

Xkek

!
=

nX
j;k=1

Xk!
je�j (ek) =

nX
j=1

Xj!
j ;
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ou seja, vemos que Tr (! 
X) = ! (X) ; para todo (!;X) 2 V � � V .

Essa ideia pode ser estendida como segue: Se F 2 T kl (V ) com
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
2 (V �)l � V k

�xado, então

F 
 !1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk 2 T 2k2l (V ) :

Portanto, se utilizarmos a seguinte notação:�
e(j1;jl); e

�
(i1;ik)

; !(1;l); X(1;k)

�
:= ej1 
 :::
 ejl 
 e�i1 
 :::
 e

�
ik

 !1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk

a contração desse tensor sobre todos os índices nos dá

Tr
�
F 
 !1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk

�
= Tr

0@ nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

F j1:::jli1:::ikej1 
 :::
 ejl 
 e
�
i1 :::
 e

�
ik

 !1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk

1A
=

nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

F j1:::jli1:::ikTr
�
ej1 
 :::
 ejl 
 e�i1 :::
 e

�
ik

 !1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk

�
=

nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

F j1:::jli1:::ikTrj11(:::(Trjll(Tri1l+1(:::(Trikl+k

�
e(j1;jl); e

�
(i1;ik)

; !(1;l); X(1;k)

�
:::)

=

nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

F j1:::jli1:::ik

nX
u1;:::;ul;v1;:::;vk=1

�
e(j1;jl); e

�
(i1;ik)

; !(1;l); X(1;k)

�u1:::ul v1:::vk

v1:::vku1:::ul

=
nX

j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

F j1:::jli1:::ik
�
!1
�j1 :::�!l�jl (X1)i1 ::: (Xk)ik :

Por outro lado,

F
�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
= F

0@ nX
j1=1

�
!1
�j1 e�j1 ; :::; nX

jl=1

�
!1
�jl e�jl ; nX

i1=1

(X1)i1 ei1 ; :::;
nX

ik=1

(Xk)ik eik

1A
=

nX
j1:::jli1:::ik=1

�
!1
�j1 ::: �!1�jl (X1)i1 ::: (Xk)ik F

�
e�j1 ; :::; e

�
jl
; ei1 ; :::; eik

�
=

nX
j1:::jli1:::ik=1

�
!1
�j1 ::: �!1�jl (X1)i1 ::: (Xk)ik F

j1:::jl
i1:::ik

;

ou seja, vemos que

Tr
�
F 
 !1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk

�
= F

�
!1; :::; !l; X1; :::; Xk

�
; (A.2)
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onde o traço é feito sobre todos os índices.

Fibrados Tensoriais e Campos Tensoriais

Para uma variedade diferenciável M , podemos aplicar a construção da seção anterior em TpM , para cada

p 2 M . Nesse caso, um (k; l)-tensor em p 2 M é um elemento de T kl (TpM). De�nimos o �brado

tensorial dos (k; l)-tensores em M por

T kl (M) :=
G
p2M

T kl (TpM) =
G
p2M


k
�
T �pM

�

l TpM;

em que


k
�
T �pM

�

lTpM =

n�
p; !1 
 :::
 !k 
X1 
 :::
Xl

�
: !i 2 T �pM , Xj 2 TpM , i = 1; :::; k e j = 1; :::; l

o
:

Se não houver ambiguidade, denotaremos
�
p; !1 
 :::
 !k 
X1 
 :::
Xl

�
simplesmente por !1 
 ::: 


!k 
X1 
 :::
Xl.

Em particular,

T 01 (M) =
G
p2M


0
�
T �pM

�

1 TpM =

G
p2M

TpM = TM;

T 10 (M) =
G
p2M


1
�
T �pM

�

0 TpM =

G
p2M

�
T �pM

�
= T �M:

Um sub�brado muito importante de T 20 (M) é Sym2 (M), o espaço dos (2; 0)-tensores simétricos em M .
O elemento central do �uxo de Ricci pertence a esse espaço: estamos falando do tensor de curvatura de

Ricci, que detalharemos mais adiante.

De�nição A.12 (Campo Tensorial) Seja M uma variedade diferenciável. Um (k; l)-campo tensor-

ial em M é um elemento de

�
�
T kl (M)

�
= �

0@ G
p2M


k
�
T �pM

�

l TpM

1A :

Às vezes utilizamos a notação J k
l (M) := �

�
T kl (M)

�
:

Para veri�car que T kl (M) é um �brado vetorial, seja

� : (p; F ) 2 T kl (M)! p 2M:
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Seja (U;') uma carta em M , então todo tensor F 2 T kl (M) pode ser expressado como

F =
nX

j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

F j1:::jli1:::ik@j1 
 :::
 @jl 
 dx
i1 
 :::
 dxik ;

onde @i (q) := d'�1'(q):ei e dx
i
'(q):ei := @�i (q), para todo q 2 U , i = 1; :::; n e as funções F j1:::jli1:::ik 2

C1 (U;R) :

A trivialização local é � : ��1 (U)! U � Rnk+l é dada por

� ((q; F )) :=
�
q; F 1:::1 1:::1; :::; F

j1:::jl
i1:::ik

; ::::; Fn:::n n:::n

�
:

De fato, primeiramente dado p 2 M , seja 0p 2 T kl (TpM) é o tensor nulo, então � (0p) = p, ou seja, �

é sobrejetora. Além disso, dado T 2 T kl (M), p 2 M e v 2 TpM , seja uma curva suave  : I ! M

em que  (0) = p e 0 (0) = v. De�na � : I ! T kl (M) em que � (t) =
�
 (t) ; T(t)

�
: Segue que

� (0) =
�
 (0) ; T(0)

�
= (p; Tp) : Segue disso que

d�T
�
�0 (0)

�
=

d

dt jt=0
(� � �) (t) = d

dt jt=0
 (t) = 0 (0) = v;

ou seja, d�T é sobrejetora, para todo T 2 T kl (M). Isto é, � é uma submersão sobrejetora.

Além disso, dado
�
p; �j1:::jl i1:::ik

�
2 U �Rnk+l , seja (U;') carta em M tal que p 2 U . De�na o tensor

F� :=

nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

�j1:::jl i1:::ik@j1 
 :::
 @jl 
 dx
i1 :::
 dxik 2 ��1 (U) ;

segue por construção que

� (F�) =
�
p; �j1:::jl i1:::ik

�
;

ou seja, � é sobrejetora. Além disso, se � (F ) = � (G), então

�
p; F j1:::jli1:::ik

�
=
�
p;Gj1:::jl i1:::ik

�
;

por unicidade dos coe�cientes de uma combinação linear, vemos que F = G, portanto � é uma bijeção.

Por ser um produto de projeções, vemos que � é diferenciável. Mais ainda, como

��1
�
p; �j1:::jl i1:::ik

�
=

nX
j1;:::;jl;i1;:::;ik=1

�j1:::jl i1:::ik@j1 
 :::
 @jl 
 dx
i1 :::
 dxik 2 ��1 (U)
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é diferenciável, temos que � é um difeomor�smo. Por �m, notemos que

�1 (� (F )) = �1

�
p; F j1:::jli1:::ik

�
= p = � (F ) ;

para todo F 2 T kl (TpM) � T kl (M) : Portanto T kl (M) é um �brado.

Fibrados Duais

Se E é um �brado vetorial de dimensão k sobre M , então de�nimos o �brado dual de E, denotado por

E�, cujas �bras são os espaços vetoriais duais das �bras de E, isto é,

E� =
G
p2M

(Ep)
� = f(p; !) : ! 2 (Ep)� ; p 2Mg :

Se f�igki=1 é um referencial local para E em um aberto U �M , então a aplicação � : ��1E� (U)! U � Rk

de�nida por

(p; !) 7! (p; ! (�1 (p)) ; :::; ! (�k (p)))

é uma trivialização de E� sobre U : De fato, dado (p; x1; :::; xk) 2 U�Rk, de�na ! 2 E�p , onde ! (�i(p)) :=

xi (como ! é um funcional, basta de�ni-lo na base). Segue disso que

� (p; !) := (p; ! (�1 (p)) ; :::; ! (�k (p))) = (p; x1; :::; xk) ;

ou seja, � é sobrejetora. Além disso, se � (p1; !1) = � (p2; !2), então

(p1; !1 (�1 (p1)) ; :::; !1 (�k (p1))) = (p2; !2 (�1 (p2)) ; :::; !2 (�k (p2))) ;

já vemos que p1 = p2 = p, ou seja, !1 e !2 possuem o mesmo domínio. Mais ainda, como !1
�
�j (p)

�
=

!1
�
�j (p)

�
, j = 1; :::; k, isto é, !1 = !2 em uma base de Ep, logo são iguais. Além disso, � é diferenciável,

pois é produto de funções diferenciáveis. Além disso, temos que sua inversa

��1 : (p; x1; :::; xk) 2 U � Rk 7!
 
p;

kX
i=1

xi�
�
i

!
2 ��1E� (U) ;

é um produto de funções diferenciáveis, portanto também é diferenciável. Ou seja, � é um difeomor�smo.

Mais ainda,

(�1 � �) (p; !) = �1 ((p; ! (�1 (p)) ; :::; ! (�k (p)))) = p = �E� (p; !) ;
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para todo (p; !) 2 ��1E� (U).

Por �m, vamos mostrar que a aplicação �E� : (p; !) 2 E� 7! p 2 M , onde ! 2 E�p � E�, é uma

submersão sobrejetiva. De fato, dado p 2 M , tome 0p : Ep ! R a transformação linear nula. Segue que

�E� (0p) = p, ou seja, �E� é sobrejetora. Mais ainda, dado ! : Ep ! R, ! 2 E� e dado um vetor v 2 TpM ,

seja � : I ! M uma curva suave tal que � (0) = p e �0 (0) = v. Podemos de�nir localmente a curva

t 7!
�
� (t) ; !�(t)

�
2 E�, temos que (� (0) ; !) = (p; !). Mais ainda, �E�

�
� (t) ; !�(t)

�
= � (t), ou seja,

v =
d

dt jt=0

�
�E�

�
� (t) ; !�(t)

��
;

sendo assim, vemos que d (�E�)! : T!E
� ! T�E� (!)E

� é sobrejetora, portanto �E� é uma submersão

sobrejetora, e assim, E� também é um �brado (vetorial).

Se f�igki=1 é um referencial local para E, então o referencial local correspondente para E� é f��i g
k
i=1.

Produto Tensorial de Fibrados

Se E1; :::; Ek são �brados vetoriais sobre M , então

E1 
 :::
 Ek =
G
p2M

(E1)p 
 :::
 (Ek)p

é um �brado vetorial também. De fato, se �i : Ei !M são as submersões sobrejetivas, de Ei; i = 1; :::; k,

Então de�na

� : (p; v1 
 :::
 vk) 2 E1 
 :::
 Ek 7! p 2M

A sobrejetividade de � sai da sobrejetividade de �1. Seja

�1 : v1 
 :::
 vk 2 E1 
 :::
 Ek 7! v1 2 E1:

Notemos que � = �1 � �1. Mais ainda, dado v1 
 ::: 
 vk 2 E1 
 ::: 
 Ek e um vetor v 2 TpM , vamos

de�nir a curva

t 7! � (t)
 v2 
 :::
 vk 2 E1 
 :::
 Ek

segue disso que �(� (t)
 v2 
 :::
 vk) = � (t), ou seja,

d

dt jt=0
�(� (t)
 v2 
 :::
 vk) = �0 (0) = v
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portanto vemos que � é uma submersão. Como a diferencial da composta é a composta das diferenciais,

segue que composição de submersões também o é. Isto é, � é uma submersão sobrejetiva. Além disso,

se �i :
�
�i
��1

(U) ! U � Rji são as trivializações locais de Ei, i = 1; :::; k, de�namos 	 : (�)�1 (U) !

U � Rn1+:::+nk , onde

	(p; v1 
 :::
 vk) :=
�
p; �2 � �1 (p; v1) ; :::; �k+1 � �k (p; vk)

�
:

Como todos os v0is estão em �bras cujo ponto base é o mesmo e como �i são difeomor�smo, segue que 	

também o é. Mais ainda,

�1 �	(v1 
 :::
 vk) = �1

�
p; �1 � �1 (v1) ; :::; �1 � �k (vk)

�
= p = �(p; v1 
 :::
 vk) ;

para todo v1 
 :::
 vk 2 (E1)p 
 :::
 (Ek)p � E1 
 :::
Ek: Logo, produto tensorial de �brados também

o é.

Se U �M é um aberto, e
n
�ji : 1 � i � nj

o
é um referencial local para Ej sobre U , j = 1; :::; k, então

n
�1i1 
 :::
 �

k
ik
: 1 � ij � nj ; 1 � j � k

o
forma, por construção, um referencial local para E1 
 :::
 Ek:

Temos os seguintes isomor�smos:

Proposição A.1 E�1 
 E�2 ' (E1 
 E2)
� :

Demonstração. Dado (p; !1 
 !2) 2 E�1 
 E�2 , de�namos �!1!2 2
�
(E1)p 
 (E2)p

��
, onde

�!1!2
�
�1i 
 �2j

�
:= !1 
 !2

�
�1i 
 �2j

�
= !1

�
�1i
�
!2
�
�2j
�
;

em que
n
�ji : 1 � i � nj

o
é um referencial local para Ej sobre U 3 p, j = 1; 2: Notemos que se �!1!2 =

�!3!4 então

!1 
 !2
�
�1i 
 �2j

�
= !3 
 !4

�
�1i 
 �2j

�
;
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a igualdade de tensores na base garante que !1 
 !2 = !3 
 !4: Além disso,

��!1!2+�!3!4
�
�1i 
 �2j

�
= (�!1 
 !2 + �!3 
 !4)

�
�1i 
 �2j

�
= �!1 
 !2

�
�1i 
 �2j

�
+ �!3 
 !4

�
�1i 
 �2j

�
= ��!1!2

�
�1i 
 �2j

�
+ ��!3!4

�
�1i 
 �2j

�
;

por �m,

dimE�1 
 E�2 = dimE�1 dimE�2 = dimE1 dimE2 = dimE1 
 E2 = dim (E1 
 E2)
�

Segue do teorema do núcleo e da imagem que E�1 
 E�2 ' (E1 
 E2)
� :

Proposição A.2 (E1 
 E2)
 E3 ' E1 
 (E2 
 E3).

Demonstração. Basta notar que

((v1 
 v2)
 v3) 2 (E1 
 E2)
 E3 7! (v1 
 (v2 
 v3)) 2 E1 
 (E2 
 E3)

nos dá um isomor�smo trivial.

Um Teste para Tensorialidade

Seja E1; :::; Ek �brados vetoriais sobre uma variedadeM: Dado um campo tensorial F 2 � (E�1 
 :::
 E�k)

e seções Xi 2 � (Ei), a função em um aberto U �M de�nida por

F (X1; :::; Xk) : p 2 U 7! Fp

�
X1jp ; :::; Xkjp

�
2 R,

é suave. Logo ela induz a aplicação F : � (E1) � ::: � � (Ek) ! C1 (M). Pode ser facilmente veri�cado

que esta aplicação é multilinear sobre C1 (M), no seguinte sentido:

F (f1X1; :::; fkXk) = f1:::fkF (X1; :::; Xk) ;

para todo fi 2 C1 (M) e Xi 2 � (Ei), i = 1; :::; k. Notemos que existe (!1; :::; !k) 2 E�1 � :::�E�k , tal que

F = !1 
 :::
 !k:
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De fato, temos que

E�1 
 :::
 E�k =
G
p2M

(E�1)p 
 :::
 (E
�
k)p :

Como F é um campo tensorial, segue que F (p) = !1 (p) 
 ::: 
 !k (p), em que !i (p) 2 (E�i )p : Como a

aplicação

�i
 : '1 
 :::
 'n 2 E�1 
 :::
 E�k 7�! 'i 2 E�i

é suave e !i (p) =
�
�i
 � F

�
(p), variando p 2 M obtemos uma aplicação suave !i : M ! R, para todo

i = 1; :::; n.

Segue disso que

F (f1X1; :::; fkXk) = !1 
 :::
 !k (f1X1; :::; fkXk) = !1 (f1X1) :::!k (fkXk) = f1!1 (X1) :::fk!k (Xk)

= f1:::fk!1 (X1) :::!k (Xk) = f1:::fk (!1 
 :::
 !k) (X1; :::; Xk)

= f1:::fkF (X1; :::; Xk) :

A volta também é verdadeira:

Proposição A.3 (Teste do Tensor) Para �brados vetoriais E1; :::; Ek sobre M; a aplicação

F : � (E1)� :::� � (Ek)! C1 (M)

é um campo tensorial, isto é, F 2 � (E�1 
 :::
 E�k) se, e somente se F é multilinear sobre C1 (M).

Demonstração. Vamos mostrar apenas a volta, pois a ida foi discutida acima. Suponhamos que

F é multilinear sobre C1 (M). Para mostrar que F é um campo tensorial, por de�nição, basta mostrar

que F (X1; :::; Xk) (p) só dependa dos valores dos campos Xi 2 � (Ei) em p 2 M . De fato, suponha que

Xi =
Pn

ji=1
aij�ij , em que

n
�ij

on
j=1

é base de Ei: Segue que

F (X1; :::; Xk) (p) = F

0@ nX
j1=1

ai1�i1 ; :::;

nX
jk=1

aik�ik

1A (p) =
0@ nX
j1;:::;jk=1

ai1 :::aikF
�
�i1 ; :::; �ik

�1A (p)
=

nX
j1;:::;jk=1

ai1 (p) :::aik (p)F
�
�i1 ; :::; �ik

�
(p) :

Como a expressão �nal só depende das coordenadas das seções em p, temos o resultado.

Pelo Lema A.2 também temos o seguinte resultado:
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Proposição A.4 (Teste do Tensor que Cai em Fibrados) Para �brados vetoriais E0; E1; :::; Ek so-

breM , a aplicação F : � (E1)�:::�� (Ek)! � (E0) é um campo tensorial, isto é, F 2 � (E�1 
 :::
 E�k 
 E0)

se, e somente se F é multilinear sobre C1 (M) :

Demonstração. A demonstração é direta do teste do tensor e do isomor�smo mostrado no Lema

A.2.

Esta proposição nos permite interpretar os elementos de � (E�1 
 :::
 E�k 
 E0) como uma aplicação

que age em E1 
 :::
 Ek com valores em E0.

A importância das duas últimas proposições é que elas nos permitem trabalhar com tensores sem se

referir aos atributos pontuais. Por exemplo, a métrica g em M pode ser considerada como um produto

pontual gp : TpM �TpM ! R que depende suavemente do ponto base. Pela nossa identi�cação, podemos

pensar neste tensor como uma aplicação

g : X (M)� X (M)! C1 (M) :

Portanto, se X;Y e Z são campos vetoriais, segue que g (X;Y ) e Z (g (X;Y )) 2 C1 (M) :

Tensores Métricos

Um produto interno em um espaço vetorial permite de�nir comprimentos de vetores e ângulos entre eles.

Métricas riemannianas trazem essa estrutura para o espaço tangente de uma variedade.

De�nição A.13 (Métrica Riemanniana) Uma métrica riemanniana g em uma variedade M é

um (2; 0)-campo tensorial suave simétrico positivo de�nido, isto é, g 2 �
�
Sym2(M)

�
e gp é um produto

interno, para todo p 2 M . Mais ainda, uma variedade M munida com uma métrica riemanniana g é

chamada variedade riemanniana (M; g).

Se não houver ambiguidade para a métrica, podemos denotar uma variedade riemanniana (M; g)

simplesmente por M .

Dado p 2M , seja (U;') uma carta emM tal que p 2 U . Dados v =
Pn

i=1 v
i@i (p) e w =

Pn
j=1w

j@j (p)

vetores de TpM; segue que

gp (v; w) = gp

0@ nX
i=1

vi@i (p) ;

nX
j=1

wj@j (p)

1A =

nX
i;j=1

viwjgp (@i (p) ; @j (p))
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=
nX

i;j=1

gp (@i (p) ; @j (p)) dx
i (v) dxj (w)

=

nX
i;j=1

gp (@i (p) ; @j (p)) dx
i 
 dxj (v; w)

=

nX
i;j=1

gij (p) dx
i 
 dxj (v; w) ;

ou seja,

gp =
nX

i;j=1

gij (p) dx
i 
 dxj :

Contrações Métricas

Se uma métrica riemanniana g é não degenerada, há um isomor�smo canônico que depende de g, TM '

T �M . De fato, de�na:

# : ! =

nX
i=1

!idx
i (p) 2 T �pM � T �M 7! !# =

nX
i;j=1

gij!j@i (p) =:

nX
i=1

!i@i (p) 2 TpM (A.3)

[ : X =
nX
i=1

Xi@i (p) 2 TpM � TM 7! X[ =
nX

i;j=1

gijX
jdxi (p) =:

nX
i=1

Xidx
i (p) 2 T �pM: (A.4)

Notemos primeiramente que

#(x! + y�) = #

 
x

nX
i=1

!idx
i (p) + y

nX
i=1

�idx
i (p)

!

= #

 
nX
i=1

(x!i + y�i) dx
i (p)

!
=

nX
i;j=1

gij
�
x!j + y�j

�
@i (p)

= x

nX
i;j=1

gij!j@i (p) + y

nX
i;j=1

gij�j@i (p)

= x#(!) + y#(�) ;

para todo !; � 2 T �pM e x; y 2 R, p 2M . Mais ainda,

[ (xX + yY ) = [

 
x

nX
i=1

Xi@i (p) + y

nX
i=1

Y i@i (p)

!
= [

 
nX
i=1

�
xXi + yY i

�
@i (p)

!

=

nX
i;j=1

gij
�
xXj + yY j

�
dxi (p) = x

nX
i;j=1

gijX
jdxi (p) + y

nX
i;j=1

gijY
jdxi (p)

= x[ (X) + y[ (Y ) ;
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para todo X;Y 2 TpM e x; y 2 R, p 2M . Por �m, temos que

[ �#(!) = [ �#
 

nX
i=1

!idx
i (p)

!
= [

0@ nX
i;j=1

gij!j@i (p)

1A
=

nX
i;j;k=1

gikg
kj!jdx

i (p) =

nX
i;j=1

�ij!jdx
i (p)

=
nX
i=1

!idx
i (p) = !;

# � [ (X) = # � [
 

nX
i=1

Xi@i (p)

!
= #

0@ nX
i;j=1

gijX
jdxi (p)

1A
=

nX
i;j;k=1

gikgkjX
j@i (p) =

nX
i;j=1

�ijX
j@i (p)

=

nX
i=1

Xi@i (p) = X;

para todo X 2 TpM e todo ! 2 T �pM , p 2M . Ou seja, TM ' T �M:

Usando isso, é possível tomar contrações tensoriais sobre dois índices que podem ser ambos vetores ou

ambos covetores. Por exemplo, se h é um (2; 0)-tensor simétrico, em uma variedade riemanniana, então

h# é um (1; 1)-tensor. Nesse caso, o traço de h com respeito a g (ou simplesmente a contração métrica

de h), denotado por Trgh é

Trgh : = Trh# =

nX
i=1

�
h#
� i

i
=

nX
i=1

�
h#
� �
@i; dx

i
�
=

nX
i=1

h

 
@i;

nX
k=1

gki@k

!
=

nX
i;k=1

gkih (@i; @k)

=

nX
i;j=1

gijhij :

Equivalentemente, podemos escrever:

Trgh : = Tr13Tr24
�
g�1 
 h

�
=

nX
i;j=1

�
g�1 
 h

� ij

ij
=

nX
i;j=1

�
g�1 
 h

�ij
ij

=

nX
i;j=1

gijhij :
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Métricas em Fibrados Vetoriais

Uma métrica g em um �brado vetorial � : E ! M é uma seção de E� 
 E� tal que em cada ponto

p 2 M , gp é um produto interno em Ep, isto é, gp é simétrica e positiva de�nida para cada p 2 M :

gp (�; �) = gp (�; �), para todo �; � 2 Ep, gp (�; �) � 0 para todo � 2 Ep sendo que gp (�; �) = 0 se, e

somente se � = 0.

Uma métrica em E de�ne um isomor�smo de �brados �g : E ! E�, em que

�g ((p; �)) : (p; �) 2 Ep ! gp (�; �) 2 R:

De fato, �g é linear, pois

�g (a (p; �) + b (p; �)) (p; �) = gp (�; a� + b�) = agp (�; �) + bgp (�; �)

= a�g ((p; �)) (p; �) + b�g ((p; �)) (p; �) ;

para todo a; b 2 R e (p; �) ; (p; �) 2 E. Além disso, se �g ((p; �)) é a transformação nula, segue que

gp (�; �) = 0,

para todo � 2 Ep, tomando � = � vemos que � = 0, portanto �gjEp é injetora. Por �m, como Ep e E
�
p

possuem a mesma dimensão, segue do Teorema do Núcleo e da Imagem que �gjEp é um isomor�smo sobre

sua imagem, para todo p 2M isto é, �g é um isomor�smo de �brados.

Métrica nos Fibrados Duais

Sejam (M1; g1) e (M2; g2) duas variedades riemannianas e f : M1 ! M2: Lembramos que f é uma

isometria entre M1 e M2 se

g2 (f (p) ; f (q)) = g1 (p; q) ;

para todo p; q 2M1.

Se g é uma métrica em E, existe uma (única) métrica em E� (também denotada por g), tal que �g se

torna uma isometria, isto é,

g (�g (�) ; �g (�)) := g (�; �) ;

para todo �; � 2 Ep: Ou equivalentemente, g (!; �) := g
�
��1g !; ��1g �

�
, para todo !; � 2 E�p , p 2M .
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Métrica no Produto Tensorial de Fibrados

Se g1 é uma métrica em E1 e g2 é uma métrica em E2, então pela Proposição A.1

g = g1 
 g2 2 � ((E�1 
 E�1)
 (E�2 
 E�2)) ' � ((E�1 
 E�2)
 (E�1 
 E�2))

' � ((E1 
 E2)� 
 (E1 
 E2)�)

e é a única metrica em E1 
 E2 tal que

g (�1 
 �1; �2 
 �2) = g1 (�1; �2) g2 (�1; �2) : (A.5)

De fato, para mostrar a existência de�na a única transformação bilinear que respeite a seguinte igualdade

na base fei 
 cjg de E1 
 E2 :

g (ei 
 cj ; ek 
 cl) = g1 (ei; ek) g2 (cj ; cl) = gikjl = (g1)ik (g2)jl :

Segue disso que

g (�1 
 �1; �2 
 �2) = g

  
nX
a=1

�1aea

!

 �1; �2 
 �2

!
= g

 
nX
a=1

�1a (ea 
 �1) ; �2 
 �2

!

= g

0@ nX
a;b=1

�1a�
1
bea 
 eb;

nX
c;d=1

�2c�
2
dec 
 ed

1A =
nX

a;b;c;d=1

�1a�
1
b�
2
c�
2
dg (ea 
 eb; ec 
 ed)

=

nX
a;b;c;d=1

�1a�
1
b�
2
c�
2
dgabcd = g1

 
nX
a=1

�1aea;

nX
c=1

�2cec

!
g2

 
nX
b=1

�1beb;

nX
d=1

�2dec

!
= g1 (�1; �2) g2 (�1; �2) :

Vamos mostrar que essa transformação é um produto interno em E1 
 E2:

g (�1 
 �1 + u
 v; �2 
 �2) = g

0@ nX
a;b=1

�a�bea 
 eb +
nX

a;b=1

uavbea 
 eb; �2 
 �2

1A
= g

0@ nX
a;b=1

(�a�b + uavb) ea 
 eb; �2 
 �2

1A
= g

0@0@ nX
a;b=1

(�a�b + uavb) ea

1A
 eb; �2 
 �2
1A
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= g1

0@ nX
a;b=1

(�a�b + uavb) ea; �2

1A g2 (eb; �2)

=
nX

a;b=1

(�a�b + uavb) g1 (ea; �2) g2 (eb; �2)

=

nX
a;b=1

�a�bg1 (ea; �2) g2 (eb; �2) +

nX
a;b=1

uavbg1 (ea; �2) g2 (eb; �2)

= g1

 
nX
a=1

�aea; �2

!
g2

 
nX
b=1

�beb; �2

!
+ g1

 
nX
a=1

uaea; �2

!
g2

 
nX
b=1

vbeb; �2

!
:

Voltando aos termos originais, segue que

g (�1 
 �1 + u
 v; �2 
 �2) = g1 (�1; �2) g2 (�1; �2) + g1 (u; �2) g2 (v; �2)

= g (�1 
 �1; �2 
 �2) + g (u
 v; �2 
 �2) :

Além disso, temos que

g (� (�1 
 �1) ; �2 
 �2) = g ((��1)
 �1; �2 
 �2) = g1 (��1; �2) g2 (�1; �2)

= �g1 (�1; �2) g2 (�1; �2) = �g (�1 
 �1; �2 
 �2) :

Mais ainda,

g (�1 
 �1; �2 
 �2) = g1 (�1; �2) g2 (�1; �2) = g1 (�2; �1) g2 (�2; �1) = g (�2 
 �2; �1 
 �1) :

Por �m, as positividades de�nidas de g1 e g2 nos garantem que

g (�1 
 �1; �1 
 �1) = g1 (�1; �1) g2 (�1; �1) � 0;

sendo que vale a igualdade se e somente se �1 = 0 ou �1 = 0, ou seja, se e somente se �1 
 �1 = 0.

Com relação à unicidade, se existe outra métrica eg em E1 
 E2 tal que vale a expressão (A.5), então

eg (ei 
 cj ; ek 
 cl) = g1 (ei; ek) g2 (cj ; cl) = gikjl = (g1)ik (g2)jl = g (ei 
 cj ; ek 
 cl) :

Pela igualdade na base concluímos que eg = g:

A construção de métricas para �brados tensoriais agora segue. Este produto interno está bem de�nido
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já que a métrica construída em um produto tensorial de �brados duais concorda com a construída em

�brados duais de um produto tensorial.

Exemplo A.5 (Produto interno de tensores) Dados tensores S; T 2 T kl (TM), o produto interno,

denotado por h�; �i em p é

hS; T i =


!1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk; �

1 
 :::
 �l 
 Y1 
 :::
 Yk
�

= g
�
!1; �1

�
:::g
�
!l; �l

�
g (X1; Y1) :::g (Xk; Yk)

= g
�
!1a1dx

a1 ; �1b1dx
b1
�
:::g
�
!laldx

al ; �lbldx
bl
�
g
�
Xi1
1 @i1 ; Y

j1
1 @j1

�
:::g
�
Xik
k @ik ; Y

jk
k @jk

�
=
Pn

a1;b1:::al;bl;i1;j1:::ik;jk=1
!1a1�

1
b1
!lal�

l
bl
Xi1
1 Y

j1
1 Xik

k Y
jk
k g

�
dxa1 ; dxb1

�
:::g
�
dxal ; dxbl

�
g (@i1 ; @j1) :::g (@ik ; @jk)

=
Pn

a1;b1:::al;bl;i1;j1:::ik;jk=1
ga1b1 :::galblgi1j1 :::gikjk!

1
a1�

1
b1
:::!lal�

l
bl
Xi1
1 Y

j1
1 :::Xik

k Y
jk
k

=
Pn

a1;b1:::al;bl;i1;j1:::ik;jk=1
ga1b1 :::galblgi1j1 :::gikjk!

1
a1 :::!

l
al
Xi1
1 :::X

ik
k �

1
b1
:::�lblY

j1
1 :::Y jk

k

=
Pn

a1;b1:::al;bl;i1;j1:::ik;jk=1
ga1b1 :::galblgi1j1 :::gikjkS

i1:::ik
a1:::al

T j1:::jk
b1:::bl

;

onde usamos a soma de Einstein na terceira igualdade e S e T são dados pelas seguintes expressões:

S = !1 
 :::
 !l 
X1 
 :::
Xk e T = �1 
 :::
 �l 
 Y1 
 :::
 Yk:

A.0.1 Conexões e Curvaturas

As conexões promovem uma forma invariante por mudança de coordenadas de tomar derivadas covariantes

de campos vetoriais. Em Rn a derivada de um campo vetorial X =
Pn

i=1X
iei na direção de v 2 Rn é

dada por

DvX :=
nX
i=1

v
�
Xi
�
ei:

Vemos que Dv deriva apenas os coe�cientes mantendo a base constante. Contudo, não há uma forma

simples de comparar vetores de diferentes espaços vetoriais, assim, não há uma forma invariante análoga

de�nida naturalmente para variedades mais abstratas. Para contornar isso, impomos uma estrutura

adicional- na forma de um operador de conexão- que promove uma maneira de "conectar"os espaços

tangentes.

Nosso método aqui é especi�car diretamente como uma conexão atua em elementos de �(E) como um

módulo sobre C1(M). Eles são de importância central na geometria moderna em grande parte porque

permitem uma comparação entre a geometria local em um ponto e a geometria local em outro ponto.

De�nição A.14 (Conexão) Uma conexão r em um �brado vetorial E sobre uma variedade diferen-

ciável M é uma aplicação

r : X (M)� �(E)! �(E);
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escrito como (X;�) 7! rX�. que satisfaz as seguintes propriedades:

1) r é C1(M)-linear em X (M):

rfX+gY � = frX� + grY �, X;Y 2 X (M) , f; g 2 C1(M):

2) r é R-linear em �(E):

rX (a�1 + b�2) = arX�1 + brX�2, �1; �2 2 �(E), a; b 2 R:

3) Satisfaz a seguinte regra do produto:

rX (f�) = X (f)� + frX�, � 2 �(E), f;2 C1(M):

Dizemos que rX� é a derivada covariante de � na direção de X.

Observação A.1 Equivalentemente, podemos enxergar r como

r : � (E)! � (T �M 
 E ' Hom (TM;E)) ;

que é R-linear (pelo item 2) e satisfaz a regra do produto (pelo item 3). Se � 2 � (E) então r� : � (TM)!

� (E) é C1 (M)-linear (pelo item 1). Segue da Proposição A.4 que r� é um tensor que atua em TM e

têm valores em E.

Para uma conexão r no �brado tangente TM , de�nimos os símbolos de Christo¤el de r em um

sistema de coordenadas (U;') por

� k
ij := dxk (r@i@j) ; (A.6)

ou equivalentemente,

r@i@j =
nX
k=1

� k
ij @k;

para todo i = 1; :::; n: Mais geralmente, os símbolos de Christo¤el de uma conexão r em um �brado

vetorial E pode ser de�nido com respeito a um referencial local f��g pela equação

r@i�� =
nX
�=1

� �
i� ��:
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Além disso, uma conexão no �brado tangente nos proporciona a seguintes de�nições:

De�nição A.15 (Geodésica) Sejam M uma variedade diferenciável e r uma conexão em TM . Uma

curva suave  : J !M , sendo J � R um intervalo com interior não vazio, é dita geodésica em relação

a r se r0(t)
0 (t) = 0, para todo t 2 J .

De�nição A.16 (Exponencial) Considere uma variedade diferenciável M com uma conexão r em

TM . A função exponencial da conexão r é de�nida da seguinte maneira:

exp : Ap 2 E ! Ap (1) 2M;

em que E :=
�
Ap 2 TM : [0; 1] 2 JAp

	
, sendo JAp o intervalo maximal de de�nição da geodésica Ap tal

que Ap (0) = p e 0Ap (0) = Ap. Além disso, podemos restringir essa noção a um ponto p 2M da seguinte

maneira:

expp : v 2 Ep ! v (1) 2M;

em que Ep := fv 2 TpM : [0; 1] 2 Jvg.

Temos uma propriedade muito importante dessa aplicação:

Proposição A.5 Considere uma variedade diferenciávelM . Através da identi�cação canônica T0p (TpM) '

TpM �ca de�nido o diferencial

d
�
expp

�
0p
: TpM ! TpM:

Para todo p 2M , d
�
expp

�
0p
= Id.

Demonstração. De fato, seja v 2 TpM . Uma curva em Ep na direção de v é � (t) := tv. Segue da

de�nição de diferencial que

d
�
expp

�
0p
(v) =

d

dt t=0

�
expp (� (t))

�
=

d

dt t=0

�
expp (tv)

�
=

d

dt t=0
(tv (1)) =

d

dt t=0
(v (t)) = v:

Corolário A.2 Considere uma variedade diferenciável M . Para todo p 2 M , existe uma vizinhança

aberta Up � TpM de 0p tal que Vp := exp (Up) é aberto em M e a função expUp : Up ! Vp é um

difeomor�smo.
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Demonstração. Pela proposição anterior,

det
�
d
�
expp

�
0p

�
= det (Id) = 1 6= 0:

O resultado segue diretamente do Teorema da Função Inversa.

Esse resultado motiva a seguinte de�nição:

De�nição A.17 (Raio de Injetividade) Considere uma variedade riemanniana (M; g). Para todo p 2

M , de�nimos o conjunto: Ip := f" > 0 : exp jB"(0p) é um difeomor�smo com a imagemg, em que

B"(0p) � TpM é a bola aberta de centro 0p e raio " na métrica g. O raio de injetividade de r em p é

o extremo superior injg(p) := sup (Ip) 2 (0;+1].

Notemos que o fato que injg(p) > 0 segue do corolário anterior, pois a vizinhança Up no enunciado

contém uma bola aberta.

De�nição A.18 (Campo de Jacobi) Considere uma variedade riemanniana M , seja � : [a; b] ! M

uma geodésica e seja
P
: (�"; ")� [a; b]!M uma função suave tal que

P
(0; �) = � (�) e �s (t) :=

P
(s; t)

é uma geodésica, para todo (s; t) 2 (�"; ") � [a; b]. Seja J : [a; b] ! M um campo suave ao longo de �

de�nido por

J (t) =
�
@s
X�

(0; t)

Dizemos que J é um campo de Jacobi se satisfaz a seguinte equação:

(�r@t (
�r@tJ)) (s; t) +R

�
J (s; t) ; �0 (t)

�
�0 (t) = 0;

para todo (s; t) 2 (�"; ")� [a; b], em que R é o tensor de curvatura riemanniana de M e �r é a conexão

pull-back em relação a � (para mais detalhes veja a Seção A.0.1).

Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Em aplicações, muitas vezes estamos interessados em calcular a derivada covariante nos �brados tensoriais

T kl (M). Este é um caso especial de uma construção mais geral que faremos posteriormente.

Proposição A.6 Dada uma conexão em TM existe uma única conexão no �brado tensorial T kl (M),

também denotada por r, que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Em TM , r é igual com a conexão dada;



325

2) Em C1 (M) = T 0M , r é a ação de um vetor como uma derivação:

rXf = X (f) ;

para todo f 2 C1 (M);

3) r obedece a regra do produto com respeito ao produto tensorial:

rX (F 
G) = (rXF )
G+ F 
 (rXG) ;

para todo tensor F e G;

4) r comuta com todas as contrações, isto é,

rX (Tr (F )) = Tr (rXF ) ;

para todo tensor F .

Lema A.3 (Nabla é linear) O operador r : T kl (M)! T k+1l (M) é linear, para todo k � 1 e l = 0; 1:

Demonstração. De fato, se �; � 2 R e S; T 2 T kl (M), então

(r (�S + �T ))i1;:::;ik =
�
r@i1

(�S + �T )
�
i2;:::;ik

= @i1

�
(�S + �T )i2;:::;ik

�
�

kX
j=2

(�S + �T )
�
@i2 ; :::;r@i1

@ij ; :::; @ik

�
= @i1 (�Si2;:::;ik + �Ti2;:::;ik)

�
kX
j=2

�
�S
�
@i2 ; :::;r@i1

@ij ; :::; @ik

�
+ �T

�
@i2 ; :::;r@i1

@ij ; :::; @ik

��

= �@i1 (Si2;:::;ik)� �
kX
j=2

S
�
@i2 ; :::;r@i1

@ij ; :::; @ik

�
+ �@i1 (Ti2;:::;ik)

��
kX
j=2

T
�
@i2 ; :::;r@i1

@ij ; :::; @ik

�
= � (rS)i1;:::;ik + � (rT )i1;:::;ik ;

onde
�
@ij
	n
j=1

é uma base coordenada arbitrária.

Exemplo A.6 Vamos calcular a derivada covariante de uma 1-forma ! 2 � (T �M) com respeito a um
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campo vetorial X. Como

Tr
�
dxj 
 @i

�
=

nX
k=1

�
dxj 
 @i

� �
@k; dx

k
�
=

nX
j=1

dxj (@k) @i

�
dxk
�
= �jk�ik = �ij ;

segue que rX

�
Tr
�
dxi 
 @i

��
= 0. Por outro lado,

rX

�
Tr
�
dxj 
 @i

��
= Tr

�
rX

�
dxj 
 @i

��
= Tr

��
rXdx

j
�

 @i + dxj 
 (rX@i)

�
= Tr

��
rXdx

j
�

 @i

�
+ Tr

�
dxj 
 (rX@i)

�
=

nX
k=1

�
rXdx

j
�

 @i

�
@k; dx

k
�
+

nX
k=1

dxj 
 (rX@i)
�
@k; dx

k
�

=
nX
k=1

�
rXdx

j
�
(@k) @i

�
dxk
�
+

nX
k=1

dxj (@k) (rX@i)
�
dxk
�

=
nX
k=1

�
rXdx

j
�
(@k) �ik +

nX
k=1

�jk (rX@i)
�
dxk
�

=
�
rXdx

j
�
(@i) + (rX@i)

�
dxj
�
;

ou seja, vemos que �
rXdx

j
�
(@i) = � (rX@i)

�
dxj
�
= �dxj (rX@i) :

E portanto,

(rX!) (@k) =

 
rX

 
nX
i=1

!idx
i

!!
(@k) =

nX
i=1

�
rX

�
!idx

i
��
(@k)

=
nX
i=1

�
rX (!i) dx

i + !irX

�
dxi
��
(@k)

=
nX
i=1

�
X (!i) dx

i + !irX

�
dxi
��
(@k) =

nX
i=1

X (!i) �ik � !idxi (rX@k)

= X (!k)�
nX
i=1

!idx
i (rX@k) = X (!k)�

nX
i=1

!idx
i
�
rPn

j=1X
j@j@k

�
= X (!k)�

nX
i;j=1

!idx
i
�
Xjr@j@k

�
= X (!k)�

nX
i;j=1

!iX
jdxi

�
r@j@k

�
= X (!k)�

nX
i;j=1

!iX
j�ijk

=

nX
i=1

Xi@i (!k)�
nX

i;j=1

!iX
j�ijk;
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ou seja, rX! =
�Pn

i=1X
i@i (!k)�

Pn
i;j=1 !iX

j�ijk

�
dxk:

Em geral, temos as seguintes fórmulas:

Proposição A.7 (Derivada de um Tensor) Para todo campo tensorial F 2 J k
l (M), campos vetoriais

Y i 2 � (TM) e 1-formas !i 2 � (T �M), i = 1; :::; n, temos

(rXF )
�
!1; :::; !l; Y 1; :::; Y k

�
= X

�
F
�
!1; :::; !l; Y 1; :::; Y k

��
�

lX
j=1

F
�
!1; :::;rX!

j ; :::; !l; Y 1; :::; Y k
�

�
kX
i=1

F
�
!1; :::; !l; Y 1; :::;rXY

k; :::; Y k
�
:

Demonstração. Pela igualdade (A.2) temos que

Tr
�
F 
 !1 
 :::
 !l 
 Y1 
 :::
 Yk

�
= F

�
!1; :::; !l; Y1; :::; Yk

�
:

Assim, pela Proposição A.6 obtemos

X
�
F
�
!1; :::; !l; Y1; :::; Yk

��
= rX

�
F
�
!1; :::; !l; Y1; :::; Yk

��
= rX

�
Tr
�
F 
 !1 
 :::
 !l 
 Y1 
 :::
 Yk

��
= Tr

�
rX

�
F 
 !1 
 :::
 !l 
 Y1 
 :::
 Yk

��
= Tr

�
(rXF )
 !1 
 :::
 !l 
 Y1 
 :::
 Yk

�
+Tr

�
F 


�
rX!

1
�

 :::
 !l 
 Y1 
 :::
 Yk

�
+:::+ Tr

�
F 
 !1 
 :::
rX!

l 
 Y1 
 :::
 Yk
�

+Tr
�
F 
 !1 
 :::
 !l 
rXY1 
 :::
 Yk

�
+:::+ Tr

�
F 
 !1 
 :::
 !l 
 Y1 
 :::
rXYk

�
:

Segue da expressão (A.2) que

X
�
F
�
!1; :::; !l; Y1; :::; Yk

��
= (rXF )

�
!1; :::; !l; Y1; :::; Yk

�
+ F

�
rX!

1; :::; !l; Y1; :::; Yk

�
+:::+ F

�
!1; :::;rX!

l; Y1; :::; Yk

�
+F

�
!1; :::; !l;rXY1; :::; Yk

�
+ F

�
!1; :::; !l; Y1; :::;rXYk

�
:
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Como a derivada covariante é C1 (M)-linear sobre X, de�nimos rF 2 �
�

k+1T �M 
l TM

�
por

(rF )
�
X;Y1; :::; Yk; !

1; :::; !l
�
:= (rXF )

�
Y1; :::; Yk; !

1; :::; !l
�
;

para todo F 2 J k
l (M) : Assim, (neste caso) r é uma aplicação R-linear r : J k

l (M) ! J k+1
l (M) que

leva (k; l)-campos tensoriais em (k + 1; l)-tensoriais.

Além disso, se (M; g) é uma variedade riemanniana e f 2 C1 (M), de�nimos o gradiente de f como

um campo vetorial rf 2 X (M) de�nido pela seguinte expressão:

g (rf;X) = X (f) ; (A.7)

para todo X 2 X (M).

A Segunda Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Utilizando os resultados da seção prévia, podemos dar sentido a uma segunda derivada covariante r2.

Para fazer isso, suponha E = T kl (M) um �brado tensorial munido de uma conexão r. Pela Observação

A.1, se F 2 � (E) então rF 2 � (T �M 
 E) e portanto r2F := r (rF ) 2 � (T �M 
 T �M 
 E) :Logo,

para todo campo vetorial X;Y 2 X (M) segue que

�
r2F

�
(X;Y ) = (r (rF )) (X;Y ) = (rX (rF )) (Y ) = rX (rF (Y ))�rF (rXY ) (A.8)

= rX (rY F )�rrXY F:

Exemplo A.7 Se f 2 C1 (M) é um (0; 0)-tensor, então r2f é um (2; 0)-tensor. E em coordenadas

locais temos:

r2@i;@jf : =
�
r2f

�
(@i; @j) = r@i

�
r@jf

�
�rr@i@jf = @i (@j (f))� (r@i@j) (f)

= @i (@j (f))�
nX
k=1

�kij@k (f) :

A equação (A.8) nos dá uma fórmula muito útil:

Proposição A.8 Se r é uma conexão em TM , então

r2Y;X = rY � rX �rrXY : J k
l (M)! J k

l (M) ; (A.9)
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onde X;Y 2 X (M).

Ao longo da teoria, vamos utilizar as seguintes igualdades:

rXrY F := r2X;Y F = (r (rF )) (X;Y; � � �) = (rXrF ) (Y; � � �) :

Notemos que

rXrY F = rX (rY F )�rrXY F;

ou seja, em geral rXrY F 6= rX (rY F ).

Mais ainda, para simpli�car a notação, podemos escrever ri := r@i e além disso,

(rpF )
i1:::il

j1:::jk
:=
�
r@pF

� �
dxi1 ; :::; dxil ; @j1 ; :::; @jk

�
:

De�nimos a Hessiana de f 2 C1 (M) como

Hess (f) := rdf:

Quando aplicamos em campos vetoriais X;Y 2 X (M) vemos que

Hess (f) (X;Y ) = (rdf) (X;Y ) = (rXdf) (Y ) = rX (df (Y ))� df (rXY )

= rX (Y (f))� df (rXY )

= X (Y (f))� (rXY ) (f)

= r2X;Y f:

Notemos que

Hess (f) (X;Y )�Hess (f) (Y;X) = X (Y (f))� (rXY ) (f)� Y (X (f)) + (rYX) (f) (A.10)

= [X;Y ] (f)� (rXY �rYX) (f) ;

ou seja, vemos que Hess (f) é simétrica, para todo f 2 C1 (M), se e somente se a conexão r é simétrica,

isto é,

[X;Y ] = rXY �rYX;

para todo X;Y 2 X (M).
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Conexão no Fibrado Dual e no Produto Tensorial de Fibrados

Até agora, vimos a derivada covariante no produto tensorial 
kT �M 
l TM = T kl (M) : Muito da mesma

estrutura funciona em um �brado vetorial geral também:

Proposição A.9 (Conexão dual) Se r é uma conexão em E, então a aplicação de�nida por

(r�X!) (�) = X (! (�))� ! (rX�)

para todo � 2 � (E), ! 2 � (E�) e X 2 X (M) de�ne uma conexão em E� (denominada conexao induzida

por r em E�).

Demonstração. De�na a aplicação r� : X (M)� � (E�)! � (E�) por

(r�X!) (�) = X (! (�))� ! (rX�) :

Dados f; g 2 C1 (M) e A;B 2 X (M), � 2 � (E) e !; !1; !2 2 � (E�) segue que

�
r�fA+gB!

�
(�) = (fA+ gB) (! (�))� ! (rfA+gB�) = fA (! (�)) + gB (! (�))� ! (frA� + grB�)

= fA (! (�)) + gB (! (�))� f! (rA�)� g! (rB�)

= f (A (! (�))� ! (rA�)) + g (B (! (�))� ! (rB�))

= f (r�A!) (�) + g (r�B!) (�) ;

Além disso,

(r�A (f!1 + g!2)) (�) = A ((f!1 + g!2) (�))� (f!1 + g!2) (rA�)

= A (f!1 (�) + g!2 (�))� f!1 (rA�)� g!2 (rA�)

= A (f!1 (�)) +A (g!2 (�))� f!1 (rA�)� g!2 (rA�)

= A (f)!1 (�) + fA (!1 (�)) +A (g)!2 (�) + gA (!2 (�))� f!1 (rA�)� g!2 (rA�)

= A (f)!1 (�) + f (A (!1 (�))� !1 (rA�)) +A (g)!2 (�) + g (A (!2 (�))� !2 (rA�))

= A (f)!1 (�) + f (r�A!1) (�) +A (g)!2 (�) + g (r�A!2) (�) :
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Proposição A.10 Se r(i) é uma conexão para Ei, i = 1; 2, então a aplicação de�nida por

rX (�1 
 �2) =
�
r(1)X �1

�

 �2 + �1 


�
r(2)X �2

�
;

para todo X 2 X (M) e �i 2 � (Ei) é uma conexão em E1 
 E2 (denominada conexao induzida por r(i)

em E1 
 E2).

Demonstração. De�na a aplicação r : X (M)� � (E1 
 E2)! � (E1 
 E2) por

rX (�1 
 �2) =
�
r(1)X �1

�

 �2 + �1 


�
r(2)X �2

�
:

Dados f; g 2 C1 (M) e A;B 2 X (M), (�1 
 �2) ; (�1 
 �2) 2 � (E1 
 E2), segue que

rfA+gB (�1 
 �2) =
�
r(1)fA+gB�1

�

 �2 + �1 


�
r(2)fA+gB�2

�
=

�
fr(1)A �1 + gr

(1)
B �1

�

 �2 + �1 


�
fr(2)A �2 + gr

(2)
B �2

�
= f

�
r(1)A �1

�

 �2 + g

�
r(1)B �1

�

 �2 + �1 
 fr

(2)
A �2 + �1 
 gr

(2)
B �2

= f
�
r(1)A �1

�

 �2 + g

�
r(1)B �1

�

 �2 + f�1 
r

(2)
A �2 + g�1 
r

(2)
B �2

= f
��
r(1)A �1

�

 �2 + �1 
r

(2)
A �2

�
+ g

��
r(1)B �1

�

 �2 + �1 
r

(2)
B �2

�
= frA (�1 
 �2) + grB (�1 
 �2) :

Além disso,

rA (f (�1 
 �2) + g (�1 
 �2)) = rA

0@f
0@ nX
j=1

�j1'j 

nX
k=1

�k2 k

1A+ g
0@ nX
j=1

�j1'j 

nX
k=1

�k2 k

1A1A
= rA

0@ nX
j;k=1

�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j 
  k

1A
=

nX
j;k=1

rA

��
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j 
  k

�
=

nX
j;k=1

�
r(1)A

�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j

�

  k +

�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j 


�
r(2)A  k

�
:
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Usando a regra do produto, vemos que

rA (f (�1 
 �2) + g (�1 
 �2)) =
nX

j;k=1

A
�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j 
  k +

�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
r(1)A 'j 
  k

+
�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j 


�
r(2)A  k

�
=

nX
j;k=1

�
A (f) �j1�

k
2 + fA

�
�j1�

k
2

�
+A (g) �j1�

k
2 + gA

�
�j1�

k
2

��
'j 
  k

+
�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
r(1)A 'j 
  k +

�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j 


�
r(2)A  k

�
=

nX
j;k=1

�
A (f) �j1'j 
 �k2 k + fA

�
�j1�

k
2

�
'j 
  k +A (g) �

j
1'j 
 �k2 k

�
+

nX
j;k=1

gA
�
�j1�

k
2

�
'j 
  k +

�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
r(1)A 'j 
  k

+
nX

j;k=1

+
�
f�j1�

k
2 + g�

j
1�
k
2

�
'j 


�
r(2)A  k

�
:

Voltando aos termos �1 e �2, segue que

rA (f (�1 
 �2) + g (�1 
 �2)) = A (f) �1 
 �2 + f
nX

j;k=1

A
�
�j1�

k
2

�
'j 
  k +A (g) �1 
 �2

+g

nX
j;k=1

A
�
�j1�

k
2

�
'j 
  k +

nX
j=1

�
f�j1r

(1)
A 'j 
 �2 + g�

j
1r

(1)
A 'j 
 �2

�
+

nX
k=1

�
f�1 
 �k2

�
r(2)A  k

�
+ g�1 
 �k2

�
r(2)A  k

��

= A (f) �1 
 �2 +A (g) �1 
 �2 + f

0@ nX
j=1

A
�
�j1

�
'j 
 �2 + �1 


nX
k=1

A
�
�k2

�
 k

1A
+g

0@ nX
j=1

A
�
�j1

�
'j 
 �2 + �1 


nX
k=1

A
�
�k2

�
 k

1A
+f

0@ nX
j=1

�j1r
(1)
A 'j 
 �2 + �1 


nX
k=1

�k2

�
r(2)A  k

�1A
+g

0@ nX
j=1

�j1r
(1)
A 'j 
 �2 + �1 


nX
k=1

�k2

�
r(2)A  k

�1A :
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Por �m, voltando aos termos �1 e �2, segue que

rA (f (�1 
 �2) + g (�1 
 �2)) = A (f) �1 
 �2 +A (g) �1 
 �2 + f
��
r(1)A �1

�

 �2 + �1 
r

(2)
A �2

�
+g
��
r(1)A �1

�

 �2 + �1 
r

(2)
A �2

�
= A (f) �1 
 �2 +A (g) �1 
 �2 + frA (�1 
 �2) + grA (�1 
 �2) :

As proposições acima de�nem uma conexão canônica em qualquer �brado tensorial construído a partir

de E tomando seu dual e produto tensorial. Em particular, se S 2 � (E�1 
 E2) é um tensor agindo em

E1 com valores em E2, então rS 2 � (T �M 
 E�1 
 E2) : Dado S = !1 
X2 2 � (E�1 
 E2), temos que

(rXS) (�) = (rX (!1 
X2)) (�) = ((r�X!1)
X2) (�) +
�
!1 


�
rE2
X X2

��
(�)

= (r�X!1) (�)X2 + !1 (�)
�
rE2
X X2

�
=

�
X (!1 (�))� !1

�
rE1
X �
��

X2 + !1 (�)
�
rE2
X X2

�
= X (!1 (�))X2 � !1

�
rE1
X �
�
X2 + !1 (�)

�
rE2
X X2

�
= X (!1 (�))X2 � (!1 
X2)

�
rE1
X �
�
+ !1 (�)

�
rE2
X X2

�
= X (!1 (�))X2 + !1 (�)

�
rE2
X X2

�
� S

�
rE1
X �
�
:

Além disso, notemos que

rE2
X (S (�)) = rE2

X ((!1 
X2) (�)) = rE2
X (!1 (�)X2) = X (!1 (�))X2 + !1 (�)rE2

X X2;

ou seja,

(rXS) (�) = rE2
X (S (�))� S

�
rE1
X �
�
;

onde � 2 � (E1) e X 2 X (M).

Mais ainda, se br é uma conexão em TM , então r2S 2 � (T �M 
 T �M 
 E�1 
 E2) : Segue que

�
r2S

�
(X;Y; �) = (rXrS) (Y; �) = rE2

X ((rS) (Y; �))� (rS)
�brXY; �

�
� (rS)

�
Y;rE1

X �
�

= rE2
X ((rY S) (�))�

�
rbrXY S

�
(�)� (rY S) (rX�)

= rE2
X ((rY S) (�))� (rY S) (rX�)�

�
rbrXY S

�
(�)

= (rX (rY S)) (�)�
�
rbrXY S

�
(�) ;
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para todo X;Y 2 X (M) e todo � 2 � (E1).

Conexão de Levi-Civita

Quando trabalhamos em variedades riemannianas, é interessante termos uma conexão que "conversa com

a métrica". Para isso, precisamos das noções de compatibilidade e simetria:

De�nição A.19 (Compatibilidade com uma Métrica) Uma conexão r em �brado vetorial E é dita

compatível com uma métrica g em E se para todo �; � 2 � (E) e todo X 2 X (M),

X (g (�; �)) = g (rX�; �) + g (�;rX�) :

Se r é compatível com uma métrica g em E, então a conexão induzida em E� é compatível com a

métrica induzida em E�: De fato, usando a boa funcionalidade da conexão em E� (também denotada por

r) com o isomor�smo �g : E ! E�, vemos que

X (g (!; �)) = X
�
g
�
��1g (!) ; ��1g (�)

��
= g

�
rX

�
��1g (!)

�
; ��1g (�)

�
+ g

�
��1g (!) ;rX

�
��1g (�)

��
= g

�
��1g (rX!) ; �

�1
g (�)

�
+ g

�
��1g (!) ; ��1g (rX�)

�
= g (rX!; �) + g (!;rX�) ;

para todo !; � 2 E�.

Além disso, se as conexões r(1) e r(2) de dois �brados vetoriais (E1; g1) e (E2; g2) ; respectivamente,

são compatíveis com a métrica, então a conexão do produto tensorial (E1 
 E2; g) é compatível com a

métrica desse produto. De fato,

X (g (�1 
 �1; �2 
 �2)) = X (g1 (�1; �2) g2 (�1; �2))

= X (g1 (�1; �2)) g2 (�1; �2) + g1 (�1; �2)X (g2 (�1; �2))

= g2 (�1; �2)
�
g1

�
r(1)X �1; �2

�
+ g1

�
�1;r

(1)
X �2

��
+g1 (�1; �2)

�
g2

�
r(2)X �1; �2

�
+ g2

�
�1;r

(2)
X �2

��
= g1

�
r(1)X �1 
 �1; �2 
 �2

�
+ g1

�
�1 
 �1;r

(1)
X �2 
 �2

�
+g2

�
�1 
r

(2)
X �1; �2 
 �2

�
+ g2

�
�1 
 �1; �2 
r

(2)
X �2

�
:
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Pela de�nição de g, segue que

X (g (�1 
 �1; �2 
 �2)) = g
�
r(1)X �1 
 �1 + �1 
r

(2)
X �1; �2 
 �2

�
+g
�
�1 
 �1;r

(1)
X �2 
 �2 + �2 
r

(2)
X �2

�
= g (rX (�1 
 �1) ; �2 
 �2) + g (�1 
 �1;rX (�2 
 �2)) ;

para todo �1; �2 2 E1 e �1; �2 2 E2.

Infelizmente a compatibilidade, por si só, não é su�ciente para determinar uma única conexão. Para

termos unicidade precisamos que a conexão seja simétrica, isto é:

De�nição A.20 (Simetria) Uma conexão r em TM é dita simétrica se sua torção é nula, isto é, Se

rXY �rYX = [X;Y ] ; para todo X;Y 2 X (M), em que a torção � de uma conexão r é de�nida por

� (X;Y ) := rXY �rYX � [X;Y ] ; X; Y 2 X (M) :

Notemos que se X1; Y1; X2; Y2 2 X (M) e f; g 2 C1 (M) então

� (fX1 + gX2; Y ) (�) = (rfX1+gX2Y �rY (fX1 + gX2)� [fX1 + gX2; Y ]) (�)

= (frX1Y + grX2Y � Y (f)X1 � frYX1 � Y (g)X2 � grYX2) (�)

+Y (fX1 (�) + gX2 (�))� (fX1 + gX2) (Y (�))

= (frX1Y + grX2Y � Y (f)X1 � frYX1 � Y (g)X2 � grYX2) (�)

+Y (f)X1 (�) + fY X1 (�) + Y (g)X2 (�) + gY X2 (�)� (fX1 + gX2) (Y (�)) :

Cancelando os termos repetidos, vemos que

� (fX1 + gX2; Y ) (�) = (frX1Y � frYX1 � fX1Y + fY X1) (�)

+ (grX2Y � grYX2 + gY X2 � gX2 (Y )) (�)

= f (rX1Y �rYX1 � [X1; Y ]) (�) + g (rX2Y �rYX2 � [X2; Y ]) (�)

= f� (X1; Y ) (�) + g� (X2; Y ) (�) ;

para todo Y 2 X (M). Além disso,



336

� (X; fY1 + gY2) (�) = (rX (fY1 + gY2)�rfY1+gY2X � [X; fY1 + gY2]) (�)

= (X (f)Y1 + frXY1 +X (g)Y2 +rXY2) (�)� (frY1X + grY2X) (�)

� (X (fY1 + gY2)� (fY1 + gY2)X) (�)

= (X (f)Y1 + frXY1 +X (g)Y2 + grXY2 � frY1X � grY2X) (�)

� (X (f)Y1 + fXY1 +X (g)Y2 + gXY2 � fY1X � gY2X) (�)

= (frXY1 � frY1X � fXY1 + fY1X) (�) + (grXY2 � grY2X � gXY2 + gY2X) (�)

= f� (X;Y1) (�) + g� (X;Y2) (�) ;

para todo X 2 X (M). Ou seja, vemos que � é um (2; 1)-campotensorial em M .

Agora podemos enunciar o teorema fundamental da geometria riemanniana:

Teorema A.1 (Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana) Seja (M; g) uma variedade

riemanniana. Existe uma única conexão r em TM que é simétrica e compatível com a métrica. Dizemos

que esta é a conexão de Levi-Civita de g. Mais ainda, em coordenadas locais temos

r@i@j =
nX
k=1

�kij@k; (A.11)

em que

�kij =
nX
l=1

1

2
gkl f@jgil + @igjl � @lgijg : (A.12)

Conexão Laplaciana

Em sua forma mais simpli�cada, o laplaciano de f 2 C1 (M) é de�nido por �f := div (rf). O

laplaciano pode ser estendido de modo à agir nos �brados tensoriais sobre uma variedade riemanniana

(M; g) : O operador diferencial resultante é chamado de conexão laplaciana.

De�nição A.21 (Conexão Laplaciana) Para todo campo tensorial F 2 J k
l (M), a conexão laplaciana

(ou simplesmente laplaciano) de F ,

�F = Trgr2F 2 J k
l (M) ;

é o traço da segunda derivada covariante de F com a métrica g.
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Explicitamente,

(�F )j1:::jl i1:::ik =
�
Trgr2F

�j1:::jl
i1:::ik

=
�
Tr13

�
Tr24

�
r2F

���j1:::jl
i1:::ik

=
nX

p;q=1

gpqr2F j1:::jl
pq i1:::ik

=
nX

p;q=1

gpq (rprqF )
j1:::jl

i1:::ik

=
nX

p;q=1

gpq (rprqF )
�
dxj1 ; :::; dxjl ; @i1 ; :::; @ik

�
=

nX
p;q=1

gpq
�
r2p;qF

� �
dxj1 ; :::; dxjl ; @i1 ; :::; @ik

�
:

Exemplo A.8 No �brado tensorial T 0M = C1 (M), temos que

�F =
nX

p;q=1

gpq (rprqf) =
nX

p;q=1

gpq
�
rp (rqf)�rr@p@qf

�
=

nX
p;q=1

gpq

 
@p (@qf)�

nX
k=1

�kpq@k (f)

!
:

Em particular, se M = Rn, então os símbolos de Christo¤el são nulos e gpq = �pq. Portanto,

�F =

nX
p;q=1

gpq

 
@p (@qf)�

nX
k=1

�kpq@k (f)

!
=

nX
p;q=1

�pq@p (@qf) =

nX
p=1

@p (@pf) :

Curvatura em Fibrados Vetoriais

Introduzimos o conceito de tensor de curvatura como um objeto puramente algébrico que surge da conexão

em um �brado vetorial. Segue disso que olharemos curvaturas de �brados especí�cos.

De�nição A.22 Seja E um �brado vetorial sobre uma variedade diferenciável M . Se r é uma conexão

em E, então a curvatura da conexão r no �brado E é a seção Rr 2 � (T �M 
 T �M 
 E� 
 E) de�nido

por

R (X;Y ) � := rY (rX�)�rX (rY �) +r[X;Y ]�: (A.13)

Na literatura, há autores que optam por de�nir a curvatura invertendo o sinal.
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Dado um �brado vetorial E, a curvatura no �brado dual E� com respeito a sua respectiva conexão,

é caracterizada pela seguinte equação:

(R (X;Y )!) (�) =
�
rY (rX!)�rX (rY !) +r[X;Y ]!

�
(�)

= (rY (rX!)) (�)� (rX (rY !)) (�) +
�
r[X;Y ]!

�
(�)

= rY ((rX!) (�))� (rX!) (rY �)�rX ((rY !) (�))

+ (rY !) (rX�) +r[X;Y ] (! (�))� !
�
r[X;Y ]�

�

= rY (rX (! (�))� ! (rX�))�rX (! (rY �))

+! (rX (rY �))�rX ((rY (! (�)))� ! (rY �))

+rY (! (rX�))� ! (rY (rX�)) +r[X;Y ] (! (�))� !
�
r[X;Y ]�

�
:

Voltando a notação original de derivada, vemos que

(R (X;Y )!) (�) = Y (X (! (�)))� Y (! (rX�))�X (! (rY �)) + ! (rX (rY �))

�X (Y (! (�))) +X (! (rY �)) + Y (! (rX�))

�! (rY (rX�)) + [X;Y ] (! (�))� !
�
r[X;Y ]�

�
= ! (rX (rY �))� ! (rY (rX�))� !

�
r[X;Y ]�

�
= !

�
rX (rY �)�rY (rX�)�r[X;Y ]�

�
= �! (R (X;Y ) �) :

para todo X;Y 2 X (M), ! 2 � (E�) e � 2 � (E).

Dados �brados vetoriais
�
E1;r(1)

�
;
�
E2;r(2)

�
a curvatura no produto tensorial E1
E2, com conexão

r dada na Proposição A.10, pode ser calculada em termos das curvaturas em cada �brado pela expressão

Rr (X;Y ) (�1 
 �2) = rY (rX (�1 
 �2))�rX (rY (�1 
 �2)) +r[X;Y ] (�1 
 �2)

= rY

�
r(1)X �1 
 �2 + �1 
r

(2)
X �2

�
�rX

�
r(1)Y �1 
 �2 + �1 
r

(2)
Y �2

�
+r(1)[X;Y ]�1 
 �2 + �1 
r

(2)
[X;Y ]�2
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= r(1)Y
�
r(1)X �1

�

 �2 +r

(1)
X �1 
r

(2)
Y �2 +r

(1)
Y �1 
r

(2)
X �2

+�1 
r
(2)
Y

�
r(2)X �2

�
�r(1)X

�
r(1)Y �1

�

 �2 �r

(1)
Y �1 
r

(2)
X �2

�r(1)X �1 
r
(2)
Y �2 � �1 
r

(2)
X

�
r(2)Y �2

�
+r(1)[X;Y ]�1 
 �2 + �1 
r

(2)
[X;Y ]�2:

Cancelando os termos repetidos, vemos que

Rr (X;Y ) (�1 
 �2) = r(1)Y
�
r(1)X �1

�

 �2 + �1 
r

(2)
Y

�
r(2)X �2

�
�r(1)X

�
r(1)Y �1

�

 �2

��1 
r
(2)
X

�
r(2)Y �2

�
+r(1)[X;Y ]�1 
 �2 + �1 
r

(2)
[X;Y ]�2

=
�
r(1)Y

�
r(1)X �1

�
�r(1)X

�
r(1)Y �1

�
+r(1)[X;Y ]�1

�

 �2

+�1 

�
r(2)Y

�
r(2)X �2

�
�r(2)X

�
r(2)Y �2

�
+r(2)[X;Y ]�2

�
=

�
Rr(1) (X;Y ) �1

�

 �2 + �1 


�
Rr(2) (X;Y ) �2

�
;

onde �1 
 �2 2 E1 
 E2.

Exemplo A.9 Temos um interesse particular na curvatura em um produto tensorial da forma E�1 
 E2

(tensores agindo em E1 com valores em E2) que é dada por

(R (X;Y )S) (�) = (rY (rXS)) (�)� (rX (rY S)) (�) +
�
r[X;Y ]S

�
(�)

= r(2)Y ((rXS) (�))� (rXS)
�
r(1)Y �

�
�r(2)X ((rY S) (�))

+ (rY S)
�
r(1)X �

�
+r(2)[X;Y ] (S (�))� S

�
r(1)[X;Y ]�

�
= r(2)Y

�
r(2)X (S (�))� S

�
r(1)X �

��
�r(2)X

�
S
�
r(1)Y �

��
+S

�
r(1)X

�
r(1)Y �

��
�r(2)X

�
r(2)Y (S (�))� S

�
r(1)Y �

��
+r(2)Y

�
S
�
r(1)X �

��
� S

�
r(1)Y

�
r(1)X �

��
+r(2)[X;Y ] (S (�))� S

�
r(1)[X;Y ]�

�
Cancelando os termos repetidos, usando a linearidade de S e a de�nição do tensor de curvatura, concluí-

mos que

(R (X;Y )S) (�) =
n
r(2)Y

�
r(2)X (S (�))

�
�r(2)X

�
r(2)Y (S (�))

�
+r(2)[X;Y ] (S (�))

o
+
n
S
�
r(1)X

�
r(1)Y �

��
� S

�
r(1)Y

�
r(1)X �

��
� S

�
r(1)[X;Y ]�

�o
= Rr(2) (X;Y ) (S (�))� S

�
Rr(1) (X;Y ) �

�
;

onde S 2 � (E�1 
 E2), X;Y 2 X (M) e � 2 � (E1).
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Curvatura em um Fibrado Tensorial

Uma das aplicações mais importantes é a curvatura em um �brado tensorial. Pela expressão (A.13) e a

Seção A.0.1, temos o seguinte:

Proposição A.11 Seja R a curvatura em um (k; l)-�brado tensorial. Se F;G 2 J k
l (M), então

R (X;Y ) (Tr (F )) = Tr (R (X;Y )F ) ;

R (X;Y ) (F 
G) = (R (X;Y )F )
G+ F 
 (R (X;Y )G) ;

para todo X;Y 2 X (M) :

Demonstração. Usando a Proposição A.6 vemos que

R (X;Y ) (Tr (F )) = rY (rX (Tr (F )))�rX (rY (Tr (F ))) +r[X;Y ] (Tr (F ))

= rY (Tr (rXF ))�rX (Tr (rY F )) + Tr
�
r[X;Y ]F

�
= Tr (rY (rXF ))� Tr (rX (rY F )) + Tr

�
r[X;Y ]F

�
= Tr

�
rY (rXF )�rX (rY F ) +r[X;Y ]F

�
= Tr (R (X;Y )F ) :

Além disso,

R (X;Y ) (F 
G) = rY (rX (F 
G))�rX (rY (F 
G)) +r[X;Y ] (F 
G)

= rY ((rXF )
G+ F 
 (rXG))�rX ((rY F )
G+ F 
 (rYG))

+
�
r[X;Y ]F

�

G+ F 


�
r[X;Y ]G

�
= (rY (rXF ))
G+ (rXF )
 (rYG) + ((rY F )
 (rXG)) + F 
 (rY (rXG))

� (rX (rY F ))
G� (rY F )
 (rXG)� (rXF )
 (rYG)� F 
 (rX (rYG))

+
�
r[X;Y ]F

�

G+ F 


�
r[X;Y ]G

�
:

Cancelando os termos repetidos e usando a bilinearidade do produto tensorial, conluímos que

R (X;Y ) (F 
G) =
�
rY (rXF )�rX (rY F ) +r[X;Y ]F

�

G

+F 

�
rY (rXG)�rX (rYG) +r[X;Y ]G

�
= (R (X;Y )F )
G+ F 
 (R (X;Y )G) ;
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para todo X;Y 2 X;Y 2 X (M) e F;G 2 J k
l (M).

Mais ainda, temos as seguintes fórmulas que serão importantes ao longo do desenvolvimento teórico:

Proposição A.12 Seja R a curvatura no �brado dos (k; l)-tensores em uma variedade diferenciável M:

Se F 2 J k
l (M), então

R (X;Y )
�
F
�
!1; :::; !l; Z1; :::; Zk

��
= (R (X;Y )F )

�
!1; :::; !l; Z1; :::; Zk

�
+

lX
j=1

F
�
!1; :::; R (X;Y )!j :::; !l; Z1; :::; Zk

�

+
lX

i=1

F
�
!1; :::; !l; Z1; :::; R (X;Y )Zi:::; Zk

�
;

para todo X;Y; Zi 2 X (M), i = 1; :::; k, e todo !j 2 � (T �M), j = 1; :::; l.

Demonstração. Seja o �brado vetorial E = T kl M: Para todo � 2 � (E), segue da expressão (A.2)

que

R (X;Y ) (F (�)) = R (X;Y ) (Tr (F 
 �)) = Tr (R (X;Y ) (F 
 �))

= Tr ((R (X;Y )F )
 � + F 
 (R (X;Y ) �))

= Tr ((R (X;Y )F )
 �) + Tr (F 
 (R (X;Y ) �))

= (R (X;Y )F ) (�) + F (R (X;Y ) �) :

Como � 2 � (E), então � é da forma

� = !1 
 :::
 !l 
 Z1 
 :::
 Zk:

Um argumento similar nos mostra que

F (R (X;Y ) �) = F
�
R (X;Y )

�
!1 
 :::
 !l 
 Z1 
 :::
 Zk

��
= F

0@ lX
j=1

�
!1 
 :::R (X;Y )!j :::
 !l 
 Z1 
 :::
 Zk

�1A
+F

 
kX
i=1

!1 
 :::
 !l 
 Z1 
 :::R (X;Y )Zi:::
 Zk

!



342

=
lX

j=1

F
��
!1 
 :::R (X;Y )!j :::
 !l 
 Z1 
 :::
 Zk

��

+
kX
i=1

F
�
!1 
 :::
 !l 
 Z1 
 :::R (X;Y )Zi:::
 Zk

�
'

lX
j=1

F
�
!1; :::; R (X;Y )!j ; :::; !l; Z1; :::; Zk

�

+

kX
i=1

F
�
!1; :::; !l; Z1; :::; R (X;Y )Zi; :::; Zk

�
:

E isso conclui o resultado.

Proposição A.13 Seja R a curvatura no �brado dos (k; l)-tensores em uma variedade diferenciável M:

Se a conexão r em TM é simétrica, então

R (X;Y ) = r2Y;X �r2X;Y ;

e portanto R (X;Y ) : J k
l (M)! J k

l (M).

Demonstração. Para todo F 2 J k
l (M), segue da expressão (A.9) que

r2Y;XF �r2X;Y F = rY (rXF )�rrYXF �rX (rY F ) +rrXY F

= rY (rXF )�rX (rY F ) +rrXY�rYXF

= rY (rXF )�rX (rY F ) +r[X;Y ]F

= R (X;Y )F:

Exemplo A.10 A curvatura no espaço C1 (M) = T 0M é nula, pois pelo teorema de Schwarz:

R

0@ nX
i=1

Xi@i;

nX
j=1

Y j@j

1A (f) =

nX
i;j=1

XiY jR (@i; @j) f =

nX
i;j=1

XiY j
�
rj (ri (f))�ri (rj (f)) +r[@i;@j ]f

�

=
nX

i;j=1

XiY j (@j (@i (f))� @i (@j (f)) + [@i; @j ] (f))

=

nX
i;j=1

XiY j (@j (@i (f))� @i (@j (f)))

= 0:
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Curvatura Riemanniana

Se (M; g) é uma variedade riemanniana, a curvatura riemanniana (ou simplesmente curvatura de

Riemann) R 2 �
�

3T �M 
 TM

�
da conexão de Levi-Civita r em TM é um (3; 1)-campo tensorial

que, em coordenadas locais (U;') toma a seguinte forma

R =
nX

i;j;k;l=1

R l
ijk dx

i 
 dxj 
 dxk 
 @l; (A.14)

onde R (@i; @j) @k =
Pn

l=1R
l

ijk @l: De fato, em coordenadas locais segue que

R (X;Y )Z = R

0@ nX
i=1

Xi@i;

nX
j=1

Y j@j

1A nX
k=1

Y k@k

!
=

nX
i;j;k=1

XiY jY kR (@i; @j) @k

=

nX
i;j;k=1

XiY jY k
nX
l=1

R l
ijk @l =

nX
i;j;k;l=1

R l
ijk X

iY jY k@l

=

nX
i;j;k;l=1

R l
ijk dx

i (X) dxj (Y ) dxk (Z) @l

=
nX

i;j;k;l=1

R l
ijk dx

i 
 dxj 
 dxk 
 @l (X;Y; Z) : (A.15)

Acompanhando isso, temos o tensor curvatura de Riemann, que também é denotado por R. Ele é o

(4,0)-campo tensorial (ou simplesmente (4,0)-tensor) associado, que é de�nido por

R (X;Y; Z;W ) := g (R (X;Y )Z;W ) ; (A.16)

para todo X;Y; Z;W 2 X (M) : Em coordenadas locais, ela pode ser expressada da seguinte maneira:

R =
nX

i;j;k;l=1

Rijkldx
i 
 dxj 
 dxk 
 dxl;

onde Rijkl =
Pn

p=1 glpR
p

ijk . De fato,

R (X;Y; Z;W ) = g

0@ nX
i;j;k;l=1

R l
ijk X

iY jY k@l;
nX
p=1

W p@p

1A =
nX

i;j;k;l;p=1

R l
ijk X

iY jY kW pg (@l; @p)

=
nX

i;j;k;l;p=1

R l
ijk X

iY jY kW pglp
l$p
=

nX
i;j;k;l;p=1

R p
ijk X

iY jY kW lglp
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=
nX

i;j;k;l=1

RijklX
iY jY kW l

=

nX
i;j;k;l=1

Rijkldx
i (X) dxj (Y ) dxk (Z) dxl (W )

=
nX

i;j;k;l=1

Rijkldx
i 
 dxj 
 dxk 
 dxl (X;Y; Z;W ) :

Se não houver ambiguidade, vamos chamar o tensor curvatura de Riemann simplesmente de curvatura

riemanniana, assim como o (3,1)-tensor.

SejaM�I uma variedade diferenciável, em que I � R é um intervalo. O �brado tangente espacial

G é de�nido por (para mais detalhes sobre � (M � I) veja a De�nição A.6)

G = fV 2 � (M � I) : V (x; t) 2 TxMg . (A.17)

O �brado tangente espacial admite uma conexão r com algumas propriedades interessantes:

Teorema A.2 Seja g uma métrica no �brado tangente espacial G ! M � R. Então existe uma única

conexão r em G satisfazendo as seguintes três condições:

1. r é compatível com g: Para todo X 2 � (M � R) e todo campo vetorial espacial Y;W 2 � (G) ;

X (g (Y;W )) = g (rXY;W ) + g (Y;rXW ) ;

2. r é totalmente simétrica: Se X;Y 2 � (G) são dois campos espaciais, eles são, em particular,

dois campos em M � R, e vale

rXY �rYX = [X;Y ] ;

3. r é irrotacional: O tensor S 2 � (G� 
 G) ; de�nido por

S (V ) := r@tV � [@t; V ] ;

para todo V 2 � (G) é simétrico com respeito à g:

g (S (V ) ;W ) = g (V; S (W )) ; (A.18)

para todo V;W 2 G(p;t):
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Observação A.2 Notemos que S é um tensor e seu contradomínio realmente é G: De fato,

S (fV + gW ) (h) = (r@t (fV + gW )) (h)� [@t; (fV + gW )] (h)

= ((@tf)V + fr@tV + (@tg)W + gr@tW ) (h)� @t ((fV + gW ) (h)) + (fV + gW ) (@th)

= ((@tf)V + fr@tV + (@tg)W + gr@tW ) (h)

� (@tf)V (h)� f@t (V (h))� (@tg)W (h)� g@t (W (h)) + fV (@th) + gW (@th)

= (fr@tV + gr@tW ) (h)� f (@t (V (h))� V (@th))� g (@t (W (h))�W (@th))

= f (r@tV ) (h) + g (r@tW ) (h)� f [@t; V ] (h)� g [@t;W ] (h)

= fS (V ) (h) + gS (W ) (h) ;

para todo V;W 2 � (G) e todo f; g; h 2 C1 (M � R). Além disso, notemos que

[@t; V ] (h) = @t (V (h))� V (@t (h)) = @t

 
nX
i=1

V i@i (h)

!
�

nX
i=1

V i@i (@t (h))

=

nX
i=1

@t
�
V i@i (h)

�
�

nX
i=1

V i@i (@t (h))

=

nX
i=1

@t
�
V i
�
@i (h) + V

i@t (@i (h))�
nX
i=1

V i@i (@t (h))

=

nX
i=1

@t
�
V i
�
@i (h) ;

para todo V 2 � (G) e todo h 2 C1 (M � R), isto é,

[@t; V ] =
nX
i=1

@t
�
V i
�
@i 2 G;

logo S (V ) 2 G, para todo V 2 G.

Demonstração. Para a existência, basta tomar a restrição da conexão de Levi-Civita de M � R a

G. Vamos mostrar a unicidade: Trabalhando em coordenadas locais, podemos escrever r em termos de
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seus coe�cientes:

r@i@j =
nX
k=1

�kij@k, 1 � i; j � n

r@t@j =
nX
k=1

�k0j@k, 1 � j � n

A primeira condição implica que

@t (gij) = g (r@t@i; @j) + g (@i;r@t@j) = g

 
nX
k=1

�k0i@k; @j

!
+ g

 
@i;

nX
k=1

�k0j@k

!

=

nX
k=1

�k0igkj + �
k
0jgik

= : �0ij + �0ji:

Combinado com a segunda condição, encontramos que as "componentes espaciais"�kij são dados pelos

símbolos de Christo¤el da métrica em um tempo t �xado, isto é,

�kij =
1

2

nX
l=1

gkl f@igjl + @jgil � @lgijg :

A terceira condição é usada como segue. O termo S (@i) tem a seguinte expressão:

S (@i) = r@t@i � [@t; @i] = r@t@i =

nX
k=1

�k0i@k;

em que foi usado o Teorema de Schwarz na segunda igualdade. A simetria com relação à g produz

�0ij =
nX
k=1

�k0igkj = g (S (@i) ; @j) = g (@i; S (@j)) =
nX
k=1

�k0jgik = �0ji;

ou seja,

@t (gij) = �0ij + �0ji = 2�0ij :

Em termos matriciais,

1

2

0BBB@
@t (g11) � � � @t (g1n)
...

. . .
...

@t (gn1) � � � @t (gnn)

1CCCA =

0BBB@
�011 � � � �01n
...

. . .
...

�0n1 � � � �0nn

1CCCA =

0BBB@
Pn

k=1 �
k
01gk1 � � �

Pn
k=1 �

k
01gkn

...
. . .

...Pn
k=1 �

k
0ngk1 � � �

Pn
k=1 �

k
0ngkn

1CCCA
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=

0BBB@
�101 � � � �n01
...

. . .
...

�10n � � � �n0n

1CCCA
0BBB@

g11 � � � g1n
...

. . .
...

gn1 � � � gnn

1CCCA :

Aplicando a inversa da matrz da métrica, vemos que

1

2

0BBB@
@t (g11) � � � @t (g1n)
...

. . .
...

@t (gn1) � � � @t (gnn)

1CCCA
0BBB@

g11 � � � g1n

...
. . .

...

gn1 � � � gnn

1CCCA =

0BBB@
�101 � � � �n01
...

. . .
...

�10n � � � �n0n

1CCCA ;

isto é,

�k0i =
1

2

nX
j=1

@t (gij) g
kj :

Essa é uma maneira simples de checar que essas fórmulas de�nem uma conexão com as propriedades

requeridas.

Dada uma variedade riemanniana M e dois campos X;Y 2 X (M), de�nimos o tensor torção � em

que

� (X;Y ) = rXY �rYX � [X;Y ] 2 X (M) :

Notemos que se X = @t e Y = @i são campos em uma variedade da forma M � R, segue que

� (@t; @i) = r@t@i �r@i@t � [@t; @i] = r@t@i �r@i@t = r@t@i = S (@i) : (A.19)

Teorema A.3 Para todo campo X;Y; Z 2 X (M),

R (X;Y )Z +R (Y; Z)X +R (Z;X)Y = rY (� (X;Z)) +rZ (� (Y;X)) +rX (� (Z; Y ))

+� (� (Y;X) ; Z) + � (� (Z; Y ) ; X) + � (� (X;Z) ; Y ) :

Demonstração. Como antes, vamos trabalhar em coordenadas exponenciais em torno de um ponto

p 2M �xado (porém arbitrário). Temos que

R (@i; @j) @k +R (@j ; @k) @i +R (@k; @i) @j = ri (rj@k)�rj (ri@k) +rj (rk@i)�rk (rj@i)

+rk (ri@j)�ri (rk@j)
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= ri (rj@k �rk@j) +rj (rk@i �ri@k) +rk (ri@j �rj@i)

= ri (� (@j ; @k)) +rj (� (@k; @i)) +rk (� (@i; @j))

= ri (� (@j ; @k)) +rj (� (@k; @i)) +rk (� (@i; @j))

= (ri�)jk + � (ri@j ; @k) + � (@j ;ri@k) + (rj�)ki + � (rj@k; @i)

+� (@k;rj@i) + (rk�)ij + � (rk@i; @j) + � (@i;rk@j) :

Pela antissimetria de � , vemos que

R (@i; @j) @k +R (@j ; @k) @i +R (@k; @i) @j = (ri�)jk + � (ri@j ; @k)� � (ri@k; @j) + (rj�)ki

+� (rj@k; @i)� � (rj@i; @k) + (rk�)ij + � (rk@i; @j)� � (rk@j ; @i)

= (ri�)jk + (rj�)ki + (rk�)ij + � (ri@j �rj@i; @k)

+� (rk@i �ri@k; @j) + � (rj@k �rk@j ; @i)

= (ri�)jk + (rj�)ki + (rk�)ij + � (� ij ; @k) + � (�ki; @j) + � (� jk; @i) :

Teorema A.4 Seja (E; g) um �brado vetorial sobre M e r uma conexão em E compatível com a métrica

g. Para todo X;Y 2 X(M) e todo �; � 2 � (E) ;

R (X;Y; �; �) = �R (X;Y; �; �) ;

em que R (X;Y; �; �) := g (R (X;Y ) �; �) :

Demonstração. Pela compatibilidade e pela de�nição do colchete de Lie, temos que

0 = Y (X (g (�; �)))�X (Y (g (�; �)))� [Y;X] (g (�; �))

= Y (g (rX�; �) + g (�;rX�))�X (g (rY �; �) + g (�;rY �))� g
�
r[Y;X]�; �

�
� g

�
�;r[Y;X]�

�
= Y (g (rX�; �)) + Y (g (�;rX�))�X (g (rY �; �))�X (g (�;rY �))� g

�
r[Y;X]�; �

�
� g

�
�;r[Y;X]�

�
= g (rYrX�; �) + g (rX�;rY �) + g (rY �;rX�) + g (�;rYrX�)� g (rXrY �; �)� g (rY �;rX�)

�g (rX�;rY �)� g (�;rXrY �)� g
�
r[Y;X]�; �

�
� g

�
�;r[Y;X]�

�
= g

�
rYrX� �rXrY � �r[Y;X]�; �

�
+ g

�
�;rYrX� �rXrY � �r[Y;X]�

�
:



349

Pela de�nição do tensor de curvatura (para mais detalhes veja (A.13)), segue que

0 = g (R (X;Y ) �; �) + g (�;R (X;Y ) �)

= R (X;Y; �; �) +R (X;Y; �; �) :

Teorema A.5 Para todo X;Y; Z 2 � (G) ;

P (X;Y; Z) = rZS (Y;X)�rY S (Z;X) :

Demonstração. Primeiramente notemos que pela de�nição da conexão em T (M � R), R (�; �; @t; �) =

0, e a expressão para a torsão dada pela expressão (A.19) e a identidade de Bianchi provada no Teorema

A.3 nos dá que

R (@t; X; Y; Z)�R (@t; Y;X;Z) = g (R (@t; X)Y �R (@t; Y )X;Z) = g (R (@t; X)Y +R (Y; @t)X;Z)

= g (R (@t; X)Y +R (Y; @t)X + 0; Z)

= g (R (@t; X)Y +R (Y; @t)X +R (X;Y ) @t; Z)

= g (rY (� (X; @t)) +r@t (� (Y;X)) +rX (� (@t; Y )) ; Z)

+g (� (� (Y;X) ; @t) + � (� (@t; Y ) ; X) + � (� (X; @t) ; Y ) ; Z)

= g (rY (�S (X)) +r@t (� (Y;X)) +rX (S(Y )) ; Z)

+g (� (� (Y;X) ; @t) + � (S(Y ); X) + � (�S(X); Y ) ; Z) :

Como r é totalmente simétrica, então

R (@t; X; Y; Z)�R (@t; Y;X;Z) = g (rX (S(Y ))�rY (S (X)) +r@t (0) + � (0; @t) + 0� 0; Z)

= g (rX (S(Y ))�rY (S (X)) ; Z)

= g (rX (S(Y )) ; Z)� g (rY (S (X)) ; Z) :
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Segue disso e do Teorema A.4 que

2R (@t; X; Y; Z) = R (@t; X; Y; Z)�R (@t; X; Z; Y ) (A.20)

= fg (rX (S(Y )) ; Z)� g (rY (S (X)) ; Z) +R (@t; Y;X;Z)g

�fg (rX (S(Z)) ; Y )� g (rZ (S (X)) ; Y ) +R (@t; Z;X; Y )g

= R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) + g (rX (S(Y )) ; Z)� g (rY (S (X)) ; Z)

�g (rX (S(Z)) ; Y ) + g (rZ (S (X)) ; Y ) :

Utilizando a de�nição do tensor de curvatura, vemos que

2R (@t; X; Y; Z) = g (rZ (r@tY ) ; X)� g (r@t (rZY ) ; X)� g
�
r[@t;Z]Y;X

�
� g (rY (r@tZ) ; X)

+g (r@t (rY Z) ; X) + g
�
r[@t;Y ]Z;X

�
+ g (rX (S(Y )) ; Z)� g (rY (S (X)) ; Z)

�g (rX (S(Z)) ; Y ) + g (rZ (S (X)) ; Y ) :

Ao utilizar a simetria de S (para mais detalhes veja a expressão (A.18)), vemos que

g (rX (S(Y )) ; Z) = X (g (S(Y ); Z))� g (S(Y );rXZ) = X (g (Y; S (Z)))� g (S(Y );rXZ)

= g (rXY; S (Z)) + g (Y;rX (S (Z)))� g (S(Y );rXZ) :

Usando essas igualdades em (A.20), vemos que

2R (@t; X; Y; Z) = R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) + g (rXY; S (Z)) + g (Y;rX (S (Z)))� g (S(Y );rXZ)

�g (rY (S (X)) ; Z)� g (rX (S(Z)) ; Y ) + g (rZ (S (X)) ; Y )

= R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) + g (rXY; S (Z))� g (S(Y );rXZ)� g (rY (S (X)) ; Z)

+g (rZ (S (X)) ; Y )

= R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) + g (rXY; S (Z))� g (S(Y );rXZ)

�g (rYX;S (Z))� g (X;rY (S (Z))) + g (S (X) ; [Y; Z]) + g (rZX;S (Y ))

+g (X;rZ (S (Y ))) :
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Novamente, usando que r é totalmente simétrica, segue que

2R (@t; X; Y; Z) = R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) + g ([X;Y ] ; S (Z)) + g (S(Y ); [Z;X]) + g (S (X) ; [Y; Z])

�g (X;rY (S (Z))) + g (X;rZ (S (Y )))

= �2g (X;rY (S (Z))) + 2g (X;rZ (S (Y ))) :

em que podemos escrever os últimos dois termos da seguinte maneira:

�g (rY (S (X)) ; Z) + g (rZ (S (X)) ; Y ) = �Y (g (S (X) ; Z)) + g (S (X) ;rY Z)

+Z (g (S (X) ; Y ))� g (S (X) ;rZY )

= �Y (g (X;S (Z))) + g (S (X) ;rY Z)

+Z (g (X;S (Y )))� g (S (X) ;rZY ) :

Usando a compatibilidade de r com g, segue que

�g (rY (S (X)) ; Z) + g (rZ (S (X)) ; Y ) = �g (rYX;S (Z))� g (X;rY (S (Z)))

+g (S (X) ;rY Z) + g (rZX;S (Y ))

+g (X;rZ (S (Y )))� g (S (X) ;rZY )

= �g (rYX;S (Z))� g (X;rY (S (Z))) + g (S (X) ; [Y; Z])

+g (rZX;S (Y )) + g (X;rZ (S (Y ))) :

Com isso, expandindo o termo R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) e utilizando a simetria de S novamente,

concluímos que

2R (@t; X; Y; Z) = R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) + g (rXY; S (Z))� g (S(Y );rXZ)

�g (rYX;S (Z))� g (X;rY (S (Z))) + g (S (X) ; [Y; Z])

+g (rZX;S (Y )) + g (X;rZ (S (Y )))

= R (@t; Z; Y;X)�R (@t; Y; Z;X) + g ([X;Y ] ; S (Z)) + g (S(Y ); [Z;X]) + g (S (X) ; [Y; Z])

�g (X;rY (S (Z))) + g (X;rZ (S (Y )))

= �2g (X;rY (S (Z))) + 2g (X;rZ (S (Y ))) :
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Lema A.4 Em coordenadas locais, os coe�cientes da curvatura da conexão de Levi-Civita podem ser

expressados da seguinte maneira:

R l
ijk = @j�

l
ik � @i�ljk +

nX
m=1

�
�mik�

l
jm � �mjk�lim

�
; (A.21)

Rijkl =
1

2
(@j@kgil + @i@lgjk � @i@kgjl � @j@lgik) +

nX
m;p=1

glp

�
�mik�

p
jm � �

m
jk�

p
im

�
:

O tensor de curvatura possui algumas importantes propriedades de simetria. São elas:

(a) Antissimetria nos dois primeiros argumentos: Rijkl = �Rjikl;

(b) Antissimetria nos dois últimos argumentos: Rijkl = �Rijlk;

(c) Simetria entre o primeiro e o segundo par de argumentos: Rijkl = Rklij ;

(d) Primeira identidade de Bianchi:

Rijkl +Rkijl +Rjkil = 0; (A.22)

(e) Segunda identidade de Bianchi:

(rmR)ijkl + (rkR)ijlm + (rlR)ijmk = 0: (A.23)

Curvatura de Ricci e Curvatura Escalar

Como o tensor de curvatura pode ser bastante complexo, é útil considerar várias contrações que nos dão

informações à respeito do próprio tensor de curvatura. A primeira destas contrações é o tensor de Ricci,

denotado por Ric, que é de�nido por

De�nição A.23 (Tensor de Ricci) Seja (M; g) uma variedade riemanniana com curvatura R. De�n-

imos o tensor de Ricci da métrica g por

Ricg (X;Y ) = Trg (R (X; �; Y; �)) =
�
Tr14Tr26

�
g�1 
R

��
(X;Y ) :

Se não houver ambiguidade, podemos omitir a métrica na notação do tensor de Ricci, isto é, Ricg =

Ric.
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As componentes locais do tensor de Ricci são dadas por

Ricij = Ric (@i; @j) =
nX

p;q=1

gpqR (@i; @p; @j ; @q) =
nX

p;q=1

gpqRipjq =
nX

p;q=1

gpq
nX
k=1

gqkR
k

ipj (A.24)

=
nX

p;q;k=1

gpqgqkR
k

ipj =
nX

q;k=1

�pkR
k

ipj

=
nX

p;k=1

R k
ikj :

Pelas propriedades de simétrias do tensor de curvatura e trocando as variáveis dos somatórios se necessário

for, vemos que

Ric (X;Y ) = Ric

0@ nX
i=1

Xi@i;
nX
j=1

Y j@j

1A =
nX

i;j=1

XiY jRic (@i; @j) =
nX

i;j=1

XiY j
nX

p;q=1

gpqRipjq

=
nX

i;j=1

XiY j
nX

p;q=1

gqpRjqip =
nX

i;j=1

XiY j
nX

p;q=1

gpqRjpiq =
nX

i;j=1

XiY jRic (@j ; @i)

= Ric

0@ nX
j=1

Y j@j ;
nX
i=1

Xi@i

1A
= Ric (Y;X) ;

para todo X;Y 2 X (M), ou seja, o tensor de Ricci é simétrico.

Um outro traço, desta vez no tensor de Ricci nos dá uma quantidade escalar, chamado de curvatura

escalar e denotado por S:

S := TrgRic =

nX
i;j=1

gijRicij =

nX
i=1

Ric ii :

É importante notar que se o tensor de curvatura for de�nido com sinal oposto, a contração é de�nida

de forma que o tensor de Ricci corresponda ao dado aqui. Portanto, o tensor de Ricci tem o mesmo

signi�cado para todos. Pelo Lema A.4, o tensor de Ricci pode ser expresso localmente como segue.

Lema A.5 Em coordenadas locais, o tensor de Ricci possui a seguinte expressão:

Ricik =
1

2
(@j@kgil + @i@lgjk � @i@kgjl � @j@lgik) +

nX
j;m=1

�
�mik�

j
jm � �

m
jk�

j
im

�
:
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Proposição A.14 Dada uma métrica g e uma constante positiva C, temos que

8>>>>>><>>>>>>:

R(3;1) (Cg) = R(3;1) (g) ;

R(4;0) (Cg) = CR(4;0) (g) ;

Ric (Cg) = Ric (g) ;

S (Cg) = C�1S (g) :

Demonstração. Primeiramante, usando os símbolos de Christo¤el �kij na métrica g e e�kij na métrica
Cg, segue da expressão (A.12) que

e�kij =
nX
l=1

1

2
(Cg)kl

n
@j (Cg)il + @i (Cg)jl � @l (Cg)ij

o
=

nX
l=1

1

2
C�1gkl fC@jgil + C@igjl � C@lgijg

=

nX
l=1

1

2
gkl f@jgil + @igjl � @lgijg

= �kij :

Com isso, concluímos que rCg = rg. Dados X;Y; Z 2 X(M); vemos que

R(3;1) (Cg) (X;Y )Z = R (X;Y )Z = rCg
X

�
rCg
Y Z

�
�rCg

Y

�
rCg
X Z

�
�rCg

[X;Y ]Z

= rg
X

�
rg
Y Z
�
�rg

Y

�
rg
XZ
�
�rg

[X;Y ]Z = R(3;1) (g) (X;Y )Z:

Além disso, temos que

R(4;0) (Cg) (X;Y; Z;W ) = C


R(3;1) (Cg) (X;Y )Z;W

�
= C



R(3;1) (g) (X;Y )Z;W

�
= CR(4;0) (g) (X;Y; Z;W ):

Além disso, fazendo a devisa mudança das bases ortonormais, obtemos que

Ric (Cg) (Y; Z) =
nX
a=1

R(4;0) (Cg) (ea; Y; Z; ea) = C

nX
a=1

R(4;0) (g) (ea; Y; Z; ea)

=

nX
a=1

R(4;0) (g) (
p
Cea; Y; Z;

p
Cea) =

nX
a=1

R(4;0) (g) ( eea; Y; Z; eea)
= Ric (g) (Y; Z) :
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Por �m, temos que

S (Cg) : =
nX
a=1

Ric (Cg) (ea; ea) =
nX
a=1

Ric (ea; ea) = C�1
nX
a=1

Ric
�p

Cea;
p
Cea

�
= C�1

nX
a=1

Ric( eea; eea) = C�1S (g) :

A Comutatividade da Contração com a Derivada Covariante

Como estamos trabalhando com uma conexão compatível com a métrica, então rg = 0. De fato, em

coordenadas locais temos

(rg) (@i; @j ; @k) = (r@ig) (@j ; @k) = @i (g (@j ; @k))� g (r@i@j ; @k)� g (@j ;r@i@k) = 0:

Com isso, conseguimos comutar a contração com a derivada covariante. Fazemos isso da seguinte forma:

Proposição A.15 (2.48) Se r é a conexão de Levi-Civita, então

(rkRic)ij =

nX
p;q=1

gpq (rkR)ipjq ; (A.25)

�
r2k;lRic

�
ij
=

nX
p;q=1

gpq
�
r2k;lR

�
ipjq

: (A.26)

Demonstração. Para demonstrar a igualdade (A.25), sejam X;Y; Z 2 X (M). Usando que rg = 0,

temos que

(rZRic) (X;Y ) =
�
rZTr

�
g�1 
R

��
(X;Y )

=
�
TrrZ

�
g�1 
R

��
(X;Y )

=
�
Tr
�
rZ

�
g�1
�

R+ g�1 
rZR

��
(X;Y )

=
�
Tr
�
g�1 
rZR

��
(X;Y )

=
�
Tr14Tr26

�
g�1 
rZR

��
(X;Y )

= (TrgrZR) (X; �; Y; �) :
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Além disso, usando que rg = 0 concluímos que

r2Ric = r2
�
Tr
�
g�1 
R

��
= Tr

�
r2
�
g�1 
R

��
= Tr

�
r
�
r
�
g�1
�

R

�
+r

�
g�1 
rR

��
= Tr

��
r2g�1 
R

�
+
�
r
�
g�1
�

rR

�
+
�
r
�
g�1
�

rR

�
+
�
g�1 
r2R

��
= Tr

�
g�1 
r2R

�
:

Em aplicações posteriores, vamos usar a chamada segunda identidade de Bianchi contraída:

nX
j;k=1

gjk (rkRic)ij =
1

2
riS; i = 1; :::; n. (A.27)

Ela segue da expressão (A.25) e da segunda identidade de Bianchi, pois

0 =
Pn

a;b;m;n=1 g
amgbn0 =

Pn
a;b;m;n=1 g

amgbn ((rlR)abmn + (rmR)abnl + (rnR)ablm)

=
Pn

a;b;m;n=1 g
amgbn (rlR)abmn +

Pn
a;b;m;n=1 g

amgbn (rmR)abnl +
Pn

a;b;m;n=1 g
amgbn (rnR)ablm

=
Pn

a;m=1 g
am (rlRic)am �

Pn
a;b;m;n=1 g

amgbn (rmR)abln +
Pn

a;b;m;n=1 g
amgbn (rnR)ablm

=
Pn

a;m=1 g
am ((rlRic)am � (rmRic)al) +

Pn
a;b;m;n=1 g

amgbn (rnR)ablm

= Trg (rlRic)�
Pn

a;m=1 g
am (rmRic)al

Pn
a;b;m;n=1 g

amgbn (rnR)balm

= Trg (rlRic)�
Pn

a;m=1 g
am (rmRic)al �

Pn
b;n=1 g

bn (rnRic)bl

= rl (TrgRic)� 2
Pn

a;m=1 g
am (rmRic)al

Ou seja, pela de�nição de curvatura escalar, concluímos que

0 = rlS � 2
nX

a;m=1

gam (rmRic)al :

Curvatura Seccional

Seja (M; g) uma variedade riemanniana. Se � é um subespaço bidimensional de TpM , p 2M , de�nimos

a curvatura seccional K, de � em p por

K (�) = R (e1; e2; e1; e2) ;

onde, fe1; e2g é uma base ortonormal de �:
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Proposição A.16 Se X e Y são dois vetores que geram �, então

K(�) =
hR(X;Y )X;Y i

jXj2 jY j2 � hX;Y i2
:

Demonstração. Se fe1; e2g é uma base ortonormal de �, segue que existem a; b; c; d 2 R tais que

8<: X = ae1 + be2

Y = ce1 + de2

Substituindo na expressão acima obtemos que:

� hR(X;Y )X;Y i
jXj2 jY j2 � hX;Y i2

=
hR(X;Y )Y;Xi

jXj2 jY j2 � hX;Y i2
=

hR(ae1 + be2; ce1 + de2) (ce1 + de2) ; ae1 + be2i
jae1 + be2j2 jce1 + de2j2 � hae1 + be2; ce1 + de2i2

=



ac2R (e1; e1) e1 + acdR (e1; e1) e2 + adcR(e1; e2)e1 + ad

2R(e1; e2)e2; ae1 + be2
�

(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

+



bc2R (e2; e1) e1 + bcdR (e2; e1) e2 + bdcR(e2; e2)e1 + bd

2R(e2; e2)e2; ae1 + be2
�

(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

=



adcR(e1; e2)e1 + ad

2R(e1; e2)e2 + bc
2R (e2; e1) e1 + bcdR (e2; e1) e2; ae1 + be2

�
(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

= a



adcR(e1; e2)e1 + ad

2R(e1; e2)e2 + bc
2R (e2; e1) e1 + bcdR (e2; e1) e2; e1

�
(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

+b



adcR(e1; e2)e1 + ad

2R(e1; e2)e2 + bc
2R (e2; e1) e1 + bcdR (e2; e1) e2; e2

�
(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

Simpli�cando essa expressão, vemos que

� hR(X;Y )X;Y i
jXj2 jY j2 � hX;Y i2

= a



ad2R(e1; e2)e2 + bcdR (e2; e1) e2; e1

�
(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

+b



adcR(e1; e2)e1 + bc

2R (e2; e1) e1; e2
�

(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

= a



�ad2R(e2; e1)e2 + bcdR (e2; e1) e2; e1

�
(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

+ b



adcR(e1; e2)e1 � bc2R (e1; e2) e1; e2

�
(a2 + b2) (c2 + d2)� (ac+ bd)2

=


�
abcd� a2d2

�
R (e2; e1) e2; e1

�
(ad� bc)2

+


�
badc� b2c2

�
R (e1; e2) e1; e2

�
(ad� bc)2
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= (�ad) hR (e2; e1) e2; e1i
(ad� bc) + bc

hR (e1; e2) e1; e2i
(ad� bc) = (�ad) hR (e1; e2) e1; e2i

(ad� bc) + bc
hR (e1; e2) e1; e2i

(ad� bc)
= �hR (e1; e2) e1; e2i

Corolário A.3 A curvatura seccional independe da escolha da base ortonormal.

Demonstração. Se fX;Y g da proprosição anterior é uma base ortonormal, então

R (e1; e2; e1; e2) = K (�) =
hR(X;Y )X;Y i

1
= R (X;Y;X; Y ) :

Vamos denotar o plano orientado gerado por ei e ej por ei ^ ej . Calculando a curvatura seccional do

plano
�
1
2ei +

1
2ek
�
^
�
1
2ej +

1
2el
�
, vemos o seguinte resultado:

Proposição A.17 O tensor de curvatura R é completamente determinado pela curvatura seccional. Em

particular,

Rijkl =
1

6
f2K (ei + ek ^ ej + el) + 2K (ei � ek ^ ej � el)� 2K (ej + ek ^ ei + el)� 2K (ej � ek ^ ei � el)g

+
1

6
f2K (@l ^ @j) +K (@i ^ @k)�K (@j ^ @k)�K (@l ^ @i)g :

Demonstração. Como queremos demonstrar uma igualdade tensorial, é su�ciente demonstrá-la em

uma base ortonormal feigni=1 de TpM . Nesse caso, K (ei + ek ^ ej + el) é igual a

K (ei + ek ^ ej + el) =
R (ei + ek; ej + el; ei + ek; ej + el)

hei + ek; ei + eki hej + el; ej + eli � hei + ek; ej + eli2

=
1

4
fRijij +Rijil +Rijkj +Rijkl +Rilij +Rilil +Rilkj +Rilkl +Rkjij +Rkjilg

+
1

4
fRkjkj +Rkjkl +Rklij +Rklil +Rklkj +Rklklg ;

K (ei � ek ^ ej � el) é dada pela seguinte expressão:

K (ei � ek ^ ej � el) =
R (ei � ek; ej � el; ei � ek; ej � el)

hei � ek; ei � eki hej � el; ej � eli � hei � ek; ej � eli2

=
1

4
fRijij �Rijil �Rijkj +Rijkl �Rilij +Rilil +Rilkj �Rilkl �Rkjij +Rkjilg

+
1

4
fRkjkj �Rkjkl +Rklij �Rklil �Rklkj +Rklklg ;
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K (ej + ek ^ ei + el) é dada pela seguinte expressão:

K (ej + ek ^ ei + el) =
1

4
fRjiji +Rjijl +Rjiki +Rjikl +Rjlji +Rjljl +Rjlki +Rjlkl +Rkiji +Rkijlg

+
1

4
fRkiki +Rkikl +Rklji +Rkljl +Rklki +Rklklg ;

K (ej � ek ^ ei � el) é dada pela seguinte expressão:

K (ej � ek ^ ei � el) =
1

4
fRjiji �Rjijl �Rjiki +Rjikl �Rjlji +Rjljl +Rjlki �Rjlkl �Rkiji +Rkijlg

+
1

4
fRkiki �Rkikl +Rklji �Rkljl �Rklki +Rklklg :

Mais ainda, temos que

K (@l ^ @j) = Rljlj , K (@i ^ @k) = Rikik , K (@j ^ @k) = Rjkjk , K (@l ^ @i) = Rlili:

Pela primeira identidade de Bianchi que

Rijkl =
1

3
(2Rijkl �Rlkij)

=
1

3
(2Rijkl +Rilkj +Rkilj)

=
1

3
(Rijkl +Rilkj �Rjikl �Rjlki)

=
2

6

4Rijkl + 2Rilil + 4Rilkj + 2Rkjkj
4

� 2
6

4Rjikl + 2Rjljl + 4Rjlki + 2Rkiki
4

+
1

6
Rljlj +

1

6
Rikik �

1

6
Rjkjk �

1

6
Rlili

= A+B + C +D + E + F +G+H + I;

em que as letras maiúsculas A;C;E e G denotam as seguintes expressões:

8>>>>>><>>>>>>:

A = 2
6 �

1
4 fRijij +Rijil +Rijkj +Rijkl +Rilij +Rilil +Rilkj +Rilkl +Rkjij +Rkjilg

C = 2
6 �

1
4 fRijij �Rijil �Rijkj +Rijkl �Rilij +Rilil +Rilkj �Rilkl �Rkjij +Rkjilg

E = �2
6 �

1
4 fRjiji +Rjijl +Rjiki +Rjikl +Rjlji +Rjljl +Rjlki +Rjlkl +Rkiji +Rkijlg

G = �2
6 �

1
4 fRjiji �Rjijl �Rjiki +Rjikl �Rjlji +Rjljl +Rjlki �Rjlkl �Rkiji +Rkijlg

;
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e as letras B;D;F;H e I denotam os seguintes:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

B = 2
6 �

1
4 fRkjkj +Rkjkl +Rklij +Rklil +Rklkj +Rklklg

D = 2
6 �

1
4 fRkjkj �Rkjkl +Rklij �Rklil �Rklkj +Rklklg

F = �2
6 �

1
4 fRkiki +Rkikl +Rklji +Rkljl +Rklki +Rklklg

H = �2
6 �

1
4 fRkiki �Rkikl +Rklji �Rkljl �Rklki +Rklklg

I = 1
6Rljlj +

1
6Rikik �

1
6Rjkjk �

1
6Rlili;

:

Usando as igualdade que �zemos previamente, concluímos que

Rijkl =
1

6
f2K (ei + ek ^ ej + el) + 2K (ei � ek ^ ej � el)� 2K (ej + ek ^ ei + el)g

+
1

6
f�2K (ej � ek ^ ei � el) + 2K (@l ^ @j) +K (@i ^ @k)�K (@j ^ @k)�K (@l ^ @i)g :

Lema de Berger

Um resultado simples mas muito importante é o chamado lema de Berger. Mostraremos que o tensor de

curvatura pode ser limitado sempre que a curvatura seccional é limitada (superior e inferiormente):

Lema A.6 (de Berger) Dada uma variedade riemanniana (M; g). Suponha que em algum ponto p a

curvatura seccional é limitada. Seja � := maxu;v2TpM fK (u ^ v)g e � := minu;v2TpM fK (u ^ v)g : Se

u; v; w; x 2 TpM são vetores ortonormais, então

jR (u; v; w; v)j � 1

2
(�� �) e jR (u; v; w; x)j � 2

3
(�� �) :

Demonstração. Primeiramente, notemos que:

R (u+ w; v; u+ w; v) = R (u; v; u+ w; v) +R (w; v; u+ w; v)

= R (u; v; u; v) +R (u; v; w; v) +R (w; v; u; v) +R (w; v; w; v) :

Além disso,

R (u� w; v; u� w; v) = R (u; v; u� w; v)�R (w; v; u� w; v)

= R (u; v; u; v)�R (u; v; w; v)�R (w; v; u; v) +R (w; v; w; v) :
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Portanto, segue que

R (u+ w; v; u+ w; v)�R (u� w; v; u� w; v) = 2R (u; v; w; v) + 2R (w; v; u; v)

= 2R (u; v; w; v) + 2R (u; v; w; v)

= 4R (u; v; w; v) :

Segue desta identidade e da de�nição de curvatura seccional que:

2 jR (u; v; w; v)j = 1
2 jR (u+ w; v; u+ w; v)�R (u� w; v; u� w; v)j

= 1
2

���K ((u+ w) ^ v)�ju+ wj2 jvj2 � hu+ w; vi��K ((u� w) ^ v)�ju� wj2 jvj2 � hu� w; vi����
= 1

2

���K ((u+ w) ^ v) ju+ wj2 �K ((u� w) ^ v) ju� wj2���
= 1

2

���K ((u+ w) ^ v) �p2�2 �K ((u� w) ^ v) �p2�2��� = jK ((u+ w) ^ v)�K ((u� w) ^ v)j
� �� �:

Para a segunda desigualdade, notemos que

R (u; v + x;w; v + x) = R (u; v; w; v + x) +R (u; x; w; v + x)

= R (u; v; w; v) +R (u; v; w; x) +R (u; x; w; v) +R (u; x; w; x) :

Além disso,

R (u; v � x;w; v � x) = R (u; v; w; v � x)�R (u; x; w; v � x)

= R (u; v; w; v)�R (u; v; w; x)�R (u; x; w; v) +R (u; x; w; x) :

Logo, segue que

R (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x) = 2R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v) :

Notemos também que

R (v; u� x;w; u� x) = R (v; u; w; u� x)�R (v; x; w; u� x)

= R (v; u; w; u)�R (v; u; w; x)�R (v; x; w; u) +R (v; x; w; x) :
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Além disso,

R (v; u+ x;w; u+ x) = R (v; u; w; u+ x) +R (v; x; w; u+ x)

= R (v; u; w; u) +R (v; u; w; x) +R (v; x; w; u) +R (v; x; w; x) :

Portanto,

R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x) = �2R (v; u; w; x)� 2R (v; x; w; u) :

Logo, obtemos que:

R (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x) +R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x)

= 2R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v)� 2R (v; u; w; x)� 2R (v; x; w; u)

= 2R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v) + 2R (u; v; w; x)� 2R (v; x; w; u)

= 4R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v)� 2R (v; x; w; u) :

Olhando para os dois últimos termos e usando a segunda identidade de Bianchi, vemos que

2R (u; x; w; v)� 2R (v; x; w; u) = 2R (u; x; w; v)� 2R (w; u; v; x) = 2R (u; x; w; v) + 2R (w; u; x; v)

= 2 (R (u; x; w; v) +R (w; u; x; v)) = 2 (�R (x;w; u; v))

= �2R (x;w; u; v) :

Logo, segue que

R (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x) +R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x)

= 4R (u; v; w; x) + 2R (u; x; w; v)� 2R (v; x; w; u) = 4R (u; v; w; x)� 2R (x;w; u; v)

= 4R (u; v; w; x)� 2R (u; v; x; w) = 4R (u; v; w; x) + 2R (u; v; w; x)

= 6R (u; v; w; x) :

Usando essa igualdade e a primeira desigualdade demonstrada, segue que:

6 jR (u; v; w; x)j = jR (u; v + x;w; v + x)�R (u; v � x;w; v � x)+R (v; u� x;w; u� x)�R (v; u+ x;w; u+ x) j
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=
���2R�u; v+xp

2
; w; v+xp

2

�
� 2R

�
u; v�xp

2
; w; v�xp

2

�
+ 2R

�
v; u�xp

2
; w; u�xp

2

�
� 2R

�
v; u+xp

2
; w; u+xp

2

����
� 2

���R�u; v+xp
2
; w; v+xp

2

����+ 2 ���R�u; v�xp
2
; w; v�xp

2

����+ 2 ���R�v; u�xp
2
; w; u�xp

2

����+ 2 ���R�v; u+xp
2
; w; u+xp

2

����
� (�� �) + (�� �) + (�� �) + (�� �)

= 4 (�� �) ;

onde ortonormalizamos o segundo e o quarto argumentos de R multiplicando e dividindo por 2.

Estrutura do Fibrado Pullback

Sejam M e N duas variedades diferenciáveis, seja E um �brado vetorial sobre N e seja f :M ! N uma

aplicação suave.

De�nição A.24 (Fibrado Pullback) O �brado pullback de E por f , denotado por f�E é o �brado

vetorial suave sobre M de�nido por

f�E =
�
(p; �) : p 2M; � 2 Ef(p)

	
=
G
p2M

Ef(p):

Temos uma aplicação natural entre os �brados f�E e E, que é dada por ' : f�E ! E, em que

' (p; v) := (f (p) ; v) : (A.28)

Vamos mostrar que ' é um isomor�smo de �brados, isto é, para cada p 2M a aplicação 'p : (f
�E)p !

Ef(p) é um isomor�smo. De fato, se ' (p; v1) = ' (p; v2), então (f (p) ; v1) = (f (p) ; v2), ou seja, v1 = v2,

e assim, (p; v1) = (p; v2) : Além disso, dado (f (p) ; v) 2 Ef(p), tome (p; v) 2 (f�E)p : Segue que

(f (p) ; v) = ' (p; v) :

Se f�1; :::; �kg é um referencial local para E em uma vizinhança V de f (p) 2 N , então Ei (x) =

�i (f (x)), i = 1; :::; k é um referencial local para f�E na vizinhança
�
f�1 (V )

�
de p.

Lema A.7 Temos as seguintes igualdades:

(f�E)� = f� (E�) e (f�E1)
 (f�E2) = f� (E1 
 E2) :
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Demonstração. De fato, temos que

f� (E�) =
G
p2M

(E�)f(p) =
G
p2M

�
Ef(p)

��
=
�
(p; !) : p 2M; ! 2

�
Ef(p)

��	
;

por outro lado,

(f�E)� =
n
(p; !) : p 2M; ! 2

�
(f�E)p

��o
;

mas (f�E)p = Ef(p), ou seja, f� (E�) = (f�E)
�.

Além disso, pela de�nição de produto tensorial de �brado,

(f�E1)
 (f�E2) =
n
(p; !1)
 (p; !2) : p 2M ; !1 2 (f�E1)p ; !2 2 (f

�E2)p

o
:

Por outro lado,

f� (E1 
 E2) =
n
(p; !1 
 !2) : p 2M; !1 
 !2 2 (f� (E1 
 E2))p

o
:

Mas

f� (E1 
 E2) =
G
p2M

(E1 
 E2)f(p) =
G
p2M

�
(E1)f(p) 
 (E2)f(p)

�
;

e portanto

(f� (E1 
 E2))p = (E1)f(p) 
 (E2)f(p) :

E como (f�E1)p = (E1)f(p) e (f
�E2)p = (E2)f(p), temos segunda igualdade.

Restrições

A restrição �f 2 � (f�E) de � 2 � (E) para f é de�nida por

�f (p) :=
�
'j(f�E)p

��1
(� (f (p))) 2 Ef(p) = (f�E)p ;

para todo p 2M , em que ' : f�E ! E é a aplicação de�nida pela expressão (A.28).

Exemplo A.11 Suponha g uma métrica em um �brado vetorial E. Então g 2 � (E� 
 E�) ; e por

restrição obtemos que

gf 2 � (f� (E� 
 E�)) = � (f� (E�)
 f� (E�)) = � ((f�E)� 
 (f�E)�) ;
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é uma métrica em (f�E) (a "restrição"de g em f): Se �; � 2 (f�E)p = Ef(p); então

(gf (p)) (�; �) = (g (f (p))) (�; �) :

Observação A.3 Ao usar essa terminologia, queremos distinguir a restrição de um campo tensorial em

E (que é uma seção de um �brado tensorial sobre f�E) com o pullback de um tensor no �brado tangente.

Assim, a métrica no exemplo acima não deve ser chamada de "métrica pullback". Observe que podemos

restringir tensores covariantes e contravariantes, em contraste com a situação com pullbacks.

Exemplo A.12 Dada uma seção X 2 � (TM) = X (M), o pushforward de X é a seção f�X 2

� (f�TN) de�nida por

(f�X) (p) = dfp:X(p) 2 Tf(p)N = (f�TN)p :

Pullbacks de Tensores

Por dualidade (combinada com a restrição), podemos de�nir uma operação que leva (k; 0)-tensores

de N em (k; 0)-tensores de M , que é chamada operação pullback: Se S é um (k; 0)-tensor em N�
isto é, S 2 �

�

kT �N

��
; então por restrição segue que Sf 2 �

�

kf�T �N

�
, e de�nimos f�S 2 �

�

kT �M

�
,

em que

(f�S) (X1; :::; Xk) := S (f�X1; :::; f�Xk) ;

onde Xi 2 X (M), i = 1; :::; k.

Exemplo A.13 Se f é um mergulho e g é uma métrica riemanniana em N , então f�g é a métrica

pullback em M (frequentemente chamada de métrica induzida).

Essa de�nição pode ser um estendida para tensores cujo contradomínio é um �brado: Suponha que

S 2 �
�

kT �N 
 E

�
é um (k; 0)-campo tensorial em N com valores em E. Então sua restrição nos dá

Sf 2 �
�

k (f�T �N)
 f�E

�
; e vamos denotar por f�S o (k; 0)-tensor emM com valores em f�E de�nido

por

(f�S) (X1; :::; Xk) = Sf (f�X1; :::; f�Xk) :

Isto é, temos a mesma expressão, exceto pelo fato de que agora ambos os lados da igualdade estão em

f�E.
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A Conexão Pullback

Considere uma variedade M e seja r uma conexão em um �brado vetorial E sobre uma variedade N , e

f :M ! N uma aplicação suave.

Teorema A.6 Existe uma única conexão fr em f�E (chamada de conexão pullback) tal que

�
frX

�
�f
��
(p) =

�
'j(f�E)p

��1 �
rdfp(X(p))�

�
(f (p)) ; (A.29)

para todo X 2 � (TM) e todo � 2 � (E),em que ' : f�E ! E é de�nida pela expressão (A.28).

Demonstração. Um referencial local B = fsigni=1 em E induz um referencial local em f�E, B0 =

fs0ig
n
i=1, de�nido por

s0i (p) :=
�
'j(f�E)p

��1
(si (f (p))) ;

Com isso, de�nimos a aplicação

fr : � (TM)� � (f�E)! � (f�E)

na base B0 por �
frXs

0
i

�
(p) :=

�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(X(p))si

�
(f (p))

�
em que p pertence a um aberto de uma carta. Como M é coberto por cartas, a expressão acima está

globalmente de�nida.

Como toda seção s0 2 � (f�E) é da forma s0 = f1s
0
1 + :::+ fns

0
n, usando a regra de Leibniz a conexão

�ca completamente de�nida. Isto é, de�nimos

�
frXs

�
(p) :=

nX
i=1

X (p) (fi) s
0
i (p) + fi (p)

�
frXs

0
i

�
(p) :

Como todo M é coberto com cartas, fr está globalmente de�nida.

Dados A;B 2 � (TM) e g; h 2 C1 (M),�
frgA+hBs

�
(p) =

Pn
i=1 (gA+ hB) (p) (fi) s

0
i (p) + fi (p)

�
frgA+hBs

0
i

�
(p)

=
Pn

i=1 (gA+ hB) (p) (fi) s
0
i (p) +

Pn
i=1 fi (p)

�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(g(p)A(p)+h(p)B(p))si

�
(f (p))

�
=
Pn

i=1 (gA+ hB) (p) (fi) s
0
i (p)

+
Pn

i=1 fi (p)
�
'j(f�E)p

��1 �
g (p)

�
rdfp(A(p))si

�
(f (p)) + h (p)

�
rdfp(B(p))si

�
(f (p))

�
=
Pn

i=1 g (p)A (p) (fi) s
0
i (p) + h (p)B (p) (fi) s

0
i (p)



367

+
Pn

i=1 fi (p)

�
g (p)

�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(A(p))si

�
(f (p))

�
+ h (p)

�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(B(p))si

�
(f (p))

��
:

Reagrupando os termos, vemos que�
frgA+hBs

�
(p) = g (p)

Pn
i=1A (p) (fi) s

0
i (p) + fi (p)

�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(A(p))si

�
(f (p))

�
+h (p)

Pn
i=1B (p) (fi) s

0
i (p) + fi (p)

�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(B(p))si

�
(f (p))

�
= g (p)

�
frAs

0� (p) + h (p) �frBs
�
(p) ;

para todo p 2 M . Além disso, dados d; e 2 C1 (M) e u = f1s
0
1 + :::+ fns

0
n e v = g1s

0
1 + :::+ gns

0
n 2

� (f�E), segue que

�
frA (du+ ev)

�
(p) =

 
frA

 
nX
i=1

(dfi + egi) s
0
i

!!
(p)

=

nX
i=1

A (p) (dfi + egi) s
0
i (p) + (dfi + egi) (p)

�
frAs

0
i

�
(p)

=
nX
i=1

A (p) (dfi) s
0
i (p) +A (p) (egi) s

0
i (p) + (d (p) fi (p) + e (p) gi (p))

�
frAs

0
i

�
(p)

=
nX
i=1

[fi (p)A (p) (d) + d (p)A (p) (fi)] s
0
i (p)

+
nX
i=1

[gi (p)A (p) (e) + e (p)A (p) (gi)+] s
0
i (p)

+
nX
i=1

d (p) fi (p)
�
frAs

0
i

�
(p) + e (p) gi (p)

�
frAs

0
i

�
(p)

Fazendo a distributiva, vemos que

�
frA (du+ ev)

�
(p) =

nX
i=1

fi (p) s
0
i (p)A (p) (d) + d (p)A (p) (fi) s

0
i (p) + gi (p) s

0
i (p)A (p) (e)

+
nX
i=1

e (p)A (p) (gi) s
0
i (p) + d (p) fi (p)

�
frAs

0
i

�
(p) + e (p) gi (p)

�
frAs

0
i

�
(p)

= A (p) (d)u(p) +A (p) (e) v (p) + d (p)

 
nX
i=1

A (p) (fi) s
0
i (p) + fi (p)

�
frAs

0
i

�
(p)

!

+e (p)

 
nX
i=1

A (p) (gi) s
0
i (p) + gi (p)

�
frAs

0
i

�
(p)

!
= A (p) (d)u(p) + d (p)

�
frAu

�
(p) +A (p) (e) v (p) +

�
frAv

�
(p) :

Ou seja, vemos que fr é uma conexão em f�E.
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Por �m, se � 2 � (E) e �f 2 � (f�E) é a restrição de � para f , segue que existem g1; :::; gn 2 C1 (N)

tais que

� =

nX
i=1

gisi:

Por outro lado, existem h1; :::; hn 2 C1 (M) tais que

�f =
nX
i=1

his
0
i:

Por de�nição de �f ,

nX
i=1

gi (f (p))
�
'j(f�E)p

��1
(si (f (p))) =

�
'j(f�E)p

��1 nX
i=1

gi (f (p)) si (f (p))

!

=
�
'j(f�E)p

��1
(� (f (p))) = �f (p)

=

nX
i=1

hi (p) s
0
i (p) =

nX
i=1

hi (p)
�
'j(f�E)p

��1
(si (f (p))) :

Como 'j(f�E)p é um isomor�smo e pela unicidade das coordenadas em uma determinada base, segue que

hi (p) = gi (f (p)) , i = 1; :::; n.

Portanto,

�
frX

�
�f
��
(p) =

 
frX

 
nX
i=1

his
0
i

!!
(p) =

nX
i=1

�
frX

�
his

0
i

��
(p) =

nX
i=1

�
frX

�
(gi � f) s0i

��
(p)

=

nX
i=1

�
frX

�
(gi � f) s0i

��
(p) =

nX
i=1

X(p) (gi � f) s0i (p) + (gi � f) (p)
�
frXs

0
i

�
(p)

=
nX
i=1

d (gi � f)pX(p)s
0
i (p) + (gi � f) (p)

�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(X(p))si

�
(f (p))

�
=

nX
i=1

d (gi � f)pX(p)
�
'j(f�E)p

��1
(si (f (p)))

+

nX
i=1

(gi � f) (p)
�
'j(f�E)p

��1 ��
rdfp(X(p))si

�
(f (p))

�
:
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Por linearidade, vemos que

�
frX

�
�f
��
(p) =

�
'j(f�E)p

��1 nX
i=1

d (gi � f)pX(p) (si (f (p))) + (gi � f) (p)
��
rdfp(X(p))si

�
(f (p))

�!

=
�
'j(f�E)p

��1 nX
i=1

d (gi)p (dfp (X(p))) (si (f (p))) + (gi � f) (p)
��
rdfp(X(p))si

�
(f (p))

�!

=
�
'j(f�E)p

��1 nX
i=1

(dfp (X(p))) (gi) (si (f (p))) + gi (f (p))
��
rdfp(X(p))si

�
(f (p))

�!

=
�
'j(f�E)p

��1 �
rdfp(X(p))�

�
(f (p)) :

Para provar a unicidade, notemos que os elementos de B0 são restrições dos respectivos elementos de B

para f . Portanto, se er é outra conexão em f�E que satisfaz a igualdade (A.29), então

�erXs
�
(p) =

 erX

nX
i=1

fis
0
i

!
(p) =

nX
i=1

X (p) (fi) s
0
i (p) + fi (p)

�erXs
0
i

�
(p)

=
nX
i=1

X (p) (fi) s
0
i (p) + fi (p)

�
'j(f�E)p

��1 �
rdfp(X(p))si

�
(f (p))

=
nX
i=1

X (p) (fi) s
0
i (p) + fi (p)

�
frXs

0
i

�
(p)

=
�
frXs

�
(p) ;

para todo s =
Pn

i=1 fis
0
i 2 � (f�E), X 2 � (TM) e p 2M , ou seja, fr é única.

Proposição A.18 Se g é uma métrica em E e r é uma conexão em E compatível com g, então fr é

compatível com gf :

Demonstração. Como r é compatível com g se e somente se rg = 0, basta mostrar que se rg = 0

então frgf = 0: De fato, usando que rg = 0, vemos o seguinte:

frv (gf ) = rf�vg = 0;

para todo v 2 TM , ou seja, frgf = 0.

Proposição A.19 A curvatura da conexão pullback é o pullback da curvatura da conexão original. Em
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particular,

Rfr (X;Y )
�
�f
�
= (f�Rr) (X;Y ) (�) ;

onde X;Y 2 X (M) e � 2 � (E) : Note que Rr 2 � (T �N 
 T �N 
 E� 
 E) de modo que

f�Rr 2 � (T �M 
 T �M 
 f� (E� 
 E))

= � (T �M 
 T �M 
 f�E� 
 f�E)

= � (T �M 
 T �M 
 (f�E)� 
 f�E) :

Demonstração. Como a curvatura é tensorial, é o bastante checar a fórmula para uma base. Escolha

um referencial local f�pgkp=1 para E, de modo que
n
(�p)f

ok
p=1

é um referencial local para f�E: Também

escolhemos uma carta (V;  ) em N tal que f (p) 2 V e uma carta (U;') em M tal que p 2 U: Se

' =
�
'1; :::; 'm

�
de�na f� := '� � f , � = 1; :::;m: Então

Rfr (@i; @j) (�p)f =
�
fr
�
@j

��
fr
�
@i
(�p)f

�
�
�
fr
�
@i

��
fr
�
@j
(�p)f

�
=

�
fr
�
@j
(rf�@i (�p))�

�
fr
�
@i

�
rf�@j (�p)

�
=

�
fr
�
@j

�
rPm

�=1 @i(f
�)@� (�p)

�
�
�
fr
�
@i

�
rPm

�=1 @j(f
�)@� (�p)

�
=

mX
�=1

�
fr
�
@j
(@i (f

�)r@� (�p))�
�
fr
�
@i
(@j (f

�)r@� (�p))

=

mX
�=1

@j@i (f
�)r@� (�p) + @i (f

�)
�
fr
�
@j
(r@� (�p))f

�
mX
�=1

@i@j (f
�)r@� (�p)�

mX
�=1

@j (f
�)
�
fr
�
@i
(r@� (�p))f :

Cancelando os termos iguais e usando a de�nição de fr, vemos que

Rfr (@i; @j) (�p)f =

mX
�=1

@i (f
�)rf�@j (r@� (�p))� @j (f�)rf�@i (r@� (�p))

=
mX
�=1

@i (f
�)rf�@j (r@� (�p))�

mX
�=1

@j

�
f�
�
rf�@i

�
r@� (�p)

�
=

mX
�=1

@i (f
�)rPm

�=1 @j(f�)@�
(r@� (�p))�

mX
�=1

@j

�
f�
�
rPm

�=1 @i(f
�)@�

�
r@� (�p)

�
=

mX
�;�=1

@i (f
�) @j

�
f�
�
r@� (r@� (�p))� @j

�
f�
�
@i (f

�)r@�

�
r@� (�p)

�
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=
mX

�;�=1

@i (f
�) @j

�
f�
� �
r@� (r@� (�p))�r@�

�
r@� (�p)

��

=

mX
�;�=1

@i (f
�) @j

�
f�
�
(Rr (@�; @�) (�p)) = Rr

0@ mX
�=1

@i (f
�) @�;

mX
�=1

@j

�
f�
�
@�

1A (�p)
= Rr (f�@i; f�@j) (�p) = (f

�Rr) (@i; @j) (�p) :

Quando puxamos um �brado tangente, temos outra propriedade importante:

Proposição A.20 Se r é uma conexão simétrica em TN , então a conexão pullback fr em f�TN é

simétrica no seguinte sentido:

frU (f�V )�f rV (f�U) = f� ([U; V ]) ;

para todo U; V 2 � (TM) :

Demonstração. Como antes, seja uma carta (W1;  ) em N tal que f (p) 2 W1 e uma carta (W2; ')

em M tal que p 2W2: Escrevendo U =
Pn

i=1 U
i@i e V =

Pn
j=1 V

j@j segue que

frU

�
f�
Pn

j=1 V
j@j

�
�f rV

�
f�
Pn

i=1 U
i@i
�
=f rU

�Pn
j=1 V

jf�@j
�
�f rV

�Pn
i=1 U

if�@i
�

=
Pn

j=1

�
fr
�
U

�
V jf�@j

�
�
Pn

i=1

�
fr
�
V

�
U if�@i

�
=
Pn

j=1

�
fr
�
U

�
V j
Pm

�=1 @j (f
�) @�

�
�
Pn

i=1

�
fr
�
V

�
U i
Pm

�=1 @i
�
f�
�
@�

�
=
Pn

j=1

Pm
�=1

�
fr
�
U

�
V j@j (f

�) @�
�
�
Pn

i=1

Pm
�=1

�
fr
�
V

�
U i@i

�
f�
�
@�
�

=
Pn

j=1

Pm
�=1

�
fr
�Pn

i=1 U
i@i

�
V j@j (f

�) @�
�
�
Pn

i=1

Pm
�=1

�
fr
�Pn

j=1 V
j@j

�
U i@i

�
f�
�
@�
�

=
Pn

j;i=1

Pm
�=1 U

i
�
fr
�
@i

�
V j@j (f

�) @�
�
�
Pn

i;j=1

Pm
�=1 V

j
�
fr
�
@j

�
U i@i

�
f�
�
@�
�

Pela regra do produto, segue que

frU

�
f�
Pn

j=1 V
j@j

�
�frV

�
f�
Pn

i=1 U
i@i
�
=
Pn

j;i=1

Pm
�=1 U

i@i
�
V j@j (f

�)
�
@�+U

iV j@j (f
�)
�
fr
�
@i
(@�)f

�
Pn

i;j=1

Pm
�=1 V

j@j
�
U i@i

�
f�
��
@� + V

jU i@i
�
f�
� �

fr
�
@j
(@�)f

=
Pn

j;i=1

Pm
�=1 U

i@i
�
V j@j (f

�)
�
@� + U

iV j@j (f
�)rf�@i@�

�
Pn

i;j=1

Pm
�=1 V

j@j
�
U i@i

�
f�
��
@� + V

jU i@i
�
f�
�
rf�@j@�

=
Pn

j;i=1

Pm
�=1 U

i
�
@i
�
V j
�
@j (f

�) + V j@i@j (f
�)
�
@� + U

iV j@j (f
�)rf�@i@�

�
Pn

i;j=1

Pm
�=1 V

j
�
@j
�
U i
�
@i
�
f�
�
+ U i@j@i

�
f�
��
@� + V

jU i@i
�
f�
�
rf�@j@�

= f� ([U; V ])



372

Transporte Paralelo

O transporte paralelo é uma maneira de usar a conexão para dados geométricos de diferentes pontos ao

longo de curvas suaves:

Seja r uma conexão em um �brado � : E ! M: Se  : I ! M é uma curva suave, então uma seção

suave ao longo de  é uma seção de �E. Associado a isso temos a conexão pullback r. Uma seção

V ao longo de  é dita paralela ao longo de  se

r@tV � 0. (A.30)

Em um referencial local fejgnj=1 em torno de  (t0),

(r@tV ) (t0) =

0@r@t

nX
j=1

V j (t) ej � 

1A (t0) = nX
j=1

�
r@tV

j (t) ej � 
�
(t0)

=

nX
j=1

�
V j
�0
(t0) ej ( (t0)) + V

j (t0) (
r@tej � ) (t0)

=
nX
j=1

�
V j
�0
(t0) ej ( (t0)) + V

j (t0)
�
r�@tej

�
( (t0))

=
nX
j=1

�
V j
�0
(t0) ej ( (t0)) + V

j (t0)
�
rPn

i=1(
i)0ei

(ej)
�
( (t0)) :

Pela linearidade de r, vemos que

(r@tV ) (t0) =

nX
j=1

�
V j
�0
(t0) ej ( (t0)) +

nX
i=1

@t
�
i
�
V j (t0) (reiej) ( (t0))

=
nX
j=1

�
V j
�0
(t0) ej ( (t0)) +

nX
i=1

�
i
�0
(t0)V

j (t0)
nX
k=1

�kij ( (t0)) ek ( (t0))

=
nX
j=1

�
V j
�0
(t0) ej ( (t0)) +

nX
i;j;k=1

�
i
�0
(t0)V

j (t0) �
k
ij ( (t0)) ek ( (t0))

=

nX
k=1

�
V k
�0
(t0) ek ( (t0)) +

nX
i;j;k=1

�
i
�0
(t0)V

j (t0) �
k
ij ( (t0)) ek ( (t0))

=

0@ nX
k=1

�
V k
�0
(t0) +

nX
i;j=1

�
i
�0
(t0)V

j (t0) �
k
ij ( (t0))

1A ek ( (t0)) :

Ou seja, temos o seguinte sistema linear:
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8>>><>>>:
�
V 1
�0
= �

Pn
i;j=1

�
�1ij � 

� �
i
�0
V j

...

(V n)0 = �
Pn

i;j=1

�
�nij � 

� �
i
�0
V j

(A.31)

Teorema A.7 Dada uma curva  : I !M e um vetor V0 2 E(0), existe uma única seção paralela V ao

longo de  tal que V (0) = V0: Tal V é dito transporte paralelo de V0 ao longo de .

Demonstração. Esse resultado é imediato, uma vez que o sistema (A.31) é uma EDO vetorial linear.

Junto com a condição inicial V (0) = V0, a teoria de EDO nos garante a existência e a unicidade das

funções

V i : I ! R, para todo i = 1; :::; n

De�nindo V (t) :=
Pn

j=1 V
j (t) ej �  (t), temos o resultado.

Dada uma curva , o teorema acima nos permite de�nir a família de aplicações P t : E(0) ! E(t)

por

P t (V0) = V (t0) ;

em que V é o transporte paralelo de V0 ao longo de . Observe que P

t é um isomor�smo linear, para

todo t 2 I.

De fato, dados �; � 2 R e V0;W0 2 E(0) sejam V e W as únicas seções paralelas ao longo de  tais

que V (0) = V0 e W (0) =W0, respectivamente. Segue que8<: r@t (�V + �W ) = �r@tV + �
r@tW = 0 + 0 = 0;

(�V + �W ) (0) = �V (0) + �W (0) = �V0 + �W0:

Portanto vemos que

P t (�V0 + �W0) = �V (t) + �W (t) = �P t (V0) + �P

t (W0) :

Seja e : I = [a; b]!M em que e (t) =  ((1� t) b+ ta) : É fácil veri�car que

P et = (P t )�1 :
e portanto, P t é um isomor�smo. Uma outra forma de ver isso, é notar que para quaisquer seções
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paralelas X;Y ao longo de ,

(r)@t (g (X (t) ; Y (t))) = g
��
(r)@t X

�
(t) ; Y (t)

�
+ g

�
X (t) ;

�
(r)@t Y

�
(t)
�

= g (0; Y (t)) + g (X(t); 0) = 0;

ou seja, o módulo e o ângulo entre os vetores das seções paralelas são constantes ao longo de : Portanto se

Pt (V0) = 0, segue que V0 = 0, e isso nos garante a injetividade de Pt. Por �m, como dimE(0) = dimE(t),

segue do teorema do núcleo e da imagem a sobrejetividade de Pt.

Decomposição do Espaço Tangente da Variedade Produto

Dadas duas variedades M1 e M2, seja �j : M1 �M2 ! Mj a projeção canônica, j = 1; 2. Se � : I !

M1 �M2 é uma curva suave, podemos escrever

� (t) = (�M1 (t) ; �M2 (t)) ; t 2 I

onde �M1 = �1 � � : I ! M1 e �M2 = �2 � � : I ! M2. O pushforward (�j)� : T (M1 �M2) ! TMj

induz, via �brado pullback, os seguinte mor�smos de �brados sobre M1 �M2 :

�1 : ((q; r) ; [�]) 2 T (M1 �M2)! ((q; r) ; [�M1 ]) 2 ��1 (TM1)

�2 : ((q; r) ; [�]) 2 T (M1 �M2)! ((q; r) ; [�M2 ]) 2 ��2 (TM2)

Nesse caso, temos o seguinte isomor�smo :

Proposição A.21 Dadas duas variedades M1 e M2. A aplicação

[�] 2 T(q;r) (M1 �M2)
(�1��2)(q;r)7�! ([�M1 ] ; [�M2 ]) 2 TqM1 � TrM2

é um isomor�smo linear (chamaremos esta aplicação de identi�cação canônica) entre T(q;r) (M1 �M2)

e TqM1 � TrM2.

Demonstração. De fato, dados [�] ; [�] 2 T(q;r) (M1 �M2) e a; b 2 R, segue que

a� (t) + b� (t) = a (�M1 (t) ; �M2 (t)) + b
�
�M1

(t) ; �M2
(t)
�
=
�
a�M1 (t) + b�M1

(t) ; a�M2 (t) + b�M2
(t)
�
:
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Portanto,

(�1 ��2)(q;r) (a [�] + b [�]) = (�1 ��2) ([a�+ b�]) =
��
a�M1 + b�M1

�
;
�
a�M2 + b�M2

��
=

�
a [�M1 ] + b

�
�M1

�
; a [�M2 ] + b

�
�M2

��
= a ([�M1 ] ; [�M2 ]) + b

��
�M1

�
;
�
�M2

��
= a (�1 ��2)(q;r) ([�]) + b (�1 ��2)(q;r) ([�]) :

Além disso, se (�1 ��2)(q;r) ([�]) = (�1 ��2)(q;r) ([�]), segue que

([�M1 ] ; [�M2 ]) =
��
�M1

�
;
�
�M2

��
e portanto, dada uma carta produto dada uma carta produto (U � V; '1 � '2) de M1 � M2 tal que

(q; r) 2 U � V , segue que

('1 � '2 � �)0 (0) =
�
('1 � �M1)

0 (0) ; ('2 � �M2)
0 (0)

�
=

��
'1 � �M1

�0
(0) ;

�
'2 � �M2

�0
(0)
�
= ('1 � '2 � �)0 (0) ;

ou seja, [�] = [�]. Por �m, a igualdade dimensional e o teorema do núcleo e da imagem garantem a

sobrejetividade de (�1 ��2)(q;r).

Pela proposição acima vemos que a aplicação

�1 ��2 : ((q; r) ; [�]) 2 T (M1 �M2) 7!
�
(q; r) ; (�1 ��2)(q;r) ([�])

�
2 ��1 (TM1)� ��2 (TM2)

é um isomor�smo de �brados.

Além disso, notemos que se ((q; r) ; [�M1 ]) 2 ��1 (TM1),podemos de�nir a curva � : I ! M1 �M2 em

que

� (t) = (�M1 (t) ; �M2 (t)) = (�M1 (t) ; r) ; t 2 I:

Segue por construção que

((q; r) ; [�]) 2 T (M1 �M2) e �1 (((q; r) ; [�])) = ((q; r) ; [�M1 ]) ;

ou seja, �1 é uma aplicação sobrejetora de �brados (de modo análogo veri�ca-se que �2 também o é).

Portanto por de�nição de �brado pullback, existem sub�brados bem de�nidos E1 e E2 em T (M1 �M2),
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em que

E1 = ker�1 = f((q; r) ; [�]) 2 T (M1 �M2) : [�M1 ] = 0g ' ��2 (TM2) ;

E2 = ker�2 = f((q; r) ; [�]) 2 T (M1 �M2) : [�M2 ] = 0g ' ��1 (TM1) ;

Logo podemos escrever o isomor�smo de uma outra forma,

T (M1 �M2) ' ker�1 � ker�2:

Exemplo A.14 SeM1 =M eM2 = R são duas variedades, com as projeções canônicas �1 :M�R!M

e �2 :M � R! R; então nas �bras sobre (x0; t0) temos

�2 (v) = �2 ([�]) = [�R] = (�2)� ([�]) = (�2)� (v) = d (�2)(x0;t0) :v

Além disso, a projeção �1 é dada por

�1 (v) = �1 ([�]) = [�M ] = (�1)� ([�]) = (�1)� (v) = d (�1)(x0;t0) :v

Fazendo

G = ker (�2)� = fv 2 T (M � R) : (�2)� (v) = 0g

segue que o �brado tangente de M � R tem a seguinte expressão:

T (M � R) = G� R@t;

pois vale a seguinte igualdade:

(��2 (TR))(x0;t0) = Tt0R = R@tjt0 ;

onde @tjt0 é base coordenada para Tt0R.

Conexões e Métricas em Sub�brados

Considere F um sub�brado de um �brado E sobre uma variedade M . Se E está munido de uma métrica

g, então podemos, naturalmente, induzir uma métrica em F pela inclusão: Se � : F ! E é a inclusão de
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F em E, então a métrica induzida em F é de�nida por

gF :
�
�p; �p

�
2 Fp � Fp 7! gF

�
�p; �p

�
:= g

�
�
�
�p
�
; �
�
�p
��
2 R,

para todo p 2M .

Não há, em geral, nenhuma forma natural para induzir uma conexão em F da conexão r em E.

Consideremos apenas o seguinte caso especial:

De�nição A.25 (Sub�brado Paralelo) Um sub�brado F de um �brado vetorial E é dito paralelo se

F é invariante por transporte paralelo, isto é, para toda curva suave � : I = [0; 1] ! M e toda seção

paralela � de ��E sobre I com � (0) 2 F�(0), segue que � (t) 2 F�(t), para todo t 2 I.

Se F é paralelo, existe uma única conexão rF em F tal que

�
�
rF
U�
�
= rU (� (�)) ;

para todo U 2 X (M) e � 2 � (F ) : Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposição A.22 Um sub�brado F é paralelo se e somente se a conexão r em E leva seções de F para

F , isto é, ru (� (�)) 2 � (Fp) para todo u 2 TpM e todo � 2 � (F ).

Demonstração. Suponha que r em E leva seções de F para F , isto é, ru (� (�)) 2 � (Fp). Com isso,

�ca bem de�nida uma conexão em F de�nida por:

rF
X� := ��1 (rX (� (�))) ;

para todo X 2 � (TM) e todo � 2 � (F ).

Dada uma curva suave � : I = [0; 1]!M e uma seção paralela � de ��E sobre I com � (0) 2 �
�
F�(0)

�
,

segue que ��1 (�) 2 F�(0). Seja � 2 � (��F ) a única seção paralela de ��1 (�) ao longo de � com relação à

conexão rF : Mas então se DF é a derivada covariante com relação à rF temos que

0 = DF (�) (t) =
�
rF
�0
e�� (� (t)) = ��1

��
r�0�

�e��� (� (t))� = ��1
��
r�0

g� (�)� (� (t))� :
Como a inclusão é injetiva, segue que

0 =
�
r�0

g� (�)� (� (t)) = D (� (�)) (t);
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e por unicidade, � (�) é a seção paralela de � (0) ao longo de �. E óbviamente � (�) (t) 2 �
�
F�(t)

�
, para

todo t 2 I

Por outro lado, suponhamos que F é paralela. Dado p 2M , X 2 � (TM) e � 2 � (F ). Dada uma curva

� : I !M tal que � (0) = p e �0 (0) = X (p). Seja fv1; :::; vmg � �
�
F�(0)

�
uma base e fv1(t); :::; vm(t)g o

transporte paralelo de fv1; :::; vmg ao longo de �: Notemos que fv1(t); :::; vm(t)g � �
�
F�(t)

�
por hipótese.

Se D� é a derivada covariante ao longo de �, então

(rX� (�)) (p) =
�
D� (� (�))

�
(0) =

0@D�

0@ mX
j=1

ajvj

1A1A (0) = mX
j=1

�
D�
�
ajvj

��
(0)

=
mX
j=1

�
aj
�0
(0) vj (0) + a

j (0)
�
D� (vj)

�
(0)

=

mX
j=1

�
aj
�0
(0) vj (0) 2 � (Fp) :

Notemos também que se r é compatível com a métrica g em E, e F é um sub�brado paralelo de E,

então rF é compatível com gF : De fato,

gF
�
rF
U�; �

�
+ gF

�
�;rF

U�
�
= g

�
�
�
rF
U�
�
; � (�)

�
+ g

�
� (�) ; �

�
rF
U�
��

= g (rU (� (�)) ; � (�)) + g (� (�) ;rU (� (�)))

= U (g (� (�) ; � (�)))

= U (gF (�; �)) :

Exemplo A.15 Seja E um �brado vetorial com conexão r. Então, o �brado dos (2; 0)-tensores simétri-

cos em E é um sub�brado paralelo do �brado dos (2; 0)-tensores em E. Para mostrar isso, precisamos ver-

i�car que rUT é simétrico sempre que T é um (2; 0)-tensor simétrico: Dados X;Y 2 � (E) e U 2 X (M),

temos

(rUT ) (X;Y ) = rU (T (X;Y ))� T (rUX;Y )� T (X;rUY )

= rU (T (Y;X))� T (Y;rUX)� T (rUY;X)

= (rUT ) (Y;X) :
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A.0.2 Integração e Teoremas da Divergência

Se (M; g) é uma variedade riemanniana orientada com bordo e eg é a métrica induzida em @M (bordo de

M) pela inclusão � : @M !M , então de�nimos a forma de volume de eg por
d�eg = ��

��
d�g
�
j@M

�
:=
�
d�g
�
j@M (�; �; :::; �) ;

onde � (p) é o vetor unitário que gera o espaço vetorial unidimensional (Tp (@M))
c (em que o complementar

é em relação à TpM), p 2M; "apontando para dentro da superfície". Em particular, se X 2 X (M), temos

que

�X
�
d�g
�
j@M =

�
d�g
�
j@M (g (X; �) �; �; :::; �) = g (X; �)

�
d�g
�
j@M (�; �; :::; �) = g (X; �) d�eg:

Com isso, de�nimos o divergente de X, divX, como a quantidade que satisfaz

d (�X (d�)) = (divX) d�: (A.32)

Teorema A.8 (Teorema da Divergência) Seja (M; g) uma variedade riemanniana compacta e ori-

entada. Se X é um campo vetorial, então

Z
M
(divX) d� =

Z
@M

g (X; �) d�:

Em particular, se M é fechada (isto é, compacta e sem bordo), então

Z
M
(divX) d� = 0:

Demonstração. De�na a (n� 1)-forma � por � := �X (d�) : Segue do Teorema de Stokes queZ
M
(divX) d� =

Z
M
d (�X (d�)) =

Z
M
d� =

Z
@M

� =

Z
@M

�X (d�) =

Z
@M

g (X; �) d�:

Em particular, se M é fechada:

Z
M
(divX) d� =

Z
@M

g (X; �) d� =

Z
;
g (X; �) d� = 0:

Como corolário desse teorema, temos alguns resultados úteis:
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Proposição A.23 (Integração por Partes) Em uma variedade riemanniana (M; g) ; com u; v 2 C1 (M)

valem as seguintes:

(a) Em uma variedade fechada, Z
M
(�u) d� = 0;

(b) Em uma variedade compacta,

Z
M
(u�v � v�u) d� =

Z
@M

�
u
@v

@�
� v@u

@�

�
d�:

Em particular, em uma variedade fechada

Z
M
(u�v) d� =

Z
M
(v�u) d�:

(c) Em uma variedade compacta,

Z
M
(u�v) d�+

Z
M
g (ru;rv) d� =

Z
@M

�
u
@v

@�

�
d�:

Em particular, em uma variedade fechada

Z
M
g (ru;rv) d� = �

Z
M
(u�v) d�:

Demonstração. (a) Pela de�nição de laplaciano e pelo Teorema da Divergência,

Z
M
(�u) d� =

Z
M
(divru) d� = 0:

(c) Usando que

div (urv) = u div (rv) + g (ru;rv) = u�v + g (ru;rv)

vemos o seguinte:

Z
M
(u�v) d�+

Z
M
g (ru;rv) d� =

Z
M
div (urv) d� =

Z
@M

g (urv; �) d�

=

Z
@M

ug (rv; �) d�

=

Z
@M

�
u
@v

@�

�
d�:
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Em particular, em uma variedade fechada,

Z
M
(u�v) d�+

Z
M
g (ru;rv) d� =

Z
@M

�
u
@v

@�

�
d� =

Z
;

�
u
@v

@�

�
d� = 0:

(b) Usando a alternativa (c), vemos que

8<:
R
M (u�v) d�+

R
M g (ru;rv) d� =

R
@M

�
u @v@�

�
d�R

M (v�u) d�+
R
M g (rv;ru) d� =

R
@M

�
v @u@�

�
d�

;

subtraindo a segunda equação da primeira, segue que

Z
@M

�
u
@v

@�

�
d� �

Z
@M

�
v
@u

@�

�
d� =

Z
M
(u�v) d�+

Z
M
g (ru;rv) d�

�
Z
M
(v�u) d��

Z
M
g (rv;ru) d�

=

Z
M
(u�v) d��

Z
M
(v�u) d�:

Em particular, se a variedade é fechada então

Z
M
(u�v) d��

Z
M
(v�u) d� =

Z
@M

�
u
@v

@�

�
d� �

Z
@M

�
v
@u

@�

�
d� =

Z
;

�
u
@v

@�

�
d� �

Z
;

�
v
@u

@�

�
d� = 0:

Observações com Relação a Expressão do Divergente

Busquemos uma expressão local para o divergente, de�nido pela expressão (A.32) e mostremos que ela é

equivalente ao traço da derivada covariante. Isto é,

divX = Tr (rX) : (A.33)

Antes de mostrar uma expressão local para o divergente, vamos exibir uma ferramenta que será utilizada

em sua demonstração. Comecemos com algumas de�nições preliminares: Considere uma variedade rie-

manniana M e um (k; 0)-tensor T em M . Seja X 2 X (M) um campo suave em M . De�nimos a função

�X : T k0 (M)! T k�10 (M), em que

(�X (!)) (X1; :::; Xk�1) := ! (X;X1; :::; Xk�1) ;
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para todo X1; :::; Xk�1 2 X (M).

Além disso, dado um campo X 2 X (M), considere f't :M !Mg o �uxo de X, isto é, se p 2 M

então 't (p) é a avaliação em t da única curva suave em M cujo valor em t = 0 é p e cujo vetor velocidade

em t é o campo X avaliado no respectivo ponto da curva. De�nimos a derivada de Lie com relação a

X como a função LX : T kl (M)! T kl (M), em que

(LX!) (p) := lim
t!0

�
'�t
��
't(p)

(! ('t (p)))� ! (p)
t

: (A.34)

Mais ainda, de�nimos a derivada exterior como a única aplicação d : T k0 (M)! T k+10 (M) tal que

1. Se f 2 C1 (M), então d (f) = df a diferencial da função f ;

2. Se f 2 C1 (M), então d (df) = 0;

3. d(� ^ �) = d� ^ � + (�1)p(� ^ d�), em que � 2 T k�p0 (M) e � 2 T p0 (M). (para mais detalhes veja

a Seção B)

Com essas de�nições, pode-se mostrar a seguinte expressão (chamada de Fórmula de Cartan):

d � �X + �X � d = LX , (A.35)

para todo campo X 2 X (M).

Lema A.8 O divergente divX de um campo vetorial X, de�nido pela expressão (A.32), pode ser expresso

em coordenadas locais por

divX = div

 
nX
k=1

Xk@k

!
=

1p
det (gij)

nX
k=1

@k

�
Xk
q
det (gij)

�
: (A.36)

Demonstração. Segue da Fórmula de Cartan e da expressão (A.32) que

(divX) d� = d (�X (d�)) = d (�X (d�)) + 0

= d (�X (d�)) + �X (d (d�))

= (d � �X + �X � d) (d�)

= LXd�:
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Podemos expandir o lado esquerdo da igualdade. Pela de�nição de d�, temos

((divX) d�) (@1; :::; @n) = divX
p
det g:

Podemos também expandir o lado direito da seguinte forma:

(LXd�) (@1; :::; @n) = LX (d� (@1; :::; @n))�
nX
i=1

d� (@1; :::LX@i:::; @n)

= X (d� (@1; :::; @n))�
nX
i=1

d� (@1; ::: [X; @i] :::; @n)

= X
�p

det g
�
+

nX
i=1

d�

0@@1; ::: nX
j=1

@i
�
Xj
�
@j :::; @n

1A
= X

�p
det g

�
+

nX
i;j=1

@i
�
Xj
�
d� (@1; :::@j :::; @n)

= X
�p

det g
�
+

nX
i;j=1

@i
�
Xj
�
�ij
p
det g = X

�p
det g

�
+

nX
i=1

@i
�
Xi
�p

det g

=
nX
i=1

Xi@i

�p
det g

�
+

nX
i=1

@i
�
Xi
�p

det g

=
nX
i=1

@i

�
Xi
p
det g

�
:

Portanto temos que

divX
p
det g =

nX
i=1

@i

�
Xi
p
det g

�
:

Dividindo ambos os lados por
p
det g temos o resultado.

A�rmação A.8.1 As de�nições de divX dadas pelas expressões (A.32) e (A.33) coincidem.

Demonstração. Como a derivada de dxj é dada por

�
rXdx

j
�
(@i) =

�
rXdx

j (@i)
�
� dxj (rX@i) = (rX�ij)� dxj (rX@i) = �dxj (rX@i) ; i; j = 1; :::; n.

a equação (A.33) implica que

Tr (rX) =
nX
i=1

rX
�
@i; dx

i
�
=

nX
i=1

(riX)
�
dxi
�
=

nX
i=1

0@ri

nX
j=1

Xj@j

1A�dxi�
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=
nX

i;j=1

��
@iX

j
�
@j +X

jri@j
� �
dxi
�

=
nX

i;j=1

 �
@iX

j
�
@j +X

j
nX
k=1

�kij@k

!�
dxi
�

=

nX
i;j=1

0@�@iXj
�
�ij +

nX
k;j=1

Xj�kij�ik

1A
=

nX
i=1

�
@iX

i
�
+

nX
i;j=1

Xj�iij :

Por outro lado, a expressão (A.36) implica que

divX =
1p

det (gij)

nX
k=1

�
@kX

k
�q

det (gij) +
1p

det (gij)

nX
k=1

Xk@k

�q
det (gij)

�

=
nX
k=1

�
@kX

k
�
+

1p
det (gij)

nX
k=1

Xk@k

�q
det (gij)

�
;

onde, pela regra da cadeia:

@k

�q
det (gij)

�
=

1

2
p
det (gij)

@k (det (gij))

Dada uma curva suave  : I !M tal que  (0) = p 2M e 0 (0) = @k, segue que

(@k (det (gij))) (p) = @k (det (gij))

=

�
d

dt
det (gij � )

�
t=0

=

�
d

dt
det (gij � )

�
t=0

=

�
det (gij � )Tr

�
(gij � )�1

�
d

dt
(gij � )

�
t=0

��
t=0

=
�
det (gij(p))Tr

��
gij(p)

�
(@k (gij))

��
= det (gij(p))Tr

  
nX

m=1

gim(p)@k (gmj)

!!

= det (gij(p))

nX
m;i=1

gim(p)@k (gmi) :
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Portanto, pela fórmula da derivada do determinante de uma matriz, e pela simetria de g, vemos que

@k

�q
det (gij)

�
=

1

2
p
det (gij)

@k (det (gij)) =
det (gij)

2
p
det (gij)

nX
p;q=1

gpq@k (gpq)

=
1

2

q
det (gij)

nX
p;q=1

gpq@k (gpq)

=
1

2

q
det (gij)

nX
p;q=1

gpq (g (rk@p; @q) + g (@p;rk@q))

=
q
det (gij)

nX
p;q=1

gpqg (rk@p; @q)

=

nX
p;q=1

q
det (gij)g

pqg

 
nX
l=1

�lkp@l; @q

!
=

nX
p;q;l=1

q
det (gij)�

l
kpg

pqglq

=

nX
p;l=1

q
det (gij)�

l
kp�pl

=
nX
p=1

q
det (gij)�

p
kp

Ou seja,

divX =

nX
k=1

�
@kX

k
�
+

1p
det (gij)

nX
k=1

Xk@k

�q
det (gij)

�

=

nX
k=1

�
@kX

k
�
+

1p
det (gij)

nX
k;p=1

�pkpX
k
q
det (gij)

=

nX
k=1

�
@kX

k
�
+

nX
k;p=1

�pkpX
k:

Portanto ambas as de�nições coincidem.



Apêndice B

Produto Wedge

Considere um espaço vetorial n-dimensional V munido de um produto interno h�; �i com uma base orto-

normal feigni=1 : Seja
�
ei
	n
i=1

a base dual de V � relativa à base feigni=1. Dado k 2 N, de�na o conjunto

k̂

V =

k vezesz }| {
V 
 � � � 
 V

I

como o quociente do espaço tensorial V 
 :::
 V pelo ideal I gerado por x
 x, em que x 2 V é �xado.

Nesse caso, se denotarmos um elemento de
^k

V por x1 ^ � � � ^ xk, então

x1 ^ � � � ^ xk = x1 
 :::
 xk (mod I),

para todo x; y 2 V , isto é, se xi e xj são LD�s (ou seja, se existe � 2 R tal que xi = �xj), então

x1 ^ � � � ^ xi � � � ^xj � � � ^xk = 0.

Esse espaço possui um produto interno de�nido por:

g^ : ((x1 ^ � � � ^ xk) ; (y1 ^ � � � ^ yk))
k̂

V �
k̂

V 7! det
�
hxi; yjiki;j=1

�
2 R

Considere feigni=1 uma base ortonormal de V e seja ! := e1 ^ � � � ^ en 2
^n

V . O Hodge Star

Operator é operador � :
^k

V !
^n�k

V , de�nido completamente pela seguinte expressão:

� ^ (��) = g^ (�; �)!;

para todo �; � 2
^k

V . Se dimV = 4, segue que � :
^2

V !
^2

V . Nesse caso, � (��) = �, para

386
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todo � 2
^2

V e portanto, �� = ��. A partir disso, temos as seguintes nomenclaturas: Dizemos que

� 2
^2

V é autodual se �� = �, caso contrário, � é dita anti-autodual.

Agora vamos nos concentrar no caso k = 2: O espaço
^2

V é chamado de Espaço da Segunda

Potência Exterior de V , os elementos da forma x^ y 2
^2

V são chamados de Bivetores e o produto

"^"entre os vetores de V é chamado de Produto Wedge.

O produto interno canônico em
^2

V é dado por

g^ : (x ^ y; u ^ v) 2
2̂

V �
2̂

V 7! hx; ui hy; vi � hx; vi hy; ui 2 R; (B.1)

sendo que

g^ (x ^ y + p ^ q; u ^ v) := g^ (x ^ y; u ^ v) + g^ (p ^ q; u ^ v) ; (B.2)

para todo x ^ y; p ^ q; u ^ v 2
^2

V .

De fato, dado x ^ y; u ^ v; p ^ q 2
^2

V e � 2 R, segue que

g^ (x ^ y; u ^ v) = hx; ui hy; vi � hx; vi hy; ui

= hu; xi hv; yi � hv; xi hu; yi

= g^ (u ^ v; x ^ y) ;

além disso, por de�nição temos que

g^ (x ^ y + p ^ q; u ^ v) = g^ (x ^ y; u ^ v) + g^ (p ^ q; u ^ v)

mais ainda,

g^ (� (x ^ y) ; u ^ v) = g^ ((�x) ^ y; u ^ v) = h�x; ui hy; vi � h�x; vi hy; ui

= � hx; ui hy; vi � � hx; vi hy; ui = � (hx; ui hy; vi � hx; vi hy; ui)

= �g^ (x ^ y; u ^ v) ;

e também, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos que

g^ (x ^ y; x ^ y) = hx; xi hy; yi � hx; yi hy; xi = jjxjj2jjyjj2 � hx; yi2 � 0;
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e a igualdade ocorre se e somente se x e y são LD�s, isto é, se e somente se x ^ y = 0.

Com respeito a isso, B = fei ^ ejgi<j forma uma base ortonormal para
^2

V . De fato, se x =Pn
i=1 x

iei e y =
Pn

j=1 y
jej , então

x ^ y =
 

nX
i=1

xiei

!
^

0@ nX
j=1

yjej

1A =
nX

i;j=1

xiyj (ei ^ ej) =
nX

i<j=1

xiyj (ei ^ ej) :

Além disso,

g^ (ei ^ ej ; ea ^ eb) = hei; eai hej ; ebi � hei; ebi hej ; eai = �ia�jb � �ib�ja;

portanto, se i = a e j = b, segue que i 6= b, pois b > a = i, ou seja, g^ (ei ^ ej ; ea ^ eb) = 1. Por outro lado,

suponha a 6= i. A única possibilidade para g^ (ei ^ ej ; ea ^ eb) = 0 é a = j e b = i, mas daí j = a < b = i,

mas i < j, absurdo. O caso b 6= j é análogo. Por �m, se

nX
i<j=1

�ij (ei ^ ej) = 0;

então temos que

0 = g^ (0; ea ^ eb) = g^

0@ nX
i<j=1

�ij (ei ^ ej) ; ea ^ eb

1A =

nX
i<j=1

�ijg
^ (ei ^ ej ; ea ^ eb) = �ab;

para todo 1 � a < b � n.

Note que para cada valor de j entre 1 e n há j � 1 elementos da base B, isto é, B possui

1 + 2 + :::+ (n� 1) = n(n� 1)
2

elementos,

ou seja,
^2

V é um espaço vetorial n(n�1)2 -dimensional. Vamos fazer a seguinte identi�cação por uma

aplicação L:
2̂

V
L' so (n) =

�
X 2Mn�n (R) : Tr(X) = 0 e XT = �X

	
; (B.3)

em que L (ei ^ ej) é a matriz de rotação de ângulo �=2 do plano gerado por fei; ejg. Isso é equivalente

a de�nir a seguinte transformação linear:

(x ^ y) : z 2 V 7! hy; zix� hx; zi y:
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De fato, temos que

hz; (x ^ y) (z)i = hz; hy; zix� hx; zi yi = hz; hy; zixi � hz; hx; zi yi = hy; zi hz; xi � hx; zi hz; yi = 0:

Notemos que ao aplicar na base ortonormal,

(x ^ y) (ei) = hy; eiix� hx; eii y = yi
nX
k=1

xkek � xi
nX
k=1

ykek

=

nX
k=1

�
yixk � xiyk

�
ek;

isto é, sua matriz na base feigni=1 é dada pela seguinte expressão

[x ^ y] =

0BBB@
y1x1 � x1y1 � � � ynx1 � xny1

...
. . .

...

y1xn � x1yn � � � ynxn � xnyn

1CCCA =

0BBB@
0 � � � ynx1 � xny1
...

. . .
...

y1xn � x1yn � � � 0

1CCCA 2 so (n) :

Note que se

hy; zix� hx; zi y = 0;

para todo z 2 V , então

hy; zix = hx; zi y

isto é, x e y são LD�s (basta tomar z que não seja ortogonal a y e a x ao mesmo tempo e veri�camos

isso), e assim x^ y = 0, isto é, L é injetiva. E por igualdade de dimensão, segue do Teorema do Núcleo e

da Imagem o isomor�smo.

Sob essa identi�cação, podemos induzir um produto interno em so (n). De fato, se A = (aij) e

B = (bij) são matrizes de so (n), segue que

nX
k=1

�
yixk � xiyk

�
ek = (x ^ y) (ei) =

nX
k=1

akiek;

ou seja, temos que resolver o seguinte sistema

yixk � xiyk = aki, i; k = 1; :::; n;

com isso encontramos xA; yA 2 V tais que [xA ^ yA] = A. Analogamente, encontramos xB; yB 2 V tais
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que [xB ^ yB] = B. Com isso, de�nimos o produto interno de A e B por

hA;Bi = g^ (xA ^ yA; xB ^ yB)

e expandindo a expressão vê-se que

hA;Bi = 1

2
Tr
�
ATB

�
= �1

2
Tr (AB) ;

pois AT = �A. De fato, vamos veri�car isso na base: Primeiro notemos que

(ei ^ ej) (ek) = hej ; eki ei � hei; eki ej = �jkei � �ikej ; k = 1; :::; n

ou seja, [ei ^ ej ] é uma matriz formada por 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna e por �1 na j-ésima linha

e i-ésima coluna. Denotemos Eij := (auv) 2Mn�n (R) tal que auv = �ui�vj Segue que

[ei ^ ej ]T [ek ^ el] = (Eji � Eij) (Ekl � Elk) = �ikEjl � �ilEjk � �jkEil + �jlEik;

e portanto,

Tr
�
[ei ^ ej ]T [ek ^ el]

�
= Tr (�ikEjl � �ilEjk � �jkEil + �jlEik)

= �ikTr (Ejl)� �ilTr (Ejk)� �jkTr (Eil) + �jlTr (Eik)

= �ik�jl � �il�jk � �jk�il + �jl�ik

= 2 (�ik�jl � �il�jk)

= 2g^ (ei ^ ej ; ek ^ el) :

Investigando o Espaço Dual

Como foi feito acima,
^2

V � = (V � 
 V �) =I, em que I = hx
 x : x 2 V �i : O produto interno canônico é

dado pelas expressões (B.1) e (B.2), sendo agora aplicado em vetores duais. O produto "^"é um produto

bilinear, antissimétrico. Podemos tratar um elemento de
^2

V � como um funcional bilinear em V � V ,

em que na base possui a seguinte de�nição:

�
e�i ^ e�j

�
(ek; el) = det

0@ e�i (ek) e�i (el)

e�j (ek) e�j (el)

1A = det

0@ �ik �il

�jk �jl

1A = �ik�jl � �il�jk:
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Analogamente,
n
e�i ^ e�j

on
i<j=1

é base ortonormal de
^2

V � e se ' 2
^2

V �, então

' =

nX
i<j=1

'ije
�
i ^ e�j :

Notemos que

' (ek; el) =

nX
i<j=1

'ij
�
e�i ^ e�j

�
(ek; el) =

nX
i<j=1

'ij (�ik�jl � �il�jk) = 'kl;

para todo 1 � k < l � n: Mais ainda, o emparelhamento de bivetores com o seu dual é de�nido por

�
e�i ^ e�j

�
(ek ^ el) :=

�
e�i ^ e�j

�
(ek; el) ;

para todo 1 � i < j; k < l � n:

Vamos identi�car
^2

V � com so (n) pela aplicação L� :
2̂

V ! so (n) que é de�nida da seguinte

maneira:

L�

0@ nX
i;j=1

�ije
�
i ^ e�j

1A :=
nX

i;j=1

�ij (Eij � Eji) , (B.4)

sendo que

L� (u ^ v + w ^ x) := L� (u ^ v) + L� (w ^ x) ;

para todo u ^ v; w ^ x 2
^2

V �, em que Eij = (akl) com akl = �ki�lj . Notemos que se i = j, então

Eii � Eii = (0); portanto L�
�
e�i ^ e�j

�
possui sempre todos os elementos da diagonal nulos, logo,

Tr
�
L�
�
e�i ^ e�j

��
= 0:

Além disso,

�
L�
�
e�i ^ e�j

��T
+ L�

�
e�i ^ e�j

�
= (Eij � Eji)T + Eij � Eji

= ETij � ETji + Eij � Eji

= Eji � Eij + Eij � Eji

= (0):

Portanto, o contradomínio de L� é, de fato, so (n).
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Veri�quemos a linearidade de L�:

L�

0@� nX
i;j=1

�ije
�
i ^ e�j

1A = L�

0@ nX
i;j=1

(��ij) e
�
i ^ e�j

1A =
nX

i;j=1

(��ij) (Eij � Eji)

= �
nX

i;j=1

�ij (Eij � Eji) = �L�

0@ nX
i;j=1

�ije
�
i ^ e�j

1A ;

para todo � 2 R, além disso,

L� (u ^ v + w ^ x) = L� (u ^ v) + L� (w ^ x) ;

para todo u ^ v; w ^ x 2
^2

V � pela própria de�nição de L�. Logo essa aplicação é linear.

Por �m, suponha que Eij �Eji = (0). Segue da de�nição dessas matrizes que i = j, isto é, temos que

(L�)�1 (f(0)g) =
�
e�i ^ e�j : i = j

	
=

(
0 2

2̂

V �

)
;

isto é, L� é injetiva. A igualdade das dimensões e o Teorema do Núcleo e da Imagem garantem que L� é

um isomor�smo.

Com isso, podemos equipar
^2

V � de uma estrutura de álgebra de Lie. Em particular, temos o

colchete

�
e�i ^ e�j ; e�k ^ e�l

�
: = (L�)�1

��
L�
�
e�i ^ e�j

�
; L� (e�k ^ e�l )

��
= (L�)�1 ([Eij � Eji; Ekl � Elk])

= (L�)�1 ((Eij � Eji) (Ekl � Elk)� (Ekl � Elk) (Eij � Eji))

= (L�)�1 (EijEkl � EijElk � EjiEkl + EjiElk � EklEij + EklEji + ElkEij � ElkEji)

= (L�)�1 (�jkEil � �jlEik � �ikEjl + �ilEjk � �liEkj + �ljEki + �kiElj � �kjEli)

= (L�)�1 (�jk (Eil � Eli) + �lj (Eki � Eik) + �ki (Elj � Ejl) + �il (Ejk � Ekj)) :

Pela linearidade de (L�)�1, concluímos que

�
e�i ^ e�j ; e�k ^ e�l

�
= �jk (L

�)�1 (Eil � Eli) + �lj (L�)�1 (Eki � Eik) + �ki (L�)�1 (Elj � Ejl)

+�il (L
�)�1 (Ejk � Ekj)

= �jk (e
�
i ^ e�l ) + �lj (e�k ^ e�i ) + �ki

�
e�l ^ e�j

�
+ �il

�
e�j ^ e�k

�
= �il

�
e�j ^ e�k

�
+ �jk (e

�
i ^ e�l )� �ik

�
e�j ^ e�l

�
� �jl (e�i ^ e�k) :



393

Nesse caso, dados �;  2
^2

V �,

[�;  ] =

241
2

nX
i;j=1

�ije
�
i ^ e�j ;

1

2

nX
k;l=1

 kle
�
k ^ e�l

35 = 1

4

nX
i;j;k;l=1

�ij kl
�
e�i ^ e�j ; e�k ^ e�l

�
=

1

4

nX
i;j;k;l=1

�ij kl
�
�il
�
e�j ^ e�k

�
+ �jk (e

�
i ^ e�l )� �ik

�
e�j ^ e�l

�
� �jl (e�i ^ e�k)

�
=

1

4

nX
i;j;k;l=1

�ij kl�il
�
e�j ^ e�k

�
+
1

4

nX
i;j;k;l=1

�ij kl�jk (e
�
i ^ e�l )�

1

4

nX
i;j;k;l=1

�ij kl�ik
�
e�j ^ e�l

�
�1
4

nX
i;j;k;l=1

�ij kl�jl (e
�
i ^ e�k) :

Pela de�nição de �ij , vemos que

[�;  ] =
1

4

nX
i;j;k=1

�ij ki
�
e�j ^ e�k

�
+
1

4

nX
i;j;l=1

�ij jl (e
�
i ^ e�l )�

1

4

nX
i;j;l=1

�ij il
�
e�j ^ e�l

�
�1
4

nX
i;j;k=1

�ij kj (e
�
i ^ e�k)

=
1

4

nX
i;j;k=1

�ij ki
�
e�j ^ e�k

�
+
1

4

nX
i;j;l=1

�ij jl (e
�
i ^ e�l )�

1

4

nX
i;j;l=1

 il�ij
�
e�j ^ e�l

�
� 1
4

nX
i;j;k=1

 kj�ij (e
�
i ^ e�k)

=
1

4

nX
i;j;k=1

�ij ki
�
e�j ^ e�k

�
+
1

4

nX
i;j;l=1

�ij jl (e
�
i ^ e�l ) +

1

4

nX
i;j;l=1

 il�ij
�
e�l ^ e�j

�
+
1

4

nX
i;j;k=1

 kj�ij (e
�
k ^ e�i )

=
1

4

nX
i;j;k=1

�ji ik
�
e�j ^ e�k

�
+
1

4

nX
i;j;l=1

�ij jl (e
�
i ^ e�l )�

1

4

nX
i;j;l=1

 li�ij
�
e�l ^ e�j

�
� 1
4

nX
i;j;k=1

 kj�ji (e
�
k ^ e�i )

=
1

2

nX
i;j;k=1

�
�ji ik �  ji�ik

�
e�j ^ e�k:

Portanto, naturalmente de�nimos as componentes do colchete, com respeito à base
n
e�i ^ e�j

o
i<j

por

[�;  ]jk :=

nX
i=1

�ji ik �  ji�ik; (B.5)

para todo �;  2 ^2V �.

Constantes Estruturais

Seja V um espaço vetorial n-dimensional e N := n(n�1)
2 . Agora suponhamos que f'�gN�=1 seja uma base

ortonormal para
^2

V �: As constantes estruturais c�� para o colchete de�nido pela expressão (B.5),
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com respeito a base f'�gN�=1, são de�nidas por

h
'�; '�

i
=

NX
=1

c�� ' :

Como f'�gN�=1 é ortonormal, segue que

g^
�h
'�; '�

i
; '�

�
= g^

0@ NX
=1

c�� ' ; '�

1A =
NX
=1

c�� g^
�
' ; '�

�
=

NX
=1

c�� �� = c��� ;

para todo � = 1; :::; N . Vamos mostrar que a forma trilinear g^
��
'�; '�

�
; '�

�
é totalmente antissimétrica:

De fato,

1o : g^
�h
'�; '�

i
; '

�
= g^

�
'�'� � '�'�; '

�
= g^

�
�
�
'�'� � '�'�

�
; '

�
= �g^

�
'�'� � '�'� ; '

�
= �g^

�h
'�; '�

i
; '

�
:

2o : g^
�h
'�; '�

i
; '

�
= g^

0@1
2

nX
i;j;k=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
e�j ^ e�k;

nX
l;m=1

'lme
�
l ^ e�m

1A
=

1

2

nX
i;j;k;l;m=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'lmg

^ �e�j ^ e�k; e�l ^ e�m�
=

1

2

nX
i;j;k;l;m=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'lm

�

e�j ; e

�
l

�
he�k; e�mi �



e�j ; e

�
m

�
he�k; e�l i

�
=

1

2

nX
i;j;k;l;m=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'lm (�jl�km � �jm�kl)

=
1

2

nX
i;j;k;l;m=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'lm�jl�km �

1

2

nX
i;j;k;l;m=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'lm�jm�kl

=
1

2

nX
i;j;k=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'jk �

1

2

nX
i;j;k=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'kj :
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Logo, somando os produtos internos com os índices trocados, obtemos o seguinte:

g^
�h
'�; '�

i
; '

�
+ g^

�h
' ; '�

i
; '�

�
=

1

2

nX
i;j;k=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'jk �

1

2

nX
i;j;k=1

�
'�ji'

�
ik � '

�
ji'

�
ik

�
'kj

+
1

2

nX
i;j;k=1

�
'ji'

�
ik � '

�
ji'


ik

�
'�jk �

1

2

nX
i;j;k=1

�
'ji'

�
ik � '

�
ji'


ik

�
'�kj

=
1

2

nX
i;j;k=1

'�ji'
�
ik'


jk � '

�
ik'

�
ji'


jk � '

�
ji'

�
ik'


kj � '

�
ik'

�
ji'


kj

+
1

2

nX
i;j;k=1

'�jk'
�
ik'


ji � '

�
jk'

�
ji'


ik � '

�
kj'

�
ik'


ji � '

�
kj'

�
ji'


ik

=
1

2

nX
i;j;k=1

'�ji'
�
ik'


jk � '

�
ik'

�
ji'


jk � '

�
ji'

�
ik'


kj + '

�
ik'

�
ji'


jk

+
1

2

nX
i;j;k=1

'�jk'
�
ik'


ji � '

�
jk'

�
ji'


ik + '

�
jk'

�
ik'


ji + '

�
jk'

�
ji'


ik

=
nX

i;j;k=1

'�ji'
�
ik'


jk +

nX
i;j;k=1

'�jk'
�
ik'


ji:

Trocando as variáveis k $ i vemos que

g^
�h
'�; '�

i
; '

�
+ g^

�h
' ; '�

i
; '�

�
=

nX
i;j;k=1

'�ji'
�
ik'


jk +

nX
i;j;k=1

'�ji'
�
ki'


jk

=
nX

i;j;k=1

'�ji'
�
ik'


jk �

nX
i;j;k=1

'�ji'
�
ik'


jk

= 0:

Por �m, usando os dois primeiros casos,

3o: g^
�h
'�; '�

i
; '

�
+ g^

�
['�; ' ] ; '�

�
1o
= �

�
g^
�h
'� ; '�;

i
; '

�
+ g^

�
[' ; '�] ; '�

��
2o
= 0.

Ou seja,

c�� = �c�� = �c�� = �c�� :

Mais ainda, se f��gN�=1 é a base ortonormal de
^2

V dual à base f'�gN�=1, segue que suas constantes
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estruturais c�� correspondentes são dadas por 

[��; ��] =

NX
=1

c��� :

Note que temos a identi�cação
^2

V �
eL=L�1�L�'

^2
V: Segue disso que

eL ��e�i ^ e�j ; e�k ^ e�l �� = eL ��il �e�j ^ e�k�+ �jk (e�i ^ e�l )� �ik �e�j ^ e�l �� �jl (e�i ^ e�k)�
= �ileL �e�j ^ e�k�+ �jkeL (e�i ^ e�l )� �ikeL �e�j ^ e�l �� �jleL (e�i ^ e�k)
= �ilL

�1 (Ejk � Ekj) + �jkL�1 (Eil � Eli)� �ikL�1 (Ejl � Elj)� �jlL�1 (Eik � Eki)

= �ilL
�1 (Ejk � Ekj) + �jkL�1 (Eil � Eli)� �ikL�1 (Ejl � Elj)� �jlL�1 (Eik � Eki)

= �il (ej ^ ek � ek ^ ej) + �jk (ei ^ el � el ^ ei)� �ik (ej ^ el � el ^ ej)

��jl (ei ^ ek � ek ^ ei) :

Por outro lado,

[ei ^ ej ; ek ^ el] : = L�1 ([L (ei ^ ej) ; L (ek ^ el)]) = L�1 ([Eij � Eji; Ekl � Elk])

= L�1 ((Eij � Eji) (Ekl � Elk)� (Ekl � Elk) (Eij � Eji))

= L�1 ((Eij � Eji) (Ekl � Elk)� (Ekl � Elk) (Eij � Eji))

= L�1 (�jk (Eil � Eli) + �lj (Eki � Eik) + �ki (Elj � Ejl) + �il (Ejk � Ekj))

= L�1 (�jk (Eil � Eli)) + L�1 (�lj (Eki � Eik)) + L�1 (�ki (Elj � Ejl)) + L�1 (�il (Ejk � Ekj))

= �jk (ei ^ el � el ^ ei) + �lj (ek ^ ei � ei ^ ek) + �ki (el ^ ej � ej ^ el) + �il (ej ^ ek � ek ^ ej)

= eL ��e�i ^ e�j ; e�k ^ e�l �� :
Logo as constantes estruturais possuem a seguinte simetria:

c�� = g^
�h
'�; '�

i
; '

�
= g^

�eL�h'�; '�i� ; eL (')� = g^ ([��; ��] ; �) = c�� ;

para todo �; �;  = 1; :::; n.



Apêndice C

Diferenciabilidade de Gâteaux e de

Fréchet

Há duas noções básicas de diferenciabilidade para funções f : X ! Y entre os espaços de Banach X e Y .

São elas, a diferenciabilidade de Gâteaux e a de Fréchet.

De�nição C.1 Uma função f : X ! Y é dita Gâteaux diferenciável em x se existir um operador

linear limitado Tx 2 B (X;Y ) tal que, para todo v 2 X vale a igualdade

lim
t!0

f (x+ tv)� f (x)
t

= Tx (v) :

O operador Tx é chamado de derivada de Gâteaux de f em x.

Se, para algum v 2 X �xado o limite

(�vf) (x) =
d

dt jt=0
f (x+ tv) = lim

t!0

f (x+ tv)� f (x)
t

existir, dizemos que f possui uma derivada direcional em x na direção de v: Assim, f é Gâteaux

diferenciável em x se, e somente se, todas as derivadas direcionais (�vf) (x) existirem e induzirem um

operador linear limitado

Df (x) : v 7! (�vf) (x) :

Se o limite (no sentido de Gâteaux) existir uniformemente em v na esfera unitária de X, dizemos que f

é Fréchet diferenciável em x e Tx é a derivada de Fréchet de f em x.
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Equivalentemente, se de�nirmos y := tv, então t ! 0 , y ! 0. Assim, f é Fréchet diferenciável em

x se, para todo y 2 X :

f (x+ y)� f (x)� Tx (y) = o (kyk) ;

e dizemos que Tx = Df (x) é a derivada de f em x.

Observe que a distinção entre as duas noções de diferenciabilidade é feita pela forma como o limite é

tomado. A importância é que o limite no caso Fréchet depende apenas da norma de y: Em termos de "

e � a diferença é expressa como segue:

Gâteaux: Para todo " > 0 e todo v 2 X não nulo, existe � = � ("; v) > 0 tal que

kf (x+ tv)� f(x)� tTx (v)k � " jtj :

Fréchet: Para todo " > 0, existe � = � (") > 0 tal que

kf (x+ y)� f(x)� Tx (y)k � " kyk ;

para todo kyk < �.

Proposição C.1 Sejam X e Y espaços de Banach. Se f : X ! Y é Gâteaux diferenciável, então

kf (y)� f (x)k � kx� yk sup
0���1

kDf (�x+ (1� �) y)k :

Demonstração. Escolha u� 2 X tal que ku�k = 1 e kf (y)� f (x)k = hu�; f (y)� f (x)i. Aplicando

o teorema do valor médio para a função h (t) := hu�; f (x+ t (y � x))i, vemos que

khu�; f (y)i � hu�; f (x)ik = kh (1)� h (0)k � sup
0�t�1

h0 (t) :
Por outro lado, temos que

h0 (t) =
d

dt
hu�; f (x+ t (y � x))i =

�
u�;

d

dt
f (x+ t (y � x))

�
=


u�; Df(x+t(y�x)) (y � x)

�
:

Segue disso que

h0 (t) =

u�; Df(x+t(y�x)) (y � x)� � ku�kDf(x+t(y�x)) (y � x)

=
Df(x+t(y�x)) (y � x) � Df(x+t(y�x)) ky � xk :
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Proposição C.2 Sejam X e Y espaços de Banach e seja x 2 X. Se f : X ! Y é Gâteaux diferenciável

em um aberto U � X que contém x e Dfx é contínua, então f é Fréchet diferenciável em x.

Demonstração. Fixe v 2 X e seja g (t) = f (x+ tv)� f (x)� tDfx (v) : Notemos que g (0) = 0. Pela

continuidade da derivada de Gâteaux e pela proposição anterior, vemos que

kf (x+ v)� f (x)�Dfx (v)k = kg (1)k = kg (1)� g (0)k � kvk sup
0���1

Dg�+(1��)0
= kvk sup

0���1
kDg�k

= kvk sup
0�t�1

kDf (x+ tv)�Df (x)k

� o (v) :

Ou seja, f é Fréchet diferenciável em x.



Apêndice D

Um Pouco de Medida

Agora façamos um breve preâmbulo sobre algumas de�nições da Teoria da Medida:

De�nição D.1 (�-álgebra) Seja X um conjunto. Dizemos que X é uma �-álgebra se X possui as

seguintes propriedades

1. O conjunto vazio está em X;

2. Se � está em X, então o mesmo ocorre para o complemento de �;

3. Se fEigi2N é uma seqüência de subconjuntos de X, então sua união também está em X.

De�nição D.2 (Álgebra de Borel) Seja M um espaço topológico. Um conjunto X é chamado �-

álgebra de Borel de M se é a menor �-álgebra que contém os abertos da topologia de M . Denotamos

a �-álgebra de Borel de M por B(M).

De�nição D.3 (Medida Positiva) Uma medida positiva de�nida numa �-álgebra X de subconjuntos

de um conjunto S é uma função � : X ! [0;1) tal que:

1. � (;) = 0;

2. �

 1[
i=1

Ei

!
=
Pn

i=1 � (Ei),

para qualquer coleção enumerável de conjuntos de X, disjuntos dois a dois.
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Apêndice E

Um Pouco de Análise Funcional

Nessa seção vamos procurar entender as de�nições do Espaço Lp, do Espaço de Sobolev e do Espaço de

Hölder, bem como suas respctivas normas.

E.0.3 Espaço Lp

De�nição E.1 (Espaço Lp) Considere uma variedade diferenciável M e p 2 [1;1). O espaço Lp (M)

é de�nido da seguinte maneira:

Lp (M) =

(
f :M ! R :

�Z
M
jf jp d�

� 1
p

<1
)
:

Para todo p 2 [1;1) ; o espaço Lp possui uma norma, que é de�nida por

k�kLp : f 2 L
p (M) 7�!

�Z
M
jf jp d�

� 1
p

2 R+:

Essa função está trivialmente bem de�nida. Denotamos essa norma também por k�kp .

Com isso em mente, estamos aptos a de�nir o espaço de Sobolev:

De�nição E.2 (Espaço de Sobolev) Considere uma variedade diferenciável M , p 2 [1;1) e m � 0

um inteiro. O (m; p)-espaço de Sobolev é de�nido por

Wm;p (M) = fu 2 Lp (M) : D�u 2 Lp (M) para 0 � j�j � mg ;

em que D�u é a derivada no sentido das distribuições de u.
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Assim como Lp, o espaço de Sobolev também possui uma norma, que é de�nida por

k�kWm;p : u 2Wm;p (M) 7�!

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpp

1A 1
p

2 R+:

Novamente, como u 2Wm;p (M) ; então kuk está bem de�nida. Denotamos tal norma também por k�km;p.

E.0.4 Espaço de Hölder

Considere um aberto 
 � Rn e uma função f : 
 ! R. Dizemos que f satisfaz a condição de Hölder

se existem C � 0 e � > 0 tais que

jf (x)� f (y)j � C kx� yk� ;

para todo x; y 2 
. Se f satisfaz a condição de Hölder com as constantes C � 0 e � > 0 de�nidas acima,

dizemos que f é Hölder contínua com expoente �.

Nestas condições, podemos de�nir a �-ésima semi-norma de Hölder da seguinte maneira:

[f ]C0;�(
) = sup
x;y2
; x 6=y

jf (x)� f (y)j
kx� yk� ;

em que f : 
! R é uma função Hölder contínua.com expoente �.

Além disso, perceba também que se f , for ainda uma função limitada em 
, então a norma do supremo

está bem de�nida:

[f ]C0(
) = sup
x2


jf (x)j <1:

Nessas condições, de�nimos a �-ésima norma de Hölder por

kfkC0;�(
) = [f ]C0(
) + [f ]C0;�(
) :

Por �m, o espaço de Hölder Ck;� (
) consiste de todas as funções f : 
! R que pertencem ao espaço

Ck (
) e tais que

kfkCk;�(
) :=
X
j�j�k

kD�fkC0(
) +
X
j�j=k

[D�f ]C0;�(
) <1:



Apêndice F

Conjuntos Convexos De�nidos por

Desigualdades

Comecemos de�nindo cone tangente e cone normal:

Seja E um espaço vetorial de dimensão �nita e A � E um subconjunto convexo fechado e limitado.

O cone normal, NvA � E�, de A em um ponto v 2 @A é de�nido pelo seguinte conjunto:

NvA := fl 2 E� : l(v) = s (l)g ;

em que s : E� ! R é a chamada função suporte de A e é de�nida por

s (l) := sup fl(v) : v 2 A � Eg :

O cone tangente, TvA � Ex, é de�nido pelo seguinte conjunto:

TvA :=
\

l2NvA
fz 2 E : l(z) � 0g :

Notemos que se z 2 A, e l 2 NvA então

l(z � v) = l(z)� l(v) � 0;
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portanto A� v � TvA. De fato, TvA também pode ser caracterizado como o conjunto

TvA =
[
h>0

�
1

h
(A� v)

�
: (F.1)

O cone tangente TvA é um cone convexo fechado em E com vértice na origem (na verdade, é o menor

cone contendo A� v).

Agora seja E um espaço vetorial de dimensão �nita e A � E apenas um subconjunto convexo. Em

alguns casos, A pode ser uma interseção de semiespaços da forma

A =
\
l2B

fx 2 E : l(x) � � (l)g ; (F.2)

em que B � E��f0g é um subconjunto fechado qualquer e � : B ! R é uma função qualquer. Com isso,

temos o seguinte resultado:

Teorema F.1 (B.5) Seja E um espaço vetorial de dimensão n, e suponha que A � E seja de�nido

pela expressão (F.2). Seja sA (l) := sup fl(x) : x 2 Ag. Para todo l 2 E� com sA (l) < 1, existem

l1; :::; ln+1 2 B e escalares �1; :::; �n+1 � 0 tais que

l =
n+1X
i=1

�ili e sA (l) =
n+1X
i=1

�i� (li) :

Demonstração. Primeiramente, suponhamos que l 2 B. Notemos que se l (x) = � (l), para algum

x 2 A, então pela de�nição de A

l (x) = sup fl (y) : y 2 Ag = sA (l) :

Agora de�namos o conjunto

eB = f�l tal que l 2 B e 9x 2 A com l (x) = � (l) e � � 0g :

Notemos que eB é fechado, uma vez que

eBc = f�l tal que l 2 B e 9x 2 A com l (x) = � (l) e � > 0gc

= f�l tal que l =2 Bg [ f�l tal que l (x) < � (l) ; para todo x 2 Ag [ f�l tal que � < 0g
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é uma união de conjuntos abertos.

Vamos de�nir também a seguinte função:

e� (�) =
8<: c� (l) se � = cl, onde c � 0 e l 2 eB
+1, caso contrário

Segue da expressão (F.2) e da construção de e� que
A =

\
�2E�

n
x 2 E : �(x) � e� (�)o :

Nesse caso, vemos que

sA (l) = sup fl(x) : x 2 Ag = sup
n
l(x) : x 2 E e �(x) � e� (�) , para todo � 2 E�o

= sup
n
l� (l) : x 2 E e l� � e�, l� 2 (E�)�o ;

em que foi usado na última igualdade que (E�)� ' E. Agora, pelo teorema de Caratheodory,

sA (l) = inf

(
n+1X
i=1

�ie� (li) : li 2 eB, �i � 0 e n+1X
i=1

�ili = l

)
:

Como eB é fechado, segue que o ín�mo é atingido. O resultado segue, pois li 2 eB é um múltiplo não

negativo de um elemento li 2 B com �
�
li
�
= sA (li).

Desse teorema, obtemos um resultado muito útil para o cone normal:

Teorema F.2 (B.6) Seja E um espaço vetorial de dimensão n, e suponha que A � E é de�nido por

(F.2). Então para todo x 2 @A, NxA é um cone convexo gerado por B \NxA. Isto é, para todo l 2 NxA,

existe k � n+ 1 e l1; :::; lk 2 B \NxA e �1; :::; �k � 0 tal que l =
Pn+1

i=1 �ili.

Demonstração. Dado l 2 NxA. Pelo Teorema F.1 existem l1; :::; ln+1 e �1; :::; �n+1 � 0 tais que

sA (l) =
n+1X
i=1

�i� (li) e l =
n+1X
i=1

�ili:

Como l 2 NxA, segue que

sA (l) = l (x) =

n+1X
i=1

�isA (li) �
n+1X
i=1

�ili (x) = l (x) ;



406

portanto temos que
n+1X
i=1

�isA (li) =

n+1X
i=1

�ili (x) :

Assim, concluímos que sA (li) = li (x), (e portanto li 2 NxA) para todo i tal que �i > 0.

E com isso, temos a seguinte caracterização para o cone tangente:

Teorema F.3 (B.7) Seja E um espaço vetorial de dimensão n, e suponha que A � E é de�nido pela

expressão (F.2). Então para todo x 2 @A,

TxA =
\

l2B:l(x)=�(l)
fz 2 E : l (z) � 0g .

Demonstração. Dado z 2 TxA, segue da de�nição de cone tangente que l (z) � 0 para todo

l 2 E� � f0g com l(x) = sA(l) (isto é, para todo l 2 NxA). Em particular, se l 2 B e l (x) = � (l),

então � (l) = l (x) = sA(l) e l (z) � 0. Portanto,

TxA �
\

l2B:l(x)=�(l)
fz 2 E : l (z) � 0g :

Por outro lado, se l (z) � 0 para todo l 2 B com l (x) = � (l) (isto é, para todo l 2 B \ NxA) e �

é um elemento de NxA; segue do Teorema F.2 existem li 2 B \ NxA e �i > 0, i = 1; :::; k, tais que

� =
Pn+1

i=1 �ili: Portanto, temos que

� (z) =
n+1X
i=1

�ili (z) � 0;

a�nal, li 2 B \Nx e portanto li (z) � 0. Como � (z) � 0 para todo � 2 NxA, segue que

TxA �
\

l2B:l(x)=�(l)
fz 2 E : l (z) � 0g :
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