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RESUMO

ALEX, C. H. Modelos alternativos para classificacio em dados desbalanceados. 2023. 106 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2023.

Na classificacdo bindria o método mais usado € o modelo de regressao logistica. No entanto,
varios autores indicam que esse modelo ndo é adequado quando os dados sdo desbalanceados.
Diante disso, diferentes funcdes de ligacdo assimétrica, como alternativas para modelos de
resposta bindria, foram propostas; por exemplo, nos dltimos anos foram estudadas as distribui¢des
poténcia (P) e reversa de poténcia (RP). Neste trabalho desenvolvemos novas propriedades das
distribui¢des P e RP no contexto de modelos para classificacio em dados desbalanceados.
Também, algumas métricas para classificacio sdo estudadas através de um estudo de simulacao,

e uma aplicacdo da metologia estudada é apresentada.

Além do mais, estudamos a extensao dos modelos de regressdo bindria para o caso misto em
classificacdo bindria no contexto de estudos longitudinais. Para avaliar o performance deste tipo
de modelos apresentamos um estudo de simulagdo. Adicionalmente, mostramos uma aplicacao
da metodologia estudada para um conjunto de dados em que a varidvel resposta € longitudinal e
desbalanceada.

Para o processo de estimacao dos pardmetros consideramos uma abordagem bayesiana usando um
procedimento MCMC através do algoritmo No-U-Turn Sampler (NUTS). VerificacOes preditivas
a posteriori, residuos quantilicos aleatorizados Bayesianos e uma medida de influéncia bayesiana
sdo considerados para o diagndstico do modelo longitudinal. Diferentes modelos sdo comparados

usando critérios de comparacdo de modelos.

Palavras-chave: Métricas para classificacao bindria; poténcia Gumbel; distribuicdo poténcia;

ligacdo assimétrica; dados desbalanceados; modelo de efeitos mistos.






ABSTRACT

ALEX, C. H. Alternative models for classification in imbalanced data. 2023. 106 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2023.

In binary classification, the most used method is logistic regression model. However, several
authors indicate that this model is not suitable when the data are imbalanced; for this, different
asymmetric link functions as alternatives for binary response models have been proposed, for
example, in recent years the power (P) and reverse power (RP) distributions have been presented.
In this work we develop new properties of the P and RP distributions in the context of models
for classification on imbalanced data. Also, some metrics for classification are studied through a

simulation study, and an application of the studied methodology is presented.

In addition, we extend the binary regression models to the case of mixed models for binary
classification in the context of a longitudinal studies. To evaluate the performance of the models,
a simulation study is performed. Additionally, an application is considered concerning the
studied methodology in a dataset in which the response is longitudinal and imbalanced. For
parameter estimation the Bayesian approach is considered using a MCMC procedure through
the No-U-Turn Sampler (NUTS) algorithm. Further predictive checks, randomized Bayesian
quantile residuals and a measure of Bayesian influence are considered for model diagnosis.

Different models are compared using model selection criteria.

Keywords: Metrics for binary classification; power Gumbel; power distribution; Asymmetric

link; imbalanced data; mixed-effects model.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em problemas de classificacdo considera-se atribuir um individuo ou observagdo y;
(i=1,...,n) auma das K categorias ou classes em funcdo de uma série de atributos, isto é,
para cada observagdo i da forma (x;,y;), em que x; € um vetor p x 1 de atributos (covariaveis),
yi €{1,...,K} é o i-ésimo rétulo da classe. Em particular, quando K = 2 torna-se um problema
de classificacio bindria. No contexto de algoritmos de aprendizado de mdquina supervisionado,
os quais lidam mais com a classificacdo (AYODELE, 2010), existem vérios métodos ou técnicas
propostos para problemas de classificagdo, que incluem os seguintes: classificadores lineares,
regressao logistica, classificador o Bayes ingénuo (naive Bayes em inglés), maquina de vetores
de suporte (SVM, do inglés: support vector machine); classificadores quadraticos, K-Médias
(K-means clustering em inglés), Boosting, arvore de decisao, floresta aleatéria (RF, do inglés:
random forest), redes neurais, redes Bayesianas e assim por diante. O método mais usado € a
regressao logistica a qual usa uma fungao de ligacdo chamada logito, que faz parte dos modelos
de regressdo bindria. Estudar modelos de regressdo com resposta bindria, desempenha um papel

muito importante na ciéncia de dados.

Por outro lado, para avaliar a capacidade preditiva de um modelo (método) de classi-
ficacdo, sdo utilizadas diferentes métricas, entre as mais usadas estdo a precisdo (ACC), area
sob a curva (AUC), taxa de verdadeiro negativo (T NR) e taxa de verdadeiro positivo (T'PR). No
entanto, alguns estudos mostraram que na presenga de dados desbalanceados, isto €, quando
o ndmero de observagdes de uma classe ¢ significativamente excedido pelas da outra classe e
a classe minoritdria costuma ser de maior interesse, como € comum em muitas aplicacdes do
mundo real, os modelos de regressao bindria com funcdes de ligacdo simétrica, como o caso de
regressao logistica, podem nao ser adequados. Também, neste mesmo contexto, nem todas as
métricas para avaliagdo da capacidade preditiva do modelo podem ser adequadas (FATOURECHI
et al., 2008; De la Cruz et al., 2019; LUQUE et al., 2019).

As tentativas para evitar o impacto negativo da mé especificacdo do modelo quando os
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dados estdo desbalanceados, o que € bastante frequente, algumas vezes sdo trabalhadas com
o uso das funcdes de ligacao assimétrica (BAZAN et al., 2017; LEMONTE; BAZAN, 2018;
De la Cruz et al., 2019) ou com o uso de algumas métricas alternativas para avaliar a capacidade
preditiva do modelo (THAI-NGHE; GANTNER; SCHMIDT-THIEME, 2011; De la Cruz et al.,
2019; HLOSTA et al., 2013).

No caso da regressao bindria, considerar diferentes funcdes de ligacdo, tem sido proposta
para muitos problemas distintos nas tltimas décadas, por exemplo em Chen, Dey e Shao (1999),
Basu e Mukhopadhyay (2000), Kim (2002), Wang e Dey (2011), Naranjo, Pérez e Martin (2019)
e Yin et al. (2020), podem ser vistos estudos detalhados.

Em particular, uma classe de fungdes de ligacdo que tem recebido uma aten¢do no
contexto de dados desbalanceados (De la Cruz et al., 2019), sdo as chamadas fun¢des de ligacdo
poténcia e reversa de poténcia. Desde o trabalho pioneiro de Prentice (1976) propondo as duas
extensdes de funcdo de ligacdo logistica por exponenciacdo, foram propostas as funcdes de
ligagdes poténcia e reversa poténcia estendendo a funcdo de ligagio probito (BAZAN; ROMEO;
RODRIGUES, 2014), cauchito, complemento log-log (cloglog) e log-log (loglog) (BAZAN et
al., 2017) até a classe simétrica como base das distribui¢des poténcia (LEMONTE; BAZAN,
2018). Além disso, nos ultimos anos, foram estudadas fungdes de ligagdo assimétrica P e
RP em contexto de dados desbalanceados (De la Cruz et al., 2019), e mostraram um bom
desempenho. Os diferentes trabalhos foram motivados por aplicagdes interessantes; porém, o
estudo das propriedades das funcdes de ligacdo, ndo foram esgotados no momento. Em todos
esses casos sdo apresentadas propostas para a constru¢do de um conjunto de novas func¢des de
ligacdo assimétrica baseado na exponenciacdo de uma funcao de distribui¢cdo acumulada (fda),

denominada distribui¢do de poténcia e de uma versao reversa desta distribui¢ao.

Nos diferentes estudos acima mencionados, nenhuma avaliacdo sobre a viabilidade das
distribui¢des como fung¢des de ligacio para regressdo bindria, foram estudada até o momento.
E, por outro lado, ndo foi realizado um estudo sobre o uso de fun¢des de ligacao assimétrica

poténcia e reversa de poténcia, no contexto de modelos mistos para classificagdo bindria.

Por outro lado, uma extensao da regressao bindria € o estudo de modelos mistos; em par-
ticular, modelos para o caso resposta bindria longitudinal, o qual é uma metodologia que avalia o
comportamento de uma varidvel de resposta ao longo do tempo; em outras palavras, os individuos
sdo acompanhados ao longo do tempo e a varidvel de interesse € medida repetidamente para
o mesmo individuo. Essa metodologia visa mensurar o efeito da dependéncia entre a varidvel
resposta e a varidvel explicativa, bem como mensurar possiveis efeitos entre e/ou intra-individuos
por meio de uma estrutura de correlagdo. Diggle, Liang e Zeger (1994) e Fitzmaurice, Laird e
Ware (2012) discutiram esta metodologia detalhadamente. Algumas aplicagdes do modelo misto
pode ser visto em Masuda e Stone (2015), Gibbons e Hedeker (1997), Breslow e Clayton (1993),
Wolfinger e O’connell (1993) e Stiratelli, Laird e Ware (1984).

Em geral, quando a varidvel de resposta € bindria, os modelos conhecidos para dados com
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resposta bindria longitudinal, sdo aqueles que usam funcdes de ligagdao simétrica como logito e
probito, que formam a base para a andlise de dados bindrios na pratica (PARZEN et al., 2011;
THOMAS et al., 1998; MASUDA; STONE, 2015; GIBBONS; HEDEKER, 1997). No entanto,
como ja foi mencionado, as fungdes de ligacio simétrica, como logito e probito, podem ndo ser
adequadas quando os dados sdo desbalanceados (De la Cruz et al., 2019) e € melhor considerar o

uso de funcdes de ligagdo assimétrica.

Nesta tese, estudamos modelos alternativos para problemas de classificagdo quando os
dados sao desbalanceados. Nesse sentido, o objetivo principal deste trabalho, portanto, é propor
o uso das fung¢des de ligagdo baseada nas distribui¢des poténcia e reversa de poténcia, como
alternativas as func¢des de ligagdo comum, nas seguintes situacdes: classificacao bindria no con-
texto de Modelos Lineares Generalizados (MLG) e classificacdo bindria mista para dados com
resposta bindria longitudinal no contexto de Modelos Lineares Generalizados Mistos (MLGM).
Essas funcodes de ligacdo sdo muito flexiveis com uma ampla familia de distribui¢des (LE-
MONTE; BAZAN, 2018; BAZAN et al., 2017), que incluem, como caso particular, funcdes de

ligacdo comuns, como logito e probito.

A tese estéd organizada em cinco capitulos, descritos a seguir. No Capitulo 2 apresentamos
os conceitos fundamentais, fixacdo de notacdes bdsicas e a estruturacdo do ambiente matematico,
utilizado para o desenvolvimento do trabalho. Neste capitulo, descrevemos brevemente a revisao
das distribui¢des poténcia, a regressao bindria para classificacdo, comparacao de modelos sob
abordagem Bayesiana e, por fim, uma extensdo de modelos de regressiao bindria para o caso

misto.

No Capitulo 3, analisamos novas propriedades das distribui¢des poténcia e reversa de
poténcia, previamente estudadas, para classificacdo bindria; além do mais, mostramos que as
fungdes de ligagdo poténcia loglog e a reversa de poténcia loglog, sdo funcdes de ligacao
inadequadas em regressdo bindria. Também, além das métricas comuns para classifica¢do bindria,
estudamos algumas métricas apresentadas em De la Cruz et al. (2019) que podem ser adequadas

para avaliar a capacidade preditiva do modelo quando os dados sao desbalanceados.

No Capitulo 4, o foco estd no estudo de modelos mistos no contexto de resposta bindria
longitudinal. Estudamos as func¢des de ligacdo poténcia e sua reversa, como alternativa as
fun¢des de ligacao usuais. O estudo € feito sob abordagem Bayesiana, que inclui a estimagao

dos parametros, critérios de compara¢ao de modelos e andlise de diagnéstico do modelo.

Por fim, no Capitulo 5, sdo apresentadas algumas conclusdes e comentdrios finais sobre os
modelos estudados ao longo do trabalho. Também, sdo apresentados alguns trabalhos publicados
em jornal e algumas possibilidades de pesquisas a partir do que foi desenvolvido até o0 momento

com o proposito de dar continuidade a este trabalho.
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CAPITULO

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos uma revisao de conceitos fundamentais, fixacdo de notag¢des

bdsicas e a estruturacdo do ambiente matemético que serdo utilizados ao longo deste trabalho.

Na Secao 2.1, sdo apresentados os principais conceitos e carateristicas das distribuicdes
poténcia e reversa de poténcia estudadas em Lemonte e Bazdn (2018), Bazén et al. (2017) e
De la Cruz (2019). Na Secao 2.2 ¢ feita uma revisdo da defini¢do de regressao bindria. Em
seguida, na Secao 2.3 sdo explicadas as diferentes formas de comparar o performance de um
modelo. Finalmente, na Secdo 2.4, mostramos uma extensao regressao bindria no contexto de

modelos mistos.

2.1 Distribuicao poténcia e reversa de poténcia

Para compreender a defini¢do da distribui¢do poténcia e sua reversa, inicialmente, intro-
duziremos o conceito de reversibilidade e a simetria de uma distribuicdo de probabilidade, os

quais s@o mostrados em De la Cruz (2019) que segue o trabalho de Bazan et al. (2017).

Definicdo 1. Seja X uma varidvel aleatéria com uma distribui¢do de probabilidade denotada
por X ~ F(-). Dizemos que a distribui¢cdo de X satisfaz a propriedade de reversibilidade, se a
funcdo de distribui¢do de probabilidade de —X ¢ uma distribui¢do diferente da X, e que pode ser
escrita como —X ~ H(-), em que H(-) =1 — F(—-). Nesse caso, a distribuicdo H(-) é chamada

de distribuigdo reversa de F(-).

Definicao 2. Uma distribui¢do de probabilidade € dita ser simétrica se e somente se, existir
um valor xg tal que f(xg—0) = f(xo+ J), V6 € R. Em que f é a funcdo de densidade de
probabilidade (se a distribui¢do for continua) ou fun¢@o de probabilidade (se a distribui¢do for
discreta). Por exemplo, quando xy = 0, as distribui¢cdes Logistica, Normal, 7-Student, Laplace e

Cauchy, sdo simétricas.
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Note que, a partir das defini¢cdes 1 e 2, uma distribui¢do simétrica em torno do zero

(xo = 0) ndo apresenta reversibilidade, isto € mostrado no resultado 1.

Resultado 1. Seja X ~ F(-) uma varidvel aleatdria que segue uma distribui¢do simétrica em torno
do zero, entdo f(x) = f(—x), equivalentemente, F (x) = 1 — F(—x). Portanto, a distribuicéo de X
ndo satisfaz a propriedade de reversibilidade, pois X e —X tém a mesma distribuicdo. Exemplos

dessas distribui¢des sao as distribui¢des padrio: Logistica, Normal, #-Student, Laplace e Cauchy.

Para qualquer distribui¢do de probabilidade, em que nao for verificada a simetria, é possivel
propor uma distribuicao reversa a ela. Um caso desse tipo de distribui¢des, sdo as distribui¢des

chamadas distribui¢des poténcia, as quais descrevemos a seguir.

No trabalho de De la Cruz (2019), Chumbimune (2017) e Lemonte e Bazan (2018),
estudam a constru¢do de uma distribuicao poténcia, que estd baseada em considerar uma func¢ao
de distribuicao acumulada (fda) continua arbitraria e elevar por uma poténcia real positivo
arbitraria. Assim, € proposto uma nova funcao de distribui¢ao acumulada (fda) com um parametro

adicional, chamado parametro de poténcia ou de forma, de acordo com a defini¢ao 3.

Definicao 3. Uma varidvel aleatéria univariada X, segue uma distribui¢do de probabilidade
poténcia, com pardmetro de locacdo u € R, pardmetro de escala ¢ > 0 e parametro de forma

a > 0, se sua funcao de distribuicao acumulada (fda), denotada por Fp, é da forma

x—pu\*
FP(X“J,G,(X) :G(T> ’ XERv (21)

e sua funcdo de densidade de probabilidade (fdp), denotada por fp, €

o—1
fp<xro,u,a>=%{6(x;”)} g(x;“), xER, 22)

em que G(-) chamada de linha de base, é qualquer fun¢do de distribui¢do acumulada (fda)

padrdo, e g(-) é sua respetiva funcio de densidade de probabilidade (fdp) univariada continua

com suporte na reta real (R).

Resultado 2. Para as distribui¢des poténcia, se G(-) é uma distribui¢do de linha de base simétrica

em torno de zero, entdo segue que:

FP<—x|u,c,a>:{G(_(’C;“))}“:{1_G(X;“)}“, rER.

Demonstracdo. Note que quando G(+) é uma func¢do de uma familia de distribuigcdo simétrica

em torno do zero, satisfaz que G (—z) = 1 — G (z), como pode ser visto na Figura 1 (caso da

distribui¢ao normal padrao). Assim, ao elevar por um parametro ¢ obtemos o Resultado 2. [

Observe que, a partir da defini¢do 3, € possivel construir uma distribuicao reversa, a qual

pode ser chamada de distribuicao reversa de poténcia, de acordo com a defini¢ado 4.
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0.4-

0.3

g(x)0.2-

0.1

0.0-

Figura 1 — fdp da distribui¢do normal padrio (simétrica em torno de zero)

Definicao 4. Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢ao poténcia X ~ Fp(-), entdo una

distribuicdo reversa de poténcia (RP), € definida considerando a sua fda (denotada por Frp) como

FRP(x]u,o,a)zl—G<—<x_“)> . xER, 2.3)

o

e sua funcdo de densidade de probabilidade (fdp), denotada por frp, obtido pela derivacado de
Fgp(+), dada por

fRP(X|H,G,(X):%{G(—x Gu)} g(_x G‘u)v xeR (24)

emque U € R, 0 >0e a > 0sdo parAimetros de locagdo, escala e forma respetivamente e G(-)

uma fda da linha de base de uma distribuicao univariada continua em sua forma padronizada.

Considerando que a fung@o de linha de base (G(+)) pertence a familia de distribui¢des simétricas

temos os resultados 3 e 4.

Resultado 3. Podemos ver que Fgp(-) satisfaz a propriedade de reversibilidade definido em 1,
desde que
FRP(X | N»G’a)‘f'FP(—x | ,U,G,a) = 17

em que Fp(-) e Fgp(+) é a fda da distribui¢do poténcia e reversa de poténcia, respetivamente.

Demonstracdo. Pelas defini¢des 3 e 4, respetivamente, temos que

Fp(—x|[,L,G,(X):|:G(—x_H):|a e FRp(x|u,c7,oc):1—{G(—x_“)r,

o
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somando ambas as equagdes, e desde que G(-) pertence a familia de distribui¢do simétrica, segue

que

Frp (x| 1,0,0) +Fp(—x|p,0,0)=1— [G (—x;“)rJr [G (_x_u)]a'

Logo,
FRP(X|/J’Gaa)"‘FP(—ﬂNaG,O‘) =L

Resultado 4. Para qualquer o # 1, as fungdes de distribui¢ao poténcia e reversa de poténcia nao

sdo simétricas, isto é, fp(x | U, 0,0) # fp(—x | u,0,¢) e frp(x | U, 0,0) # frp(—x | 1,0, ).

Demonstracdo. Na Equacdo 2.2, a funcdo de densidade de probabilidade poténcia é dada por:

wonear= {o (1)) e ()

Logo, se essa fun¢do € avaliada no ponto —x, temos que:

fe(=x|p,0,0) = % {G (_x_cﬂ> }a_lg (_x—G‘u

Da mesma forma, para a func¢do de densidade de probabilidade reversa de poténcia temos que

o= {5} ()

Se avaliarmos esta fung@o no ponto —x, tem-se que:

a—1
fer(-xlmoa) =2 {6 (*H) ) e (EH

Quando G(-) é considerado a partir de uma distribui¢do simétrica, tem-se que G(z) # G(—z),

)#ﬁ@Wﬁﬂ)

) %fRP(x | ‘LL,O',OC).

logo pode-se concluir que ambas as distribui¢des, poténcia e reversa de poténcia, ndo sio

simétricas em torno de zero. OJ

Quando & = 1, temos que Fp(x | 4, 062) = Fgp(x | 4, 0,a) = G <x_“). Assim, G (%) é um

(@
caso particular de ambas as distribui¢des.

As defini¢des 3 e 4, permitem usar uma ampla familia de distribui¢des como linha de
base. Maiores detalhes sobre as distribui¢cdes univariadas podem ser encontradas em Johnson,
Kotz e Balakrishnan (1995). A lista de distribui¢des de linha de base introduzida por Bazan et
al. (2017) inclui as distribui¢des Logistica, Normal, Cauchy, Reversa Gumbel e Gumbel. Além
disso, Lemonte e Bazan (2018) inclui Laplace, t-Student e distribui¢do Exponencial poténcia
como outras distribui¢des de linha de base. Algumas distribui¢cdes de linha de base possuem

um parametro extra (por exemplo, os graus de liberdade de ¢-Student), esses parametros nao
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estdo associados a funcao de ligacdo e ndo sdo faceis de interpretar no modelo de regressao
bindria (De la Cruz et al., 2019); por essa razdo, neste trabalho, as distribui¢des que possuem um

parametro extra ndo serdo consideradas.

Os nomes e as notagdes das distribuigdes poténcia e reversa de poténcia, usadas neste trabalho,

sdo apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 — Algumas distribui¢cdes de linha de base, poténcia e reversa de poténcia

Tipo Nome da distribui¢ao Notacao
Logistica L
Normal N
Cauchy C
Linha de base Laplace LA
Gumbel G
Reversa Gumbel RG
Poténcia Logistica PL
Poténcia Normal PN
Poténcia Cauchy PC
Poténcia Poténcia Laplace PLA
Poténcia Gumbel PG
Poténcia Reversa Gumbel PRG
Reversa de poténcia Logistica RPL
Reversa de poténcia Normal RPN
Reversa de poténcia Cauchy RPC
Reversa de poténcia Reversa de poténcia Laplace RPLA
Reversa de poténcia Gumbel RPG

Reversa de poténcia Reversa Gumbel RPRG

Além disso, usaremos a notagdo Fj(-) ou f;(-) para nos referirmos a qualquer uma das
distribui¢des poténcia (/ = P) ou reversa de poténcia (I = RP). Na Tabela 2 é mostrada a forma
da funcao de distribui¢do acumulada e sua respectiva funcdo de densidade de probabilidade de
algumas distribuicdes poténcia e reversa de poténcia, cada uma delas com parametros de locagdo
i € R, escala ¢ > 0 e forma o > 0. ®(-) denota uma fungio de distribuicdo acumulada de uma

distribui¢do Normal padrao.

A partir das defini¢des 3 e 4, € possivel expressar as distribui¢cdes poténcia e reversa
de poténcia em sua forma padronizada fazendo 4 =0 e 0 = 1. Assim, temos a distribuicao de
poténcia padrao (P) e distribuicao de reversa de poténcia padrao (RP) com distribuicao de base

simétrica apresentados por Lemonte e Bazdn (2018) e Bazan et al. (2017).

A funcgdo de densidade de probabilidade (fdp) correspondente as distribui¢des P e RP

sdo, respetivamente, da seguinte forma
fr(2) = aG(2)* g(z) e frr(z) = @ G(—2)* 'g(z), z€R.

Na Tabela 3, sdo mostradas as funcdes de distribuicdes acumuladas de algumas dis-

tribuicdes poténcia e reversa de poténcia padrado, e sua respectivas fun¢des de densidade de
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Tabela 2 — fda e fdp de distribui¢des de poténcia com pardmetros de locacdo e escala

Distribui¢do fda Fj(x | 4,0, @) fdp fi(x | u,0,0)

1 1

HP{()}] “Lexp{ (;;:)}rlc(wexp{ga“)})z
S S el 502

PL

PC [%arctan <%> +%r‘ % [%arctan (X;“> +%} “! 1+ (x(—ju)z} R

PLA [;—k;sign(x—u){l;exp (—‘x;’”)}r‘ ¢ B—ké&gn(x—,u){la—fzxp (“i;‘”)} ail%exp{_lx}#l}
PG {exp{—exp{—%}}] o [exp{—exp{—%}}] exp{— (X;” +exp{ -~ )}
PRG {lfexp{fexp{%}}]a a[lfeXp{*eXp{%}}] exp{— (*% +exp{*gt )}
RPL 1— (X;u)}

”P{l)}] | ¢ [[1 +expl{xg}}] . f(”p{pf

S ) () e () )

RPC - %arctan<f%>+%r{ —[farctan@%%%r*l H(x;u)zyl

RPLA 1,{1,13@)( w{1-exp (- M)}r %B,%Sign(x,“){l7exp<7\x;m>} “’léexp{j;m}
RPG ~[expt-exp(5))” )" o)

RPRG ~[1-exp{-exp-21}]" OC[1—exp{—exp{—%}}]a_lexp{_ (— e}
probabilidade.

Neste trabalho, as distribuicdes poténcia e reversa de poténcia na sua forma padronizada,

serdo usadas para construcao de uma funcao de ligacao.

Como foi mostrado em De la Cruz (2019) e Lemonte e Bazan (2018), as observacoes 1,

2 e 3, podem ser verificadas.

Observacio 1. Para z € R, Fp(—z) = G(—2)% e Frp(—z) = 1 — G(—2)*. Logo, Fp(+z) +
FRP(QZZ) =1. Também, FP(—Z) 75 1 —FP(Z) € FRP(_Z) 7§ 1—FRP(Z). Assim, FP(Z) € FRP( )
ndo sao ponto-simétricos se Z tem uma distribui¢do de poténcia. Entdo, —Z tem uma distribui¢do

reversa de poténcia.

Observacao 2. As distribuicdes poténcia sdo inclinadas para a direita (assimetria positiva) se
o > 1 e a esquerda (assimetria negativa) se 0 < a < 1, e as distribuicdes reversa de poténcia
sdo inclinadas para a esquerda (assimetria negativa) se & > 1 e a direita (assimetria positiva)
se 0 < o < 1. Isto pode ser visto na da Figura 2, na qual mostramos a curva das fungdes de
densidade de probabilidade (fdp) para algumas distribuicdes poténcia e reversa de poténcia com
diferentes valores de @ = {0,25, 1, 3}. Consequentemente, as curvas das fun¢des de distribui-
¢oes acumuladas da distribui¢do reversa de poténcia € um reflexo da curva correspondente da
distribui¢do poténcia, e entdo para & < 1 (ou @ > 1) a curva correspondente € geralmente abaixo

(acima) da curva correspondente para a curva da linha de base, isto pode ser visto na Figura 3.
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Tabela 3 — fda e fdp de distribui¢des de poténcia padrdo

Distribui¢do fda padrdo Fj(z) fdp padrio f(z)
[ 1 « 1 a-l exp(—z)
PL _1+exp(—z)} * [l—l-exp(—z)] (1+exp(—2))*
PN ()" al® ()" —exp l—if
PC %arctan (z)+ ﬂ % [7117 arctan (z) + ;] [1+27] -
PLA L s -eoc k] et Limo ook Lo
22 22 2
PG lexp{—exp{—2}}]* a [exp{—exp{—z}}]* " exp{— (z-+exp{—2})}
PRG [1 —exp{—exp{z}}]* a [l —exp{—exp{z}}* ' exp{— (—z+exp{z})}
RPL - _l]a a[ ! TH eXp(=2)
| 1+exp(z) 1 +exp(z) (1+exp(—2z))*
RPN lf[fb(fz)]“ o[ (—z)]*! \/%exp{l;zz
RPC 1— 71r arctan (—z) + ;] % [711_ arctan (—z) + ﬂ [1+22] -
reea 1L Lo o] el Lo 0w k] ewr)
2 2 2 2 2 '
RPG 1— [exp{—exp{z}}]* a(e) e (ere)
RPRG 1 —[1 —exp{—exp{—z}}]* o [1 —exp{—exp{—z}}]* Texp{— (—z+exp{z})}
Distribuigdo PL ||  Distribuicao RPL  Distribuigo PN Distribuicso RPN
0.6 A

.

53113553113 55-3-11 35

Distribuigdo PC Distribuicdo RPC H Distribuigdo PLA
0.6
0.2 .. /, .
0.0 et N~ | e » T A
5 311 3 55 311 3 55311 3 55311 3 5

Distribuigdo PG~ | Distribuicao RPG  Distribuicao PRG

0.6

-5 -8

Figura 2 — fdp de algumas distribui¢des poténcia e reversa de poténcia para diferentes valores de o
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Distribuicao PL Distribuicao RPL Distribuicao PN Distribuicdo RPN
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Figura 3 — fda de algumas distribuicdes poténcia e reversa de poténcia para diferentes valores de &

Observacao 3. Observe também que fp(z) e frp(z) sdo funcdes de densidade de probabilidade
(fdp) ponderados com fungdes de peso wp(z) = € G(z)* ! e wrp(z) = 2 G(—z)* !, respectiva-
mente, dado por:

filz) = W’(Z))] g(z), =P RP.

E[Wl (Z

2.2 Modelo de regressao para classificacao binaria

Um problema de classificacido pode ser dividida em: classificagdo bindria, multi-classe,
multi-rétulo e hierdrquicas (SOKOLOVA; LAPALME, 2009). Este trabalho estd direcionado ao
estudo de problemas de classificagdo bindria.

2.2.1 Classificacao binaria

Em problemas de classificagdo bindria (mais detalhes em Duda, Hart ez al. (2001)), a
varidvel de interesse, habitualmente denominada varidvel resposta, € atribuida em uma de duas
classes ou categorias. Geralmente, uma das classes € chamada de "classe positiva" e assume
o valor 1 o qual representa a ocorréncia do evento de interesse ("sucesso") e a outra classe,

¢ chamada de classe negativa e assume o valor 0 o qual representa a ocorréncia do evento
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complementar ("fracasso"). E chamado de "bindria" porque existem apenas dois resultados

(categorias) ou rétulos distintos.

A varidvel de interesse estd comumente associada a outras varidveis denominadas como:
varidveis independentes, varidveis explicativas, atributos ou covaridveis; essas varidveis podem
ser continuas, discretas ou categoricas. A probabilidade de ocorréncia de uma classe, pode ser

explicada por estas outras varidveis.

Existem varios métodos ou técnicas que podem ser usados para classificacdo bindria
(BROWNLEE, 2016), incluindo regressdo logistica, maquinas de vetores de suporte (SVM),
arvores de decisao, florestas aleatorias e redes neurais.

A regressdo logistica, que faz parte de regressao bindria, € um dos métodos mais populares
para classificac@o bindria. O objetivo da regressao logistica € identificar o melhor ajuste entre
uma varidvel dependente e uma cole¢do de varidveis independentes, e através deste ajuste gerar
valores entre 0 e 1, que podem ser interpretados como as probabilidades de cada observacao

pertencer a uma determinada classe.

Em geral, a probabilidade de observar uma classe dado uma ou mais varidveis inde-
pendentes, pode ser estimada através de qualquer modelo de regressao bindria (por exemplo
a regressao logistica), o qual tem um componente chamada "funcio de ligacdo". Portanto, um

modelo de regressdo bindria pode ser usado para problemas de classificagao.

2.2.2 Modelo de regressao binaria

SejaY = (Y1,...,Y,) " um vetor n x 1 de varidveis aleatdrias respostas independentes,
xi = (xi1,. .. ,)c,~p)T um vetor p X 1 de covaridveis associadaa¥;, e B = (fi,... ,ﬁp)T um vetor
p x 1 de coeficientes de regressdo associados as varidveis explicativas (covaridveis) e seja
IP(Y; = 1) = u; a probabilidade do sucesso e IP(Y; = 0) = 1 — ; a probabilidade do fracasso,
parai=1,...,n. No modelo Bayesiano de regressdo bindria, Y; | B tem distribui¢io Bernoulli

com parametro L;, isto é

Y;| B g Bernoulli(u;)
ui=PY;i=1)=F(n;)
ni=x B =Pixi+...+Bpxip
B~ (B)

em que 7; € o i-ésimo preditor linear e F(-) denota a funcao de distribui¢do acumulada (fda), que

(2.5)

é invertivel. O vetor de parAmetros B podem ser considerados independente com uma distribuigio
a priori  (B) = N,(0,Z), um caso particular ¢ £ = IG[% (BAZAN et al., 2017).
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No ambito de modelos lineares generalizados (MLG) (mais detalhes em McCullagh e
Nelder, 1989), F~! é chamada de funcio de ligagio, esta funcio lineariza a relagio entre a media
da varidvel resposta e as varidveis independentes.

A fungio de ligagio F~!(-) é simétrica quando F(-) é uma fda de uma distribuiciio simétrica em
torno do zero com W; = 0,5. Por exemplo, as funcdes de ligagdo logito, probito e cauchito, sao
simétricas. Por outro lado, quando F'(+) é a fda de uma distribui¢do que ndo é simétrica, obtemos

as funcdes de ligagcao assimétricas, por exemplo cloglog e loglog.

As fungdes de ligagdo comuns consideradas como parte de modelos lineares generaliza-
dos (MLG) sdao mostradas na Tabela 4 e as suas curvas de probabilidade na Figura 4. A partir da
Figura 4, podemos ver que a curva é simétrica em torno de it = 0,5 e ) = 0, para as funcdes de
ligacdo probito, logito e cauchito; no entanto, para as ligagdes cloglog e loglog, sdo assimétricas

em torno de n = 0.

Tabela 4 — Fungdes de ligacdo comuns na regressao bindria.

Fungio de ligagio 1, wi=F(n) =F(x/B)
. M exp (1;)
Logito log (1 — “i) T exn(r) T exp ()
Probito O () @ ()
Cauchito F=1 () % + m
Cloglog log(—log(1—p;)) 1—exp{—(m)}
Loglog log(log (i) exp{exp (M)}
1.00+
075 i Ligagdo
== cauchito
10.50- .
=== |oglog
= probito
0.251
0.001

50 25 00 25 50

Figura 4 — Curva de fun¢des de ligacdo comuns na regressao bindria.

Assim, pode-se observar que para qualquer valor de 0 < ; < 1, a fungdo de ligacdo F~! (+) faz

com que o preditor linear assuma valores na reta (R). Por outro lado, quando o valor do preditor
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linear 7n; € avaliada em L;, os valores deste, tem coeréncia com os valores de probabilidade que

estdo dentro do intervalo O e 1.

A funcdo de verossimilhanca associada ao modelo de regressao bindria, tem a seguinte

forma
n

i 1=yi
LB |y, X) =[TIF ()P [t —F (n)] .
i=1
Portanto, considerando a especificacao das a prioris para os pardmetros, a distribui¢@o a posteriori
de B, n(B | y,X) é dada pela seguinte expressdo

(B [y,X)e<L(B|y,X)7(B)

o< lli [F (x;rﬁﬂyi [1 —F <xl—'—ﬁ)} 1—y; exp (_%ﬁTz—lﬁ) . (2.6)

Para o caso em que a funcdo de ligagao € um logito (regressado logistica), a fun¢do de

verossimilhanga € dada por

Yi

exp (xlT B )
o (37 B)

L(B|y,X) H

=1

1 ]1” exp (X1 yix; B)
1+exp (x; B) L [1+exp(x/B)]

Logo, a sua distribui¢do a posteriori € dada por

exp (L yix; B) exp <—1BT21B) o (Z:-LlyixTB - lﬁTz—lﬂ) |
2

R e ) = [1esp (57B)]

Para muitas fun¢des de ligacao, a distribui¢ao a posteriori, pode ndo ter uma expressao
de forma fechada o pode nao pertence a uma familia de distribui¢cdes conhecidas. Assim, para
simular esta distribui¢do, os algoritmos Monte Carlo via cadeias de Markov podem ser usados.
Por exemplo, em Bazan e Bayes (2010) estudam a estimagdo Bayesiana em modelos de regressao

binaria.

2.2.3 Desbalanceamento de dados em classificacao binaria

Na literatura, até onde sabemos, ndo existe uma definicao formal de desbalanceamento
de dados no contexto de classificagdo bindria; porém, algumas ideias foram introduzidas; por
exemplo, para Zhai, Qi e Shen (2022) e Paal (2014), um problema de classificacdo bindria
desbalanceada ocorre quando a classe majoritdria (classe negativa) € significativamente maior que
a classe minoritdria (classe positiva). Em outras palavras, o nimero de observagdes pertencentes

a uma das classe € significativamente menor do que as pertencentes as outras classes. Também,
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Brownlee (2020) entende que um problema de classificagdo desbalanceada ocorre quando as
observacOes entre as classes nao € igual, e esta diferenca pode ser leve ou até severo, € dizer,
as observagdes de uma classe minoritdria pode variar para centenas, milhares ou milhdes de
obervacoes da classe ou classes majoritarias. Por outro lado, em Da Silva, ANYOSA e Bazan
(2020) introduzem a defini¢do 5.

Definicao 5. Dizemos que uma varidvel resposta bindria Y € desbalanceada, se e somente se,

K:=|2u—1|>0,2, em que u é a probabilidade de sucesso.

Nos ultimos anos, alguns autores, por exemplo, De la Cruz et al. (2019), Fatourechi
et al. (2008) e Luque et al. (2019), mostraram que na regressao bindria, quando os dados sdo
desbalanceados, usar fun¢des de ligacdo simétrica, pode ndo ser adequado, e que as funcdes de
ligacdo assimétrica debe ser considerado. Por exemplo, Chen, Dey e Shao (1999), Wang e Dey
(2011), Yin et al. (2020), Bazan et al. (2017) e Lemonte e Bazan (2018), estudam a regressao
bindria considerando diferentes funcdes de ligacdo assimétrica.

Diante disso, nos capitulos seguintes, estudamos o problema de classificacio bindria, através de

regressdo bindria com funcdes de ligacdo assimétrica.

2.3 Comparacao de modelos sob abordagem Bayesiana

O objetivo de comparar os modelos é encontrar um modelo 6timo. A escolha desse
modelo 6timo, € a tarefa de selecionar um modelo entre varios candidatos com base em algum
critério de desempenho para escolher o melhor modelo. No contexto de modelos de regressao
bindria, podemos entender como selecionar um modelo estatistico de uma classe de modelo (um
conjunto de modelos candidatos), dado um conjunto de dados.

Um dos objetivos de selecionar um modelo, € poder ser fazer inferéncias acerca dos parametros
do modelo, e para esse propdsito, existem critérios para comparar o desempenho dos modelos;
em Ding, Tarokh e Yang (2018) descrevem alguns critérios. Por outro lado, se o objetivo é
selecionar um modelo baseado na capacidade preditiva, entdo existem algumas métricas que sao
construidas baseado na predicao de uma determinada classe da varidvel resposta bindria. Nesta

se¢do, descrevemos as duas formas de escolher um modelo.

2.3.1 Selecao baseado em métricas para classificacao

Na classificacdo bindria, geralmente, a classe positiva é aquela que estamos interessados
em prever. Portanto, medir com que precisdo o modelo prevé o resultado desejado € crucial no
momento de selecionar um modelo. A avaliagdao do desempenho de um modelo de classificacao,

¢ baseada nas contagens de registros previstas como correta e incorretamente pelo modelo.

Em geral, uma métrica para classificacdo pode ser descrita como uma ferramenta de
medicdo, que mede o desempenho do classificador (modelo) (HOSSIN; SULAIMAN, 2015).
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Neste sentido, dentro do contexto de classificacdo bindria, existem diferentes métricas, cada
uma delas construida baseada na matriz de confusdo. Algumas das métricas sao estudadas em
Metz (1978), Sokolova e Lapalme (2009), Choi, Cha e Tappert (2010), De la Cruz et al. (2019) e
Vujovi€ et al. (2021).

2.3.1.1 Matriz de confusio

A matriz de confusio pode se entender como uma matriz bidimensional, indexada em
uma dimensao pela verdadeira classe de um objeto e na outra pela classe que o classificador
atribui (TING, 2017). Um caso particular, € quando existem duas classes, uma designada como
classe positiva e a outra como classe negativa, como mostrado na Tabela 5. Nesse contexto,
as quatro células da matriz sdo designadas como: verdadeiros positivos (TP, do inglés: True
Positives) que sdo as observagdes positivas e previstas como positivas, falsos positivos (FP,
do inglés: False Positives) que sdo as observacOes negativas, mas previstas como positivas,
verdadeiros negativos (TN, do inglés: True Negatives) que sao as observagdes e previstas como
negativas e falsos negativos (FN, do inglés: False Negatives) que s@o as observagdes positivas,

mas previstas como negativas. Mais detalhes pode ser vistos em Fawcett (2006).

Tabela 5 — Matriz de confusio

Valor predito
Valor observado 0 1
0 TN FP
(Verdadeiro negativo) (Falso positivo)
| FN TP
(Falso negativo) (Verdadeiro positivo)

2.3.1.2 Meétricas para classificacdo binaria

A partir da matriz de confusio, varias métricas de desempenho de classificacdo podem
ser definidas com base nos quatro elementos da matriz (TN, FP, FN e T P). As medidas comuns
e bastante utilizadas sdo: Acuricia (taxa de boa classificagdo), Sensibilidade, Especificidade,
Verdadeiro Preditivo Positivo e Verdadeiro Preditivo Negativo que sdo definidas, respetivamente,

como.

Acurdcia (ACC): propor¢ao de acertos de um modelo. Ou seja, € a proporcao de verdadeiros-

positivos e verdadeiros-negativos em relagcao a todos os resultados possiveis.

Sensibilidade (S): propor¢ao de eventos classificados corretamente pelo modelo. Ou seja, € a

~

probabilidade de ser classificado como evento (¥ = 1) dado que realmente ele é evento (Y = 1).

Especificidade (E): proporcao de ndo eventos classificados corretamente pelo modelo. Ou seja,

avalia a capacidade do modelo predizer como ndo evento (? = 0) dado que ele realmente é ndo
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evento (Y =0).
Valor Preditivo Positivo (VPP): propor¢ao de eventos, dado que o modelo assim os identificou.

Valor Preditivo Negativo (VPN): proporcao de ndo evento, dado que o modelo assim os identifi-

cou.

Por outro lado, como indicado por Choi, Cha e Tappert (2010), nos casos em que as
classes bindrias sdo desbalanceadas, como no caso assimétrico de dados binarios, as corres-
pondéncias positivas (eventos) sdo geralmente mais significativas do que as correspondéncias
negativas (ndo eventos). Nesses casos, algumas medidas de similaridade assimétricas devem ser
consideradas, por exemplo, o Indice Jaccard (em inglés Jaccard index) também chamado de
indice critico de sucesso (CSI, do inglés: critical success index), Indice de Sokal e Sneath (SS1,
do inglés: Sokal & Sneath index), indice de confianca (FAIT H, do inglés: Faith index) e diferenca
padrao (PDIF, do inglés: pattern difference) para medir a similaridade entre a classificacdo

observada e a prevista usando a matriz de confusdo correspondente (De la Cruz, 2019).

Além disso, a pontuacao de habilidade de Gilbert (GS, do inglés: Gilbert skill score)
proposto por Schaefer (1990), modifica o CSI para lidar com os problemas associados ao valor

muito grande de TN, o que acontece claramente na predicio de classes desbalanceadas.

Neste trabalho, consideramos as métricas para classificacdo apresentadas e utilizadas em
De la Cruz et al. (2019). Além disso, usamos a pontuacdo Fj (F'1), Coeficiente de Correlacio de
Matthews (MCC), G-Média (GM) e Kappa de Cohen (KAPPA), que sdo sugeridos quando as

classes sao desbalanceadas. Todas essas métricas sao mostradas na Tabela 6.

Para todas essas métricas, um modelo com maior valor deve ser preferido em relagdo a
outros modelos possiveis, pois apresenta maior similaridade entre a classificacdo observada e a

prevista pelo modelo.

Para obter os valores de cada uma das métricas, € necessario estabelecer um ponto de
corte o qual é uma probabilidade predita da classe de interesse, € dizer, IT’(Y = 1). Neste trabalho,

serdo usadas as médias a posteriori como estimador plug-in para a probabilidade predita.

2.3.1.3 Ponto de corte

Um ponto de corte (em inglés threshold), € um valor limite que serve para classificar
a observacgdo varidvel resposta em uma de duas classes. Para todos valores iguais ou maiores
que o ponto de corte, a varidvel resposta € atribuida a uma classe (classe 0) e para todos os
outros valores, a varidvel resposta € atribuida a outra classe (classe 1). E comum usar o valor
de 0.5, no entanto, 0.5 ndo € ideal para alguns casos, particularmente para conjuntos de dados
desbalanceados Zou et al. (2016). Uma abordagem simples e direta para melhorar o desempenho
de um classificador que prediz probabilidades em um problema de classificacdo desequilibrada é
ajustar o ponto de corte usado para atribuir probabilidades aos rétulos de classe, o ajuste desse

hiper-parametro é chamado de movimento de ponto de corte (BROWNLEE, 2020, Capitulo 6).
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Tabela 6 — Métricas na classificacio bindria

Métrica Notacdo Foérmula Faixa de valores
Acurécia ACC % [0;1]
Sensibilidade TPR TPAEN [0;1]
Especificidade TNR TNTEFP [051]

Indice critico de sucesso CSI Tpﬂz;ﬁ [0;1]

Indice de Sokal e Sneath SS1 TPT2x ;£+ S%XFN [0;1]

Indice de confianca FAITH TPZPF_;ZSF}Z]—VTN [0;1]

Diferenga padrio PDIF TP J:‘;PFf;I\I’:iVTN)Z [0;1] "
Pontuagdo de habilidade de Gilbert GS FNTFPITF +§ﬂi§ﬁ}%j{%ijN_ FFAFN) [0;1]
Coeficiente de Correlagéo de Matthews MCC (TPXTN_FPxFN) [0;1]

\/(FN+FP)(TP+FN)(TN+FP)(TN+FN)

G-média GM VTPRXTNR [0:1]
TNR xTPR

Pontuacdo F F1 w LYRX TR [0;1]
TNR+TPR

Capa de Cohen KAPPA 2X(TPxTN—FPxFN) [0;1]

(TP+FP)(FP+TN)+(TP+FN)(FN+TN)

" SPDIF = 1— PDF e SGS = 32¢5t1,

O ponto de corte de probabilidade para classificacdo ndo ird interferir no valor da AUC. Para
decidir qual serd o ponto de corte 6timo, um ponto de corte com a melhor pontuagdo de algumas

das métricas pode ser considerado, por exemplo, a melhor pontuacdo de KAPPA, GM ou F1.

Seja p. o valor do ponto de corte estabelicido, entio a atribuicao de uma observacao a

uma classe, € da seguinte forma

0 (classe 0), se u; < pe
yi €
I (classe 1), se W > pe
Por exemplo, se o ponto de corte for p. = 0,5, entdo toda vez que o valor da probabilidade

u; > 0,5, aquela observacdo serd atribuida a classe 1, caso contrdrio serd atribuida a classe 0.

2.3.2 Selecao baseado em critérios de comparacao de modelos

Akaike (1974) prop0s um critério que estd baseada na verossimilhanca penalizada pelo
niimero de pardmetros do modelo definido por: AIC = —2Y" | log <L (6 | yi)) + 2P. Por outro
lado, o critério de informacdo Bayesiano (BIC) proposto por Schwarz et al. (1978) pondera
o tamanho amostral BIC = —2Y" | log <L <§ | y,->) + Plog (n), sendo 6 vetor dos parametros
estimados do modelo, em que P € o nimero de parametros a serem estimados.

No entanto, os critérios de selecao no contexto bayesiano, sao obtidos por meio de uma extensao,
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considerando a densidade a posteriori dos parametros do modelo e o desvio dado por

——22105; f(y1B))

A média a posteriori do desvio E (D (B)) = E[-2Y" ,log(f (¥ | B))], pode ser aproximada

computacionalmente por
1 M
— Y p(B"™), @.7)
m=1
em que o indice (m) representa a realizacdo m de um total de M realizac¢des, sendo M tamanho
da amostra vdlida da distribui¢do a posteriori obtido usando o método de MCMC. J4 o desvio

da média a posteriori D (E (B)) é obtido por meio da média dos valores gerados a partir da

distribui¢do a posteriori como:

b=p <i f [3(’")> . (2.8)
M

O numero efetivo de parAmetros pp = D (B) — D (E (B)) é aproximado computacionalmente por

Alguns critérios principais de comparacao de modelos, sd@o descritos a seguir:

EAIC e EBIC

Critério de informacao esperado de Akaike (EAIC, do inglés: Expected Akaike Infor-
mation Criterion) e Critério de Informacao Bayesiano Esperado (EBIC, do inglés: Expected
Bayesian Information Criterion), sao apresentados em Spiegelhalter ef al. (2002). Ambos os
critérios estdo baseados na média a posteriori do desvio e podem ser estimados, respectivamente,
por

EAIC=D+2P e EBIC=D+Plog(n). (2.9)

Em ambos os critérios, P é o nimero de parametros desconhecidos do modelo, EAIC e EBIC,

indicam os melhores modelos quanto menor for o valor obtido.

DiC

O Critério de informacao de desvio (DIC, do inglés: Deviance Information Criterion) é
uma generalizagdo do critério de informagdo de Akaike (AIC) apresentado em Gelman, Hwang e
Vehtari (2014) e Spiegelhalter ef al. (2002). Estd baseado na média a posteriori do desvio, pode

ser estimado por:

DIC=D+pp=2D-D. (2.10)

Os modelos com menor DIC devem ser os preferidos.
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WAIC

O critério de informacao amplamente aplicavel (WAIC, do inglés: Widely Applicable
Information Criterion) € uma abordagem totalmente bayesiana. Foi introduzido por Watanabe

(2010), e a ideia € calcular o logaritmo da densidade preditiva pontual (Ippd) dado por

— n 1 M (m)
zpddzzlog(ﬂzp(yimw).
i=1 m=1

Em seguida, para o sobre-ajuste, ¢ adicionado um termo para corrigir o nimero efetivo de

parametros:

e =23 <1og (% éf(yi | ﬁ<m>>> 1 élog ( (1 ﬁ<m)>>> .

Finalmente, como proposto por Gelman, Hwang e Vehtari (2014), o WAIC € estimado por

ﬁiﬁb::—2(ﬁ$3—ﬁwzz). 2.11)

LOO

Outro método de comparagao de modelo totalmente bayesiano € o método de validagao
cruzada de exclusdo (LOO, do inglés: leave-one-out cross-validation ) proposto por Geisser e
Eddy (1979). Devido a sua natureza iterativa, LOO pode ser computacionalmente proibitivo
para grandes conjuntos de dados de amostra em que o modelo precisa ser ajustado para um
determinado tamanho de amostra n, Vehtari, Gelman e Gabry (2017) propde usar amostragem
de importancia suavizada de Pareto (PSIS, do ingl€s: Pareto smoothed importance sampling),
uma nova abordagem que fornece uma estimativa precisa e confidvel que permite calcular LOO
usando pesos de importancia que de outra forma seria instavel. A estimativa Bayesiana de PSIS
(nomeada como PSIS — LOO) é dada por:

M

_ [ X w"p (5] B)
elpd pis-too = Y108 | "= : 2.12)
i=1 lel(m)
em que
) |y
W = min(m), YM f Ay e g L r(8™7-)
1 1 ) M l (m) (m) .
m=1 P(yilﬁ ) f(ﬂ yy)

Luo e Al-Harbi (2017) mostraram que como EAIC, EBIC e DIC usam estimativas pontuais para
o seu célculo, enquanto LOO e WAIC sdo calculados com base em toda a distribui¢do a posteriori,
que os métodos que usam mais informacao (a distribui¢do a posteriori) desempenhem melhor do

que aqueles que usam menos informagao (estimativa pontual). Portanto, WAIC e LOO realizam
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o melhor devido ao uso completo da distribui¢@o a posteriori, 0 DIC vem o segundo devido ao
seu uso parcial da distribui¢do a posteriori, € 0s outros métodos que ndo usam a distribuicdo a
posteriori t€m o menor poder estatistico na selecdo de modelo. Os cédlculos de WAIC e LOO,
podem ser obtidos usando pacotes implementados em R como L0OO (ver Vehtari, Gelman e Gabry,
2016) e em Python como PSIS (ver Vehtari, Gelman e Gabry, 2017).

2.4 Regressao binaria mista

O estudo de modelos lineares generalizados mistos (MLGMs), em particular regressao
bindria mista, ¢ uma metodologia que estuda o comportamento de uma varidvel de interesse
medida repetidamente. Esta metodologia procura medir o efeito da dependéncia entre a varidvel
resposta e as varidveis explicativas, como também, medir possiveis efeitos entre e/ou intra-
individuos. Em Diggle, Liang e Zeger (1994) apresentam esta metodologia de forma detalhada e

completa.

O foco principal desse tipo de andlise, estd relacionado com a modelagem da estrutura
de correlacdo intra-individuos decorrente de medir a mesma unidade de observa¢dao mais de uma

vez e, como resultado, as respostas nao sio independentes como na andlise de regressdo usual.

Existem diferentes métodos para modelar a estrutura de correlacdo, por exemplo, Diggle
(2002) apresenta trés extensoes dos modelos lineares generalizados para dados longitudinais,
incorporando a dependéncia entre as observacoes ao longo do tempo: (i) modelos marginais ,
(i1) modelos de transi¢c@o (ou condicional), e (iii) modelos de efeitos mistos. O modelo marginal
requer a especificagdo da média marginal, uma fun¢ado de variancia e a estrutura de correlagdo das
observacoes dentro do assunto, como auto-regressiva (AR), permutdvel (EX) e ndo estruturada
(UN). O modelo de transicao é uma extensao do modelo linear generalizado (GLM) e é usado
em situacdes onde a varidvel de resposta tem uma forte conexdo com as varidveis de resposta
anteriores. Finalmente, o modelo de efeitos mistos inclui um efeito aleatdrio especifico do sujeito
que explica as observacdes correlacionadas do sujeito. A introdugdo de efeitos aleatérios no
modelo de efeitos mistos induz uma correlagdo marginal entre as observagdes especificas do
sujeito (FITZMAURICE; LAIRD; WARE, 2012).

O foco deste trabalho sao os modelos para dados longitudinais os quais sdo um caso
especial dos modelos mistos, para isto, 0 modelo hierdrquico misto é considerado. Neste método,
os efeitos aleatdrios sdo adicionados ao preditor linear considerando duas fontes de variacao nos

dados: a variagdo entre unidades e a variacdo dentro das unidades.

Em geral, quando a varidvel resposta é bindria, a varidvel de interesse € uma varidvel

categdrica com duas classes ou categorias, isto €, uma varidvel dicotomica.

Sejay; = (vi,- - -, yini)T um vetor de uma sequéncia de medi¢des observadas ao longo

do tempo para o i-€simo sujeito, i = 1,--- ,n, em que cada componente y;;, que assume valor
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0 ou 1, corresponde a observacdo do sujeito i, medida no tempo ¢, j = 1,...,n;. Além disso,
considere b; = (bj1,... ,biq)T um vetor g X 1 dos efeitos aleatorios especificos do individuo i,
B=(B,... ,BP)T vetor de coeficientes de regressao (efeitos fixos) para j=1,...,n;ei=1,...,n.

O modelo de regressao bindria longitudinal pode ser escrito da seguinte forma

Yij | b,’ ~ Bernoulli([,tij)

wi=FXiB+Z)b;) or mj=F () 2.13)
b, ~Ny(0,%),
em que X;; = (xjj1,. .. ,xijp)T eZj= (zijl,...,zijq)T sdo vetores covaridveis, X, € uma matriz

definida positiva g X g € 1);; € nomeado como o i-€simo preditor linear pela j-€sima vez, para
i=1,---,nej=1,--- n;. F(-) fun¢do de distribuicdo acumulada de alguma varidvel aleatéria
continua com suporte em R e F~! é conhecida como uma funcéo de ligaco.

Além disso, os efeitos aleatdrios sdo considerados "independentes" das covaridveis X;; Fitzmau-
rice, Laird e Ware (2012, Capitulo 14).

Observe que, semelhante ao caso de regressao bindria, diferentes funcoes de ligacao
podem ser consideradas, por exemplo, pode-se usar as funcdes de ligacdo mostradas na Tabela 4.

Quando € considerada a fun¢do de ligagdo logistica (modelo logistico), temos:

. i
logito(pij) = <1 _LU) =X;B+Z;bi

exp (X,TJB +Z,~ij,-)
1 +exp (X;ﬁ -I-Z,iji)

= Wi =F(X;;B+Zbi) =

O modelo Bayesiano misto de regressao bindria para dados longitudinais, tem a seguinte

expressao

Yij | bi, B d- Bernoulli(y;;), b; " Ny(0,Xp)

(Bazb)T ~ ﬂ’-(ﬁazb>

Os parametros 8, X, podem ser considerado independente tal que 7 (B,X,) = 7 (B) 7 (X;), com
B ~ N,(0,Z), um caso particular é X = IGE (BAZAN et al., 2017) .

Para o parametro de efeito aleatdrio, € possivel utilizar uma das vdrias especificagcdes a priori
presentes na literatura, por exemplo, uma distribuicdo de Wishart invertida como em Fong,
Rue e Wakefield (2010), ou seja, X; ~ IW,(y,¢), ou, para um determinado componente de
X, sz, pode ser considerado Gg ~ Inverse-gamma(0,001, 0,001) (LUNN et al., 2000), Gig ~
Pareto(1, 0,001) (SCURRAH; PALMER; BURTON, 2000) ou log(c?) ~ Uniforme(—10, 10)
(SPIEGELHALTER, 2001).
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A funcdo de verossimilhanga associada ao modelo € dada por

L(B,Zp,b|y) =TT, 17, [F (ni)]™ 1 —F ()] 94 (B:]0,%,),

emqueb=(b/,....b) )T e ¢4 (- | m,S) denotam a fdp da distribuicdo normal g-variada com
vetor de media m e matriz de covariancia S e y denota a matriz de dados observados da varidvel

de resposta.

Assim, a distribui¢dio a posteriori de @ = (B,b,X;)", (0 | y), é da seguinte forma:

(0 | y) o< (HH (i)™ [ F(nij)]l‘y"f¢q<bl-|07zb>>n<B>n<2b>-

i=1j

Observe que a distribui¢@o a posteriori pode nao ter uma forma fechada ou pode ndo pertencer a
uma familia de distribui¢do conhecida, o que torna esta distribuicdo analiticamente intratavel.
Uma alternativa € o uso de métodos de simulac@o para obtenc¢ao de amostras da distribuicao a
posteriori. Em particular, pode se utilizar os métodos de MCMC, e para este processo, existem
diferentes pacotes implementados nos programas estatisticos, por exemplo, a linguagem Stan
(CARPENTER et al., 2017) por meio de Python usando o pacote Pystan (TEAM, 2017).
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CAPITULO

NOVAS PROPRIEDADES DAS
DISTRIBUICOES POTENCIA E REVERSA DE
POTENCIA EM REGRESSAO BINARIA

Neste capitulo, discutimos sobre a viabilidade das fun¢des de ligagdo poténcia e reversa
de poténcia na regressdo bindria. Mostramos que as funcdes de ligacdes poténcia loglog e reversa
de poténcia loglog sdo invidveis devido a sua inflexibilidade.

Além disso, apresentamos as fungdes de ligacdo assimétrica poténcia e reversa de poténcia como

uma alternativa para classificacao bindria no contexto de dados desbalanceados.

Por outro lado, estudamos algumas métricas que podem ser adequadas para avaliar a
capacidade preditiva de um modelo, quando os dados sdo desbalanceados. Neste capitulo, para
estimacao dos parametros, consideramos a abordagem bayesiana com distribui¢@o a priori dos
parametros sendo ndo informativas. Para obter uma estimativa da distribui¢ao a posteriori dos
parametros, usamos a linguagem Stan (TEAM et al., 2016) através de Python usando o pacote
Pystan (VANROSSUM, 1995), que considera alguns dos os métodos de amostragem mais
utilizados, incluindo o método No-U-Turn Sampler (NUTS), que € uma extensao do Monte Carlo
Hamiltoniano (HMC) (HOFFMAN; GELMAN et al., 2014).

3.1 Distribuicao poténcia e reversa de poténcia

No Capitulo 2, foi mostrado que uma varidvel aleatéria Z segue uma distribuicio poténcia

e reversa de poténcia, em sua forma padrio, quando sua fda tem a seguinte forma, respectivamente
Fp(z) =G ()% e Frp(z) =1-G(—2)%, z€R,

em que o é um pardmetro de forma e G(-) denota uma fda de distribui¢do de linha de base com

suporte na reta real (R).
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Foi visto também, que algumas distribui¢cdes de linha de base possuem um parametro extra (por
exemplo, os graus de liberdade de #-Student), neste trabalho, as distribuicdes que possuem um

parametro extra ndo sao consideradas, pelas razdes ja& mencionadas.

Além disso, vimos que as fun¢des de densidade de probabilidade (fdp) das distribui¢cdes
poténcia e reversa de poténcia sdo dadas, respectivamente, por fp(z) = aG(z)* 'g(z) e frp(z) =
aG(—z)* 'g(z), em que g(-) é um fdp da distribuicdo de linha de base correspondente e z € R.
Os quantis das distribui¢des poténcia e reversa de poténcia podem ser escritos respectivamente
como Qp(p) =G~! <—P1/a> e Qrp(p) =1-G! <—(1 —P)l/a) =—0p(1—p),emque p é
uma probabilidade dada.

Na Tabela 7, apresentamos as fungdes distribui¢do acumulada (fda), suas correspondentes
funcdes densidade de probabilidade (fdp) e fun¢des quantilicas (QF) das distribuicdes poténcia e
reversa poténcia consideradas neste trabalho. Observe que se o = 1 entdo o fda, fdp e QF das

distribui¢des de linha de base sdo considerados um caso particular.

O gréfico de p em fun¢do de 1, € chamado de curva de resposta ou curva de probabilidade
de sucesso. p é considerado também um ponto de inflexdo da curva fda e tem centro de forma
simétrico em 0,5 somente quando o = 1 e G(+) é ponto simétrico (Logistica, Normal, Cauchy,
Laplace, etc.) e, por outro lado, se a Gumbel for considerada, o ponto de inflexdo € 0,3679 e

0,6321 se for considerada a reversa de Gumbel.

Tabela 7 — fda, fdp e QF para distribui¢des de poténcia e poténcia reversa, considerando 1 € R e o
parametro de forma .

Distribuicdo fda fdp QF
o a—1 -n /o
PL (%) a( 17 ) ¢ 5 log A
1+e M 14+e M (1+e*17) ],pl/zx
-n o a—1 -n _ )\

RPL 17< ¢ 7> a( ! ) S Cpog [ =P

I+e™ L+en (14+¢M) 1—(1—p)l/e

Lo

a a-1_1 75"} —1( 1/

PN (®(m) a(®m)* ! ——e 1 o1 (p/)
o **"2} B
RPN 1= (@ (=) a(@(-m)*! el 2 —o ! ((1-p)'%)
o o—1
PC (075_,_ %ﬂm)) % (% arctan (1) + %) (l+ln2) tan (7;; (pl/a _0,5>)
arctan(—n)\ ¥ a1 ot

RPC 1—<O,5+#> E(;arctan(—n)-‘r%) (1+17nz) —tan(n((l—p)”“—O,S))

. R —1
PLA {%+%[1—e*m‘]}a g {1 stenn) [1—(\"\]}“ eIl sign(pé—o,S)ln(l—z pé_o,s‘)

i _ o sig _ a-T . 1 1
RPLA —{%—%[1% m\” g f1_ stenn) [1—3 W]} eIl s1gn(o,5—(1—p)&)ln(1—2‘(1—p)&—0,5))
=
e

PG )" ~(n+eM) ~log (,log (pl/a»

e*e”>a71 e (nte ™) log (710g <(1 ~ p)l/a))

PRG l—e*”)aile*(*”“") log (—log(l—Pl/”))

Y
|
A
=
Ne—"
S
IS
/‘\/\/\/{;\r—%;—’h\
|
A
=

)
RPG - (e*e") a
( _

RPRG 176*"7">a716*(*ﬂ+€") —log (710g(17(17p)'/“>)

Para gerar valores de uma distribui¢des de poténcia (P) ou reversa de poténcia (RP), o

método inverso pode ser considerado. A seguinte proposicdo 1 mostra como gerar valores da
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classe das distribuicdes poténcia e reversa de poténcia, considerando as fungdes quantilicas das

distribui¢des de linha de base.

Proposicio 1. Seja U ~ Uniforme(0, 1), entio X = Qp(U) = G~ (U'/*) segue uma distribui¢do
poténciae X = Qrp(U) = —G~1((1 —U)"/*) segue uma distribuicio reversa de poténcia, em
que Qp(U) e Qp(U) sdo os valores dos quantis para U, gerados respectivamente por Fp(-) e

FRP(')-

Esta é uma consequéncia direta da defini¢do desta classe de distribui¢des e também de que para

distribui¢des continuas, F;(X) = U segue uma distribui¢do uniforme continua (ROSS, 2012).

Demonstragdo. Para distribui¢ao poténcia, temos que Fp(x) =P (X <x)=1P <G*1 (U <x

N—

IP(U < G(x)*) =P (U < Fp(x)) e para distribui¢do reversa de poténcia, temos que Fgp(x)
P(X <x)=P (_G—1<(1 —u)e) < x) —P(U <1-G(—x)%) =P (U < Fgp(x)) O

Além disso, de acordo com Bazén et al. (2017), para & < 1 (ou o > 1) a curva correspon-
dente a distribuicdo poténcia é geralmente acima (abaixo) da curva correspondente a distribui¢cdo
da linha de base dentro de um intervalo de valores de 1. Além disso, para cada valor de o, a
curva da distribuicao reversa de poténcia € um reflexo da curva correspondente da distribuicao
poténcia, e entdo para @ < 1 (ou & > 1) a curva correspondente é geralmente abaixo (acima) da
curva correspondente para a curva da linha de base. Em Figura 5, € mostrado um exemplo para o

caso da distribui¢do linha de base Cauchy, para @ = {0,25, 3}.

a= 0.25

1.00-
0.75-

Distribuicao

] - PC
P0.50 T RBGC

= Cauchy
0.25-
0.00-

5 3 A 1 3 5 5 3 - 1 3 5

Figura 5 — Curva da resposta do sucesso para Cauchy, Poténcia Cauchy e distribuicdo reversa de Poténcia
Cauchy com o = 3 (esquerda) e ov = 0,25 (direita).

3.1.1 Assimetria

Como as distribui¢des poténcia e reversa de poténcia alteram a assimetria e a curtose

originais de suas distribuicdes de linha de base, nesta se¢do, estudamos o comportamento
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dessas medidas para essa classe de distribuicdes inicialmente estudadas em De la Cruz (2019) e
Chumbimune (2017). Calcular o coeficiente de Pearson para assimetria e curtose das distribuigoes
poténcia e reversa de poténcia pode ser complicado, pois essas distribui¢des ndo t€ém uma forma
fechada para calcular os momentos, veja por exemplo o caso da distribui¢do de poténcia normal
em Gupta e Gupta (2008). Assim, uma opgao conveniente € considerar medidas alternativas
baseadas em quantis.

Para definir uma medida conveniente de assimetria, consideramos o coeficiente de assime-

(07—04)—(04—0y)
07—0,

em que O, denota o a'" éctil. Neste caso, uma medida de assimetria para as distribui¢des poténcia

tria octil definido por Brys, Hubert e Struyf (2004) que é expressada por Ap =

e reversa de poténcia, que depende do parametro ¢, € dada por

Q(Oa 875; OC) — 2Q(0757 (X) + Q(Oa 125; OC)
Q(07 8757 (X) - Q(07 1257 a) .

Ao(a) = (3.1)

em que Q(p, @) é afungdo quantil, 0 < p<l,xa>0e0<Ap < 1.

Considerando as expressdes quantilicas dadas em Tabela 7, os valores de Ap(a) de cada
distribui¢do para alguns valores o, sdo mostrados em Tabela 8. Além disso, para cada caso, a
amplitude dos valores do coeficiente de assimetria € calculada. A amplitude, denotada por r, € a

diferenga entre o valor maximo e minimo do coeficiente de assimetria.

Tabela 8 — Ap( o) para distribui¢des poténcia e reversa de poténcia, considerando valores entre @ = 0,001

e o =9999.
Ao(a)

Distribuicdo Minimo Madéximo O<a<l oa>1 re

PL -0,4248  0,1997  (-0,4248; 0,0000)  [0,0000, 0,1997)  0,6245
RPL -0,1997  0,4248  (0,0000; 0,4248)  [-0,1997; 0,0000) 0,6245
PN -0,1282  0,1617  (-0,1282; 0,0000)  [0,0000; 0,1617)  0,2899
RPN -0,1617  0,1282  (0,0000; 0,1282)  [-0,1617;0,0000) 0,2899
PC -1,0000  0,7255  (-1,0000; 0,0000)  [0,0000; 0,7255) 11,7255
RPC -0,7255  1,0000  (0,0000; 1,0000)  [-0,7255; 0,0000) 1,7255
PLA -0,4248  0,2000  (-0,4248; 0,0000)  [0,1998; 0,2000)  0,2248
RPLA -0,2000  0,4248  (0,0000; 0,4248)  [-0,2000; -0,1998) 0,2248
PRG -0,4219  0,1312  (-0,4219; -0,1998) [-0,1998; 0,1312) 0,5531
RPRG -0,1312  0,4219  (0,1998;0,4219)  [-0,1312;0,1996) 0,5531
PG 0,1997  0,1997 0,1997 0,1997 0,0000
RPG -0,1997  -0,1997 -0,1997 -0,1997 0,0000

%k s . P
r = Maximo — Minimo.

Observe que os valores da assimetria das distribui¢des, t€m uma amplitude diferente
conforme também mostrado em Figura 6 para algumas distribui¢cdes. Pode-se observar que as
distribui¢des de PC e RPC apresentam uma amplitude de assimetria maior. Por sua vez, pode-se
observar que as distribuicdes PN e RPN apresentam menor amplitude de assimetria. Observe

também que, nas distribui¢des PG e RPG, a assimetria € constante e ndo depende do valor de «.
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Este resultado serd explicado mais adiante. Além disso, para todos os casos, quando @ =1, o
valor de Ap(o) é zero para as distribui¢des com uma distribuicio de linha de base simétrica (PL,
RPL, PN, RPN, PC, RPC ) e sempre assimétrica como valor fixo para distribuicao de linha de
base assimétrica (PRG, RPRG, PG, RPG, PLA, RPLA).

1.0 1.0
0.5 0.5
‘\
A}
Ao 0.0/ X _ Ao 0.0 2 To o m oo oo L
-0.5 Distribuigao -0.5 Distribuigao
- PL - PN
_10 - RPL _10 - RPN
0.0 3.5 7.0 10.5 14.0 0.0 3.5 7.0 10.5 14.0
o o
Distribuigéo
- PRG
= RPRG
10.5 14.0
o o
1.0 1.0
0.5
A, 0.0
-0.5 Distribuigio Distribuigio
- PG - PLA
_10 - RPG _10 - RPLA
0.0 3.5 7.0 10.5 14.0 0.0 3.5 7.0 10.5 14.0
o o

Figura 6 — Coeficiente de assimetria octil das distribui¢des poténcia e de sua reversa, para diferentes
valores de «.

Além disso, considerando a relagdo entre a distribuic@o poténcia e reversa de poténcia, €

facilmente verificavel que ARF () = —AD(a0).

3.1.2 Curtose

Usando um argumento semelhante a medida de assimetria, consideramos o coeficiente

de curtose definido por Moors (1988): Kp = (077005&5)02370')

siderando que os valores ndo estdo numa escala conveniente, usamos o valor de curtose da

com base em octiles, mas con-
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distribuicao Normal, que € igual a 1,233, para redimensionar essa medida e entdo propomos a

seguinte medida de curtose

100 [0Q(0,875, o) — 0(0,625, ) +Q(0,375, &) — 0(0, 125, )

KO(a) = 17233 X Q(0,75, a) —Q(O,ZS, (X)

- 1,233} .
(3.2)

Considerando as expressdes quantilicas dadas na Tabela 7, os valores de Ko () para
cada distribui¢@o considerando diferentes valores ¢ sdo mostrados na Tabela 9. Também, para
cada caso, a amplitude dos valores do coeficiente de curtose € calculado. A amplitude, denotado
por r, é a diferenca entre o valor mdximo e minimo do coeficiente de curtose.

Além disso, considerando a relagdo entre a distribui¢io poténcia e reversa de poténcia, é facil-

mente verificavel que KX (o) = K5 ().

Tabela 9 — Ko( o) para distribui¢des poténcia e reversa de poténcia, considerando valores entre a = 0,001

e & = 9999,
o Ko(o)

Distribuigdo ~ . Max O<a<l a>1 .
PL-RPL  3.6597 10,1144 (5,9426; 10,1144) (3,6597;  5.9423) 6.4547
PN-RPN  -2,0454 1.9217 (-2,0454: 0.0077) 0.0078:  1.9217) 3.9671
PC-RPC 56,5886 375278389177 (62.2085: 37527838.9177) (56.5886; 73.7012) 375277823291

PRG-RPRG 02981 77168 (3.6582; 7.7168) (0.2981:  0,8706) 7.4187
PPG-RPG  3.6580 3.6580 (3,658; 3,658) (3,658:  3,658) 0,0000

PLA-RPLA  3.5934 28,8118 (5.9424: 28.8118) (3.5934:  3.6563) 252184

¥ r = Maximo — Minimo.

Observe que a amplitude dos valores de Ko sdo diferentes para cada distribuicao. Pode-se
observar que as distribui¢des PC e RPC apresentam maior amplitude de curtose. Por sua vez,
pode-se observar que as distribuigdes PN e RPN apresentam menor amplitude de curtose. Note
também que para as distribui¢cdes PG e RPG, a curtose € constante e ndo depende do valor de o,

este resultado também serd explicado mais adiante.

3.1.3 Observacao para poténcia Gumbel e reversa de poténcia Gumbel

E importante comentar uma nota sobre a distribui¢do poténcia Gumbel e reversa de
poténcia Gumbel. Em Tabela 8 e Tabela 9, pode-se notar que os valores das distribui¢cdes
PG e RPG sdo constantes para qualquer valor de a. Além disso, sabemos que a Eq. (3.1) e
(3.2) dependem dos valores dos quantis. Nesta se¢ao, apresentamos uma observagao sobre a
distribui¢@o poténcia Gumbel e reversa de poténcia Gumbel. Primeiro, introduzimos a defini¢ao

da diferencga de quantil.

Definition 3.1. Podemos definir a diferenca de quantil considerando duas probabilidades diferen-

tes p| e py, respectivamente, para o primeiro e segundo caso, como sendo D((py, @1 ); (p2, ) =

O(p1,a1) — O(p2, 02).
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Proposition 1. Seja X; ~ f1 : PG(ay) e Xo ~ f» : PG(). Para as probabilidades p; e p»,

respectivamente, a diferenca de quantil entre eles é dada por

D((p1,0n);(p2, 02)) = log (Z‘;Eﬁg?;) (3.3)

Demonstragdo.

D((p1,00); (p2, @) = 0% (p1,a1) — 07 (p2, )

log( 1/a2>

— |~ tog(~og(p;'™)| ~ [~ log(~ log(p}'**))| = log o (777
o ()

Na expressao 3.3, pode-se ver que se p; = pp = p, entdo D((p,a;); (p,x)) = log (g—;),

]

ou seja, a diferenca de quantil depende apenas dos valores de .

A fim de avaliar a (in)viabilidade da distribuicdo PG como uma fun¢do de ligacdo e
uma vez que essa fun¢io quantil estd associada a uma funcao de ligagdo em regressao binéria,
estamos interessados em saber qual € a distancia entre dois quantis para diferentes valores de «,
para isto consideramos a distancia de Wasserstein Villani (2003) que € uma func¢do da diferenga

de quantil introduzida acima e entdo temos

()= [ 1R () ()" dp= [ |D(p.en):(p, ) " d,

em que F'~ € a inversa generalizada da fda. Para distribuicdes de probabilidade unidimensionais,
a distancia Wasserstein,, é simplesmente a distancia L de varidveis aleatérias simuladas de uma

distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].

Proposition 2. Seja X; ~ f] : PG(0y) e X» ~ f» : PG(p). Para a mesma probabilidade p a

distancia de Wasserstein é dada por

o
W™ (fi. f2)(p) = \1og( 2) " (3.4)
Demonstragcdo. Usando os valores da funcao quantil da distribui¢cdo PG, dados em Tabela 7,
calculamos (3.3) e depois integramos no intervalo unitério. O
Assim, descobrimos que para a poténcia Gumbel, W (f1, f2)(p) = | log ( ) ‘m € cons-

tante para qualquer valor de p dependendo apenas dos valores de Q. Pode ser mostrado na

Figura 7, onde sdo apresentadas as curvas de probabilidades e quantis da distribui¢io PG com
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parametro o = 1 e & = 3. Se for verificada alguma probabilidade p nas duas curvas, a dife-
renca nos valores dos quantis é mantida constante. Na figura 7, a diferenca nos valores dos
quantis € 0,6931, independentemente do valor escolhido de p. As linhas foram tracadas para as
probabilidades p = {0, 125, 0,5, 0,875}, e para cada uma, o QF mede 0,6931.

PG RPG

61 | | | -l | | | |
0.00 0.25 0.50 0.75 1.000.00 0.25 0.50 0.75 1.00
p

Figura 7 — Probabilidades e quantis da distribui¢do PG com o = {1, 3}.

Corolario 1. A distancia de Wasserstein,, para RPG € constante para qualquer valor de p,

dependendo apenas dos valores de o.

Demonstragdo. A prova € andloga a distribuicao PG e € omitida aqui. ]

Por outro lado, se considerarmos a; = ; = @, entdo a diferenca de quantil para a
distribuicao PG é D((p1,a); (p2, @)) = log (%) e depende apenas de p’s e entdo o é um
parimetro irrelevante. Este comportamento foi observado quando calculamos Ap (o) e Kp(a)
para esta distribuicdo e entdo notamos que estes valores sdo constantes e ndo dependem de «. Isso
pode ser explicado porque quando obtemos esta medida empiricamente, essencialmente usamos
diferencas quantilicas do tipo D((p1,); (p2, @)) onde o valor desta diferenca é constante e por
esta razdo, essas medidas nao dependem de o, como foi verificado. Esses resultados confirmam
a inviabilidade da distribuicdo PG como func¢do de ligagdo em regressdo bindria. Um resultado
semelhante € obtido para o Reversa de poténcia Gumbel e entdo esta distribuicdo também ndo é
viavel.

Essa caracteristica ndo € observada quando se considera as outras distribuicdes da classe de
distribui¢des poténcia es sua reversa e entdo essas distribuicdes sao distribuicdes vidveis que
poderiam ser usadas como fung¢des de ligacao. Nesses casos, a distancia de Wasserstein depende

depea;e .
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3.2 Regressao binaria com ligacao de poténcia e reversa
de poténcia

SejaY = (Y1,...,Y,) " umn x 1 vetor de varidveis de resposta independentes com valores
100,x; = (xi1,...,Xp) | o vetor de covaridveis e B = (B1,...,B,) " os coeficientes de regressio
associados com Y;. O modelo de regressao bindria Bayesiano com funcdo de ligacdo poténcia ou

reversa de poténcia pode ser escrito como

Y| B, o ind. Bernoulli(p;)
pi=F(x/ B) G
B.a)' ~7(B,a)

em que Fj(-) é a distribui¢do P ou RP dada em Tabela 7. Conforme descrito em De la Cruz
et al. (2019) e Bazén et al. (2017), para os pardmetros B e @ podem ser considerados pri-
oris independentes de forma que 7 (B,) = nw(B)n (), consideramos B ~ Np(O,IGI%) e
0 =log(a) ~ U(-2, 2) seguindo Bazan et al. (2017). Para o pardmetro &, escolhemos essa
a priori, seguindo os trabalhos de Bazan et al. (2017) e De la Cruz et al. (2019). Observe
que estamos considerando um a priori uniforme limitada para um parametro ilimitado, e isso
resulta em uma probabilidade maior para um lado da assimetria numa fungao ligagao assimétrica
induzida e o comportamento da func¢do de ligagdo quando log(a) estd préximo de —2 ndo é
semelhante ao seu comportamento préximo de 2 no caso da fun¢do de ligacdo reversa poténcia.
Consideramos, seguindo Gelman (2006), que a densidade a priori uniforme ndo informativa para
o parmetro de escala pode ser considerada inicialmente e que a familia inverse-gamma(c, c) de
distribui¢des a priori ndo informativas ndo é recomendada porque em casos onde este parametro
€ estimado em aproximadamente 0, as inferéncias resultantes serdo sensiveis a c.
Reconhecemos que estudos especificos adicionais podem ser considerados para propor outras
a prioris como, por exemplo, uma Gama ou apenas outra distribui¢do positiva. Nesse sentido,
recentemente, Ordofiez ef al. (2023) mostraram que essa a priori recupera muito bem os parame-
tros do modelo poténcia Logistica e tem uma probabilidade de cobertura comparavel a uma a
priori de complexidade penalizada mas pode apresentar um intervalo de credibilidade maior que
essa a priori, principalmente para pequenas amostras. Os resultados da Secdo de Simulacao de
nosso trabalho mostram que a priori adotada funcionou relativamente bem.

A funcdo de verossimilhanca associada ao modelo tem a seguinte expressao

L(B,a|,X) = [TIF (mi)P [1 — Fy ()] (3.6)

i=1

e considerando a especificacio das a prioris aqui, a distribuicio a posteriori de 8 = (B, )",
7(0 | y,X) tem a seguinte forma

.|y, <[] [ (x8)]" [1-7 (x:ﬁ)}l‘”ﬁ]exp{_%}i,
L !



54 Capitulo 3. Novas propriedades das distribuicoes P e RP em regressdo bindria

No entanto, esta distribui¢ao a posteriori ndo pertence a uma familia de distribui¢des
conhecidas e ndo possui uma expressao de forma fechada. Para simular esta distribui¢do, o
algoritmo MCMC No-U-Turn Sampler pode ser considerado (De la Cruz et al., 2019).

Neste trabalho, para estimar os parametros dos modelos, é desenvolvido um c6digo na lin-
guagem Stan (TEAM et al., 2016) usando o pacote Pystan através de Python (VANROSSUM,
1995) .

Aqui estudamos apenas as fun¢des de ligacdo poténcia porque as distribuicdes reversa
de poténcia t€ém os mesmos valores que suas respectivas distribui¢cdes poténcia em termos do
coeficiente de curtose e sao o reflexo de sua respectiva distribui¢do poténcia em termos de sua

medida de assimetria.

3.2.1 Avaliacao do desempenho dos modelos usando métricas de

classificacao

As métricas, para avaliar a capacidade preditiva do modelo, usadas aqui, foram mostradas
na Tabela 6. A constru¢cdo dessas métricas para um problema de classificacdo de duas classes,
estdo baseadas na matriz de confusao (Tabela 5), considerando classes negativas (classe 0) e

positivas (classe 1).

Conforme indicado em De la Cruz et al. (2019), para todas as métricas com excecao de PDIF,
um modelo com o maior valor deve ser preferido em relacdo a outros modelos possiveis, porque
apresenta a maior semelhanca entre a classificacio observada e prevista. Observe que os valores
das métricas GS e PDIF podem ndo ser compardveis entre si; por isso, a transformamos de
forma que os valores dessas métricas fiquem entre 0 e 1 e tenham o mesmo significado das
outras métricas. A transformacdo de GS e PDIF, chamamos, respectivamente, de pontuacdo de
habilidade de Gilbert padronizada (SGS) e diferenca padrao padronizada (SPDIF).

Como foi visto, as métricas anteriores dependem dos valores da matriz de confusdo, que
sdo calculados com base em uma probabilidade ou pontuagdo de pertencer a uma classe, isso é
obtido através do uso de um ponto de corte (em inglés threshold), ¢ comum usar o valor de 0.5.
No entanto, 0.5 ndo € ideal para conjuntos de dados desbalanceados Zou et al. (2016). Como foi
mencionado, uma abordagem simples e direta para melhorar o desempenho de um classificador
que prediz probabilidades em um problema de classificacdo desequilibrada € ajustar o ponto de
corte (movimento de ponto de corte), como foi sugerido por Brownlee (2020, Capitulo 6). O
ponto de corte para classificagdo ndo ird interferir no valor da AUC, portanto, conforme sugerido
por Zou et al. (2016), para decidir qual serd o ponto de corte 6timo, neste trabalho usamos um

ponto de corte com a melhor pontuagdao KAPPA.
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3.3 Desempenho das métricas de classificacao para dados

desbalanceados

Para avaliar o desempenho das métricas para classificacdo bindria em um conjunto de
dados desbalanceado, descrito anteriormente na se¢do 3.2.1, desenhamos um estudo de simulagao.
Para gerar conjuntos de dados desbalanceados, consideramos o uso da distribui¢do com maior
amplitude de assimetria como uma funcao de ligacdo, neste caso, usamos o a fun¢do de ligacdo

PC com a seguinte estrutura

11 *
Y ~Bernoulli(p;), pi= (5 + p arctan (3, +ﬁ2xi)) .

A covaridvel x foi gerada a partir de uma distribuicdo normal N(0, 1). Os coeficientes de
regressdo foram fixados com os valores B = (B1,B2) | = (—0,5, 1,5)" e o pardmetro de assime-
tria foi fixado com os valores oo = 3 e o@ = 0,25 para obter diferentes graus de desbalanceamento
(propor¢do de uns), neste caso, p = 0,15 e p = 0,76 respectivamente. Com essas especificagdes,
os dados foram gerados considerando 2 tamanhos amostrais n = {5000, 10000}. Para cada um
dos seis cendrios, foram consideradas 100 replicacdes e ajustados os modelos com as fun¢des de
ligacdo PC e logistica. Para cada modelo estimado, em cada replicacdo, a matriz de confusao
foi observada e entdo as métricas foram calculadas. Espera-se que as métricas sejam capazes de
discriminar muito bem entre o modelo verdadeiro usando a funcao de ligacdo PC e o modelo
usando a funcdo de ligacao logistica (modelo mal especificado). Para a matriz de confusao, o

valor do ponto de corte 6timo foi considerado com base no melhor valor da métrica KAPPA.

Para avaliar o desempenho das métricas, consideramos 3 critérios:

1. A distancia entre as curvas empiricas das métricas entre os modelos. Como o PC é o
verdadeiro modelo, esperamos que a métrica mostre uma grande distancia entre do modelo

logistico.

2. Teste de Kolmogorov para identificar se as curvas sdo diferente. Aqui, esperamos rejeitar

o teste de que a curva da métrica entre o modelo PC e logistico, sdo iguais.

3. Proporcao de vezes que o valor da métrica do modelo PC é melhor. Aqui, esperamos que a

métrica escolha o modelo verdadeiro em 100% das vezes.
A estatistica de Kolmogorov-Smirnov Conover (1999) é definida por

Dy = sup |Fy n(x) — Fom(x)],
X

em que Fj , e F3 ,, sdo duas fung¢des de distribui¢do empirica da primeira e segunda amostras de

tamanho m e n respectivamente, e sup é a fungdo suprema.
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Figura 8 — Func¢do de distribui¢do acumulada empirica das métricas em Tabela 6 para as fungdes de
ligacdo logistica e PC, em dados desbalanceados, para o = 3 e n = 5000.

O teste de duas amostras de Kolmogorov verifica se as duas amostras de dados vém da mesma

distribui¢do. Para amostras grandes, a hipdtese nula € rejeitada no nivel o se

n+m
Dy m >C(a)”n><m’

em que o valor de c(), em geral, € dado por ¢ (o) = y/—1In (%) x 3. Para nosso estudo de

simulacdo, o tamanho da amostra é m = n = R = 100, neste caso, as replicagdes.

Nas Figuras 8 e 9, € apresentada a fun¢ao de distribui¢do acumulada empirica (ECDF)
das diferentes métricas, considerando as func¢des de ligacao PC e logistica. Na Figura 8, quando
o desbalanceamento € 15% (o = 3), podemos ver que o ECDF de todas as métricas parece
muito diferente para ambas as fungdes de ligacdo, com excecao das métricas AUC e SPDIF.
Por outro lado, na Figura 9, quando o desbalanceamento é 76% (o = 0,25) o ECDF de todas as
métricas parecem muito diferente para ambas as fun¢des de ligacdo, com exce¢do da métrica
AUC. Estes resultados sdo confirmados através dos resultados do teste de Kolmogorov mostrados

em Tabela 10, dos quais, podemos dizer a um nivel de significancia de 5%, que a distribuicao das
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Figura 9 — Fung¢ado de distribui¢do acumulada empirica das métricas em Tabela 6 para as funcdes de
ligacdo logistica e PC, em dados desbalanceados, para o = 0,25 e n = 5000.

métricas AUC e SPDIF nido diferem quando o = 3 e a distribuicdo da métrica AUC nao diferem

quando o = 0,25.

O teste estatistico Kolmogorov, usado aqui, € um teste bilateral, ele nos mostra se
estatisticamente, as distribuicdes sdo diferentes; no entanto, ndo nos diz qual métrica € maior,

apenas indica que sao diferentes em sua distribuicao.

A Tabela 11 mostra os resultados da propor¢ao de vezes em que o modelo com funcdo de
ligacdo verdadeira foi escolhido para cada uma das métricas, ou seja, a proporcao de vezes em
que a métrica foi maior. Quando a propor¢ao de zeros € muito maior, as métricas ACC e TNR,
apesar de apresentarem diferencas entre suas distribui¢des, ndo fornecem discriminagado correta.
Por outro lado, quando a propor¢ao de 1’s € muito maior, as métricas que fornecem a melhor
discriminacao sdo TNR, MCC, GM e KAPPA.

A partir dos resultados apresentados, podemos concluir que as métricas AUC, ACC, TNR
e SPDIF, embora amplamente utilizadas na literatura e aplica¢des, ndo sdo adequadas para
avaliar o desempenho do modelo com fung¢do de ligacao assimétrica quando a propor¢do de 0’s
¢ muito maior. Além disso, as métricas AUC, ACC, TPR, CSI, SGS, SSI, FAITH, SPDIF ¢ F1
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Tabela 10 — Teste de Kolmogorov (k) com valor p (p.val) entre as métricas do modelo com fungdes de
ligacdo PC e logistica para dados desbalanceados, usando KAPPA para definir o ponto de
corte

oa=3 a=0,25
Métrica n = 5000 n = 10000 n = 5000 n = 10000

k p-val k p-val k p.val k p.val

AUC 0,000 1,000 0,000 1,000 0,000 1,000 0,000 1,000
ACC 0,470 0,000 0,710 0,000 0,670 0,000 0,870 0,000
TPR 0,800 0,000 0,900 0,000 0,730 0,000 0,910 0,000
TNR 0,710 0,000 0,860 0,000 0,820 0,000 0,940 0,000
CSI 0,610 0,000 0,680 0,000 0,710 0,000 0,890 0,000
SGS 0,800 0,000 0,900 0,000 0,430 0,000 0,640 0,000
SSI 0,610 0,000 0,680 0,000 0,710 0,000 0,890 0,000
FAITH 0,490 0,000 0,510 0,000 0,720 0,000 0,890 0,000
SPDIF 0,110 0,581 0,160 0,155 0,300 0,000 0,470 0,000
MCC 0,620 0,000 0,680 0,000 0,800 0,000 0,830 0,000
GM 0,790 0,000 0,910 0,000 0,860 0,000 0,950 0,000
F1 0,610 0,000 0,680 0,000 0,710 0,000 0,890 0,000
KAPPA 0,510 0,000 0,550 0,000 0,640 0,000 0,690 0,000

Tabela 11 — Proporcao de vezes que a métrica escolheu o modelo correto em dados desbalanceados,
usando KAPPA para definir o ponto de corte

a=3 a=0,25

Métrica =" 5000 1= 10000 71— 5000 7 — 10000
AUC 0% 0% 0% 0%
ACC 1% 0% 0% 0%
TPR 100% 100% 0% 0%
TNR 0% 0% 100% 100%
CSI 100% 100% 0% 0%
SGS 100% 100% 0% 0%
SSI 100% 100% 0% 0%
FAITH  100% 100% 0% 0%
SPDIF  54% 1% 26% 19%
MCC 100% 100% 100% 100%
GM 100% 100% 100% 100%
Fl 100% 100% 0% 0%

KAPPA  100% 100% 100% 100%
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ndo sdo adequadas para avaliar o desempenho do modelo com fungao de ligac@o assimétrica a

propor¢do de 1’s € muito maior.

3.4 Aplicacao

O conjunto de dados aqui analisados € referente a "Licitacao camplice" (SB, do inglés:
Shill bidding), que esta disponivel no repositério UCI (DUA; TANISKIDOU, 2017). A licitagao
cumplice acontece quando um vendedor usa uma conta fraudulenta para licitar e aumenta
artificialmente o preco da licitacio (ALZAHRANI; SADAOUI, 2018). Os leiloeiros podem
ser classificados como tendo um comportamento normal ou suspeito, essa classificacdo serd
considerada como varidvel resposta, ou seja, ¥ = 0 se o leiloeiro tiver comportamento normal e
Y =1, se o leiloeiro for suspeito.

Além da varidvel de resposta, o conjunto de dados contém outros atributos descritos em Tabela 12.

Para a classificacdo, usamos todos os atributos, exceto os trés primeiros IDs, porque sio
considerados varidveis de fator com um alto nimero de valores unicos diferentes. A proporcao

de uns € 10.7% entdo o conjunto de dados estd desbalanceado.

Numa primeira andlise, ajustamos dois modelos, o primeiro modelo com a fungdo de
ligacdo logistica habitual, e o segundo com a funcao de ligacao PC; este dltimo é um modelo
adequado quando os dados sdo desbalanceados De la Cruz et al. (2019). A Figura 10 mostra
os resultados do Intervalo de Maior densidade a posteriori (HPD, do inglés: Highest Posterior
Density) com nivel de credibilidade de 95%. Na figura 10, podemos ver que em ambos o0s
modelos, os coeficientes associados as varidveis Auction Bids, Bidding Ratio, Early Bidding,
Last Bidding e Inicio Price Average, contém o valor 0 no intervalo HPD, isso significa que essas
varidveis podem ndo ser significativas para explicar a varidvel resposta, por isso foi retirada para

analise futura.

Para uma segunda andlise, o conjunto de dados foi reduzido removendo as varidveis que
foram identificadas como ndo significativas. Este conjunto de dados reduzido foi dividido em
dois subconjuntos de dados. O primeiro subconjunto, referido aqui como o conjunto de dados
de treinamento, foi usado para ajustar os modelos. O segundo subconjunto, referido aqui como
conjunto de dados de teste, foi usado para fazer previsdes e avaliar o ajuste do modelo. Para o

conjunto de dados de treinamento, 75% dos dados foram usados e para teste de modelo, 25%.

Cada modelo foi ajustado considerando os seguintes valores para MCMC: 4000 iteragcdes
foram usadas, descartando os primeiros 2000 como burn-in, com um intervalo de thinning
igual a 2, foram consideradas 2 cadeias, resultando em um tamanho de amostra efetivo de 2000
amostras nas quais é baseada a inferéncia a posteriori. O tempo computacional para cada modelo
foi aproximadamente de 10 minutos, usando um computador com as seguintes carateristicas:
processador Intel Core i7 da 11¢ geracdo, com uma memoria RAM de 16GB e memoria grafica
de 8GB.
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Tabela 12 — Carateristica do conjunto de dados SB

Atributo Notacdo Descri¢cao

Record ID - Identificador unico de um registro no dataset

Auction ID - Identificador tnico de um leilao

Bidder ID - Identificador tnico de um licitante

Bidder Tendency X Um licitante cimplice participa exclusivamente de lei-

16es de poucos vendedores, em vez de um lote diversi-
ficado. Este é um ato colusivo envolvendo o vendedor
fraudulento e um

Bidding Ratio X> Um licitante cdmplice participa com mais frequéncia
para aumentar o preco do leildo e atrair lances mais
altos de participantes legitimos

Successive Outbidding X3 Um licitante cdmplice supera sucessivamente a si
mesmo, embora seja o vencedor atual, para aumen-
tar o preco gradualmente com pequenos incrementos
consecutivos

Last Bidding Xy Um licitante cimplice fica inativo no dltimo estdgio do
leildo (mais de 90% da duragdo do leildo) para evitar
ganhar o leildo

Auction Bids X5 Leildes com atividades de licitante cimplice tendem a
ter um nimero muito maior de lances do que a média
de lances em leildes simultaneos

Auction Starting Price X6 um licitante cimplice geralmente oferece um pequeno
preco inicial para atrair licitantes legitimos para o leilao
Early Bidding X7 Um licitante camplice tende a dar um lance bem no

inicio do leildo (menos de 25% da duragao do leildo)
para chamar a atencdo dos usudrios do leildo

Winning Ratio Xg Um licitante cimplice compete em muitos leildes, mas
dificilmente ganha algum leildo
Auction Duration Xo Quanto tempo durou um leildo

A matriz de confusio foi obtida com um valor mais 6timo de ponto de corte baseado no

valor de KAPPA, conforme mencionado acima, em cada modelo.

A Tabela 13 mostra os resultados das métricas para diferentes modelos, essas métricas
foram calculadas para o conjunto de dados de teste em todos os modelos. Nesta tabela observa-se
que o modelo com a fungdo de ligacdo PC, apresenta maior desempenho com base nos valores de
TPR,CSI, SGS, SSI, FAITH, MCC, GM, F| e KAPPA, portanto consideramos que € um modelo

adequado para este conjunto de dados.

Os valores estimados para o modelo com a funcao de ligacao PC, s@o mostrados em
Tabela 14. Observe que todos os parametros do modelo s@o indicados como significativamente
diferentes de O com um nivel de credibilidade de 95%. Além disso, todas as variaveis influenciam
positivamente o comportamento dos leiloeiros, ou seja, as chances de o comportamento do

leiloeiro ser normal aumentam se os valores das diferentes varidveis forem aumentados.
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Figura 10 — Maior densidade a posteriori para o modelo completo

Tabela 13 — Métricas das fun¢des de ligacao assimétricas para Shill Bidding com conjunto de dados de

teste
Funcdo de ligacao
Meétrica L PL PN PC PRG PLA
TPR 0,972 0945 0,740 1,000 0,978 0,956
CSI 0,838 0,818 0,713 0,858 0,843 0,824
SGS 0,954 0911 0,667 1,000 0,963 0,928
SSI 0,721 0,692 0,554 0,751 0,728 0,700
FAITH 0,545 0,542 0,525 0,548 0,546 0,543
MCC 0,902 0,888 0,821 0916 0,905 0,892
GM 0,976 0,962 0,858 0,989 0,979 0,967
F1 0,912 0,900 0,832 0,923 0,915 0,903
KAPPA 0,900 0,886 0,814 0,913 0,903 0,890

Ponto de corte 0,285 0,446 0,358 0,125 0,256 0,453

Tabela 14 — Estimativa de pardmetro a posteriori para o modelo de resposta bindria com uma func¢éo de
ligacao PC para dados da Shill Bidding

Varidvel Parametro Estimativa Desvio padrao 95% 1.C.

Intercept Bi -13,925 3,467 (-20,994; -7,631)
Bidder Tendency B 2,045 0,597 (0,931,  3,287)
successive Outbidding B3 9,891 2,264 (5,366; 14,060)
Winning Ratio Ba 5,303 1,209 (3,017, 7,707)
Auction Duration Bs 1,108 0,414 (0,379; 1,993)
Shape parameter A 5,9306 1,1467 (3,077, 7,339)
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Por outro lado, observe que o intervalo de credibilidade para o pardmetro de forma o, ndo
inclui o valor 1 e este € superior a 1, indicando que este parametro explica o desbalanceamento

nos dados.

3.5 Comentarios finais

Neste se¢do do trabalho, mostramos que a assimetria e a curtose das distribui¢des
poténcia Gumbel e reversa de poténcia Gumbel ndo dependem do pardmetro de assimetria o.
Consequentemente, as fungdes de ligacao poténcia Gumbel (PG) e sua correspondente reversa
de poténcia Gumbel (RPG) também nao dependem de um parametro de assimetria. Eles sdo
funcdes de ligacdo invidveis na regressdo bindria, pois a curva ndo muda conforme o esperado. Os
resultados deste trabalho podem ser usados para avaliar outras func¢des de ligacdo recentemente
apresentados em Li et al. (2015) =, Li et al. (2016) e Lemonte e Bazan (2018).

Por outro lado, os resultados do nosso estudo de simulacao mostraram que algumas
métricas comumente usadas para classificacdo bindria (AUC, ACC e T NR) podem nao ser as mais
adequadas para escolher o melhor modelo quando os dados estdo desbalanceados. Além disso, na
aplicagdo, foi mostrado que de acordo com as métricas apropriadas para dados desbalanceados,
um modelo com funcao de ligagdo poténcia, apresentou melhor desempenho para descrever o
conjunto de dados Shill Bidding.

Por fim, as propriedades estudadas nesta secdo mostram que as fungdes de ligagcdo
poténcia, sdo Gtimas alternativas para problemas de classificagcdo bindria, fornecendo resultados

muito mais confiaveis em casos de dados desbalanceados.
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CAPITULO

MODELOS DE RESPOSTA BINARIA
LONGITUDINAL USANDO FUNCOES DE
LIGACAO ALTERNATIVAS

Neste capitulo, apresentamos uma ampla classe de fun¢des de ligacdo, chamadas de
poténcia e reversa de poténcia, como uma alternativa para analisar a classificacdo bindria longitu-
dinal, principalmente quando ela € desbalanceada, o que € muito comum em muitas aplica¢des
do mundo real. Um estudo longitudinal € uma metodologia que avalia o comportamento de
uma variavel resposta ao longo do tempo, ou seja, os individuos sdo acompanhados ao longo do
tempo e a varidvel de interesse € medida repetidamente. Na classificacdo bindria longitudinal, a
funcdo de ligacdo logit, conhecida como regressao logistica, ¢ comumente utilizada, porém nao

¢ a mais adequada no contexto de dados nao balanceados.

Estimativas Bayesianas usando um procedimento MCMC através do algoritmo No-U-
Turn Sampler sao propostas. Verificacdes preditivas a posteriori, residuo quantilico aleatorizado
bayesiano e uma medida de influéncia bayesiana sdo considerados para o diagnéstico do modelo.

Diferentes modelos sdo comparados usando critérios de modelo de selecao.

Um estudo de simulacio é desenvolvido para analisar a sensibilidade a priori para o
parametro do efeito aleatdrio e avaliar o desempenho do modelo proposto na presenca de dados
desbalanceados.

Finalmente, é considerada uma aplica¢do da metodologia estudada em um conjunto de dados
médicos sobre a presenca do sintoma esquizofrénico "distirbio do pensamento". Neste conjunto
de dados, a presenca de sintomas € muito menor do que a auséncia, assim mostramos, na pratica,

a utilidade do uso de funcdes de ligacao alternativas em dados desbalanceados.
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4.1 Modelo Binario Longitudinal com funcoes de ligacao

poténcia e reversa de poténcia

No Capitulo 2, foi mostrada a construcao de uma distribui¢do poténcia e sua reversa,
baseada na consideracdo de uma funcao de distribui¢do acumulada (fda) continua arbitraria e
elevada por poténcia real positiva arbitrdria. Assim, uma nova funcdo de distribuicdo acumulada
Fi(-) (I = P, l = RP) é proposta com um parametro de poténcia adicional ¢. Portanto, temos
uma novas classe de func¢ao de ligacao 1’71_1 (+). O pardmetro adicional ¢, caracteriza a assimetria
das fun¢des de ligacdo associado ao modelo. Assim, essa nova classe de fun¢do de ligacdo pode

ser usada para a constru¢do do modelo de varidvel resposta binéria longitudinal.

SejaY = (Y;,...,Y,) " o vetor de resposta com ¥; assumindo valores 1 ou 0, seja x; =
(xi1s--- ,xil,)T o vetor de covariaveis e seja B = (B, . .. ,ﬁp)T o vetor de coeficientes de regressao.

O modelo de regressao bindria é definido como

Y; ~ Bernoulli (1;) independente Vi=1,...,n
ui=PY;i=1)=F(n;) 4.1)
Ni Zx,-Tﬁ = Bixit + ...+ Bpxip

Na andlise longitudinal dos dados, existe uma dependéncia entre medidas repetidas no
mesmo individuo e a possibilidade de explicar essa dependéncia se dd por meio da estrutura de
correlacdo. Existem diferentes métodos para modelar a estrutura de correlagdo. Neste trabalho, o
modelo hierdrquico misto € considerado. Neste método, os efeitos aleatdrios sdo adicionados ao
preditor linear considerando duas fontes de variacao nos dados: a variagcdo entre unidades e a

variacdo dentro das unidades.

Sejay; = (Yity--» y,-nl.)T um vetor de uma sequéncia de medicdes observadas ao longo
do tempo para o i-€simo sujeito, i = 1,--- ,n, em que cada componente y;;, que assume valor
0 ou 1, corresponde a observacdo do sujeito i, medida no tempo #;, j = 1,...,n;. Além disso,
considere b; = (b;1,... ,biq)T um vetor g X 1 dos efeitos aleatérios especificos do individuo i,
B=(Bi,...,B,)" vetor de coeficientes de regressio (efeitos fixos) para j=1,...,n;ei=1,...,n.

O modelo de regressdo bindria longitudinal pode ser escrito da seguinte forma

Y;; | bj ~ Bernoulli(;;)

Wj=FX B+Zb) ou my=F"(uy) (4.2)
b, ~N,(0,%),
em que X;; = (xij1,. .. ,xijp)T e Zi; = (zj1,--- ,z,-jq)T sdo vetores covariaveis, X, € uma

matriz definida positiva g X g e 7;; € nomeado como o i-€simo preditor linear pela j-€ésima vez,
parai=1,---,ne j=1,---,n;. Além disso, os efeitos aleatorios sdo considerados independentes

das covaridveis X;; Fitzmaurice, Laird e Ware (2012, Capitulo 14).
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Para dados de resposta bindria longitudinal, considerando as distribuicdes poténcia e

reversa de poténcia, temos duas novas classes de fungdes de ligagdo assimétricas
— T T =1
Wij = Fi(X;;B+Z;;b;) ou mij=F"" (). (4.3)

Quando F;(-) é uma fda de uma distribui¢do poténcia logistica padrdo ou de sua reversa padrio e

o = 1, temos a func¢ao de ligacdo logistica simétrica como um caso especial, ou seja,

exp (X;ﬁ —I—Z;bi)
1+exp (X[,B+Zb)) '

wij=F(X;;B+Z) b)) =

Na Tabela 15 mostramos algumas funcdes de ligacdo poténcia e reversa de poténcia que

foram consideradas neste capitulo.

Tabela 15 — Modelos com uma funcéo de ligacdo assimétrica poténcia e reversa de poténcia

Fungdo de ligagdo  L;; Nij
PN (@ (mij)]”* mij =" (/)
RPN 1= [@ (=mi)]" mij= - ((1-my)"")
[0
o —1/a
(04
RPL - {m} nij = log ((1 — i) — 1)
PC [% arctan (n,-j) + %] * n;j = tan [(uilj/a = %) n}
RPC 1— [%arctan(—nij)%—%]a nij:—tanK(l—,uij)l/“—%) 71:}

Existem algumas propostas de modelos de regressao bindria mista com fun¢des de ligacao
assimétricas, por exemplo, Abanto-Valle, Dey e Jiang (2015) e Komori et al. (2016); porém, até
onde sabemos, nao hd nenhuma proposta de uso dos funcdes de ligacdo que estudamos aqui
para dados bindrios longitudinais. A classe de fung¢des de ligacdes que consideramos, tem sido
utilizada em anélises de regressdo com relativo sucesso em Bazin, Romeo e Rodrigues (2014),
Bazan et al. (2017), De la Cruz et al. (2019) e Lemonte e Moreno-Arenas (2020), mas nao foi
utilizada para modelos mistos.

Como ¢€ dificil determinar antecipadamente qual € a fun¢do de ligacdo que serd adequada para os
dados, propomos a utilizacdo das fun¢des de ligagdo aqui apresentados, como uma alternativa
que deve ser ajustada e depois pode ser selecionada se realmente for o modelo mais adequado

para os dados.

Na seguinte secdo, apresentamos uma anélise bayesiana do modelo com fung¢des de

ligacdo poténcia e reversa de poténcia em regressao bindria longitudinal.
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4.2 Analise bayesiana

4.2.1 Estimacao dos parametros

Primeiro assumimos que parai=1,...,n¢e j=1,...,n;, condicionalmente em b;, B € c,
0s I//js sdo independentes, portanto, 0 modelo Bayesiano misto de regressao bindria para dados

longitudinais, com uma func¢do de ligacdo poténcia ou reversa de poténcia, pode ser escrito como

Yij | bi,B,a ind. Bernoulli(y;;), by £ Ny(0,%,)

Hij = Fo (X;B +ZzT]bl) (4~4)
(B7a7zb)T ~ ﬂ(ﬁ7a7zb)

Os parametros B, or, X, sdo considerado independente tal que w (B, a,X,) =7 (B) 7 (o) w(Xp),
com B ~ N,(0, IGE), log(a) = & ~ U(-2, 2). No modelo, consideramos a priori para 8
seguindo os trabalhos de Bazan et al. (2017) e De la Cruz et al. (2019). Observe que uma a
priori uniforme limitado € fornecido para um parametro ilimitado, dando mais probabilidade
para um lado da assimetria na liga¢do assimétrica induzida. De fato, é facil provar que o segue a
distribui¢do reciproca também conhecida como distribui¢do log-uniforme, conforme indicado
por Hamming (1970), com E(a) = 1,813 e V(&) = 3,533, o qual também ¢ limitado (Veja
Secao B.3). Consideramos, seguindo Gelman (2006), que a densidade a priori uniforme nao
informativa para o parametro de escala pode ser considerada inicialmente e que a familia inverse-
gamma(c, c¢) de distribui¢des a priori ndo informativas nio é recomendada porque em casos onde

este parametro é estimado em aproximadamente 0, as inferéncias resultantes serdo sensiveis a c.

Reconhecemos que estudos especificos adicionais podem ser considerados para propor outros
a prioris como, por exemplo, um Gama ou apenas outra distribuicao positiva. Nesse sentido,
recentemente, Ordofiez et al. (2023) mostrou que essa a priori recupera muito bem os parametros
do modelo poténcia logistica e tem uma probabilidade de cobertura compardvel a uma a priori
de complexidade Penalizada, mas pode apresentar um intervalo de credibilidade maior que essa
a priori, principalmente para pequenas amostras. Os resultados da Se¢dao de Simulacio de nosso

trabalho mostram que a priori adotada funcionou relativamente bem.

Para o parametro de efeito aleatério, € possivel utilizar uma das varias especificacdes a priori
presentes na literatura, por exemplo, uma distribui¢cdo inversa de Wishart como em Fong, Rue
e Wakefield (2010), ou seja, Xp ~ IWq(l//, ¢), ou, para um determinado componente de ¥,
Gg, pode ser considerado sz ~ Inverse-gamma(0,001, 0,001) (LUNN ez al., 2000), Gibz ~
Pareto(1, 0,001) (SCURRAH; PALMER; BURTON, 2000) ou log(67) ~ Uniforme(—10, 10)
(SPIEGELHALTER, 2001).

A funcdo de verossimilhanga associada ao modelo € dada por

L(ﬁ?“JZbab | y) = ;'1:11_1?:1 [Fl (niJ')}yij [1 —Fi (nij)]liyij ¢61 (bi | Oazb)7
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emque b= (b],....b,)" e ¢,(-| m,S) denotam a fdp da distribui¢io normal g-variada com
vetor de media m e matriz de covariancia S e y denota a matriz de dados observados da varidvel

de resposta.

Assim, a distribui¢io a posteriori de @ = (B, o, b,Z;) ", (0 | y), é da seguinte forma

n n

(8 |y) o ( (B ()] [1=F ()] 0, (b | o,zb>> n(B) 7 (o) m(Ep).

i=1j=1

No entanto, esta distribui¢ao a posteriori nao pertence a uma familia de distribui¢ao conhecida e

nao tem uma forma fechada, o que torna esta distribuic@o analiticamente intratavel.

Virios autores mostram as limitacdes dos algoritmos MCMC tradicionais como Passeio
aleatério Metrépoles (em inglés Random walk Metropolis) e amostragem de Gibbs, ao estimar
modelos Bayesianos hierdrquicos ou modelos mistos, indicando que tais métodos podem levar
muito tempo para convergir para a distribui¢cao alvo (HOFFMAN; GELMAN et al., 2014; KA-
RIMI; LAVIELLE, 2019), muitas vezes porque esses métodos exploram o espaco de parametros

por meio de caminhadas aleatérias ineficientes.

Por outro lado, Hoffman, Gelman et al. (2014) menciona que o algoritmo Hamiltoniano
de Monte Carlo (HMC) apresenta as seguintes vantagens quando comparado aos algoritmos
MCMC tradicionais. Essas vantagens incluem evitar o comportamento de caminhada aleatdria
e gerar amostras de um grande espago de parametros com um alto nivel de probabilidade de

aceitacdo, o que faz convergir para as distribui¢des de destino muito mais rapidamente.

No entanto, as vezes o HMC pode apresentar alguns problemas devido ao fato de que precisamos
especificar o tamanho e o nimero de passos (uma ma escolha tornard o método ineficiente) e
porque requer o célculo do gradiente do log-a posteriori e € notavelmente afetado pelos dois

hiper-parametros.

Assim, os autores Hoffman, Gelman et al. (2014), propdem o uso do algoritmo No-U-
Turn Sampler (NUTS) como uma versdao melhorada do HMC, mostrando que o NUTS tem um
desempenho igual ou mais eficiente que um método HMC. Além disso, em um modelo linear
misto, Nishio e Arakawa (2019) mostrou que o NUTS apresentou um desempenho melhor do

que os métodos de amostragem HMC e Gibbs.

Portanto, consideramos o método NUTS para simular a distribuicdo alvo de nossos

modelos propostos.

Neste trabalho, para estimar os parametros dos modelos, desenvolvemos um c6digo
proprio usando a linguagem Stan (TEAM et al., 2016) e o pacote Pystan através de Python
(ROSSUM; DRAKE, 2020). O cédigo da aplicacao € mostrado em Secao B.2
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4.2.2 Critérios de comparacao de modelos

Nesta se¢do, usamos os critérios de comparacdo de modelos apresentados Capitulo 2,
adaptado para o caso misto.
Na abordagem bayesiana, as comparacdes de modelos podem ser realizadas usando diferen-
tes critérios. Inicialmente consideramos o critério baseado no desvio bayesiano, definido por
D(6) = —2logp(y | 0), cuja média a posteriori e desvio da média a posteriori sdo aproxima-
dos respectivamente por D = A%Z%ﬂ D (O(m)> eD=D (Al/l M O(m)> , em que o indice m
representa a m-ésima realiza¢do e M é o tamanho de amostra védlido da distribuicdo a posteriori.
Por exemplo, (a) EAIC = D+2v, em que Vv é o niimero de parAimetros do modelo para o qual
especificou uma distribui¢do a priori, ou seja, o nimero de parametros irrestritos (TEAM et al.,
2016). Por exemplo, para o caso do modelo PL com parametro By, B1, B2, a € Gg, em que o ultimo
parametro estd associado ao efeito aleatdrio, os primeiros parametros estao associados a efeitos
fixos e o estd associado a funcdo de ligagdo, temos que v = 5. (b) DIC = D+ pp = 2D — D,
em que pp = D — D é o niimero efetivo de parametros (em inglés effective number of para-
meters) compensa esse efeito favorecendo modelos com um nimero menor de pardmetros
(SPIEGELHALTER et al., 2002). (¢c) EBIC = D+ vlog(N) em que N = Y* , n; é o ndmero de
observagoes e (d) Critério de informagao preditiva bayesiana (IC, do inglés: Bayesian predictive
information criterion), definido como IC = D +2pp (ANDO, 2011).

Outro critério importante usado para a selecio do modelo € o WAIC, proposto por
Watanabe (2010). E baseado no pardmetro de complexidade pwaic, que pode ser aproximado
por Y, Z?"zl var (log p (yl- il 0) ) Assim, 0 WAIC pode ser calculado por WAIC = D + 2 pwaic.
Além disso, consideramos o critério proposto por Geisser e Eddy (1979), chamado LOO. Devido
a sua natureza iterativa, o LOO pode ser computacionalmente proibitivo para grandes conjuntos
de dados de amostra em que o modelo precisa ser ajustado para n (tamanho da amostra), Vehtari,
Gelman e Gabry (2017) propde usar amostragem de importancia suavizada de Pareto (PSIS),
uma nova abordagem que fornece uma estimativa precisa e confidvel de LOO usando pesos de

importancia instavel. A estimativa Bayesiana de PSIS — LOO é dada por

o m) (m)
- nomn leij P<Yij | 6 )
m—=
elpdpsisloo = Z Z log Y3 ) )
b = m
i=1j=1 mglwij

em que w

M p(@ (m) y_ij
) mino ) oy o =1 2(80),
m=1 P<yij|9 ) P<9 |)’>
Observe que pp, pwaic € V sdo propostos para aproximar o numero de parametros no modelo,

mas nio sao comparaveis.

Dado um conjunto de modelos candidatos aos dados, o modelo preferido é aquele com o valor

minimo do critério considerado.
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4.2.3 Verificacoes preditivas a posteriores

Usamos a notagdo D = (n,y,X) para os dados observados e y™P para conjuntos de dados
replicados extraidos da distribuicdo preditiva a posteriori. As verificagdes preditivas a posteriori
(GELMAN et al., 2000; GELMAN et al., 2013) sdo tteis para verificar se o modelo ajustado é

consistente com os dados observados. Se o modelo se ajustar, os dados replicados, y™P

, gerados
no modelo devem ser semelhantes aos dados observados. Para medir a discrepancia entre o
modelo ajustado e os dados observados, definimos uma varidvel de discrepancia, T'(y, 0), uma
fungdo dos dados e pardmetros do modelo. Seguindo Gelman ez al. (2000), consideramos a

média e o desvio padrdo da resposta bindria como varidveis de discrepancia.

Seja  uma observacdo futura da varidvel de resposta y. Assumindo que 0, y e y sdo

independentes, a distribui¢do preditiva a posteriori € definida como

n(y|D):/®7r(y|9)7r(9|D)d9. 4.5)

Assim, dada uma amostra MCMC de tamanho L da distribuic@o a posteriori (0 | D),
T(y, 0) pode ser calculado usando o seguinte procedimento:

* paracada@) [ =1,...,L, amostra yr?p de (Sf | 9(1))-

()

* obtenha T'(y, 0), a varidvel de discrepancia para os dados observados e T(yE%’, 9(1)), a

varidvel de discrepancia para cada yﬁf ,paral=1,....L.

Podemos mostrar as diferengas T (y,0) - T(y™P,0) através de um histograma, ou podemos
considerar um grafico de dispersdo de T(y,0) contra T(y™P, teta). Além disso, dada uma
amostra MCMC da distribuicdo a posteriori e dos conjuntos de dados replicados, o valor p

preditivo posterior, definido como pg = Pr(T (y*P,0) > T(y,0) | y), pode ser estimado por

1 ¢ ;
pe= Y1{T0™",01) = 7(y,01)} (4.6)
=1

P proximo de zero ou um, sugere que as variaveis de discrepancia para o conjunto de dados
observados sdo extremas e, portanto, o modelo pode ndo ser apropriado. Conselhos sobre como

interpretar p-valores preditivos a posteriori podem ser encontrados em Gelman et al. (2013).

4.2.4 Predicao

Considere uma amostra MCMC de tamanho L da distribui¢do a posteriori (0 | D)
denotada por 01,...,0; e a distribuicdo preditiva a posteriori (Equagao 4.5). Entdo, seguindo
Paraiba, Bochkina e Diniz (2018), o valor previsto da unidade i para o momento j, denotado por

Jij» pode ser obtido usando o seguinte procedimento:
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* paracada @,/ =1,...,L, amostra J;;;y de m (3] 0;)),i=1,...,n, j=1,...,n;, em que

/4 ()7 | 0(1)) € uma distribui¢@o preditiva a posteriori.

eparai=1,...,n, j=1,...,n; defina J;; = %ZZL:J,-J-(,) o valor previsto da (ij)-ésima

observagao.

4.2.5 Residuos quantilicos aleatorios

Em um contexto de regressdo bindria, considere comparar a observacao bindria observada
yij com a probabilidade u;;. Como y;; ndo € observado, a abordagem cldssica € comparar y;;
com a probabilidade estimada [;;. No entanto, a diferenca y;; — 1;; é dificil de interpretar, pois
a distribuicdo de referéncia esté sobre a distribui¢do amostral de y;; — 1;; que ndo é conhecido
devido a varidvel de resposta bindria. Por outro lado, na abordagem bayesiana, se a distribuicao
a posteriori de ;; e o valor de y;; estiverem em conflito, entdo a distribui¢do a posteriori de
rij = yij — W;j serd concentrado para o valor extremo. Como o suporte da distribui¢do a posteriori
de r;;j esta no intervalo (y;; — 1, y;;), uma observagao y;; = 0 serd periférica se a posteriori de
rij estd concentrado em direcdo ao ponto final —1, e uma observagao y;; = 1 € incomum se a
posteriori de r;; estiver concentrado em dire¢do ao valor 1 (mais detalhes em Albert e Chib
(1995)).

Uma abordagem alternativa para definir um residuo € o residuo quantil aleatério proposto
por Dunn e Smyth (1996). Sob uma abordagem bayesiana, definimos esse residuo da seguinte

forma:

Seja 61,...,0; uma amostra de tamanho L de 7(0 | D) ap6s o burn-in. Para o nosso modelo,

definimos

. 1S /a : .
rq,,-j:ZZQD 1<u§j)> i=1,...,n, j=1,...0m “4.7)
=1

()

em que u;; € um valor aleatério gerado a partir de uma distribuicdo uniforme no intervalo
B(x;a.b) . ~ .
Ul*ﬁfp (2 —yi,yi),llfﬁu) (1 —yij,yij+1)], em que I (a,b) = é)(CTflb)) é uma funcdo beta incom-

ij

. ~ ~(I ~(1 X
pleta regularizada (LEMONTE; BAZAN, 2018) e i, = Fy (X [ zfjbf )Y 6 o lésimo
elemento da probabilidade marginal posterior obtida considerando a funcdo de ligacdo adotada.
As fungdes beta incompleta e beta completa, sdo definidas, respectivamente, por B(x;a,b) =

J¥ee= (1 =1)b"dt e B(a,b) = [, 1% 1 (1 —1)P" V1.

Resultado 5. Seja X ~ Beta(a,b), temos que a probabilidade acumulada de X, pode ser escrita
como Fx(x) =P (X <x)= [ %t“‘l(l —1)?~1dt. Logo, B(a,b)Fx(x) = [31* (1 —1)>~ar
o qual é equivalente a B(x;a,b). Portanto,

B(x;a,b)  B(a,b)Fx(x)

I(a,b) = Ba.b) = Ba.b) =Fx(x)=P(X <x).
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A partir do resultado 5, podemos ver que, calcular uma funcdo beta incompleta regularizada, é

equivalente a calcular uma probabilidade acumulada de uma distribuigdo Beta(a,b).

Uma vez que os residuos quantis aleatrios tém um componente aleatério, que € obtido
a partir de uma distribui¢do uniforme, para o caso discreto seguindo Dunn e Smyth (1996),
4 replicacdes sao recomendadas. Considerando nossa abordagem bayesiana, obtivemos esse
residuo como a média dos residuos das L amostras MCMC. Se o modelo se ajustar corretamente,
o residuo quantil aleatdrio terd uma distribui¢do normal padrdo, que pode ser avaliada por meio

de um gréfico de envelope (De la Cruz et al., 2019).

4.2.6 Analise de Influéncia

A ordenada preditiva condicional (CPO, do inglés: conditional predictive ordinate),
proposta por Gelfand, Dey e Chang (1992), € usada para comparar o ajuste do modelo e a

complexidade dos modelos considerados. E a densidade preditiva do (i j)-ésimo caso dados os

dados com o (ij)-ésimo caso excluido, D(_;j. Parai= 1,...,M, j=1,...,n;, esta métrica é
—1
definida como CPO;; = | [g mn(e | D)de} .
Dada uma amostra MCMC de tamanho L, 01,...,0, de 7w (0 | D), uma aproximagio de

Monte Carlo de CPO;; pode ser escrito como
. -1
CPOij = — Z —_—
=i (yij | 9(”>

Para uma perspectiva bayesiana (CHO et al., 2009) no diagndstico de exclusdo de casos,
a calibracao da divergéncia de Kullback—Leibler (divergéncia KL) € considerada com base no
CPO, que mede a influéncia da observacdo nas estimativas de pardmetros. Para i = 1,...,n,

j=1,...,n;, esta métrica € definida como

K(TL'(B |D),7'C(0 |D(fij))) = —log (CPO,']') +E [1ng(y,'j | 9) |D] .

A estimativa de Monte Carlo da divergéncia KL é dada por

_ Iy |
K(z(0|D),x(0|D)) =log <lelf()’" )
= ij

Consequentemente, seguindo Cho et al. (2009), a calibracdo parai=1,...,n, j=1,...,n;, ¢

1 L
+= Y log f(yi; | 8%).
Ll=l

definida como

pij = 0.5{1-1— \/1 —exp <—21? (z(6|D),m (6 |D(ij)))>} (4.8)
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Uma observacdo pode ser considerada influente se seu valor de Equacgado 4.8 for muito maior que
0,5.

4.3 Estudo de simulacao

Para avaliar a metodologia proposta, consideramos o seguinte modelo de regressao

bindria longitudinal:

Yij | bi,ﬁ ~ Bernoulli(uij)

Hij = Fo(X;B +b)) .
exp (B1 + Boxijo + Baxijz + bi) (4.9)
1+exp (B1 + Boxijo + B3xij3 + bi)
b; ~N(0,07)

em que os dados s@o simulados usando as seguintes especificagdes:

B = (Bi.BBs) = (1,5 -0,5 —0,25)", X;; = (Xiﬂ,xijz,xiﬁ)T, xiji =1, x5 ~N(0, 1) e
x;j3=j— 1 éavaridvel tempo, parai=1,...,ne j=1,...,10. Para nosso estudo, consideramos
o, = 0,5 e ¢ = 4. Esses valores permitiram um desbalanceamento de 0,20 (propor¢ao de uns)
na varidvel resposta. Conforme proposto em Secdo 4.2, adotamos as seguintes especificacdes a
prioris: B ~ N3 (0, 100°I), b; ~ N (0, of), log(a) ~ U(—2, 2). Uma andlise de sensibilidade
para o parametro Gg foi necessdria para confirmar que os resultados ndo foram influenciados

pelas a prioris.

4.3.1 Analise de sensibilidade da a priori para o efeito aleatorio

Para fazer uma andlise de sensibilidade para especificacdo da a priori do parametro sz

do efeito aleatdrio, foi simulado um conjunto de dados com as especificacdes descritas acima,
em seguida o modelo com funcdo de ligagdo poténcia logistica com diferentes a prioris para Gg

foi ajustado, especificamente, consideramos trés a prioris previamente utilizadas na literatura:

1. A priori la: 67 ~1G (0,001, 0,001) ou, equivalentemente, é ~ Gamma (0,001, 0,001).
b
Uma distribui¢do a priori popular para termos de variacdo inicialmente usados nos docu-
mentos WinBUGS Exemplos I e II (LUNN ez al., 2000).

1
2. A priori 1b: — ~ Pareto (1, 0,001). Essa distribuigdo a priori foi sugerida em modelos
O,

b
de epidemiologia genética (SCURRAH; PALMER; BURTON, 2000).

3. A priori lc: log (Gg) ~ Uniform (—10, 10). Essa distribui¢do a priori foi sugerida na
andlise de ensaios randomizados de cluster (SPIEGELHALTER, 2001).
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Os dados foram gerados considerando o tamanho da amostra n = 500. Cada modelo foi ajustado
com 100 replicacdes e para cada replicagdao 8000 iteracdes foram usadas, descartando os primei-
ros 3000 como burn-in, com um intervalo de thinning igual a 5. Duas cadeias foram consideradas,
resultando em um tamanho de amostra efetivo de 2000 amostras nas quais € baseada a inferéncia

a posteriori.

Tabela 16 — Anélise de sensibilidade a priori para diferentes escolhas da variancia do efeito aleatério
(Estimativa de parametros e critérios de comparagdo de modelos)

Pardmetro Média a posteriori  Mediana a posteriori DIC WAIC LOO EAIC EBIC
APriort "y or verdadeiro  Estimativa RMSE Estimativa RMSE Média (se)  Média (se) Meédia (se) Média(se) Meédia (s.c.)
Bi=1,5 1736 0342 1,704 0331
B=-05 0,534 0054 0528 0051  3931,190 3975,760 3987,509 3783,587 3816,173
la Bs=-025 0272 0,026  -0268 0,024 (9,875) (9,687) (9,592) 9,971) 9,971)
62 =0,25 0311 0083 0297 0,073
o =4 4327 0,740 4235 0734
Bi=1,5 1724 0336 1,692 0325
B> =—0,5 0534 0053 0528 0050  3931,169 3975,722 3987431 3783,510 3816,096
b B3=-0025 0271 0,025  -0268 0,023 (9,872) (9,685) (9,593) (9,974) (9,974)
62 =0,25 0310 0082 029 0,072
a=4 4303 0,724 4207 0716
Pr=1.5 L7320 0339 17000327 o) 1080 3968,770 3980,350 3776,580 3809,170
B=-0,5 0,533 0053 -0527 0050 %% 5908, : - .
e Bs=-025 0271 0025  -0268 0,023 (9,851) (9,678) (9,596) (9,943) (9,943)
62 =0,25 0309 0082 0295 0071
=4 4316 0,726 4222 0716

Na Tabela 16 mostramos os resultados da estimativa dos parametros e seus respectivos
valores da raiz do erro quadratico médio (RMSE, do inglés: root-mean-square error), além
disso, mostramos a média dos valores de DIC, WAIC, LOO, EAIC e EBIC considerando trés
distribuicdes a priori diferentes para Gg. Note-se que os desempenhos dos critérios nao variaram
muito entre as diferentes a prioris, levando & mesma interpretacdo dos resultados, o que nos
permite dizer que nao ha sensibilidade a priori. No entanto, a priori 1b, GL;? ~ Pareto(1, 0,001),
€ mais preciso, pois recupera melhor os parametros com o menor valor de RMSE. Doravante, a

priori 1b serd considerada neste trabalho.

4.3.2 Desempenho da funcao de ligacao poténcia e reversa de po-
téncia

O estudo de simulagdo foi desenvolvido com o objetivo de avaliar o desempenho de
modelos com fungdes de ligacdo poténcia e reversa de poténcia em dados de resposta bindria
longitudinal, principalmente quando os dados sdo desbalanceados. Considerando o modelo
de regressdo bindria longitudinal em (4.9), simulamos os dados do modelo usando a fun¢ao
de ligacao poténcia logistica e entdo diferentes func¢des de ligacdo simétrica como logistica,
Normal e Cauchy foram ajustadas para esses dados. Além disso, ajustamos os modelos con
func¢des de ligacao assimétricas estudadas em Secdo 4.1, que podem ser alternativas aos dados
desbalanceados em um estudo longitudinal para resposta bindria. Os dados foram gerados
considerando 3 tamanhos de amostra n = {100, 250, 500}, cada amostra com n; = 10 medidas

repetidas. Isso implica um total de N = {1000, 2500, 50000} observagdes, respectivamente.
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Portanto, o estudo de simulacdo compreende trés cendrios e para cada cendrio foram consideradas
100 replicagdes. Para cada replicagdo, 8000 iteracdes foram usadas, descartando as primeiras
3000, com um intervalo de thinning de 5 e 2 cadeias resultando em 2000 amostras MCMC nas

quais é baseada a inferéncia a posteriori.

O desempenho comparativo do método foi determinado com base no valor da raiz do

erro quadratico médio (RMSE) e medidas de viés, respectivamente estimados por RMSE (§h) =

~ 2 ~ ~
\/11e 1 (G,Er) — 9h> e viés(6y,) = %Zle (G;Er) — 9h> para h = 1,2,3,4, em que R € o0 niimero

de réplicas na simulagdo e §h ¢ a média a posteriori do parametro 6, na réplica r. Os parametros
analisados foram S, f2, B3 € o

As tabelas 20, 21 e 22, em Se¢do B.1, mostram um resumo das médias e medianas posteriores
estimativas para os parametros 1, 32, B3, 65 e a. Além disso, os valores de desvio padrao (DP),
viés e RMSE sdo apresentados para trés cendrios, considerando tamanhos de amostra n = 100,
n =250e n = 500.

Os resultados indicam, de maneira geral, que todos os parametros estimados dos modelos
propostos, modelos com fung¢do de ligacdo assimétrica, apresentam menor RMSE e, a medida
que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas desses modelos tornam-se mais precisas. Este
comportamento ndo € observado quando se considera a func¢ado de ligac@o logistica simétrica,
em que o RMSE nio varia muito com o aumento do tamanho da amostra, indicando que este
modelo ndo € adequado para os dados simulados desbalanceados.

Além disso, como resumo e ilustragdo, a Figura 11 mostra uma comparacdo RMSE das fung¢des
de ligacdo propostas com as funcdes de ligacdo comuns. Neste caso consideramos apenas
os modelos com a funcdes de ligacdo poténcia logistica (PL), reversa de poténcia logistica
(RPL) e poténcia Cauchy (PC), pois os resultados considerando outras func¢des de ligacdo, sao
semelhantes. Pode-se observar que para diferentes tamanhos de amostra, ou seja, 100, 250 e
500, os modelos com fung¢do de ligacdo poténcia logistica e reversa de poténcia logistica, t€ém
uma estimativa melhor em comparag¢do com modelos com fung¢des de ligacao simétrica (como
logistica), para todos os parametros estudados. No caso do parametro o, podemos ver que o
modelo com funcao de ligagdo PC recupera o parametro adequadamente € 0 RMSE diminui
conforme o tamanho da amostra aumenta; entretanto, as estimativas sao diferentes para cada
um das fungdes de ligacdo estudadas, isso porque em cada uma das distribui¢cdes de poténcia e

reversa de poténcia este pardmetro tem um significado diferente.

4.4 Aplicacao

Como uma aplicagdo das fungdes de ligacao poténcia e reversa de poténcia a dados de
resposta bindria longitudinal, nesta secao, apresentamos uma andlises dos dados sobre os sintomas
(distirbios do pensamento) da esquizofrenia de Madras. Madras € um estudo Longitudinal de

Esquizofrenia que investigou o curso dos sintomas psiquidtricos positivos e negativos durante
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Figura 11 — RMSE para B, 32, B3 (painel superior), Gg (painel inferior esquerdo) e o (painel inferior
direito) com diferentes tamanhos de amostra (100, 250, 500) e diferentes métodos de estima-
¢do: Logistico (pontilhado), Normal (ponto pontilhado), Cauchy (sélido), poténcia logistico
(tragco longo), reversa de poténcia logistica (dois tracos) e poténcia Cauchy (tracejado ).

o primeiro ano ap0s a hospitalizacao inicial por doenga (THARA et al., 1994). Este conjunto
de dados também foi analisado em Diggle (2002, p. 234-243). Os dados contém medidas de
resultados bindrios que indicam a presenca ou auséncia de registro psiquidtrico positivo por 11
meses no primeiro ano apds a hospitalizacio por esquizofrenia para 86 pacientes. O conjunto
de dados também contém o indicador bindrio da idade do paciente na hospitalizacdo (0 =
idade > 20, 1 = idade < 20), sexo (0 = masculino, 1 = feminino) e as interagdes entre essas
covaridveis com o tempo (més). A propor¢do da presenca de sintomas € 0,31, entdo o conjunto

de dados é desbalanceado.

e Varidvel de resposta Y;;: presenga ou auséncia de sintomas para o sujeito  no més j. Para
i=1,....86e j=0,...,11.

e Covariaveis: sexo, més e indicador de idade.
A Figura 12 mostra o gréifico do perfil médio do sintoma de esquizofrenia por género.

Pode-se observar que ndo ha interacao entre os grupos masculino e feminino. Além disso, ambos

0s géneros apresentam o mesmo tipo de comportamento, ou seja, a presenga do sintoma diminui
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Figura 12 — Perfil médio do sintoma de esquizofrenia: por sexo

com o passar do tempo, sendo que o género masculino apresenta média maior que o género
feminino ap6s o segundo més. Esta é uma indicacio de que o tempo e o género sdo importantes

para explicar a presenca de sintomas de esquizofrenia.

Inicialmente, consideramos um modelo linear com intercepto e ajustamos o conjunto
de dados com todas as covaridveis usando as func¢des de ligacao Logistica, P-Logistica e RP-
Logistica. A covaridvel idade foi identificada como ndo significativa uma vez que o intervalo
HPD de 95% contém o valor 0 para o coeficiente correspondente a esta varidvel. Posteriormente,
um modelo quadrético é considerado como um modelo alternativo. Adicionalmente, também
foram consideradas as versdes sem intercepto seguindo Coelho, Russo e Bazdn (2022). Portanto,
para este conjunto de dados excluindo a covaridvel idade, os seguintes modelos foram ajustados
usando os diferentes funcdes de ligacao poténcia e reversa de poténcia para resposta bindria

longitudinal:

Yij | bi ~ Bernoulli(u;;), b; ~N(0, o) (4.10)

Modelo 1: u;; = F;(B1 + B2 x sexo + B3 x més + b;)

Modelo 2: p;; = Fj(B1 X sexo+ 2 x més + b;)

Modelo 3: u;; = F;(B1 + B2 x sexo + B3 x més + B4 X més? + b;)

Modelo 4: y1;; = F;(B1 x sexo + o x més + 3 x més® + b;)
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em que as a prioris foram B ~ N(0, 1100?), log(a) ~ U(—2, 2) e 45 ~ Pareto(1, 0,001).

Gp
Cada um dos modelos foi ajustado considerando os seguintes valores para MCMC: 15000
iteracdes foram usadas, descartando os primeiros 10000 como burn-in, com um intervalo de
thinning igual a 5, foram consideradas 2 cadeias, resultando em um tamanho de amostra efetivo
de 2000 amostras nas quais € baseada a inferéncia a posteriori. O tempo computacional para
cada modelo foi aproximadamente de 30 minutos, usando um computador com as seguintes
carateristicas: processador Intel Core i7 da 11¢ geracdo, com uma memoria RAM de 16GB e

memoria grafica de 8GB.

As comparacdes dos modelos sdo desenvolvidas usando os critérios discutidos na subse-
¢d0 4.2.2. Os resultados destes critérios para todos os modelos ajustados com diferentes funcdes
de ligacdo, sao mostrados em Tabela 17. Os dois modelos que apresentam melhor desempenho

sdo o0 modelo 1 e o modelo 3 com func¢do de ligacdo PN.

Tabela 17 — Critérios de selecdo de modelos com funcdo de ligacdo assimétrica poténcia e reversa de
poténcia para dados de sintomas de esquizofrenia de Madras

Modelo 1 Modelo 2

Ligacato DIC WAIC LOO EAIC EBIC IC DIC WAIC LOO EAIC EBIC 1C

L 711,1 716,8 7174 682,1 701,4 748,1 7314 737,1 737,6 701,3 715,8 767.,5
N 668,5 679,8 682,0 630,8 650,1 714,1 674,6 685,8 688,2 636,1 650,5 719,1
C 732,2 737,0 7372 704,1 723,4 7683 760,0 764,9 7650 729,7 7442 796,3
PL 666,1 676,1 678,1 6350 659,1 707,1 737,8 7429 7434 710,9 730,2 772,77
PN 654,1 668,2 672,1 615,1 639,2 703,0 681,5 690,8 692,5 647,3 666,6 723,77
PC 683,3 690,7 691,1 652,7 676,8 724,0 731,9 738,4 739,0 701,6 721,0 770,1

RPL  697,6 707,0 7089 6656 689,7 7397  700,0 7084 7099 6669 6862 741,1
RPN 6644 6783 6816 6252 6493 7137 6622 6758 679,1 621,5 640,8 710,9
RPC 7313 7362 7365 7065 730,6 7660 7319 7384 7390 7016 721,0 770,1

Modelo 3 Modelo 4

Ligacio DIC WAIC LOO EAIC EBIC IC DIC WAIC LOO EAIC EBIC IC

L 711,2 717,3 717,8 681,2 700,5 749,2 734,0 739,9 740,5 704,7 724,1 771,3
N 664,0 676,0 6784 6259 6452 710,1 675,8 687,1 689,5 638,8 658,1 720,9
C 734,8 739,8 739,9 7049 7242 7727 763,3 768,0 768,2 7339 753,2 800,7
PL 661,6 671,9 6743 630,3 6544 703,0 740,1 745,5 746,0 714,0 738,2 776,2
PN 647,2 662,0 666,1 607,6 631,8 696,8 683,8 693,5 6953 651,3 675,5 7264
PC 679,6 688,3 688,5 650,1 674,2 719,0 742,77 749,2 749,77 711,6 735,8 783,8

RPL 698,2 707,6 709,2 6655 689,7 7409 700,3 709,2 710,5 667,8 6919 7428
RPN 661,9 6759 679,5 6224 6465 7114 661,1 675,5 678,7 620,99 6450 711,3
RPC 732,71 737,8 738,1 707,1 7312 7684 758,71 764,5 765,1 7324 756,5 7950

Resumos a posteriori dos parametros do modelo 1 e modelo 3, com fung¢do de ligagao
PN, sao mostrados em Tabela 18. Observe que todos os parimetros, com excecdo de B4 do
modelo 3, sdo indicados como significativamente diferentes de 0 a um nivel de credibilidade
de 95%. Portanto, embora o modelo 3 apresente melhor desempenho ja que o pardmetro B4
nao € significativo, vamos considerar o modelo 1 para este conjunto de dados. Além disso, os

coeficientes correspondentes ao género e ao tempo influenciam negativamente na presenca de
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Tabela 18 — Estimativa a posteriori dos parametros para o modelo de resposta bindria com fun¢do de
ligagdo PN do modelo 1 e modelo 3, para dados de sintomas de esquizofrenia de Madras

Modelo Parametro Média a posteriori Desvio padrao 95% 1.C.
Bi 1,600 0,268 (1,036; 2,072)
B2 -0,438 0,211 (-0,873; -0,021)
Modelo 1 B3 -0,209 0,026 (-0,266; -0,165)
o} 0,732 0,154 (0,429;  0,984)
o 4,215 1,625 (1,539; 7,095)
Bi 1,777 0,275 (1,156;  2,251)
B2 -0,452 0,215 (-0,875; -0,032)
B3 -0,305 0,052 (-0,417; -0,211)
Modelo 3 B 0,009 0,004 (-0,001; 0,018)
of 0,753 0,151 (0,454;  0,986)
o 4,404 1,670 (1,516;  7,230)

sintomas, ou seja, as chances da presenca de sintomas nos homens diminuem com o passar do

tempo.

Além disso, mostramos verificacdes preditivas a posteriori, andlise bayesiano dos residuos
e andlise de influencia para o modelo escolhido, a fim de verificar a adequacdo do modelo com

um a func¢do de ligag@o poténcia normal.

Na sec¢do seguinte, desenvolvemos a verificagdo preditiva a posteriori considerando a
média e o desvio padrao como varidveis de discrepancia para a varidvel resposta sob o modelo
com a funcao de ligagdo poténcia normal, conforme descrito na subsecao 4.2.3. Na Figura 13,
em cada gréfico, o valor observado de T (y,0) é mostrado como uma barra vertical de dois
tracos em um histograma representando os valores de 7(y"”,0) para 1000 sorteios de y"”
obtidos da distribui¢do preditiva a posteriori. Isto € para as duas varidveis de discrepancia, média
(Figura 13 (a)) e desvio padrao (Figura 13 (b)). Também, calculamos o valor p preditivo a
posteriori estimado para as duas varidveis de discrepancia. Os valores médios dos p preditivos
a posteriori estimados foram 0,48 para a média e 0,45 para o desvio padrao, sugerindo que
o modelo parece ser uma opcao de modelagem plausivel para o conjunto de dados desde que
nenhum valor extremo (préximo de 0 ou 1) foi observado. Além disso, esta conclusdo também é
vista pelos histogramas apresentados em Figura 13 uma vez que os valores das discrepancias
estao centrados em torno do valor médio e desvio padrao das respostas. Isso indica que os dados

observados provavelmente ocorrerdo no modelo selecionado.

Portanto, os valores das verificagdes preditivas a posteriori indicam que nao podemos
detectar que existe uma especificacio incorreta do modelo, ou seja, um modelo com uma fung¢do
de ligacdo poténcia normal pode ser adequado.

Além disso, consideramos um diagndstico de ajuste através de andlise dos residuos quantilicos

aleatdrios, conforme proposto na subsecdo 4.2.5, com envelopes gerados a partir do modelo com
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Figura 13 — Verificacdes preditivas a posteriori para as discrepancias média (a) e desvio padrao (b) (as
barras de dois tragos indicam os valores observados da estatistica 7' (y, 8) e o histograma exibe
T(y™P,0) de 1000 sorteios de y™” sob 0 modelo com fungéo de ligagdo poténcia normal).

funcdo de ligacdo poténcia normal conforme mostrado em Figura 14. Observe que nenhuma

observacao esta fora do envelope simulado, o que da evidéncia de um bom ajuste.

Residuos quantilicos aleatérios

-2 0 2

Quantis de N{0,1)
Figura 14 — Residuos quantilicos aleatérios para um modelo de resposta bindria com uma fungdo de
ligacdo poténcia normal para dados de sintomas de esquizofrenia de Madras

Por fim, apresentamos uma andlise de influencia através do grifico da medida de calibra-
cdo apresentado em (4.8). De Figura 15, pode-se observar que a medida de calibracio identifica

as observacoes 654, 804, 247, 898 e 834 como possiveis observacdes influentes.

A Tabela 19 mostra as estimativas a posteriori dos parametros e a porcentagem de
mudanga na estimativa dos parametros do modelo com a funcao de ligagdo poténcia normal,
como consequéncia da eliminacdo das observacgdes identificadas como possiveis observagdes

influentes.

Como pode ser visto em Tabela 19, a exclusdo da observacao (654) e (654, 804) gera a
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Figura 15 — Medida de calibrag3o.

Tabela 19 — Estimativas e variacdo percentual da estimativa dos pardmetros quando as observagdes sao
excluidas

Meédia a posteriori (porcentagem de mudanga)

Observagdes observatexcluidasions

B B2 Bs o a

sem excluir 1,6116 -0,4477 -0,2094 0,7301 4,2972

(654) 1,6269 -0,4530 -0,2156 0,7536 4,3070
(0,95%) (1,19%) (2,96%) (3,22%) (0,23%)

(654, 804) 11,6532 -0,4402 -0,2109 0,7479 4,6280
(2,58%) (-1,68%) (0,71%) (2,44%) (7,70%)

(654, 804, 247) 1,6892 -0,4579 -0,2128 0,7556 4,6566
(4,82%) (2,28%) (1,65%) (3,50%) (8,37%)

(654, 804, 247, 898) 11,7090 -0,4729 -0,2145 0,7708 4,6605
(6,04%) (5,62%) (2,46%) (5,58%) (8,46%)

(654, 804, 247, 898, 834) 11,7473 -0,4879 -0,2157 0,7811 4,7704

(8,42%) (8,99%) (3,00%) (6,99%) (11,01%)

menor variacdo percentual relativa na estimativa dos parametros em comparagdo com a exclusio

de outros casos com trés ou mais parametros.

4.5 Comentarios finais

Neste trabalho, realizamos uma aplica¢do dos modelos estudados, para o conjunto de da-
dos de Madras, o qual apresenta uma propor¢do de uns de 31% indicando um desbalanceamento
moderados, o que sugere que uma ligacao assimétrica pode ser explorada como mencionado por
Chen, Dey e Shao (1999) e Qiu et al. (2013). A utiliza¢do das fun¢des de ligagcdo poténcia e
reversa de poténcia baseadas na fda de uma familia de distribui¢des simétricas padronizadas, foi
apresentada como uma alternativa aos modelos longitudinais de resposta bindria considerando

dados desbalanceados.

A classe de fungdes de ligagao mostradas, € flexivel e uma ampla familia de func¢des de
ligacdo poténcia e reversa de poténcia pode ser considerada e funcdes de ligacao simétrica como
logito, cauchito e probito, sdo casos particulares quando o = 1.

Realizamos uma andlise bayesiana para modelos longitudinais de resposta bindria considerando

as fun¢des de ligagcdo propostas. Assim, um procedimento MCMC usando o algoritmo NUTS
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foi desenvolvido para a estimac¢do dos parametros do modelo e uma andlise de diagndstico
foi proposta considerando verificagdes preditivas a posteriori, residuos quantilicos aleatérios

bayesiano e medidas de influéncia bayesiana.

Nossos resultados de estudo de simulagdo mostraram que o desempenho desses modelos
para dados desbalanceados € melhor do que modelos de regressao bindaria longitudinal com
funcdes de ligagao simétrica. Além disso, na aplicacdo, foi mostrado que um modelo da classe

de funcdo de ligacdo poténcia e reversa de poténcia, € o melhor modelo para dados de Madras.

Em relacdo ao parametro de forma, associado as funcdes de ligacdo aqui estudadas, e aos
coeficientes de regressdo, podemos notar que o pardmetro & pode afetar ambos os parametros (B
e B1), porém, o efeito em Py ocorreria de forma isolada e direta porque f8; vem acompanhado da
covaridvel x. Neste trabalho, todos os estudos de simulacdo mostraram que houve uma excelente
recuperacdo do pardmetro fy para todos os modelos nos diferentes cendrios. Portanto, ndo
encontramos nenhum problema, com nosso método e com a especificagdo a priori considerada,
que indique algum problema na estimativa de f3y. Recentemente, em Niekerk e Rue (2021),
considerando a funcdo de ligacdo skew probit, que segue Bazin, Bolfarine e Branco (2010),
propdem o uso de uma versao padronizada desta funcao de ligacdo assimétrica, porém, nao ha
nenhuma prova formal de que seja necessario fazer essa padronizagdo porque isso ird depender
dos dados e do método de estimacdo. No apéndice, na Secio B.4, exploramos o uso da versao
padronizada da fun¢do de ligacdo PL, chamado aqui como fung¢do de ligacdo SPL, mostrando
que ambos as fungdes de ligagdo podem caber de maneira semelhante no mesmo conjunto de
dados da aplicagdo, e ambos podem ser razoavelmente usados quando os dados sdo "gerados
a partir de qualquer um desses modelos". E interessante observar que as fungdes de ligacio
padronizadas exigem que a média e a variancia sejam explicitas.

Outra alternativa possivel € nao considerar o intercepto (COELHO; RUSSO; BAZAN, 2022),
mas neste caso, em nossos dados, vimos que ignorar o intercepto altera fortemente a interpretagdo
dos parametros do modelo. Por fim, em um estudo recente, de Ordofiez et al. (2023) mostra-se
que a utilizacdo de uma a priori, como o proposto por Niekerk e Rue (2021), no caso de funcio
de ligacao poténcia logistica, pode reduzir o intervalo de credibilidade em relagdo a uma a priori
Uniforme, mas as estimativas pontuais permanecem as mesmas. Sugerimos estudos adicionais
para confirmar a possivel vantagem do uso da versao padronizada das fun¢des de ligacao aqui

propostas.

Aplicacoes desta fungdo de ligacdo, onde as fun¢des de ligacdo simétrica ndo sdo
justificados, podem ser obtidos considerando nossa abordagem. Inclui modelagem multinivel,
modelos de resposta a itens e modelos zero ou um aumentados. Extensdes para um modelo de

resposta ordinal longitudinal podem ser desenvolvidas como trabalhos futuros.

Além disso, versdes multivariadas para respostas bindrias podem ser propostas de maneira
semelhante ao Genest et al. (2013).
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CAPITULO

COMENTARIOS FINAIS E
DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Nesse capitulo sdo apresentados alguns comentdrios finais sobre os principais resultados
e as contribui¢des deste trabalho. Além disso, descrevemos as produgdes resultantes do mesmo.

Finalmente, comentdrios gerais sobre possiveis desenvolvimentos futuros € apresentado.

5.1 Comentarios finais

Neste trabalho, foram estudados modelos alternativos para classificagdo em dados des-
balanceados, especificamente foram estudados modelos para classificagdao bindria, em dois
contextos diferentes: modelos para classificacdo bindria usual (caso MLG) e modelos para
classificagdo bindria mista para dados com resposta bindria longitudinal (caso MLGMs). Para
cada situacdo, consideramos o uso de uma nova classe de fun¢des de ligagdo assimétrica que s@o
baseadas nas distribuicdes chamadas poténcia e reversa de poténcia. Essas fun¢des de ligagcdo sao
uma boa alternativa as fungdes de ligacdo simétrica comuns como logistica e normal, tanto para
classificagcdo bindria usual e quanto para os dados longitudinais. Neste ultimo contexto (caso
longitudinal), € poco explorada na literatura sobre propostas de novas func¢des de ligagao.

As distribui¢des consideradas neste trabalho, foram exploradas e mostraram excelente desem-
penho em diferentes situacdes, por exemplo, Bazan et al. (2017), Lemonte e Bazin (2018),
Chumbimune (2017) e De la Cruz et al. (2019). Nesse sentido, pode ser uma motivagao de
discussdo para demais pesquisadores sobre a utilidade desse tipo de modelos, na aplicacdo em

diversas areas do conhecimento.

Em diferentes dreas de aplicacdo de aprendizado supervisionado para classificacdo
bindria, € considerado o modelo de regressdo logistica como o mais usual. No entanto, nos
estudos de simulacdo, dos capitulos 3 e 4, respetivamente, foram mostrados que, na presencga de

dados desbalanceados, a funcao de ligacdo simétrica, como o caso Logistico ndo sdo apropriados.
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Entdo, as fun¢des de ligacao assimétrica podem ser uma boa alternativa para esse tipo de dados
separando o efeito do intercepto com o efeito da curva associada ao formato da distribuicao.
Similares resultados foram obtidos, nas aplicagdes com presenga de desbalanceamento dos
dados.

Por outro lado, foi mostrado também a importancia do estudo das propriedades das
funcgdes de ligacao, para evitar os efeitos negativos da especifica¢do incorreta do modelo, prin-
cipalmente, na presen¢a de dados desbalanceados, o qual € muito comum na pratica. Nesse
sentido, algumas fun¢des de ligagdo assimétrica, como o caso de PG e sua reversa, resultaram

ser invidveis para regressao bindria, e consequentemente, para classificagdo bindria.

A selec@o de modelo é uma etapa fundamental na modelagem dos dados, uma selecdo
errada pode levar a um predi¢des erradas e portanto, toma de decisdes erradas. Em vista disso,
foi mostrado a importancia de usar as métricas adequadas no momento de selecionar um modelo,
concluindo que algumas métricas mais usadas na literatura, como a area sob a curva (ACC) e

precisao (ACC), demonstram baixo desempenho em todos os cendrios estudados.

Foi realizado uma anélise sob abordagem Bayesiana para os dois tipos de modelos (MLG
e MLGMs), na qual mostramos que é muito simples de implementar em termos computacionais,
tanto para estimacio de parametros quanto para andlise de diagndstico do modelo. Contudo,
novos métodos ou algoritmos de estima¢do podem ser necessarios para regressao bindria com
ligacdes assimétricas, pois existe um custo de tempo computacional, algoritmos mais rapidos
na execugdo da amostragem a posteriori, pode ser mais adequados em conjuntos de dados de
alta dimensdo. Além disso, outros tipos de a prioris, como o estudado em Ordofiez et al. (2023),

podem ser considerados para o parametro «.

Extensdes para regressao binomial e teoria de resposta ao item de algumas dessas fungdes
de ligacdo foram estudadas recentemente em Alves, Bazan e Arellano-Valle (2023) e Bazén et al.

(2023), onde é mostrada a importancia do uso fungdes de ligacdo assimétrica.

Finalmente, estudo com maior meticulosidade sobre o uso de func¢des de ligacdo assimé-

trica, ainda possui espagos para ser enriquecida com novas pesquisas e propostas.

5.2 Producoes

5.2.1 Trabalhos presentado em eventos

* De la Cruz Huayanay, A. and Jorge L. Bazan and Cibele Russo (2023). "Performance of
evaluation metrics for classification in imbalanced data". Pontificia Universidad Catolica
de Perii - PUCP. 7th Latin American Conference on Statistical Computing - LACSC 2023.

Palestra.

* De la Cruz Huayanay, A. e Bazan, J. L. (2020). "Longitudinal data analysis for binary
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response using alternative links". UFSCar/USP, Brazil. 8th Workshop on Probabilistic and
Statistical Methods. Poster.

* De la Cruz Huayanay, A. and Bazan, J. L. (2020). "Bayesian Mixed effects regression
models for longitudinal binary response". I Jornada Internacional de Estadistica — Dia

del Estadistico Peruano. Universidad Nacional Mayor de San Marcos, Peri. Palestra.

* De la Cruz Huayanay, A. and Bazan, J. L. (2020). "Regresion binaria bayesiana". [
CONGRESO INTERNACIONAL DE CIENCIAS MATEMATICAS - UNMSM. Universidad

Nacional Mayor de San Marcos, Perii. Minicurso.

5.2.2 Artigos publicados

* De la Cruz Huayanay, A., Bazdn, J. L., & Ribeiro Diniz, C. A. (2023). Longitudinal binary
response models using alternative links for medical data. Brazilian Journal of Probability
and Statistics, 37(2), 365-392..

5.2.3 Artigos submetidos

* De la Cruz Huayanay, A., Bazdn, J. L., Cibele Russo. (2023). Performance of evaluation

metrics for classification in imbalanced data. Springer.

5.3 Desenvolvimentos futuros

Até o momento, o trabalho do capitulo 3 estd finalizado e foi submetido para publicacio.
O estudo do capitulo 4, € uma extensao do trabalho de De la Cruz et al. (2019), e ja foi publicado.

Nesse sentido, ficam algumas propostas para trabalhos futuros:

* Considerando os modelos apresentados, podem se realizar estudos de comparagao do
desempenho das fungdes de ligacao assimétrica, com alguns algoritmos de classificagdo
utilizados em aprendizado de maquina como: Bayes Ingénua (em inglés Naive Bayes),
K-vizinhos mais préximos (em inglés K-Nearest Neighbors), Arvore de decisdo (em inglés
Decision Tree), Maquinas de vetores de suporte (em inglés Support Vector Machines) e

Floresta Aleatoria (em inglés Random Forest).

* Considerando os modelos apresentados, podem se realizar estudos de comparagao do
desempenho das fun¢des de ligacdo assimétrica, com algumas estratégias para lidar com

desbalanceamento, por exemplo, re-amostragem e validacao cruzada.

* Uma extensdo dos métodos desenvolvidos neste trabalho seria considerar quando uma

classificacdo € multi-classe, neste caso, os valores possiveis da varidvel resposta ¥ sdo K
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categorias ou classes, ou seja, para cada observacéo i da forma (x;,y;), onde x; é o vetor
de covaridveis, y; € {1,...,K} é o iésima etiqueta de classe. Para este tipo de problema, é
comum o uso da Regressao Logistica Multinomial; no entanto, pode haver situacdes em
que uma ou mais turmas tenham uma propor¢ao significativamente menor do que outras,
e acreditamos que a metodologia estudada neste trabalho pode ser uma boa alternativa

quando houver desequilibrio de turmas.
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APENDICE

CAPITULO 2

A.1 Resultados de estudo de simulacao

Nas figuras 16 e 17, a fun¢do de distribui¢do cumulativa empirica (ECDF) das diferentes

métricas € mostrada para as fun¢des PC e logistica quando n = 10000. Esses resultados sao

semelhantes aos mostrados para o caso n = 5000, observamos que quando o desbalanceamento

€ de 15% (o = 3), as métricas AUC e SPDIF apresentam comportamentos semelhantes, que ou

seja, eles falham em diferenciar o modelo verdadeiro. Por outro lado, quando o desbalanceamento

€ de 76% (¢ = 0,25), o ECDF de todas as métricas parece muito diferente para ambas as funcdes

de ligacdo, com excecdo da métrica AUC.
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Figura 16 — Func¢do de distribuicdo cumulativa empirica de métricas para o = 3 e n = 10000.
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CAPITULO 3

B.1 Resultados de estudo de simulacao

Tabela 20 — Estimativa dos pardmetros usando diferentes funcdes de ligacdo para n = 100

Ligacdo Verdadeiro valor

Média a posteriori

Média a posteriori

Estimativa ~ Viés  Desvio padrio RMSE Estimativa ~ Viés  Desvio padrio RMSE

Bi=1,5 -0,3000 -1,8000 0,1439 1,7999 -0,2979  -1,7979 0,1432 1,7978

pr=-0,5 -0,9060 -0,4060 0,1363 0,4225 -0,9055  -0,4055 0,1380 0,4225

L B3=-0,25 -03632 -0,1132 0,0381 0,1137 -0,3628  -0,1128 0,0382 0,1133
o‘f =0,25 0,4303 0,1803 0,2020 0,2650 0,4142 0,1642 0,2218 0,2702

=15 -0,1933 -1,6933 0,0860 1,6897 -0,1923  -1,6923 0,0865 1,6887

pr=-0,5 -08786 -0,3786 0,0763 0,3805 -0,8566  -0,3566 0,0761 0,3588

N B3=-0,25 -04724 -0,2224 0,0215 0,2176 -0,4671  -0,2171 0,0215 0,2124
c62=0,25 0,1561  -0,0939 0,0792 0,1170 0,1464  -0,1036 0,0789 0,1244

pi=1,5 -02639 -1,7639 0,1808 1,7674 -0,2601  -1,7601 0,1808 1,7635

p=-0,5 -0,8577 -0,3577 0,2037 0,4058 -0,8514  -0,3514 0,2027 0,3999

c B3=-0,25 -04733 -0,2233 0,0663 0,2271 -0,4701  -0,2201 0,0658 0,2239
62 =0,25  0,5793 0,3293 0,2017 0,3804 0,5853 0,3353 0,2348 0,4035

pi=1,5 1,5006 0,0006 1,1030 1,0972 1,5299 0,0299 1,1201 1,1147

po=-0,5 -0,6774 -0,1774 0,3569 0,3927 -0,6126  -0,1126 0,3266 0,3397

P-L B3 =-0,25 -0,3538 -0,1038 0,2072 0,2260 -0,3176  -0,0676 0,2123 0,2170
62=0,25 02785 0,0285 0,1309 0,1282 02349  -0,0151 0,1373 0,1323

a=4 29668  -1,0332 1,0103 1,4393 2,6643  -1,3357 1,0857 1,7155

pi=1,5 00851 -1,4149 0,3534 1,4526 0,0938  -1,4062 0,4098 1,4589

pr=-0,5 -0,5904 -0,0904 0,1278 0,1507 -0,5825  -0,0825 0,1389 0,1558

P-N B3=-0,25 -03019 -0,0519 0,0367 0,0578 -0,3045  -0,0545 0,0415 0,0627
62 =0,25 03044 0,0544 0,1286 0,1339 0,2563 0,0063 0,1364 0,1308

a=4 08394  -3,1606 0,2775 3,1670 03638  -3,6362 0,1116 3,6321

pi=1,5 1,6470 0,1470 0,5828 0,5952 1,6338 0,1338 0,6311 0,6394

pr=-0,5 -0,5870 -0,0870 0,1007 0,1273 -0,5749  -0,0749 0,0981 0,1176

P-C B3 =-0,25 -02910 -0,0410 0,0374 0,0497 -0,2849  -0,0349 0,0361 0,0444
62 =025 03551 0,1051 0,1657 0,1904 0,3284 0,0784 0,1772 0,1879

a=4 43246 0,3246 1,1847 1,2226 4,2211 0,2211 1,0815 1,0981

pi=1,5 23155 0,8155 1,0072 1,2901 2,2906 0,7906 1,0719 1,3261

pr=-0,5 -0,7885  -0,2885 0,2766 0,3939 -0,7735  -0,2735 0,2809 0,3863

RP-L B3 =-0,25 -02189  0,0311 0,0880 0,0876 -0,2151  0,0349 0,0931 0,0936
62=0,25 02329 -00171 0,1808 0,1758 02318  -0,0182 0,1296 0,1251

a=4 05354  -3,4646 0,4039 3,4822 0,3458  -3,6542 0,2559 3,6574

pi=1,5 1,1767  -0,3233 0,2888 0,4277 1,3313  -0,1687 0,3038 0,3417

pr=-0,5 -0,6127 -0,1127 0,1237 0,1616 -0,6136  -0,1136 0,1273 0,1648

RP-N B3 =-0,25 -03076  -0,0576 0,0375 0,0630 -0,3122 -0,0622 0,0396 0,0679
62 =0,25 03463 0,0963 0,1600 0,1810 0,3207 0,0707 0,1751 0,1831

oa=4 04311 -3,5689 0,1667 3,5670 0,2360  -3,7640 0,0534 3,7586

pi=1,5 24206 0,9206 1,2103 1,5148 2,3129 0,8129 1,1244 1,3817

pr=-0,5 -0,3210  0,1790 0,3675 0,4030 -0,3740  0,1260 0,3476 0,3639

RP-C B3 =-0,25 -02277  0,0223 0,1441 0,1401 -0,2233  0,0267 0,1374 0,1341
62=0,25 02335 -0,0165 0,1080 0,1035 02386  -0,0114 0,1076 0,1024

a=4 03436  -3,6564 0,1862 3,6553 03139  -3,6861 0,1033 3,6817
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Tabela 21 — Estimativa dos parametros usando diferentes fungdes de ligacio para n = 250

Média a posteriori Média a posteriori

Ligagio  Verdadeiro valor Estimativa ~ Viés  Desvio padrio RMSE Estimativa ~ Viés  Desvio padraio RMSE

pi=1,5 -02948 -1,7948 0,0985 1,7917 -0,2945  -1,7945 0,0987 1,7914

Br=-0,5 -0,8944 -0,3944 0,0733 0,3953 -0,8937  -0,3937 0,0730 0,3946

L B3=-0,25 -0,3634 -0,1134 0,0231 0,1099 -0,3630  -0,1130 0,0229 0,1095
(7,3 =0,25 04422 0,1922 0,1082 0,2147 0,4334 0,1834 0,1075 0,2067

pi=1,5 -0,1870 -1,6870 0,0560 1,6821 -0,1872  -1,6872 0,0560 1,6823

p=-0,5 -0,8599  -0,3599 0,0417 0,3565 -0,8694  -0,3694 0,0416 0,3660

N B3 =-0,25 -0,4475 -0,1975 0,0123 0,1921 -0,4473  -0,1973 0,0123 0,1919
o‘b2 =0,25 0,1437  -0,1063 0,0348 0,1061 0,1409  -0,1091 0,0341 0,1085

pi=15 -02770 -1,7770 0,1286 1,7759 -0,2755  -1,7755 0,1289 1,7744

pp=-0,5 -0,8341 -0,3341 0,1044 0,3442 -0,8315  -0,3315 0,1045 0,3418

C B3=-0,25 -04641 -0,2141 0,0385 0,2117 -0,4634  -0,2134 0,0386 0,2110
(7,3 =0,25 07136 0,4636 0,1158 0,4721 0,7265 0,4765 0,1287 0,4878

pi=1,5 1,9540 0,4540 0,1742 0,4804 1,9365 0,4365 0,1743 0,4642

po=-0,5 -0,4530  0,0470 0,0498 0,0626 -0,4472  0,0528 0,0482 0,0657

P-L B3=-0,25 -0,2311 0,0189 0,0169 0,0196 -0,2270  0,0230 0,0154 0,0219

o‘b2 =0,25 01887  -0,0613 0,0461 0,0709 0,1792  -0,0708 0,0414 0,0763
a=4 47367 0,7367 0,5266 0,8997 4,7550 0,7550 0,6712 1,0044

pi=1,5 -0,1783 -1,6783 0,3905 1,7174 0,1114  -1,3886 0,4987 1,4697

p=-0,5 -04154  0,0846 0,0626 0,0994 -0,3611  0,1389 0,0686 0,1491

P-N B3=-0,25 -0,2168  0,0332 0,0336 0,0414 -0,1877  0,0623 0,0391 0,0678
o‘,f =0,25 0,1858  -0,0642 0,0706 0,0897 0,1199  -0,1301 0,0596 0,1373

a=4 23019 -1,6981 0,6597 1,8160 1,6874  -2,3126 0,8308 24515

pi=1,5 1,8092 0,3092 0,3724 0,4782 1,7925 0,2925 04114 0,4990

Bo=-0,5 -0,5645  -0,0645 0,0730 0,0916 -0,5575  -0,0575 0,0720 0,0864

P-C B3=-0,25 -0,2794  -0,0294 0,0228 0,0315 -0,2763  -0,0263 0,0230 0,0291
o‘,f =0,25 03198 0,0698 0,0862 0,1051 0,2997 0,0497 0,0803 0,0886

a=4 43004 0,3004 0,8654 0,9103 42215 0,2215 0,7037 0,7319

pi=1,5 206234 1,1234 0,5844 1,2605 2,6400 1,1400 0,6042 1,2844

p=-0,5 -0,7191 -0,2191 0,1604 0,2658 -0,7004  -0,2004 0,1611 0,2513

RP-L B3=-0,25 -0,2821 -0,0321 0,0566 0,0593 -0,2211 0,0289 0,0578 0,0589
o‘,f =0,25 03336 0,0836 0,0608 0,0975 0,3327 0,0827 0,0630 0,0982

a=4 02384 -37616 0,0718 3,7565 02202 -3,7798 0,0574 3,7745

pi=1,5 1,4999  -0,0001 0,1648 0,1590 1,6336 0,1336 0,1529 0,1972

p=-0,5 -0,6480 -0,1480 0,0716 0,1586 -0,6534  -0,1534 0,0727 0,1640

RP-N B3=-0,25 -0,3324 -0,0824 0,0200 0,0790 -0,3391  -0,0891 0,0198 0,0855
o‘,f =0,25 03814 0,1314 0,0842 0,1503 0,3714 0,1214 0,0858 0,1429

a=4 02551 -3,7449 0,0528 3,7395 0,1883  -3,8117 0,0175 3,8059

pi=1,5 24832 0,9832 0,4647 1,0817 2,4357 0,9357 0,4533 1,0339

p=-0,5 -0,3063  0,1937 0,1940 0,2684 -0,2937  0,2063 0,1909 0,2753

RP-C B3=-0,25 -0,3769  -0,1269 0,0696 0,1390 -0,3704  -0,1204 0,0684 0,1327
o‘,f =0,25 03011 0,0511 0,0443 0,0619 0,3010 0,0510 0,0421 0,0603

a=4 02824 -37176 0,0356 3,7120 0,2799  -3,7201 0,0350 3,7144
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Tabela 22 — Estimativa dos pardmetros usando diferentes funcdes de ligacdo para n = 500

Meédia a posteriori Meédia a posteriori

Ligagio  Verdadeiro valor Estimativa ~ Viés  Desvio padrio RMSE Estimativa ~ Viés  Desvio padrio RMSE

pi=1,5 -0,290 -1,790 0,062 1,786 -0,291 -1,791 0,062 1,786

p=-0,5 -0,941 -0,441 0,042 0,438 -0,951 -0,451 0,042 0,447

L B3 =-0,25 -0,363 -0,113 0,016 0,109 -0,363 -0,113 0,016 0,108
6}3 =0,25 0,439 0,189 0,100 0,208 0,434 0,184 0,100 0,204

Bi=15 -0,185 -1,685 0,036 1,680 -0,185 -1,685 0,036 1,680

p=-0,5 -0,862 -0,362 0,024 0,357 -0,862 -0,362 0,024 0,357

N B3 =-0,25 -0,449 -0,199 0,009 0,193 -0,447 -0,197 0,009 0,192
o‘f =0,25 0,144 -0,106 0,033 0,105 0,142 -0,108 0,033 0,107

pi=1,5 -0,269 -1,769 0,083 1,765 -0,268 -1,768 0,083 1,764

Br=-0,5 -0,837 -0,337 0,060 0,336 -0,836 -0,336 0,060 0,335

Cc B3 =-0,25 -0,469 -0,219 0,031 0,216 -0,469 -0,219 0,031 0,215
o2 =0,25 0,740 0,490 0,118 0,498 0,746 0,496 0,128 0,506

Bi=1,5 1,755 0,255 0,104 0,270 1,820 0,320 0,101 0,330

p=-0,5 -0,425 0,075 0,026 0,074 -0,423 0,077 0,026 0,076

P-L B3 =-0,25 -0,221 0,029 0,010 0,025 -0,220 0,030 0,009 0,026
o‘lf =0,25 0,174 -0,076 0,043 0,081 0,170 -0,080 0,042 0,084

a=4 5,453 1,453 0,339 1,487 5,602 1,602 0,411 1,648

Bi=1,5 0,591 -0,909 0,296 0,950 0,797 -0,703 0,238 0,736

p=-0,5 -0,299 0,201 0,038 0,199 -0,270 0,230 0,028 0,226

P-N B3 =-0,25 -0,158 0,092 0,022 0,089 -0,142 0,108 0,015 0,104
Gg =0,25 0,094 -0,156 0,036 0,154 0,069 -0,181 0,021 0,176

a=4 3,826 -0,174 0,686 0,702 3,762 -0,238 0,976 0,999

pi=1,5 1,691 0,191 0,302 0,352 1,646 0,146 0,304 0,331

Br=-0,5 -0,524 -0,024 0,059 0,058 -0,517 -0,017 0,058 0,054

P-C B3 =-0,25 -0,267 -0,017 0,021 0,021 -0,263 -0,013 0,020 0,018
o‘,% =0,25 0,296 0,046 0,092 0,097 0,282 0,032 0,088 0,088

a=4 4,302 0,302 0,688 0,745 4,211 0,211 0,688 0,714

pi=1,5 1,848 0,348 0,507 0,609 1,652 0,152 0,524 0,540

pr=-0,5 -0,700 -0,200 0,118 0,227 -0,713 -0,213 0,121 0,239

RP-L B3 =-0,25 -0,217 0,033 0,051 0,055 -0,222 0,028 0,052 0,053
62 =0,25 0,335 0,085 0,038 0,087 0,330 0,080 0,036 0,082

a=4 0,223 -3,777 0,042 3,771 0,217 -3,783 0,041 3,778

pi=1,5 1,720 0,220 0,112 0,241 1,816 0,316 0,104 0,326

p=-0,5 -0,665 -0,165 0,046 0,166 -0,670 -0,170 0,046 0,170

RP-N B3 =-0,25 -0,348 -0,098 0,015 0,094 -0,353 -0,103 0,015 0,098
sz =0,25 0,424 0,174 0,097 0,194 0,420 0,170 0,100 0,191

a=4 0,190 -3,810 0,017 3,805 0,166 -3,834 0,007 3,828

Bi=1,5 2,256 0,756 0,339 0,822 2,238 0,738 0,334 0,804

p=-0,5 -0,300 0,200 0,112 0,224 -0,295 0,205 0,111 0,227

RP-C B3 =-0,25 -0,338 -0,088 0,048 0,094 -0,336 -0,086 0,047 0,092
o‘lf =0,25 0,308 0,058 0,024 0,057 0,300 0,050 0,020 0,048

a=4 0,294 -3,706 0,026 3,700 0,293 -3,707 0,026 3,702
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: data |
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B.2 Codigo em Python

: @author: Alex de la Cruz Huayanay

: import pandas as pd
: import numpy as np
: import pystan

: #dataset

url = *https://raw. githubusercontent.com/aldehu/datas/dat/BData4.csv’
: data0 = pd.read_csv(url, error_bad_lines=False)

: data = dataO[[’id’, age’,’ gender’,  month’,’ resp ']]

: data.info ()

: #Dataset split
: n=data[’id ’]. value_counts () .count ()
: p=data.shape[l]-2

: N=data.shape[0]

: ids=np.array (data[’id ’])
: #x2=data[ age ]

: x2=data [’ gender ’]

: x3=data [’ month ]

: y=data[’ resp ]

: #Data for Stan

: dataS = {}

: dataS[’id’] = 1ids
: dataS[’y’] =y
: dataS[’x2°] = x2
: dataS[’x3’] = x3
: dataS[’p’] =0p
: dataS[’n’] =n

: dataS[’'N’] =N
: #Modelo Power Normal

ERERE)

int<lower = 0> p;

int<lower = 0> N;

int<lower = 0> n;
int<lower=0, upper=1> y[N];
real x2[N];

real x3[N];

int<lower = 0> id[N];

o

: parameters {

vector[p] beta;

real <lower = 0> tau2b;
real loglambda;

real bib[n];
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transformed parameters {
real prob[N];
real <lower = 0> lambda;
real <lower = 0> sigma2b;
lambda <- exp(loglambda);
sigma2b <- pow(tau2b,-1);
for(i in 1:N){
prob[i] <— pow(Phi(beta[l]+beta[2]xx2[i]+beta[3]*x3[1]
+bib[id[i]]) ,lambda) ;
}

}

model {
for(j in 1l:n){
bib[j] ~ normal (0, sqrt(l/tau2b));
}
beta ~ normal (0.0,100);
loglambda ~ uniform(-2,2);
tau2b ~ pareto(1,0.001);
y ~ bernoulli(prob);

}

59

chains = 2

iters = 15000

warmup = 10000

thin = 5

10000003

sm = pystan.StanModel (model_code=model_pn)

seed

fit = sm.sampling (data=dataS,
chains=chains , iter=iters ,
warmup=warmup , thin=thin , seed=seed)
mpn_summary = pd.DataFrame ( fit.summary () [’ summary’],
columns=fit.summary () [’ summary_colnames '],
index=fit.summary () [’ summary_rownames ’|)
mpn_l=mpn_summary . loc [[ beta[l]’,  beta[2] , beta[3]’,’sigma2b’,’ lambda ’]]

mpn_1

B.3 Distribuicao a priori do parametro de forma

Proposi¢io 2. Se § = log(a) ~ U(a,b) entdo a ~ log-uniform(e”,e”) com E ()

b g2 (h—e)2
Var(at) = 5=y = ((bfa)% '

I

T

N}
a

Demonstragdo. Note que o = exp(0), entdo Fy(x) = Pla < x| = Plexp(6) < x] = P[§ <
log(x)] = Fs(log(x)) = (log(x) +2)/4, x € [e~2,€%]. Além disso, fo(x) = LF5(log(x)) = 4 =

X

1/x[log(e~2) —log(e?)]. Entdo, o ~ log-uniform(a = e~ 2,b = €?) O
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B.4 Explorando versoes padronizadas das funcoes de li-
gacao poténcia

Nesta secdo, exploramos o uso das versdes padronizadas de fun¢des de ligacdo aqui
estudadas. Para referéncia, usaremos a versio padronizada da fun¢do de ligagdao PL. A seguir,

apresentaremos primeiro a distribui¢io logistica generalizada e sua versdao padronizada.

B.4.1 Distribuicao logistica generalizada e sua versao padronizada

Conforme apresentado em Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995), diz-se que uma varidvel
aleatoria X tem uma distribui¢ao logistica generalizada tipo I ou distribui¢do poténcia logistica
denotada por PL(l, 0, @), com pardmetros de localizacdo, escala e de forma dados por u € R,

o > 0e a > 0, respectivamente, se sua fda tiver a seguinte forma

exp <x;ﬂ> a' (B.1)
1 +exp (x;“>

Da mesma forma, diz-se que uma varidvel aleatéria Y tem uma distribuicdo logistica generalizada

F(x|p,0,0)=

tipo I ou distribui¢do reversa de poténcia logistica denotada por RPL(l, 0, @), com parimetros
de localizagdo, escala e de forma dados por 4 € R, 0 > 0 e o > 0, respectivamente, se sua fda

tiver a seguinte forma

exp {1} 77
Hy|p,o,00)=1— 1+exp{#} : (B.2)

A esperanga e variincia das varidveis X ~ PL(u,0,0) e Y ~ RPL(u, 0, o) sdo dadas respecti-

vamente por

* E(X)=p+oly(a)-y(l)]eVar(X) =0 (y'(a)+y'(1)).

C E(¥)=p—o[y(a) - w(D)] e Var(y) = o2 (y/(a) + ¥/(1).

em que Y(-) e ¥/(-) sdo as fungdes digamma e trigamma, respectivamente.

Proposicdo 3. a) Se X ~ PL(u,0,a) entdo Y = —X +2u ~ RPL(u, 0, a). Adicionalmente b)
Se X ~RPL(u,0,a)entdoY = —X +2u ~ PL(u,0,0)

Demonstragdo. No caso a) considere IP < —X+2u<y)=1-P(X < —y+2u)=

o

exp

0'

1 +exp

y =
o
1—F(—y+21~l|.U»G,OC)=1—[ ] H(y|u,o,a). Aprovadeb) é andloga. [J
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Proposicao 4. A poténcia logistica padrao e a distribui¢c@o reversa de poténcia logistica padrao
mostradas em Sec¢do 4.1, s@o obtidos respectivamente, considerando a transformacgdo Z = )% e
W= %, emque X ~ PL(u,0,0)eY ~RPL(u,o,a). Neste caso temos Z ~ PL(0, 1, o) e

W ~RPL(0, 1, o).

[0
Demonstra¢do. Em (B.1) temos que F(z |0, 1, a) = [lfzig{}z}} eem(B2)H(w|O0, 1, a) =

Neste caso, a esperanga e a variancia sao dadas, respectivamente, por

* E(Z)=y(a)—y(1)eVar(Z) = y'(a)+y'(1).

c EW)=—[w(a)—y(1)]eVar(W) = y'(a) + y'(1).

B.4.2 Modelo de regressao binaria com funcao de ligacao PL padro-

nizada

Nesta subsecao, introduzimos uma nova representagdo do modelo proposto em (4.1).

Proposicao 5. O modelo de regressao binaria com a funcao de ligacao PL proposta em (4.1),

pode ser obtido considerando a seguinte estrutura

1 seS;>0
Y= (B.3)
0 ses5; <0

em que S; = xiT B+¢€ee ~RPL(O, 1, o) é um erro latente associado a defini¢do da resposta

binaria.

~

Demonstragdo. Observe queP(Y;=1)=P (x/ B+¢&>0)=1-P (&< —x;/B)=1—H(—x/ B|
o) =F(x; B | @)=, como € esperado. Analogamente, obtemos alP (¥; =0)=1-IP(¥;=1) =
1-F(x/B|o)=1—p. O

Note que E(&;) = — [w(ot) — w(1)] e Var (W) = /(&) + y'(1). Portanto, a distribui¢do de erro
latente subjacente & nao € padronizada e, consequentemente, a funcio de ligacdo baseada nessa
funcdo de densidade ndo € padronizada.

Para usar uma versao padronizada da func¢ado de ligacdo PL, consideramos a seguinte estrutura

1 se$;>0
Y= (B.4)
0 seS5; <0
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emque S; =x; B+¢€"ee ~RPL(U*, 6%, @), em que u* = _v(@-y{) o —
Que §i=x; P +ef e e ~RPLUL, 07 ), em que 7 = Gty va (D)
entdo terfamos uma padronizagdo € com E (€7) =0 e Var(g/) = 1. Assim, um modelo alternativo
de regressao bindria considerando versdes padronizadas das funcdes de ligacdo PL pode ser

obtido considerando &; padronizadas e € dada por
Hi :]P(Yi: 1) :F(xiTB |,Ll*,6*,OC)

Este tipo de funcao de ligacao pode ser proposto para os diferentes fun¢des de ligacdo aqui
estudadas. Chamaremos essa funcio de ligacdo SPL. Na se¢do seguinte, estudamos a viabilidade

desta funcdo de ligacao proposta considerando um breve estudo de simulagdo e uma aplicacao.

B.4.3 Estudo de simulacao

Geramos um conjunto de dados da varidvel ¥; ~ Bernoulli(t;) considerando dois casos

possiveis:

exp (7‘31 i *
* Caso 1: usando a fung¢do de ligacdo padronizada SPL u; = 3 fﬁ i , em que
1+exp( LTrZ )

ur = v(a)—y(l)

*x 1
vorvD % T r@iv)

* Caso 2: usando a funcido de ligacdo PL u; =

Neste caso, a propor¢ao de sucesso foi 0,22

exp(Bi+Boxi)

o
m] . Neste caso, a propor¢ado de

sucesso foi 0,30

A covariavel x; foi gerada a partir de uma distribui¢do normal N(0, 1), os coeficientes de regres-
sdo foram fixados com valores B = (B1, B2) " = (0,25, 1,0)" e o = 2. Com essas especificagdes,
os dados foram gerados considerando o tamanho da amostra N = 2500 e 100 replicacdes em
cada caso. Para esses dados ajustamos a funcdo de ligacdo logistica, PL e SPL. Os resultados sdo

mostrados em Tabela 23

Tabela 23 — Estimativa de parametros usando diferentes ligagdes para dados gerados com funcdes de

ligacao SPL e PL.
Caso 1: SPL Caso 2: PL
Tempo Tempo
Ligacao Verdadeiro valor Estimativa DP RMSE Média (DP) Estimativa DP RMSE Meédia (DP)
B1 =0,25 -2,012 0,073 2,262 1,540 -0,835 0,050 1,085 0,346
L Br=1 1,982 0,091 0,982 (0,222) 1,270 0,059 0,270 (0,0100)
p1=0,25 0,684 0,668 0,934 2,034 0,301 0,570 0,051 1,608
PLO, 1, o) B2=1 1,057 0,117 0,573 (0,270) 1,041 0,126 0,041 (0,221)
a=2 2,419 0,964 0,419 2,689 0,951 0,689
B =0,25 0412 0,723 0,162 2,715 1,176 0,692 0,926 3,689
PL(u*, 6%, ) Br=1 0,997 0,066 0,003 (0,330) 0,662 0,035 0,338 (0,698)
a=2 2,532 0,964 0,532 2,876 0,953 0,876

Os resultados mostram que se os dados forem gerados considerando o caso 1, a recu-

peracdo dos parametros do modelo usando a funcao de ligacdo SPL é adequada, enquanto a
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recuperacdo dos pardmetros do modelo com a funcao de ligacdo PL é razoavel. Por outro lado,
se os dados forem gerados considerando o caso 2, os resultados dos modelos com a funcao de
ligacdo SPL e PL sdo semelhantes.

Isso prova que ambos os modelos podem ser usados indistintamente desde que ndo conhecamos

o modelo verdadeiro para os dados.

B.4.4 Aplicacao

Para ilustrar a aplicacdo da funcdo de ligacdo padronizada estudada, usaremos o conjunto
de dados conhecido como mortalidade de besouros (COLLETT, 2002), onde € estabelecido
que o logaritmo das diferencas na concentracao de veneno (x), explica a propor¢ao de besouros
adultos mortos (Y = 1, morto e ¥ = 0, ndo morto). Foram observados 481 besouros.

Para este conjunto de dados, os modelos foram ajustados considerando as seguintes 3 funcdes de

ligacdo: logistica, PL e SPL. Os resultados sao mostrados em Tabela 24

Tabela 24 — Critérios de selecdo de modelos das funcdes de ligagao logistica generalizada para dados de
besouros

Ligacao  DIC WAIC LOO EAIC EBIC IC

L 376,807 376,849 376,850 378,631 386,983 378,983
PL 369,968 370,118 370,117 373,382 385910 372,553
SPL 370,207 370,364 370,370 373,513 386,041 372,900

Tabela 25 — Estimativas de pardmetros dos modelos com diferentes ligagdes para dados de besouros

Ligagdo Pardmetro Estimativa Desvio padrio 95% 1.C.
Bi -2,792 0,317 (-3,440; -2,177)
L B> 6,653 0,619 (5,485; 7,941)
B1 -9,776 2,798 (-15,132; -4,770)
PL B 14,299 3,361 (8,428; 20,920)
o 0,255 0,102 (0,140; 0,522)
Bi -2,775 0,297 (-3,23; -2,057)
SPL. B 3,200 0,381 (2,519; 3,941)
o 0,332 0,151 (0,148; 0,691)

Os resultados em Tabela 24 mostram que o modelo de regressdo bindria com funcdo
de ligagdo PL e SPL tem um melhor desempenho considerando os critérios de comparacao de
modelo em compara¢do com o link logistico.

Por outro lado, em Tabela 25 mostramos os resultados das estimativas dos parametros para
cada fungdo ligacdo estudada nesta secdo. Observe que todos os parametros sao indicados como
significativamente diferentes de 0 com um nivel de credibilidade de 95%. Assim, vemos prelimi-

narmente uma vantagem significativa de usar a fun¢ao de ligagao padronizada em comparacao
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com a fung¢do de ligacdo ndo padronizada. Resultados adicionais poderdo ser discutidos em um

trabalho especifico.
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