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RESUMO

Neste trabalho séo introduzidas denigdes e resultados basicos sobre Algebras com Identidades
Polinomiais, enunciados e demonstrados alguns resultados classicos da teoria que as envolvem,
como o Teorema de Amitsur-Levitzki, segundo Rosset [4]. Além disso descrevemos uma base
para o ideal das identidades Z,-graduadas da algebra das matrizes n x n sobre um corpo de

caracteristica zero.

Palavras-chave: algebras. identidades polinomiais. identidades polinomiais graduadas.



ABSTRACT

In this work, basic definitions and results on Algebras with Polynomial Identities are introduced,
some classic results of the theory that involve them are stated and demonstrated, such as the
Amitsur-Levitzki Theorem, according to Rosset [4]. Furthermore, we describe a basis for the ideal
of the Z,-graded identities of the matrix algebra n x n over a field of characteristic zero.

Keywords: algebra. polynomial identities. graded polynomial identities.
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1 INTRODUCAO

Algebras s&o objetos de grande importancia na matematica e dentre elas destacamos as algebras
com identidades polinomiais ou Pl-algebras. Tendo em vista que as identidades polinomiais
dizem muito sobre a estrutura de uma algebra, seu estudo é algo de grande interesse, sendo um
amplo campo de pesquisa atual.

A teoria das algebras com identidades polinomiais (ou Pl-teoria) comegou a se desenvolver
mais intensamente por volta de 1950, quando foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [3], 0
qual garante que a algebra M,(KK) das matrizes n x n sobre um corpo K satisfaz a indentidade
"standard" de grau 2n.

Este trabalho é baseado em argumentos combinatérios e, posteriormente, outras demonstracdes
foram dadas para este teorema usando-se técnicas diversas, das quais uma delas sera abordade
nesse texto, a demonstracao dada por Rosset [4], que utiliza argumentos algébricos.

Além disso, tomando K(X) a algebra associativa livre (gerada por um conjunto enumeravel
X) sobre um corpo K e A uma éalgebra associativa sobre K. O conjunto T(A) das identidades
polinomiais de A forma um T-ideal de K(X), isto é, um ideal que tem a propriedade de ser
invariante sob todos os endomorfismos de K(X). Como a intersegdo de uma familia qualquer
de T-ideais € um T-ideal, dado S C K(X) podemos definir o T-ideal gerado por S, denotado por
(8)", como a intersegdo de todos os T-ideais de K(X) que contém S. Se S C T(A) é tal que
(8)T = T(A), dizemos que S é uma base das identidades de A.

Também em 1950, W. Specht conjecturou que, para corpos de caracteristica zero, todo ideal
proprio € finitamente gerado, isto €, possui uma base finita. Esta conjectura ficou conhecida
como Problema de Specht [9] e a resposta afirmativa foi obtida apenas em 1987 por A. Kemer
[6]. No caso particular da algebra de matrizes M,(K) a existéncia de bases finitas para o T-ideal
T(M,(K)) é garantida pelos resultados de Kemer, porém a exibi¢cdo de tal base é conhecida
apenas para n = 2 ([11],[12]).

Surge entao o interesse por outros tipos de identidades polinomiais, como por exemplo, as
identidades graduadas, que possuem, de certo modo, formas mais simples de descrever a base
das identidades. O caso de identidades Z,-graduadas para a algebra de matrizes M,(K), o qual
serd um dos focos deste trabalho, também foi resolvido inicialmente para n = 2 por O. M. Di
Vicenzo [8] e posteriormente para um n qualquer por S. Yu Vasilovsky em 1999 [10], ainda no
caso de corpos de caracteristica zero. O resultado de Vasilovsky foi generalizado para corpos
infinitos em 2002 por S. S. Azevedo [7].



2 NOCOES BASICAS

O objetivo deste capitulo é introduzir o objeto basico deste estudo, uma algebra sobre um corpo
K, e fornecer diversos exemplos classicos desse objeto. Iremos assumir conhecimento prévio de
alguns conceitos e resultados basicos de estruturas algébricas como grupos, anéis, corpos e
espacos vetoriais 0s quais serdo fundamentais para a construgao do texto.

Definicao 2.1. Um conjunto A é uma algebra sobre um corpo K, ou uma K-algebra, se possui
as seguintes operagdes bindrias e se, dados x, y, z € A, A\, u € K essas satisfazem os seguintes
axiomas:

() Adicao Ax A — A, (x,y) — x + y, satisfazendo
@ (x+y)+z=x+(y+2) =x+y+z (Associatividade)
(b) Existe 0 € Atal que x + 0 = x (Elemento neutro)
(c) Paracada x € A, existe x' € Atal que x + x' = 0 (Elemento inverso)
(d) x +y =y +x (Comutatividade)

(i) Multiplicagéo por escalar K x A — A, (A, x) — Ax, sendo que vale
(@) (A + p)x = Ax + ux (Distributividade com relacdo a adicdo em K)
(b) A(x +y) = Ax + \y (Distributividade com relacdo a adigdo em A)
(€) Aux) = (Au)x (Compatibilidade com a multiplicagdo em K)
(d) 1x = x (Elemento identidade)

(iii) Multiplicacdo A x A — A, (x,y) — xy, a qual satisfaz
(a) (xy)z = x(yz) = xyz (Associatividade)
(b) (x +y)z = xz + yz (Distributiva a direita)
(c) x(y + z) = xy + xz (Distributiva a esquerda)
(d) (Ax)(y) = (Ar)(xy) (Compatibilidade com os escalares)

Observe que exigimos que a multiplicacao dos elementos da algebra seja associativa, também
poderiamos definir uma algebra sem essa necessidade, mas como nesse trabalho trataremos
apenas de algebras associativas, ja incluimos esse item na definicdo, assim quando dizemos que
A é uma algebra, entenda como uma algebra associativa. Agora, dizemos que A é comutativa se



Xy = yx para quaisquer x, y € A e ainda que A é unitaria se existir 1, € Atalque 1,x = x1, = x
para todo x € A. Além disso, se existe n € N tal que A" = 0, isto é, que o produto de quaisquer n
elementos de A é igual a zero, A é nilpotente, neste caso, 0 menor n que satisfaz esta condicao
¢ dito indice de nilpoténcia de A.

Note que podemos considerar uma K-algebra A como um espaco vetorial sobre o corpo K (itens
(i) e (ii)) dotado de uma multiplicagdo associativa entre os vetores (item (iii)), ou entdo como
um anel associativo (itens (i) e (iii)) munido de uma multiplicacao por escalares em um corpo
K. Assim, uma algebra possui ambas as propriedades de um espaco vetorial e de um anel
associativo.

Dessa maneira, podemos dizer que um subconjunto 3 é uma base da algebra A se é base de A
como espago vetorial, bem como a dimensao de A é sua dimensdo como espago vetorial sobre
K e essa sera denotada por [A : K]. Além disso, uma subalgebra é um subanel que também é
um subespaco e um ideal de uma algebra € um ideal no sentido da teoria de anéis e também
é um subespago. Se / é um ideal da K-algebra A, entdo o anel quociente A// se torna uma
K-algebra, chamada algebra quociente, se definirmos a multiplicacdo por escalar como

AX+1) = x+ 1.

Definicao 2.2. Dadas duas K-algebras A e B, um homomorfismo ¢ : A — B é uma fungéo tal
que dados x,y € Ae )\ € Ktem-se

(i) px +y) = px) +©y)
(i) o(xy) = p(x)e(y)
(i) p(Ax) = Ap(x)

Um homomorfismo é dito isomorfismo se € bijetor e, quando existe um isomorfismo ¢ : A — B,
dizemos que A e B sédo isomorfas e denotamos A ~ B. Um endomorfismo de uma algebra A é
um homomorfismo de A em A. Observe que um homomorfismo de algebras é um homomorfismo
de anéis que também é uma transformagdo linear. Logo, os resultados usuais referentes
a homomorfismos de espagos vetoriais e anéis continuam validos para homomorfismos de
algebras, por exemplo os dois teoremas enunciado a seguir, que serao utilizados durante o texto.
A demonstracao desse resultado é essencialmente a mesma do caso de anéis, basta verficar
que, nesse caso, a multiplicagao por escalar também é preservada.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos). Dadas duas dlgebras A e B e um
homomorfismo de algebras p : A — B, seja | um ideal de A e ¢ o homomorfismo sobrejetivo
candnico A — A/, onde A/l é a algebra quociente. Se | é um subconjunto de ker(p) entdo
existe um tnico homomorfismo 1) : A/l — B tal que ¢ = 1 o ¢.
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A—*.B
b
l¢> S

A/l

Teorema 2.2 (Teorema do Isomorfismo). Seja v : A — B um homomorfismo de algebras. Entdo
ker(p) = {x € A| ¢(x) = 0}, o ndcleo de ¢, é um ideal de A e

A
ker(y)

~ Im(y)

isto é, a algebra quociente A/ ker(y) é isomorfa a imagem Im(yp) = {¢(x) | x € A}. Em particular,

~

ker(p)
Agora vejamos alguns exemplos de algebras. Nao colocaremos a verificagdo de que tais

se @ é sobrejetor entao

exemplos sao, de fato, algebras, por essa ser direta e ndo ser o objetivo desse texto.

Exemplo 2.1. O espaco vetorial dos polindmios em n varidveis comutativas, denotado por
K[xq, X2, ..., X5], € uma K-algebra comutativa e unitaria com relacao ao produto usual de poliné-

mios.

Exemplo 2.2. O espago das matrizes n x n com coeficientes em K, denotado por M,(K), & uma
K-algebra unitaria, com relacdo ao produto usual de matrizes. Notemos que essa algebra ndo é
comutativa. Nela, destacamos as matrizes unitarias Ej;, para 1 < /,j < n, onde E; € a matriz
cuja unica entrada ndo nula € 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. Essas matrizes formam uma
base para M,(K), chamada base canénica, e assim [M,(K) : K] = n®.

Exemplo 2.3. Seja V um espago vetorial sobre K. Entdo Endik(V), o conjunto de todos os
endomorfismos de V (isto &, operadores lineares de V em V) se torna uma K-algebra se
definirmos a adicao, multiplicagdo por escalar e multiplicacao por

(A+ B)(v) := A(v) + B(v),
(AA)(V) == MNA(V),
(AB) = A(B(V)).
Para o alguns exemplos, incluindo o préximo, precisaremos do seguinte conceito. Dizemos que
um corpo K tem caracteristica p onde p € o menor nimero natural tal que 1 +1+-- -+ 1 (p vezes)

= 0. Caso nao tenhamos esse numero dizemos que K tem caracteristica 0. Denotaremos por
char(K) a caracteristica do corpo K.
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Exemplo 2.4. Seja K um corpo tal que char(K) = 0. Defina D, L € Endgk(K[w]) por
D(f(w)) = f'(w), L(f(w)) = wf(w).

Aqui, f'(w) é a derivada de f(w). A subélgebra de Endy(K[w]) gerada por D e L é chamada
algebra de Weyl, ou entido a primeira algebra de Weyl, e é denotada por .<7.

Exemplo 2.5. Agora iremos definir a chama algebra de grupo, denotada por K[G]. Assuma
temporariamente que G é um conjunto arbitrario e K um corpo. Assim podemos construir o

espaco vetorial sobre K cuja base é G e seus elementos sdo as somas formais E Agg onde

9€eqG
Ag € K e somente uma quantidade finita dos A\, € ndo nula. Dado isso, as definicoes de adicao e

multiplicacdo por escalar séo intuitivas. Agora, assuma que G é grupo, entdo tal espaco vetorial
se torna uma algebra, basta definir a multiplicagdo simplismente estendendo a multiplicagao de
G para o espaco todo fazendo

(S (5K ()

geG heG keG \ gh=k

Note que é suficiente assumir que G é simplesmente um semigrupo para construir K[G]. Nesse
caso chamamos K[G] de algebra de semigrupo. Analogamente podemos falar sobre uma
algebra de monodide se G € um mondide.
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3 IDENTIDADES POLINOMIAIS

Neste capitulo iremos definir o principal objeto de estudo desse trabalho, as identidades poli-
nomiais, essas sao polinbmios ndo comutativos que sao iguais a zero quando subtituimos as
indeterminadas por elementos arbitrarios de uma dada algebra, mas antes de falarmos sobre
isso iremos definir precisamente os polindmios ndo comutativos e a algebra livre, que é a algebra
formada por tais polinémios. Por fim, trataremos sobre os polndmios alternados, uma classe de
polindmios ndo comutativos multilineares que sdo de grande importancia dentro das identidades

polinomiais.
3.1 ALGEBRA LIVRE E POLINOMIOS NAO COMUTATIVOS

Tome um conjunto ndo vazio X, é convenitente considera-lo um conjunto indexado, entao iremos
fixar a notagdo X = {x; | i € I}. Uma sequéncia finita de elementos de X serd denotada por
X, X, ... X;, € chamada de palavra. A sequéncia vazia € denotada por 1 e chamada de palavra
vazia. Definindo a multiplicagao por justaposicéao, isto &,

(Xi X =+ X ) = (X X ==+ XGo) = X X === Xy X X ==+ Xy

0 conjunto de todas as palavras se torna um monoide (com unidade 1), o qual é denotado por X*
e é chamado de mondide livre em X.

Olhando x; € X como um elemento de X* podemos escrever x,-2 para x;Xx;, x,3 para x;x;x; € assim
em diante. Dessa maneira, todo w & 1 em X™ pode ser escrito como w = x,’f‘ x,’f x,’f’ onde j € /
ek €N E claro que i pode ser igual a ik se j # k, mas podemos garantir que jj # jj.1.

Agora, lembre-se que, conforme o Exemplo 2.5, dado um monéide € um corpo podemos formar
uma algebra de monéide.

Defini¢ao 3.1. Seja K um corpo de X um conjunto. A K-algebra livre sobre X é a algebra de
mondide de X™ sobre K, a qual ser& denotada por K(X) ou, se X for finito (resp. infinito contavel)
por K(xi, ..., X,) (resp. K(xq, Xz, ... )).

Os elementos em X sao chamadas indeterminadas e os elementos da algebra livre sao os
polindmios nao comutativos. As nocoes de coeficiente, termo constante e polindmio cons-
tante sao definidas para polindbmios ndo comutativos da mesma maneira que para polinémios

comutativos.

Um polindmio é dito um mondémio se é um multiplo escalar nao-nulo de uma palavra. Todo
polindmio ndo-nulo f € K(X) é soma de monémios. Mais precisamente, f pode ser escrito de

forma Unica como f = \yw; + - - - + A\,w,, onde wy, ..., W, sdo palavras diferentes duas a duas e
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os coeficienter \q, ..., A\, sdo escalares ndo-nulos. Assim, f € a soma dos mondmios \;w;.

Exemplo 3.1. Por exemplo, se X = {x, y}, entdo (x,y) = {e, x, ¥, xx, xy, yx, yy, ...  onde e é a
palavra vazia (que sera o elemento neutro de K(x, y)). Em Q(x, y) temos, por exemplo, que

2e 5xx 1yx 12 2 X 8 5xxyx Goxx
— _— — - — —_ — + _— —
3 + yxy 7y 3yy 7y yxXy 2 %

A algebra livre K(X) possui a seguinte propriedade universal: Dadas A uma K-algebra associa-
tiva e unitaria e uma funcédo ¢ : X — A arbitrarias, podemos construir um tunico homomorfismo
de algebras ¢ : K(X) — A, tal que

SO(f(Xh !Xn)) = f(gb()ﬁ)a ey @(Xn))

Isso significa que podemos substituir os elementos da algebra no polindmio. Isto €, digamos que
f=x1X5X + 3xsXZ — 7Xp + 1, entdo f(ay, @y, @3) = a185a, + 3as& — 7ap + 1 € A, ou seja, apenas

substituimos x; por a;.

Por fim iremos falar sobre algumas outras definicdes que também sao utilizadas para polinémios
nao comutativos.

Definimos o comprimento de uma palavra ndo-vazia w = x;;, por /(w) := m e o comprimento da
palavra vazia é /(1) := 0. O grau de um polinébmio ndo nulo f = \yw; + - - - + AW, € dado por
ar(f) == max{l/(wy), ..., (W) }. Se l(wy) = - - - = [(w,,), isto é, se todos os mondmios de f possuem
0 mesmo grau, entdo f é dito polindmio homogéneo. Por exemplo, x*n — x + n° é homogéneo
de grau 3. Daqui para frente, estaremos interessados em polindmios homogéneos do seguinte
tipo: f = f(xy, ..., X,) no qual cada indeterminada x; aparece em todo monémio exatamente uma
vez, os chamados polinémios multilineares. Ou seja, f € da forma

f= Z >\UX0'(1)0'(n)

UESn

onde A, € Ke S, é o grupo simétrico em {1, ..., n}. Em especial, algumas propriedades de tais
polinbmios serdo essenciais para a demonstragdo do Teorema de Amitsur-Levitzki.

Tome polindmios ndo nulos f = A\ywy + -+ + ApWp € g = 1421 + - - - + nZy €, para simplificar a
notagdo, assuma, sem perda de generalidade (pois a soma é comutativa), que gr(f) = I(w;) e
ar(g) = I(z1). Note qur w;yz; = w,z, ocorre apenas quando k = / = 1 pois w; # w; para i & j, assim
como z; # zcom i # j, e a multiplicagdo ndo é comutativa. Logo, gr(fg) = I(wyzy) = I(wy) + I(z1) e
entao

gr(fg) = gr(f) + gr(g)
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vale para todo f, g € K(X) nédo nulos. Uma consequéncia imediata disso é que K(X) é um
dominio pois se f # 0 e g # 0 entao gr(f) > 0 e gr(g) > 0, portanto gr(fg) = gr(f) +gr(g) > 0e
assim devemos ter fg # 0.

3.2 DEFINICAO E EXEMPLOS DE PI-ALGEBRAS

Defini¢édo 3.2. Um polindémio f = f(x, ..., X,) € K(X) é dito uma identidade polinomial (ou
simplesmente identidade) de uma K-algebra A se f(ay, ..., a,) = 0 para todo ay, ..., a, € A.
Nesse caso também dizemos que A satisfaz f, e se f for ndo nulo entdo A é chamada de
Pl-algebra.

E interessante observar que se f = f(xq, ..., X;) € K(X) é uma identidade polinomial, entao f
tem termo constante nulo. Além disso, f € uma identidade polinomial de A se, e somente se, f
pertence ao ndcleo de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Agora vejamos alguns exemplos de identidades polinomiais e Pl-algebras.

Exemplo 3.2. Toda algebra nilpotente € uma Pl-algebra. De fato, seja n tal que A" = 0, entéo
o polindmio f(xq, - -+, X) = Xy - - - X, € uma identidade de A. Um exemplo concreto € a algebra
das matrizes triangulares estritamente superiores (isto €, matrizes triangulares superiores com
diagonal nula).

Definicao 3.3. O comutador de tamanho n, n > 1, é definido indutivamente por
[x1, 2] = X1Xe — Xp x4,
[X11 ,Xn—th] = [[X1l 5Xn71]5 Xn]y n> 2

Exemplo 3.3. E claro que dados x e y em uma algebra A temos [x, y] = 0 se, e somente se, x e
y comutam. Logo, toda algebra comutativa € uma PI-algebra pois satisfaz tal identidade.

Exemplo 3.4. Seja U,(K) a algebra das matrizes triangulares superiores n x n. Como o
comutador de quaisquer duas matrizes de U,(IK) € uma matriz triangular estritamente superior
entdo U,(K) satisfaz a identidade [xq, y1] - - - [Xa, ¥n] = 0 € assim é uma Pl-algebra.

Exemplo 3.5. A algebra M,(K) das matrizes 2 x 2 satisfaz a chamada identidade de Hall
[[x1, x:]?, x3] = 0. De fato, note que se x € My(KK) seu polindmio caracteristico é p(\) =
A2 — tr(x)\ + det(x), onde tr(x) é o traco de x e det(x) seu determinante. Pelo Teorema de
Cayley-Hamilton temos que x2 — tr(x)x +det(x) - b = 0. Assim, se X = [x1, Xo], com x;, X» € M(KK),
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digamos

anr  ape b1 by
X1 = e Xo=
aoq Ao bay boo

entao teremos

X = aipby1 — ax by a11b12 + a12b2 — @12b11 — axbio
ao1b11 + @by — aj1bay — a1 bap ax1b12 — @12bo1
logo tr(x) = 0 e entdo x* = —det(x) - b, ou seja, x* & uma matriz escalar, isto é uma matriz

multipla da matriz identidade, e portanto comuta com qualquer outra matriz, dai [[x;, X%, Xs] = 0.

Exemplo 3.6. Suponha que x? é uma identidade de uma K-algebra arbitraria A. Isso ndo
necessariamente significa que A? = 0, isto &, que xy = 0 para quaisquer x, y € A, mas podemos
afirmar que A® = 0 desde que char(K) = 2. Com efeito, sabemos que x? = 0 para todo x € A,
assim, substituindo x por x + y e usando que x* = y® = 0 obtemos xy + yx = 0 = xy = —yx para
quaisquer x, y € A (repare que isso mostra que x7n+ € uma identidade de A). Consequentemente,
para todo x, y,z € Atemos

Xyz = (xy)z = —z(xy) = —(2x)y = y(2x) = (yz)x = —x(yz) = —xyz
logo xyz = 0.

Exemplo 3.7. Seja {A; | i € I} uma familia de &lgebras. Se cada A; satisfaz a mesma identidade

f entdo o mesmo vale para o produto direto H A,. Por outro lado, se cada A; € uma Pl-algebra,
iel
ndo podemos afirmar que H A; também é uma Pl-algebra. No entanto, se o conjunto / é finito,
iel
digamos / = {1, ..., n}, entdo isso é verdade. De fato, se f; ¢ uma identidade de A; entdo f ... f, é

identidade de Ay x --- X A,.

Dados os exemplos acima poderiamos pensar que a maioria das algebras sao Pl-algebras, por
isso colocamos o proximo exemplo, um tanto ébvio, de uma algebra que nao possui identidades.

Exemplo 3.8. A algebra livre K(xi, X2, ... ) ndo é uma PI-algebra.
3.3 POLINOMIOS ALTERNADOS

Nessa se¢ao consideraremos polindmios especiais que possuem um papel importante na teoria
das identidades polinomiais, os polinbmios alternados. Dois polinbmios famosos que sao desse
tipo sdo os chamados polindmio standard e polinbmio de Capelli. Este primeiro é justamente o
polindmio tratado no Teorema de Amitsur-Levitzki, demonstrado no Capitulo 5, este afirma que o
polindbmio standard de grau 2n é uma identidade para as matrizes n x n.



16

Vamos comecgar com um exemplo. Considere o polindmio
h(x1, Xo, X3, 1) = X12X3 — X13X2 + X23X1 — X21X3 + X31X2 — X32Xy.

Substituindo x; em x, obtemos 0, isto é, h(x;, X1, X3,77) = 0. Analogamente, h(xi, Xz, X;,m) =0 e
h(X1 , Xo, Xo, ’I'}) =0.

Definigdo 3.4. Um polindbmio multilinear f = f(xy, ..., Xp, 71, ..., 1;) € K(X) é dito alternado

em xi, ..., X, se f se torna zero sempre que x; € substituido por x; com 1 < j < j < n, isto &,
f(X1s ey Xjy weny Xj*‘l!XI‘J Xj+15 vy Xy Ty ey 77[) =0.
Substituindo x; por x; + Xo em f(xq, X1, X3, ..., Xp, M1, ..., ;) = 0 obtemos

f(X11X11X3! ans 7715 ey T]r) = _f(X21 X11X3! ans 7715 reey T]r)

Do mesmo modo, f muda de sinal se trocarmos qualquer par de indeterminadas x; e x;. O nome

alternado decorre dessa condicéo, a qual é equivalente a definigdo se char(K) # 2.

Agora falaremos da conexao dos polinémios alternados com a no¢ao de dependéncia linear,
sendo que essa para algebras € a mesma que para espagos vetoriais.

Proposicao 3.1. Sejam A uma K-algebra e ay, ..., a, € A elementos linearmente dependentes.
Se um polinémio multilinear f = f(x1, ..., Xp, N1, ..., ;) € K(X) é alternado em x, ..., x, entédo
f(ai, ..., an, X4, ..., X;) = 0 para todo xi, ..., X, € A.

Demonstracdo. Como a;, ..., a, sao linearmente dependentes podemos assumir que a, =

n—1
Z \;a; para certos \; € K. Consequentemente, como f é multilinear,
i=1

n—1
f(@1y ey @ny Xy ey Xp) = Z)\,f(a1, ey 8n_1, 85, X1y e, Xr) = 0
i=1
pois, sendo f alternado, f(Xq, ..., Xiy «. y Xn—1, X;, M1, ., M) =0parai=1,...,n— 1. dJ

Exemplo 3.9. Toda algebra de dimenséo finita € uma Pl-algebra. Se [A : K] = d entéo todo
polinémio multilinear alternado em n > d indeterminadas é uma identidade de A pela proposicao
anterior, ja que qualquer colecado com mais elementos de d elementos de A é linearmente

dependente.

Agora, os polindmios alternados que comentamos. O primeiro que iremos apresentar consiste
nos polinbmios que sao alternados em todas as indeterminadas, isto é, ndo ha n;s.
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Definicao 3.5. Seja n > 2. O polinémio

Sp = Sn(X1, ey Xn); = Z Sgn(a)xg(1)c,(,,)

€ chamado polinémio standard de grau n.

Fixando indices /,j € uma permutagdo o, escreva X,)o(» como mx;m'x;m” onde m, m' e m" séo
mondmios nas indeterminadas restantes. Entdo o termo mx;m'x;m” corresponde a permutagéo
cujo sinal € oposto ao de o. Isso mostra que s, € alternado. Assim, pela proposi¢éo anterior, ja
sabemos que a algebra M,(KK) das matrizes n x n, que possui dimenséo n?, satisfaz s;z,;. O
Teorema de Amitsur-Levitski, que serd abordado com maiores detalhes adiante, afirma que isso
também é verdade para s,,.

Exemplo 3.10. A algebra M,(K) das matrizes 2 x 2 satisfaz a identidade s,(x1, X2, X3, X4) = 0.
Com efeito, fixando a base {E = Eqy + Ep, Eyy, Eqz, E21 } de Mx(K), como s, é multilinear, basta
mostrar que s4(E, Eq4, Eq2, E»1) = 0. Podemos reescrever o polindmio standard s, na forma

S4 = [X1, Xol[ X3, Xa] + [X1, Xa][Xa, X2] + [X1, Xa][X2, X3]

Entdo, como E é a matriz identidade, comuta com qualquer outra matriz, assim teremos
S4(E, Eqy, E1p, Ex) = 0.

O préximo polinbmio é similar, mas envolve os njs.
Definicao 3.6. Seja n > 2. O polindmio

Cn = Cn(Xty ooy Xps M1y oe s Nt) = Z SAN(O) X (1)1 Xo(2) )2 -+ Thn—1Xo(n)
oESy

€ chamado n-ésimo polinémio de Capelli.
Pelo mesmo raciocinio utilizado para s, podemos ver que ¢, é de fato alternado. Também é
interessante observar que que s,(Xy, ..., Xp) = Co(Xq, .- s Xpy 1, ..., 1).

Exemplo 3.11. A dlgebra das matrizes M,(K) satisfaz a identidade

Cout (1, %, X2, o X" 1,10, o iy 1) = Z sgn(o)x7 0 x" M, . npx?™ = 0

onde o grupo simétrico S,,,; age em {0, 1, ..., n+1}. De fato, basta observar que, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, 1, x, X, ..., x" sdo linearmente dependentes para qualquer matriz x € M,(K),
pois este afirma que dado p o polindmio caracteristico da matriz x, o qual tem grau n, temos que

p(x) = 0, ou seja, existem escalares nao nulos em K cuja combinacéo linear com 1, x, X2, ..., x"
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4 PRODUTO TENSORIAL

O objetivo dessa sec¢ao € definir o produto tensorial, que € um mecanismo para transformar
fungdes bilineares - ou até multilineares, mas aqui iremos nos restringir apenas as primeiras,
que sao suficientes para prosseguirmos - em fungdes lineares, e demonstrar algumas de suas
propriedades que serdo utilizadas posteriormente na se¢éo 5.3. Primeiro consideramos o produto
tensorial de espagos vetoriais e para depois proceder com o produto tensorial de algebras.

4.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES BASICAS

Considere dois espagos vetoriais U e V sobre um corpo K com dimg U = m e dimg V = n.
Tome {uy, ..., Un} € {vy,..., v,} bases de U e V respectivamente. Observe que uma fungéo
bilinear 3 de U x V em um outro K- espaco vetorial W é unicamente determinada pelos seus
mn valores 3(u;, vj), 1 < i < m,1 <j< n. Agora, tome qualquer espaco vetorial de dimenséo
mn, escolha sua base e defina uma funcéo linear 3 desse espaco em W tal que os elementos
da base escolhida séo levados nos elementos [5(u;, v;). E claro que B junto das bases tomadas
contém toda a informagao sobre /3. Desse modo, ao invés de considerar uma fungao bilinear em
U x V podemos considerar uma funcao linear em um espaco de dimenséo dimg U - dimg V.

Agora generalizaremos esse conceito com a definicdo formal do produto tensorial, o qual
independe da base. Para isso, iremos considerar, conforme o Exemplo 2.5, o espacgo vetorial
sobre K tendo U x V como base. Enfatizemos que aqui consideramos U x V apenas como
um conjunto e ndo como espago vetorial, consequentemente, dados u, ' € U, v € V, A € K,
(u+ U, v) é um elemento da base e, portanto, é diferente de (u, v) + (U, v), 0 qual é a soma de
dois elementos da base, do mesmo modo, A(u, v) coincide com (Au, v) apenas quando A = 1.

Definicao 4.1. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K. Denote por % o espago vetorial com
base U x V. Seja ./ o subespaco de % gerado por todos os elementos da forma

Au+NU,v)— My, v) — N, v)

(u, \v + \'vV') — XNu, v) — N(u, V)

com\, N €K u,u € Uev,V € V. O produto tensorial de U e V é o espaco vetorial quociente
% | e é denotado por U ® V (ou U ®k V quando se deseja enfatizar que consideramos
espacos sobre K).

Tal definicdo possui pouca utilidade pratica, a propriedade caracteristica de U ® V descrita no
préximo teorema é a que realmente importa.

Teorema 4.1. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K. Entdo existe uma funcdo bilinear
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UxXV—-U®YV,(uv)— u®vtal que
(i) Todo elemento em U ® V é soma de elementos da formau® v,uc U,v € V.

(i) Dada uma fungéo bilinear § : U x V — W, onde W é um espago vetorial sobre K, existe
uma unica funcéo linear 3 : U® V — W tal que B(u® v) = S(u, v) paratodou € U, v € V.

Mais ainda, as propriedades (i) e (ii) caracterizam U & V a menos de isomorfismo.

Demonstragado. Defina u ® v como a classe lateral (u, v) + 4. Para mostrar que tal fungéo é
de fato bilinear precisamos mostrar que, dados \,\' € K, u,u’ € Ue v,V € V os elementos
(Au+ NU,v)e \u, v)+ (U, v) estdo na mesma classe lateral, assim como (u, \v + \'V)) e
Au, v)+ XN (u, V). Ou seja, que (Au+N't/, v)—\u, v)— N (U, v) e (u, \v+ \'v) — \u, v)— N (u, V)
pertencem a .4, mas isso é ébvio pois esses sdo justamente os elementos que geram 4.
Além disso, pela maneira como definimos u ® v também € claro que todo elemento em U ® V
pode ser escrito como uma combinagao linear de elementos da forma v ® v. E entdo, como
(Au,v) — Xu,v) € 4, isto é, (\u, V) e \(u, v) estdo na mesma classe lateral, segue que
Au® v) = (Au) ® v, logo (i) esta provado.

Agora, para provar (ii), considere 5 : U x V — W uma funcéo bilinear. J4 que U x V é base de
% podemos construir uma fungéo linear B : %" — W tal que B((u, v)) = B(u, v) para todo u € U,
v € V. A bilinearidade de 3 implica que .4~ C ker B, portanto, pelo Teorema 2.1, existe uma
fungéo linear 5 de # /.4 = U® V em W tal que B3(x + .#) = B(x), ou seja, B(u @ v) = B(u, v).
Note que como por (i) os elementos u ® v geram o espaco U ® V segue que B € a Unica funcao
linear de U ® V em W levando u ® v em S(u, v) pois uma transformacéo linear é unicamente
determinada por seus valores em um conjunto de geradores.

Por fim, para provar a Ultima afirmagéo, assuma que T € outro espago o qual existe uma funcéo
bilinear U x V — T, (u,v) — u ® v, com as propriedades (i) e (ii). Jaque (u,v) — uQ v é
uma fungéo bilinear entdo existe uma fungéo linear ¢ : T — U ® V satisfazendo ¢(u ® v) =
u ® v. Analogamente, existe uma fungéo linear ¢ : U® V — T talque (U ® V) = u® v.
Consequentemente, e 1) sdo inversas e entdo T e U ® V séo espagos isomorfos. O

A propriedade (ii) do Teorema anterior € chamada propriedade universal, podemos interpreta-la
através do seguinte diagrama

UxV —2 s UueV

NS

Aqui ® denota a fungao (u, v) — u ® v. Vale enfatizar que ® e /3 sdo bilineares enquanto 3 é

linear.
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Dessa forma, o produto tensorial de espacos vetoriais U € V é o espaco vetorial U ® V cujos

elementos podem ser escritos como
U RQVi+ b Qo+ --+U,QV, uclUveV

Tal expresséo nao é Unica, afinal, u ® v é a classe lateral de (u, v)em % /.4 = U ® V, assim,
podemos representar u ® v com qualquer outro v’ ® v/ onde (U, V') estd na mesma classe de
(u, v). Além disso, também podemos observar que como a funcao (u, v) — u® v é bilinear entao

A+ NU)Y@v=ANu®Vv)+ XU @ V)
UQ AW+ XNV)= X u v)+ Nu® V)
E tais féormulas implicam que paratodou € U,v € V
u®0=0, 0®v=0.

Os elementos da forma u ® v sdo chamados tensores simples. Devemos sempre lembrar que
esses sao os geradores do espaco U ® V e nao seus elementos tipicos, no entanto algumas
consideracoes basicas podem ser tratadas apenas em tensores simples, por exemplo, o Teorema
4.1 descreve 3 em U ® V usando tensores simples, mas isso é valido pois tal fungéo ¢ linear.

Aqui temos um simples exemplo de onde o produto tensorial pode ser aplicado.

Exemplo 4.1. Seja A uma K-algebra, a multiplicagdo em A é, por definicdo, uma fungéo bilinear
(x,y) — xy de A x Aem A. As vezes é mais apropriado considerar a multiplicagdo como uma
funcéo linear de A © A em A determinada por x @ y — Xy.

A préxima proposicao introduz o produto tensorial de funcoes lineares. Ela basicamente
afirma que a funcao dada por

Du@vie Y du) ®P(v)
esta bem definida.

Proposicao 4.1. Sejam o : U — U e : V — V' fungbes lineares entre espagoes vetoriais.
Entéo existe uma Unica fungéo linear p @ ¢ : U® V — U ® V' tal que,

(P @YU V) = p(u) @Y(v)

paratodou e U,veV.
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Demonstragdo. A linearidade de ¢ e v, juntas da bilinearidade de ®, implicam que a funcéao
(u, v) — o(u) ® (v) é bilinear. Assim, pelo Teorema 4.1, considerando W como U’ ® V', de
fato existe uma Unica fungao linear levando u ® v em p(u) ® Y (v). O]

A demonstracdo dada utiliza um método muito comum quando se trata de estabelecer algo sobre
0 produto tensorial, comegamos introduzindo uma funcéao bilinear e entao, pela propriedade

universal, transformamos-na em linear.

J& comentamos que os tensores simples podem ser escritos de diversas maneiras, assim, a
mesma coisa ocorre com os elementos de U ® V. Mas agora veremos que essa ndo-unicidade
tem algumas limitagdes.

Lema 4.1. Sejaey, ..., e, € U linearmente independetes. Se vy, ..., v, € V sdo tais que
e QVi+--+€,®V,=0
entgo cada v; = 0.

Demonstragao. Seja f; : U — K um funcional linear tal que fi(e;) = d; paraj=1,...,n, isto é

Entdo a funcdo de U x V em V dada por (u, v) — fi(u)v € bilinear, assim, usando a propriedade
universal (Teorema 4.1 (ii)), existe uma fungéo linear «; : U ® V — V satisfazendo a;(u ® v) =
fi(u)v. Consequentemente podemos escrever

n n

Vi= Z f,(e])\// = Z(l/,'(ej ® V]) = (Z € X \//) = Oé,'(O) =0
j=1

j=1 j=1

Em particular isso mostra que paratodou € U,v e V

uv=0=u=0 ou v=0

O préximo teorema afirma que com bases de U e V podemos construir uma base para U ® V

Teorema4.2. Se{e;|ic I} ébasedeUe{f|jc J} ébasedeV entdo{e;@f |icljeJ}
ébasede U® V.
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Demonstragdo. Escrevendo u € U e v € V como combinagéo linear dos €/s e dos Ij-’s, respecti-
vamente, segue, pela bilinearidade de ®, que u ® v é combinagao linear dos e; ® Ij-'s. Assim, o
conjunto {e; @ f | i € I,j € J} gera U ® V. Falta mostrar que é linearmente independente. Por
definicdo, um subconjunto infinito de um espaco vetorial é linearmente independete se cada um
de seus subconjuntos finitos sao linearmente independentes. Agora, todo subconjunto finito de
{e;@f | i€ l,je J} esta contido em um conjunto da forma {e, @ f, | k =1,...,m, I =1,...,n}.
Assim, é suficiente mostrar que tais conjuntos sao linearmente independentes. Assuma, entao,
que
m
DD Nule, ®6)=0
k=1 I=1

para certos Ay € K. Pela bilinearidade de ® podemos escrever isso como

n

Jaque g, ..., g, séo linearmente independentes, pelo Lema 4.1, Z Awf;, = 0 para todo k. Por
i=1

fim, a independéncia linear de f;, ..., f;, implica em Ay = 0 para todos k e /.

Logo {e;® f; | i € I,j € J} é linearmente independente e, portanto, é base de U ® V. O

Corolario 4.1. Se {e; | i € I} é base de U, entdo todo elemento em U ® V pode ser escrito na
forma Z e ® V.

i€l

4.2 PRODUTO TENSORIAL DE ALGEBRAS

Dados A e B sobre um corpo K, o espaco vetorial A® B pode ser transformado em uma algebra

defininfo a multiplicagcdo de maneira simples e natural.

Proposicao 4.2. Se A e B sao K-adlgebras entdo A ® B é uma K-algebra com multiplicacao
determinada por
(x@y)(z®w)=xz& yw)

paratodo x,z € A, y,w € B.

Demonstracdo. Tome z € Ae w € B. Sejam R, e R, as fungbes multiplicagao a direita, isto é

R,:A— A R,:B— B

X — XZ y = yw
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E claro que tais funcdes sdo lineares, assim, pela Proposicdo 4.1, existe um endomorfismo em
A ® B, denotado por R, ® R, tal que

(R: @ Ry)(x ® y) = xz @ yw
Agora, pela linearidade de R, ® R,, a fungéao
AXx B— Endg(A® B), (z,w)— R,® Ry,

€ bilinear. Logo, existe uma fungéao linear

p:A®R B — Endg(A® B)
z@wr— R,® R,

Entao definimos o produto de r,s € A® B por

rs = (p(s))(r)

Tal multiplicacao é bilinear devido a linearidade de ¢ e R, ® R,, e temos, para todo x,z € A,
y,w € B,

xRy)(zew)=p(zadw) =(Xx®y)=(R®R)XXy)=x2& yw.
Por fim, a associatividade em A e B implica na associatividade da multiplicaggoem A® B. [

Essa proposicao basicamente afirma que a operagao

(ZX/ ®yi> (ZZ,@ W,-) = Zx,zj X yiw;
i j ij

esta bem definidaem A ® B.

Assim, agora podemos considerar A ® B, o produto tensorial de algebras A e B, como uma
algebra cuja multiplicacao esta definida pela proposicao acima. Note que as propriedades
provadas para o produto tensorial de espacos vetoriais continuam validas nesse caso.

Agora daremos um exemplo de onde o produto tensorial de algebras pode ser utilizado.

Exemplo 4.2. Para toda K-algebra A e todo n € N* temos

M, (K) = M,(A) (4.1)
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De fato, pelo Corolario 4.1 todo elemento de M,(K) ® A pode ser escrito como soma de tensores
simples do tipo E; ® a;, onde E; sdo as matrizes da base canonica, entdo segue que a fungao

M,(K) ® A — M,(A)

n n n n
DD Eiwa— ) ) ak
J=1

i=1 =1 j=t
€ um isomorfismo de algebras. Um caso importante de ((4.1)) é

My (K) @ Mn(K) = Mpm(K)

4.3 EXTENSAO ESCALAR

Agora falaremos da exetensdo escalar. A ideia basica aqui é: dadas uma K-algebra A e uma
extensao F do corpo K, construir uma F-algebra Ar que possua a mesma multiplicagcdo que A.
Para isso, faremos uso do produto tensorial para que tal propriedade independa de escolher uma
base.

Uma extensdo F do corpo K pode ser considerada uma K-algebra, assim F ®x A é uma
K-algebra, nosso objetivo é converté-la em uma F-algebra.

Proposicao 4.3. Sejam A uma K-dlgebra e F uma extenséo de K. Entdo F Qx A é uma
F-algebra com a multiplicagédo por escalar dada por

AMu®Rx)=A\)@x, \NpeF,xeA
Demonstragdo. Tomando A € F, a funcédo
FXA—=F®A (4 x)— (A\) ®x

é bilinear, pela bilinearidade da multiplicagdo em K e do produto tensorial. Assim, pela proprie-
dade universal (Teorema 4.1 (ii)), esxite uma Unica fungao K-linear

P& X = (Ap) @ X

Desse modo, de fato podemos definir

Fx(FRA — Fox ANL®X) — ) @ X
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E como tal multiplicacao é bilinear podemos defini-la nos tensores simples e extender para os
demais elementos de F @k A. Assim, para A\, € F, r,s € F ®k A, temos

AMr+8)=Ar+ s (A+p)r=Ar+pur (Ap)r=Xur) X\rs) = (Ar)s = r(\s)

Além disso, note que essa multiplicacao é associativa devido a associatividade da multiplicagéo
em F. O

Definicao 4.2. Sejam A uma K-algebra e F uma extenséo de K. A F-algebra F ®k A (definida
na Proposicao 4.3) é chamada extensao escalar de Aem F. Sera denotada por Ar.

Nao desenvolveremos nenhuma propriedade a mais dessa definicdo pois s6 isso ja é suficiente
para nosso objetivo da Se¢éo 5.3
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5 O TEOREMA DE AMITSUR-LEVITZKI

A algebras das matrizes é um objeto muito importante dentro da teoria das algebras com
identidades polinomiais, por isso nesse capitulo nosso objetivo é provar o Teorema de Amitsur-
Levitzki, o qual afirma que a algebra das matrizes n x n satisfaz a identidade standard de grau
2n. Todas as sec¢bes desse capitulo sdo dedicadas a conceitos que serao necessarias para a
demonstracao de tal teorema.

5.1 ALGEBRA DE GRASSMANN

Nessa secao nosso objetivo é definir a algebra de Grassmann, que € uma das algebras mais
importantes dentro da Pl-teoria, e comentar algumas de suas propriedades. Para isso comecare-
mos falando sobre uma algebra definida por geradores e relagdes.

Kix)

(R)
K(X) é a algebra livre e (R) é o ideal de K(X) gerado por R = {f; = fi(X;,.... X,y | J € J}.

Denote a classe lateral x; + (R) por x;. Note que f(x;, ..., X;,;)) = 0 para todo j € J. Entdo iremos

K{X)
R

Dados um corpo K e um conjunto X = {x; | i € I} construa a &lgebra quociente onde

trocar a notagéo e escrever como

K<Xi, iel ’ T}(Xh, vy an(f)) = O,j € J>

Dizemos que essa algebra é definida pelos geradores x; e relacées f..

De fato, os elementos x;, i € I, juntos com 1 geram a algebra e, ao contrario dos geradores x; da
algebra livre K(X), eles ndo sdo independentes, estao relacionados através dos polindmios f.

Varias algebras famosas sédo isomorfas a algebras desse tipo, por exemplo a algebra M,(K) das
matrizes 2 x 2 sobre um corpo K éisomorfaa A= K(x,y | x* =0,y =0, xy +yx = 1) e a
algebra de Weyl 7, é isomorfa a A = K(x, y | [x,y] = 1). Agora iremos definir a &lgebra de
Grassmann, que também é uma algebra definida por geradores e relacoes.

Definicao 5.1. A algebra de Grassmann (ou algebra exterior) sobre um corpo K com char(K)
2 é definida por

G:=KX,',i€N X.2=O,X,-X'+X'X,'=O,i,j€N
i /) )

Assim, temos, por exemplo Xy XoX; = X{(—X1X) = —Xx = 0, e em geral x;Gx; = 0. Note também
que todo produto de diferentes xs pode ser escrito como

Il:X,'1X,'2 e Xips i1 < i2 < < i,-, (51)
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sendo que o sinal depende da quantidade de permutagées que foi feita. Portanto, tais elementos,
junto de 1, geram G.

Além disso, observe que x;x, comuta com todo x;, logo pertence a Z(G), o centro de G. Da
mesma maneira, todo elemento de ((5.1)) com n par pertence a Z(G). Mais ainda, podemos
ver que Z(G) é linearmente gerado por tais elementos junto de 1. Escreveremos Gy para Z(G)
e G; para o espaco linearmente gerado pelo elementos da forma ((5.1)) com n impar. Logo
G=Gy® G.

5.2 LINEARIZACAO

O propdsito dessa secado € se familiarizar com o processo de linearizacao. Tal conceito é
aplicavel em diversas situagdes na matematica, aqui sera utilizado para reformular uma identidade
polinomial qualquer em uma identidade multilinear. No Exemplo 3.6 temos um simples exemplo
de uma linearizagéo: se A satisfaz x* entdo também satisfaz a identidade xn+. Essa simples
ideia, que é a esséncia da linearizacao, pode ser levada adiante.

Exemplo 5.1. Vamos considerar uma situacdo um pouco mais complicada na qual A satisfaz
f(x) = x. Defina dois novos polindmios g = g(xi, X2) € h = h(x1, X», X3) do seguinte modo

g = f(xy + X2) —f(x1) — f(X2)

h = g(x1, X2 + X3) — g(X1, X2) — 9(X1, X3)

Assim, podemos calcular h primeiro calculando g da seguinte maneira

g(xq1, X2) = (Xq + x2)3 — xf’ — xg = x12x2 + X1 XoX1 + Xq x22 + x2x12 + Xo X1 Xo + x22x1

e entdo
9(X1, Xo + Xg) =X2(X2 + X3) + X1 (X + X + 3)X1 + X1 (X2 + X3)° + (X2 + X3)X*
2
+ (X2 + X3)X1 (X2 + X3) + (X2 + X3)"Xq

= Z Xo(1)Xo@)Xo(3) + (X1, X2) + g(X1, X3)
gES;

se abrimos as multiplicacdes e agruparmos de modo conveniente. Logo

h= Z Xo(1) X5 (2)X5(3)

oESs

No entanto também podemos escrever h em fungao de f

h = f(x1 + X2 + X3) — f(Xy, X2) — f(x1, X3) — f(X2, X3) + F(X1) + F(x2) + f(X3)
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Portanto, como A satisfaz f, também satisfaz h, e este, como visto antes, € um polin6mio

multilinear, mas com mais indeterminadas.

Agora, para considerar polinbmios arbitrarios, definimos o grau do polinémio f em x; pelo maior
numero de ocorréncias de x; em cada um dos monémios de f.

Teorema 5.1. Se uma algebra A satisfaz uma identidade polinomial ndo nula entao A também
satisfaz uma identidade polinomial multilinear ndo nula de grau igual ou menor. Em outras

palavras, toda Pl-algebra satisfaz alguma identidade multilinear néo trivial.

Demonstracdo. Seja f = f(xq, ..., X,) uma identidade polinomial ndo nula de A. Denote por d; 0
grau de f em x;. A demonstracdo do teorema serd feita por indugdo em d;= max{d,, ..., d,} > 0.

Se d = 1 entdo cada x; aparece em todo monémio de f no maximo uma vez - no maximo e nao
exatamente, portanto f ndo é necessariamente multilinear, mas se esse for o caso nada precisa
ser feito. Assim, digamos que ;,;,,, A € K{0} e iy, ..., i, € {1,..., n}, seja um mondmio de f de
menor grau, entdo, substituindo 0 nas outras indeterminadas obtemos uma identidade multilinear
em X, ..., X;, cCom grau menor ou igual a gr(f).

Agora, seja d > 1. Sem perda de generalidade, pois a soma é comutativa, podemos assumir

que exite k < ntalque dx = --- = d, = de d < dparatodoi < k. Entdo, defina um novo
polinbmio que envolve uma indeterminada adicional g = g(xq, ..., Xp, Xn.1) POr
9= F(Xqy oo s Xn_ 1, Xn + XN+ 1) — F(Xq, eee s X1, Xn) — F(X4y ev s Xp—15 Xns1)

Note que g também é uma identidade de A. Denotemos f = Z A\;w; onde 0s w;s sdo as
palavras diferentes duas a duas e os \'s sdo escalares ndo nulos. Entdo g pode ser escrito
como g = Z A;g; onde g; é obtido de w; do mesmo modo que g é obtido de f. Por isso, se
X, NAo ocorre em w; entdo g; = —w;. Ja se x, ocorre apenas uma vez em w; entdao g; = 0.
Por fim, se x, ocorre ao menos duas vezes em w; entdo g; é a soma de todas as possiveis
palavras obtidas quando substituimos ao menos um mas ndo todos 0s x;,S em W; por X,
pois 0s W,-’s com somente x, e somente x,,1 no lugar de x, desaparecerdo por causa da parte
—F(Xqy ey Xn_1, Xp) — F(Xq, ..., Xn_1, Xns1) d€ g. Assim, nesse caso, se em qualquer uma dessas
palavras de g; substituirmos x, em x,,; voltamos a ter a palavra w;.. Assim, como 0s W,-’s sao
diferentes dois a dois, também temos que as palavras de g; sao diferentes das palavras que
aparecendo em gy sempre que i # i'. Como d > 1, os indices em i tal que x,, ocorre ao menos

duas vezes em w; realmente existem. Isso mostra que g # 0.

Dessa forma podemos concluir que g é uma identidade ndo nula de A e gr(g) < gr(f), ja que
gr(f) = d = d,, o grau de f em x,, e com esse processo diminuimos a quantidade de vezes que
X, aparece em cada palavra de g;, mas ainda podemos ter gr(g) = gr(f) = d pois podem existir
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outros x; com d; = d,. Além disso, podemos afirmar precisamente que o grau de g em X, € X, €

d—1eparaj=1,..,n—10graude g em x; € menor ou igual que d,.

Assim, repita esse processo, primeiro com g no lugar de f e x,_1 no lugar de x,, e entdo com
outras indeterminadas diminuindo até x,. No final, chegamos a uma situagdo na qual uma
identidade n&o nula possui grau no maximo d — 1 em todas as indeterminadas. Assim, se
d — 1 = 1 realizamos o que foi feito no primeiro caso mas se d — 1 > 1 retomamos esse
processo criando novas identidades de grau menor até que esse chegue em 1 e assim possa ser
transformada em uma identidade multilinear. O

5.3 IDENTIDADES ESTAVEIS

Dadas uma K-algebra A, f € K(X) uma identidade de A e uma extens&o F do corpo K, nosso
objetivo é analisar quando f também é indentidade de Ar = F ® A, a extensdo escalar de Aem
F.

Seria intuitivo, considerando que Ar possui a mesma tabela de multiplicacao de A, afirmar que
iSso ocorre sempre, no entanto, o préximo exemplo mostra que isso pode nao ser verdade
mesmo quando A = K.

Exemplo 5.2. Seja K um corpo finito com n elementos. Entdo f = x” — x é uma identidade de
K. De fato, temos que K* = K \ {0} é um grupo multiplicativo com n — 1 elementos. Assim,
pelo Teorema de Lagrange, a ordem m < oo de qualquer elemento x € K* deve ser um divisor
de n— 1, isto é, existe g € Z com gm = (n — 1). Desse modo, como a ordem de um elemento,

quando finita, € o menor inteiro positivo tal que x” = 1, segue que
X" = xM = (x™9 =19 =1

Consequentemente x” = x para todo x € K, ou seja, todo elemento em K é raiz do polinémio
f = x" — x. Assim, como f nao pode ter mais que n raizes em qualquer corpo, f ndo é identidade
de nenhuma extenséo prérpia L do corpo K.

Por outro lado, mostraremos que quando K é infinito entdo isso ocorre. Para generalizarmos
ainda mais esse conceito podemos substituir o corpo L por uma algebra comutativa arbitraria C.

Definicao 5.2. Uma identidade f de uma K-algebra A é dita estavel (para A) se f é identidade
de C ® A para qualquer K-algebra comutativa C.

O exemplo anterior nos mostra que x” — x ndo é uma identidade estavel para A= Kse | K| =n.
Vamos agora a resultados positivos.

Lema 5.1. Toda identidade multilinear é estavel.
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Demonstragdo. Sejaf = f(xi, ..., X,) uma identidade multilinear da K-algebra A. Agora considere
f(X1,...,Xn) com X; € C ® A, onde C é uma K-algebra comutativa arbitraria. Cada x; € soma de
tensores simples, entdo, pela multilinearidade de f, f(x4, ..., X,) pode ser escrito como soma de
elementos da forma f(¢; ® Xy, ..., ¢, ® x,) com ¢; € C e x; € A. Por fim, como f é multilinear e C

é comutativo podemos reagrupar os ¢;s em qualquer ordem e escrever
flcy X1, ..., Ch @ Xp) =C1 ... Cn @ F(Xqy ey Xp) =C1 ... Ch®0 =0

pois f é identidade de A O

Lema5.2. Sejaf = f(x4, ..., X,) uma identidade daK-algebra A. Se f é identidade de K[wy, ..., wWs]®
A para todo s € N entdo f é estavel para A.

Demonstracdo. Seja C uma K-algebra comutativa unitaria. Ja que toda algebra comutativa é
subalgebra de uma algebra comutativa unitaria, é suficiente mostrar que f € uma identidade de

mj
C ® A. Tome elementos arbitrarios x; = Z Ci @ x5, i=1,...,n,em C® A. Defina
j=1

%= w®x€KQ®A

j=1

onde Q = {w; | i = 1,...,mj = 1,...,m;}. Pela hipétese, f(Xi,...,%,) = 0, assim, se ¢ é
o homomorfismo de K[{2] em C levando w; em c; entdo, usando a Proposi¢do 4.1, temos
f(X1, ..., Xn) = (¢ @ ida)(f(Xy, ..., X)) = 0. O

Na demonstragao do proximo teorema utilizaremos o mesmo tipo de homomorfismo ¢ usado
na demonstracdo do lema anterior, mas, afim de evitar muito formalismo, falaremos apenas em

substituir as indeterminadas por elementos da algebra ou do corpo.

Teorema 5.2. Seja K um corpo infinito. Entdo toda identidade polinomial de uma K-algebra
arbitraria A é estavel.

Demonstragdo. Seja f = f(xy, ..., X,) uma identidade de A. Tome s € N e elementos arbitrarios

X = Zp,-j ® xj em Klwy, ..., ws] ® A, i = 1,...,n. Pelo Lema 5.2 é suficiente mostrar que

J
f(X4, ..., X;) = 0. Suponha que isso ndo é verdade. Entdo podemos escrever

S, 80) = D G ® a (5.2)
k
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onde g; # 0 e os &,s sdo linearmente independentes. Ja que K ¢ infinito existem A, ..., A\s € K
com gi(Aq, ..., As) # 0, isso é claro por uma simples indugéo pois se s=1 usamos o fato de que
0 numero de raizes de um polindmio nao pode ultrapassar seu grau, agora se isso é valido
para um s € N qualquer entdo também vale para s + 1, basta fazer \s,; = 1. Agora defina
aj = Pi(A1, . As) € Bic = gi(Ad, ..., Ag), @assim B & 0. Substituindo w; por A; em ((5.2)) obtemos

f (ZO{U ®X1/', ...,Zanj ®an> = Zﬁk X ag.
J J k

Agora, como «j, Bk € K, temos Z ai®@x=1® (Z QjiXj) e Z bk®ar=1® (Z Brax). E

i J k k
entdo podemos escrever a igualdade acima como

1®f (Z CY1/'X1/',...,ZO(,,]'X,U’> =1® <Z ﬂkak> )
J J k

0 que é uma contradicao, visto que o lado esquerdo é 0 pois f é identidade de A, enquanto o
lado direito néo é 0 ja que 3; # 0 e os &, s sdo linearmente independentes. O

5.4 POLINOMIO CARACTERISTICO

Esse topico é muito abordado em cursos de Algebra Linear, no entanto nesses casos é comum
considerar matrizes com entradas sobre um corpo, aqui iremos substituir o corpo por um anel
qualquer, mas veremos que muitos conceitos ainda se aplicam.

O determinante de uma matriz A € M,(C), denotado por det(A), pode ser definido da mesma ma-
neira desde que C seja um anel comutativo. Assim podemos definir o polinémio caracteristico
de A como

pa(w); = det(A — wl) € Clw]

Para qualquer polinémio g € C[w] definimoa q(A) do mesmo modo quando C é um corpo. Assim,
o Teorema de Cayley-Hamilton, cuja demonstracdo no caso em que C é um anel comutativo é

analoga a muitas que usam um corpo, afirma que
pa(A) = 0

Para qualquer matriz A € M,(C) definimos o traco de A tr(A) da maneira usual. Nosso objetivo
nessa segao é expressar os coeficientes de p, em fungéo do trago das poténcias de A. Para
isso precisaremos de algumas férmulas, as quais foram descobertas por Isaac Newton, de
polinémios simétricos em indeterminadas comutativas com coeficientes inteiros. Um polinémio f
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é dito simétrico se permanece o mesmo apdés uma permutacao de indeterminadas, isto &, se

f(wi, ..., wp) = ((Wo1), -, Wo(m)- Os polindmios simétricos elementares sio definidos por
€ =1
€k = ek(w1,...,w,,) = Z Wiy Wiy «-- W,

1<ih<ip<--<ik<n

sendo que a segunda expressado esta definida para k € {1,...,n}. Se kK > n colocamos
ex(w1, ..., wy) := 0. Em particular, e; é a soma de todos os cu,fs e e, é seu produto. Seja w outra
indeterminada, usando as chamadas Férmulas de Vieta podemos provar que

n

(—1)"(w = W)W = wp) o (w — wp) = ¥ _(—1Vep ! (5.3)

j=0

Assim, os polinémios simétricos elementares estéo relacionados com as raizes de polinémios.
Usaremos isso para relaciona-los com os polindmios simétricos

pj pj Wey ey W Zw”]>1

Lema 5.3 (Férmulas de Newton). Parak =1,..., n temos

k

kex = > (—1Y e, (5.4)

j=1
Demonstracdo. De ((5.3)) segue que

n

> (Ve ] =0, i=1,.n

j=0

Somando sobre i obtemos ((5.4)) para k = n. De fato,

ZZ Yen_iw O:>Z<e,, Z )e,,_,w/>=o

j=1

n
:>Zen+ZZ(— e,7 ,w—O:nen_—ZZ en,
=ne, = Z Z 1Y e, ) = i(—ﬂ“en_j (Z w{)
=1 j=1 i=1

Jj=1
n

=ne, =Y (—1) "enp)

j=1
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O caso k < n deriva facilmente desse, basicamente o problema é a notacado, a que estamos
usando sugere que n esta fixo e k varia e, por mais que isso seja mais natural pensando em
aplicacoes, para a demonstracao é conveniente considerar n variavel. Assim, iremos escrever
€x,n para e, e p;, para p;. Entdo nosso objeitvo &€ mostrar que o polinémio

K
P := kexn — Z(_1)j_1ek—j,npj,n
j=1

€ 0. Note que para quaisquer i,j < k temos

e,-,,,(wh vy Wy 0, ceey O) = e,-,k(wh ,wk)

Pjn(Wi, o, Wk, 0, ..., 0) = Pjl(wr, ..., Wk)

Ja que ((5.4)) vale para n = k segue que P(wy, ... ,wx, 0, ..., 0) = 0. Isso significa que P s6 contém
mondmios nulos nas indeterminadas wy, ..., wg. Analogamente, colocando zero em outros lugares
vemos que P sé contém mondmios nulos em qualquer conjunto de k indeterminadas. No entanto,
pela definicao de P, seus mondmios s6 podem ter grau k, assim, ndo pode involver mais do que

k indeterminadas. Logo P = 0. O
Assim, em geral para k = 1, ..., n, existe um polindmio gx = gx(w1, .., wk) € Qwy, wo, ... ] tal que
ek = gk(p1, ..., Px) (5.5)

Para o proximo teorema é intererssante notar que gy possui termo constante igual a zero e
também que se Aw{™ ...w ™, A € Q é um mondmio de gk entdo my + 2m, + - - - + kmy = k. Além

disso, definimos q, := 1 para que ((5.5)) seja valido para k = 0,1, ..., n.

Teorema 5.3. Se C é uma Q-algebra comutativa, entdo para todo A € M,(C) temos

n

pa(w) = Z(—1 Y Qo j(tr(A), tr(A%), ..., tr(A" 7))

j=0

Demonstracdo. Seja A uma matriz genérica de M,(C). Aqui o que importa é essa matriz e suas
entradas, entdo, como C é uma QQ-algebra, podemos reduzir C = Q[wy1, w1z, ..., wnn]. Assim,
em particular, C € um dominio comutativo, entdo pode ser imerso em um corpo, seu corpo de
fracdes, o qual pode ser imerso em um corpo algebricamente fechado, seu fecho algébrico. Mas
assim podemos assumir sem perda de generalidade que C é um corp6 algébricamente fechado.
Assim, temos pa(w) = (—1)"(w — A1) ... (w — Ap), onde os \}s sdo os autovalores de A. Usando a

forma canonica de Jordan segue que tr(A’) = pi(A1, ..., An), i = 1, ..., n. Por ((5.3)) obtemos
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n

pa() = Y (=1)enj(Ar, s Ane!
j=0

= (=1 G (1A ooy A e Pr(Ats s An))e

j=0

- Z(—1 Y Qo j(tr(A), ..., tr(A" 7))/

j=0

Corolario 5.1. Seja C uma Q-algebra comutativa. Se A € M,(C) é tal que tr(A) = tr(A?) = - - - =
tr(A") = 0 entdo A" = 0,

Demonstracdo. J& que os polindmios qx, kK = 1, ..., n, possuem termo constante nulo segue
que pa(w) = (—1)"w", entdo, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,temos que pa(A) = 0 e assim
A" =0. O

5.5 DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DE AMITSUR-LEVITZKI

Por fim chegamos ao nosso maior objetivo: o Teorema de Amitsur-Levitzki. Ja vimos que como a
algebra das matrizes M,(K) tem dimensao n? ela satisfaz o polinémio standard sz, para todo
k € 7Z*. Agora, antes de demonstrar que tal algebra satisfaz s,,, veremos qual é o menor grau
de um polindmio que pode ser identidade de M, (K).

Lema 5.4. Um polinémio ndo-nulo de grau menor que 2n nao é identidade de M,(K).

Demonstracdo. Pelo Teorema 5.1 € suficiente tratar apenas de polinémios multilineares. Assim,

tome um polinbmio multilinear f de grau 2n—1, ou seja, f = Z )\C,xc,m ... Xz(2n—1) COM digamos
oESon—1
A1 # 0. Considere sequéncia das matrizes Ey, Eip, Ezs, ..., En—1,n, Enn, isto é, as matrizes E; da

base candnica tais que i = jou i = j — 1. Como o produto de matrizes elementares satisfaz

0, se j#h
EjEn = j 7 (5.6)
Eyx, se ] = h

entdo tal sequéncia de matrizes possui a propriedade de que seu produto nessa ordem dada € E;,
enguanto que o produto em qualquer outra ordem é zero. Assim f(Ejq, Ez, ..., Enn) = A Eq, # 0.
Analogamente, tomando subsequéncias apropriadas vemos que um polindémio multilinear nao-

nulo de grau menor que 2n — 1 também néo ¢é identidade de M,(K). O
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Agora enfim temos todas as ferramentas necessarias para demonstrar o Teorema de Amitsur-
Levitzki.

Teorema 5.4 (Teorema de Amitsur-Levitzki). O polinémio standard s,,, é uma identidade de M,(C)
para toda algebra comutativa C.

Demonstragdo. Por hipotese C é uma algebra sobre um corpo K. Seja K, o subcorpo primo de
K e considere C como uma algebra sobre K,. Ja que, pelo Exemplo 4.2, M,(C) = C ®x, M,(Ko)
e como, pelo Lema 5.1, identidades multilineares séo estaveis, é suficiente provar que s,, € uma
identidade de M, (K,). Suponha que isso é verdade para K, = Q. Entéo s,, também é identidade
de M,(Z), pois Z C Q. Mas como podemos construir um homomorfismo de M,(Z) em M,(Z,)
a partir do homomorfismo canénico de Z em Z, que leva cada nimero inteiro em sua classe
de equivaléncia em Z,, entao s,, também é identidade de M,(Z,). Assim, como todo subcorpo
primo é isomorfo a Q ou a algum Z,, basta provar que s, € identidade de M,(Q).

Tome Ay, ..., As, € M,(Q). Devemos mostrar que Sy,(A, ..., As,) = 0. Faremos isso utilizando a
algebra de Grassmann G = Gy ® G; sobre Q com geradores X1, X, ..., assim, para B = (bj) €
M,(Q) e x € G defina Bx como a matriz (b;x) € M,(G). Note que o produto (Bx)(B'x') é igual a
(BB')(xx'). Seja

A= Aixg + Asxo + - - + AopXopn € M,(G)

Como x;Gx; = 0 temos que

AP = Z As1)As (@) - As@nXo(1)Xo (@) - Xo(2n)

oESo

Observe que X, ) ... X5(r) = 8gn(0)X; ... X;. De fato, escrevendo o como produto de transposigoes,
vemos que é suficiente mostrar isso para quando o é uma transposi¢cdao, mas nesse caso a
férmula é evidente devido a definicdo da algebra de Grassmann. Consequentemente,

AP = Son(A1, Az, ..., Aop) X1 X2 ... Xop

Logo devemos provar que A% = 0, isto &, (A?)" = 0. Note que A2 pertence a M,(G,) pois quando
fazemos essa multiplicagdo obtemos uma soma de (A;A;)(x;x;) € como x;x; tem tamanho par
entao pertence a Gy. Agora, como G, € uma algebra comutativa, o Corolério 5.1 diz que para
isso é suficiente mostrar que (A%)* = A% tem trago zero para k = 1,...,n. Assim, note que

AP 2 Z By, para algum B; € M,(Q) e y; € G;. Consequentemente,
j

tr(A%) = tr(AA 1) = tr (Z A,B,-x,;q) =) (AB)xy
i.f i.f
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Por outro lado,
tr(A%) = tr(A* T A) = Y tr(BA)yx
i.f

Comparando as duas expressoes e usando a propriedade do traco tr(A;B;) = tr(BjA;) e que
Xiy; = — Y, jaque y; € Gy, obtemos tr(A%*) = 0. X
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6 IDENTIDADES POLINOMIAIS GRADUADAS

6.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Tomando K(X) a algebra associativa livre sobre um corpo K e A uma algebra associativa sobre
K. O conjunto T(A) das identidades polinomiais de A forma um T-ideal de K(X), isto é, um
ideal que tem a propriedade de ser invariante sob todos os endomorfismos de K(X). Como a
interseg@o de uma familia qualquer de T-ideais é um T-ideal, dado S C K(X) podemos definir o
T-ideal gerado por S, denotado por (S)”, como a intersegdo de todos os T-ideais de K(X) que
contém S. Se S C T(A) é tal que <S)T = T(A), dizemos que S é uma base das identidades de A.

Em 1950, W. Specht conjecturou que, para corpos de caracteristica zero, todo ideal préprio
¢é finitamente gerado, isto é, possui uma base finita. Esta conjectura ficou conhecida como
Problema de Specht [9] e a resposta afirmativa foi obtida apenas em 1987 por A. Kemer [6].
No caso particular da algebra de matrizes M,(KK) a existéncia de bases finitas para o T-ideal
T(M,(K)) é garantida pelos resultados de Kemer, porém a exibi¢cdo de tal base é conhecida
apenas para n =2 ([11],[12]).

Surge entao o interesse por outros tipos de identidades polinomiais, como por exemplo, as
identidades graduadas, que possuem, de certo modo, formas mais simples de descrever a base
das identidades.

Assim, agora vamos definir a algebra graduada e apresentar alguns exemplos.

Definicdo 6.1. Seja G um grupo. Uma algebra A é dita G-graduada se A = ©yccA, onde Ay €
subespago de A e A;A, C Ag, para todos g, h € G.

Exemplo 6.1. Seja A uma algebra e G um grupo. Entao, fixado € € G, a decomposi¢ao
EBgeGAg

onde A; = {0} se g # e e A. = A é uma G-graduagdo em A. Esta graduagdo é chamada de
graduacao trivial.

Exemplo 6.2. A algebra de Grassmann E possui uma Z,-graduagao natural E = E; & E;, onde
E, e E; séo, respectivamente, os subespagos gerados pelos conjuntos {e; e, - - - €, |m é par} e
{e,e;, - e;|k éimpar}. Aqui, a operagdo usada em Z, deve ser a adigao.

Exemplo 6.3. Seja R = A[x, y] a algebra polinomial nas indeterminadas x e y. Seja R,, n > 0,0
conjunto dos polindbmios de grau n. Por exemplo,

Ry=A, Ri=Ax+Ay, R,=Ax?+Axy+Ay°.
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Definindo também R, = {0} para n < 0, temos que R = Z R, e R,R, = R,.,. Assim R é
n=0
uma algebra graduada, sendo essa a graduagao natural de R. Em geral, a graduacao natural

da algebra polinomial R = A[x, ..., X;y] € definida por R = Z R,, onde R, é o conjunto dos
n=0

polinémios de grau n.

Agora precisamos do conceito de algebra associativa livre G-graduada, a qual sera o "ambiente”
das identidades polinomiais graduadas. Para isso, considere uma familia {X; | g € G} de
conjuntos enumeraveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entdo X = U,ccXy € considere a
algebra associativa livre unitaria K(X). Definimos agora

a(1)=0 e alXiXe... Xm) = a(Xy)a(X2) ... (Xpm)

onde a(x;) = g se x; € Xy. Sendo entdo m um mondmio de K(X), dizemos que o(m) é o G-grau
de m. Tomando, para cada g € G,

K(X)g = (m| m é mondémio de K(X) e a(m) = g)

temos
K(X) = ZK<X>g e K{X)gK(X)n € K(X)gn
geaG
para quaisquer g,h € G. Assim K(X) é uma &lgebra G-graduada denominada a algebra
associativa livre G-graduada.

Analogamente, tal algebra também possui a propriedade universal. Assim, podemos definir as
identidades polinomiais graduadas.

Definicao 6.2. Seja A = Z A, uma algebra G-graduada. Dizemos que um polindmio f(x1, ..., X,) €
geG
K(X) é uma identidade G-graduada de A se f(as, ..., a,) = 0 para quaisquer a; € A, com

i=1,..,n.

Por fim, daremos alguns exemplos de identidades graduadas e nos aprofundaremos no préximo
capitulo nas identidades Z,-graduadas da algebra de matrizes de ordem n.

Exemplo 6.4. Consideremos a algebra de Grassmann E com sua Z,-graduacao natural conforme
definimos anteriormente. Como ab = —ba para quaisquer elementos a,b € E;, temos que
f(x1, X2) = X1 X2 + X2x; € K(X), onde K(X) é a algebra livre Z,-graduada, com a(xy) = a(xz) = 1,
¢ identidade Z,-graduada de E.

Exemplo 6.5. Seja M,(E) a algebra de matrizes de ordem 2 com entradas na &lgebra de
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Grassmann. A Z,-graduacao em M,(E) é dada pela composicao

Mz(E) = (Me(E))o © (Me(E))1,

(ENe =4 (2 ° de b\ mEN < [0 P) bceE
(M2(E))o = 0 d |a,d € E p, (Mu(E))y = c 0 | b,c e E; ;.

Temos que 0s polindmios X; Xo — XoXy € Y1 Yo Va + VaYoyy s@o identidades polinomiais graduadas

onde

de tal algebra graduada. De fato, se

P € (M(E))y & xo= |2 0 € (My(E))
1= O d1 2 0 2 = O d2 2 0

entdo ay, a, d;,db € Ej e

a;a 0 a»a 0
X1Xo = = = XoXq
0 dd 0 a,a,

ou seja, Xy Xo — XoX; = 0. Além disso, se

= : € (Mx(E))4, i=1,2,3
i 3 I ) ) )
Y i 2(E))

entao
0 by C2b3 + b3C2b1> 0

+ =
YiYoys + Y3y )i (Q@%+%@Q 0

Tais identidades inclusive formam uma base para todas as identidades de M,(E).

6.2 IDENTIDADES Z,-GRADUADAS DA ALGEBRA DE MATRIZES DE ORDEM n

Agora iremos definir uma Z,-graduacao na algebras das matrizes de ordem n. Para isso
denote por E;;, 1 < i,j < n, a matriz n X n cuja Unica entrada ndo nula € 1 na i-ésima fileira
e j-ésima coluna. As matrizes E;;, conhecidas como matrizes unitarias, formam uma base de
M,(K) como espacgo vetorial. Para t € 7Z, denote por t a classe de equivaléncia em Z, que
contém t. Para o € Z,, seja /\/l;a) o subespaco de M,(K) gerado por todas as matrizes unitarias
E; taisquej—i=a.

Assim, M9 consiste nas matrizes da forma
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a4 1 0 0
0 a o 0
, @iy, @2 an, €K
0 0 e an,n

e,para0 <t<n-—1, /\/lg) consiste nas matrizes da forma

0 o 0 A e e 0

- : ; a 142 -

0 o0 0 R T
an_ts11 - O 0 0

0 ceapy 0 0

onde ai t41, @.t425 - » @n—t.n» Bn—ts1.1> Bn—t+2.25 - » Ant € K.

Entdo M,(K) é a soma direta dos subespagos M¥:

Ma(K) = Y~ M (6.1)

a€Zn
Note que, de fato, a soma é direta pois classes distintas em Z, nao possuem intersegao.

Agora, observe que

Eis, sej=r

0, sej#r

Ei,j : Er,s =

n

De fato, dadas matrizes A- B = C, temos pela definicdo do produto de matrizes ¢, = Z ak,mbm,-

m=1
Assim, o Unico elemento ndo nulo possivelde E;; - E, ;€1 =1;;- 1,5 e isso s6 acontece se j = r

e acontecera na posicao i, s.

Segue que MP M@ C MP*9 parap,q € {0,1,...,n — 1}. Pois se M® e M@ s3o gerados,
respectivamente, pelas matrizes E;; e E, s taisque j—/ = pe s—r = @, entdo, pelo que
observamos do produto das matrizes E;; e E; s, temos que MP M@ C MP*9 ¢ claro no caso

j#reparaj=rtemosquep+qg=j—i+S—r =35—i ouseja, MP é gerado pelas
matrizes E; s e assim o resultado também vale.
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Assim, a decomposicao (6.1) define uma Z, graduacgéao da algebra M,(KK), a qual sera denotada
por M, (K).

No caso das matrizes 4x4, por exemplo, temos

ai1 0 0 0 0 ap 0 0

0 a 0 O 5 a 0 a 0 T
22 eMﬁf”, 21 23 GMEJ),

0 0 a3 O 0 ax 0 an

0 0 0 agq 0 0 ass 0

0 0 ais 0 0 00 aq4

0O 0 0 a 5 00 O 3

PR ¢ MP.
as1 0 0 0 00
0 ap O 0 as 0 0

Agora, seja {X“,a € Z,} uma familia de conjuntos X'® contaveis distintos. Coloque X =
UannX(o‘) e denote por A[X] a algebra associativa livre gerada pelo conjunto X. Os monémios

{Xi Xy X, 2K =1,2,005 X, Xipy s Xj € X}

formam uma base de A[X] como espaco vetorial. A indeterminada x € X é dita de grau
homogéneo o, denotado por a(x) = a, se x € X“. O grau homogéneo de um mondmio
n= XX, ... X, édefinido por a(n) = av(x;,) + a(x;,) + - - - + a(x;,)-

Para a € Z,, denote por A[X]®) o subespago de A[X] gerado por todos os mondmios de grau
homogéneo «. Note que A[X] - A[X]® C A[X]“*?) para todo «, 5 € Z,. E como

AX]= > AX],
a€Znp
pois é claro que todo monémio possui um grau e ele pertence a uma Unica classe de equivaléncia
de Z,, isso mostra que A[X] é uma algebra Z,-graduada. Seus elementos sdo chamados
Z,-polinbmios graduados ou simplesmente polinémios graduados.

Um ideal / de A[X] é dito um T,-ideal se é invariante sob todo IKK-endomorfismo ~ : A[X] — A[X]
tal que Y(A[X]“) C A[X] paratodo o € Z,.

Seja A = Z A uma algebra associativa Z, graduada. Um polinémio Z,-graduado f(x;, Xs, ... , X)

a€Zn
é dito uma identidade polinomial graduada da algebra Z,-graduada A se f(ay, a,, ..., ax) = 0 para

todo ay, @z, ..., ak € Uaez, A tal que a; € A% s=1,2, ..., k. O conjunto T,(A) de todas as
identidades graduadas de uma algebra Z,-graduada A é um T,-ideal de A[X].

Agora queremos mostrar que as identidades polinomiais Z,-graduadas das matrizes M,(K)
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seguem de

X1Xo — XoXq, a(Xq) = a(xp) =0 (6.2)
X1 XXo — XoXX1, a(X1) = a(Xe) = —a(X) (6.3)

Lema 6.1. A dlgebra graduada M, satisfaz (6.2) e (6.3).
Demonstragdo. Ja que duas matrizes diagonais comutam, segue que M, satisfaz a identidade
graduada (6.2).

Como a identidade (6.3) é multilinear, entdo s6 precisamos mostrar que tal identidade vale

quando

X = Ej

1:X2 = Eiz,jzvx = Er,s

para E, j,, E,, € MY, E, € M"™9 onde 0 <t < n—1, ou seja,

i+t seii+t<n
i+t—n, seij+t>n

p—t sep—t>1
p—t+n, sejp—t<1

, s+t, ses+t<n
S+t—n, ses+t>n

Note que como

Eis i=r
Ei1,j1 'Er,s — { ih,sy N

0, j1 #f
e
E,‘ o, S=
,] bl 2
Ei1,$ . Efz,jg = R .
0, S 7//2
temos E;, ;, E, sE,, # 0 somente quando j; = r e s = j,. Afirmamos que, nesse caso, ii =S =i e
ji = r = jo. De fato, observe que, se j; =iy +ter=s+t— n,entdo de j; = r seque que n= s — iy,

0 que é impossivel pois n > se iy > 1. Assim, as igualdades j; = iy +ter =s+t— nnao
podem valer simultaneamente. O mesmo ocorre com as igualdades r = s+tei = jo — t+n,
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pois, usando que s = ir temos n = s — j, 0 que também é um absurdo. Logo, quando j; = iy + t
temos r=s+teentdo i = b — t, de modo que

i2=s=r—t=j1—t=i1

r=j1=i1+t=i2+t=j2.

Analogamente, quando j; = i; + t — n, ndo podemos ter r = s; pois isso resultaem n=i; — s,
logo devemos terr = s+t — n. Eissonos da i, = b — t + n, ja que, caso contrario, isto &, se
i» = jo — t, chegamos na contradicdo n = , — r. Portanto

b=8S=r—t+n=j —t+n=i

r=j1=i1+t—n=i2+t—n=j2

provando a afirmacao.

Isso nos permite concluir que E;, ; E; sE,, # 0 se, e somente se, iy = s=h € j; = = j>, e entdo,

se e somente se, E;, ,

E,sE; j, # 0. Nesse caso, temos que

E.E sE,j, =Ei,=E,; = E

i2.j2 i2,J2

EF,SEIH J

Caso contrério,

E.EsE,;, =0=E,,E sE .

2,J2 2,f2
Isso prova que (6.3) vale em M,,. O]

A partir de agora iremos denotar por I/, o T,-ideal gerado pelas identidades graduadas (6.2)
e (6.3). Para um inteiro positivo k, denote por Sk o0 conjunto de todas as permutacdes de
{1,2,...,k}. Para xy, Xp, ..., Xxx € X e 0 € S, seja

My = My (X1, Xa, .oy Xk) = Xo(1)X0(2) * * * Xo(k)-

O mondmio multilinear em xy, X, ..., Xk correspondendo a permutagéo identidade sera denotado
por
m = m(X1,X2, ,Xk) = X1Xp * * * Xk
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E claro que a(m) = al(m,) = al(xy) + a(X2) + - - - + a(x,). Além disso, todo polinémio multilinear
graduado f(xq, Xz, ..., Xx) pode ser expresso como

f= Z a, My,

o€ Sk
onde a, € K.

Entendemos por substituicao standard a substituicdo S da forma

X1 = Ei1,j1sX2 = Eiz,/g,-

Xk = E,‘k,/‘k (64)

onde

Js — s = a(Xs) (6.5)

de modo que E;,;, € M™% s =12, ... k. Para um polinémio graduado f(x{, X, ... , X) € uma
substituicdo S, denotamos por f|s o valor de f correspondendo & substituigdo S.

Observe que, quando uma substituicdo do tipo (6.4) é feita, o valor do monémio
my(Xq, X2, ..., Xx) € diferente de zero somente se

j0(1) = i0'(2)1 ja(2) = i0'(3)1 ] ja(k—1) = ia(k) (66)

e nesse €aso My|e4) = Ei, .- Além disso, podemos ver que se um polindmio graduado

(k)"
multilinear f(xi, Xz, ..., X¢) € tal que f|s = 0 para toda substituicdo S, entdo f = 0 € uma identidade

graduada de M,,.

Para um mondmio m,(Xi, Xz, ..., Xk), & € Sk, € dois inteiros 1 < p < g < k, denote por m?% g
subpalavra obtida de m, descartando os primeiros p — 1 € os Ultimos k — q fatores:

MPY = Xo()Xo(pt) - Xo(q)-
Lema 6.2. Para qualquer o € Sy, existe uma substituicao standard S tal que

mO’(X'I!XZs st)‘S 7/0

Demonstracdo. Faremos a demonstragao por indugdo em k. O caso k = 1 é trivial pois isso
sempre vai ocorrer. Tome k > 1 e seja a(xx) = t para algum inteiro 0 < t < n. Pela hip6tese de
inducao, existe uma substituicdo standard com

X0(1) = Ei1 vj1 ’ XU(2) = Efz,jz’ ety XO’(k—1) = El‘k,1,jk,1 (67)
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tal que mt"—1 = E, 0. Assim, basta fazer x4 = E, ., onde, para respeitar a(x) = t,
q o (k) jk—1:jk

1ofk—1

devemos ter

. Jk1+t sejfy g+t <n
k=19 . .
ki +t—n, sejf_1+t>n

e entao obtemos

mo‘(x1 y X2y wen s Xk) = E"1,/'k—1 E/k—h/k _T/O

O
Lema 6.3. Se m, |4 # 0, entdo, para quaisquer1 < p < q < k,
a(mPM) = jr@) — lo(o)-
Demonstracdo. Por (6.5) e (6.6), temos que
a(mPY) = (X)) + A(Xo(g1) + * + + + U(Xo(p))
= Jot@) — lot@ +Jota—1) — lolg—1) + " " + Joip) — Io(p)
Agora, como m,|e.4) # 0, teMOS iy(g) = jog—1)s lrig—1) = Jo(g—2)s -+ » lo(p—1) = Jo(p) € ENtAO
aA(mPY) = fri) — lote-
0

Lema 6.4. Se, dada uma permutacdo o € Sy, existe uma substituicdo standard (6.4) tal que

My (X1, X2, ..., Xk)|(6.4) = m(Xxy, Xo, ..., Xk)|(6.4) #0

entao
mO'(X1JX2a ey Xk) = X1 n(XZ! X3y e 5Xk) (mOd ln)

para algum mondmio n(Xxz, X, ..., X) = Xp X +.- X, -

Demonstragao. Suponha que o(1) # 1, pois, caso contrario, o resultado é imediato. Nosso

objetivo € escrever

m, = mMa=1 . mlan . mlrt
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tal que

€ Xy(q = 1. Ou entdo como

mo_ = mgyp_1] . mg)vq_ﬂ . mg—]!r] . m[o’-’+1!k],

tal que

1,p—1 , g—1
a(m P = a(mld) = —a(mPY)

e Xy(q = 1. Pois assim, em ambos os caso, respectivamente por (6.2) e (6.3), temos que

m, = mg,q—ﬂ . mgq,r] ) mgn,k]

— , 1,9—1 1,k
= m[o?"] . mET g—1] , mg+ ] = XO’(q)Xlg ‘e Xlk = X1XI2 ‘e Xlk (mod In)

m, = mg,p—ﬂ ) m[f'q_” . m[;?,r] . mgn,k]

= m([;?!r] . m[op!qiﬂ . mg!pfﬂ . m[f+1,k]

o = Xo(q) X =+t Xie = X4 Xpp * -+ Xy (mOd In):

provando o resultado. Assim, para isso, observe que como (1) # 1, temos que o~ '(c(1)) = 1 <
o~ '(1). Seja t o menor inteiro positivo tal que o' (t + 1) < o~ '(1). E claro que

1<ot+1) <o (1) <o ().

Como, por hipétese,

EijiBip -+ Eicje oot Eiveioe " " Eiooto #0

segue que iy = iy, ji = i1 €, paratodo s > 1, jys—1) = iys)- ASsim, colocando p = a“(t +1),
g=0c"(1)er=o0""(t)temosque 1 < p < g < r oM jyg1) = Irg = lo1) (POIS g > 1),
Jotr) = lo(p) € quando p > 1, jy(p—1) = Ix(p)- Primeiro considere o caso p > 1, das igualdades
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Jot) = lop) = Jop—1) € Jotg—1) = lo(g) = lo(1);

obtemos que

Jotp—1) = Io(t) = lo(p) = Jotg—1) = Jotr) — loiq) = o

para algum f, € Z. Pelo Lema 6.3, temos que

1,01 —_ )
a(m[g ) = Jo(p—1) — lo(ty = to;
(m[P,Q—ﬂ) = o — = —1

alms; = Jo(g—1) — lop) = —lo;

a(m®) = [ = ivg = b

Em, =m P~ mpa=tl. mlan. pl+tH ] obtendo o resultado desejado através do segundo caso
dito no inicio, isto €, usando (6.3). Agora, se p = 1, temos jy(g—1) = Iy(q) = lv(1) = Jo(r), €, NOVamente
pelo Lema 6.3,

191\ _ 7T 7 _n@.
oz(mE, -1 = Jo(g—1) — lot) = 0;
a(m?") = o) — log) = 0.

E entdo caimos no primeiro caso dito anteriormente, o qual prova o resultado utilizando (6.2).
Assim completamos a demonstracao. O

Lema 6.5. Se, dada uma permutacdo o € Sy, existe uma substituicdo standard (6.4) tal que
My (X1, X2, ..., Xk)’(6.4) = m(xy, Xp, ..., Xk)’(6.4) #0

entao

My (X1, X2, .. s Xk) = M(X1, X2, ..., X) (mod ).
Demonstragdo. Seja r o maior inteiro positivo tal que
My (X1, X2y ev s Xk) = X4 Xo = Xp = N(Xpyq, -.r , Xg) (MO 1)

para algum mondémio multilinear n = n(x,,, ..., X¢). lremos mostrar que r = k. Suponha o
contrario, isto é, que r < k. Entao é claro que r < k — 2, pois se r = k — 1, sendo r o maior

inteiro tal que a congruéncia acima acontece, obtemos uma contradicdo. Assim, como /, € o
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ideal gerado por (6.2) e (6.3), € sendo essas, pelo Lema 6.1, identidades da algebra graduada
M., usando a definicdo de congruéncia temos que

X1 X2 .o Xy - n|(6.4) = m0'|(6.4) = m‘(6.4) # 0.
Combinando isso com

XiXp .. Xp - N|gay = Ejjy - -+ Ej, - N|eay = Eiyj, - N6

m|(6.4) = E, i Ei,,j, : {Xr+1Xr+2 o 'Xk}|(6.4) = Ei,,j, : {Xr+1Xr+2 . 'Xk}’(6.4)s

obtemos

N(Xrs1, Xrs2s oo s Xi) | (6.4) = Xrs1 Xra2 * - Xi| 6.4) # 0.

Ent&o, pelo Lema 6.4, existe um mondmio multilinear n'(x,.2, X.3, ... , X¢) tal que
_ /
N(Xrits Xri2y ooy Xk) = Xrst * N (X2, Xpa3s e 5 X¢) (MO ).

Logo

My = X4+ X - n(Xr+1: st) = X9 X Xpe n/(xr+2s Xr43y oee s Xk) (mOd In):

contradizendo nossa escolha do nimero r. Isso completa a demonstragéao. O

Pelo Lema 6.5 obtemos o seguinte:
Se, para duas permutagdes o, T € S, existe uma substituicdo standard S tal que
mo—(X1 y X2y euny Xk)|$ = mT(X1 y Xoy ey Xk)|$ }/0,

entao

My (X1, Xoy ey X)) = M-(Xq, X2, ..., Xg) (Mod /).

Teorema 6.1. Toda identidade polinomial graduada da algebra Z.,-graduada M, segue de

X1Xo — XoXy, (X)) = a(x2) =0 (6.8)

X1 XXo — XoXX1, (Xq) = a(X2) = —a(x) (6.9)

Demonstracdo. Como K é um corpo de caracteristica zero precisamos provar apenas que
qualquer identidade polinomial graduada multilinear f(xi, x5, ..., Xx) de M, pertence a /,. Para

iss0o, seja r o menor inteiro ndo-negativo tal que o polinémio f possa ser escrito, médulo /,, como
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uma combinacao linear de r monémios multilineares, isto é,
r

f= E ay,My, (Mod /),
q=1

onde 0 # a,, € K, 01,0, ...,0, € S. Precisamos mostrar que r = 0. Suponha, por contradig&o,
que r > 0. Pelo Lema 6.2, podemos encontrar uma substituicdo standard S tal que m,,|s # 0.
Como

my |s € {Eij:i,j=1,2,..,nfU{0},q=1,2,...,r,

r

aO'1 m0'1 |S = Z(_ao'q)quLSi
g=2

segue que existe pelo menos um inteiro p € {2,3, ..., r} tal que m, |s = m,,|s. Entdo, pelo
Corolario 6.2, m,, = m,, (mod I,), tal que

r p—1 r
f= E Ay, My, = (@, + agp)mg1 + E 85, My, + E 85, Mg, (mod 1),
g=1 q=2 g=p+1

ou seja, f pode ser expresso, moédulo /,, como uma combinagao linear de r — 1 mondémios
multilineares, o que contradiz a nossa escolha de r. Assim, s6 podemos ter

f=0 (mod /).

Isso completa a demonstragéo do teorema. O
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