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RESUMO

Neste trabalho, estudamos os conceitos de grau relativo e grau local para aplicacbes
definidas entre variedades diferenciaveis. Além disso, definimos o indice de Poincaré-Hopf e
vimos propriedades relevantes sobre esse indice como o célebre Teorema de Poincaré-Hopf. Na
sequéncia, demonstramos este teorema para o caso de variedades suaves e fizemos um breve
estudo de generalizagdes deste importante resultado para os casos de variedades diferenciaveis
com bordo e variedades singulares.

Palavras-chave: Variedades Diferenciaveis. Grau Topoldgico. Aplicagdes Diferenciaveis.
Poincaré-Hopf. Variedades Singulares.



ABSTRACT

In this work, we study the concepts of degree and local degree for maps between manifolds.
Furthermore, we define the Poincaré-Hopf index and study some relevant proprieties of this index
such as the famous Poincaré-Hopf Theorem. In the sequence, we prove this theorem in the case
of manifolds and we present a brief study about some generalizations of this important theorem
in the case of bordered manifolds and singular varieties.

Keywords: Manifolds. Topological Degree. Differential Maps. Poincaré-Hopf. Singular varieties.
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1 INTRODUCAO

Seja f: Q2 € R™ — R" uma fungéo continua. Um problema amplamente estudado em
diversos campos da matematica é o de encontrar solugdes para equacdes do tipo f(x) = y, seja
para demonstrar a existéncia ou a unicidade de solugbes. Neste sentido, existem diversas areas
da matematica que abordam este tipo de problema. A teoria do grau topolégico, presente em
muitas areas da matematica, nos fornece diversas informacdes de problemas como mencionado
acima. Por exemplo, a teoria do grau € fundamental para provar a existéncia de solugbes em
problemas elipticos néo lineares com condic¢éo de fronteira de Dirichlet no estudo de equages
diferenciais parciais.

Assim, o objetivo principal deste trabalho é o estudo do grau topolégico de aplicacdes
diferenciais entre variedades diferencidveis. Para isso, inicialmente, fizemos um estudo preliminar
sobre o conceito de variedades diferenciaveis.

Primeiramente, motivamos tal estudo com as superficies diferenciaveis e, logo apds,
definimos tais variedades. Na sequéncia, concentramos nossos estudos nos espacos vetori-
ais tangentes a essas variedades, 0s quais possuem grande importancia no estudo do grau.
Ademais, finalizando esta etapa, definimos aplicacdes diferenciaveis entre essas variedades,
estudamos propriedades destas aplicagbées e introduzimos conceitos de transversalidade de
aplicagbes, homotopia e orientagdo em variedades, sendo eles essenciais para alguns resultados
seguintes.

Na secéo seguinte, definimos o grau relativo de uma aplicagao entre variedades diferen-
ciaveis e demonstramos diversos resultados sobre este objeto, tais como a independéncia do
calculo do grau de uma aplicagcio ao ponto escolhido sob certas hipéteses.

Em seguida, definimos o grau local de uma aplicagdo e provamos diversos resultados
recorrentes do estudo do grau relativo, visto anteriormente.

Na sequéncia, definimos o indice de Poincaré-Hopf utilizando o grau local visto anterior-
mente. Além disso, estudamos algumas propriedades deste indice e definimos a caracteristica
de Euler de uma variedade diferenciavel, com o objetivo de enunciar e demonstrar o célebre
Teorema de Poincaré-Hopf.

Finalmente, provamos o Teorema de Poincaré-Hopf e estudamos brevemente algumas

generaliza¢des deste importante resultado para o caso de variedades singulares.



2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Nesta secao, faremos um estudo sobre as variedades difereciaveis. Inicialmente, estu-
daremos Superficies Diferenciaveis, um caso particular de variedade que servira de motivacao
para o estudo de variedades diferenciaveis.

Posteriormente, definiremos variedades diferenciaveis no contexto geral e faremos um
estudo acerca deste objeto.

As referéncias utilizadas foram Lima (2011), Judice (2012) e Manfredo (2014).

2.1 SUPERFICIES DIFERENCIAVEIS

Para tratarmos de superficies em R", primeiramente, fagamos algumas definigdes rele-
vantes.

Defini¢cao 2.1.1. Sejam U C R"™ um conjunto aberto e f : U — R™" uma aplicagao diferenciavel.
Dizemos que f é uma imers&o quando, para todo x € U, a derivada f'(x) : R™ — R™" é uma
transformacdo linear injetora.

Definicao 2.1.2. Seja f : U C R™ — R" uma aplicagao diferenciavel no conjunto aberto U. O
posto da aplicacédo f no ponto x é a dimensao da imagem de sua derivada f'(x) : R™ — R”, ou
seja, é o posto da transformagao linear f'(x).

Observagdo 2.1.3. Sendo f = (f;,..., f,) : U C R™ — R” umaimerséo, sendo f, : U C R” — R,
i=1,...,n dado x € U, sua derivada f(x) : R™ — R” é injetora. Como consequéncia, temos

of
a) { (x) = f(x)(e) € R";i=1,...,mp, & um conjunto de vetores linearmente inde-

Ox;
pendente, em que {ey, ..., &y} € uma base de R™;
b) m< n;
L . of; . . .
¢) A matriz jacobiana, 8_X(X) i=1,...,n j=1,..,mtem posto m, ou seja, m
’l nxm

vetores coluna sdo linearmente independentes, ou ainda, a dimensao da imagem de
f'(c) é m.

Definicao 2.1.4 (Parametrizagédo). Seja U C R™ um conjunto aberto. Um mergulho de classe
C* de U em R" é uma imersdo de classe C*, v : U — R" tal que ¢ é um homeomorfismo entre
U e p(U). Nessas condicdes, ¢ é chamado de parametrizacdo de classe C* e dimensao mdo
subconjunto p(U) C R".

Vejamos alguns exemplos de parametrizacdes.

Exemplo 2.1.5 (Parametrizagbes de dimensao 1). Sendo / C R um intervalo aberto e, conside-
rando um caminho de classe C*, ¢ : I — R", © é um mergulho se, e somente se, ¢ : | — o(l) é



um homeomorfismo e ¢'(t) = (¢} (1), .., ©},(t)) # (0, ..., 0), paratodo t € I.

Notemos que, supondo que para algum t € [, ©'(f) = 0, teriamos a transformagéo
©'(t) : R — R" identicamente nula, ou seja, ¢'(t)(v) = 0, para todo v € R. Consequentemente,
ker(¢'(t)) = R e (1) ndo seria injetora.

Exemplo 2.1.6 (Parametrizagdes de Dimensédo 2 em R®). Seja U C R? um conjunto aberto e
0 : U — V=) C R®uma parametrizagdo. Nessas condi¢des, o conjunto V é chamado
de superficie local e, sendo (X1, X2) = (©1(X1, X2), P2(X1, X2), ©3(X1, X2)), com a = (X1, X2) € U,
definimos

(3901 0> 8@3)
Vi =

aX1 ’ 8X1 ’ 8X1
Vo = 6(701 8(,02 8@3
2= 8X2 ’ 8X2 ’ 8X2
e
[ D4 i1 i
g—x1(a) g—x2(a)
_| 92, Ove
J(p(a)) = g)ﬁ (a) gXZ (a)
¥3 ¥3
L Ox @ O0xz @ i

Afirmar que ’(x) é injetora para todo x € U equivale a dizer que os vetores vy e v» sd0
linearmente independentes, para todo x € U, ou ainda, que o produto vetorial vy X v, seja ndo
nulo.

Em geral, o vetor n(x;, X2) = v4 X v» € chamado de vetor normal a o(U) no ponto ¢(xy, X2).
Com isso, vamos a definigcao de superficie.

Definicdo 2.1.7. Uma superficie de classe C* de dimensdo m do R” é um subconjunto ndo
vazio M = M™ C R" tal que, para cada p € M existe uma vizinhanga aberta U que possui uma
parametrizagdo de classe C* e dimensao m, ou seja, existe ¢ : Uy C R™ — U C M que é uma
parametrizacdo de classe C* e dimensao m de U. Chamamos o niimero n — m de co-dimenséo
de M.

As hiperficies apresentadas na Definicdo B .2.1 sdo importantes exemplos de superficies.

Proposicdo 2.1.8. M C R™' é uma superficie de classe C* e dimensao n se, e somente se, M
é uma hiperficie de classe C*

Demonstracdo. Suponha que M é uma superficie de classe C* e dimenséo n. De fato, sendo
p € Mqualquere U, C UNM C R™' com U aberto, uma vizinhanca aberta de p munida de
uma parametrizagao de classe C* e dimensao n, existe V, C R" aberto, tal que ¢ : V, C R" —
U, C R™" é uma parametrizagao.
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Como ¢ € um mergulho, em particular, € um homeomorfismo, logo, existe um unico
q € V, C R" tal que ¢(q) = p.
Definindo f : U C R™' — R dada por f(xi, ..., Xns1) = Xps1, teremos f(p) = pp.1 €

of

aXn+1

(p) =140,

Logo, a matriz de ordem 1 x 1, { (p)} serd invertivel.

aXn+1
Assim, do Teorema B .1.10, existem abertos Z C U,comp € Z,ac€ V C R" e

&V — Rtalque £(a) = p,.1, satisfazendo
F (Pnet) NV Z = {(X1, ooy Xy EXty ons Xn)); X = (X4, vy Xn) € U}

Tomando M N Z, teremos M N Z # (), pois p € M N Z e tal conjunto sera localmente
grafico de uma restrigdo de & que é de classe C¥. Portanto, como tomamos p arbitrario, segue
que M é uma hiperficie de classe C*.

Reciprocamente, se M C R™" ¢ uma hiperficie de classe C¥, por definigdo, dado p € M
qualquer, existe um aberto V C R™' talque p € V e V N M é gréfico de uma fungéo f : U C
R" — R, com U aberto em que para algum i =1,...,n+1vale x; = f(X{, ..., Xi—1, Xis1s - » Xps1)-
Para simplificar notacdo, suporemos que i = n+ 1.

Assim, definindo ¢ : U C R” — R™', dada por

O(Xqy ooy Xp) = Xty oov s Xy F(Xq, -5 X)),

teremos ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem ¢(U) = V, pois V seré grafico de f e, portanto,
€ homeomorfo ao seu dominio.
Além disso, dado x € U qualquer, a jacobiana de ((x) serd dada por

[ Oy D1 Op1, ]
gm ) gX2 ) gxn )
P2 P2 Y2
% X e X
J(p(x)) = 8X1_( ) OX%( ) 8)‘7( )
a(an-A a@n;A agan-A
O0X4 X 00X 0 Oxp () 4 (n+1)xn
— 0 |
0
o o
L Oxq p 0Xo P Oxn P < (n+1)xn

A matriz acima tera posto n. Consequentemente, ¢'(x) seré injetora. Portanto, ¢ sera
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uma parametrizacado de U sobre V de dimenséo n.
Como tomamos p € M arbitrario, segue que M é uma superficie de classe C* e dimenséo
n. O

Uma superficie M, definida acima, é um subconjunto de R", logo possui a topologia
induzida de R" e, portanto, o conjunto aberto U pode ser visto como a intersecdo de M com um
subconjunto aberto de R".

Assim, uma superficie de dimensado n em R"” sera um subconjunto aberto de R", pois
podera ser expresso como a uniao arbitraria de subconjuntos abertos.

Por outro lado, se M for uma superficie zero-dimensional, ou seja, dado p € M, existe
uma vizinhanga de p dotada de uma parametrizagdo com um ponto, entdo M sera um conjunto
de pontos isolados.

Vejamos um exemplo interessante de superficie.

Exemplo 2.1.9. A esfera unitaria S” é uma hiperficie de classe C> compacta em R™'. Logo,
pela Proposicédo 2.1.8, S" é uma superficie de classe C* e dimensio n.

Sejam M C R" uma superficie de classe C* e U C M um conjunto aberto dotado de uma
parametrizagdo ¢ : Uy C R™ — U C R". Os pontos de U sao determinados por m parametros,
visto que p € U implica p = p(xy, ..., Xpn), sendo (X1, ..., Xm) € Up.

Além disso, se tivermos um difeomorfismo de classe C*, £ : V — Uy, entdo

po&:V—=>U

serd ainda uma parametrizagdo de U, pois, como ¢ é uma parametrizagado, ¢ € um homeo-
morfismo sobre sua imagem e ¢’(x) é injetora para todo x € U. Por outro lado, como £ é um
difeomorfismo, temos & bijetora, diferenciavel e sua inversa também diferenciavel.

Assim, ¢ o £ sera diferenciavel, para cada x € £(V), teremos ¢'(£(x)) injetora e, como a
composigao de aplicagdes continuas é ainda continua, ¢ o £ serd um homeomorfismo sobre sua
imagem U.

Nessas condicdes, a aplicagao £ é chamada de mudanga de coordenadas.

Vejamos agora que essa € a Unica maneira de obter novas parametrizagdes de U. Para
isso, utilizaremos alguns resultados.

Teorema 2.1.10. Sejam M C R" uma superficie de dimensdo m e classe C*, V. C M um
conjunto aberto e p : U C R™ — V C M uma parametrizagdo. Entdo, para cada p = ¢(x) € V,
existe uma projecdo m : R" — R™ tal que w o ¢ é um difeomorfismo entre abertos Z C U e
WcR" comx e Z.



Figura 2.1 — Diagrama Teorema 2.1.10
M
— L‘f
\l"v“ | .//,*I
W
L]

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstragéo. De fato, como ¢ é uma parametrizacéo, ¢’ (x) é injetora para todo x € U. Assim,

Op; . ,
considerando a matriz jacobiana J(p(x)) = [@—i'(x) teremos que tal matriz tera posto
) nxm
m, logo m vetores linha linearmente independentes. Ordenando os indices desses vetores

8@”1(
0x
Consequentemente, considerando a projecdo 7 : R” — R™ a qual projeta as coordenadas

por iy < ip < -+ < Iy, teremos que a matriz J = { (x)} k = 1,..., m serd invertivel.
mxXm

de indice ik, k = 1, ..., n, teremos que J serd a matriz jacobiana de 7 o ¢ e, pelo Teorema da
Aplicagéo Inversa (Teorema B .3.31), o resultado segue. O

Corolario 2.1.11. Toda superficie de classe C* é localmente gréfico de uma aplicagdo de classe
ck.

Demonstracdo. Seja M C R” uma superficie de classe C* e dimensao m e considere ¢ : U C
R™ — V C M uma parametrizagéo do aberto V. Pelo Teorema 2.1.10, para cada p = p(x) € V,
existe uma projecédo 7 : R” — R" tal que 7 o  é um difeomorfismo entre abertos Z C U e
WcR" comx e Z.

Assim, tomando 7 dessa forma e escrevendo os elementos de R” como z = (x, x'), em

que x = m(z) e sendo W = ((Z), como 7 o ¢ é um difeomorfismo, a aplicagéo 1) = p o (To @)™ :



13

W — V sera uma parametrizagdo. Ademais, dado x € R™, temos

T(W(x)) = 7o [po (1 0 9)"X)
= (mop)o(mow)(x) = x.

Logo, ¥(x) = (x, x).
Portanto, V é o gréafico da aplicagdo de classe C* f : W — R™ " definida por f(x) = x'. [

Corolario 2.1.12. Sgjam V, C R™ e U, C R’ conjuntos abertos, V C R" um conjunto qualquer
ey : Vo — V uma parametrizacdo de classe C*. Se f : U, — V é uma aplicagdo de classe C*,
entdo a composta ' o f : Uy — V, é de classe C* e paracadax € Uy e z= (¢ " o f)(x), vale
(oY) =[¢'(2] " o f'(x).

Demonstragdo. De fato, dado a € V, com ¢(x) = a = f(y), pelo Teorema 2.1.10, sabemos que
existe uma projecdo 7 : R” — R™ tal que 7 o ¢ é um difeomorfismo de classe C* sobre um
conjunto aberto de R™. Assim, tomando uma vizinhancga de x, teremos que

@ lof=(mogp) lomof.

Portanto, como a composicao de aplicacdes de classe C* é uma aplicagdo de classe C*,

1

segue que ¢~ ' o f é de classe C.

Por outro lado, tomando h = 90’1 o f, teremos ¢ o h = f, logo, aplicando a regra da cadeia,
obtemos

@l o F) (@™ o £ (x) = F(x).

Aplicando a inversa da aplicagdo derivada (¢ ' of(x)) restrita aimagem de ¢/ (¢~ " of(x)),
obtemos

(P~ o f'(x) =[¢' (e~ o FON) " o f'(x) = [¢'(2)] " o ().

Uma consequéncia direta do Teorema 2.1.10 com o Corolario acima € a seguinte.

Corolario 2.1.13. Segiamyp: UCR" - VCR" ey : W C R™ — V C R" parametrizagbes
de classe C*. Entdo, a mudanca de coordenadas & = 1" o ¢ é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstragdo. De fato, pelo Corolario acima, teremos & de classe C*. Fazendo £ ' = o' 0 1),
novamente, do mesmo Corolario, £ ' sera de classe C*. Assim, como ¢ e v sdo bijetoras sobre
as respectivas imagens, segue que ¢ é um difeomorfismo de classe C*. O]

Com isso, podemos concluir que a maneira de conseguir novas parametrizagoes de
um subconjunto U C M de uma superficie de classe C* e dimensdo m é Unica, pois, sendo
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p:VCR™ = Uety: W CR" — Z parametrizagdes quaisquercom UNZ # (e U,Z C M,
teremos que a aplicagéao

=y loppT(UNZ) >4 (UN2)

€ um homeomorfismo de abertos do R™.

Além disso, do Corolario 2.1.13, segue que ¢ é um difeomorfismo, implicando que toda
mudanca de coordenadas serda obtida por meio de difeomorfismos de abertos do R".

Na sequéncia, podemos estender o conceito de diferenciabilidade, antes definido sobre
conjuntos abertos de R”, agora para um caso mais geral, que é o seguinte.

Definicdo 2.1.14. Seja M C R" uma superficie de classe C* e dimensdo m. Dizemos que
f : M — RP é diferenciavel no ponto p € M quando existe uma parametrizagdo ¢ : U C R™ —
V CR", comp € V C M,declasse C" tal que f o ¢ : U — RP é diferenciavel no ponto q € U,

sendo ©(q) = p.

A definigdo acima nao depende da parametrizagédo ¢ escolhida, pois, sendo ¢ : W C
R™ — V uma parametrizagdo de classe C* qualquer, do Corolario 2.1.12, segue que

foi=(fop)o(p™ o)

é diferenciavel no ponto »'(p) = g, sendo W uma vizinhanga qualquer do ponto q.
Com isso, podemos estender também o conceito de uma aplicagdo f : M" — RF ser de
classe C*, mas isso s6 iré fazer sentido se considerarmos M uma superficie de classe C".
Assim, podemos fazer outra definicao de diferenciabilidade, porém entre superficies.

Definicdo 2.1.15. Sejam M" C RP e N" C RY superficies de classe C*. Dizemos que uma
aplicagéo f : M" — N™ ¢ diferenciavel em um ponto p € M" quando, considerando f : M" — RY,
f é diferenciavel nesse ponto.

Novamente, o conceito de aplicagdo acima ser de classe C* sera uma extenséo do que
vimos anteriormente. Logo, dizemos que f : M" C R? — N™ C RY é de classe C* quando para
cada p € M", existir uma parametrizacdo ¢ : U — V C M", com p € V de classe C tal que
fo ¢ é de classe C¥.

Do Corolario 2.1.12, tal definicdo vale para qualquer parametrizagao de classe C*.

Com essas definigdes, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.16. Sejam M C RP e N C RY superficies de classe C* e dimensdo n e m,
respectivamente e f : M — N uma aplicagdo. Entéo, f é de classe C* se, e somente se, para
todo p € M, existem parametrizagdes de classe C* o : U — V C Mev : W — Z C N, com
peV, f(V)C Ztaisquey ' ofoy:U— W éde classe C*.

Demonstracdo. De fato, dado p € M, considerando uma parametrizagdo ¢ : W — Z C N de
classe C*, com f(p) € Z, como f : M — N é de classe C¥, segue que f é continua. Assim, pela
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continuidade de f, existe uma parametrizagdo ¢ : U — V C M, com f(V) C Z. Assim, como
f € C*, por definicdo, fo v : U — Z C RY é de classe C*. Logo, pelo Corolario 2.1.12, segue
quety ' ofoyp:U— Wédeclasse C*.

Reciprocamente, se w,1 ofoyw : U — W éde classe C*, como 1 é de classe ck,

teremos
Ypo@ lofop):U—Z=fop:U—2Z

de classe C*.
Portanto, como ¢ € C*, segue da definicdo que f € C*. O

Corolario 2.1.17. SendoM C R", N C R" e P C R® superficies de classe C* e dimensao d;, d»
e ds, respectivamente, sef: M — N e g : N — P sdo de classe C*, entdogo f: M — P é de
classe C*.

2.2 O ESPACO VETORIAL TANGENTE A UMA SUPERFICIE

No apéndice B .2 deste trabalho, fizemos uma motivagdao ao estudo de superficies e
variedades diferencidveis por meio de hiperficies e seus espacos tangentes. Assim, é interessante
analisarmos como se comporta o Espaco Tangente a uma Superficie. Veremos posteriormente
que esses espacos possuem varias propriedades e nos trazem varias informagdes relevantes
sobre a superficie.

A seguir, definimos o espaco tangente a uma superficie.

Definicdo 2.2.1. Sejam M C R™ uma superficie de classe C* e dimensdon, v : U C R" —
V C M uma parametrizagao e p = ¢(x) € V um ponto qualquer. O espago tangente a M no
ponto p é o espaco vetorial de dimens&o n dado pela imagem de ¢'(x), ou seja, é 0 espago
vetorial ¢'(x)(R"). Denotamos tal espago por ToM.

Como ¢ é uma parametrizagéo, ¢'(x) € injetora. Consequentemente, o conjunto dos
vetores

g—fi(x) =o' (x)(e),i=1,...,n,
formam uma base de T,M.

Ademais, como T,M é um subespago de R™, obrigatoriamente tal subespaco passa pela
origem. Entretanto, o representamos graficamente como a variedade afim tangente p + T,M,
paralela a T,M e passando por p.

Além disso, a definicdo do espago tangente a M no ponto p independe da escolha da
parametrizagéo, pois, sendo T,M = O'(x)(R"), comp : U C R" — V C M e tomando outra
parametrizagdo qualquer ¢ : W C R" — Z C M, pelo o que vimos anteriormente, a mudanca de
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coordenadas £ =9 "o 1 (VN Z) — (VN Z) é um difeomorfismo, consequentemente,
pela Proposicao B .3.20, £'(x) : R™ — R sera um isomorfismo, ou seja, &'(x)(R") = R". Assim,
como ¢ = 1) o &, dado v € R" qualquer, aplicando a regra da cadeia, obtemos

Logo, chamando £(v) = z, obtemos
P'()R") = 9'(2) o &' (R") = P (2)(R").

Com essas consideragdes, conseguimos exibir uma caracterizacdo semelhante ao caso
de hiperficies para o espaco tangente de uma superficie qualquer.

Proposicdo 2.2.2. Seja M C R™ uma superficie de classe C* e dimensdo n. Dadop € M, o
vetor v pertence ao espago T,M se, e somente se, v = X'(0), sendo \ : (—e, ) — M diferenciavel
com \(0) = p.

Demonstragéo. De fato, tomando v € T,M, por definicdo, existe uma parametrizagdo ¢ : U C
R” — V C M, com p = ¢(x) € V tal que v = ©'(x)(u), para algum u € R”, ou seja, da definigdo
de diferenciabilidade de aplicacoes,

(X + ) — ¢(X)

v =1lim
t—0

Definindo A : (—¢, &) — M por A(t) = p(x + tu), temos A\ diferenciavel, A\(0) = p(x) = p e,
pela regra da cadeia, \'(0) = ©'(x)(u) = v.

Reciprocamente, sendo v : (—¢,e) — M um caminho diferencidvel qualquer tal que
v(0)=pey:UCR"— V C Muma parametrizagdo tal que p = ¢(x) € V. Supondo sem
perda de generalidade que Y((—¢, €)) C V, pelo Corolario 2.1.10, temos ¢~ o ~ diferenciavel e

(P o) (0) =" (¢ oy (0)] " 07 (0) = (¢~ 079)(0) = [¢'(X)]" 0 +/(0).

Aplicando ¢'(x) de ambos os lados , obtemos

@' (X) (™" 09)(0)) = +(0).

Portanto, 7'(0) € T,M. O

Alguns exemplos de espacgo vetorial tangente que podemos exibir s&o o caso em que
a superficie possui dimensado 0. Neste caso, 0 espaco vetorial tangente a um ponto dessa
superficie é apenas o vetor nulo.

Por outro lado, se considerarmos uma superficie de dimensdo nem R", o espaco vetorial
tangente sera o proprio R".



17

Outro exemplo de superficie é a esfera unitaria S” de R™". Aqui, dado um ponto p € S”,
o espago tangente T,S” sera o complemento ortogonal do vetor p, p~ = {v € R™"; (p, v) = 0},
como vimos anteriormente.

Definicdo 2.2.3. Sejam M C R"” uma superficie de classe C* e dimensdone v : U C R" —
V C M uma parametrizagdo. O referencial mével associado a ¢ no ponto p = (x) € a base do
espaco vetorial tangente a M no ponto p

Op Oy Op
By(x) = {8x1( X), axg(x)""’ax,,(x)}'

Como B, (x) é uma base de T,M, dado v € T,M, podemos escrever v da forma

V_Za, x),a € R.

Se considerarmos outra parametrizagdo ¢ : W C R" — Z ¢ R™talque p € Z,
determinemos as coordenadas de v na nova base By (y), sendo p = 9(y). Para isto, consideremos
a mudanga de coordenadas £ = ¢ o 1 (VNZ) — ¢~ (VN 2Z). De fato, ¢|,-1(vnz) = o &.
Aplicando a regra da cadeia, obtemos

Assim

g—fi(x) = ¢'(x)(e)
= Y (€0)(E (x)(e))
= ¢'(§(x)) (,Z;: g—i( ) ,)
= i g—i(xw’(ax»(e,)



18

. . B )
Ou seja, a matriz mudancga de base MB;f’((f)) sera dada por

9% 9 9
8x1( ) 8x2( ) 8x,,( )
(952() 352() 352()
Mgw(y) = 8X1 8X2 ax,,
0(X) . ’
3{,, 8{,, 35,,
8x1( ) axg( ) 8xn( )

que é a matriz jacobiana de ¢ calculada em x. Logo,

n 890 n 82[)
v= Zj a7 () = Zj b, )

em que

05,
bi = Zax,
j=1

Agora, com intuito de generalizar um resultado visto sobre fung¢des diferencidveis, vejamos

uma definicdo de valor regular para uma aplicacéao diferenciavel

Definicdo 2.2.4. Seja f : U ¢ R™" — R" uma aplicagao diferenciavel no aberto U. Um ponto
¢ € R" é um valor regular de f se, e somente se, para todo x € U tal que f(x) = ¢, temos
f(x) : R™" — R" sobrejetora.

De fato, quando n = 1, se ¢ é valor regular, dado x € U tal que f(x) = ¢, f'(x) : R™ — R
é sobrejetora. Em outras palavras, f'(x) nao é identicamente nula, ou seja, grad(f(x)) # O.
Portanto, tais definicbes sado equivalentes quando considerado o caso de fungdes dlferen0|ave|s.
Assim, vejamos um resultado sobre valores regulares para superficies.

Teorema 2.2.5. Sejaf: U C R™" — R" uma aplicacdo de classe C* e ¢ € U um valor regular
de f. Entdo, a imagem inversa M = f~'(c) = {x € U; f(x) = ¢} é uma superficie de classe C* e
dimensdo m em R™". Além disso, o espaco vetorial tangente T,M em cada p € M é o nucleo
de f'(p) : R™" — R", definido porker(f'(p)) = {x € R™" : f'(p)(x) = 0}.

Demonstracdo. De fato, como f é uma aplicacao de classe C* e ¢ um valor regular de f, dado
p = (a,b) € M, f(p) é sobrejetora, logo, a imagem de f'(p) possui dimenséo n. Em outras
palavras a matriz associada a transformacao derivada possui posto n. Logo, ordenando indices
ih < ip < --- < iytais que 0s nvetores colunas desses indices sejam linearmente independentes

e tomando a matriz

of; oL .
—(p) =1,y ihef=1,...,n,
%" ] pxn
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tal matriz sera invertivel e, pelo Teorema B .1.10, existem abertos Z C U,comp e Z,VC R" e
uma aplicagéo ¢ : V — R”, com £(a) = b de classe C¥ tais que f'(c) N Z = {(x, £(x));x € V}.

Em outras palavras, f~'(c) é localmente grafico de uma aplicacéo de classe C*. Assim,
considerando ¢ : W C R — M dada por ¢(x) = (x, £(x)), teremos que ¢ é uma parametrizagéo
de todo o conjunto M. Portanto, f~'(c) = M é uma superficie de classe C* e dimensédo m.

Ademais, dado p € M e sendo T,M o espaco vetorial tangente a M no ponto p, dado
v € T,M, pela Proposigdo 2.2.2, temos v = \'(0), sendo A : (—&,£) — M um caminho
diferenciavel com \(0) = p. Logo, f'(p)(v) = (f o A\)’(0) = 0, pois, como \ leva qualquer t € (—¢, )
para um ponto de M, teremos que f aplicada nesse ponto sera constante igual a c.

Portanto, T,M C ker(f'(p)) e, como f'(p) é sobrejetiva, segue do Teorema do nicleo e
imagem que ker(f'(p)) possui dimensdo m e, consequentemente, T,M = ker(f'(p)). O]

Vejamos alguns exemplos de superficies.

Exemplo 2.2.6 (O toro de dimens&o 2). Sejam U = R®\ {eixoz} e f : U — R dada por
f(x,y,2) = 22 + (\/x2 + y2 — 2)?. Entdo, f é de classe C™ e a derivada f'(p) # 0 para todo
p=(x,y,z) € Utalquep & S,sendo S={(x,y,z) ER*;x*+y?* =4 e z=0}.

Assim, 0 é o Unico valor nao regular de f. Além disso, considerando uma constante ¢ € R tal
que 0 < ¢ < 4, teremos que f~'(c) sera um toro gerado pela rotagéo de um circulo de raio v/c
com centro percorrendo S.

Exemplo 2.2.7 (Grupo especial linear SL(R")). Os espagos vetoriais M, ,(R) e R séo isomor-
fos. Sendo A uma matriz n x p, ou seja, de nlinhas e p colunas, denotaremos por A¢, A,, ..., A,
os vetores coluna de A.

Considerando M, ,(RR), a base candnica desse espago é o conjunto de matrizes {E, s =
(€j)nxp;€j=1,8€i=rj=s,¢€;=0, caso contrario}, sendo1 <r<neil <s<p.

Sendo A = (a;) € M,(R), denotaremos por A,s a matriz de ordem (n — 1) x (n — 1) obtida
pela eliminagdo da r-ésima linha e s-ésima coluna.

Para prosseguir, precisaremos definir primeiro o grupo linear GL(R"), que € o subconjunto
de M,(R) constituido das matrizes que possuem determinante diferente de 0.

De fato, a funcao det : M,(R) = R™ — R é de classe C*™ por conta de ser n-linear nos
vetores colunas de uma matriz dada. Além disso, sua derivada é dada por, sendo X, H € M,(R),

det' (X)(H) = Z det(Xy, ..., Hi, ..., X,).
i=1

No caso em que X = /, temos

n

n
det'(/)(H) = > _det(er, ..., Hy,...,6,) = Y _ h; = trago de H.
i=1

i=1
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Além disso,

O det
8er

(X) = det,(X) T Er,s = (_1)r+s det(X;s).

Considerando a restricdo det : GL(R") — R, da expans&o do determinante, segue que
para alguma matriz menor, digamos A, teremos det(A,) # 0. Logo, tal restricdo serd uma
submersao de classe C™, ou seja, todo valor ¢ € R, com ¢ # 0 sera um valor regular dessa
restricao.

Portando, do Teorema 2.2.5, segue que o conjunto

SLR") = {X € GL(R");det(X) = 1} = det™'(1)

é uma superficie de classe C™ e dimensdo n* — 1 em R”. Tal conjunto é um subgrupo de
GL(R") e é chamado de grupo especial linear.

Pelo mesmo Teorema visto anteriormente, o espago tangente a SL(R") em / € o conjunto
de todas as matrizes de traco nulo, visto que

n

det'(/)(H) = > _det(er, ..., Hy,...,6,) = » _ h; = trago de H.
i=1

i=1
2.3 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Agora, iremos estudar as Variedades Diferenciaveis, que como veremos € um conceito
que generaliza os conceitos de hiperficies e superficies. Para isso, veremos alguns elementos
para definir uma variedade diferenciavel e, posteriormente, definir uma orientacido sobre ela.

Primeiramente, vejamos a definicdo de um espaco topoldgico de Hausdorff.

Definicao 2.3.1 (Espago de Hausdorff). Um espago topol6égico Hausdorff € um espago topolégico
A tal que para todos os elementos a, b € A com a # b existem conjuntos abertos V,, V, C A
contendo os pontos a e b, respectivamente, satisfazendo V, N V, = ().

Vejamos alguns conceitos que servirdo de base para definir uma variedade diferenciavel.

Definicao 2.3.2. Seja M um espaco topoldgico e suponha U C M um aberto. Uma carta em M
€ um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) sobre o aberto o(U) C R".

Definicao 2.3.3. Seja M um espago topolégico. Um atlas m-dimensional U/ sobre M é uma
colegdo de cartas p : U C M — o(U) C R™ tal que os dominios dessas cartas cobrem M.

Definicdo 2.3.4. Sejam M um espago topoldgico, p : U C M — o(U) CR"ey: VC M —
(V) C R cartas tais que U N V # (). Nessas condi¢des, 0 homeomorfismo

Yo lipUNV) = pUUnNV)
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€ denominado mudanca de coordenadas.

Sendo o~ uma mudanca de coordenadas, sua inversa () o ')"! = po1) ' também
serd uma mudanca de coordenadas.
Vejamos agora o conceito de diferenciabilidade em um atlas.

Definicao 2.3.5. Seja {/ um atlas m-dimensional sobre o espaco topolégico M. Dizemos que
U é diferenciavel de classe C* quando todas as mudancas de coordenadas forem aplicagdes
diferenciaveis de classe C.

Supondo que o atlas U/ é diferenciavel de classe C*, todas as mudangas de coordenadas
serdao difeomorfismos.

Agora, munidos dessas definicdes, somos capazes de definir uma variedade diferenciavel
m-dimensional de classe C*.

Definicao 2.3.6. Sejam M um espaco topoldgico Hausdorff com base enumeravel e U/ um atlas
m-dimensional de classe C* sobre M. Nessas condi¢des, dizemos que o par (M,U) é uma
variedade diferenciavel m-dimensional de classe C*.

Eventualmente, poderemos denotar por M" uma variedade diferenciavel m-dimensional.

Exemplo 2.3.7. Toda superficie M de classe C* e dimensdo n é uma variedade diferenciavel
de classe C¥, pois, para toda parametrizagao ©0:UCR" = V C M, asuainversa ¢ ' é em
particular, uma carta. Portanto, a familia de todas as inversas de parametrizagdes formam um
atlas n-dimensional de classe C* sobre M.

No decorrer do trabalho, em especial no estudo do grau de uma aplicagéo, precisaremos
trabalhar com variedades diferenciaveis conexas. Tais variedades possuem uma importante
propriedade, que é dada pelo Teorema 2.3.8.

Teorema 2.3.8. Seja M uma variedade diferenciavel conexa e de dimensao m. Entdo, dados
quaisquer dois pontos p, q € M, existe uma carta ¢ : V — R" de tal forma que p(V) = R" e
p,geEVC M.

Agora, vejamos o conceito de espaco tangente a uma variedade.

2.4 ESPACO VETORIAL TANGENTE A UMA VARIEDADE

Sejam M uma variedade m-dimensional de classe C* e p € M. Denotaremos por Co
0 conjunto de todos os caminhos definidos em intervalos I, com 0 € L, A : | C R — M,
diferenciaveis em 0, tais que A(0) = p.

! Este teorema pode ser visto em Dalbelo (2011, p. 20)
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Definicdo 2.4.1. Sejam A, ;1 € C,. Dizemos que A é equivalente a p, e denotamos A\ ~ p,
quando existir uma carta o : U C M — ¢(U) C R™, com p € U tal que (¢ o \)'(0) = (i o p)'(0).

Como toda mudanga de coordenadas é um difeomorfismo em uma variedade de classe
C*, tal igualdade sera valida para qualquer carta que considerarmos com p sendo um elemento
de seu dominio. Assim, a relacdo ~ é uma relagdo de equivaléncia.

Sejam \, 1, € € C,.

a) (Reflexividade) E evidente que A ~ \;

b) (Simetria) Se A ~ p, existe uma carta  : U — ¢(U), com p € U, tal que (¢ o \)'(0) =
(¢ o 1)'(0), ou equivalentemente, (¢ o 1)’ (0) = (@ o A)'(0). Logo, 1t ~ A;

c¢) (Transitividade) Se A ~ e pu ~ &, entdo existem cartas ¢ : U — p(U)e ¢ : V —
&(V),compe Uep € V,tais que

(oo N)(0) = (pou)(0) e (¥ou)(0) = (¥ o&)(0)
Como U N V +, utilizando a mudanga de coordenadas ) o ¢ ', obtemos

(o A (0) = (¥ op™ ") o(poN)(0)
=(po )(SO(P)) (¢ 0 A)(0)
(

= (

(¥ o p)'(0) = (%D "o (pomw)(o)

(
Yo )(90( ) - (v o ) (0).

Assim, como (¢ o \)'(0) = (¢ o p)'(0), segue que (1 o \)'(0) = () o u)'(0). Além disso,
por hipétese, temos (1) o 11)'(0) = () o £)'(0). Logo, pela transitividade da relagéo de
igualdade, segue que (1) o \)'(0) = (1) o £)'(0). Portanto, A ~ &, comprovando que ~ é
uma relagao de equivaléncia.

Definicdo 2.4.2. O vetor velocidade A" de um caminho A\ € C, serd a classe de equivaléncia de
A, ouseja, N = {u € Cp;pu ~ A}

Assim, podemos definir o espacgo vetorial tangente a uma variedade M em um ponto
pE M.

Definicao 2.4.3. Sejam M uma variedade m-dimensional e p € M. Definimos o espago tangente
a variedade M no ponto p como sendo o conjunto C,/ ~. Denotaremos tal espago por T,M.

O conjunto T,M é a melhor aproximagéo linear de M em uma vizinhanga de p, como
mostra o seguinte teorema.

Teorema 2.4.4. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensdo k e p € M. Entao, T,M &
um espaco vetorial de dimenséo k.
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Demonstracdo. De fato, como M é uma variedade diferenciavel de dimensao k, obtemos um
aberto U C M, com p € U tal que existe uma carta ¢ : U C M — ¢(U) C R¥. Assim, definindo
a aplicacao

¢ T,M — R
A= (9 0 A)(0),

temos que ¢ esta bem definida por conta da definicdo de T,M. Mostremos que ¢ € bijetora. Se

(¢ ° N)(0) = (¢ o 1)(0),

entdo A\ ~ yu. Logo, tratando de classes de equivaléncia, temos \' = ;//, provando a injetividade
de (. Para a sobrejetividade, dado v € R¥, defina \ € C, por A(t) = ¢~ (¢(p) + tv), temos

@(X) = (o N)(0)
= (p(p) + 1v)'(0)

= V.
Portanto, ¢ é bijetora e, considerando as operacdes:

+:TMX T,M = T,Me-:R x T,M — T,M

dadas por

N+ = (@) (@) + @) e
c- XN =@ (¢ p\)),
entdo () + p() € R¥, ¢- p(\') € R" e, como ¢ é bijetora, existem 1/, 7" € T,M tais que
(@) T(GN) + () =1 e (@) (c- p(\) =7".
Logo, a adicdo e a multiplicagdo estdo bem definidas, sendo facil verificar que T,M € um
espaco vetorial sobre R com essas operacgdes. Por outro lado,

PN + 1) = G((@) (G + p(u))
? o (@) (AWN) + @)
= B(N) +B(i)
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ou seja, ¢ € uma transformagéo linear e, consequentemente, um isomorfismo.

Portanto, T,M € um espaco vetorial de dimens&o k. O]

Denotaremos por

0 0
{8_)(1""’8_)(k} C T,M

a base que é levada a base canonica de R* pelo isomorfismo ¢ considerado anteriormente.
Observemos que tais propriedades independem da escolha da carta, pois, tomando
E:VCM—= EV)C R comp e V, oy ') : RF = R sera um isomorfismo e
E=(¢o@Yop: T,M— R
Utilizando os espagos tangentes a uma variedade, podemos definir um outro elemento
extremamente importante denominado Fibrado Tangente.

Definicao 2.4.5. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. O conjunto de todos os
espacos tangentes T,M,comp € M,

™ = | J{p} x M

pEM
€ denominado fibrado tangente de M.

E possivel provar que o fibrado tangente TM de uma variedade m-dimensional é uma
variedade 2m-dimensionsal. Nao faremos a demonstragao deste resultado aqui, mas posterior-
mente ele sera essencial para a definicdo de campos de vetores (que veremos na segunda parte
deste trabalho).

Exemplo 2.4.6. Considere a esfera S'. O fibrado tangente é obtido considerando todos os
espacos tangentes e reunindo-os em um conjunto diferenciavel e sem sobreposicao, como ilustra
a figura 2.2.

Figura 2.2 — Fibrado tangente da esfera S’

Fonte: Dalbelo (2011)
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Observemos que na primeira imagem da Figura 2.2 ndo obtemos uma variedade, ja na

segunda sim, o fibrado tangente TS' é dado pela segunda imagem.

Com esses resultados, somos capazes de definir o conceito de aplicagcdes diferenciaveis
entre variedades por meio de conceitos ja conhecidos de diferenciabilidade de aplica¢des entre
abertos de R" em R".

2.5 APLICACOES DIFERENCIAVEIS ENTRE VARIEDADES

Nesta secao, iremos definir diferenciabilidade de aplicacdes entre variedades e estudar
alguns resultados semelhantes aos resultados do Apéndice B deste trabalho.

A definicao de diferenciabilidade sera baseada em aplicacdes entre espagos euclidianos.
Portanto, veremos que varios dos resultados da secao B .3 continuam valendo para aplicacoes
entre variedades.

Definicao 2.5.1. Sejam M, N variedades diferenciaveis de dimensao n e m, respectivamente, e
f: M — N uma aplicagdo. Dizemos que f é diferencidvel em um ponto p € M quando existem
cartasp: Uy CM— V,CR" etyp: U, CN— V, CR™ comp e U e f(U;) C U, tais que
Yo fop ! é diferenciavel em ¢(p). Dizemos que f é diferenciavel quando ela for diferenciavel
em todos os pontos de M. Denotaremos 1) o f o ¢~ = f,.

Com essa definicao e, de maneira semelhante ao feito com aplicagbes definidas em
conjuntos abertos de R”, dizemos que uma aplicacdo f : M — N é de classe C*¥ quando foy for
de classe C*.

A definicdo acima néo depende da escolha das cartas ¢ e 1 escolhidas, uma vez que as
mudancas de coordenadas sao difeomorfismos.

Vejamos alguns resultados sobre a diferenciabilidade de aplicagdes entre variedades. O
primeiro deles é o de derivada de uma aplicagao f : M — N diferenciavel entre variedades M e
N

Definicao 2.5.2. Sejam M, N variedades diferenciaveis de dimenséo r e s, respectivamente e
f: M — N uma aplicacéo diferenciavel em p € M. A derivada de f em p € M é a transformacao
linear

f(p) : ToM — Ty N
v=X\ > f(p)v) = (fo ),

em que X e (f o \)’ s&o vetores velocidade de T,M e Ty, N, respectivamente (como definido em
2.4.2).

Verifiguemos que esta é uma boa definicdo. Para isso, primeiramente, mostremos que
f'(p) esta bem definida e & uma transformagcéo linear.
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Tome v = \' € T,M qualquer. Entdo, tomando A\, u € X, existe p : Uy C M — V; C R’
tal que (¢ o \)'(0) = (¢ o p)'(0). Tomando ¢ : U, € N — V, C R® tal que f(U;) C U,, temos

(pofol)(0)=(pofow ' owol(0)

= (W ofop ") o(poN)(0)
= (fy © (9 0 A))'(0)

= 1,,(2(p)) - (¢ o A)'(0)

= 1,4(2(p)) - (¢ 0 11)'(0)

=((ofop ) o(pom)(0)

=(ofopopou)(0)

— (o fopuy(0).

Ou seja, fo A ~ fo 11 e, consequentemente, o vetor velocidade do caminho f o A depende
apenas do vetor velocidade de ). Portanto, f'(p) esta bem definida. Mais que isso, considerando
as aplicacoes

¢ T,M— R
A= (o A)(0)

QZJ . Tf(p)N — RS
p' e (1o 1)'(0),

dado \' € T,M qualquer,

(@ o f'(P)(N) = h(fo N

(1) o (f o \))'(0)

(W o(fop™ opol)(0)
=((ofop)opoN)(0)
= (fy 0 o N))'(0)

= f,,((P)) © (¥ © A)'(0)

= (f,(2(P)) 0 P)N).

Logo, como tomamos X' € T,M arbitrério, 1 o f'(p) = f.,(2(p)) o P, ou seja, por conta de
U ser bijetora, '(p) =" o £, ((p)) © B.
Como vimos anterlormente, pe zp séo transformagdes lineares, além disso, como f,,, &

uma aplicagao entre espagos euclidianos, sua derivada também sera uma transformacgao linear.
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0
Logo, f'(p) é uma transformacéo linear e sua matriz em relacéo as bases {8_x} de T,M
i

0 ;i o
e {8_} de Ty, N sera a matriz jacobiana {8—1/}1 da aplicagéo f,, : ¢(U) — R® no ponto ¢(p).

Yi Xj
Com isso, provemos um Teorema acerca da derivada de aplicagcbes diferenciaveis entre

variedades.

Teorema 2.5.3 (Regra da cadeia para variedades). Sejam M, N, P variedades diferenciaveis,
f:M— Neg: N — P aplicacées diferenciaveis emp € M e f(p) € N, respectivamente. Entdo,
g o f é diferenciavelemp € M e

(gof)(p)=d(f(p)) o f(P): ToM = Ty P-

Demonstragdo. Sejam p : U C M — oU), Y : VC N —= Y(V)en: W C P — n(W), com
pe U, f(U) C Veg(V)C W,cartas de M, N e P, respectivamente.

Considere as aplicages f,, =1 o fo o ipU) = (V) e yp=1m0go (V) =
n(w).

Como f é diferenciavel em p € M e g é diferenciavel em f(p) € N, segue da definicao
que as aplicagbes f,,;, e g, sdo diferenciaveis em ¢(p) e ¥ (f(p)), respectivamente.

Assim, pelo Teorema B .3.10 (Regra da Cadeia), segue que

Gun © fop=(mogop™)o(@ofoyp™)
=77o(gof)o<‘p*1

é diferenciavel em ¢(p). Portanto, g o f é diferenciavel em p.
Agora, sendo \ € ToM, aplicando a definicao de derivada,

(gofY(p)N) =(gofol
=(go(fo )
=g (fP)((fo N))
= g'(f(p)) o f'(p)(\),

para todo \' € T,M.
Portanto, (g o f)'(p) = g'(f(p)) © F'(p) : ToM — Ty(s(e)) P- O

Agora, fagcamos algumas defini¢coes relevantes.

Defini¢ao 2.5.4. Sejam M e N variedades m-dimensional e n-dimensional, respectivamente e
f: M — N uma aplicagéo diferenciavel. Entao,

(a) Se f'(p) for injetora, ou seja, o posto da matriz jacobiana [Jf(p)],xm € igual a m, diremos
que f é uma imersao em p;
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(b) Se f'(p) for sobrejetora, ou seja, 0 posto da matriz jacobiana [Jf(p)],xm € igual a n,
diremos que f € uma submerséo em p;

(c) Se f € uma submersao em p, diremos que p € um ponto regular de f, além disso, se
dado g € N, termos f~'(q) formado apenas por pontos regulares, diremos que g é um
valor regular de f;

(d) Se f nao for imersao, nem submersao em p, diremos que p € um ponto singular de f e
f(p) € um valor singular de f.

Observemos que se M e N séo variedades diferenciaveis de mesma dimensdgonep € M
é um ponto regular de f : M — N, entdo pelo Teorema do Nucleo e Imagem, f'(p) : T,M — Ty, N
€ um isomorfismo.

Definicao 2.5.5 (Mergulho entre variedades). Sejam M e N variedades diferencidveis m-
dimensional e n-dimensional, respectivamente, com m < n. Uma aplicagao diferenciavel
f: M — N éum mergulho se f € uma imersao e é um homeomorfismo entre M e f(M) C N.

Definicdo 2.5.6 (Subvariedade). Uma subvariedade M de classe C* e dimensdo m de uma
variedade N de classe C' (r > k) e dimens&o n € um subconjunto M C N munido da topologia
induzida de N é dotado de uma estrutura de variedade C* e ainclusdo i : M — N é um mergulho,
sendo i € C¥.

Proposicdo 2.5.7. Sejaf: M — N uma imersdo de classe C* entre as variedades M e N de
classe C* e dimensées m e n, respectivamente, com m < n. Nessas condicdes, f(M) é uma
subvariedade de classe C* e dimensdo m de N se, e somente se, f : M — f(M) é uma aplicagéo
aberta, tendo f(M) a topologia induzida pela topologia de N. Se f : M — N é um mergulho de
classe C*, entdo f(M) é uma subvariedade de dimensdo m em N.

Demonstracdo. Sendo f um imersao de classe C* entre M e N, f é diferenciavel e f'(p) é injetora
para todo p € M.

Suponha que f(M) é uma subvariedade de classe C* e dimensdo m de N. Entao,
considerando g : M — f(M) dada por g(m) = f(m) para todo m € M, segue que g € uma imersao
de classe C* e dim(M) = dim(f(M)). Assim, pela forma local das imersdes de classe C* (ver
Lima, 2009, p. 148), tal aplicacdo sera um difeomorfismo local. Em particular, g : M — f(M) seréa
uma aplicacao aberta. Logo, f é aberta.

Reciprocamente, se f : M — f(M) é uma aplicacao aberta, tomando p € M arbitrario e
uma vizinhanga U C M de p qualquer em que ¢ : U C M — R™ é uma carta, temos f(U) aberto
em N. Assim, f(U)Nf(M) = f(U) sera aberto em f(M) e, considerando ¢ = @o(f],)~" : f(U) — R",
1) sera uma carta e, procedendo desta maneira para outras vizinhangas, obteremos um atlas
para f(M).

Portanto, f(M) é uma subvariedade de classe C* em N. O
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Proposicao 2.5.8. Sejam N uma variedade de classe C" e M C N. Se para cada p € M existir
uma vizinhanga V em N tal que M N V é uma subvariedade de dimensdo m e classe C* de N,
entdo M é uma subvariedade de dimensdo m e classe C* de N.2

Teorema 2.5.9. Sejam M e N variedades m-dimensional e n-dimensional, respectivamente e
f: M — N uma aplicagéo diferencidvel. Suponha p € N um valor regular de f. Entéo, f ' (p) = P
é uma subvariedade (m — n)-dimensional de M e, se q € P, entdo T,P = ker(f'(q)).

Demonstracdo. Seja p € N um valor regular de f. Por definigio, dado g € f'(p) C R™ " x R”,
a derivada f'(q) : T;M — T,N é sobrejetora.

Tomep:UCM—-R"e:VCN— R"cartas taisque p € U, f(p) € Ve f(U) C V.
Considerando f,, =1 o fo 0 ' :R™ — R", como p é valor regular de f, segue que 1(p) é valor
regular de f,y.

Assim, pelo Teorema 2.2.5, fg;; (1)(p)) = P’ € uma superficie de classe C* e dimensao
m — n. Além disso, 0 espago vetorial tangente T,P’ é o nicleo de f;w ‘R™ — R".

Logo, da Proposigao 2.5.7, ¢~ (f)(1(p))) = f~'(p) N U é uma subvariedade de classe
C* de M.

Como tomamos g € P arbitrario, segue da Proposi¢ao 2.5.8 que P é uma subvariedade
de dimensdo m — nde N.

Para a segunda parte, o resultado decorre de forma analoga ao feito no Teorema 2.2.5. [

Teorema 2.5.10 (de Sard). Seja f : M — N uma aplicacdo de classe C' nas variedades
diferenciaveis M, de dimensdo m e N de dimensdo n. Entdo, o subconjunto formado pelos
valores regulares de f é denso em N2

2.6  TRANSVERSALIDADE

Nesta secao, introduziremos o conceito de transversalidade de uma aplicac&do. Tal
conceito sera fundamental no estudo do grau de uma aplicagéo.

Definicdo 2.6.1. Sejam M e N variedades diferenciaveis de classe C* e dimensdo m e n,
respectivamente, S C N uma subvariedade de classe C* e dimensdos < nef: M — N
uma aplicacdo de classe C*. Dizemos que f é transversal a S no ponto p € f~'(S) quando
f'(p) - ToM + Ty ) S = Typ)N, ou seja, quando a soma da imagem de f'(p) e o espaco TS geram
TipN.

Dizemos que f é transversal a S quando f é transversal a S em p para todo p € f~(S).
Vejamos alguns resultado acerca desta definicao.

2 VerLima (2011)
8 Este teorema pode ser visto em Judice (2012, p. 41)
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Proposicdo 2.6.2. Sejaf : M — N" uma aplicacdo de classe C* transversal a uma subva-
riedade S C N de classe C*. Entdo, f'(S) = ) ou f~'(S) é uma subvariedade de classe C*
de M, a qual possui codimensdo em M igual a codimensdo de S em N, ou seja, f~'(S) possui
dimensdo m — n + p. Além disso, T,(f""(S)) = '(p) ' (Ty»S) para todop € f'(S).*

Teorema 2.6.3. Segjaf: M — R" uma aplicacdo diferencidvel de uma variedade diferenciavel
m-dimensional M e considere um ponto a € R™. Sendo v # 0 um vetor ndo nulo em R"
considere também a reta A, := {a+ tv : t € R}, que é uma subvariedade de R". Nessas
condigées, considerando a aplicacdo f : M x R — R™, definida por f(p, t) = f(p) + tv, f é
transversal a /A, se, e somente se, a € R™ é um valor regular de f.

Demonstragdo. Seja ¢ : V C M — U C R™ uma carta, com p € V e considere [Jf(D)]mxm @
matriz jacobiana de f calculada em p. Os vetores coluna desta matriz representam a imagem
dos vetores da base de T,M associada a carta ¢ pela aplicagao f'(p).

Considere a matriz J = Jpxm+1, €M que as primeiras m colunas sao as colunas de
[Jf(p)]mxm € a Ultima coluna representa as componentes do vetor v de R"”. Tal matriz representa
a matriz jacobiana da aplicagdo f calculada no ponto (p, t) € M x R.

Assim, sendo f transversal a A, para todo p € M, com f(p) € A,, pela definicdo de
transversalidade, temos

f'(P)(ToM) + TypDa=R".

Além disso, pela definicdo de espago tangente, TynA, = {N : A € Cyy}, em que
Al C R — A, éum caminho diferenciavel satisfazendo \(0) = f(p). Como f(p) € A,, existe
t € Rtal que f(p) = a+ tv. Assim, A\(0) = a+ tv para todo A € Cyp. Como dim(A,) =1, a
dimens&o de Ty, A, sera 1. Logo, dado A € Cyp), A deverd necessariamente ser definido por
A(Q) = g(av) + (a+ tv),com a € R.

Assim, \'(0) = av, o € R, para todo A € Cyp), ou seja, T, = {tv: t € R}.

Por outro lado, dado (p, h) € M x R, temos

7'(p, h)(T,M x R) = f'(p)(ToM) + {tv : t € R}.
Logo, da condicéo de f ser transversal a A ,, obtemos
7'(p, h)(ToM x R) = f'(p)(ToM) + {tv : t € R} = f'(p)(ToM) + TypDa =R,

de onde decorre que a matriz J possui posto m. Portanto, se p € M é tal que f(p, t) = a, para
algum t € R, entdo f(p, t) = f(p) + tv = a, implicando f(p) € A,, ou seja, a € R™ é um valor
regular de .

Por outro lado, se a € R™ & um valor regular de f, entdo para todo (p, t) € ! (a), temos

4 Este resultado pode ser visto em Lima (2011, p. 179)
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7’(p, H(ToM x R) = f'(p)(ToM) + {tv : t € R} = R™. Contudo, se (p,t) € ?_1(a), f(p) =a—tv,ou
seja, f(p) € A, e, consequentemente, f é transversal a A . O

Outra definigdo importante € a de transversalidade de aplicagoes.

Definicdo 2.6.4. Sejam f: M — Pe g : N — P duas aplicagdes diferenciaveis. Dizemos que f e
g s@o transversais nos pontos p € Me g € Nse f(p)=g(q) =r € Pef(p)- T,M+g'(q)- TyN =
T.P.

2.7 ORIENTAGCAO EM VARIEDADES

Na secao B .4 do Apéndice B deste trabalho, trabalhamos o conceito de orientagao de
espacos vetoriais. Nesta secao, iremos estender tal conceito para variedades diferenciaveis.

Definicao 2.7.1. Seja M™ C R"” uma variedade m-dimensional. Dizemos que a variedade M é
orientavel quando existe uma escolha continua de orienta¢des para todos os espacos tangentes
T,M, ou seja, para cada ponto p € M, conseguimos obter umacartap : U C M — V C R” com
p € U tal que ¢'(u) : T,M — R™ preserva orientacdo em cada ponto u € U. Uma variedade
orientada é um par (M, O), em que M é uma variedade diferenciavel e O é uma orientacao em M.

Tomando uma vizinhanga V, C Mde peumacartay : V, C M — U C R"™, como

9oy
x4 p""’axm

{(90_1);(,))(61), . (gp“);(p)(em)} de T,M, em que {e, ..., e,} € a base candnica de R™ e p(p) =

dito anteriormente, iremos utilizar a notacao { (p)} para representar a base

(X4, ..., Xm) € R™. Em geral, consideraremos o espago vetorial T,M orientado positivamente pela

0 0
base < —(p), ..., — .
{ B, (p) Bx., (p)}
Com isso, vejamos a nogao de pontos positivos ou negativos de aplicacdes em variedades

diferenciaveis de mesma dimensao.

Definicao 2.7.2. Sejam M, N variedades n-dimensionais diferenciaveis orientadas, f : M — N
uma aplicagao diferenciavel e p € N um valor regular de f. Tomando os pontos regulares
q € f~'(p), se o isomorfismo f'(q) : T4M — T,N preserva orientagéo, diremos que g € um ponto
positivo. Caso f'(g) inverta orientacdo, diremos que g é um ponto negativo.

Teorema 2.7.3. Sejam M, N variedades m-dimensionais diferenciaveis orientadas com M conexo.
Sef: M — N é um difeomorfismo local, entdo f'(x) : T,M — Ty,yN €& positivo ou é negativo
para todo x € M.

2.8 HOMOTOPIA

Outro conceito fundamental para o estudo do grau é o de homotopia, que veremos a
sequir.



32

Definicao 2.8.1 (Homotopia). Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que duas aplicagdes
continuas f: X — Y e g : X — Y sdo homotopicas quando existir uma aplicagdo H : X x I = Y
continua, sendo / = [0, 1], tal que

H(x,0) = f(x) e H(x, 1) = g(x),

para todo x € X. Chamaremos H de homotopia de f e g e escreveremos f ~ g.

Proposicao 2.8.2. Sejam X,Y e Z espacgos topoldgicos e considere aplicagbes continuas
f,f:X—=Yegg:Y—Z Sef~feg~g,entdogof~gof.

Demonstragdo. Sejam | =[0,1], H: X x | — Y uma homotopiaentre fef e K: Y x | — Z
uma homotopia entre g e ¢’. Defina L : X x | — Z por L(x, t) = K(H(x, t), t). Mostremos que L é
uma homotopia.

Seja x € X qualquer. Entao,

L(x,0) = K(H(x, 0),0) = K(f(x), 0) = (g o f)(x);
L(x,1) = K(H(x,1),1) = K(f'(x), 1) = (¢’ o F')(X).

Além disso, como H e K sao continuas, segue que L também sera continua.
Portanto, go f~ g’ o f’. O

Proposicao 2.8.3. Sejam X um espaco topoldgico e B[0,1] C R™ a bola fechada de centro na
origem e raio 1. Dada uma aplicagdo continua f : S" — X, entéo, f estende-se continuamente a
B0, 1] se, e somente se, € homotdpica a uma constante.

Demonstragdo. Sejam | = [0,1] e ¢ : 8" x | — BJ[0,1], dada por ¢(x,t) = (1 — t)x. Se
h: B[0,1] — X é uma extensdo continua de f, segue que

H=hop:8"xI—X

€ uma homotopia entre f e a aplicagdo constante g : S” — X definida por g(x) = h(0).

Reciprocamente, se f € homotdpica a uma constante, suponha H : 8" x | — X uma
homotopia entre f e uma aplicagdo constante g : S” — X, sendo que g(x) = ¢, paratodo x € S".
Definindo h : B[0, 1] — X por

X
H(—,1 - ]x|) ,sex#0
h(x) = ||x]]
c, sex =0.

Entdo, h é continua e h|g, = f. O

Vejamos um resultado que sera importante para o desenvolvimento deste trabalho.
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Teorema 2.8.4. Sejam M e N variedades diferenciaveis compactas. Entédo, toda aplicagdo
continua f : M — N é homotdpica a uma aplicacdo g : M — N talque g € C'.°

5 A demonstracao deste Teorema pode ser vista em Lima (1961).
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3 GRAU DE UMA APLICACAO

Finalmente, chegamos a parte principal deste trabalho, que é o estudo do Grau com
abordagem via aplicagoes diferenciaveis. Nesta secao, definiremos o grau relativo de uma
aplicagao diferenciavel, provaremos diversos resultados sobre este objeto e, finalizaremos
definindo e estudando propriedades do grau local de uma aplicacao diferenciavel.

As referéncias utilizadas nesta secéo sédo Dalbelo (2011) e Lima (1961).

3.1 GRAU RELATIVO DE UMA APLICAGAO DIFERENCIAVEL

A fim de definir o0 grau de uma aplicacao, precisaremos de algumas definigbes e resultados

preliminares.

Definicao 3.1.1. Seja X um conjunto topoldgico. Dizemos que X é localmente compacto quando
dado qualquer elemento x € X, é possivel obter uma vizinhanga compacta V, C X tal que
x € V,.

Definicao 3.1.2. Sejam X, Y espacos topoldgicos localmente compactos e f : X — Y uma
aplicagdo continua. Dizemos que f é prépria quando a imagem inversa f~'(K) & um subconjunto

compacto de X para todo compacto K C Y.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.3. Considerando a funcéo continua f : R — R definida por f(x) = x?, dado um
compacto qualquer K C R, pela caracterizagdo dos conjuntos compactos no espaco euclidiano,
K é fechado e limitado. Assim, da continuidade de f, segue que f~'(K) sera também fechado e
limitado, pois, ([0, 0]) = [—V/3, v/4], para todo § > 0, com § € R.

Entretanto, se restringirmos o dominio, f nem sempre sera propria. Por exemplo, definindo
h="flqy :(0,1) = R, teremos h™'([0,1]) = (0, 1).

Exemplo 3.1.4. A fungédo f : R — R definida por f(x) = sen(x) ndo é prépria, pois, sendo
K = {0}, teremos f~'(0) = {km, k € Z}, o qual n&o é limitado e, portanto, ndo é compacto.

Exemplo 3.1.5. A funcéo f : R? — R definida por f(x, y) = x* + y? é propria, ja que f~'([0, 6]) =
Blo, \/5], para todo 6 > 0.

Vejamos uma proposi¢ao relevante para a obtengao de exemplos de aplicagdes proprias.

Proposicao 3.1.6. Sejam X um espacgo topoldgico compacto e Y um espaco topoldgico local-
mente compacto Hausdorff. Entdo, toda aplicacdo continua f : X — Y é propria.

Demonstracdo. De fato, supondo que Y é ndo vazio, a hipétese de que Y é localmente compacto
garante a existéncia de subconjuntos compactos de Y. Assim, dado K C Y compacto, mostremos
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gue K é fechado. Para isso, suponha a ¢ K. Como Y é um espago topoldgico Hausdorff, para
cada k € K, existem vizinhangas abertas V, de k e Uy de a, tais que Vi N Uy = 0.

Por outro lado, é facil notar que K C U Vi € uma cobertura aberta de K. Assim, pela

keK
compacidade de K, segue que existem ki, ..., k, € K tais que

K C V=LnJVk,'.

i=1

n
Entretanto, tomando os respectivos conjunto U4, ..., U, teremos que U = U Uy sera
i=1
uma vizinhanca de atal que VN U = .

Portanto, a nao serd um ponto de acumulacao de K, consequentemente, K é fechado.
Assim, pela continuidade de f, teremos ' (K) fechado e, como X é um espago topolégico
compacto, segue que f~'(K) é compacto. O

Sendo f : X — Y uma aplicac&o prépria, dado B C Y aberto e considerando A = f~'(B),
a aplicacdo g : A — Bdada por g(x) = f(x) para todo x € A sera também uma aplicagcao prépria.

Além disso, supondo que Y é um espago topoldgico localmente compacto de Hausdorff,
dado um ponto p € Y, o conjunto {p} C Y é um conjunto compacto. Assim, f~'({p}) sera um
compacto em X.

Ademais, sendo M e N variedades diferencidveis m-dimensionais e f : M — N uma
aplicagao diferenciavel prépria, se p € N é um valor regular de f, pelo Teorema 2.5.9, teremos
f~'({p}) uma subvariedade 0-dimensional e, consequentemente, f~'({p}) possuira uma quanti-
dade finita de pontos.

Portanto, podemos fazer a seguinte definicao.

Definicao 3.1.7 (Grau Relativo de uma aplicacao). Sejam M, N variedades diferenciaveis n-
dimensionais, orientadas e f : M — N uma aplicacao diferenciavel propria. Dado p € N um
valor regular de f, o grau relativo de f em p, que denotaremos por gr,(f), € o numero de pontos
positivos menos o niimero de pontos negativos em f~'(p).

Vejamos um exemplo acerca dessa definicao.

Exemplo 3.1.8. Seja f : R — R definida por f(x) = x°. Dado h € R, a aplicacéo derivada de f
em h é dada por '(h)(x) = 2hx.

Se h > 0, teremos f~'(h) = {+/h, —V/h}. Entao, f'(v/h) e f'(—/h) serdo sobrejetoras e f
uma submersao em vh e também em —+/h. Assim, h ser4 valor regular de f. Fazendo f’(\/ﬂ) e
f'(—/h), obtemos

f(—vVh)(x) = —2V'hx
(V' h)(x) = 2v/hx.
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Observemos que a primeira transformacéao inverte orientacdo, enquanto a segunda a
preserva. Logo, o graude fem hé 0.

Agora, se h = 0, a transformagao linear derivada sera a transformagéao identicamente nula
e, consequentemente, h ndo sera valor regular de f.

Por fim, se h < 0, teremos f~'(h) = (), implicando gr,(p) = 0.

Agora, vejamos alguns resultados que conseguimos obter desta definicao.

Proposicao 3.1.9. Sejam M e N variedades diferenciaveis de mesma dimensdonef: M — N
uma aplicagdo propria de classe C'. Entdo, o conjunto de todos os valores regulares R C N de f

€ um conjunto aberto em N.

Demonstracdo. Primeiramente, escreveremos R C N como sendo R = R; U R,, em que

R, = {p € N;p é valor regular de fe f~'(p) # 0};
R, = {p € N;p é valor regularde fe f~'(p) = 0}.

Mostremos que R; e R, sdo abertos. De fato, dado p € R;, f~'(p) sera uma subvariedade
0-dimensional de M e, como f é prépria, o conjunto f~' (p) terd uma quantidade finita de pontos,
digamos f~'(p) = {1, ..., gk }. Além disso, como p é um valor regular de f, dado i € {1,..., k}
arbitrario, teremos f'(q;) : T,,M — T,M sobrejetora e, como dim(T,M) = dim(T,M), pelo Teorema
do Nucleo e da Imagem, f'(g;) serd um isomorfismo.

Assim, pelo Teorema da Aplicagao Inversa (Teorema B .3.31), paracada i € {1, ..., k},
existem vizinhangas abertas U; de g;em M e V; de p em N tais que

f:U —V

é um difeomorfismo.
k

Agora, sendo V = ﬂ V;, como p € V é um valor regular de f e a fungao determinante é
i=1
continua, considerando a composicdo h = (det)og : M — R, sendo g : M — M,,(R), definida por

9(x) = [J(f(x))], temos h continua. Logo, para cada i € {1, ..., k} existe uma vizinhanga W; C U;
de g; tal que, para todo x € W;, temos h(x) = det[Jf(x)] # 0 e, portanto, x é ponto regular de f.
Defina a vizinhanca

k
W= (W)
i=1

de p em N. Da definicdo de W, dado g € W, g é valor regular de f. Além disso, como f é um
difeomorfismo nesses conjuntos, segue que W é aberto. Logo, p esta no interior de W, o qual
esta contido em R;. Portanto, p esta no interior de R; e, como p foi tomado de forma arbitraria,
segue que R, € aberto.
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Agora, para R,, suponha que tal conjunto ndo seja aberto e tome p € R, tal que p nao
esta no interior de R,.

Como p esta fora do interior de R», qualquer vizinhanga V de p tdo pequena quanto se
queira ndo esta contida em R,. Assim, podemos obter uma sequéncia {y,} talque y, € R. e
Yn — P-

O conjunto K = {y,} U {p} é um conjunto compacto e, como por hipétese f é uma
aplicacdo proépria, temos f~'(K) compacto. Além disso, sendo f continua, f(f ' (K)) = {y.} €
compacto, que é um absurdo, pois p é ponto aderente de f(f ' (K)) mas ndo pertence a esse
conjunto.

Portanto, R é um conjunto aberto de N e, consequentemente, R = R; U R € um conjunto
aberto de N. O

Até o momento, sabemos que o grau de uma aplicacao, da maneira que foi definido,
depende do ponto escolhido. Entretanto, se adicionarmos a hipétese de que a variedade N é
conexa, veremos que tal definicio passa a ndo depender do ponto da variedade escolhido. A
seguir veremos dois lemas que nos auxiliaram a provar tal propriedade.

Lema 3.1.10. Sejam M, N variedades diferencidveis de mesma dimensao n, orientadas, com N
conexa e f: M — N uma aplicagdo propria. Entao, para todo valor regular p € N de f, existe
uma vizinhanga V de p tal que V possui somente valores regulares de f e, dado q € V qualquer,

vale gry(f) = gry(f).

Demonstragcdo. Supondo que o valor regular p € N de f seja tal que f~'(p) = 0, pela Proposicéo
3.1.9, segue que o conjunto {p € N : f(p) = ()} é aberto e temos a vizinhanga desejada.

Por outro lado, supondo que p € N é valor regular de f tal que f'(p) # 0, ou seja,
(o) = {G1 -, Gm}-

De acordo com a definigdo de ponto regular, para cada i € {1, ..., m}, a aplicagao linear
f(q) : TaM — T,N é sobrejetora. Mas, como T, M e T,N possuem mesma dimens&o, segue
que f'(g;) sera um isomorfismo. Assim, pelo Teorema da Aplicacéo Inversa (Teorema B .3.31),
existem vizinhangas U, € V; de g, e p, respectivamente, sendo que podemos tomar as vizinhangas
U; conexas e disjuntas para cada g;, de tal forma que f : U; — V; é um difeomorfismo para todo
ie{1,..,m}

Como U; é conexo, todos os pontos deste conjunto terdo o mesmo sinal relativamente a f.

Agora, sendo U = U; N - - - N Uy, mostraremos que existe uma vizinhanga V de p tal que
(V) C Ue, paratodo y € V, o conjunto f'(y) é formado por exatamente m pontos Xi, ... , Xm
tais que x; € U, paratodo i € {1, ..., m}.

Suponhamos que tal vizinhanga V nao exista. Entédo, para toda vizinhanca V de p, em
particular as vizinhangas satisfazendo V C V; N ---N V,,, temos f~'(V) ¢ U.

Com isso, consideremos uma carta o : W — R" de N, de tal formaque V C W e
©(p) = 0. Entdo, como V ¢ aberto, (V) = A é um aberto em R" que contém a origem.
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1
Agora, considerando, para cada n € N a bola aberta de raio - e centro na origem,
B: = B:1(0) C R", obtemos que
¢ '(Bi NA)
€ uma vizinhanca de p em N e, por hipétese,

(e (B: N A) ¢ U.

Logo, existe x, € f (¢~ '(B: N A)) tal que x, € U.

Portanto, obtemos uma sequnéncia de pontos {x,} tal que x, ¢ U para todo n € N.

Agora, definamos a sequéncia {y,} C N, em que y, = f(x,), para todo n € N.

Como p(f(x,)) = p(va) € Bi, quando n — +00, temos ¢(y,) — 0 e, sendo ¢ uma
carta, y, — p. Logo, sendo Z uman vizinhanca de p tal que Z é compacto, para um ny € N
suficientemente grande, temos y, € Z, para todo n > n,, ou seja, x, € f'(Z), para todo n > np.

Sendo f uma aplicagdo prépria, o conjunto f~'(Z) é compacto e, passando a uma
subsequéncia caso necessario, existe x € M tal que x, — x. Ou seja, sendo f diferenciavel,
logo, em particular, continua, temos

f(x) = lim f(x,) = p.

n—00

Portanto, necessariamente, x = g; para algum i € {1, ..., m}. Entretanto, teriamos x € U
e, sendo U aberto, x, € U para todo n grande o suficiente, contrariando a hipétese de que
X, ¢ Uparatodo n e N.

Consequentemente, existe uma vizinhanga V de p satisfazendo (V) C U.

Por fim, sendo V tal que f‘1(V) cu=UuUn---nUpeVvVcvinNn---NnV,dadoy €V,
segue da bijetividade de f em cada U; que f'(y) N U; = {x;} e, como f (V) C U, f'(y)
possuird exatamente m pontos em que o “ “sinal” relativo a f € o0 mesmo do respectivo ponto
regular g; € U.,.

Portanto, o resultado segue. O

Lema 3.1.11. Sejam M, N variedades diferenciaveis de mesma dimensao m, orientadas, com
N conexa e f : M — N uma aplicagdo propria de classe C'. Se p e q sdo valores regulares
de f que pertencem a um conjunto aberto V homeomorfo ao R™ por meio de uma carta, entéo
grp(f) = grq(f)-

Teorema 3.1.12. Sejam M, N variedades diferenciaveis de mesma dimensdo m, orientadas, com
N conexa e f : M — N uma aplicacdo prépria de classe C'. Se p e g sdo valores regulares
quaisquer de f, entdo gry(f) = gry(f).

Demonstracdo. Sejam p,q € N valores regulares quaisquer de f. Como N é conexa e toda
variedade diferenciavel é localmente conexa, segue que N é conexa por caminhos. Assim, existe
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um caminho A : [0,1] — N queligape q.

Agora, como, por definicao, todo caminho é continuo e [0, 1] é compacto, segue que
([0, 1]) é compacto. Assim, considerando uma cobertura por abertos tal que para cada aberto
existe uma carta (tal cobertura existe por conta de N ser variedade diferenciavel), conseguimos
extrair uma subcobertura finita, que denotaremos por { Vi, ..., V}, de A([0, 1]) destes abertos.

Chamando p = a, e g = as e tomando pontos a, ..., as_¢ de tal forma que a,_; € a;
pertencem ao mesmo aberto V;, pelo Teorema de Sard (Teorema 2.5.10), podemos escolher tais
pontos de tal forma que sejam valores regulares.

Assim, como N é conexa, podemos tomar cada vizinhanga V; como sendo difeomorfa ao
R™. Sendo ¢; : V; = R™ o difeomorfismo em questéo, sendo b;_; = ©(a;_1) € b; = p(a;), pelo
Lema 3.1.11, segue que gry, (¢ o f) = gry(p o ).

Entretanto, como V; é conexo para cada i € {1, ..., s} e ¢ é um difeomorfismo, entao
todo ponto v € V; tem o mesmo sinal relativamente a ¢, ou seja

grai—1(f) = grai(f)i
paratodoi € {1,..., s}.
Portanto, gr,(f) = gry(f). O

Com os resultados acima, vemos que a definicao do grau ndo ira depender do ponto da
variedade escolhido, desde que N seja conexa. Assim, podemos fazer a seguinte definigao.

Defini¢ao 3.1.13. Sejam M, N variedades diferenciaveis orientadas e de mesma dimenséo, com
N conexa e f : M — N uma aplicagdo propria de classe C', definimos o grau de f, e denotamos
por gr(f) o nimero

gr(f) = gro(f)

para um valor regular p € N qualquer da aplicacao f.
Como consequéncia do Teorema 3.1.12, temos o seguinte Corolario.

Corolario 3.1.14. Seja f : M — N uma aplicacdo propria de classe C' entre as variedades
diferencidveis orientadas M e N de mesma dimensdo m, com N conexa. Se gr(f) #0, entdo f é
sobrejetora.

Demonstragdo. De fato, se existir y € N\ f(M), por defini¢do y seria valor regular de f e, como
f'(y) = 0, segue que gr(f) = 0, 0 que contraria a hipdtese.
Portanto, f € sobrejetora. O]

Vejamos um exemplo sobre o Corolario acima.

Exemplo 3.1.15. Seja f : M — R"™ uma aplicacdo prépria de classe C' definida sobre uma
variedade diferenciavel m-dimensional orientada e compacta. De fato, como em particular f é
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continua, segue que f(M) é um subconjunto compacto de R™, ou seja, é fechado e limitado.
Consequentemente, f ndo é sobrejetora e, pelo Corolario anterior, gr(f) = 0.

Notemos que pode existir uma aplicacao entre variedades orientadas de mesma dimenséo
que sao sobrejetoras e o grau da aplicagé@o € nulo.

Exemplo 3.1.16. A aplicagdo f : (—1,0) U (0,1) — (0, 1) dada por f(t) = t* é sobrejetora.
Entretanto, dado t € (0, 1), temos ' (t) = ++v/t. Como t > 0, temos v/t ponto positivo e —/t
ponto negativo. Portanto, gr(f) = 0.

Em alguns casos, o calculo do grau de uma aplicagao pode tornar-se demasiadamente
dificil. Para contornar tal dificudade, podemos usar algumas ferramentas que nos auxiliam neste
calculo. Uma delas é dada pelo Teorema 3.1.17.

Teorema 3.1.17. Sejam M, N e P variedades diferenciaveis de mesma dimensdo m, orientadas,
com N e P conexas. Sef: M — N eg : N — P sdo aplicagbes préprias de classe C', entdo

gr(g o f) = gr(g)gr(f).

Demonstragdo. Sejam A C P e B C P os conjuntos dos valores regulares de g e g o f,
respectivamente. Pela Proposicao 3.1.9, A e B sdo abertos em P. Assim, pelo Teorema de Sard
(Teorema 2.5.10), como o conjunto dos valores regulares de de uma aplicacao é denso no contra
dominio, deve existir p € P tal que p € valor regular de g e g o f, simultaneamente.

Se (go f)~'(p) = 0, teriamos g~ "(p) = 0 ou (g~ ' (p)) = 0. Em ambos os casos, o grau
seria 0 em g o f € a igualdade pretendida seria satisfeita.

Por outro lado, supondo que (g o f)~'(p) # @, supondo g~ (p) = {p1, ..., pr }, tais pontos p;
seriam todos valores regulares de f, visto que, tendo N e P mesma dimensao, g'(p;) : ToN — T,P
€ um isomorfismo.

Assim, para cada p; € g~ (p), suponhamos que f~'(p;) = {qi1, .-, Gis }- Logo, (gof) " (p) =
{gj,ie{1,....r}eje{1,..,s}} eosinal de g; emrelagdo a g o f é o produto do sinal de g;
em relagao a f com o sinal de p; = f(g;) em relagéo a g.

Sejam &; o sinal de p; relativamente a g, ou seja, £ = 1 ou & = —1 se p; é positivo ou
negativo, respectivamente, 7; o sinal de g; em relagdo a f e 7; 0 sinal de g; em relagdoa g o f.
Entdo, da definicdo de grau,

grg) =Y &egr(h = Z M
i=1 j=1

sendo que o grau de f independe do i escolhido.
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Como 7; = n;&;, temos

r,Si

gr(gof) = ZT,,

i j=1

DMK
=1\ j=1

=) or(h
i=1
=gr(N > &
i=1

= gr(f)gr(9),

como queriamos demonstrar. O
Com este Teorema, obtemos o seguinte Corolario.

Corolario 3.1.18. Sgjamf : M — N e g : P — Q aplicagdes prdprias de classe C', em
que M e N séo variedades diferenciaveis n-dimensionais, P e Q sdo variedades diferenciaveis
n-dimensionais, sendo todas elas orientadas e N, R conexas. Entdo, considerando a aplicacdo
fxg:MxP— Nx Q,definida por (f x g)(x,y) = (f(x), g(y)), temos gr(f x g) = gr(f)gr(g).

Demonstragdo. De fato, como f x g = (f X i)o(j X g),sendoi : Q — Qej M — M
as aplicagdes identidades, considerando M x P e N x Q com a orientacéo produto ', temos
gr(f x i) = gr(f) e gr(j x g) = gr(g).

Portanto, o resultado segue do Teorema 3.1.17. O]

Agora, veremos alguns resultados relevantes que nao serao demonstrados aqui, pois as
demonstragdes fogem do escopo deste trabalho. O primeiro deles é um Teorema que relaciona
0s conceitos de grau de aplicagcdes visto neste trabalho e homotopia.

Teorema 3.1.19. Sejam M, N variedades diferenciaveis de mesma dimensao n, orientadas, com
M compacta e f,g : M — N aplicagbes préprias de classe C' que possuem o mesmo ponto
p € N como valor regular. Se f ~ g (ou seja, f € homotopica a g), entdo gr,(f) = gr,(g). 2

Munidos deste Teorema e, com o Teorema 2.8.4, podemos generalizar a definicdo de
grau para o caso de aplicagbes continuas entre variedades.

Definicao 3.1.20. Sejam M, N variedades diferenciaveis de mesma dimensao m, compactas
e orientadas e tome f : M — N uma aplicacdo continua. Entao, pelo Teorema 2.8.4, existe

Ver Lima (1961, p. 9)
2 VerLima (1961, p. 119)
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g : M — N de classe C' homotdpica a f. Definimos o grau de f, denotado por gr(f) como sendo
0 grau da aplicacao g.

Uma consequéncia muito interessante do Teorema 3.1.19 é o Teorema Fundamental da

Algebra, o qual veremos no préximo exemplo.

Exemplo 3.1.21 (Teorema Fundamental da Algebra). Se p : C — C é um polinémio de grau
n > 1, entdo p é uma fungao sobrejetora. Em outras palavras, p admite pelo menos uma raiz.

De fato, identificando C com R?, a derivada de p em um ponto z € C é uma transformacéo
linear p/(z) : R? — R? definida pelo produto por um nimero complexo. Consequentemente,
p'(z) = 0 ou a matriz jacobiana de p possui determinante positivo. Portanto, dado w € C valor
regular de p, o grau de p em w sera o nimero de pontos em p~ ' (w).

Por simplicidade, supomos que p(z) = 2" + q(z), sendo g um polindmio de grau menor ou
igual a m — 1. Definindo H : C x [0,1] — C por H(z, t) = 2" + (1 — t)q(z), por definicao, teremos
que H é uma homotopia entre p e 0 monémio ménico p(z) = z".

Como, dado 0 # a € C, a equagdo z™ = a possui m solugdes, segue que gr(p) = me,
pelo Teorema 3.1.19, gr(p) = m, implicando, do Corolario 3.1.14, que p é uma fung¢éo sobrejetora.

Agora, sob certas condi¢bes, enunciaremos 0 caso em que a “reciproca” do Teorema
3.1.19 é valida.

Teorema 3.1.22. Sejam f,g : M — S™ definidas em uma variedade diferencidavel M de dimensao
m orientada, compacta e conexa, chegando na esfera de dimensdo m, S™. Se gr(f) = gr(g),
entdo f e g sdo homotdpicas.’

Finalmente, a titulo de curiosidade, vale comentar que existe uma relagao entre o grau
que estudamos nesta secao com objetos envolvendo homologia. De fato, sendo f : M — N uma
aplicagéo prépria entre variedades diferencidveis de mesma dimenséo m, orientadas, compactas
e conexas, tal aplicagdo induz um homeomorfismo f, : H,(M) — H,(N), do grupo de homologia
de M no grupo de homologia de N. Além disso, é possivel provar que tais grupos de homologia
na dimensao m sao isomorfos ao grupo dos inteiros Z. Assim, pela definicdo de homomorfismo,
f. seré a multiplicacdo por um real r. Com algumas ferramentas de topologia algébrica, é possivel
mostrar que gr(f) = r.

Passemos agora para o estudo do grau local de uma aplicagao.

3.2 GRAU LOCAL DE UMA APLICACAO

Com o fim de definir o grau local de uma aplicagao, precisaremos primeiro definir a nogao
de equivaléncia homotépica.

3 VerLima (1961, p.68)
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Definicao 3.2.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos quaisquer e f : X — Y uma aplicacao
continua. Dizemos que f é uma equivaléncia homotdpica quando existir g : Y — X tal que
fog~id:Y — Yegof~id: X — X.Neste caso, diremos que g é a equivaléncia inversa
de f e que os espacos X e Y tem o mesmo tipo de homotopia.

Vejamos um exemplo relevante acerca da definigdo acima.

Exemplo 3.2.2. Dado um ponto a € R”, considere a bola fechada B = B[a, ] C R", sendo ¢ > 0.
Entéo, o conjunto B\ {a} possui o mesmo tipo de homotopia da esfera unitaria S"~' C R”".

De fato, definindo as aplicagdes p = p,. : B\ {a} = S" 'eo =0,.:S"" — B\ {a},
dadas por
X—a
x—a

p(x) = eo(y)=a+ey,
entdo poo =id: 8" — 8"
Por outro lado, considerando a aplicagéo continua F : B\ {a} x | — B\ {a} definida por

Fx,)=(1—1t) (a+ gLa) + X,

x—a
segueque oo p~id: B\ {a} — B\ {a}.

Se tomarmos ¢ = oo, teremos B = R” e, de forma semelhante, R" \ {a} terd o mesmo
tipo de homotopia de S"~'. A Unica diferenca neste caso é que a equivaléncia inversa de p,
sera dada por o, (y) =a+y.

Com isso, podemos definir o grau local de uma aplicagao entre variedades.

Definicao 3.2.3 (Grau Local). Sejam U C R"” um conjunto aberto, a € U, b € R" qualquer,
f:U\{a} - R"\ {b} uma aplicagdo continua e B = B[a, <] C R" uma bola fechada de centro a
e raio ¢ > 0. Considere também as aplicagbes o = 0. : S™ ' — B\{a}, p = paco : R\ {b} —
S definidas como no exemplo acima e a composigdo po fo o : ™' — 8" '. Definimos
o grau local de f em a, denotado por v,(f) como sendo o grau da aplicagéo p o f o g, ou seja,

Ya(f) = gr(p o foo).

Vale observar que a definicdo de grau local independe da escolha da bola fechada
Bla, ] C U. De fato, tomando B[a,e4] C U, com ¢4 < ¢, considerando a inclusdo

i:Bla,ei]\ {a} — Bla,e]\ {a},
e, sendo J : 8" ' x | — Bla, ] \ {a} definida por

Jx,Hh=(1 —t(a+eix)+ta+ex),
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sendo 0y = 04, temosio oy ~ o : 8" — Bla,¢]\ {a}. Além disso, a composigdo
foi:Blace]\{a} — R"\ {b}

é arestricdo de f em B[a, 4] \ {a}. Assim, o grau de f definido na bola B[a, ¢4] \ {a} é o grau
da aplicagédo

pofoioogy:8" " — 8",

Portanto, pelo Teorema 3.1.19, como pofojocy =~ pofoco, temos gr(pofoiooy) = gr(pofoo).
Além dessa observagao, facamos mais algumas observagoes importantes acerca da
definicao de grau local.

Observagéo 3.2.4. (a) Sendo f : U\ {a} — R™\ {b} uma aplicagéo continua, o grau
local ira depender apenas do comportamento de f em uma vizinhanga pequena de
a, visto que, se U, V C R™ sdo vizinhangas de aem R" e g: V \ {a} — R"\ {b}
é uma aplicagéo continua tal que f|,, = g|,,, sendo W C U N V aberto, teremos
va(f) = v,(9), pois, na definicdo de grau local, basta tomar a bola fechada B com raio
suficientemente pequeno para que B C W e usé-la para calcular o grau pretendido;

(b) Sef~g:U\{a} — R"\ {b}, entdo, em particular, f ~ g : B\ {a} — R™\ {b}.
Logo, pofoo ~pogooe, do Teorema 3.1.19, temos 7,(f) = v,(9).
Agora, vejamos algumas propriedades do grau local.
Teorema 3.2.5. Sejamf: U\ {a} — R"\ {b} eg: V\ {b} — R™\ {c} aplicagbes continuas
com U e V subconjuntos abertos de R™, a € U, b € V e f(U\ {a}) C V\ {b}. Entéo,
’ya(g © f) = Vb(g) Va(f)-
Demonstracdo. Sejam By = B[b, 1] C V abola fechada de centro beraioe; >0e B=[a,¢] C

U a bola fechada de centro a e raio ¢ > 0 satisfazendo f(B) C B;. Por definicdo de grau local,
Yalgof)=gr(pogofoo).

Consideremos py : By \ {b} — S™ ey : "' — B\ {b} as equivaléncias
homotdpicas naturais. Como o4 0 p; >~ id : By \ {b} — B; \ {b}, por propriedade de homotopia,
obtemos

pogofoo~pogoogiopyofoo.
Dai, pelos Teoremas 3.1.17 e 3.1.19, temos
gripogofoo)=gripogoa)gr(psofoo).

Assim, como 7,(9) = gr(po g o o1) e, sendo p, : R™\ {b} — 8™, temos p; = P2|51\{b}’
segue que py o fo oy = py o fooy e, consequentemente, v,(f) = gr(ps o f o 04), de onde segue o
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resultado. O
Deste Teorema, temos o seguinte Corolario.

Corolario 3.2.6. Sejam U, V e W subconjuntos abertos de R™ taisqueac W C Ueb e V.
Sef: U\ {a} — R™\ {b} é uma aplicagdo continua que aplica homeomorficamente W \ {a}
sobre V \ {b}, entdo ~y,(f) = 1.

Demonstracdo. De fato, sendo g = f]W\{a}, g é um homeomorfismo e possui inversa g~ '. Assim,
do Teorema 3.2.5, temos v,(/d) = (g0 g™ ") = v.(9) 7,(9~") = 1. Dali, y,(f) = &1. O

Vejamos um exemplo deste Corololario.

Exemplo 3.2.7. Seja f : R™ — R™ uma aplicagéo linear invertivel. Mostremos que 7,(f) = 1,
se det(f) > 0 e v,(f) = —1 se det(f) < 0. De fato, como f & linear e invertivel, temos f10)=0
e f(R™\ {0}) = R™\ {0}. Suponha primeiramente que det(f) > 0. Nessas condigdes, f € um
elemento da componente conexa da identidade em GI/(m, R). Consequentemente, existe uma
aplicagao continua A : [0,1] — G/(n,R) dada por A(t) = f;,sendo fy=fe f; =id : R" - R" e f,
invertivel, satisfazendo £(R™ \ {0}) C R™\ {0} paratodo t € (0, 1). Logo, obtemos a homotopia
F :R" x [0,1] — R™, definida por F(t, x) = f;(x). Assim, f ~ id : R™ — R" e, da observagao
3.2.4, temos v,(f) = 1.

Por outro lado, caso det(f) < 0, definindo ¢ : R™ \ {0} — R™\ {0} dada por
WXty ey Xm) = (X1, ..., —Xm) (a reflex@o relativamente ao hiperplano x,, = 0), teremos y,(u) = —1.
Consequentemente, det(uf) = det(u) det(f) > 0, ou seja, 1 = v, (uf) = Yo(1t) Vo(f) = — Yo(f).

Portanto, v,(f) = —1.

Utilizando o Corolério 3.2.6 e o Exemplo acima, podemos enunciar e demonstrar a
seguinte proposicao.

Proposicdo 3.2.8. Sejama € U C R™ um ponto de um conjunto aberto de R™, f : U — R™ uma
aplicagdo diferenciavel, com b = f(a). Se f(U \ {a}) C R™\ {b} e f'(a) : R™ — R™ invertivel,
entdo v,(f) = 1 se o determinante jacobiano det(Jf(a)) > 0 e ,(f) = —1 se det(Jf(a)) < 0.

Demonstragéo. De fato, como f'(a) € invertivel, pelo Teorema B .3.31, f é um homeomorfismo
sobre uma vizinhang¢a de a em uma vizinhanga de b. Logo, pelo Corolario 3.2.6, temos v ,(f) = £=1.

Resta mostrar que v,(f) = 1 quando det(Jf(a)) > 0 e y,(f) = —1, quando det(Jf(a)) < O.
Para isso, suponhamos, sem perda de generalidade, que a = 0 e f(a) = 0. Definamos

h=int{[[f'(a)u)l| : v e R, |uf| =1}.

1
Mostremos que h > 0. Para isso, suponha que h = 0. Entédo, dado ¢ = . > 0,comn e N,

1
existira u, € R™, com ||u,|| = 1 tal que ||f'(0)(un)|| < € = P Logo, a sequéncia {||f'(0)(Un)||} nex
tenderia a 0, implicando que {f'(0)(un) } nen convergiria para 0 € R™. Assim, como f é de classe
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C', u, convergiria para 0, que é uma contradicéo, pois ||u,|| = 1, para todo n € N. Portanto,
h>0.
Agora, da diferenciabilidade de f, em uma vizinhanca de 0, existe 6 : R” — R" tal que

: el
f(x) = f(0)(x) + 6(x), sendo que lim =0.
x=0 ||x]] .
X
Assim, considere W C U aberto, com 0 € W e tal que % < h, paratodo x € W.

Entdo, para x € W\ {0} e t € [0, 1] arbitrarios, temos

(1 — f(x) + tF(0)(x) = (1 — HF (0)(x) + (1 — )O(x) + tF' (0)(x)
= f'(0)(x) + (1 + 1)O(x)

y X 9(X))
= f(0)| — 1+1H)—— 0.
”X”< ()(IIXI|>+( i

Logo, as restrigdes f, f'(0) : W\ {0} — R™\ {0} sdo homotopicas pela homotopia
F:(W\{0}) x I = R™\ {0} dada por F(x, t) = (1 — t)f(x) + tf'(0)(x).

Portanto, da Observagao 3.2.4, v,(f) = 7,(f(0)) = =1, sendo 1 quando o determinante
do jacobiano de f for positivo e —1 quando o determinante do jacobiano de f for negativo, como
queriamos demonstrar. O

Para finalizar esta secao, temos o Teorema 3.2.9.

Teorema 3.2.9. Sgjaf : U\ {a} — R" \ {b} uma aplicagao continua, sendo a € U C R",
com U aberto, e b = f(a). Nestas condigbes, 7 ,(f) = 0 se, e somente se, para toda bola fechada
B = B[a,c] C U centrada em a e de raio ¢ > 0 existe uma aplicagdo continuag : U — R™ \ {b}

tal que gl g = |\ -

Demonstragdo. Primeiramente, suponhamos que existe g : U — R™ \ {b} continua tal que
9(x) = f(x), para todo x € U\ B. Entdo, sendo B; = B0, 1] a bola fechada de centro na origem e
raio 1 e considerando a aplicagéo o = o, : S™ ' — B\ {a}, como definida no Exemplo 3.2.2,
definindo o4 : By — B com a mesma lei de formacgao de o, obtemos que o4 é um homeomorfismo.
Logo, tomando i : S™ ' — B; a inclusdo, segue que

foo=gooyoi:S"" = R"\ {b},
pois f(x) = g(x) para todo x € ¢(S™ ). Ou seja,
h=pofoog:8™" — 8™

pode ser estendida para uma aplicagéo continua h; = pogo oy : B, — S™'. Assim, pela

Proposigéo 2.8.3, h € homotopica a uma constante, resultando em ,(f) = gr(h) = 0.
Reciprocamente, supondo que v,(f) = 0, dada uma bola fechada B = B[a, €] qualquer,

temos gr(po fo o) =0, sendo o = 0,. : S™' — B. Logo, pelo Teorema 3.1.22, segue que
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po foo éhomotépica a uma constante. Além disso, sendo o' : ™' — R™\ {b} a equivaléncia
homotépica inversa de p, obtemos o' o p ~ id : R™ \ {b} — R™\ {b}. Dai, segue que

foo=ido(foo)~a'opofoo~ o' o(constante) = constante : S ' — R™ \ {b}.

Assim, da Proposicao 2.8.3, existe uma extens&o continua k : By — Bde foo : S™ ' —
R™\ {b}. Logo, considerando novamente o homeomorfismo o4 : B; — B, conseguimos definir
a aplicagdo g : U — R™\ {b} por

f(x), sex € U\ B

g =9
k(o7 (x)), se x € B.

Portanto, g € continua e obtemos a funcao pretendida. O
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4 iNDICE DE POINCARE-HOPF

Nesta secéo, apresentaremos uma importante aplicacao da teoria de grau, o conceito de
indice de Poincaré-Hopf. Iniciaremos apresentando tal conceito para campos de vetores em R?
e, posteriormente, estenderemos esse conceito para singularidades de campos de vetores em

variedades diferenciaveis.
4.1 CAMPOS DE VETORES E O iNDICE DE POINCARE-HOPF EM R?

Primeiramente, definamos um campo de vetores em um conjunto aberto de RZ.

Defini¢do 4.1.1. Seja U C R? um subconjunto aberto de R?. Um campo de vetores em U é uma
aplicacdo v : U — R? tal que, para cada (x, y) € U associa 0 ponto v(x, y) = (v1(x, ¥), va(x, ¥)).

As noc¢oes de continuidade e diferenciabilidade sdo analogos ao que vimos no caso de

aplicacbes em geral.
Quando trabalhamos em R?, podemos representar geometricamente um campo de

vetores v. Tal representacao € feita tomando em cada ponto (x, y) € U o vetor v(x, y) com a

origem em (x, y).
2 X3

Exemplo 4.1.2. Seja f : R? — R definida por f(x, y) = yE—§+x. A aplicagdo v : R? — R2 dada
of of
por v(x,y) = (8_y(x’ ¥), —a(x, y)) = (v, xX* — 1) é um campo de vetores cuja representacdo

grafica é dada por

Figura 4.1 — Representagao grafica do campo de vetores v em R?
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Fonte: Dalbelo (2011)
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A seguir, definiremos alguns conceitos relevantes para o estudo dos campos de vetores e
para a definigao do indice de Poincaré-Hopf no caso particular do R?.

Definicao 4.1.3 (Singularidade). Seja v : U C R? — R? um campo de vetores no conjunto
aberto U. Dado p € U, dizemos que p é uma singularidade de v se, e somente se, v(p) = (0, 0).

Definicéo 4.1.4 (Singularidade isolada). Seja v : U C R? — R? um campo de vetores no aberto
U C R?. Se p € U é uma singularidade de v e existe uma vizinhanca aberta V, C Ude ptal

que p é a Unica singularidade de v nessa vizinhanga, entdo p é uma singularidade isolada de v.

No exemplo anterior, os pontos (1, 0) e (—1, 0) sdo singularidades. Ainda mais, tais pontos
sdo singularidades isoladas. Basta considerar as bolas abertas B((1,0);1) e B((—1,0);1).
Vejamos outro exemplo envolvendo singularidades isoladas.

Exemplo 4.1.5. Seja v : R? — R? dado por v(x, y) = (cos(x) sen(y), cos(y) sen(x)). Notemos

T T
que todos os pontos da forma (n; > an), (ny, npm), com ny, Ny € Z sao singularidades isoladas

de v, bastando considerar para cada ponto dessa forma a bola aberta centrada nesse ponto e
. . .
de raio > como podemos ver na figura abaixo.

Figura 4.2 — Representagao do campo de vetores v em R?
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Fonte: Dalbelo (2011)

Outra definigdo relevante é a de orientacdo de uma circunferéncia no R?. Para isso, utili-
zaremos a no¢ao de orientagao de bases abordada no Apéndice B .4 deste trabalho. Tomemos,
sem perda de generalidade, que a base candnica de R? possui orientagéo positiva. Logo, dada
uma base B qualquer de R?, se tal base possui mesma orientagédo quando comparada com a
base candnica, diremos que esta base possui orientagao positiva. Caso contrario, diremos que
tal base possui orientacao negativa. Neste sentido, se, ao percorrer a circunferéncia em um
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sentido (horario ou anti-horario) e tomarmos dois vetores tangentes a circunferéncia em dois
pontos distintos em uma mesma semi-circunderéncia de tal forma que eles sejam linearmente
independentes e ordenados pelo sentido tomado, se a base formada por eles for positiva, diremos
que a o sentido percorrido é positivo. Caso contrario, diremos que o sentido é negativo. Assim,
temos a Definigéo 4.1.6.

Definicdo 4.1.6. Seja S = S(p, ) C R? uma circunferéncia centrada em um ponto p € R? e de
raio € > 0. Diremos que o sentido anti-horario de S é o sentido positivo de S e o sentido horario
de S é o sentido negativo de S.

Figura 4.3 — Sentido positivo Figura 4.4 — Sentido negativo

Fonte: Elaborada pelo autor Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, vejamos a definicao da aplicacao de Gauss.

Definicdo 4.1.7 (Aplicagdo de Gauss). Sejam v : U C R? — R? um campo de vetores continuo
no aberto U, p uma singularidade isolada e S = S(p, ) C U uma circunferéncia centrada em
p € Uederaio e > 0tal que v(q) #0 para todo g € S. A aplicagdo

0:8— 8§

X = p(x) =

€ denominada aplicacao de Gauss.

A aplicacdo de Gauss associa cada vetor x € S a um vetor unitario ¢(x). Ademais, dada
a continuidade do campo v, podemos utilizar a nocao de orientacdo da circunferéncia S e avaliar
o comportamento de tal orientagdo apds utilizar a aplicacao de Gauss, que por sua vez é também

continua. Para isso, necessitaremos de mais alguns conceitos.

Definicdo 4.1.8. Sejam v : U C R? — R? um campo de vetores continuo no aberto U e p
uma singularidade isolada de v. Dada uma circunferéncia S = S(p, ) C U de centro p e raio
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e > 0 pequeno o suficiente, se a aplicacdo de Gauss percorre positivamente a circunferéncia S’
quando v percorre S positivamente, ou seja, no sentido anti-horério, diremos que ¢ percorre S'
positivamente. Caso contrario, diremos que ¢ percorre S' negativamente.

Com estas nogdes, somos capazes de definir o indice de Poincaré-Hopf em RZ.

Definicdo 4.1.9 (indice de Poincaré-Hopf em R?). Sejam v : U C R? — R? um campo de
vetores continuo no aberto U C R? e p uma singularidade isolada de v. Sendo S = S(p, €) uma
circunferéncia suficientemente pequena centrada em p, definimos o indice de Poincaré-Hopf
de v em p como sendo o0 numero de voltas positivas menos o nimero de voltas negativas que
a aplicagdo de Gauss ¢ da na circunferéncia S' quando o campo v percorre S por completo.
Denotaremos tal indice por lpy(v, p).

Vejamos alguns exemplos sobre essa defini¢éo.
Exemplo 4.1.10. Um exemplo de um campo continuo v com uma singularidade isolada p com

IPH(V’ p) =1.

Figura 4.5 — lpy(v, p) = 1

S“l

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 4.1.11. Um exemplo de um campo continuo v com uma singularidade isolada p com
lew(v, p) = —1.

Figura 4.6 — lpy(v, p) = —1

Fonte: Elaborada pelo autor
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Retornando ao exemplo 4.1.5, teremos que todos os pontos da forma (nym, nom) e
T e
(ny > nZE)’ ny, no € Z serao singularidades isoladas do campo de vetores
v:R% - R?

(x,¥) — v(x,y) = (cos(x) sen(y), cos(y) sen(x)).

E facil verificar que v é continuo e, além disso, que o indice de Poincaré-Hopf para os
pontos da forma (nym, n,m) sera —1, enquanto para os pontos da forma (n; g ngg) o indice sera
1.

Vejamos agora um exemplo que servird de motivagao para estudarmos campos de vetores
em variedades diferenciaveis. Tal exemplo, ocorre no R®.

Primeiramente, notemos que as definicdes de campos de vetores, singularidades e
singularidades isoladas em R® sdo analogas as Definices 4.1.1,4.1.3 e 4.1.4

Exemplo 4.1.12. Seja v : R® — R® um campo de vetores continuo cuja restricdo a esfera
unitaria S? é representada como na figura 4.7.

Figura 4.7 — §?

£
£

Fonte: Elaborada pelo autor

Notemos que os pontos a e b sdo os Unicos que sdo singularidades. Além disso, como S?
€ uma superficie diferenciavel, podemos representar localmente o comportamento do campo
nesses pontos em abertos do R? como nas figuras 4.8 e 4.9.

Figura 4.8 — Vizinhanca de b Figura 4.9 — Vizinhanca de a

Fonte: Elaborada pelo autor
Fonte: Elaborada pelo autor
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De maneira intuitiva, parece que o “indice” dessas singularidades é 1. A seguir, faremos

casos mais gerais em variedades diferenciaveis.

4.2 CAMPOS DE VETORES EM VARIEDADES

A ideia para definir o indice de Poincaré-Hopf nesta situacdo mais geral € baseada no
exemplo anterior, ou seja, usar o fato que localmente variedades diferenciaveis sao copias de
abertos em algum R”.

Definicao 4.2.1. Seja M uma variedade diferenciavel, m dimensional e TM o fibrado tangente
de M. Um campo de vetores em M é uma correspondéncia v : M — TM que leva cada ponto
p € M em um ponto (p, v,) de TM, sendo v, € T,M.

Notemos que, dada uma variedade diferenciavel M m-dimensional, p € M e um campo
de vetores v : M — TM, sendo ¢ : V C M — U C R" uma carta, com V uma vizinhanga de p
e U aberto em R™, o conjunto

0 0 ,
{8_)(1('0)’ s a_Xm(p)} = {(90_1);(;))(91); T (80_1)<p(p)(em)},

€ uma base de T,M associada a carta ¢ em cada p € M. Assim, dado v, € T,M, podemos
escrever
m
0
Vo=  ilp)o—
P Z ! aX,'

i=1

(p),

ou seja, os elementos de T,M ficam inteiramente determinados pelas fungdes «; : V — R.
Com isso, podemos definir a continuidade e diferenciabilidade de um campo de vetores.

Definicao 4.2.2. Seja v : M — TM um campo de vetores na variedade diferenciavel M de

dimens@o m. Dizemos que v é:
(a) continuo, quando para toda carta ¢ as fungdes «; obtidas acima forem continuas;

(b) diferencidvel, quando para toda carta ¢ as fungdes «; obtidas acima forem diferencia-

veis;

(c) de classe C¥, quando para toda carta i as fungdes «; obtidas acima forem de classe
ck.
Vejamos um exemplo de campos de vetores em variedades.
Exemplo 4.2.3. A aplicagdo v : S' — TS' definida por v(x, y) = ((x, ¥), (—y, X)) é um campo de

vetores tangente & S', tendo em vista que para cada (x, y) € S' o espago tangente é o conjunto
T(x,y)S1 ={(u,v) € R? : {(u,v), (x,y)) = 0}.



54

Observemos que, sendo M uma variedade diferenciavel, existe uma proje¢ao natural
7w : TM — M definida por 7(p, v) = p. Logo, segue da definicdo que, dado um campo de vetores
v : M — TM qualquer, para cada p € M, deve ocorrer w(v(p)) = p.

Teorema 4.2.4. Sejam M uma variedade diferenciavel e TM seu fibrado tangente. Entdo, todo
campo de vetores diferenciavel v : M — TM é um mergulho.

Demonstracdo. De fato,comomov =1d : M — M, dado p € M, pela regra da cadeia para
variedades,

Id = (Id)'(p) = (10 v)(p) = 7' (v(p)) - V(p).

Assim, como a aplicacao identidade /d é uma aplicacéo injetora, necessariamente v/(p)
deverd ser injetora.

Logo, v é uma imersdo. Resta-nos mostrar agora que v € um homeomorfismo sobre sua
imagem. De fato, como v é diferenciavel, necessariamente v é continuo. Além disso, v € injetor,
ja que, dados (p, vp) = (g, v4), entdo p = g. Logo, v € bijetor sobre sua imagem.

Finalmente, notemos que podemos considerar como sua inversa na imagem a aplicacao

7|, @ qual é continua.

M)»
Portanto, v € um homeomorfismo sobre sua imagem e, consequentemente, um mergulho.

O
Segue diretamente do Teorema 4.2.4 que v(M) é uma subvariedade de TM.

Definicao 4.2.5. Seja v : M — TM um campo de vetores tangentes sobre uma variedade
m-dimensional M. Uma singularidade do campo v € um ponto p € M tal que v(p) = 0.

Se p € M é uma singularidade de um campo de vetores v e existe uma vizinhanga V C M
de p tal que p é a Unica singularidade em V, entdo p é chamada de singularidade isolada do
campo v.

Definicao 4.2.6. Seja v : M — TM um campo de vetores diferencidvel em uma variedade
diferenciavel M. Diremos que uma singularidade p € M do campo v é simples se

¢'(P)(ToM) & V(D) (ToM) = Tip0)(TM),

emque ¢ : M — TM é o campo vetorial nulo, ou seja, ¢(p) = (p, 0) para todo p € M.

Notemos que se p € M é uma singularidade simples de um campo de vetores diferenciavel
v, entdo, geometricamente, isto significa que as subvariedades ¢(M) e v(M) interceptam-se
transversalmente no ponto (p, 0) = v(p) = ¢(p). Na figura 4.10, podemos ver a diferenga entre
uma singularidade simples p; e uma singularidade ndo simples p, de um campo v.
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Figura 4.10 — Representagdo Geométrica de uma Singularidade Simples

T'M

M x {0} ~ M

- -
- L™

Fonte: Dalbelo (2011)

A seguir, apresentamos uma importante caracterizagéo das singularidades simples.

Teorema 4.2.7. Segjav : M — TM um campo de vetores diferenciavel sobre a variedade m-
dimensionalM e ¢ : V C M — U C R™ uma carta de um aberto V de M em um aberto U de
R™. Como vimos anteriormente, podemos descrever cada vetor v(q) = (q, v4), comq € V, da
seguinte forma:

7 0
Va = 21: ai(@)5, (@)
Assim, uma singularidade p de v é simples se, e somente se, det(J[a(p)]) #0, emquea : V —
R™ é a aplicagdo diferenciavel dada por a(q) = (a41(q), ..., am(Qq)).

Demonstragao. Sejap : V C M — U C R™ uma carta, com V aberto em M e U aberto em R”,
com g € V. Sendo

TwM = J{a} x Tom,

qev

p=¢ '(xi,..,Xn) € U vetor tangente a M em p cujas coordenadas locais com respeito a ¢ s&o
Vi, ey V), S€ja @ : TyM — U x R™ uma carta de TM dada por

PP, U) = (@(P)s Viyeery Vin) = (X1, ooe s Xy Vi s oev s Vim)-

Com respeito as cartas ¢ em M e ¢ em TM, os campos Vv e ¢, sendo ¢ o campo vetorial
nulo, se exprimem da seguinte forma:

o(p) = (p, 0)
v(p) = (P, Vp).
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Aplicando a carta ¢, obtemos

¢(o(p) = ¢(p,0) = (X1, ..., Xm, 0, ..., 0)

P(v(p)) = (P, Vp) = (X1, v s Xmy 1(P), -, ().

Observemos que p = ¢~ (X1, ..., Xn), OU Seja

B0 (X1, ey Xm))) = (X1 evs X, O, ..., 0)

PP Kty ey X)) = (Xt wees Ximy Q1 (D), e s ().

0 0
Do Teorema (4.2.4), ¢ e v sdo mergulhos. Logo, sendo {— —_—

a base de T,M
X4 8xm} P

associada a ¢, entdo os vetores

0 0

¢'(p) (_8x1) ;s @' () (_ax ) :
0 0

0 (5) 0 (5)

formam bases para ng’(p)(TpM) e v’(p)(TpM), respectivamente.
Além disso, para p ser uma singularidade simples,

/ 0 / 0 , 0 , o
{¢ (P) (8_)(1) s @(P) (8_)(,,,) ,V(p) (8_)(1> L, V(D) <8_Xm>}

deve ser uma base de T, TM.
0
Agora, considerando a carta ¢, cada vetor ¢'(p) (8_x) é da forma (0, ...,0,1,0,...,0)

i

com todas coordenadas nulas com exceg¢do da i-ésima coordenada, que € igual a 1. J4 as

i

8041 3(1,7,
(0, ey 1 y eeey O, a—XI(p), . 8_)(,('0)) ,

0
coordenadas do vetor v 19 —— | Sa0 expressas da rorma
denadas d ) 5, ) 52 da f

em que as primeiras m coordenadas sdo nulas com excegao da i-ésima, que € igual a 1.
. . . - 0 0
Assim, a matriz quadrada cujas colunas séo os vetores ¢'(p) (8_ e V(p) Ix
Xi Xi
expressos como vetores colunas em coordenadas como acima, relativamente a carta ¢ assume

a forma abaixo, sendo cada bloco de ordem m X m

/ /
A= .
[ 0 Jla(p)] ]

Assim, os 2m vetores sao linearmente independentes se, e somente se, det(A) =
det(J[a(p)]) # 0, de onde o resultado segue. O
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Deste resultado, obtemos o seguinte Corolario.

Corolario 4.2.8. Sejav : M — TM um campo de vetores diferencidvel de uma variedade M.
Entao, as singularidades simples de v séo isoladas no conjunto de todas as singularidades de v.

Demonstragdo. Seja p € M uma singularidade simples de vetome ¢ : VC M — U C R"
uma carta tal que p € V. Dado q € V, podemos expressar v, da seguinte forma:

u 0
Vo= _ (@)= —(a).
i=1 !

Considerando a aplicagdo diferenciavel o : V — R" dada por a(q) = («4(q), ..., @m(Qq)),
do Teorema 4.2.7, temos det(J[a(p)]) # 0. Logo, do Teorema da Aplicagdo Inversa (B .3.31),
segue que « é um difeomorfismo local, ou seja, existe uma vizinhanga W de p em M tal que o é
um difeomorfismo de W em uma vizinhanga de (0, ..., 0) € R™. Em outras palavras, se g # p em
W, entdo a(q) = (a4(q), ..., am(q)) # (0, ..., 0), implicando em p ser uma singularidade isolada de
V. O

Sejam M uma variedade compacta e consideremos seu fibrado tangente TM,v : M — TM
um campo de vetores diferenciavel e ¢ : M — TM o campo de vetores nulo. Entdo, como ¢ é
em particular uma aplicagdo continua, temos ¢(M) compacto. Entretanto, sendo TM um espago
topoldgico de Hausdorrf (pois TM é, em particular, uma variedade diferenciavel), segue que ¢(M)
é um subconjunto fechado em TM. Agora, como v & continuo e M é compacto, v~ ' (¢(M)) & um
subconjunto fechado de M, logo, compacto.

Entretanto, v~ '(¢(M)) é o conjunto dos pontos singulares de v. Portanto, segue do
Corolario 4.2.8 que se M é uma variedade compacta € v um campo diferenciavel o qual possui
apenas singularidades simples, entdo ha apenas um numero finito de singularidades de v.

Na sequéncia, mostraremos que dado um campo de vetores qualquer v : M — TM, é
possivel aproximar tal campo por um campo w : M — TM tal que suas singularidades sao todas
simples. Para isso, precisaremos construir uma estrutura topolégica no conjunto das aplicacdes
diferenciaveis entre as variedades M e N dadas, que denotaremos por F(M, N).

Vejamos algumas definigdes relevantes para isso.

Definicao 4.2.9. Sejam M e N variedades diferenciaveis. Definimos a métrica d, : F(M, N) x

F (M, N) — R por

dx(f, 9) = sup |[f(p) — g(p)|,
peM

sendo a norma | - | a usual do espago R¥ em que N esta imersa. A topologia induzida da métrica
d-, em F(M, N) serd chamada de topologia C*.

Definicao 4.2.10. Sejam M e N variedades diferenciaveis. Definimos a métrica d; : F(M, N) x
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F(M, N) — R por

ul=1,pe M}}

di(f, g) = max{d(f, g), sup{|f'(p)(u) — g’ (P)(W)|; u € T,M,

sendo a norma | - | a usual do espago R¥ em que N esta imersa. A topologia induzida da métrica
d; em F(M, N) ser4 chamada de topologia C'.

Teorema 4.2.11. Seja M uma variedade diferenciavel. Entao, o conjunto de todos os difeomorfis-
mos f : M — M é um aberto na topologia C'.

Lema 4.2.12 (da transversalidade). Sejam f : M — N uma aplicagdo diferenciavel entre as
variedades diferenciaveis M e N e S C N uma subvariedade de N. Consideremos X C M um
fechado de M tal que f é transversal a S em todos os pontos de X N f~'(S). Entdo, dado € > 0,
existe g : M — N diferencidvel tal que di(f, g) < ¢, g é transversal a S e coincide com f em X .2

Com isso, conseguimos enunciar e provar o principal teorema desta secao:

Teorema 4.2.13. Seja M uma variedade diferenciavel. Entdo, todo campo vetorial v : M — TM
pode ser arbitrariamente aproximado, na topologia C', por um campo de vetores diferencidvel tal
que todas as suas singularidades sdo simples.

Demonstracdo. Seja ¢ : M — TM o campo de vetores nulo. Definindo S = ¢(M), do Lema da
transversalidade (4.2.12), conseguimos aproximar arbitrariamente, considerando a topologia C',
a aplicagéo v : M — TM dada por uma aplicagao diferenciavel g : M — TM transversal a ¢(M),
isto €, tal que as singularidades de g sao todas simples. O]

Notemos que na demonstragdo acima, o conjunto que desempenha o papel de X é o
subconjunto v (p(M)) C M.

4.3 INDICE DE POINCARE-HOPF EM VARIEDADES

Sejam v : M — TM um campo vetorial continuo, M uma variedade m-dimensional
orientada, p € M uma singularidade isoladade ve ¢ : V C M — U C R™ uma carta, com V
vizinhanga de p satisfazendo v, # 0, paratodo g € V \ {p} e U = ¢(V) C R". Consideremos
a=pp)ef:U\{a} - R™\ {0} a aplicagédo continua definida por

f(u) = (a1 (U), ..., ap(u)), u € U,

emque o = o 90_1, sendo @ : V — R" dada por @(q) = (@1(q), ..., @m(q)), g € V, de acordo
com o Teorema 4.2.7.

' Ver Dalbelo (2011, p. 90)
2 Ver Dalbelo (2011, p. 90)
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Definicao 4.3.1. Definimos o indice de Poincaré-Hopf de v em p como sendo o grau local ~y,(f)
de f em a. Denotaremos tal indice por lpy(v, p).

Notemos que, como p é a Unica singularidade de v na vizinhanga V, segue que f(u) = 0
se, e somente se, U = a.

A definicdo acima ndo depende da carta escolhida. Uma demonstragdo para esse fato
pode ser encontrada em Dalbelo (2011, p. 94). Isto garante a boa definicado do indice de
Poincare-Hopf.

Na sequéncia, vejamos alguns resultados relevantes acerca do indice de Poincaré-Hopf.

Teorema 4.3.2. Sejam v : M — TM um campo vetorial diferenciavel e M uma variedade
orientada. Se p € M é uma singularidade simples de v, entdo lpy(v, p) = 1.

Demonstracdo. Seja p € M uma singularidade simples de v. Como vimos no Corolario 4.2.8, p
é uma singularidade isolada de v, ou seja, existe uma vizinhanga V de p tal que v, # 0 para todo
g€ Vcomaq+p.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que V seja um dominio de umacartap : V —
U, com U C R™ aberto. Assim, podemos escrever

7 0
Vo= ) _ il(a) 5 (),
i=1 !

em que «; : U — R é diferenciavel, paratodoi=1,...,m.
Com isso, definindo v : U — R por a(u) = (cv1(U), ..., am(u)), u € U, consideremos a
composicdo o ¢ : V — R,

a0 p(q) = (a1 0 9(q). ..., am © ©(Qq))-

Entdo, do Teorema 4.2.7, o determinante da matriz jacobiana de « o ¢ avaliada no ponto
p é diferente de zero, implicando que a aplicagéo linear d(« o ), € invertivel. Assim, como ¢ é
um difeomorfismo, segue que a derivada de « € também uma aplicacao linear invertivel.

Portanto, da Proposig¢éo 3.2.8, sendo a = ¢(p), segue que v, («) = 1 se det(Ja(a)) > 0
e v7,(a) = —1 se det(Ja(a)) < 0. Consequentemente, lpy(v,p) = 1 se det(Ja(a)) > 0 e
lpu(v, p) = —1 se det(Ja(a)) < 0. O

Agora, para prosseguirmos com o estudo do indice de Poincaré-Hopf, precisaremos
definir o importante conceito de nimero de intersegao.

Definicao 4.3.3. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, compacta e orientada, N
uma variedade diferenciavel n-dimensional orientada, S uma subvariedade s-dimensional de N,
sendo s=n—me f: M — N uma aplicagdo diferenciavel trasversal a subvariedade S. Dado
pE f (S), considerando uma base positiva {e;, ..., e, } de ToM e uma base positiva {€y,..., 6}
de Typ)S, dizemos que p é um ponto positivo se {dfy(ey), ..., dfy(epn), €1, ..., €} for uma base
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positiva de Ty, N. Caso {df,(ey), ..., dfs(em), €1, ..., €&} for uma base negativa, diremos que p é
um ponto negativo.

Das condigdes acima e da proposigao 2.6.2, sendo S uma subvariedade s-dimensional
de N, entdo f~'(S) sera uma subvariedade 0-dimensional de M. Consequentemente, f~'(S)
possuira uma quantidade finita de pontos.

Assim, podemos fazer a seguinte definicao.

Definicao 4.3.4. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, compacta e orientada,
N uma variedade diferenciavel n-dimensional orientada, S uma subvariedade s-dimensional de
N,coms=n—mef: M— Numa aplicagao diferenciavel transversal a subvariedade S. O
numero de intersecao de f(M) e S, que denotaremos por f(M)#S é o nimero de pontos positivos
menos o nimero de pontos negativos em f~'(S).

Observemos que o conceito de nimero de intersecao generaliza a definicao de grau
relativo que vimos anteriormente, ja que, considerando M, N variedades n-dimensionais ori-
entadas, com M compacta, p € M e f : M — N uma aplicacdo diferenciavel, temos que f é
transversal a subvariedade S = {p} de N se, e somente se, p € um valor regular de f e, neste
caso, gr,(f) = f(M)#{p}.

Na sequéncia, considerando v : M — TM um campo de vetores diferenciavel e
¢ : M — TM o campo vetorial nulo, supondo que as subvariedades v(M) e ¢(M) séo transversais,
faz sentido a seguinte definigéo.

Definicao 4.3.5. Sejam M uma variedade m-dimensional orientada e compactae v: M — TM
um campo de vetores diferenciavel tal que, sendo ¢ : M — TM o campo vetorial nulo, v(M) e ¢(M)
sao variedades transversais de TM. Entao, o conjunto v(M) N ¢(M) é finitoe , sendom : TM — M
a projegao, estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto 7(v(M) N ¢(M)) = {ps, ..., pr},
com p; € M tal que v(p;) = ¢(p;) = (p;, 0). Nestas condicdes, diremos que p; é positivo se, dada
uma base {ey, ..., e} positiva de T, M, o conjunto {dv,,(e1), ..., dVp,(em), ddp,(€1), ..., ddp,(Em) },
ordenado desta forma, for uma base positiva de T,,)M. Caso contrario diremos que p; € um
ponto negativo. O nimero de intersecao v(M)#¢p(M) é o nimero de pontos positivos menos o
numero de pontos negativos em mw(v(m) N ¢(M)).

Vejamos um resultado sobre a definicdo acima.

Proposicao 4.3.6. Seja M uma variedade diferenciavel m-dimensional, v : M — TM um campo
vetorial continuo e ¢ : M — TM o campo vetorial nulo. Se v(M) e ¢(M) sdo transversais, entao
todas as singularidades de v sdo simples. Além disso, v(M)#¢(M) é a soma dos indices das
singularidades simples de v.

Demonstracdo. Seja p uma singularidade qualquer de v. Como v(M) e ¢(M) sao transversais,
segue da definicdo de transversalidade que

Avp(ToM) + dopp(ToM) = Tip0) TM.
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Logo, p é uma singularidade simples de v.

Por outro lado, sendo p uma singularidade qualquer de v, temos v(p) = (p, 0) = ¢(p), ou
seja, p € w(v(M) N ¢(M)). Além disso, como p é singularidade simples, pelo Teorema 4.3.2,
lpn(v, p) = =1, sendo 1 se dv, manter orientagdo e —1 se dv, inverter orientagao.

Portanto, v(M)#¢(M) sera a soma dos indices das singularidades simples de v. O

Uma importante propriedade do nimero de intersecao é que tal numero é invariante por
homotopia.

Teorema 4.3.7. Sejam f,g : M — N aplicagbes diferenciaveis transversais a uma subvariedade
S, s-dimensional compacta de N, sendo M uma variedade m-dimensional, compacta e orientada,
N uma variedade n-dimensional orientada e s = n — m. Se f e g sdo homotdpicas, entao
f(IM#S = g(M#S. ®

Utilizando o teorema acima, podemos mostrar que a soma dos indices de um campo
vetorial diferenciavel definido sobre uma variedade M compacta e orientada, cujas singularidades
sao todas simples é um invariante de M.

Teorema 4.3.8. Sejav : M — TM um campo vetorial diferenciavel definido sobre a variedade
diferenciavel M, m-dimensional, compacta e orientada, cujas singularidades sao fodas simples.
Entao, a soma dos indices das singularidades de v ndo depende da escolha do campo v.

Demonstracdo. De fato, sendo ¢ : M — TM o campo vetorial nulo, como todas as singularidades
de v sdo simples, v(M) e ¢(M) séo transversais. Assim, sendo w : M — TM outro campo vetorial
diferenciavel com todas as singularidades simples, considerando a aplicagcédo H : M x[0,1] — TM,
definida por

H(p,t) = (1 — )v(p) + tw(p),

temos H homotopia entre v e w.
Portanto, do Teorema 4.3.7, v(M)#¢p(M) = w(M)#¢(M), de onde o resultado segue. [

Nas préximas secoes, definiremos um importante invariante topolégico que é a Carac-
teristica de Euler. Na sequéncia, associaremos este invariante com a soma dos indices das
singularidades de um campo vetorial definido em uma variedade especifica com o célebre
Teorema de Poincaré-Hopf, um dos resultados principais deste trabalho.

4.4 CARACTERISTICA DE EULER

Nesta secao, definiremos a Caracteristica de Euler de maneira geral para um poliedro de
R", n > 0 e faremos algumas outras definicdes relevantes para prosseguir com o estudo.

8 Este Teorema pode ser visto em Dalbelo (2011, p. 97)
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Primeiramente, precisaremos definir um poliedro P em R". Para isso, precisaremos do
conceito de simplexos. N&o iremos defini-los aqui, pois demandaria conceitos preliminares que
fogem do escopo do trabalho. Para uma definicdo precisa deste objeto, ver Lima (2014a, p. 83).

Definigao 4.4.1. Um poliedro P em R" é uma colegao finita de simplexos em R" tais que:
a) Se S é um simplexo de P, entdo toda face de S também o é;
b) Se S, T sao simplexos de P, entdo SN T é uma face comum a Se T, ou é vazia.
Na sequéncia, definamos a Caracteristica de Euler de um poliedro.

Definicao 4.4.2. Seja P um poliedro finito n-dimensional e denotemos por n; 0 nUmero de
simplexos i-dimensionais desse poliedro. A caracteristica de Euler de P é definida por

Este invariante nos sera Gtil em casos especificos de variedades diferenciaveis. Entre-
tanto, para usa-lo em tais variedades, precisaremos de um conceito preliminar.

Seja X um espaco topolégico. Dizemos que X é triangularizavel se existir um homeomor-
fismo h : |K| — X para algum poliedro K (em que |K| é o espago topolégico dado pelo conjunto
K com a topologia induzida do espago ambiente). Neste caso, (K, h) é dito uma triangulagao de
X.

Um importante resultado que usaremos neste trabalho nos diz sobre a independéncia da
caracteristica de Euler pela triangulagdo adotada.

Teorema 4.4.3. Sejam (K, h) e (K, ') duas triangulagées de um mesmo espaco topoldégico X.
Entéo, x(K) = x(K').*

O caso que sera de nosso interesse é dado pelo Teorema 4.4.4.

Teorema 4.4.4. Seja M uma variedade diferenciavel compacta, entao existe uma triangulacdo
(K, h) de M. ®

Vejamos alguns exemplos de triangulagdes de algumas variedades diferenciaveis e do
calculo da caracteristica de Euler delas.

Exemplo 4.4.5. A caracteristica de Euler da esfera S? é 2.
De fato, considerando o homeomorfismo entre a esfera e o cubo de arestas de compri-
mento 1, como mostra a Figura 4.11

4 Este resultado é devido ao considerado Ultimo universalista matematico H. Poincaré e pode ser visto em

Dalbelo (2011, p. 99).
5 VerBurns (2005, p. 4)
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Figura 4.11 — Triangulacdo de S?

Fonte: Dalbelo (2011)

Assim, temos
X(S?) =8—18+12=2.

Na verdade, podemos provar que a caracteristica de Euler de uma esfera S, de dimensao
par qualquer € 2.

Outro exemplo é o do Toro:

Exemplo 4.4.6. Consideremos o Toro T e sua triangulacdo, como mostra a Figura 4.12.

Figura 4.12 — Triangulagéo do Toro

Fonte: Dalbelo (2011)

Logo,
x(T)=9—-27+18 = 0.

No exemplo 4.4.7, consideramos o toro pingado que, apesar de ndo ser uma variedade
diferenciavel (exibiremos no decorrer da monografia), € um caso especial em que conseguimos
obter uma triangulagéao.

Exemplo 4.4.7. Consideremos o toro pingado 7 e fagamos uma triangulagdo, como na Figura
4.13.
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Figura 4.13 — Triangulagé@o do Toro Pingado

Fonte: Dalbelo (2011)

Entao, temos x(7) =7 — 18 + 12 = 1.

4.5 TEOREMA DE POINCARE-HOPF

Nesta secéao, iremos enunciar e provar o célebre Teorema de Poincaré-Hopf. Para isso,
primeiro apresentaremos alguns resultados preliminares, comegando pelo seguinte lema.

Lema4.5.1. SejamS;,S, C R" esferas (m— 1)-dimensionais de centros ay, a,, respectivamente,
disjuntas e contidas no interior de uma esfera Sy. Considere f : R™ \ {a;,a} — S™ ' uma
aplicacao continua e as restrigoes f; = f

s parai € {0,1,2}. Nestas condigdes, se as esferas S;
forem orientadas igualmente, entdo gr(fy) = gr(f) + gr(f).

Demonstracdo. Primeiramente, facamos a demonstragéo para o caso em que f é diferenciavel.
Seja B uma bola fechada contida em R™ \ {ay, a»} tal que f(B) ndo cubra totalmente a esfera
sm,

Fazendo uma deformacao de tal forma que as esferas sejam transformadas em elipsoides,
que chamaremos de S;, S] e 8_12, sem que tais esferas toquem a; e a, durante a deformacgao e,
ap6s a deformagéo, S| coincida com S} U S} fora de B, ou seja,

Se N B° = (S]NB% U (SyN B,

conforme vemos na Figura 4.14

Figura 4.14 — Deformacéo das Esferas

Fonte: Dalbelo (2011)
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Agora, definindo f,1 = f|S}, i=0,1,2, como o grau nao se altera por deformacgdes, segue
que gr(f) = gr(f)).

Por outro lado, como S’ \ f(B) é n&o vazio e, pelo Teorema de Sard 2.5.10, o conjunto
dos valores regulares de f é denso em S™ ', existe um valor regular ¢ € S™ ' \ f(B) e,
consequentemente, f~'(c) C B°.

Como, fora de B, a aplicagao fo1 coincide com 7‘11 e fz‘, segue que ¢ é também valor regular
dessas aplicagdes. Ademais, temos

() "(e) = () () U (R) (c)
€, como essa uniao é disjunta,

ar(fy) = gr(f}) + gr(f3),

como queriamos demonstrar.

Agora, considerando f continua, basta tomar uma aplicagédo diferenciavel g : R™ \
{ai,a} — S tal que ||f(x) — g(x)|| < 2 para x € So US; US,, ou seja, tal que flg g, s, =
9ls,us,us,» Que existe pelo Teorema 2.8.4.

Assim, definindo g; = g]S,,, teremos g; ~ f;, que implica gr(g;) = gr(f;), caindo no caso
anterior. O

Notemos que este lema pode ser estendido para o0 caso em que tomamos um numero
finito de esferas satisfazendo as hip6teses acima.
Como importante consequéncia do Lema 4.5.1, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.5.2. Sejam v um campo vetorial continuo sobre uma variedade M de dimensdo m e
p1, P> € M duas singularidades isoladas de v. Dado um subconjunto aberto e conexo V C M tal
que p1, p. € V sdo as unicas singularidades de v em V, entdo existe um campo vetorial continuo
u sobre M tal que u coincide com v em M\ V e tal campo admite apenas uma singularidade
p € V. Além disso, temos

len(u, p) = lpu(v, p1) + lpu(Vv, p2).

Demonstracdo. De fato, sendo V um conjunto conexo, pelo Teorema 2.3.8, existe uma carta
p:UCV—R" comp,q € U, U aberto de M, satisfazendo ¢(U) = R™. Considere g; = ©(p;)
e g = p(p>) e tome r > 0 de tal forma que a bola fechada B = B,(0) C R™ de centro na origem
e raio r contenha os pontos @; € g» no seu interior.

0
Para todo g € U arbitrario, considere também a base {—X(q)} de T,M obtida
i
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pela carta ¢ e a expresséo

0
Va=> (@) 5 (@ q U
do campo v.
Como visto anteriormente, tal expressdo nos fornece uma aplicagao continua f : R™ —
R™ definida por

f(x) = (a1(X), ..., am(X)), x € R™.

Observemos que, f(x) = 0 se, e somente se, X = g; OU X = @» € notemos também que,
como as singularidades p; € p, sdo isoladas, se considerarmos elementos do bordo de B, ou
seja, para todo x € Btal que ||x|| = r, teremos f(x) # 0.

Assim, definamos g : R — R™ por

( ) Se||XH>f

g(X)= H H SeO<HXH<r

0,sex=0

Entéo, g é continua, coincide com f fora de B e assume o valor 0 € R™ somente no ponto
0eR™

Sejam f,...,8n : R™ — R as fungdes coordenadas continuas de g. Definamos
u:M— TMtalque u;=vzem M\ Ue

uq—Z@ q.,q€ U.

Entéo, u é continuo, coincide com v em M\ V e a Unica singularidade de u em V ocorre
emp = (0).

Agora, tomando €1 e €, > 0 tais que as bolas fechadas B; = B.,(q1) € B> = B.,(q)
estejam contidas em B, sejam Sy, S; e S, as esferas que representam os bordo das bolas B, B;
e B,, respectivamente.

Definindo

00:S™" = B\ {0},04:S"" = B \{qi}eor:S"" = B\ {g}
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as equivaléncias homotopicas vistas na definicdo 3.2.3, temos

lpn(v, p1) = gr(p o foay),
lpr(v, p2) = gr(p o f o o2),
lpr(u, p) = gr(p o g o oo) = gr(po foay),

em que a Ultima igualdade ¢ valida por conta das igualdades g|g = f|s e oo(S™") = S,.
Portanto, do Lema 4.5.1, temos

len(u, p) = lpu(v, p1) + leu(Vv, p2).

A seguir, iremos generalizar o resultado anterior por meio do Corolario 4.5.3.

Corolario 4.5.3. Sejav : M — TM um campo vetorial continuo sobre uma variedade diferenciavel
M de dimensao m, admitindo um numero finito de singularidades py, ..., p, isoladas. Dado V C M
um subconjunto aberto e conexo contendo todas essas singularidades, existe um campo vetorial
u: M — TM continuo que coincide com v em M\ V e possui apenas uma singularidade p € M
satisfazendo

lpr(u, p) = Z lpr (v, pi).
i

Demonstragéo. Seja Vi, C V uma vizinhanga conexa contendo apenas as singularidades p;
e p.. Pelo Teorema 4.5.2, existe um campo u;» : M — TM continuo, coincidente com v em
M\ Vi2, logo em M\ V, que possui apenas uma singularidade g, € M e satisfaz

lpH (Ut 2, G2) = lpu(V, P1) + lpu(V, P2)

Agora, tomando V,3 C V um aberto conexo contendo os pontos g» e p;, novamente pelo
Teorema 4.5.2, existe u,3 : M — TM continuo, coincidindo com v em M \ V, que possui apenas
uma singularidade gs e satisfaz

lpH(Uo3, @2) = lpH(V, P3) + lpr(U1 2, @2) = lpH(V, P1) + lpu(V, P2) + lpu(V, P3).

Seguindo indutivamente desta maneira, obtemos um campo vetorial u : M — TM
continuo, coincidente com v em M\ V, com apenas uma singularidade p e tal que

lpn(u, p) = Z lpr(Vv, pi).
i
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Observemos que o Corolario 4.5.3 nos diz que o indice de Poincaré-Hopf é estavel sobre
perturbacoes, isto é, sendo v : M — TM um campo de vetores continuo com apenas uma singu-
laridade isolada p, se perturbarmos levemente tal campo, acabamos dividindo a singularidade p
em varias outras singularidades. Entretanto, a soma dos indices das singularidades obtidas da
perturbacao é igual ao indice do campo original v em sua singularidade p.

Na sequéncia, veremos um resultado de grande importancia para a demonstragdo do
Teorema principal desta secéo.

Teorema 4.5.4. Sejav : M — TM um campo vetorial diferenciavel sobre uma variedade
compacta e orientada M, com uma quantidade finita de singularidades isoladas py, ..., p,. Entéo,
existe um campo vetorial diferenciavel w : M — TM cujas singularidades sao todas simples
e tal que a soma dos indices das singularidades de v coincide com a soma dos indices das
singularidades simples de w.

Demonstracdo. De fato, como vimos no Corolario 4.5.3, existe um campo vetorial continuo
u: M — TM com apenas uma singularidade p tal que

lpn(u, p) = Z lpr(Vv, Pi).
i

Pelo Teorema 2.3.8, sabemos que existe uma carta o : V C M — R" tal que o(V) = R™,
com p € V. Sendo a = ¢(p), tomemos a bola fechada B(a) C R™ de raio ¢ > 0 e centro ae
consideremos S = 9B(a). Assim, pelo Teorema 4.2.13, existe um campo de vetores diferenciavel
w : M — TM com todas as suas singularidades simples de tal forma que esta tao préximo de u
que satisfaz algumas condi¢des:

(i) néo existem singularidades de w na vizinhanga M \ gp” (B(a));

(i) Sendo f,g : R™ — R™ aplicagbes definidas por f(x) = (aq(x), ..., an(x)) e g(x) =
(B1 (X)’ s Bm(x)), em que

.9 7.9
U=;Oﬁa—xjew=;ﬁja—xj
f(x) g(x)

)] [g()]

Consequentemente, da condicdo (if), pofoo ~pogoo :S™ " — S™ e, do Teorema 3.1.19,

em V, entdo

< 2, paratodo x € S.

lpr(U, p) = 7,(f) =gr(pofoo)=gr(pogoo),

implicando que lpy(u, p) € igual ao grau da restricéo (p o g)\S.
Por outro lado, o campo w possui apenas uma quantidade finita de singularidades, diga-
mos gy, --- , s em M, sendo todas simples e pertencentes a p(B(a)). Tomando a; = ©(q4), ..., @s =
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©(qs) € B(a) e tomando esferas disjuntas S; com centro g; contidasem S, j = 1, ..., s, sendo
h=pog:R"\ {a,..,a} — S™ ', teremos

lp(u, p) = gr(hls) e leu(w, qj) = gr(hls).

Além disso, pelo Lema 4.5.1,

gr(hlg) = grihly),
j=1

S

implicando lpy(u, p) = Zgr(h|§l_) e, consequentemente,
j=

Z len(v, pi) = Z lpr(w, q)).
i =1

O

Na secao 4.4, definimos a caracteristica de Euler e vimos que é possivel calcular tal
invariante topolégico de uma variedade diferenciavel compacta por meio de uma triangularizagao.
Sendo M uma variedade diferenciavel compacta, o préximo Teorema associa a soma dos
indices de um campo de vetores diferenciaveis com todas as suas singularidades simples com a
caracteristica de Euler de M, independente do campo vetorial escolhido.

Teorema 4.5.5. Sejav : M — TM um campo vetorial continuo com todas as singularidades
simples sobre uma variedade diferenciavel M compacta e orientada. Entéo, a caracteristica de
Euler de M é igual a soma dos indices de Poincaré-Hopf de todas as singularidades de v, ou
r
seja, x(M) = Z lru(v, pi), em que p; € M s&o as singularidades de v.
i=1
Nao faremos aqui a demonstracao do caso geral, pois seriam necessarios recursos da
teoria de cohomologia, fugindo do escopo do trabalho. Entretanto, apresentaremos uma ideia
geométrica para o caso particular de variedades diferenciaveis de dimensao 2, ou seja, de
superficies diferenciaveis.

Demonstragdo. Seja M uma variedade diferenciavel 2-dimensional, compacta e orientada. To-
memos uma triangulacao de M e denotemos por n; o nimero de j-simplexos desta triangulacao
comi=0,1,2.

Subdividindo baricentricamente cada triangulo de M, ou seja, dividindo-os em 6 outros
triangulos tragcando suas 3 medianas e, em seguida, preenchendo-o com linhas integrais de
campo, de tal forma que cada linha integral se inicie sempre do centro de um elemento de
dimensao menor para o centro de um elemento de dimensao maior (ou seja, um vértice para
0 meio de um lado, de um vértice para o centro de um tridngulo ou do meio de um lado para o
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centro de um triangulo).

Desta forma, cada elemento, vértice, aresta ou face, ira contribuir precisamente com uma
singularidade do campo construido, pois o centro deste elemento é um ponto singular. Logo, o
campo construido tera ng + ny + N, singularidades.

Além disso, tais singularidades sdo semelhantes as que vimos no Exemplo 4.1.10, como
vemos na Figura 4.15. Logo, o indice delas sera 1 ou —1 e podemos supor que todas as
singularidades deste campo séo simples.

Figura 4.15 — Campo de Hopf

Fonte: Dalbelo (2011)

Ademais, a soma dos indices das singularidades deste campo é ny — ny + n», que coincide
com a caracteristica de Euler de M.

Portanto, como M é uma variedade compacta e orientada, o Teorema 4.3.8 nos assegura
que a soma dos indices nao depende da escolha do campo, provando o0 que queriamos. O]

Na sequéncia, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.5.6. Seja M uma variedade diferencidavel m-dimensional, compacta e orientada. Se
m é impar, entdo x(M) = 0.

Demonstragdo. Sejav : M — TM um campo vetorial diferenciavel cujas singularidades py, ..., p;
sdo todas simples. Entao, as singularidades do campo —v também serdo. Logo, do Teorema
4.3.8,

Z len(v, pi) = Z lp(—V, pi).
i -

Considerando uma carta ¢ : V; — U; de M de tal forma que a singularidade p; de v esteja em V;,
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entdo podemos escrever
m
0
Va = Z i(9) 5@
para todo g € V;. Assim, teremos

| et (2%p)) e ) =det (~2%0p)) = (—1ymdet [ 2%,
PH(V, pi) = de a_x,-(p’) e lpn(—v,p;) = de _ax,(p’) =(—1)"de ax,-(p’) :

Entao, teremos

Z lpr(v, pr) = (—1)" Z len(—Vv, pi).
i1 =1

r
Como m é impar e pelo Corolario 4.5.1, Z Ipn(v, p;) = 0. Portanto, do Teorema 4.5.5,

i=1
(M) = 0. 0

Finalmente, podemos enunciar e provar o célebre Teorema de Poincaré-Hopf.

Teorema 4.5.7 (Poincaré-Hopf). Seja M uma variedade diferenciavel compacta e orientada. Se

v : M — TM é um campo vetorial continuo com um numero finito de singularidades py, ..., py,
entao

X(M) = " lou(v, pi).
i=1

Demonstragao. De fato, pelo Teorema 4.5.4, existe um campo de vetores diferenciavel w : M —
TM tal que todas as suas singularidades g, ..., gs S80 simples e

Z len(v, pi) = Z lpr (v, Gi)-
i i

Portanto, do Teorema 4.5.5, segue que

> leu(v, pi) = x(M).
i=1
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5 GENERALIZACOES DO TEOREMA DE POINCARE-HOPF

Nesta secao, apresentaremos importantes generalizacdes do Teorema de Poincaré-Hopf.
Iniciaremos estendendo tal resultado para o caso de varidades com bordo. Esta extensao por
sua vez sera essencial para obtermos um teorema do tipo para o caso de variedades singulares.

5.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS COM BORDO

Quando definimos uma variedade sem bordo m-dimensional (M, I{), sendo I/ um atlas
sobre M, para cada ponto p € M, conseguimos obter uma vizinhanga V C M de p homeomorfa
a um subconjunto aberto de R", ou seja, todo ponto da variedade M é um ponto interior.

Assim, se um determinado conjunto B admite uma estrutura de variedade diferenciavel
segundo a Definicao 2.3.6, necessariamente B devera ser localmente homeomorfo a um aberto
de um espaco euclidiano de dimenséo finita.

Por exemplo, se considerarmos uma bola aberta de um espaco euclidiano n-dimensional,
€ possivel dar uma estrutura de variedade diferenciavel levando em conta a definicado dada.
Entretanto, quando tomamos uma bola fechada B de centro p € R" e raio r > 0, considerando
S C R™ a esfera de mesmo centro e de mesmo raio de B, temos S C B e, para qualquer ponto
de S, ndo conseguimos obter uma vizinhanga em B que é homeomorfa a um aberto de R", visto
que é um ponto de fronteira de B.

Neste sentido, com objetivo de abranger estes tipos de conjuntos no contexto de varie-
dades diferenciaveis, € necessario modificar a definicdo dada. Para isso, faz-se necessario dar
uma definicao de carta mais geral, que veremos a seguir.

Definicao 5.1.1 (Carta com bordo). Seja M um espaco topolégico. Uma carta com bordo é
uma aplicagédo ¢ : U C M — ¢(U) C R™ que é um homeomorfismo sobre um aberto p(U)
relativamente ao R"” ou ao hiperplano

Ry = {x = (X1, ..., Xm) € R" : x,, > 0}.

Denotaremos H = Ry’ e OH = {x = (X, ..., Xm) € R™ : x,, = 0} C H. O conjunto OH sera
chamado de bordo de H.

Na sequéncia, definimos um atlas mais geral para dar a definicido de uma variedade
diferenciavel com bordo.

Definicao 5.1.2 (Atlas com bordo). Seja M um espaco topolégico. Um atlas m-dimensional V
com bordo sobre M é uma colegéo de cartas com bordo ¢ : V C M — R™ tal que os dominios
dessas cartas cobrem M.

Definicao 5.1.3 (Variedades diferenciaveis com bordo). Seja M um espago topoldgico de Haus-
dorff com base enumeravel e V um atlas com bordo sobre M m-dimensional e de classe C*.
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Nessas condigdes, dizemos que o par (M, ))) é uma variedade diferenciavel com bordo de classe
C* e de dimensdo m. Sendo N C M o conjunto dos pontos que possuem vizinhancas homeo-
morfas a abertos do R", dizemos que o conjunto M \ N é o bordo de M, o qual denotaremos por
oM

Notemos que, como para cada p € N conseguimos uma vizinhanga V de M homeomorfa
a um aberto de R, em particular, todos os pontos em V estdo inclusos em N, ja que V é uma
vizinhanca desses pontos homeomorfa a um aberto de R™. Assim, segue que V C N, implicando
que N é aberto em M. Consequentemente, o bordo OM, que é o complemento de N em M, é
fechado em M.

Além disso, pode ocorrer que OM = (). Neste caso, dizemos que M é uma variedade
diferenciavel sem bordo. Além disso, nesse caso, a Defincdo 5.1.3 ira coincidir com a Definicao
2.3.6.

Assim, daqui para frente, quando nos referirmos a uma variedade diferencidvel, estaremos
nos referindo a variedade segundo a Definicao 5.1.3, explicitando quando tal variedade nao tiver
bordo.

Uma maneira equivalente de definir o bordo de uma variedade diferenciavel & dada pelo

proximo teorema

Teorema 5.1.4. Seja M uma variedade diferencidavel m-dimensional e OM o bordo de M. Nessas
condicées, x € OM se, e somente se, x € ¢~ '(OH) para toda carta com bordo o definida em
uma vizinhanga de x.

Demonstragdo. De fato, se x € OM, entdo ndo existem vizinhangas de x em M homeomorfas
a um aberto de R™. Logo, sendo V uma vizinhanca de x e ¢ : V — R" uma carta com bordo,
(V) é aberto em H, mas néo ¢ aberto em R™.

Suponha que ¢(x) € OH. Entado, como ¢(V) C H é um aberto de H com a topologia
induzida e a fronteira de H é o conjunto OH, segue que (x) esta contido no interior de H e
consequimos uma vizinhanga W C (V) de ¢(x) inteiramente contida no interior de H. Por
resultados de topologia, W é aberto em R".

Assim, definindo a restricao <p|¢,1(w) o (W) — W C R™ tal restrigdo serd um
homeomorfismo sobre sua imagem, contrariando a hip6tese de que nao existem vizinhancas de
x em M homeomorfas a abertos de R™. Logo, p(x) € OH.

Reciprocamente, se para toda carta com bordo ¢ definida em uma vizinhanga de x, temos
x € ¢ '(OH), entdo ¢(x) € OH e, logo, nenhuma vizinhanga de ¢(x) em H pode ser aberta
em R™. Isto é, x ndo possuird vizinhangas em M homeomorfas a abertos de R™. Portanto,
X € OM. O

Do Teorema 5.1.4, conseguimos provar um corolario importante que nos traz informagdes
sobre a estrutura do bordo de uma variedade.
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Corolario 5.1.5. Seja M uma variedade diferenciavel m-dimensional e OM + () seu bordo. Entao,
OM é uma variedade diferenciavel (sem bordo) de dimensdo m — 1.

Demonstragao. De fato, vimos no Teorema 5.1.4 que x € OM se, e somente se, ¢(x) € JH, para
toda carta com bordo ¢ : V — R™ definida em uma vizinhanga de x. Assim, restringindo ¢ aos
pontos do bordo, e considerando sua imagem, como (V) é aberta em H, segue que a imagem
restrita serd aberta em 9H com a topologia induzida de H e, consequentemente, o dominio
restrito sera aberto em OM com a topologia induzida de M, pois restricdo de homeomorfismo é
homeomorfismo.

Agora, fazendo isso para todas as cartas que atingem JH, teremos que OM sera coberta
pelos dominios restritos, formando um atlas de dimensdo m — 1, implicando que OM é uma
variedade diferenciavel sem bordo de dimensdo m — 1. O

Com isso, podemos estender os resultados vistos para campos de vetores em variedades
diferenciaveis sem bordo para este caso mais geral, jA que uma variedade com bordo é uma
variedade em que seu bordo é outra variedade de codimensdo 1. Em particular, temos o seguinte

teorema.

Teorema 5.1.6. Sejam M uma variedade diferenciavel com bordo, compacta e orientada e
v : OM — T(OM) um campo de vetores sem singularidades em uma vizinhanga W de OM.
Entao, valem:

(a) O campo v pode ser estendido para o interior de M com um numero finito de singulari-
dades;

(b) A soma dos indices de Poincaré-Hopf ndao depende da maneira que estendemos o
campo v para o interior de M;

(c) Sendo w uma extenséo de v em M, se w é transversal ao bordo de M e aponta para
“fora” de M, entdo, sendo p;, ..., p, as singularidades de w,

> leu(w.p) = x(M).
i=1

Agora, se w é transversal a OM e aponta para “dentro” de M, entéo
r
> leu(w, pi) = x(M) — X(OM).
i=1

Este resultado pode ser encontrado em Brasselet (2009)

Notemos que o teorema acima estende o Teorema de Poincaré-Hopf para o caso de
variedades diferenciaveis com bordo.

Na sequéncia, vejamos uma proposi¢ao sobre um caso particular de campos de vetores,
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o qual desempenhara um importante papel no estudo das variedades singulares.
Tal proposigao versa sobre o indice de uma classe de campos de vetores definido sobre
uma variedade M.

Proposicao 5.1.7. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao m orientadaev : M —
TM um campo de vetores com uma singularidade isolada p € M definido de tal forma que v seja
transversal ao bordo da bola B.(p), de centro p e raio ¢ em M. Entéo,

(a) Se v aponta para “fora” de S., entao lpy(v, p) = +1;

(b) Se v aponta para “dentro” de S., entao, se m é par, lry(v, p) = +1. Caso contrario,
lew(v, p) = —1.

Demonstraremos para o caso em que M = R”. O caso geral segue deste caso e da
definicao de indice.

Demonstragdo. Seja B = B.(p) a bola fechada de centro p e raio ¢ > 0 considerando a métrica
usual. Como o indice é definido por meio do grau local de uma aplicagéo costruida do campo, o
indice é obtido localmente. Assim, sendo w = v|, temos lpn(v, p) = lpn(w, p). Vejamos.

(a) Se w é transversal a S, e aponta para “fora”, segue do Teorema 5.1.6 que

X(B) = lpu(w, p).

Como a bola € homotopicamente equivalente a um ponto, temos x(B) = 1, implicando
lpr(v, p) = lpu(w, p) = 1;

(b) Se w é transversal a S. e aponta para “dentro”, segue novamente do Teorema 5.1.6
que

lpr(w, p) = X(B) — Xx(S¢).

Assim, se m é par, temos dim(S.) = m — 1 é impar, implicando x(S.) = 0. Consequen-
temente, lpn(v, p) = lpp(w, p) = 1.

Por outro lado, se m é impar, temos dim(S.) = m — 1 é par, implicando x(S;.) = 2.
Consequentemente, lpy(v, p) = lpp(w,p) =1 —2 = —1.

O

Na sequéncia, utilizaremos os resultados vistos anteriormente para definir um tipo de
indice de singularidades de campos definidos em variedades singulares. Para tanto, vejamos o
que é uma variedade singular.
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5.2 VARIEDADES SINGULARES

Para definirmos uma variedade singular, precisaremos relembrar a definicdo de variedade
topolégica.

Definicao 5.2.1 (Variedade Topolégica). Seja V um espaco topoldgico. Dizemos que V é uma
variedade topoldgica de dimensdo m se, para todo a € V, conseguimos obter uma vizinhanca de
aem V homeomorfa a um aberto de R™.

Definicao 5.2.2 (Variedade Singular). Seja V um espaco topolégico. Dizemos que V é uma
variedade singular de dimensdo m se existe um subconjunto S C V tal que V \ S é uma
variedade topolégica de dimensao m e, para todo ponto a € S, ndo existe vizinhanga V, de aem
V homeomorfa & um aberto U de R™. Chamaremos S de conjunto singularde V e, se a € S,
chamaremos a de singularidade de V.

Da definicdo acima, denotaremos por > (V) o conjunto S. Além disso, diremos que
a € X (V) é uma singularidade isolada se existir uma vizinhanga W, de aem V tal que a é a
Unica singularidade de V nesta vizinhanga.

Neste estudo, iremos trabalhar com a situacdo em que V \ ¥ (V) é uma variedade
diferenciavel.

Agora, dada uma variedade singular, mergulhada em R” e com uma singularidade isolada,
definimos um campo de vetores sobre tal variedade como segue.

Definicdo 5.2.3. Seja V uma variedade singular, mergulhada em R", com uma singularidade
isolada em a. Um campo vetorial continuo v em V é uma aplicagao continua v : V — R" o qual
a imagem de cada ponto x € V \ (V) esta contida no espago vetorial tangente T,(V \ X(V)),
ou seja, v(x) € T(V \ £(V)), e v(a) = 0.

A seguir, apresentamos uma definicao do indice de Poincaré-Hopf para o caso de varie-
dades singulares.

Definicao 5.2.4 (indice de Poincaré-Hopf em variedades singulares). Seja V uma variedade
singular, mergulhada em R"”, com uma singularidade isolada a e v um campo vetorial continuo
que pode ser estendido sobre uma bola fechada B = B.(a) C R", ¢ > 0, com uma Unica
singularidade a em B. Definimos o indice de Poincaré-Hopf de v em a como sendo o indice de
Poincaré-Hopf de V|, em a, em que V é a extensdo do campo v para B.

Vejamos um exemplo que serve de motivacao para o estudo de outros indices sobre
campos de vetores para o caso de variedades singulares.

Exemplo 5.2.5. Seja T o toro pingado, mergulhado em R®, como mostra a Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Toro pingado com pingamento no ponto a

Fonte: Dalbelo (2011)

Mostremos que T é uma variedade singular, cuja singularidade ocorre no ponto a.

De fato, supondo que existe uma vizinhanga V, de atal que h: V, — B &€ um homeo-
morfismo, onde B = B.(c) C R? é uma bola aberta de centro ¢ e raio ¢ > 0. Sem perda de
generalidade, consideremos ¢ = h(a).

Entdo h: V, \ {a} — B\ {c} ainda é um homeomorfismo e, consequentemente, como
B\ {c} é conexo, teriamos V, \ {a} conexo, o que é um absurdo.

Logo, a € uma singularidade de T. Além disso, o ponto a é a Unica singularidade de T,
pois T \ {a} é uma variedade diferenciavel de dimensao 2.

Agora, consideremos os campos de vetores em T descritos pela Figura 5.2.

Figura 5.2 — Campos vetoriais w e v sobre o toro pingado

Fonte: Dalbelo (2011)
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Notemos que, considerando T’ um toro e o campo vetorial tangente as paralelas de T,
podemos induzir um campo semelhante em T, resultando no campo w, que entra na bola B.(a)
por um dos dois circulos de intersecdo de S, com T e sai da bola ao longo do outro circulo.

Assim, o campo w definido sobre S, é a restricdo de um campo W definido sobre B.(a) e
de indice 0 em a.

Logo, neste caso, o Teorema de Poincaré-Hopf ndo se verifica, pois

X(T) =170 = lpu(#, a).

Entretanto, tomando agora o campo v sobre B.(a), que sai de B.(a) ao longo de S, e
tangente a T ao longo de B.(a) N (T \ £(T)). Este campo tem indice 1 em a e pode ser estendido
sobre T em um campo de vetores v sem outra singularidade além de a. De fato, podemos
tomar v como mostra a Figura 5.2, em que o angulo entre o vetor v(x) e o espago tangente ao
“meridiano” que contém x diminua conforma x se afasta de a, sendo tal angulo 0 no “meridiano”
oposto de a.

Neste caso, o Teorema de Poincaré-Hopf é verificado, pois

X(T) =1 =lpu(V, a).

Portanto, o Teorema de Poincaré-Hopf ndo é mais vélido para campos de vetores arbitra-
rios sobre uma variedade singular, ja que depende da escolha do campo.

Uma pergunta interessante que surge € “0 que o campo v tem de especial que faz o
Teorema de Poincaré-Hopf funcionar?”

Na proxima segao, estudaremos uma classe de campos, conhecidos como campos radiais.
Esta classe nos ajudara a responder a pergunta acima bem como a generalizar o Teorema de
Poincare-Hopf.

Entretanto, para este estudo, necessitaremos de alguns conceitos preliminares envolvendo
espagos complexos, que apresentaremos nas préximas segoes.

5.3 VARIEDADES ALGEBRICAS

Seja C o conjunto dos complexos. O n-espaco afim sobre C, que denotamos por A", é o
conjunto das n-uplas de elementos de C. Assim, um ponto p € A" é dado por p = (ai, ..., a,),
com a; € C, paratodo i = 1,..., n. Dizemos que a; é a i-ésima coordenada de p.

Seja C[xq, ..., x,] 0 anel de polindmios em n variaveis sobre C. Podemos interpretar os
elementos de C[xq, ..., X,] como fungdes do espago afim A" sobre C. Para isso, considere a
inclusdo i : C — C[xq, ..., x,] dada por i(z) = z, para todo z € C e defina, para cada n-upla

..........

.....
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de homomorfosmo de avaliagao.
Assim, dado um polinémio h(xy, ..., x,) € C[x4, ..., x,], podemos definir a fungdo h : A" —
C dada por

h(a1, . an) = 77(31 ’’’’’ an)(h(X1, . Xn))-

De fato, da definicdo de 7. 4,, @ fungdo h esta bem definida e depende apenas do

polinémio h(xi, ..., x,). Além disso, quando aplicamos um ponto p de A" pela fungéo h, estamos
avaliando o valor do polinémio h(xq, ..., X,) no ponto p.

Com isso, faz sentido analisarmos o conjunto de zeros de h. Denotaremos tal conjunto
por V(h) = {p € A"; h(p) = 0}. De maneira mais geral, sendo T um subconjunto de C[xi, ..., X,],
podemos definir o conjunto de zeros de T como sendo o conjunto de zeros comuns a todos 0s
elementos de T. Denotaremos tal conjunto da forma V(T) = {p € A"; h(p) = 0, paratodo h €
T}

Notemos que, se / é um ideal de C[x, ..., x,] gerado por T, entdo, pela definicdo de
ideal gerado, teriamos V(T) = V(/). Mais ainda, sendo C|[xq, ..., X,] um anel noetheriano, pelo
Teorema da base de Hilbert' qualquer ideal / de C[xi, ..., X,] terd apenas um nimero finito de
geradores. Assim, V(T) pode se expressar como o conjunto de zeros comuns de um numero
finito de polinémios, digamos f, ..., f..

Assim, vejamos algumas definicdes relevantes que podemos fazer acerca do assunto
discutido anteriormente.

Definicdao 5.3.1. Seja Y C A". Dizemos que Y é um conjunto algébrico se existe um subconjunto
T C C[xq,...,xp] talque Y = V(T).

Proposicao 5.3.2. A unido de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico e a intersecao

arbitrdria de conjuntos algébricos é ainda um conjunto algébrico.?

Agora, para prosseguirmos para a definicdo de variedade algébrica, precisaremos definir
uma topologia sobre A", que é chamada de topologia de Zariski, e para isto, utilizaremos a
Proposigao 5.3.2.

Definicao 5.3.3. Seja Cl[xy, ..., x,] 0 anel de polindmios em n variaveis com coeficientes comple-
xos. Dado S C Clx, ..., X,], considere o conjunto V(S) = {x € A" : f(x) = 0, paratodo f € S}
definido anteriormente. Definimos a topologia de Zariski como a coleg¢ao dos conjuntos da forma
A"\ V(S).

Observemos que esta é uma boa definicao, pois as condi¢cdes para ser topologia sao
facilmente verificadas utilizando a Proposi¢éo 5.3.2.
Como consequéncia desta definicao, segue que os conjuntos algébricos serao fechados

Ver Tengan (2020)

2 Uma demonstragao para essa proposi¢ao pode ser vista em Tengan (2020)
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nesta topologia.
Ademais, podemos também definir o conceito de irredutibilidade de um conjunto em um
espaco topoldgico.

Definicao 5.3.4. Dado Y C X nao vazio, dizemos que Y ¢é irredutivel se, e somente se, tal
conjunto ndo pode ser expresso da forma Y = Y; U Y, com Y; e Y, fechados distintos em Y.

Finalmente, conseguimos definir uma variedade algébrica.

Definicdo 5.3.5. Uma variedade algébrica afim é um subconjunto irredutivel de A" munido da
topologia de Zariski.

Na proxima segao, faremos uma discussao parecida com a realizada com os polinémios,
mas com fungdes analiticas, com o objetivo de definir espagos analiticos complexos.

5.4 ESPACOS ANALITICOS COMPLEXOS

Primeiramente, vejamos o conceito de germe.

Definicdo 5.4.1. Sejam f : C" — C e g : C" — C fungdes holomorfas. Dizemos que f e g
sdo equivalentes se existe um aberto U C C" contendo a origem de tal forma que f|, = g/,
As classes de equivaléncia desta relagdo sdo denominadas germes e as denotaremos por
f:(C",0) — C, ou f. A colecido de todos esses germes é denotado por O,,.

Como consequéncia da Defini¢cao 5.4.1, obtemos que a colegao O, é um anel noetheriano
local tal que o ideal maximal é dado por M, = {f € O, : f(0) = 0}.

Definicdo 5.4.2. Denotamos por O,, 0 conjunto dos germes de aplicagbes analiticas f :
(C",0) — CP e por Og,p o conjunto dos germes f : (C",0) — (CP, 0).

Agora, de maneira semelhante ao que fizemos com polinémios na sec¢ao anterior, iremos
estudar o conjunto de zeros de fungdes analiticas. Para isso, precisaremos de algumas definigbes.

Definicao 5.4.3. Considere a colecao formada pelo pares (V,,, U,), em que U, é uma vizinhanca
aberta da origem de C" e V,, subconjuntos quaisquer de U,. Diremos que dois pares (V;, U;) e
(Vs, Us) sdo equivalentes quando existir uma vizinhanga W C U; N U, da origem de tal forma que
VinW =V, N W. Tal relagdo sera uma relagao de equivaléncia e as classes de equivaléncia
desta relagdo serdo chamadas de germes na origem em C".

Se f € O,, a classe de equivaléncia do conjunto {x : f(x) = 0}, em que f é um repre-
sentante do germe f, é denotada por V(f). Assim, se f; e f, sdo representantes de um mesmo
germe, temos V(f;) = V().
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Definicao 5.4.4. Um germe de espaco analitico (V,0) em torno da origem é o germe do
subconjunto V = V(f;) N ---NV(f) = V(f;,...,f,),emque f, ..., f, € O,.
Definimos o ideal de um germe de espago analitico V por

(V)= {fe€O,:VCflo)}.

De maneira analoga ao feito com os polinbmios na sec¢ao anterior, diremos que um germe
de espaco anaitico V é irredutivel quando, para quaisquer germes V; e Vs taisque V = V3 U Vs,
temos V = V; ou V = V,. neste caso, dizemos que V é uma variedade analitica.

Nosso intuito aqui é estudar tais espagos analiticos na vizinhanga de um ponto de C".
Estudaremos, sem perda de generalidade, apenas vizinhancas da origem. Para isso, definiremos
o conceito de germe de um espaco analitico complexo. Vejamos antes a seguinte proposi¢cao.

Proposicao 5.4.5. Seja V um germe de espaco analitico. Entao, existem p € 7. positivo
e Vi, ..., V, variedades irredutiveis tais que V; ndo esta contida em V;, para todo i # j e
V = Vi U..UYV,. Tais variedades sdo unicamente determinadas a menos de ordem e sdo

denominadas componentes irredutiveis de V.

Definicao 5.4.6. Um germe de espaco analitico V é dito equidimensional quando todas as suas
componentes irredutiveis tem a mesma dimensao.

Dado x € C", chamamos de germe de espago analitico em x um germe de conjunto V
em x tal que, para alguma vizinhancga U de x, o germe V N U pode ser descrito por V(fy, ..., f,),
para alguns fi, ... f, € O,.

Quando V pode ser descrito como o conjunto de zeros de apenas um germe, V(f),
diremos que é um germe de hiperficie analitica.

Com isso, vejamos a seguinte definigao.

(@)
Definicdo 5.4.7. Um germe V = V(fi, ..., f,) é dito reduzido quando a C-algebra —<f : 3 nao
IERELERYd

possui elementos nilpotentes.

Finalmente, dizemos que um ponto z de um germe de espaco analitico V é um ponto
regular ou suave se, para alguma vizinhangca U de z, o germe U N V pode ser descrito como o
conjunto dos zeros de um numero finito de germes de fungdes analiticas que possuem z como
ponto regular. Caso o ponto nao seja regular, diremos que tal ponto € um ponto singular de V.

5.5 INDICE RADIAL

M. -H. Schwartz foi uma das pioneiras no estudo de indices de campos de vetores em
variedades singulares. Ela realizou um estudo acerca do Teorema de Poincaré-Hopf e de classes
de Chern para tais variedades.
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Em seu estudo, ela considerou uma classe especifica de campos de vetores, denomina-
dos campos de vetores radiais, obtidos pelo processo de extensao radial.

Nesta secao, introduziremos a definicao de indice radial em um espago analitico equidi-
mensional V C C" com uma singularidade isolada na origem.

Definicdo 5.5.1. Seja V C C" um espaco analitico equidimensional de dimensao n > 1 com
uma singularidade isolada em 0. Considere B.(0) C C™ uma bola fechada de centro 0 e
raio € pequeno o suficiente para que toda esfera de centro 0 contida em B.(0), encontre V
transversalmente. Seja v,,; um campo de vetores em V \ {0} tal que é transversal a todas as
esferas S, centradas em 0, para qualquer ¢ > 0 suficientemente pequeno, e que se estenda
continuamente a C"|,, com uma singularidade isolada em 0. O campo v,y é chamado de campo
de vetores radialem V.

O campo v,,4 pode ser estendido a um campo de vetores tangente, que denotaremos
por vf’;d, em B.(0), sendo transversal a todas as esferas S. com centro na origem, em que
0 < ¢’ < ¢, obtendo um campo de vetores em B, (0) radial.

Definicao 5.5.2. Definimos o indice de Schwartz de v,,y como sendo o indice de Poincaré-Hopf
em 0 da extensdo radial v, que é +1.

Agora, sendo v um campo de vetores continuo em V com uma singularidade isolada em
0, queremos definir o indice de Schwartz de v em 0. Este indice tera relagdo com a * “falta de
radialidade do campo” e, por conta disso, 0 chamamos também de /ndice radial.

Para isso, necessitaremos da definicdo de diferenga entre v e v,,o em 0.

Definicdo 5.5.3. Sejam S, S,/ duas esferas centradas na origem, com ¢ > &’ > 0. Considere w
o campo de vetores no cilindro X determinado pelos links K. =S. N Ve K. =S, N V, de tal
forma que w tenha um namero finito de singularidades no interior de X e suas restricbes a K. e

K./ sejam v e v, respectivamente. Nestas condicdes, a diferenga entre v e v,,, € dada por
d(V, Vrad) = IPH(Ws X)
Na figura 5.3, vemos uma representacdo do campo w descrito na definigdo anterior.

Figura 5.3 — Representagédo do campo de vetores w.

Fonte: Dalbelo (2011)
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Na sequéncia, definimos o indice de Schwartz.

Definicao 5.5.4. Sejam V C C™ um espaco analitico equidimensional com singularidade isolada
em 0 e v um campo de vetores continuo em V com singularidade isolada em 0. O indice de

Schwartz de v em 0 é definido por
lsen(v, 0; V) = 1+ d(V, Vyag).

Vejamos agora um resultado que relaciona o indice de Schwarz com o indice de Poincareé-
Hopf.

Teorema 5.5.5. Sejam V C C™ um espaco analitico equidimensional compacto com singula-
ridades isoladas q, ..., q, € v um campo de vetores continuo em V, singular em qy, ..., q; €,
possivelmente, com outras singularidades, que denotaremos por y, ..., ys de V. Defina

lson(V, V) = > lsen(V, @) + Y leu(V, ).
i=1 j=1

Entao,

lsen(V, V) = x (V).
Demonstragdo. Primeiramente, se supormos que v é radial em todas as singularidades qy, ..., g,
temos

lsen(v, i) = 1, paratodo i € {1,...,r}.

Assim, consideremos, em cada ponto singular, uma bola fchada EE,(q,-) de C™, com centro
em q; e raio €; > 0 suficientemente pequeno, de tal forma que g; seja a Unica singularidade de v
em B.,(g;). Denotemos por D; o conjunto V N B.,(g;). Assim, sendo A, o interior de I,

V* = V\OA,
j=1

é uma variedade diferenciavel com bordo. Como v é transversal ao bordo de V*, pelo Teorema
5.1.6,

XV = len(v, y)).
j=1

Por outro lado,

W) = x (Ua) # v,
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Portanto,

XV =) lsen(v, a) + Y Ten(v, )
i=1 i=1

Agora, caso v nédo seja radial em alguma singularidade q;, consideremos € > 0 pequeno o
suficiente e denotemos por E,-,a(q,-) C C™ a bola fechada de centro g; e raio ¢, por K;. 0 conjunto
VN B;.(q) e por V* o conjunto V' \ | J(V N B;.(q)).

Notemos que cada K;. tem umla vizinhanga difeomorfa a um cilindro K;. x [0, 1].

Considerando ¢1,e, > O tais que € > ¢4 > &, > 0, sejam X, ., e X. ., os cilindros em
V limitados por {Ki., Ki, } € {Ki-,, Ki,}, respectivamente. Definamos sobre o bordo destes
cilindros um campo de vetores da seguinte forma: coloquemos o campo v sobre K;., € 0 campo
Viag €M K; . e K;.,, como ilustra a figura 5.4.

Figura 5.4 — Representagédo geométrica dos campos de vetores.

Fonte: Dalbelo (2011)

Assim, lIscn(v, @i) = 1 + d(V, Viag)-

Sendo X o cilindro em V limitado por K. e Kj.,, que € uma variedade diferenciavel com
bordo. Coloquemos sobre K. e K., 0 campo v e chamemos este campo de w.

Consideremos uma extenséo continua de w sobre X, tal que em K, tal extens&o coincida
com v,y € denotemos ela por w. Como X é um cilindro, podemos construir uma outra extensao
de w sobre X sem singularidades. Logo, pelo Teorema 5.1.6, temos d(v, V,aq) + d(Vyaq, V) = 0.

Consequentemente, caimos novamente no primeiro caso, provando o teorema. O
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta monografia apresentamos conceitos e resultados preliminares vistos durante todo
0 curso, entre eles, teoremas classicos como o Teorema da Funcédo Implicita e o Teorema
da Aplicagao Inversa, normalmente estudados na disciplina de Andlise no R". Além disso,
introduzimos o conceito de variedades diferenciaveis e o de grau topoldgico via aplicacoes
diferenciaveis, além de aplicacdes destes conceitos na teoria de campos de vetores.

Esperamos que esta monografia auxilie aos estudantes interessados em iniciar seus
estudos/pesquisa na area de singularidades.

Quanto a contribuicdo na formacao pessoal, tal estudo nos favoreceu de maneira muito
significativa, pois nos permitiu estudar conceitos que geralmente ndo sdo vistos durante a
graduagédo, complementando o curso. Além disso, foi essencial para a obtencédo de maturidade
no raciocinio e na escrita matematica.

Por fim, ressaltamos que muitos dos objetos e resultados estudados neste trabalho de
conclusdo de curso sao itens abordados em cursos de pds-graduagdo em matematica e em
temas de interesse de pesquisa na teoria de singularidades, nos proporcionando assim um
excelente pré-requisito para estudos e pesquisa em nivel de p6s-graduacéo.
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APENDICE A — TOPOLOGIA DO ESPAGCO EUCLIDIANO

Nesta parte, usamos como referéncias principais Boldrini (1984), Lima (2004) e Lima
(2014b).

A .1 O ESPACO EUCLIDIANO E ALGUMAS OPERACOES

Vejamos a definicao geral de Espaco Euclidiano:

Definicao A .1.1. Seja n € N. O Espaco Euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano de n
fatores iguais a R:

R"=Rx-.-- xR.

Os elementos de R”, denominados pontos ou vetores, sdo n-uplas x = (X1, X, ..., X,), €m
que x; € R, paratodo i = 1, ..., n. Chamamos x; de *“i-ésima coordenada de x”.

Se x = (Xy,...,Xp) e ¥ = (1, ..., ¥n) S80 elementos de R”, x = y se, e somente se, x; = y;,
paratodoi=1,..,n.

Definamos agora algumas operagdes primitivas caracteristicas do R":

Definicdo A .1.2. Sejam x = (X1, ..., X»), ¥ = (J1, ..., ¥») €lementos de R" e o € R. Definimos a

soma e o produto por um escalar como sendo, respectivamente,
(@) x+y=(X1+Y1,X+ Yo, "+, Xo+ Yn)
(b) ax = (axy, axXs, ..., axp,).

Alguns elementos especiais presentes no R” sdo os vetores 0 = (0, ..., 0), denominado
vetor nulo, ou origem de R" e, dado x = (x4, ..., X,), 0 vetor —x = (—xi, ..., —X,), que é o simétrico
de x. tais vetores possuem algumas propriedades que veremos a seguir:

Teorema A .1.3. Sejamx,y,z € R" e o, § € R. Entao, vale o seguinte:

(@ x+y=y+x (e) a(Bx) = (af)x

(b) x+0=x () (o + B)x = ax + Bx
(€) —x+x=0 (@) alx +y) =ax+ay
() x+(y+2)=(x+y)+2 (h) 1x = x.

Demonstragdo. Vejamos,

X+Y =X+ Y, s Xn+Yn) = V1 + X, oo, Yo+ Xn) = YV + X,

Os demais itens saem de maneira analoga.
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Agora, iremos definir a nogéo de linearidade entre elementos de R” para definir uma
base.

Definicdo A .1.4. Seja A= {u, v, w} C R" um subconjunto de R".

Dizemos que A é um conjunto de elementos linearmente independentes (LI), se nenhum
dos seus elementos pode ser escrito como combinagao linear do outro, isto €, ndo existem
a, B € R tais que

u=av+ pw.

Dizemos que A é um conjunto de elementos linearmente dependentes (LD), se A néo é
um conjunto de elementos linearmente independentes (LI).

Com isso, dado B C R", dizemos que B gera R" se, para todo x € R", x pode ser escrito
como combinacéo linear dos elementos de B.

Ademais, dizemos que B é base de R" se BgeraR" e é LI.

Os vetores ¢; = (1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1), que possuem uma
Unica coordenada ndo nula igual a 1 formam a base canénica do R".

Com isso, partimos para a definicao de produto interno:

Definicdo A .1.5. Sejam x, y € R". O produto interno de x e y, denotado por (x, y), € dado por:
(X,¥) = XiY1 +XeY2 + -+ Xp¥n.

O namero |x| = \/(x, x) é denominado norma, ou comprimento de x. Logo, |x|? = (x, x).

Se |x| = 1, x é chamado de vetor unitario.
Vejamos algumas propriedades do produto interno:
Sejamx,y,ze R"ea € R

@ (x.y)= (¥, x);

(b) (x,y+2)=(x,y)+(X,2);

(©) (ax,y) = a(x,y);

(d) (x,x) >0, sex =0,
Vejamos um resultado interessante:

Proposicao A .1.6. Sejam x,y € R". x e y sdo ortogonais, ou seja, o 4ngulo entre eles 0 é de
90° se, e somente se, (x,y) = 0. Denotamos por x_Ly.

Demonstracdo. De fato, podemos representar tais vetores como na figura A .1.
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Figura A .1 — Representagdo Geométrica dos Vetores

Fonte: Elaborada pelo autor

Pela lei dos cossenos,
ly — x| = [y + [x[* — 2|x]|y| cos(f). (A1)
Por outro lado,

ly —xP={y—x,y—x)
=y, y) — (Vs x) = (x, y) + (X, x)
= |y? —2(x,y) + |x]°.

De (A .1),

(x,y)

7 = 20x,y) + P = Iy + x[* — 21xlly| os(6) = cosi) = 17

Logo, se 6 = 90°, necessariamente (x, y) = 0. Reciprocamente, se (x, y) = 0,como 6 € (0, 180°),
segue que # = 90°, provando o desejado. O

(x,y)
(x, x)

Proposicao A .1.7. Sejax € R" ndo nulo. Paratodoy € R", o vetorz = y —

X é ortogonal

ax.

Demonstragdo. De acordo com a definigdo de ortogonalidade entre elementos de R”, z_L x, se
e somente se (z,x) =0.
Vejamos,

(z,x) = (y —

I

<

=
|

I
<
=

|

I
<
=
|
>
=
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Portanto, z_L x. 0

(x,y)

X, X
De fato, supondo o € R tal que ax é a projecado ortogonal de y sobre x, teriamos algo

parecido com o que é mostrado na figura A .2.

O vetor X é a projecao ortogonal de y sobre x.

Figura A .2 — Representacdo Geométrica da Projegao Ortogonal

Y

Fonte: Elaborada pelo autor

Trabalhando com o tridngulo retédngulo, teriamos

cos(f) = M = |y|cos(f) = |ax|.

vl

Por outro lado, pela lei dos cossenos, visto na Proposi¢éo A .1.6, temos

cos(d) = {x y>.
X1|yl
Entao,
(X, y) (x,y)
vl = |ax| = |yls7 = lallx|
x1|yl [x|]yl
a2 00
X (% x)
Portanto, ax = <X’y>x
(X, x)

Feito isso, mais alguns resultados importantes que conseguimos provar sao o Teorema
de Pitagoras e a Desigualdade de Schwarz.

Teorema A .1.8 (de Pitagoras). Se x_Ly, entdo |x + y|* = |x|? + |y|?.
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Demonstracdo. Suponha x_Ly. Entao,

x+y[P=(x+y,x+y)
= () + (X y)+ (¥, x) +(y,y)
= x>+ 2(x,y) + |y[?

=[x+ Jy[.

Teorema A .1.9 (Desigualdade de Schwars). Para quaisquer x,y € R", tem-se

[ )] < Ixlly
outro.

, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x ou y é multiplo do

Demonstracdo. Se x = 0, a desigualdade é trivialmente satisfeita.
Se x #0, entéo, existem y e z, com z_L y, tais que

Yy =ax+2z,
X

em que « = < };>
X

Logo, por A .1.8,

yI® = loax® + |2 = [y = o®x]* + |2]".

Logo,
X, y)?
VP = alla = ST = ()2 < iy
=[x, p) < Ix]lyl.
Valendo a igualdade se, e somente se, y = ax. O

Vejamos algumas propriedades da norma:

a) [x] >0

b) |ax| = |af|x]

o) |x+y| < [x|+]yl = |x+y* < (x| +|y])".

Até o momento, trabalhamos com um tipo especifico de norma, que é conhecida como
norma euclidiana, que é da forma

|x\=\/x12+x§+---+x;?.
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Podemos definir outros tipos de normas, como a norma do maximo e a da soma:

A norma do maximo, como diz 0 nome, é definida como sendo a maior coordenada de
x € R", ou seja, s | Xnl }

Ja a norma da soma é dada pela soma das coordenadas,

X|m = max{|x

X|s = x|+ +[x"|.

Para todo x € R”, temos

Xl < [x| < [x|s < nlx|um,

em que |x| é a norma euclidiana.
Para toda norma, vale a desigualdade

x| = Iyl < |x =yl

Finalizando, definiremos a distancia entre dois pontos, que é dada por, sendo x, y € R",

d(x,y) = ‘X—Y| = \/(X1 — Y12+ (X2 — Yo)2 + -+ (Xn — Yn)2
A .2 BOLAS E CONJUNTOS LIMITADOS

Definicdo A .2.1. Sejam a € R" e r € R tal que r > 0. A bola aberta de centro aeraio r é o

conjunto dos pontos x € R" tais que d(a; x) < r:
Ba;r)={x € R": |x —a| < r}.
A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto dos pontos x € R" tais que d(a; x) < r:
Bla;r]={x € R": |x — a| < r}.

Outra nomenclatura utilizada para a bola fechada B[a; r] € a de disco n-dimensional de
centro a e raio r. Chamamos a bola B[0; 1] de disco unitario de R".
A esfera de centro a e raio r é o conjunto

Sla;rl={xeR":|x—a|=r}.
Utilizamos uma notacao especifica para a esfera unitaria de dimensao n — 1:
S"T={xeR":|x| =1}

Quando n = 2, a esfera unitéaria de dimenséo 1 é a circunferéncia de centro na origem e
raio 1.
Nas definicdes acima, tomamos a norma euclidiana. Caso tomassemos a norma do
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maximo ou da soma, as formas das bolas e esferas definidas acima mudariam. Utilizando
o exemplo acima, caso utilizassemos a norma do maximo, teriamos um quadrado de lados
paralelos aos eixos com norma 1.

Qualquer das normas que tomarmos nao influenciara nas aplicacdes que veremos poste-
riormente.

De fato, sendo B, By, Bs as bolas de centro a e raio r construidas com as normas
euclidiana, do maximo e da soma, respectivamente, comparando as normas distintas, temos
Ix|m < |x] < |x|s < n|x|u. Logo, sendo B, a bola de centro a e raio r/n, necessariamente
By, C Bs C B C By.

Com isso, conseguimos definir conjuntos limitados:

Definicdao A .2.2. Seja X C R". Dizemos que X é um conjunto limitado se, e somente se, X
esta contido em alguma bola B[a; r].

Tomando B[0; k], com k = r + |a|,
x—a<r=|x—a+al<|x—a|+]|a <r+|al.

Logo, se x € Bla;r], entdo, necessariamente x € B[0; k]. Ou seja, dizer que X é limitado
equivale a dizer que existe k > 0 tal que |x| < k, paratodo x € X.

Definicdo A .2.3. Seja f : X — R"” uma aplicagédo. Dizemos que f ¢ limitada quando sua imagem
f(X) € R" & um conjunto limitado.

Dados a,b € R", com a # b, a reta que une esses pontos é o conjunto ab = {x € R" :
x=(1—1ta+tbtcR}.
O segmento com extremos em ae bé o conjunto [a,b] = {x € R" : x = (1 — t)a+ tb,t €

[0, 11}

Definicdo A .2.4. Seja X C R". Dizemos que X é convexo quando todo segmento de reta que
une quaisquer dois pontos de X esta inteiramente contido em X.

Exemplo A .2.5. Toda bola aberta ou fechada é um conjunto convexo.

Demonstragdo. Seja B(xo;r) C R"” uma bola aberta de centro x, e raio r. Tome a, b € B(xy; )
quaisquer tais que a # b.
De fato,

a—x| <relb—x|<r.
Tomemos o segmento com extremos em a e b dado por [a,b] = {x € R" : x =
(1 —ta+tb,t € R}
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Vejamos, tome x € [a, b]. Entao,

(
= (1 —Ha+tb— (1 — Hxo — txo]
(1 — t)(a— Xo) + (b— xo)t]

|

< [(1 = t)(a—x)| + |(b— %)
< (1= t]a—x|+[b— x|t
<(1—=0Hr—tr

<r.

Portanto, [a, b] C B(xo; r), paratodo a, b € B(xp; r).
O caso da bola fechada € anélogo. O]

A .3 CONJUNTOS ABERTOS

Seja a € X C R”, dizemos que a é interior a X se é possivel obter r > 0 tal que
B(a;r) C X. O conjunto dos pontos interiores a X, denominado interior do conjunto X, é
denotado por int.X.

Definicao A .3.1. Um conjunto A C R” é aberto se, e somente se, dado qualquer ponto a € A, é
possivel obter r > 0 tal que a bola aberta B(a; r) esté inteiramente contida em A.

Ou, equivalentemente, A C R” é aberto se, e somente se A = int.A.
Exemplo A .3.2. Toda bola aberta € um conjunto aberto.

Demonstragdo. Seja B = B(a;r) C R" uma bola aberta de centro a e raio r em R".
Suponha p € B um ponto qualquer. Entao,

p—al<r.
Tome z = r — |p — a| e considere a bola aberta B(p; z) mostremos que B(p; z) C B(a;r).
Vejamos, seja x € B(p; z). Entao,

x—p|<z=|x—p|<r—|p—al
Entretanto,
x—al=|x—p+p—a <|x—pl+lp—al<r—|p—al+lp—al=r.

Portanto, B(p; z) C B(a;r). Como tomamos um ponto arbitrario de B(a; r), segue que
B(a; r) € um conjunto aberto. O]

Definicdo A .3.3. Seja X C R". A fronteira de X, denotado por fr.X, é o conjunto dos pontos
que néo s&o interiores a X e nédo sdo interiores a R" \ X.
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Teorema A .3.4. (a) Se A e A; sdo conjuntos abertos emR", entdo AyN A, é um conjunto
aberto.

(b) Seja (A))x € L uma familia arbitraria de conjuntos abertos em R". Entao a reunido
A= U A, é um conjunto aberto.
AeL

Demonstragdo. (a) Sejam Ay, A, C R" dois conjuntos abertos em R".

Se A; N A, = (), por vacuidade, segue que A; N A, é aberto.

Se AiNA;, #0eA; C A ouA, C Ay, segue imediatamente que A; N A, é aberto.

Se AiNA #0,A; & A e Ay, & Ay, tome p € AN A,. Ento, pela definicdo de intersegéo
e de conjuntos abertos, segue que é possivel obter ry e r; tais que B(p; 1) C Ay e B(p; r2) C As.

Suponha, sem perda de generalidade, que r» < ry. Entdo, como as bolas sao concéntricas,
tomando qualquer ponto de a € B(p; r»), teriamos

|a—p|<r2<r1.

Portanto, B(p;r.) C B(p;r;) C A;. Como, por hipétese, B(p;r.) C A, segue que
B(p; r) C A; N A, provando que A; N A, € um conjunto aberto em R”.

(b) Seja (Ay)x € L uma familia arbitréria de conjuntos abertos em R". Considere a reunido

A= U A,. Suponha que x € A. Entao, para algum A € L, temos x € A,.

AeL
Como A, é aberto, existe r > 0 tal que B(x;r) C Ay C A. Portanto, A € um conjunto

aberto em R”. ]

Definicdo A .3.5. Seja X C R"” um conjunto qualquer. Um conjunto A C X é aberto em X se, e
somente se, A= U N X, em que U é um conjunto aberto em R".

A .4 SEQUENCIAS

Definicdo A .4.1. Uma sequéncia em R"” é uma funcdo f : N — R" que associa cada k € N a
um ponto Xx = (X1, ..., Xkn) € R".

Paracadai=1,...,n, x, € ai-ésima coordenada de x.

A notacado para uma sequéncia é dada por (Xx)ken.

Observemos que dar uma sequéncia em R"” equivale a dar n sequéncias em R: (Xx{)ken, .-

Dizemos que uma sequéncia é limitada se existe uma bola aberta B(c; r) tal que, para
todo k € N, x, € B(c;r).

Assim como feito na definicdo A .2.2, tomando a = r + |c|, teremos B(c; r) C B(0; a). Ou
seja, dizer que uma sequéncia € limitada equivale a dizer que é possivel obter a > 0 tal que,
para todo k € N, x, € B(0; a).

Com isso, podemos enunciar uma primeira proposicao sobre sequéncias:

’ (an)kEN .
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Proposicao A .4.2. Seja (xx)xen Uma sequéncia de pontos em R". (xx)ken € limitada se, e
somente se, paratodoi = 1,...,n, a sequéncia (Xx)ken, da I-€sima coordenada, € limitada.

Demonstracdo. Tomaremos a norma euclidiana para esta demonstragao.

Suponha que (xx)ken S€ja uma sequéncia limitada. Entéo, existe ¢ € R tal que |x| < c,
para todo k € N.

Logo,

|Xk| = \/XB, + -+ XB, < C.

Por outro lado, paratodoi=1,...,n,

2 2 2
|Xi| = \/XE < A/XE +---+XE, < cC.

Portanto, paratodo i = 1, ..., n, a sequéncia (Xx)xen € limitada.
Reciprocamente, suponha que paratodo i = 1, ..., na sequéncia (Xx)ken € limitada. Entao,
paratodo i =1,..., nexiste ¢ tal que

|Xk,'| < G

Tomando ¢ = max{c, ..., Cn},

IXk| = A/ XB + 4+ XB < A XBy + o+ ) XE = | Xkt |+ + | Xkn| < C

Portanto, (Xx)xen € limitada. O

Vejamos um exemplo dessa proposicao:

1
Exemplo A .4.3. Considere as sequéncias reais (—) e (ax)ken tal que a; = V3e ksl =
keN

V3+2a, k=23, ...

1 1 1

—| =+ < 1paratodo k € N, logo, | — é limitada.

ki k k) ken

Mostremos que (ax)xen € limitada por meio do principio de inducéo finita.

De fato,

De fato, é facil notar que a, > 0, para todo k € N, logo, |ak| = ax, para todo k € N.
Ademais, comegando pelo primeiro elemento da sequéncia, vemos que a; = V3 < 3.

Suponha que ax = /3 +2a,_1 < 3, paraum certo k > 1.
Provemos que ax.1 < 3. Vejamos,

Akt = V3 +2a, < V/3+23=3.

Portanto, |ax| = ax < 3 paratodo k € N, o que significa que (ax)xen € limitada.

1
Com isso, pela Proposicdo A .4.2, as sequéncias de R?, (Xi)ken = (E’ ax)ken © (Vk)ken =
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1
(a, E)keN sao limitadas.
Vejamos agora algumas definicdes importantes:

Definicao A .4.4. Seja (xx)xen Uma sequéncia em R”. Uma subsequéncia de (xx)ken € uma
restricdo dela a um subconjunto finito N’ C N. Denotamos-a por (Xx)ken-

Definicdo A .4.5. Sejam a € R" um ponto e (xx)xeny Uma sequéncia. Dizemos que a é o limite de
(Xx)ken € denotamos por klim Xy = aou Il(ir% Xx = aquando, dado € > 0, é possivel obter ky € N
—00 (S

tal que k > ky implica |xx — a| < ¢, ou, equivalentemente, k > k, implica x, € B(a;¢).

Observemos que a definigdo acima independe da norma escolhida, visto que |x|y <
x| < |x]s < n|x|m. Quando uma sequéncia possui um limite, dizemos que a sequéncia é
convergente.

Toda sequéncia convergente é limitada, pois, sendo (xx)xeny UMa sequéncia tal que
kILngo Xx = I, temos, pela Definicao A .4.5 que, dado € > 0, em particular, € = 1, existe ny € N tal

que n > ng implica |xx — /| < 1. Sendo M = max{|xi|, ..., |xa|,|/| + 1}, temos que |xx| < M, para
todo k € N, implicando (Xk)ken limitada.

Além disso, é facil ver que qualquer subsequéncia de uma sequéncia convergente é
convergente.

Com isso, temos o seguinte Teorema:

Teorema A .4.6. Seja (xx)ken Uma sequéncia de R".
A sequéncia (xx)xen converge para o ponto a = (ay, ..., a,), ou seja, klim X = a se, e
—00
somente se, paracadai=1,...,n, lim xy = a;.
k—o0

Demonstragdo. Suponha que klim Xx = a. Entéo, dado € > 0, é possivel obter k; € N tal que
—00
k > ko implica |xx — a| < e.
Por outro lado, paratodo i = 1, ..., n, independente da norma que tomarmos,

|Xk,' — a,-] < |Xk — a| < €.

Portanto, paracadai=1,...,n, k||—>rT<lo Xy = a.

Reciprocamente, suponha que, paracadai=1,...,n, k“jgo Xy = a;. Isso significa que,
dado ¢ > 0, existe k; € N tal que k > k; implica |xx — a;| < ¢, paratodoi=1,...,n.

Sendo assim, tomando k, = max{ki, ..., k,} e adotando a norma do maximo, k > kg
implica |xx — a| < e.

Portanto, kll_)ﬂgo Xk = a. O

Com isso, temos o seguinte Corolario:

Corolario A .4.7. Sejam (Xx)ken, (Vk)ken Sequéncias em R" e (a)ken Uma sequéncia real tais

que Iim x, =a, lim y,=be lim «a, = 3. Entdo, lim (xx + yx) = a+ b e lim axxx = fa.
k—ro0 k—o0 k—o0 k—o00 k—o0
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Feito isso, precisaremos de um resultado de sequéncias reais importante, que servira de

suporte para provar resultados mais gerais em R". Primeiramente, vejamos algumas definigdes:

Definicao A .4.8. Seja (a,),cy Uma sequéncia de numeros reais. Dizemos que (ap)nen é:
(a) estritamente crescente se, dados m, n € N quaisquer, com n > m, entao a, > ap;
(b) estritamente decrescente se, dados m, n € N quaisquer, com n > m, entao a, < an;
(c) crescente se, dados m, n € N quaisquer, com n > m, entdo a, > a;
(d) decrescente se, dados m, n € N quaisquer, com n > m, entdo a, < ap,.

Quando algum desses casos ocorre, dizemos que a sequéncia € monoétona.

Definicao A .4.9. Seja A C R um conjunto né@o vazio. Dizemos que A ¢ limitado superiormente
(inferiormente) quando existe ¢ € R tal que ¢ > a (¢ < a), paratodo a € A. O ponto ¢ é
chamado de limitante superior (inferior) de A.

Definicado A .4.10. Seja A C R um conjunto nédo vazio e limitado superiormente. Dizemos que
I € R é o supremo de A se, e somente se, / € 0 menor limitante superior de A.

Denotamo-o por sup A.

Analogamente, sendo B C R um conjunto nao vazio e limitado inferiormente. Dizemos
que /' € R é o infimo de b se, e somente se, ' & o maior limitante inferior de B.

Denotamo-o por inf B.

Observacdo A .4.11. Podemos interpretar a definicao acima da seguinte forma:

Seja A C R um conjunto ndo vazio, limitado superiormente e / = sup A. Entdo, dado
€ >0,existeac Atalque l —es < a< I

Analogamente, sendo B C R um conjunto ndo vazio, limitado inferiormente e /' = inf B.
Entdo, dado € > 0, existe b € Btalque /' < b < /' +¢.

Com isso, provemos 0 seguinte Teorema.
Teorema A .4.12. Toda sequéncia real, mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao. Seja (an)nen Uma sequéncia real, limitada e crescente. De fato, como (ap)pen €
limitada, existe M € R tal que |a,| < M, para todo n € N, ou, equivalentemente, —M < a, < M.

Logo, como a, < M, para todo n € N, segue que a sequéncia (a,)n,en € limitada
superiormente. Consequentemente, (a,),cn admite um supremo.

Sejam A o conjunto que contém todos os elementos da sequéncia (a,),en € suponha
I = sup .A. De acordo com a observacéo A .4.11, sabemos que, dado € > 0, existe a,y € Atal
quel —e < ap < 1.

Por outro lado, como, por hipétese, (a,).,cn € uma sequéncia crescente, dado n € N tal
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que n > ny, segue que a, = ap.
Logo,

|—e<ap<a<I<l+e=——c<a,—I<c¢

=la,—I| <e.

Portanto, lim a, = /.
n—oo
Os casos em que as sequéncias sao limitadas e estritamente crescentes, estritamente

decrescentes, ou decrescentes, sdo analogos. O

Vejamos uma aplicagao para esse Teorema, para isso, retomemos ao Exemplo A .4.3.
Nesse exemplo, vimos que a sequéncia (a,),cn dada por a; = V3 e an = V3 +2a,
era uma sequéncia limitada e um de seus limitantes superiores era 3. Vamos mostrar que
lim a, = 3.
n—oo
Como a, > 0, paratodo n € N, é facil ver que (a,),cny € uma sequéncia crescente.
Portanto, pelo Teorema A .4.12, segue que (a,)ncn € convergente.

Seja | € R o limite da sequéncia (a,),cn. De fato, é facil ver que

lim a, = lim a,=1.

n—oo n—oo

Sendo assim,

lim a,. = lim /3 + 2a,.

n—oo n—oo

Utilizando propriedades de limites de sequéncias reais, chegamos que

I=v3+21= P=3+2l.

Utilizando Bhaskara, chegamos que / = 3ou / = —1. Como a, > 0, para todo n € N,
segue que lim a, = 3.
n—oo
Feito isso, somos capazes de provar o seguinte Teorema:

Teorema A .4.13 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R" possui uma subsequén-
cia convergente.

Demonstracdo. Seja (xx)xen Uma sequéncia limitada em R".

Considere as n sequéncias reais coordenadas (Xx)ken, COM i =1,...,n.

De fato, como (xx)ken € limitada, pela Proposicao A .4.2, segue que, paracadai=1,...,n,
(Xki)ken € também limitada.

Assim sendo, considere o seguinte conjunto:

D:={k e N:Vp> Kk, x> Xp}.
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Caso D for infinito, podemos reescrevé-lo da forma

D={ky <kp<-<kp<--}

Resultando, da definicao de D, na subsequéncia decrescente
Xyg > Xigy > 00 > Xy, > -0

Portanto, pelo Teorema A .4.12, (xx)«ep € convergente.

Caso D nao for infinito, entdo existe ky € D tal que, paratodo k € D, ky > k, implicando
Xko < Xy, OU S€ja, ky € 0 maximo de D.

Sendo assim, por propriedade dos nimeros naturais, sabemos que existe k; > ky. Entre-
tanto, como k;; ¢ D, necessariamente, X, > Xko-

Analogamente, tomando ki > ki1, teriamos xi, > Xk, > Xko-

Repetindo o processo sucessivamente, obteriamos um conjunto D= {ko <ki<---<
Kim < ---}talque X < Xg, < -+ < Xg,, < -+

Ou seja, (xii),cp Seria uma subsequéncia decrescente de (Xxx)ken. Portanto, novamente
pelo Teorema A .4.12, (xx)ccp € convergente.

Com isso, provamos que toda sequéncia real limitada admite uma subsequéncia conver-
gente.

Sendo assim, considere a sequéncia real relativa a primeira coordenada de (Xx)ken,
(Xk1)ken. Como ela é limitada, sabemos que existe Ny C N tal que (xx1)«en, € convergente, ou
seja, existe a; € N tal que ;JL% X1 = 81.

Agora, considerando a sequéncia real relativa a segunda coordenada de (Xx)xen, Mmas
restrita a Ny, (Xk2)ken,, Sabemos que existe N, C Nj tal que (xk2)ken, € COnvergente, ou seja,
existe a, € N tal que klierlr\llz Xko = .

Seguindo o mesmo processo, obtemos N, C N, ; C --- C N, C Ny C N e nlmeros
reais ay, ..., a tais que I!lerg X =a,parai=1,..,n.

Logo, considerando a = (ay, ..., ap), pelo Teorema A .4.6, Xy = a, provando o Teo-

lim
keN,
rema. O

Finalizando a parte de sequéncias, falemos um pouco sobre sequéncias de Cauchy:

Definicao A .4.14. Uma sequéncia (xx)xen de pontos do R” é uma sequéncia de Cauchy se, e
somente se, dado € > 0, existe ky € N tal que k, r > K, implica |x, — x| < €.

Toda sequéncia de Cauchy é limitada, pois, dado £ > 0, exceto para um ndmero finito de
pontos da sequéncia, a partir de um ky, todos os outros pontos estardo contidos em uma bola de
raio €.

Uma condicéo equivalente a dada na definicdo para uma sequéncia (xx)xen ser de Cauchy
é que k’IriLnoo |xk — x| = 0.

Agora, vejamos um resultado interessante, conhecido como Critério de Cauchy.
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Teorema A .4.15 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia em R" é convergente se, e somente se,
€ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja (xx)xen Uma sequéncia tal que klim xx=a acR"
—00
De fato, tomando N’ C N, a subsequéncia (x;),cry também converge para a.
Por outro lado,

0<|xk —x|=|xk —a+a—x| <|x—al+|x —al
Aplicando o limite,

im 0< Im |x—x|< Iim |xx—a|+|x—a =0< lim |x—x|<0.
K,r—o00 K,r—o00 k,r—o00 k,r—o00

Pelo Teorema do Confronto, segue que kvlriinm |xx — x| = 0, ou seja, (Xk)ken € UMa
sequéncia de Cauchy.

Reciprocamente, se (xx)ken € Uma sequéncia de Cauchy, como (xx)ken € limitada, existe
N’ C N tal que |LI’§I X, = a, para algum a € R".

Por outrc; lado, como (x)xen € uma sequéncia de Cauchy, segue que

lim |[xx — x| = 0.
K,r—o00
Sendo assim, como
Ixk — al < |xk — x|+ |x, — &,
segue que
lim |x. —a| = 0.
k—o00

Portanto, (xx)xen € convergente. O]

A .5 CONJUNTOS FECHADOS

Com intuito de definir conjuntos fechados, primeiramente, precisamos de algumas defini-
cOes:

Definicdo A .5.1. Sejam X C R"e a € R".

(a) Dizemos que a é aderente ao conjunto X se, e somente se, existe uma sequéncia de

pontos x, € X tal que lim xx = a;
k—o00

(b) O conjunto dos pontos aderentes a X, denotado por X é chamado de fecho de X.
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Com isso, temos a definicao de conjuntos fechados

Definicdo A .5.2. Seja F C R" um conjunto. Dizemos que F é fechado em R” quando F = F,
ou seja, todo ponto aderente a F pertence a F.

Dado um conjunto X C R”, todo ponto x € X é aderente a X, basta tomar a sequéncia
constante (x, x, x, ...). Logo, para todo X C R”, tém-se X C X.

Proposicdo A .5.3. Sejam X,Y CR". SeX C Y,entdo X C Y.

Demonstracdo. Com efeito, tome a € X qualquer. Pela definicio de ponto aderente, existe uma
sequéncia de pontos xx € X, k € N, tal que kIer;o Xk = a.

Entretanto, como X C Y, segue que todo elemento de X € um elemento de Y, em
particular, os elementos da sequéncia de pontos xx € X, k € N.

Portanto, como kIergo Xc=aex, € Y,paratodo k € N, a é aderente a Y. Consequente-

mente, X C Y. O
Vejamos alguns resultados sobre conjuntos fechados.

Teorema A .5.4. (a) Seja X C R" um conjunto. Dado a € R", dizemos que a é aderente
ao conjunto X se, e somente se, toda bola de centro a possui algum ponto de X;

(b) Um conjunto F C R" é fechado se, e somente se, R" \ F é aberto (Equivalentemente,
A C R" é aberto se, e somente se, R" \ A é fechado);

(c) O fecho de qualquer conjunto X C R" é um conjunto fechado.

Demonstracdo. (a) Suponha que a é aderente a X. Entdo, existe uma sequéncia (Xx)xen de
pontos de X tal que I|m xx = a. Ou seja, para todo € > 0, conseguimos obter ky € N tal que
k > ky implica |xx — a| < €, ou ainda, x, € B(a;¢).

Portanto, para toda bola de centro a, é possivel obter k € N tal que xx é elemento da
bola.

Reciprocamente, suponha que toda bola de centro a possui um elemento de X.

1 1
Logo, ao tomarmos a bola B(a; k_)’ sabemos que existe xx; € B(a; k_)' Se tomarmos
1 1
1 1 1
k, >> ky, teremos PR << P sabemos que existe xi tal que x, € B(a; k—). Fazendo uma

2 1 2
sequéncia desses pontos, dado ¢ > 0, existird k; € N tal que k > kp implica |xx — a| < e.

Portanto, a é aderente a X.

(b) Seja F C R” um conjunto fechado. Suponha x € R”\ F. Como, por definigéo, F = F,
dizer que x € R"\ F equivale a dizer que x ndo é aderente a F, o que é equivalente a afirmar,
pelo item (a), que existe r > 0 tal que B(x;r) C R"\ F.

Portanto, F é fechado se, e somente se, R" \ F é aberto.
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(c) Seja X C R" um conjunto e X seu fecho. De fato, se x € R" \ X, x ndo é aderente a
X, 0 que significa, pelo item (a), que existe r > 0 tal que a bola B = B(x; r) ndo possui pontos de
X.

Sendo assim, X C R"\ B e, pela Proposicao A .5.3, X C R”—\B

Entretanto, como B é aberto, pelo item (b), segue que R" \ B é um conjunto fechado.
Logo, X C R"\ B, ou seja, B C R"\ X.

Portanto R" \7 é um conjunto aberto, implicando, pelo item (b), X fechado. O

Vejamos agora um exemplo.

Exemplo A .5.5. O fecho de uma bola aberta é uma bola fechada. De fato, dada uma bola aberta
qualquer B(a, r), sabemos que B(a, r) C Bla, r]. Além disso, pela observacao anterior, sabemos
que B(a, r) C B(a, r). Mostremos que B(a, r) = Bla, r].

De fato, dado um ponto de fora da fronteira de B(a, r), isto é, um ponto x tal que |x—a| > r,
sabemos que nao existe pontos de B(a, r) nas proximidades de x. Assim, pelo Teorema A.5.4,
(a), x ndo pode ser ponto aderente.

Feito isso, dado um ponto x pertencente a fronteira de B(a, r), temos |x — a| = r, logo,
X € B[a, r]. Mostremos que x é aderente a B(a, r).

De fato, tomando xx = (1 — E)X’ k € N, teremos xx € B(a,r) e kI|_>rro10 X, = x. Portanto, x é
aderente a bola B(a, r).

Consequentemente, B(a, r) C Bla, r].

Reciprocamente, dado qualquer ponto x € B(a, r), x = kli_}moo Xk, COM |xx — a| < r para
todo k € N. Portanto, |x — a| < kILmOO |xx —al <r.

Portanto, B[a, r] C B(a, r). Consequentemente, Bla, r] = B(a, r).

Observacdo A .5.6. Como Bla, r] é o fecho de B(a, r), segue imediatamente do Teorema A.5.4,
(c) que Bla, r] € um conjunto fechado.

Definicdo A .5.7. Sejam X C R"” um conjunto e a € R" um ponto qualquer. A distancia do ponto
a ao conjunto X é o numero definido por

d(a, X) =inf{|x — a|; x € X}.
Teorema A .5.8. Seja F C R"um conjunto fechado. Dado a € R" um ponto qualquer, existe
Xo € F tal que |xo, — a| < |x — a|, para todo x € F.

Demonstragdo. Seja a € R" um ponto qualquer.

Se a € X, a propriedade é trivialmente satisfeita, visto que |a— a| = 0 < |x — 4|, para
todo x € X, com x # a.

Se a ¢ X, tomemos a distancia entre o ponto a e o conjunto X,

d(a; X) = inf{|x — a|; x € X}.
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Pela definicao de infimo, sabemos que existe x, € X, tal que
1
d@ X) < |x — al < d(a;x) — p

Assim sendo, quando k — oo, pelo Teorema do Confronto, temos klim |xx — a| = d(a; x).
— 00
Como a sequéncia (xx)ken € claramente limitada, pelo Teorema A .4.13, (Xx)ken admite
uma subsequéncia convergente. Sendo assim, desconsiderando 0s x, que nao estdo nessa

subsequéncia, existe x; = klim Xy tal que d(a; X) = |xo — a|. Como F é fechado, x, € F. O
— 00
Feito isso, vejamos mais algumas definigdes relevantes acerca de conjuntos fechados.

Definicdao A .5.9. Sejam X, Y C R" conjuntos tais que X C Y. Dizemos que o conjunto X é
denso em Y se, e somente se, X = Y.

Do Exemplo A .5.5, B(a, r) € densa em B|a, r].

Definicdo A .5.10. Sejam a € R" e X C R". O ponto a é chamado de ponto de acumulagio em
X quando toda bola aberta de centro a possui algum ponto de X diferente de a.

Caso o ponto a ndo for um ponto de acumulacao, ele serd chamado de ponto isolado de
X. Se X contiver apenas pontos isolados, ele sera chamado de conjunto discreto.

Teorema A .5.11. Seja X C R" um conjunto e a € R" um ponto qualquer. Entdo, as seguintes
afirmacées séo equivalentes:

(i) a é um ponto de acumulagao de X;
(ii) a é limite de uma sequéncia de pontos x, € X \ {a};
(iii) Toda bola de centro a possui uma infinidade de pontos de X.

Demonstragdo. Primeiramente, provemos a equivaléncia dos itens (/i) e (ii).

De fato, supondo primeiramente que a € um ponto de acumulacao de X, sabemos que
para toda bola aberta B centrada em a existe pelo menos um ponto x € X diferente de a que
pertence a B.

1 1
Assim, tomando a bola aberta de centro a e raio P B (a, E)’ para k € N, existe

1
pelo menos um ponto, que denotaremos por xi tal que xx, € B (a, E>' Em outras palavras,

1
|x — a| < P
Logo, ao tomarmos ¢ > 0 qualquer, pela propriedade arquimediana, sabemos que existe

1
ko € N tal que ky > —, ou equivalentemente, P < . Como a é um ponto de acumulacéo de x,
€ 0

, 1
teremos que existe x, € X tal que |x, — a| < — < .

ko

. 1 , .
Além disso, ao tomarmos k > kg, teremos E < € e,como a é um ponto de acumulagéo,
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existe x, € X tal que |x — a| < % <.

Portanto, lim X, = a, com x, & X\ {a} para todo k € N.

Reciprocamente, se a é limite de uma sequéncia de pontos x, € X \ {a}, pela definigéo
de limite, para todo ¢ > 0 é possivel obter ky € N tal que k > kp implica |x, — a| < e.

Sendo assim, como vale para qualquer € > 0, segue que a é ponto de acumulacao.

Agora, provemos a equivaléncia das afirmacoes (i) e (Jii).

Para isso, suponha que a é um ponto de acumulagédo de X e que, para alguma bola
aberta B, de centro a e raio r existe um nuamero finito de pontos de X. De fato, se existe um
numero finito de pontos, digamos xi, ..., X, € BN X, tomemos o ponto mais préximo de a, que
sera denotado por x.

De fato, 0 < |x — a] < |x; — a| para todos i = 1,...,n. Assim, tomando k € N tal

1
Ix —a

1
x € X\ {a}talque x € B (a, E)’ contrariando a hipdtese de a ser ponto de acumulag&o.

que k >

1 1
% < |x — a|. Logo, ao tomarmos a bola B (a, E) vemos que nao existe

Reciprocamente, se toda bola de centro a possui infinitos pontos de x, é direto que a é
um ponto de acumulacgéo de X. O

Teorema A .5.12. Todo subconjunto infinito limitado possui pelo menos um ponto de acumulagéo.

Demonstragdo. De fato, tomando X C RR” um conjunto infinito limitado, tomando qualquer
sequéncia de pontos xx € X, vemos que (Xx)ken € Uma sequéncia limitada.

Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (A .4.13), existe uma subsequéncia conver-
gente em X. Assim, sendo a o limite dessa subsequéncia de pontos x, € X, k' € N' C N, para
todo £ > 0, conseguimos obter k, € N’ tal que k > ky, com k € N’ implica |xx — a| < ¢, ou seja,

a é um ponto de acumulagéo de X. O
Teorema A .5.13. (a) Se F;, F, € R" sdo conjuntos fechados, entdo F; U F, também sera
fechado;

(b) Se (F))xcL € uma familia arbitraria de conjuntos fechados, entao ﬂ F)\ é fechado.
AeL

Demonstragdo. (a) Sejam F; e F, conjuntos fechados. Pelo Teorema A.5.4, (b), A; = R" \ F;
e A, = R"\ F, sdo abertos e, pelo Teorema A.3.4, (a), A; N A, é aberto. Por outro lado,
AiNA=R"\ F)NR"\ F) =R\ (F; UF,). Logo, R"\ (F; U F,) é aberto e, novamente pelo
Teorema A.5.4 (b), F; U F, é fechado.

(b) Seja (Fy)x € L uma familia de conjuntos fechados. De fato, para cada A € L, temos,

pelo Teorema A.5.4, (b), Ay = R"\ F, aberto e, pelo Teorema A.3.4, (b), A = U A, é aberto.
AEL
Por outro lado, sendo F = ﬂ Fy, temos A=R"\ F. Portanto, F = ﬂ F) é fechado. O
A€EL AeL

Definicdo A .5.14. Seja X C R"” um conjunto e F C X um subconjunto de X. Dizemos que F é
fechado em X se, e somente se, F possui todos 0s seus pontos aderentes que pertencem a X,
em outras palavras, F = F N X.
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Equivalentemente, podemos dizer que F é fechado em X se F = G N X para algum
conjunto G C R” fechado. Com efeito, se G é fechado, F C G,logo, F= FNX CFNX C GC
X = F,emque F = FN X, resultando em F fechado em X.

Um resultado interessante € o seguinte:

Teorema A .5.15. Sejam X C R" um conjunto. F C R" é fechado em X se, e somente se X \ F
é aberto em X. (Reciprocamente, A C X é aberto em X se, e somente se X \ A é fechado em
X).

Demonstragdo. De fato, sendo F um conjunto talque F = GN X paraalgum GC R", F =GN X
se, e somente se X \ F = (R"\ G) N X, em que, pelo Teorema A.5.4, (b), G é fechado se, e
somente se (R" \ G) é aberto. Assim, F é fechado em X se, e somente se X \ F é aberto em
X. O

A .6 CONJUNTOS COMPACTOS

Definicdo A .6.1. Seja X C R” um conjunto. X é dito compacto se, e somente se, é limitado e
fechado.

Um primeiro exemplo que podemos ver de conjunto compacto é o seguinte:

Exemplo A .6.2. Toda bola fechada B[a, r] € um conjunto compacto. Com efeito, conforme visto
anteriormente, B[a, r] € um conjunto fechado. Ademais, BJa, r] é limitado, pois esta inteiramente
contida em B(a, r + 1). Portanto, é compacto.

Outro exemplo de conjunto compacto sao as esferas de R”, G[a, r].

Finalizando, vemos facilmente que Z" é um conjunto fechado que no ¢ limitado, portanto,
nao é compacto.

Com isso, vamos ao primeiro Teorema que trata desse conjuntos.

Teorema A .6.3. Segja K € R" um conjunto. K é compacto se, e somente se, toda sequéncia de
pontos x, € K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Demonstragdo. Suponha K C R" um conjunto compacto. Por definicao, K é fechado e limitado.
Isso significa que existe M > 0 tal que, para todo x € K, |x| < M. Além disso, todos os pontos
aderentes de K pertencem a K.

Assim, tomando uma sequéncia arbitraria (x,),cy de pontos x, € K paratodo n € N,
como K é limitado, (X,)neny € uma sequéncia limitada.

Logo, pelo Teorema A .4.13, (x,).,en admite pelo menos uma subsequéncia convergente.

Assim, como, em particular, K é fechado, toda sequéncia em K admite pelo menos uma
subsequéncia que converge para um ponto de K.

Reciprocamente, suponha K um conjunto tal que toda sequéncia de pontos x, € K possui
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uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Com isso, suponha que K nao é limitado. Entdo, podemos tomar uma sequéncia de
pontos (X,)nen tal que, para todo n € N, teriamos |x,| > n.

Entretanto, tal sequéncia ndo admite subsequéncia convergente, contrariando a hipétese.

Portanto, K € limitado.

Por outro lado, se tomarmos uma sequéncia convergente qualguer de pontos de K,
digamos (xx)xen, conforme vimos anteriormente, toda subsequéncia de (xx)xen também é conver-
gente e, ainda mais, tais subsequéncias convergem para 0 mesmo ponto da sequéncia original.

Logo, sendo (X)xen Uma subsequéncia de (Xk)ken, temos

lim x, = lim x, = a.
keN keN'

Como a é o limite de uma subsequéncia de K, por hipétese, a € K. Assim, como tomamos
uma sequéncia convergente arbitraria de pontos de K, concluimos que K é um conjunto fechado.
Portanto, K € um conjunto compacto. O

Com isso, vejamos uma definicio relevante que trata de distancia de conjuntos.

Definicdo A .6.4. Sejam X, Y C R" dois conjuntos. A distancia entre X e Y, denotada por
d(X,Y) é definida da seguinte forma:

dX,Y)=inf{|x —y

x € X,y e Y}

Notemos que, dessa definicdo, dados dois subconjuntos fechados de X, Y C R” quais-
quer, nem sempre é possivel obter x, € X e y, € Y tais que |x — yo| = d(X,Y). Um
exemplo particular desse fato pode ser tomando os subconjuntos de R?, X = {(x,0) € RZ} e
Y ={(x,1/x) € R x > 0}. De fato, X e Y séo fechados e d(X, Y) = 0, mas n&o temos pontos
especificos tais que |xo — yo| = d(X, Y).

Entretanto, temos um caso em que é possivel obter tais pontos, que é o seguinte:

Teorema A .6.5. Sejam F, K C R" conjuntos tais que F é fechado e K é compacto. Entao,
existem x, € K e yy € F tais que |xo — Yo| < |x — y| paratodosx € Key € F.

Demonstracdo. De fato, da definicdao de infimo (A .4.11), existem sequéncias de pontos xx € K
e yx € F tais que kILmOO |xx — yk| = d(K, F). Vejamos, dado ¢ = P ko, € N, da definicao de infimo,
existem x,, € K e yx, € F tais que d(K, F) +& > |x, — Y| > d(k, F).

Assim, tomando k > ky, podemos encontrar x, € K e yx € F tais que |x, — Vk,| >
X — y| = d(k, F).

Portanto, repetindo o processo, obtemos uma sequéncia tal que kli_>moo |xk — Y| = d(K, F).

Ademais, (Vi)ken € limitada, visto que |yx| < |yk — Xk| + X«

, em que |yx — Xx| € limitada
por ser convergente e | xx| € limitada por conta de x, € K para todo k € N e K ser um conjunto
compacto.
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Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (A .4.13), ambas as sequéncias admitem
subsequéncias convergentes e, dessa forma, kIer;o Xk = Xp € kILmOO Yk =Yo,comXxo € Key, € F,
por conta de ambos os conjuntos serem fechados.

Portanto,

xo—yo\=in_>rr;o]xk—yk\=d(K,F)§ |x — y|, paratodos x,c Key € F. [

Corolario A .6.6. Suponha K C U C R" conjuntos tais que K é compacto e U é aberto. Entdo,
existe € > 0 tal que toda bola centrada em um ponto de K e raio € esta inteiramente contida em
U.

Demonstragdo. De fato, considerando os conjuntos K e F = R" \ U pelo Teorema A.5.4, (b), F
é fechado. Assim, do Teorema A .6.5, existem x, € K e y, € F tais, que |Xo — yo| < |x — y|
para todos x € K e y € F. Assim, tomando € = Xy — y|, teremos que, dados x € Key € F

quaisquer, |x — y| > e. Portanto, B(x,¢) C U para todo x € K. O]

Outro resultado interessante que veremos nos compactos que ndo ocorrem nos conjuntos

somente fechados € o seguinte:

Teorema A .6.7 (Cantor). Considerando a ordem da inclusao, suponha K; D K; D --- D K, D
- uma sequéncia decrescente de compactos ndo vazios de R". Entao, existe pelo menos um

ponto a € R" tal que a € K, para todos n € N, ou seja, a € ﬂ K.
neN

Demonstracao. De fato, por hipétese, como para todos n € N, K, é um conjunto compacto,
entdo K, é limitado. Assim, tomando o compacto Kj, de sua definicdo, deve existir M > 0
tal que, para todo ponto x € Kj, temos |x| < M. Ademais, como estamos tratando de uma
seguéncia decrescente de conjuntos compactos, entao segue que, dado um ponto arbitrario x de
um compacto K,, sendo n € N qualquer, teremos |x| < M.

Sendo assim, tomando para cada k € N um ponto pertencente a Ky, que denotaremos
por X, a sequéncia obtida, (Xxx)xen sera limitada.

Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (A .4.13), sabemos que existe N’ C N tal
que (Xx)xken' € convergente. Suporemos que kliergl Xy = a.

Mostremos que a € K, para todo n € N. De fato, dado n € N qualquer, pela propriedade
dos naturais, existe r € N’ tal que r > n, assim, tomando x, conforme a construgéo feita, teremos
X, € K, jaque K, C K,. Assim, dado qualquer r > n, obteremos x, € K,.

Deste processo, obteremos uma subsequéncia de (Xk)xen, que denotaremos por (X;),cn: -
Assim, como (xk)xen € convergente, teremos rlierlgl X, = a.

Sendo x, € K, para todos r € N', com r > n, teremos que a & um ponto aderente de K,,,
e, como K, é compacto, a € K,,.

Portanto, como tomamos n € N arbitrario, segue que a € K, para todo n € N, ou seja,

() Kn #90. O

neN
Observemos que, se tivéssemos uma sequéncia decrescente de conjuntos fechados
FDFRD---DF,D---,nd0 necessariamente a intersecao desses conjuntos seria ndo vazia.
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Um exemplo disso seria tomar, em R, os conjuntos Fy = [k, 00), sendo k € N. De fato, teriamos

F, D,:23...3/:,,3---,entretanto,ﬂFk=@-

keN
Vejamos agora algumas definicdes que nos auxiliardo posteriormente.

Definicao A .6.8. Sejam X C R" um conjunto e L um conjunto de indices. Uma cobertura
do conjunto X € uma familia de conjuntos (Cy).c. €em que C, C R" para todo A € L tais que

xclJoen

AEL
Uma subcobertura é uma subfamilia (Cy)xer, em que L' C L, valendo X C U C.
AeL

Dizemos que uma cobertura de um conjunto X C R", (Cy),ec. € aberta quando, para todo
A € L, Cy é aberto. Da mesma forma, dizemos que (C, )¢, é finita quando L é um conjunto finito.
Definamos agora o conceito de diametro de um conjunto.

Definicao A .6.9. O diametro de um conjunto limitado X C R", denotado por diam(X) é dado por
diam(X) = max{|x — y|; x,y € X}.

Vejamos a definicdo de um conjunto especifico.
Definigao A .6.10. Um cubo de aresta « em R"” é um produto cartesiano
n

C= H[a,-, a; + o] de nintervalos de tamanho «
i=1
n
De fato, considerando um cubo de aresta «, C = H[a,-, a; + a7, ao tomarmos dois pontos
i=1
quaisquer, X = (X4, ..., Xp,) € ¥ = (V1, ..., ¥n) de C, paracada i =1,..., n, temos que |x; — y;| < a,
por conta da definicdo do cubo.

Assim,

n

Z(Xi —y)2 < avn,

i=1

X —y| =

ocorrendo |x — y| = av/nquando x = a;e y = g + a.
Portanto, cvv/n é o diametro do cubo de aresta e em R”.

Feito isso, conseguimos demonstrar o seguinte lema.

Lema A .6.11. Segja K € R" um compacto. Entdo, para todo ¢ > 0 existe uma decomposicdo
K=K, U---U K, de compactos em que paracadai =1, ..., n, temos diam(K;) < ¢.

Demonstragao. De fato, é possivel decompor a reta real R em intervalos de tamanho o € R,
sendo eles [ma, (m + 1)a] com m € Z. Para isso, basta escrever a reta da forma

R = | Jima, (m+1)al.

mez
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Da mesma forma, podemos decompor o R” como uma reunido de cubos, sendo eles
n

dados por, sendo m = (my, ..., m,) € Z" qualquer, C, = H[m,-a, (m; + 1)a].
i=1
Logo, o R" pode ser escrito como

R" = U Ch.

mezn

Ainda mais, dado um conjunto X C R", podemos escrevé-lo da forma

X = U (X N Cp). Se X for limitado, entao ele sera uma unido finita de tais intersec¢des, ou seja,
mezn

X=XiU---UXj,

emque X;=XNCp,i=1,..,k
Pelo o que vimos anteriormente sobre o didmetro dos cubos no R”, paratodoi=1,...,n,
€
diam(X;) < a+/n. Assim, dado € > 0 qualquer, basta tomar a = N que teremos diam(X;) < e.

Além disso, se X for compacto, entdo cada X; também sera, pois, pelo Teorema A.5.13, (b),
a intersecdo finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado, provando o que queriamos. [J

Com isso, conseguimos enunciar e demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema A .6.12 (Borel-Lebesgue). Toda cobertura aberta de um compacto K C R" admite
uma subcobertura finita.

Demonstragdo. Seja K C R" um compacto e suponha U A\ D K uma subcobertura aberta de

AeL
K que nao admite uma subcobertura finita.

De fato, pelo Lema A .6.11, dado ¢ = 1, existe uma decomposicao finita de compactos
com didametro menor ou igual a 1.

Dessa forma, como K nao admite uma subcobertura finita, pelo menos um desses
compactos, digamos K; C K, ndo admite subcobertura finita.

Repetindo o processo em Kj, entretanto tomando ¢ = 1/2, conseguimos obter K; C Kj,
com didmetro menor ou igual a 1/2, tal que nao admite subcobertura finita.

Continuando da mesma maneira e considerando a ordem da inclusdo, conseguimos
obter uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos que nao admitem subcobertura finita,
KiDKaD---DK,D---,talque paracada i € N, temos diam(K;) < 1/i.

Para todo i € N, teremos K; C U A, D K.
AeL
Por outro lado, pelo Teorema A .6.7, existe a € R" tal que a € ﬂ K.

neN
Assim, devemos ter que a € Ay para algum \ € L.

Entretanto, por hipétese, A, € um conjunto aberto, logo, deve existir k € N tal que
B(a,1/k) C A,. Tomando o conjunto Ky, vemos que diam(Ky) < 1/k, implicando K C
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B(a,1/k) C A,, contrariando a hipdtese de que a cobertura U A, D K néo admite subcobertura

AEL
finita.

Portanto, toda cobertura aberta de um compacto admite uma subcobertura finita. O

A.7 APLICACOES CONTINUAS

Primeiramente, vejamos o que € uma aplicacao:

Definicao A .7.1. Uma aplicagédo f : X C R™ — R" é uma relagéo que associa a cada x € X
sua imagem f(x) = (f;(x), ..., f,(x)) € R", em que f;, ..., f, : X — R séo fungdes coordenadas
de f.

Casualmente utilizaremos a notagao f(X) para representar o conjunto imagem de uma
aplicagao f : X C R™ — R".

Definicdo A .7.2. Seja f : X C R™ — RR" uma aplicacdo. Dizemos que f é continua em um
ponto a € X quando, dado £ > 0 é possivel obter § > 0 tal que, paratodo x € X, se |x — a| < ¢,
entdo |f(x) — f(a)| < e.

Equivalentemente, podemos dizer que f é continua no ponto a € X quando para cada
bola B(f(a), €) dada, existe B(a, d) tal que f(B(a, d) N X) C B(f(a), ).

Como tal definigao é pontual, diremos que f € uma aplicagao continua quando for continua
em todos os pontos de seu dominio.

Com isso, podemos enunciar alguns Teoremas acerca de tais aplicagées.

Teorema A.7.3. Seam X CR™, YCR", f: X > R"eg:Y — RP taisquef(X) C Y. Sefe
g sdo continuas nos pontos a e f(a), respectivamente, entdo g o f : X — RP é continua em a.

Demonstragao. De fato, como g é continua em f(a), pela definigdo, dado £ > 0 qualquer, existe
A > 0talque, paratodo y € Y, se |y — f(a)] < A, entdo |g(y) — g(f(a))| < e.
Por outro lado, como f é continua em a, da definicdo de continuidade, dado £’ > 0, em
particular, ' = ), existe § > 0 tal que, para todo x € X, se |x — a| < 4, entdo |f(x) — f(a)| < .
Assim, como |f(x) — f(a)| < A e f(x) € Y, da continuidade de g, |g(f(x)) — g(f(a))| < e.
Portanto, como tomamos ¢ > 0 arbitrario, segue que g o f é continua em a. O]

Teorema A .7.4. Sgjaf: X C R™ — R" uma aplicagao.

(a) f é continua em a se, e somente se, para toda sequéncia de pontos x, € X com
lim xx = a, temos lim f(xx) = f(a);
k—o00

k—o00

(b) f é continua em a se, e somente se, todas as suas fungbes coordenadas forem
continuas em a.
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Demonstragdo. (a) Suponha que f : X C R™ — R" seja continua em a. Ent&o, da defini¢ao de
continuidade, dado € > 0 qualquer, existe 6 > 0 tal que, para todo x € X, com |x — a| < ¢ vale
|f(x) — f(a)| < e.

Agora, tome uma sequéncia (xx)xey qualquer tal que kI|_>r20 Xx = a. Entao, da definicao,
dado £’ > 0, em particular, & = § conseguimos obter k; € N tal que, para todo k € N com
k > ko vale |x, — a| < 0.

Assim, da continuidade de f, obtemos que, se k > ko, entdo |f(xx) — f(a)| < e.

Portanto, como ¢ foi tomado arbitrariamente, segue que a sequéncia (f(xx))«en € conver-
gente e kli_)mc>O f(xx) = f(a).

Reciprocamente, suponha que para toda sequéncia (xx)xen de X, kl|_>rgo Xx = aimplica
kl|_>rro10 f(xx) = f(a).

Suponha que f ndo seja continua em a. Entao, deve existir A > 0 tal que, para todo 6 > 0,
|x — a| < & implica |f(x) — f(a)] > \.

Entretanto, dado x, € X com |x,, — a| < d, teriamos que k > k implicaria |xx — a| < 4.
Consequentemente,

f(xk) — f(a)] > A, contrariando o fato de (f(xk))xen S€r convergente.
Portanto, f é continua em a.

(b) Suponha f continua em a € X. De fato, pelo item (a), dada uma sequéncia de pontos
de X, (xx)xen, Que converge para a, entdo a sequéncia (f(xx))xen de pontos de R” converge para
f(a).

Ademais, pelo Teorema A .4.6,

lim x, =a< lim x, = a;;
k—o00 k—o0

Jim f(x) = f(a) < lim f(xc) = fi(a),

paratodoi=1,...,n.
Logo, como lim xx = aimplica lim f(xx) = f(a), das equivaléncias acima, lim x = a;
k—o00 k—o00 ) k—o00
implica klim fi(xx) = f(a) e, pelo item (a), f; € continua em aparatodoi=1,...,n.
—00
Reciprocamente, se fi, ..., f, : X C R™ sdo continuas em a, entdo, pelo item anterior,

lim x, =a = lim fi(Xk) = fi(a)a
k—ro0 k—ro0

paratodoi=1,...,n.
De acordo com Teorema A .4.6, temos

lim x; =a < lim x, = a
k—00 k—o00
lim fi(xx) = f(a) < lim f(x,) = f(a).
k—o00 k—o00
Portanto, f é continua. O

Vejamos algumas propriedades de aplicagcdes continuas:
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Teorema A .7.5. Segjamf,g: X CR” - R"ea : X C R” — R" aplicagbes continuas no
ponto a € X. Entdo, também sdo continuas nesse ponto as aplicacbes

(a) f+g: X — R", definida por f + g(x) = f(x) + g(x);
(b) ({f,g) : X — R, definida por (f, g)(x) = (f(x), g(x));

(c) |f| : X = R, definida por |f|(x) = |f(x)|;

H

(d) (af) : X — R", definida por (af)x = a(x)f(x).
Demonstracdo. Decorre imediatamente do Teorema A.7.4, item (a) com o Corolario A .4.7. O
Teorema A .7.6. A imagem de um conjunto compacto por uma aplicacdo continua é compacto.

Demonstragdo. Suponha f : X € R™ — R" uma aplicagdo continua e K C X um conjunto
compacto. Considere o conjunto imagem f(K).

De fato, dada uma sequéncia arbitraria (yx)xen de f(K), sabemos que, para todo k € N,
deve existir x, € K tal que f(xx) = yx. Assim, considerando a sequéncia (Xx)ken, cOmMo K €
compacto, pelo Teorema A .6.3, deve existir N’ C N tal que (xx)xen converge para um ponto de
K.

Por outro lado, pelo Teorema A.7.4, (a), como f é continua, se kliergl Xx = a, entdo kliergl f(xx) =
f(a).

Portanto, (yx)ken admite pelo menos uma subsequéncia convergente e, como tomamos
uma sequéncia arbitraria de f(K), segue que toda a sequéncia de f(K) admite uma subsequéncia
convergente.

Portanto, pelo Teorema A .6.3, f(K) é compacto. O

Corolario A .7.7 (Weierstrass). Seja k C R™ um compacto. Se f : K C R™ — R é uma fungéo
continua, entdo existem xy, x; € K tais que f(xy) < f(x) < f(xy) para todo x € K.

Demonstracdo. De fato, pelo Teorema anterior, sabemos que f(K) € um conjunto compacto.
Assim, tomando y, = inf(K) e y; = sup(K), pela definicdo de supremo e infimo (A .4.10), dado
ko € N, conseguimos obter y,, € f(K) tal que

1

YO<}’ko<YO+k—-
0

Tomando k > kg, com k € N, novamente, conseguimos obter y, € f(K) tal que

1
}’o<}’k<}’o+E-

Assim, klim Y« = Yo, OU S€ja, ¥, € aderente a K, consequentemente, y, € f(K).
—00
Com argumentos analogos, obtemos y; € f(K). Portanto, existem x;, x» € X tais que
f(x) < f(x) < f(xq) paratodo x € K. O]
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Teorema A .7.8. Sejaf: X C R™ — R" uma aplicagcdo. Nessas condigées, f é continua se, e
somente se, a imagem inversa de todo conjunto aberto A C R”, f~'(A), é um subconjunto aberto
em X.

Demonstragdo. De fato, supondo f continua, dado o aberto A € R”, se AN f(X) = (), necessari-
amente f~'(A) = (). Por vacuidade, () é um subconjunto aberto em X.

Supondo A N f(X) nao vazio, da definicdo de continuidade, sendo a € X, dadoe > 0, é
possivel obter § > 0 tal que se x € B(a, §) N X, entdo f(x) € B(f(a), ¢).

Por outro lado, sendo A um conjunto aberto, dado x, € f~' (A) qualquer, existe ¢ > 0 tal
que B(f(xp), ) C A. Da continuidade de f, segue que existe 6 > 0 tal que, se x € B(xp,d) N X,
que denotaremos por By, N X, entéo, f(x) € B(f(xp), €).

Em outras palavras, f(B,, N X) C B(f(xy),c) C A, implicando B,, N X C f~1(A), sendo
que, como tomamos X, arbitrario, vale para todo x € f~'(A).

Assim, considerando o conjunto

u=|J Bnx,

xEf~1(A)

U C f'(A) e, como dado x € f'(A), podemos obter B, N X, com x € B, N X, segue que
f~'(A) C U. Portanto, f~'(A) = U.

Como U é a reuniao de abertos em X, segue que U é aberto em X.

Reciprocamente, se a imagem inversa pela aplicagdo f : X C R” — R" de todo conjunto
aberto A C R" é um subconjunto aberto em X, tomando A C R"” um conjunto aberto qualquer,
f'(A) = CN X, com C C R" aberto.

Logo, tomando A = B(f(x), ), com x € X qualquere e > 0, f '(A) = CN X, com C
aberto.

Como x € C e C é aberto, podemos obter 6 > 0 tal que B(x, ) C C. Assim, f(B(x, ) N
X) C B(f(x), €), implicando que f é continua em x € X. Como tomamos x arbitrario, segue que f
é continua. O

Teorema A .7.9. Sgjaf: X C R™ — R" uma aplicacdo. Nessas condigbes, f é continua se,
e somente se, a imagem inversa de todo conjunto fechado F C R”, f~'(F), é um subconjunto
fechado em X.

Demonstragdo. De fato, sendo f continua, tomando F C R" fechado, pelo Teorema A.5.4, (b),
A=R"\ F é aberto. Assim, pelo Teorema A .7.8, f~'(A) é aberto e, consequentemente, pelo
Teorema A .5, f~(F) = X \ f~'(A) é fechado em X.

Reciprocamente, se a imagem inversa de todo conjunto fechado F C R”, f~'(F), é um
subconjunto fechado em X, pelos mesmos Teoremas, A=R"\ F é abertoe f'(A) = X \ f'(F)
€ aberto em X, valendo para todo conjunto A obtido dessa forma.

Portanto, pelo Teorema A .7.8, f é continua. O
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Feito isso, podemos generalizar ver versdes mais gerais desses Teoremas atraves dos
seguintes Corolarios:

Corolario A .7.10. Seja X C R" um conjunto aberto (fechado). Uma aplicagcdof : X C R — R"
€ continua se, e somente se, a imagem inversa de todo conjunto aberto (fechado) de R" é um
conjunto aberto (fechado) de R".

Demonstragao. De fato, dado um conjunto aberto (fechado) em R", pelo Teorema A .7.9, sendo
f continua, a imagem inversa desse conjunto é aberto (fechado) em X. Entretanto, como X é
aberto (fechado), segue que a imagem inversa do conjunto aberto (fechado) é aberto (fechado).

A reciproca é imediata do Teorema A .7.9. O

Corolario A .7.11. Sejam f,g : X ¢ R™ — R aplicagbes continuas. Entdo, o conjunto
A = {x € X;f(x) < g(x)} é aberto em X e os conjuntos F; = {x € X;f(x) = g(x)} e
Fo, = {x € X;f(x) < g(x)} s&o fechados em X.

Demonstracdo. De fato, considerando o conjunto A,
A={x € X;f(x) < gx)} = {x € X;f(x) — g(x) < 0}.

Tomando h : X — R dada por h(x) := f(x) — g(x), como f e g sdo continuas, necessaria-
mente h sera continua. Assim, podemos reescrever A da forma

A={x € X;h(x) <0} ={x € X;h(x) € (—o0,0)}.

Assim, A= h™"((—o0, 0)). Como (—o0, 0) é aberto e h é continua, pelo Teorema A .7.8,
segue que A é um conjunto aberto em X.
Os demais casos sao analogos, porém tomando por base o Teorema A .7.9. O]

Teorema A .7.12. Sejam K C R" um conjunto compacto, ¢ : K C R™ — R" uma aplicagdo
continuaef : L = o(K) C R" — RP uma aplicagdo. Nessas condicdes, f é continua se, e
somente se, fo ¢ : K C R™ — RP é continua.

Demonstragao. De fato, se f é continua, pelo Teorema A .7.3, segue que f o € continua.
Reciprocamente, se f o ¢ é continua, dado um conjunto fechado F C RP, a imagem
inversa (f o ¢)'(F) = (¢~ ' o f")(F) é um subconjunto fechado em K, logo, compacto em R"™.
Assim, aplicando ¢, pelo Teorema A.7.6, obtemos que [po (¢ o f ")](F) = f~'(F) é um conjunto
compacto, logo fechado em R™.
Portanto, pelo Corolario A .7.10, f é continua. O

A .8 HOMEOMORFISMOS

Definicédo A .8.1. Um homeomorfismo de um conjunto X C R”™ em um conjunto Y C R” é uma
aplicacdo continua f : X — Y injetora e sobrejetora tal que f~' : Y — X é também continua.
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Quando existe um homeomorfismo entre os conjuntos X e Y, dizemos que X € homeo-
morfoa Y.

Um primeiro exemplo que podemos tomar de um homeomorfismo é, dada uma apli-
cacdo qualquer f : X C R™ — R" continua, f € homeomorfa ao seu grafico graf(f) =
{(x,y) € R" x R";y = f(x)}. De fato, sendo ¢ : X — graf(f) dada por ¢(x) = (x, f(x)),
 sera injetora e sobrejetora. Além disso, da continuidade de f, segue que ¢ é continua. Ade-
mais, a inversa de ¢ é a projecao ¢ '((x, f(x))) = x. Logo, é continua.

Vejamos outros exemplos de homeomorfismos.

Exemplo A .8.2. Seja f : [0,27) — S’ definida por f(t) = (cos(t), sen(t)). Entdo, f é continua,
porém nao € um homeomorfismo.

De fato, f é bijetora, pois, dados t;, . € (0,2x], com t; # t, f(t;) = (cos(t;), sen(t;)) ¥
(cos(t), sen(t,)) = f(t), implicando f injetora. Ademais, dados (x,y) € S, \/Wy2 = 1.
Considerando # o angulo entre (x, y) e o semi-eixo positivo Ox, cos(f) = x e sen(f) = y, com
0 < 0 < 27. Logo, existe 6 tal que f(0) = (x, y). Portanto, f é bijetora.

Ademais, a continuidade de f se da por conta das fung¢des sen e cos serem continuas.

Entretanto, considerando ainversa f~' : 8" — [0, 27), f~' leva 0 compacto S’ no conjunto
[0, 27) que ndo é compacto. Em outras palavras, tomando o ponto (1, 0), (1, 0) = f(0). Além disso,
considerando a sequéncia dada por zx = (cos(f), sen()), em que, para cada k € N, temos
tc = (1 — 1/k)2m, teremos kILngo zx =(1,0).

Entretanto, lim Y (z) = Jim t = 2. Assim, n&o teremos_ lim fY(z)=f"(1,0) =0,
implicando f~' descontinua em (1, 0).

Exemplo A .8.3. A bola aberta B(0,1) C R" é homeomorfa ao conjunto R". De fato, basta

considerar as aplicagdes f : R” — B(0,1) e f~' : B(0,1) — R" dadas por

_ Y
11—yl

f(x) ()

T x|

As aplicagdes f e f~' sdo continuas e, dados x € R" e y € B(0, 1) quaisquer,

=T
fof "Wy)= "W _ 1= _
(fFof " )y) 1+hﬂ’ T y
vl 1—|y|
~ T T
(F o f)(x) = — = = X.
1— |1+\X|| |1+1\X||

Portanto, f~' é a inversa de f, comprovando que B(0, 1) ¢ homeomorfa a R".

A .9 CONJUNTOS CONEXOS

Uma cisdo de um conjunto X C R” é uma decomposicdo X = AUBemque ANB=0e
BNA=0.
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Dado X C R", é evidente que X = X U () é uma cisdo de X. Essa decomposi¢éo é

denominada cisao ftrivial.

Proposicdo A .9.1. Seja X C R". X = AU B é uma cisdo de X se, e somente se, A e B forem
abertos e fechados em X.

Demonstragdo. Se X = AUB é umacisdo, ANB = (e BN A= (. Ao tomarmos os pontos de X
aderentes a A, sabemos que tais pontos nao pertencem a B. Caso tal ponto fosse aderente a B,
teriamos AN B # (), que é um absurdo. Supondo que exita um ponto de X que nao pertence a A,
mas é aderente a A, isto é, existe a € X \ Atal que a € A, teriamos que a € B, contradizendo a
hipétese de que BN A = ().

Portanto, A= A = AN X. Analogamente, B = BN X. Portanto, A e B sdo fechados em X.

Mostremos que AN B é vazio. De fato, se existe x € X tal que x € AN B, teriamos uma
contradigcdo, pois x seria aderente tanto a A quanto a B.

Sendo assim, X = AU Be AN B = (). Consequentemente, A= X \ Be B= X\ A. Como
visto anteriormente, A e B sdo abertos em X.

Reciprocamente, se A C X é aberto e fechado em X, definindo B = X \ A, todo ponto
aderente de A nao pertence a B, por conta de A ser fechado. Além disso, pelo mesmo fato, todo
ponto aderente de B ndo pertence a A.

Portanto, X = AU B é uma cisao de X. O

Com isso, € imediato que se X C R" é aberto (fechado), entdo AU B é uma unido disjunta
de abertos (fechados). Ademais, se X é compacto, entdo A e B sdo compactos.

Definicao A .9.2 (Conjunto Conexo). Diz-se que um conjunto X C R" é conexo se, e somente
se, admite apenas a cisao trivial.

Um primeiro Teorema que podemos enunciar, no caso particular da reta real, é o seguinte
Teorema A .9.3. Todo intervalo da reta real € um conjunto conexo

Demonstracdo. Seja | C R um intervalo da reta. Suponha que existem A, B C R tais que
| = AU B é uma cisé@o nao trivial de /.

Sejamac Ae b e B,com a < b. De fato, [a,b] C .

Tome ¢ € [a, b] ponto médio do intervalo [a, b].

Suponha sem perda de generalidade que ¢ € A, chamando ¢ = a; e b = by, temos o

b—a
intervalo I; = [a;, by],emque ¢y = by — a; =

Repetindo o processo, obtemos o ponto médio de /; = [ay, b;], ¢. Supondo novamente

sem perda de generalidade que ¢’ € A e chamando ¢ = a, e b; = b, teremos o intervalo
b—a

22
Com isso, realizando 0 mesmo processo n vezes, teremos uma sequéncia de intervalos

b = [ag, bg] tal que ¢ = b, — a, =
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de termo geral I, = [a,, b, taisque ¢, = b, — a, = coma, € Ae b, € Bparatodo n € N.

on '
Como existe d € R talque a, < d < b,,como lim ¢, = 0, segue que lim a, = lim b, =
n—oo n—oo n—oo
d, que é uma contradicao.
Portanto, todo intervalo da reta real € um conjunto conexo. O

Outro resultado importante é que os intervalos da reta real sdo os Unicos subconjuntos
conexos de R. De fato, supondo um conjunto X C R, conexo e que ndo é um intervalo, sabemos
que existe ¢ ¢ X tal que, dados a,b € X,coma < b,a< ¢ < b.

Logo, podemos dividir X como sendo X = AUB,emque A={ac X:a<c}leB={bec
X :c < b}. Assim, AU B é uma cisdo néo trivial de X, que é uma contradigdo. Portanto, X é
desconexo.

Feito isso, temos o0 seguinte Teorema:

Teorema A .9.4. (a) Sejam X C R™, f : X — R" uma aplicagdo continua e f(X) a
imagem de f. Se X é conexo, entao f(X) é conexo.

(b) Seja{X, C R": \ € L} uma familia de conjuntos conexos tal que, para todo \ € L,
a € X. Entao, a reunido X = U X\ € um conjunto conexo.
A€EL

(c) X CR™, Y C R" sdo conexos se, e somente se, X x Y C R™" é conexo.
(d) Seja X € R". Se X é conexo, entdo X é conexo.

Demonstrac&o. (a) Seja X um conjunto conexo. Considere sua imagem f(X). Suponha
que f(X) = AU B seja uma cisdo do conjunto imagem de f.
Pela Proposicao A .9.1, sabemos que A e B sdo abertos e fechados em f(X). Sendo
assim, como f é continua, ao analisarmos f~'(A) e f~'(B), ambos sdo abertos e
fechados em X, logo, X = f~'(A) U f~'(B) é uma cisdo de X.
Entretanto, X é conexo. Entao, f~'(A) ou f~'(B) é o conjunto vazio.
Supondo f~'(A) = 0, como ff~'(A) = Ae ff '(B) = B, teremos A = 0.
Portanto, f(X) é um conjunto conexo.

(b) Seja a € R"tal que a € X, paratodo A\ € L. Entéo, a € X.
Suponha que X = AU B seja uma cisdo de X. Logo, a€ Aou a € B.
Tomemos, sem perda de generalidade, que a € A.

Como X =AUB= U Xy, segue que Xy = (AN X)) U (BN X)) &€ uma cisédo de X,.

AeL
Como X, é conexo para todo A\ € L, segue que (AN X)) ou (BN X)) é vazio. Como

acAeac X,,paratodo A\, a € (AN X,).
Assim sendo, BN X\ = (), para todo \ € L, implicando B = {).
Portanto, X é conexo.



119

(c) Sejam X € R™e Y € R" dois conjuntos conexos. Considere o conjunto X x Y C R™".
Seja ¢ = (a, b) pertencente a X x Y. De fato, para todo z = (x, y) pertencentea X x Y,
os conjuntos X x {b} e {x} X Y s&o conexos, visto que as aplicagdes f : X — X x Y
dada por f(x) = (x,b)e g : Y — X X Y dada por f(x) = (x, y) sGo homeomorfismos de
X e Y, respectivamente, pois admitem inversas dadas pelas projecdes f~'((x, b)) = x
e g '((x,y)) = y que, como sdo projecdes, necessariamente sdo continuas.

Agora, pelo item anterior, como X x {b} e {x} X Y s&o conexos, a unido A, =
X x {b} U{x} x Y também sera. Ademais, temos A, C X x Y, paratodo x € X.
Por outro lado, para todo (x,y) € X x Y, sey = b, (x,b) € X x {b} C Ace
(x,b) € {x} x Y CA,sey#b,(x,y) € {x} x Y C A, paraalgum x € X. Sendo
assim, X x Y C U A,.

xeX
Portanto, X x Y = U A, é conexo.

xeX
Reciprocamente, se X X Y é conexo, como as projegdes ¢ : X X Y — X e ¢ :

X X Y — Y sdo continuas, pelo item (a), segue que X e Y sdo conexos.

(d) Seja X C R" um conjunto conexo. De fato, X C X. Suponha X = AU B uma cisdo de
X. Entdo, X pode ser escrito da seguinte maneira X = (AN X) U (BN X).
Observemos que (AN X) N (BN X) C AN B. Como A e B formam uma cis&o de X,
temos, da definicdo, AN B = (), implicando em (AN X) N (BN X) = 0.
Analogamente, chegamos que (AN X) N (BN X) = 0.

Portanto, X = (AN X) U (BN X) € uma cisao de X.
Entretanto, como X é conexo, teremos (AN X) = () ou (BN X) = (). Tomemos, sem
perda de generalidade, (AN X) = (). De fato, como X = AU B uma ciséo de X, sabemos
pela proposicéo A .9.1 que A é aberto em X. Logo, existe U C R"talque A= UN X.
Sendo assim, (AN X) = (UNX)NX=UNX=0. Logo, UNX =AN X =(. Como U
€ aberto, segue que X nado possui pontos aderentes em U, pois, caso contrario, se
um ponto de U fosse aderente a X, toda bola aberta centrada nesse ponto deveria ter
um ponto de X. Por outro lado, como U é aberto, é possivel tragar uma bola aberta
centrada em qualquer ponto de U inteiramente contida em U. Logo, se u € U fosse
aderente a X, fazendo a bola aberta em u inteiramente contida em U, haveria tanto
elementos de X como elementos de U. Logo, a intersegéo seria ndo vazia, que é uma
contradicao.
Sendo assim, A= U N X = (). Portanto, A = (). Como tomamos uma cis&o arbitraria de
X, segue que X é conexo.

O

Com isso, segue imediatamente os seguintes resultados:

k
Corolario A .9.5. Sejam X;, i = 1, ..., k conjuntos conexos. Entdo, o produto cartesiano H X; é

i=1
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um conjunto conexo.

Corolario A .9.6. Se X C R" é conexo, entdo o conjunto imagem da aplicagdo continua
f: X — R éum intervalo.

Esse Corolario pode ser re-enunciado da seguinte forma, conhecido como Teorema do
valor intermediario:

Teorema A .9.7 (do Valor Intermediario). Sejam X C R" um conjunto conexo e f : X — R uma
aplicacdo continua. Se a, b € X tais que f(a) < f(b), entdo paratodod € R comf(a) < d < f(b),
existe ¢ € X tal que f(c) = d.

Feito isso, vejamos outros resultados.

Teorema A .9.8 (da Alfandega). Sejam X C R" um conjunto qualquer e C C R" um conjunto
conexo. Sea € X eb ¢ X pertencem a C, entéo existe ¢ € C tal que c € fr.X.

Demonstragdo. Sejam X C R" um conjunto qualquer, C C R"umconexoea € Xeb & X
pontos de C.

Considere uma aplicagéo continua f : C — R dada por f(x) := d(x, X) — d(x,R" \ X).

E facil verificar que f(a) < 0 e f(b) > 0. Sendo assim, pelo Teorema do Valor Médio,
existe ¢ € R" tal que f(c) = 0. Ou seja, d(c, X) = d(c, X \ R"). Como ¢ deve pertencer a um
desses conjuntos, segue que d(c, X) = d(c, X \ R") = 0.

Portanto ¢ € fr.X. O

Feito isso, definiremos a seguir uma condicdo suficiente para determinar a conexidade de
conjuntos, que é a conexidade por caminhos.

Para isso, primeiramente, definiremos o que € um caminho:

Definicdo A .9.9. Sejam X C R"” um conjunto qualquer e / C R um intervalo. Uma caminho em
X é uma aplicagao continua f : | — X.

Um exemplo de caminho € o caminho retilineo, definido da seguinte forma: sejam
x,y € R". o caminho f : [0, 1] — R" dado por f(t) = (1 — t)x + ty € denominado caminho retilineo
de x e y. Denotamos tal caminho por [x, y].

Se a e b podem ser ligados por um caminho f : | — X, entdo existe um caminho
v :[0,1] — X tal que ©(0) = ae ¢(1) = b. De fato, sendo a = f(a) e b = f(3), basta definir ¢
como sendo o(t) = f(1 — tH)a + tf3)

Sejam f, g : [0, 1] — X caminhos tais que f(1) = g(0). Definimos o caminho justaposto
h=1fV G:[0,1] — X dado por h(t) = f(2t) se t € [0,1/2] e h(t) = g(2t — 1), se t € [1/2,1].

Definamos agora conjuntos conexos por caminhos:

Definicao A .9.10. Um conjunto X C R"” é conexo por caminhos se, e somente se, dados
quaisquer dois pontos a, b € X, eles podem ser ligados por um caminho em X.
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Proposicao A .9.11. Todo conjunto conexo por caminhos é conexo.

Demonstragdo. Seja X C R” um conjunto conexo por caminhos. Tome a € X. De fato, para

todo x € X, existe um caminho f, : I — X ligando a em x. Seja C, a imagem desse caminho.
De acordo com o Teorema A .9.3, | é conexo. Como f é continua, pelo Teorema A.9.4,

item (a), segue que C, é conexo. Além disso, considerando a uniao de todos os caminhos de X,

U C,, novamente pelo Teorema A.9.4, item (a), ela é conexa.
xeX
Como X = U C,, entdao X é conexo. O
xeX

A reciproca dessa proposicao nem sempre vale, entretanto, temos um caso particular em
que vale, que é dos conjuntos abertos. Primeiramente, vejamos a seguinte defini¢ao.

Definicdo A .9.12. Seja X C R"” um conjunto. Diz-se que f : [0, 1] — X é um caminho poligonal
em X quando f é uma justaposicdo de uma quantidade finita de caminhos retilineos.

Com isso, podemos enunciar e provar o seguinte Teorema

Teorema A .9.13. Seja A C R" um conjunto aberto qualquer. A é conexo se, e Sé se, A é conexo
por caminhos.

Demonstragdo. Seja A C R" um conjunto aberto e conexo. Suponha a € Aum pontoe C C A
0 conjunto de todos os pontos que podem ser ligados ao ponto a por um caminho inteiramente
contido em A.

De fato, como A é aberto, para todo a € A, é possivel tomar uma bola aberta B inteira-
mente contida em A.

Seja c € C. Tome B(c;r) C A uma bola aberta. De fato, como B(c; r) € um conjunto
convexo, dados quaisquer dois pontos dessa bola, € possivel tragcar um segmento de reta inteira-
mente contido na bola.

Sendo assim, como ¢ € um elemento de C, qualquer ponto que tomarmos de B(c; r) pode
ser ligado por um caminho poligonal ao ponto a. Logo, B(c;r) C C.

Como tomamos ¢ um ponto arbitrario de C e provamos que € possivel definir uma bola
aberta inteiramente contida em C, segue que C é aberto.

Por outro lado, tome o conjunto D = A\ C, vejamos que ele também é um conjunto aberto.

De fato, dado d € D e considerando uma bola aberta B(d;r’) C A, como d € D, ndo é
possivel criar um caminho poligonal inteiramente contido em A entre a e d. Por outro lado, como
B(d;r') € um conjunto convexo, para todo d € D, se z € B(d;r') pudesse ser ligado a a por
um caminho inteiramente contido em A, teriamos que a poderia ser ligado a d por um caminho
justaposto de [d, z], o que implicaria d € C, que é uma contradi¢ao.

Portanto, toda bola aberta centrada em pontos de D esta inteiramente contida em D.

Como C é aberto, CN A = C é aberto em A. Por conta disso, como D = A\ C é fechado
em A.
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Por outro lado, como D é aberto, segue que DN A = D é aberto em A. Consequentemente,
C = A\ D é fechado em A.

Logo, pela proposi¢cao A .9.1 A= CU D é uma cisdao de A. Como A é conexo, € a € C,
D=1.

Portanto, A= CU D = C é conexo por caminhos.

A reciproca segue diretamente da Proposicao A .9.11. O

Corolario A .9.14. Seja A C R". Se A é aberto e conexo, entdo & possivel ligar dois pontos
quaisquer de A por um caminho poligonal inteiramente contido em A.

Definicdo A .9.15. Seja X C R". Dado x € X, a componente conexa do ponto x no conjunto X
€ a reuniao de todos 0s subconjuntos conexos de X que contém o ponto x.
A componente conexa é denotada por C,.

Exemplo A .9.16. Seja X = R\ {0}. A componente conexa do ponto 1 é o intervalo (0, co). Por
outro lado, a componente conexa do ponto -1 é (—oo, 0).

Seja X C R" um conjunto e C, uma componente conexa do ponto x € X no conjunto X.
De fato, pelo Teorema A.9.4, item (b), C, é conexo, visto que € uma reunido de conexos.

Mostremos que C, é o maior conjunto conexo de X que contém o ponto x.

Suponha C C X um conexo qualquer tal que x € C. Entao, pela definicdo de C,, C C C,.
Ademais, se C for tal que x ¢ C, mas contém um ponto de C,, teremos que C U C, contém x,
dai, CU C, C C,. Consequentemente, C C C,.

Podemos fazer também uma proposicao sobre a relacdo de duas componentes conexas:

Proposicao A .9.17. Sejam x,y € X com x # y. Se C, e C, sdo as componentes conexas dos
pontos x e y no conjunto X, entdo ou C, = C,, ou C, e C, sgo disjuntos.

Demonstragéo. De fato, caso C, N C, = () eles serdo disjuntos, entretanto, se C, N C, 0,
CcUC, C C,, implicando C, C C,.

Por outro lado, teremos C, U C, C Cy, implicando C, C Ci.

Portanto, C, = C,. O

Proposicao A .9.18. A relagdo de pertinéncia em uma componente conexa é uma relagdo de

equivaléncia.

Demonstragdo. Para provar esse fato, devemos mostrar que tal relagéo é reflexiva, simétrica, e
transitiva.

Denotaremos a relagdo de x e y por xRY (” “x se relaciona com y”).

Seja X C R" um conjunto qualquer e C, uma componente conexa do ponto x € X no
conjunto X.

E evidente que, yRy, pois y € C,

Se yRz, entdao y € C, e z € C,, que equivale afirmar que z € C, e y € C,. Portanto,
ZRy.

Finalmente, se yRz e zRw, y € C,, z € C, e w € C,. Portanto, yRw. O
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As classes de equivaléncia sdo as componentes conexas dos pontos distintos de X.

Vejamos agora que C, é fechado em X. De fato, C, C C, N X C Cy. Pelo Teorema A.9.4,
item (d), Cy é conexo. Em particular, X N C, é um subconjunto conexo de X. Notemos que
C, C XN C,.

Por outro lado, como X N C, é um subconjunto conexo de X, pela definicdo de C,,
XN Cy C Cy.

Portanto, C, = X N Cy, ou seja, Cy é fechado em X.

Vejamos um resultado sobre componentes conexas:

Teorema A .9.19. Segjam X C R" e Y C R" dois conjuntos. Sef: X CR" — Y C RP é um

homeomorfismo entéo f preserva o numero de componentes conexas.

Demonstragdo. Sejam X C R", Y C RPe f: X — Y um homeomorfismo.

Como f é um homeomorfismo, sabemos que f é bijetiva e continua. Além disso, sua
inversa f~' & também continua.

Por outro lado, sabemos que dadas duas componentes conexas quaisquer de X, ou elas
sdo disjuntas, ou coincidem. Além disso, X pode ser expresso como a reunido finita de suas
componentes conexas.

Sendo assim, suponha que o conjunto X possua n componentes conexas disjuntas.
I[remos denotéa-las por Cy,, i =1, ..., n.

Entéo,

x=|]c,

n
i
i=1

Como a restricdo de uma fungéo continua é continua,
f]cx_ :Cy, = f(Cy),i=1,...,n

é continua.
Ademais, f(C,,) € um conjunto conexo.

n

Por outro lado, considerando a unido das imagens U f(Cy,), pela sobrejetividade de f,

i=1
Y=Oﬂ@y
i=1

Além disso, como Cy, N Cy, = (), paratodo i,j = 1, ..., n, com i # j, segue da injetividade de f que
f(Cy) N f(Cy) =0, paratodo i,j=1,...,n, com i #j.
Portanto, Y possui n componentes conexas. O]

Com isso, podemos definir uma superficie topoldgica:
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Definicdo A .9.20 (Superficie Topoldgica). Seja X C R". Dizemos que X é uma superficie
topoldgica se dado a € X, existe um aberto em X contendo o ponto a que € homeomorfo a uma
bola aberta de R" .
. X2 y2 72 . s -

Exemplo A .9.21. O cone C = {(x,y,z) e R: ¥+? s =0;a,b,ce R } de R° nao é
uma superficie topologica.

De fato, Suponha que C é uma superficie topoldgica. Entao, por defini¢do, para todo
q € C, existe um aberto em C contendo o ponto g que é homeomorfo a uma bola aberta de R?.

Tomemos, em particular, o ponto g = (0, 0, 0). Pela definicao, existe A C R® aberto, tal
que U = AN C é homeomorfo & uma bola aberta B = B(x,; §) C R?, com x, € R®e § > 0. Em
outras palavras, existe uma bijegdo continua f : U — Btalque ¢ = f' : B — U é continua.

Como f e yp séo bijetoras, ambas s&o injetoras e sobrejetoras, o que significa que para
cada y € B, existe um Unico x € U associado a y por f e p. Suponha, sem perda de
generalidade, que f(q) = x5 € p(Xq) = q.

Considere os conjuntos U \ {q} e B\ {x;}, como ¢ é continua, segue que a restrigdo
@l g\ x> Que vaide B\ {xq} para U\ {g} também & continua.

O conjunto B\ {x,} é conexo, pois dados quaisquer dois pontos, é possivel tragar um
caminho poligonal inteiramente contido em B\ {x,}, como mostra a figura A .3.

Figura A .3 — Representag&o de um caminho poligonal no conjunto B \ {x,}

Fonte: Elaborada pelo autor

Por outro lado, sendo D = {(x,y,z) € U\ {q} :z€e R} e E={(x,y,z) € U\ {q} : z €
R },DNE=END=0,poisqg¢ De q ¢ E. Logo, U\ {q} = DU E é uma cisdo n&o trivial de
U\ {q}, implicando que U \ {q} é desconexo e contrariando a hipétese de que a aplicagdo ¢ é
continua, como mostra a figura A .4
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Figura A .4 — Cone de R®

Fonte: Elaborada pelo autor

Portanto, C néo é uma superficie topoldgica.

Definicao A .9.22 (Variedade Topoldgica de dimensao n). Seja X C R™. Dizemos que X é uma
variedade topoldgica de dimensao n se dado a € X, existe um aberto em X contendo o ponto a
gue é homeomorfo a uma bola aberta de R".

Exemplo A .9.23. A unido do eixo x contido em R? com o eixo y contido em R? ndo é uma
variedade topolégica de dimenséo 1.

Demonstracdo. Sejam Ox C R? e Oy C IR? os eixos x, e y, respectivamente.

Suponha que o conjunto X = Ox U Oy seja uma variedade topolégica de dimenséao 1.
Entao, dado a € X, em particular, a = (0, 0) existe um conjunto A C X aberto em X, com a € A,
tal que A é homeomorfo a uma bola aberta de R, B(c;r) = B C R.

De fato, pelo homeomorfismo, existe f : A — B bijetora e continua tal que f~' é continua.

Como f é continua, entao

flae A\ {a} = B

€ uma aplicagao continua.

Como f é bijetora, ao retirarmos um ponto de seu dominio, a imagem restrita tera
exatamente um ponto a menos. Suponha sem perda de generalidade que a imagem de f]A\{a}
seja B\ {c}.

Analisemos os conjuntos A\ {a} e B\ {c}.

De fato, o conjunto A\ {a} pode ter, no maximo, quatro componentes conexas, pois,
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sendo C, D, E e F da forma

C={(x,0):x>0}

D={(0.y):y >0}
E={(x,0):x <0}

F={(0,y):y <0}.

Caso ANC,AND, AN E e AN F forem nao vazios, teremos que
A\{a} =(ANC)UAND)U(ANE)U(ANF).

Além disso, é evidente que ANC, AN D, AN E e AN F sdo conexos e disjuntos, pois sao
todos conexos por caminhos (basta tomar os caminhos retilineos dados dois pontos quaisquer
de um desses conjuntos) e cada um deles esta inteiramente contido em um semi-eixo distinto
dos demais.

Entretanto, como B C R é uma bola aberta em R, B é um intervalo. Logo, B(c;r) \ {c}
serd a unido de dois intervalos distintos: (¢ — r,¢) U (¢, ¢ + r). Sendo assim, B(c;r) \ {c}
possui apenas duas componentes conexas, contrariando, pelo Exercicio A .6.11, o fato de uma
aplicacdo continua preservar 0 numero de componentes conexas.

Sendo assim, f|,, ,,, N0 é uma aplicagéo continua, implicando f néo continua.

Portanto, Ox U Oy nao é uma variedade topolégica de dimenséo 1. O

A .10 LIMITES

Inicialmente, definamos o conceito de limite:

Definicao A .10.1 (Limite). Sejam X C R"”, a € R"™ um ponto de acumulagdoem X e f : X — R".
Dizemos que b € R" é o limite de f(x) quando x tende a a se, para todo ¢ > 0 dado, existe
0 > 0 tal que para todo x € X,

x — a| < 0 implica |[f(x) — b| < e.

Denotamos tal limite por:

lim f(x) = b.

X—a

De fato, ndo é necessario que a pertenga a X, pois é apenas exigido que a seja um ponto
de acumulacéao de X.

Sendo assim, podemos definir a continuidade de uma fungdo em um determinado ponto:

Definicdao A .10.2. Sejam X C R™, a€ Xef: X — R". Diz-se que f é continua no ponto
a € X se, e somente se,

lim f(x) = f(a).

X—a
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Com isso, podemos enunciar um primeiro Teorema, que diz respeito a permanéncia de
sinal:

Teorema A .10.3 (Permanéncia de sinal). Sejam X C R™, a € R™ um ponto de acumulagao

emX,f: X — R"elimf(x) = b > 0. Entdo, existe § > 0 tal que x € X e |x — a| < ¢ implica
X—a

f(x) > 0.

Demonstragdo. Suponha que lim = b > 0. Ent&o, pela definicdo de limite, dado € > 0, existe
X—a
d > 0 tal que para todo x € X tal que |x — a| < d implica |f(x) — b| < .
Tome, em particular, € = b > 0. Logo, existe 6 > 0 tal que para todo x € X tal que

|x — al < d implica
[f(x) — b <b=—b< f(x)—b< b= 0<f(x) < 2b.

Portanto, f(x) > 0, comprovando o Teorema. O

Quando trabalhamos com uma fungdo de um intervalo real I C R em R”", faz sentido
analisarmos os limites laterais, que veremos na seguinte definigao:

Definicao A .10.4. Sejam / C R um intervalo, a € flum pontoe f : | — R".

(a) Se anao é o extremo superior do intervalo, dizemos que b é o limite a direita de f(x)
quando x tende a a se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo x € /, tal que
a< x < a+dimplica |[f(x) — b| < ¢.

Notagdo: Iim f(x)=b
x—at

(b) Se anao é o extremo inferior do intervalo, dizemos que b é o limite a esquerda de
f(x) quando x tende a a se, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que para todo x € /, tal que
a—0 < x < aimplica |f(x) — b| < .

Notacdo: lim f(x) = b.

X—a—

Sendo assim, veremos um resultado que trata das fungdes coordenadas:

Teorema A .10.5. Sejam X C R",ac R", f : X — R" uma aplicagdo e f;, f,,...f, : X — R
as fungées coordenadas de f. Entdo, lim f(x) = b = (b4, ... by) se, e somente se, lim fi(x) = b;

x—a x—a
i=1,...,n.

Demonstracdo. Suponha que

lim f(x) = b = (by, ..., by).

X—a

Por definigao, dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo x € X, com |x — a| < ¢ implica
|f(x) — b|] < e. Ou seja,

\/(X1 - a1)2'|""‘*‘(Xn_an)2 <= \/(f1(X) _b1)2+"'+(fn(x) _bn)2 <é
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Paratodoi=1,..., n temos

i —al = (X — a2 < V(X — a2+ + (X, — @) < 0.

Implicando,

Ifi(x) —bi| <e, i=1,..,n

Reciprocamente, se Xllna f(x) = b;, i =1,...,n, dado ¢; > 0, existe J; > 0 tal que, para

todo x € X que satisfaz |x; — a;| < ¢;, implica |f(x) — b;| < e, i=1,...,n.
Vejamos,

n n
|X_a‘=\/(X1_31)2+"'+(Xn_an)2§X1_a1+"'+Xn_an=Z‘Xi_ai|<Zéis
i=1 i=1

0 que implica,
n
|f(x) = b] < e
i=1
Portanto, lim f(x) = b. O

X—a

Teorema A .10.6. Sgjam X C R™ e a € R™ um ponto de acumulagdo em X. Entdo, lim f(x) = b
X—a
se, e somente se, para toda sequéncia de pontos xx € X \ {a}, com klim Xy = a, klim f(xx) = b.
—00 —00

Demonstragdo. Suponha que lim f(x) = b considere as sequéncias de pontos x, € X \ {a} tais
X—a
que lim xx = a.
k—00

Pela definicao de limite, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo x € X que satisfaz
|x — a] < d implica |[f(x) — b| < e.

Por outro lado, a definicao de limite de sequéncia nos diz que dado £ > 0, em particular,
tomando £ = ¢ do limite anterior, existe k; € N tal que, para todo k € N, k > k; implica
|xk —a| < 0.

Sendo assim, das duas defini¢cdes, dado ¢ > 0, existem § > 0 e ky € N tais que k > k
implica |xx — a| < 9, resultando em |f(xx) — b| < €.

Portanto, lim f(xx) = b.

k—o00
Reciprocamente, suponha que para toda sequéncia de pontos x, € X \ {a}, com
lim xx =a, lim f(xx) = b.
k—o00 k—o00
Suponha que lim f(x) # b ou que o limite ndo exista. Entdo, dado € > 0, teriamos que
X—a
existe k € N tal que |x« — a] < 1/k implica |f(x) — b| > .

De fato, a sequéncia (xx)ken CONverge para a, entretanto, a sequéncia (f(xx))ken Na0
converge, contrariando a hipétese.

Portanto, lim f(x) = b. O

X—a



129

Teorema A .10.7. Sejam X C R™, Y C R", a € R" um ponto de acumulacdGoem X, f: X — Y
tal que lim f(x) = b e g : Y — RP continua em b. Entao, lim g(f(x)) = g(b).
X—a xX—a

Demonstragdo. De fato, como g é continua em b, dado € > 0, existe A\ > 0 tal que, para todo
y € Y, em particular, tomando todos f(x) € Y, temos

|f(x) — b] < A= [g(f(x)) — g(b)| <e.

Por outro lado, dado £ > 0, em particular, € = A, por hipétese, existe § > 0 tal que para
todo x € X, satisfazendo |x — a| < ¢ implica |f(x) — b| < A.

Logo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que para todo x € X, |x — a| < ¢ implica |g(f(x)) —
gb)| <e.

Portanto, )I(ina a(f(x)) = g(b). O]

Agora, veremos algumas propriedades de limites:

Teorema A .10.8. Seja X C R", a um ponto de acumulaggoem X, f,g: X - R"ea : X - R

aplicagées tais que lim f(x) = b, lim g(x) = c e lim a(x) = 3. Entado, vale as seguintes
X—a X—a x—a

igualdades:

im[f(x) + g(x)] = b +c, lim a(x)f(x) = 8 - b,
”Lna < f(x), 9(x) >=< b, c >, Xli£>na|f(x)| = |b|.

Demonstracao. Por hipétese, sabemos que lim f(x) = b, lim g(x) = c e lim a(x) = 5.
X—a Xx—a x—a
Sendo assim, considerando as aplicagées:

¢ :R"x R" = R" 6:RxR" = R"
oX,y) =x+y 9(3,x) =B - x

v:R"xR"— R" AR" — R”

VX y) =< X,y > A(X) = |x|

De fato, sabemos que todas essas aplicagdes sao continuas, ademais, pelo Teorema A
.10.7, segue que a tese trabalhada é satisfeita. O

Um resultado interessante € o seguinte:

Proposicao A .10.9. Segiam X CR™, f: X - R"ea : X — R. Se lim a(x) = 0 e f é limitada

X—a
na vizinhanca de a, entdo lim a(x)f(x) = 0.
X—a

Demonstragdo. De fato, se f é limitada nas vizinhangas de a, existe 6 > O tal que |x — a| < §
implica |f(x)| < M para algum M > 0. Sendo assim, considerando todo x € X com |x — a| < ¢,
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temos

0 < |f(x)] < M =0 < |al)|[f(x)] < |a(x)|M
= lim 0 < lim [a(x)[|f(x)] < lim |a()|M
=0 < lim [a()|f(0)] < 0.

Logo, pelo Teorema do confronto, lim |a(x)||f(x)| = 0.
X—a
Portanto, lim a(x)f(x) = 0. O
X—a

Finalmente, temos o Teorema que fala sobre a permanéncia da desigualdade:

Teorema A .10.10 (Permanéncia da desigualdade). Sejam X C R™, a € R" um ponto de

acumulagdo em X e f, g : X — R tais que f(x) < g(x) para todo x € X. Se existirem lim f(x) e
X—a

lim g(x), entdo lim f(x) < lim g(x).

X—a X—a X—a

Demonstracdo. Suponha que exista b € X tal que Iimb f(x) e Iimb g(x) existem e
X— X—

lim g(x) < lim f(x).
x—b x—b
Logo, teriamos, pelo Teorema A .10.8 lim f(x) — lim g(x) = lim[f(x) — g(x)] > 0, que
X—b x—b X—b
resultaria, pelo Teorema A .10.3 f(x) > g(x) para algum x € X, contrariando a hipétese.
Portanto, lim f(x) < lim g(x). O
x—b x—b
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APENDICE B — CALCULO DIFERENCIAL DE APLICACOES EM GERAL

Nesta secao, para comodidade do leitor, traremos alguns conceitos e resultados preli-
minares que versam sobre célculo diferencial de aplicagcdes em geral. Nao faremos algumas
demonstracgdes, as quais podem ser vistas nas referéncias utilizadas para elaboracao deste
trabalho. Além disso, na Ultima segao apresentaremos o conceito e alguns resultados sobre
orientacdo em espacgos vetoriais.

Inicialmente, recordaremos resultados envolvendo fungdes de varias variaveis reais che-
gando a um valor real. Posteriormente, exibiremos generaliza¢gdes de alguns resultados para o
caso de fungdes de varias variaveis reais a varios valores reais.

As referéncias utilizadas como base foram Lima (2004) e Diomara (2014).

B.1 FUNCOES DIFERENCIAVEIS DE VARIAS VARIAVEIS A UM VALOR
REAL

Nesta secédo, veremos algumas definicdes e resultados sobre diferenciabilidade de fun-
coesdaformaf: U C R" — R, com U aberto de R".
Primeiramente, recordemos a definicdo de diferenciabilidade para essas funcoes.

Definicao B .1.1. Sejam U C R" um conjunto aberto e f : U — R uma fungdo. Dizemos que f
¢é diferencidvel em um ponto a € U se existem as n derivadas parciais, que denotaremos por

of
—(a), ...

Ix (a) e, para todo v = (v4, ..., v,) € R" suficientemente pequeno, tem-se
:

' Ox,

" [ Of
fla+v)—fa)— ) (a(a)v,)

lim = =0.
v—0 |V|

Dizemos que f é diferenciavel se ela for diferenciavel em todos os pontos de U.

Assim como para fungdes de uma variavel a valores reais, toda fungéo diferenciavel é,
em particular, continua.

Quando uma fungdo f : U C R" — R, com U aberto possuir todas as n derivadas
parciais e elas forem continuas, diremos que f é de classe C'. Tal condigdo é mais forte que a
diferenciabilidade, visto que, se uma aplicagdo é de classe C', entdo, em particular, tal aplicagdo
sera diferenciavel.

Na sequéncia, veremos um importante Teorema que nos fornece diversas propriedades.

Teorema B .1.2 (Regra da Cadeia). Sejam U C R" , V C R" conjuntos abertos, f : U — V
tal que, paratodoj =1, ..., n, a fungdo coordenada f; possui derivada parcial no ponto a € U
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e g : V — R uma fungéo diferenciavel no ponto b = f(a). Entdo, a composicdogo f: U — R
possui derivadas parciais no ponto a e, paratodoi =1, ..., m, temos a igualdade abaixo

d(gof "\ dg .. Of
(9x,- (a) B kg 8yk b (?X,-(a)'

Ademais, se f e g sdo fungdes de classe C', entdo g o f também sera.

Demonstracdo. De fato, como g é diferenciavel no ponto b = f(a), por definicdo, g possui
derivadas parciais em b e vale o seguinte limite:

/0
glb+v)—gb) (ﬁ(bm)
lim et ‘ =
v—0 ‘V‘

Logo, como b = f(a), e U é aberto, para todo t € R suficientemente pequeno, a + te; € U
paratodo i =1,...,m, entéo, f(a+ te;) € V, consequentemente, pela diferenciabilidade de g,

temos

. 0
g(f(a+ te;)) — g(f(a)) — (a—g(f(a)) [f(a+te) — fk(a)]>
lim = Nk

= 0.
t—0 |t‘

Por propriedade de limite, temos

lim
t—0 |t| t—0

olfta+te) — g(fl@) | < (@ (f(a).[fk(ane,-)—fk(a)]) Y
k=1 97 1t

O que implica

- g(fla+te) —g(fa) . <~ (99, . [ila+te)—f(a)
fim 1 =lm> (6yk(f(a)) B ) '

k=1

Com algumas propriedades de somatério e limite, chegamos a

lim

t—0 M

(f(a@)) - lim

g(f(a+te) — g(f(a)) _ zn: (@ . [k(a+te) — fk(a)])
B Oyxk t—0 |t’ '

k=1

Como as funcdes coordenadas de f tém derivadas parciais em a, por definicao, temos,

paratodoi=1,..,m

%(a) _ lim [fk(a+te;) — fk(a)]'
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Logo, da definicdo de derivada parcial, paratodo i = 1,..., m, vale

8mof)a jtém . Ok

ox 7 2y ) 5@

dgof

Ademais, g o f € C' decorre do fato de que, paracadai = 1,...,n, " pode ser
expressa em termos das derivadas parciais de g e das fungbes coordenadas /‘k’s, que sao

continuas. O

A sequir, recordaremos algumas definicbes que servirdo de base para alguns resultados
que sao obtidos do teorema acima.

Definicdo B .1.3 (Vetor Gradiente). Sejam f : U C R" — R uma fungao diferenciavel e a € U
um ponto. O gradiente de f no ponto a & o vetor

of of
grad f(a) = <(‘9_x1(a)’ s a—)((a)) :

Definicao B .1.4 (Derivada Direcional). Seja v € R"” um vetor qualquer. A derivada direcional de
f no ponto a, na direcdo de v é

_ fla+tv) — f(a)
@ =im—

Na sequéncia, vejamos alguns Corolarios dos resultados acima e o Teorema do Valor
Médio.

Corolario B .1.5. Segjam U C R" um conjunto aberto, a € U e f : U — R" uma funcdo
diferenciavel. Dado v = (v4,...,V,), se X : (—6,0) — U é um caminho diferenciavel tal que
M0) =aeN(0) = v, entdo

of " of
(FoN(0) = (gradf(a).v) = —-(a) = > _ (@)

i=1

Teorema B .1.6 (do Valor Médio). Sejam U C R" um conjunto aberto e f : U — R diferenciavel.
Se o0 segmento de reta [a, a + v] estiver inteiramente contido em U, com v = (v, ..., V,,), entao
existe § € (0,1) tal que:

"L of

(a+0v) = (grad f(a+0v),v) = Z —(a+0v)-v.

f
fla+v)—f(a) = 0 M
i=1 !

v
Corolario B .1.7. Sejam U C R" um conjunto aberto e f : U — R uma fungao diferenciavel.
Se U for um conjunto conexo e grad f(x) é o vetor nulo para todo x € U, entao f é uma fungao
constante.
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Munidos desses conceitos e resultados, agora iremos enunciar e provar um caso particular
do Teorema da Funcao Implicita e apresentar um enunciado mais geral deste teorema.

Com o fim de simplificar a notacédo, denotaremos por (x, y) € R™' o ponto (xi, ..., X, y) €
R™' emque x = (xi,...,x,) € R"e y € R.

Vejamos este importante teorema.

Teorema B .1.8 (da Fungao Implicita). Sejam U C R™" um conjunto aberto,

f:UCR™ — R uma fungdo de classe C*, k > 1 e (xo, o) € U tal que f(xo, o) = C
of

e 8_(X°’ yo) # 0. Entdo, existem uma bola aberta B = B(xy,6) C R" e um intervalo real
y

J=(y — ¢,y +¢) tais que

— — of
— BxJ C Ue, paratodo(x,y) € B x J, temos 8_y(x’ y) #0;

— Para cada x € B, existe um unico y = £(x) € J tal que f(x,&(x)) = ¢, sendo& : B — J
uma fungdo de classe C* tal que suas derivadas parciais sdo dadas por

% o 7 (% (X))
0x; 5 E(x)

of of
Demonstracdo. De fato, por hipbtese, 8_y(X°’ Yo) # 0, entdo necessariamente 6_y(xo’ Yo) > 0ou
of

a_y(XO!yO) <0.
Além disso, como U é aberto, podemos obter 6 > 0 e & > 0 tal que B(x,9) x J =
(y — &,y +€) C B(x,\) C U.Bastatomaré e d taisque A > e X > 9.

of
Assumindo sem perda de generalidade que 8_y(xo’ Yo) < 0, pelo fato de f ser de classe

of
CK, comk > 1, Em é uma fungao continua. Logo, dado € > 0, é possivel obter 4 > 0 tal que, se

|(x,¥) — (X0, Yo)| < 6, entéo af(x ) af(x )| <e
1y anO ’ ay 1y 8}/ ano .

Como f é decrescente na direcdo de y em (X, Jo), podemos tomar ¢ tal que ¢ é suficien-

of _
temente pequeno para que 8—y(x,y) < O paratodo (x,y) € Bx J C U, sendo B = B(xp,0) e

J=[p—e y+el

Assim, f(x, y) é decrescente na direcdo de y para todo (x, y) € B x J. Consequente-
mente, como f(xg, yo) = €, temos f(xy, Vo +€) < ¢ < f(xo, Yo — €) €, pela sua continuidade,
podemos tomar § pequeno o suficiente para tais desigualdades valerem para todo x € B, ou
seja, f(x,yy +¢€) < ¢ < f(x,y9 — €), paratodo x € B.

Por outro lado, como f é de classe C*, consequentemente, é uma funcgéo continua e,
pelo Teorema A .9.7, considerando a fungdo y — f(x, y), para cada x € B, existe um Unico
y = &(x) € Jtal que f(x, y) = c. Pela continuidade de f, necessariamente y € J.

Provemos agora a existéncia das derivadas parciais de . De fato, tome k = £(x+te;) —&(x),
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com x + te; € B. Logo, pelo que vimos anteriormente,
f(x + te;, £(x) + k) = f(x,&(x)) = c.

Logo, como f é de classe Ck, f é diferenciavel em B x J C U, B é convexa, logo conexa
por caminhos, J é um intervalo, logo conexo, entao, para quaisquer dois pontos (x, £(x)) e
(X, &(x)) de B x J, temos [(x, £(x)), (X, £(X))] C B x J, sendo [(x, £(X)), (X, £(X))] 0 segmento de
reta ligando tais pontos. Pelo Teorema B .1.6, existe 6 € R tal que:

0 = f(x + te;, £(x) + k) — f(x,&(x))

f f
0 (x + Ote;, E(x) + O0K) - t + g—y(x + Ote;, £(x) + O0k) - k.

Ox;

Dai,

of of

8_)(,(X +0te;, £(x) + 0k) - t = —a—y(x +0te;, £(x) + 0k) - k
K g—f(x + Ote;, £(x) + Ok)

=== Xi

g(x + Ote;, £(x) + 0k)
dy

of
_ E(x + te) — £(x) _O—Xi(x+«9te,-,§(x) + 0k)

of
(3—y(x + Ote;, £(x) + Ok)

Agora, mostremos que & é continua. De fato, pelo Teorema A .7.9, para £ ser continua, é
suficiente mostrar que para todo conjunto fechado F C J, a imagem inversa ¢ ' (F) é fechada
em B.

Com efeito, se F é fechado, como J é um intervalo, F é compacto. Entao, para todo
y € F, existe uma sequéncia (yx)ken tal que lim y, = y.

Tome uma sequéncia de pontos xx € £ '(F) tal que limx, = x € B. Mostremos que
x € £7'(F). De fato, como F é compacto, deve existir uma subsequéncia de pontos X, € E7Y(F)
tal que lim&(x,) = a, para algum a € F. Assim, x = lim x,. Além disso, para cada k' € N, exite
um Unico ¥’ = £(x;) € F tal que f(x;, £(x})) = c.

Por outro lado, sendo x € B, deve existir um Unico y = £(x) € J tal que f(x, £(x)) = c.
Assim, da continuidade de f

f(x, £(x))

Il
(9]

lim ¢
k—00

Jim_ 70, £0¢p)
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_ . / . /
= f(lim x, lim £(x}))

= f(x, a).

Logo, devido & unicidade do a, a = lim&(x;) = £(x) € F. Ou seja, x € £7'(F).
Portanto, & é continua. Assim,

of
L te) — €00 _ 06 By, 6 )
im LY
et O O k)
oy’

paratodoi=1,...,n.

Além disso, como f é de classe C¥, g—ﬁ é de classe C* ', paratodoi=1,..,n, 0que
implica ¢ de classe C*. I O

O resultado acima independe da escolha da variavel, pois poderiamos ter uma fungao f :
UcC R™" — Rdeclasse C*, k > 1, com g—;(xo,yo) #0paraalgumi=1,...,n+1. Sendo assim,
teriamos uma fungao implicita ¢ : B C R” — J C Rtalque f(Xy, ..., E(X1, eoe s Xi—15 Xic1, Xn)s v s Xny1) =
c.

Vejamos um exemplo sobre esse teorema.

Exemplo B .1.9. Seja f : R? — R dada por f(x, y) = x* + y2. Considerando o conjunto de nivel
f(x,y) = ¢, vemos que se ¢ < 0, f'(c) = 0.

Por outro lado, se ¢ = 0, f(x, y) = ¢ sera um ponto, que nao ira satisfazer as hipéteses do
Teorema B .1.8.

Se ¢ > 0, teremos que f~'(c) sera uma circunferéncia. Além disso,
af(x )=2x¢€ af(x )=2
aX ) y - ay 3 y - .y

Se f(x,y) = ¢, tomando (X, ¥o) tal que ¥, # 0 e f(xo, o) = ¢, pelo Teorema B .1.8,
podemos definir implicitamente uma fungéo £ : BC R — J C R tal que

dé 2x

—(x) = ——.

ax 2y

De fato, tomando V = {(x,y) € R® : y > 0}, £ dada por £(x) = V¢ — x2 define
implicitamente y em funcdo de x em V, visto que f'(c) N V é gréfico de &.

Além disso,
d§ (x) = 2x 2
dx' ' 2ve—x2 2y

Abaixo, enunciaremos a versdo mais geral do Teorema da Fungao Implicita.
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Teorema B .1.10 (Varias Fungées Implicitas). Sejam U C R™" um conjunto aberto, f : U — R"
uma aplicacdo de classe C*, comk > 1 no conjunto U. Se dadop = (a,b) € U temos f(p) =c e

a matriz

[ Of. Of, Of, T
) =) - ——(p)
dy 0y» ¥n
) gy T
dy 0y» O¥n
on  or o

] a—%(p) 9y (p) ayn(p) |

for invertivel, entdao existem um aberto Z C U, comp € Z, um aberto V C R" coma e V e
£:V — R" de classe C tal que £(a) = b, valendo

(x,y)e Zef(x,y)=c=xec Vey=E&©X).

Em outras palavras, dentro das hipéteses desse Teorema, f~'(c) N Z é gréfico de &, ou
seja, F7'(c) N Z = {(x, {(x); x € V}.

B.2 HIPERFICIES

Agora, com o intuito de motivar o estudo de superficies diferenciaveis (e posteriormente
variedades diferenciaveis), veremos o caso particular das hiperficies.

Definicdo B .2.1. Seja M C R™' um conjunto. Dizemos que M é uma hiperficie de classe C*
quando, dado p € M, existe um aberto V C R™' talque p € V e V N M é gréfico de uma
fungdo f : U C R” — R de classe C¥, com U aberto, em que para um certo i € {1,...,n+ 1},

Xi = F(Xqy ceey Xi— 15 Xisty - » Xnut)- ASSIM,
VOM={(X1, o, Xpet) € R™ 2 X = F(Xq, ooy Xit Xists oo » Xna1) }-

Em outras palavras, M é uma hiperficie de classe C* se é localmente grafico de uma
funcao definida de R” em R de classe C.

Quando n = 1, a hiperficie sera uma curva e, quando n = 2, a hiperficie sera uma
superficie.

Vejamos um exemplo dessa definigao:

Exemplo B .2.2. Considere a esfera S” = {x € R™" : |x| = (x,x) = 1}.

Mostremos que S” € uma hiperficie de classe C™.

Primeiramente, paracada i = 1,..., n+ 1, defina os conjuntos V; = {x € R™" : x; > 0} e
W; = {x € R™ : x; < 0}, com X = (Xy, ..., Xn,1). Considerando U = B(0;1) C R" a bola aberta
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de centro 0 e raio 1 de R”, temos,

xe€ S & x| =(x,x)=1

/2 2 _
S VX + o+ Xy =1,

Sendo assim,se x € S"N V,,entdo x; > 0e

Y %) = 2 .. 2 2 2 2 ... 2 2 2 2 _
(x,x)_\/x1+ + X2+ X5+ FXo < ASXEH A X HXE X+ + X241 = (X, X),

onde X = (Xq, vy Xi—1y Xiz1s - s Xn)-

Consequentemente, como (x, x) =1, (x,x) < 1e

\/x12+---+x,-2_1+x,2+x,.2+1+--~+x§+1=1:>x,-= 1 — (X, X).
De maneira andloga, se x € S" N W, obtemos
(X, %X) <1exi=—y/1—(X,X).

Com isso, tomando as fungdes f : U — R dada por f(u) = m eg:U—R
dada por g(v) = —m, S"N V;e 8" N W, sdo graficos de f e g, respectivamente. Como,
dadox € §", x € S"NVioux € S"N W, e f e g sdo fungdes de classe C™, visto que (u, u) < 1
para todo u € U, segue que S" é uma hiperficie de classe C™.

Feito isso, vejamos mais uma defini¢ao.

Definicdo B .2.3. Seja M C R™' uma hiperficie de classe C*. Dado p € M, o espaco vetorial
tangente de M no ponto p, denotado por TpM, é o conjunto de todos os vetores v = \'(0), dos
caminhos A : (—d,0) — M diferenciaveis em 0 satisfazendo A\(0) = p.

O nome desse conjunto se deve ao seguinte Teorema.
Teorema B .2.4. O conjunto TpM é subespaco vetorial de dimensdo n de R™".

Por simplicidade, colocaremos em ultimo lugar a coordenada de V N M que é fungao das
outras.

Demonstracdo. Sendo M C R™" uma hiperficie de classe C*, com k > 1, dado p € M,
existe um aberto V C R™' talque p € V e V N M é localmente grafico de uma funcéo
£: U CR" — R de classe C*, com U aberto, em que, dado x = (X1,...,Xp1) € VN M,
denotando Xy = (X1, ..., X,) € U C R", tem-se x = (X, £(Xp)). Em particular, p = (pg, £(0o))-

Por outro lado, pela definigdo do espago tangente de M no ponto p, dado v € TpM, existe
um caminho \ : (—d, ) — M, diferenciavel em 0 que satisfaz \(0) = p e \'(0) = v.

Como o caminho A chega em M e é diferenciavel em 0, para um certo o > 0, é possivel
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obter \ de tal forma que A(t) = (xi(£), ..., Xn(t), E(Xo(1)))-
Assim,

a\ dxq dxn dX/
o= (S0 S0 3 Ko So).

Aplicando em t = 0, obtemos

—(0) = [ —=(0), (0), Z

dt (dt St T4 % at

dx1 dx,, . dx,
0. 0.3 ) %o

d) dx; dx, 06 o O (0)>

= V.

Com isso, independente do caminho \ tomado, teremos que v = \'(0) vai ser escrito
como combinacéo linear dos vetores

P 0
Vi = (1;0,,058_£(p0)) sy Vg = (05"-115 (pO)) .
X1 Xn

Portanto, TpM esta contido no subespago gerado por {vi, ..., v, }, que € um conjunto de

vetores linearmente independente.

Por outro lado, dado um vetor v pertencente ao subespago gerado por {vi, ..., v, }, v serd
da forma:
n
V = Z Q;Vi.
i=1
Mostremos que v € TpM. De fato, sendo vy = (o, ..., @,) € R”, existe um caminho

~v : (=90,0) — M diferenciavel em 0, dado por (t) = (po + tvo, &(po + tvg)), sendo & > 0
suficientemente pequeno para que [py — Vg, Po + 0 V] C U.
Temos v(0) = p. Além disso,

d d dvyn 0 dvi
Ty = | T, 7<f>,2—5(v(t»—”(t)>

dt dt dt

d d "L 0¢ d
= E(P& + tay), ..., E(Po + tag), ; 8_)(,(p0 + tVO)E(po + tai))
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que, aplicando em 0, resulta

d .0
7?‘0) - <a1, SRS a—i(Po)Oé/)

=01V + -+ QpVy.

Portanto, o subespago gerado por { v, ..., v, } estéd contido em TpM, resultando que TpM
€ igual a esse subespaco, ou seja, ToM é um subespaco vetorial de dimenséo n. O]

Como TpM é um subespaco vetorial de R™', necessariamente a origem pertence a TpM.
Vejamos um exemplo sobre esse Teorema. Para isso, considere a seguinte definigéo.

Definicdo B .2.5. Seja W C R"” um subespago vetorial. O conjunto dos vetores v € R" tais que
(v,w) = 0, para todo w € W é denominado complemento ortogonal de W. Denotamos esse
conjunto por [W]™.

Quando temos um subespacgo gerado por um Unico vetor p, denotaremos o complemento

ortogonal ao subespago gerado por p por [o]*.

Com fim de utilizar algumas propriedades do complemento ortogonal, vamos enunciar e

provar alguns resultados. O primeiro deles é sobre tal conjunto ser um subespaco vetorial:

Proposicao B .2.6. Sejam W C R" um subespago vetorial de dimensdo m < n e [W]L seu
complemento ortogonal. Ent&o, [W]L € um subespago vetorial e R" = W @ [W]L.

Demonstracdo. Primeiramente, observemos que [W]* é ndo vazio, ja que (0, w) = 0 para todo
we W.
Assim, suponha vy, v, € [W]*. Por definicdo, temos

(vi,w) =0e (v, w) = 0.
Logo, dado A € R,
(Vi + Avg, w) = (vi, W) + A(vo, w) = 0.

Portanto, [W]L € um subespaco vetorial.

Por outro lado, como dim(W) = m < n, sabemos que W é gerado por m vetores
linearmente independentes. Dessa forma, ha m elementos de uma base ortonormal de R" que
geram W, digamos ej4, €p, ..., €m, cOM i = 1, ..., n. Em outras palavras, dado w € W, existem
Qaq,...,an € Rtaisque w = a1€j1 + - - - + Om€im-

Entretanto, tomando um vetor qualquer da base ortonormal ey tal que ex # e;, para todo
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j=1,..,m,paratodo w € W,

(ek, W> = (ek, a1y + -+ 'Oémeim>
= 04 <6k, e;1> + 0+ a,,(ek, e,-m>

=0+---40=0.

Portanto, todo e, ¢ W pertence a [W]L, 0 que significa que [W]L é igual ao subespaco
gerado pelos vetores da base ortonormal de R” que n&o estdo em W. Assim, como qualquer
vetor de R" pode ser escrito de forma Gnica como combinagéo linear dos vetores da base
ortonormal, dado v € R", existem ay, ..., o, € R tais que

V=018, +  +0n€j +Um1C + -+ Q€

=w+w,

emquew € Wew e [W]*

Além disso, dado w € W N [W]*, como w € W e w € [W]*, segue que (w, w) = 0, ou
seja, |w| = 0, implicando w = 0.

Assim, W N[W]* = {0} e, como as bases de W e [W]*, {e;,....,e, } U{ex, ..., e .}
formam uma base de R”, R" = W & [W]*. O

Feito isso, por propriedade da soma direta de subespacos, temos dim(R") = dim(W) +
dim((W]*).
Vejamos agora um exemplo de espacgo tangente.

Exemplo B .2.7. Considere a esfera S” = {x € R™" : (x, x) = 1}. O espagco vetorial tangente
TpS" é o complemento ortogonal [p]*, para todo p € S”.

De fato, como o subespaco gerado por p possui dimenséo 1, de acordo com o que vimos
anteriormente, [p]l € um subespagco vetorial de dimensao n.

Assim, para mostrar que [p]= = TpS”, basta mostrar que TpS" C [p]*. Para isso, dado
v € TpS", existe um caminho ) tal que \(0) = pe \'(0) = v.

Assim, para t suficientemente pequeno, como A(t) € S”, temos (A(t), A(t)) = 1. Logo,

0= L0\, A0) =

d
p SN0+ A0 (0)

2QMOX(B) + -+ + A (DAL (1)
2(A(0), N'(1)).

Assim, aplicando em 0, obtemos

0 = 2(A(0), '(0))
=2(p, V).
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Entao, (p,v) = 0.

Definicdo B .2.8. Seja f : U C R” — R uma fungéo de classe C' e ¢ € R. Dizemos que ¢ é um
valor regular (ou nivel regular) de f, quando para todo x € U tal que f(x) = ¢ ocorre grad f(x) # 0.
Em outras palavras, ndo existem pontos criticos de f no nivel c.

Quando existe algum x € U tal que f(x) = c e grad f(x) = 0, dizemos que ¢ é um nivel
critico de f.

Com isso, veremos um resultado muito Util na construgao de exemplos de hiperficies.

Teorema B .2.9. Sejam f : U C R™' — R uma funcéo de classe C* e ¢ € R um valor regular
de f. Entdo, o conjunto M = f~'(c) é uma hiperficie de classe C* e, o espago vetorial tangente a
um ponto p € M, TpM é o complemento ortogonal de grad f(p), [grad f(p)]*.

Demonstracdo. De fato, como f é de classe C* e ¢ é um valor regular de f, para todo x € U tal
que f(x) = ¢, grad f(x) # 0. Dessa forma, para todo x, € f'(c), existeum i =1,...,n+ 1 tal que

of

5y 00) 70

Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem uma bola aberta B C R" e um intervalo

_ - of
real J tais que B x J C U e paratodo x € B x J, ocorre 6_X(X) #0.

Além disso, existe ¢ : B — J tal que, paratodo x € B x J,

X = (X‘]s !Xi—1!£(X11 v i1 Xigty v s XI’)+1)! Xisty eoes Xn+1)-

Em outras palavras, f~'(c) N U é localmente gréfico de &, ou seja, € uma hiperficie de
classe C¥.

Mostremos agora que TpM = [grad f(p)]L para todo p € M. De fato, como TpM
e [grad f(p)]* sdo ambos subespacos vetoriais de dimens&o n, basta mostrar que ToM C
[grad f(p)] .

Por definicdo, M = f '(c) é uma curva de nivel de f e, como vimos anteriormente,
(N'(0), grad f(p)) = 0, para todo caminho diferenciavel A : (—§,d) — £ '(c) tal que A(0) = p.
Logo, como para todo v € TpM, por definicdo, v é tal que, v = 7/(0), sendo v um caminho
diferenciavel qualquer com v(0) = p, necessariamente v € [grad f(p)]*.

Portanto, TpM = [grad f(p)]". O

Exemplo B .2.10. Seja S” = {x € R™" : (x,x) = 1}. Temos que S" é a curva de nivel 1 da

of
fungéo f(x) = (x, x) e, como 8_X(X) = 2x;, paratodo i = 1,...,n+ 1, segue que grad f(x) = 2x,
i
mas, 0 ¢ S", ou seja, 1 é valor regular de f.
Assim, pelo Teorema B .2.9, dado p € (1) = M = S”, 0 espago tangente de M em p é

dado por TpM = [grad f(p)]* = [2p]* = [p]*+, como vimos anteriormente.
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B .3 DIFERENCIABILIDADE DE APLICACOES EM GERAL

Nesta secao, iremos estudar a diferenciabilidade de aplicacdes mais gerais quando
comparadas com as que vimos anteriormente. Tais aplicagdes serdo daformaf: U C R” — R".

Nosso estudo consistira na generalizacao de alguns resultados vistos na segao anterior
que serdo de grande utilidade quando comegarmos a trabalhar com variedades diferenciaveis e
aplicacoes entre estes objetos. Nesta secéo, utilizamos como referéncia Lima, 2004.

B .3.1 A derivada como transformacao linear

Nesta secéo, veremos que a derivada é uma transformacéo linear. Para isso, inicialmente,
estendemos o conceito de diferenciabilidade para o caso de aplicagées de maneira analoga a
feita na Definicdo B .1.1.

Definicao B .3.1. Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R"” uma aplicagdo. Dizemos que
f é diferenciavel em um ponto a € U se, paracada j = 1, ..., n a i-ésima funcao coordenada f; é
diferenciavel em a, isto €, para todo /, existem as m derivadas parciais e, paratodo v = (vy, ..., Vp)
talque a+v € U,

fila+v)— i(@x )
j

lim = -0,
v—0 ‘V|

comj=1,..,m.
Uma forma equivalente de definir diferenciabilidade de uma aplicacao é a seguinte:

Definicao B .3.2. Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R"” uma aplicagdo. Dizemos que
f é diferenciavel em um ponto a € U se, paracada i = 1, ..., nai-ésima funcao coordenada f; é
diferenciavel, isto é, para todo i existem as m derivadas parciais e, paratodo v = (v, ..., V;,) € R”
talque a+ v € U, vale

fla+v)—fi(a Z(ax ) r(v),
'/

r(v
sendo r(v) tal que lim (— =0.
v—0 |V‘

Outra definicao importante é a da matriz jacobiana.

Definicdo B .3.3. Seja f: U C R” — R" uma aplicagéo diferenciavel num aberto U. A matriz
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jacobiana de f em um ponto a € U, denotada por Jf(a) é dada por

T of,  Of of, T
8X1 ( ) 8X2( ) o 8xm (a)
g g . Ty
Jfa) = | Ox OX OXnm
of, o, o,
] 6—)(1(8) a—xz(a) 6xm(a) |

Com isso, vamos a definicao de derivada de uma aplicacao f como transformagao linear.

Definicdo B .3.4. A transformacéo linear f'(a) : R™ — R” com matriz em relagio as bases
candnicas de R” e R" sendo Jf(a) é chamada de derivada da aplicagao f no ponto a.

Por propriedade de transformacdes lineares, sabemos que, dado v = (v, ..., V,,) € R",
"(@ - v =(B,..., ). Assim,

1
: =f(a)-v
ﬁn nxA1
[ Of ofy ofy T
Bx, - (a 8x2(a) 8xm(a)
%(a) 8f2() %(a) Vi
= 8x1 aXQ 8Xm :
afE afE T oo L P
| ox, (a) 8x2(a) 8xm(a) |
" of,
- a_X,'(a)VI
7. of,
Za_xi(a)vl
- =1 - nx1

Logo, paracadaj=1,..,m, 3 = Z (9x
I

of;
Pelo Corolario B .1.5, 3; = %(a).
Assim, temos a seguinte Definicdo (analoga a Definicao B .1.4).

Definicdo B .3.5. Sejam f : U C R™ — R" uma aplicagao diferenciavel no aberto Ue a € U. A
derivada direcional de f em relagao a v no ponto a € dada por

of _ fla+tv) — f(a)
y@=im—
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Dessa definicdo, temos

f(a+tv) — f(a)

—(a) = lim
ov t—0 t
(fi(a+ tv) — fi(a), ..., f,(a+ tv) — f(a)
= fim t
) (Iim fi(a+tv) — f1(a)’ o lim f.(a+tv) — fn(a)) .
t—0 t t—0 t

Assim,
of ofy of, ,
%(a) = (E(a), . E(a)) = f(a) - V.

Com isso, percebamos que os limites da definicao de diferenciabilidade equivalem ao

seguinte limite:

v—0 ‘V‘

im {f(a+ v) — f(a) — f'(a) - V] 0.

Ou, equivalentemente,

fla+v)— f(a) — f(a) - v = r(v), sendo que JanO % = 0.
De fato,
im [f(a+ v) — f(a) — f'(a) - v}
v—0 |V|
_ (“m fila+v) —fi(a) — 51, lim fr(a+v) — fy(a) — 5n>
v—0 |V| v—0 |V|
T of ™. of,
fila+v)— f(a) — > a_):,-‘ Vi h(a+v) — f(a) Zg_x( Vi
= | lim = e, lim =
V0 V] v—0 V]
- (0,...,0)

Observemos também que tal condi¢cao implica na unicidade da derivada da aplicacao de

f no ponto a.
Com efeito, sendo T : U C R™ — R" tal que, para g, a+ v € U,

im fla+v)—fla—T- v _o,
v—0 ’V‘
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substituindo v por tv, t € R,

im flav tv) —f(a) — T - tv] 0= fim [f(a+ tv) — f(a)} _T-v
Ho v A T V]
. jim {f(a+ tv) — f(a)} _T.y
t—0 |t‘

Portanto,
flay-v=T-v,

provando o que queriamos.

Dizemos que f é diferenciavel se ela for diferencidvel em todos os pontos do dominio.

Seja f: U C R™ — R" diferenciavel. Nesse caso, definimos a aplicagéo ' : U C R” —
L(R™,R") que leva cada a € U em uma transformacéo linear f'(a) : U C R™ — R".

Além disso, observemos que o conjunto £(R", R") pode ser identificado, a menos de um
isomorfismo, com o espago das matrizes de ordem n x m, M,,., ou com o R™, o que resulta,
pelo Teorema de Ndcleo e Imagem, que L(R™, R") tem dimensdo mn.

Assim,se f' : U C R™ — L(R™,R") é continua, entdo todas as suas fun¢des coordena-

of; . . - ] L
das a—’ comi=1,..,mnej=1,..,n, sdo continuas, ou seja, f é de classe C', resultando em
X.
/
f diferenciavel.

Vejamos alguns exemplos de derivadas.

Exemplo B .3.6. Toda transformacéo linear T : U = R” — R" é diferenciavel e T'(x) = T para
todo x € R™.
De fato,dadoi=1,...,nej=1,...,m,

i Ti(a+tey) — Ti(a) i tTi(e))
t—0 t t—0 t
= Ti(e).

Ou seja, como i e j foram tomados arbitrariamente, para todo i = 1, ..., n, as derivadas
parciais de T; existem e sdo dadas por

T,

a_x,-(a) = Ti(e)),

paratodoac R"ej=1,...,m.
Verifiguemos agora se T é diferenciavel. Para isso, tomando i = 1, ..., n, a € R" qualquer
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e v € R", analisemos o seguinte limite:

Tia+v)—T(@)— Y <ax ) T(wv) = > (Tie)v)
)

j=1

. . j=1

lim = lim

v—0 lv| v—0 v
_ iim ¢ )—T/-(V)_0
_v—>0 |V‘ o

Portanto, T é diferenciavel.
Além disso, sua matriz jacobiana é dada por

0T, T, oty ]
aX1 ( ) 8X2 (a) o aXm( )
(9T2() 8T2() 6T2(a)
JT(a) = | 9% Ox X
oT, T, T
| x, (a) 9% (@ --- 6,Xm(a) |
[ Ti(e) Ti(e) -+ Ti(em)
_ Tz(:e1) Tz(:ez) TZ(:em) [Tl
| Tn(e1) Tn(92) e Tn(em)

Portanto, T'(a) = T para toda transformacé&o linear.

Exemplo B .3.7. Considere f : U C R" — R uma aplicagéo diferenciavel em a € U. A matriz
jacobiana de f em a é dada por:

of of of

Jia) = | 2= Bt

(a) [ aX1 a 3X2 a 8xn(a)
Assim, como [Jf(a)] = [f'(a)], f(a) : R” — R é um funcional linear, em que, dado

V= (v,...,v,) € R, temos
of

f — (8

(a)v 6x,-(a)v

Logo, pelo o que vimos anteriormente,

of

——(a).

f(a)v = (grad(f(a), v) = ==

Tal funcional linear, denotado por df(a) € chamado de diferencial de f no ponto a.
Em particular, definimos x; : R” — R, tal que para cada x € R" associa a sua i-ésima
coordenada.
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Observemos que x; € um funcional linear, assim, pelo Exemplo B .3.6, dx;- v = v;. Portanto,
podemos escrever o funcional linear obtido por meio da aplicagéo f da forma:

n

df(a) - v = Z ax a)ax; -

O que justifica a notacao classica

m
of
df = Z a—Xidx,.

i=1

Exemplo B .3.8. Seja B : R™ x R" — RP uma aplicagao bilinear, ou seja, linear nas duas
variaveis. Entéo, dados x, x’ € R™, v,y € R" e a € R, vale o seguinte:

— B(x+ X, y) = B(x,y) + B(X', y);
- B(x,y+Y') = B(x,y) + B(x,y');
— B(ax, y) = B(x,ay) = aB(x, y).

Assim, para i = 1,...,me j = 1,..,n tomando os elementos e;, ¢ das bases candnicas
de R™ e R", respectivamente e considerando B(e;, €) = vj, dados x = (Xi,...,Xn) € R™ e
y=W .y ERY,

B(x,y) = B(xi€1 + - + Xn€m, Y181 + - - - + Yn€p)

= B(xier,y1€1+ -+ Yn€n) + - B(Xm€m, Y161 + -+ + Yn€p)

m
D BLge,yier -+ yney)

1

Ms"M

X/eny1 e1 e B(Xieiaynen)
B(xiei, y;€))
i=1 j=1

Assim,
y) = Xm: Z xiy;iB(ei, &)
Z Z xy;B(er, &)

- Z ]Z X,V
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Podemos interpretar tal transformacao como um aplicagao continua, pois, para todo
i=1,..,mej=1,..,nsendo fi : R™ = R, g; : R" — R dadas por fi(x) = x; e gj(y) =
respectivamente, f; e g; sdo projegdes, logo, sdo fungbes continuas.

Assim,

€ uma soma de produtos de aplicagdes continuas. Portanto, é continua.

Como B é continua, segue de Weierstrass que, quando tomamos o compacto S™ ' x 8",
B assume seu valor maximo, que denotaremos |B|. Assim, para qualquer (x,y) € R™ x R",
|B(x, y)| = |B(x/|x
desigualdade seria trivialmente satisfeita.

Y/l Ix| -yl < 1Bl - |x| - |y|- No caso em que x = 0 ou y = 0, tal
Assim, mostremos que B ¢ diferenciavel. De fato, dados x,u € R™ e y, v € R", temos

B(x+u,y+v)—B(x,y) = B(x,y) + B(x,v)+ B(u, y) + B(u,v) — B(x, y)
= B(x, v) + B(u, y) + B(u, v).

Logo, como |(u, v)| = v/|ul? + |v]? > |v|, temos

[Blu v |Bw, |-l -]v] |B(u, v)| - |ul.
|(u, v)] |uf? +[v[?

. : B(u, v)
Assim, lim
(u)—=(0.0) |(u, V)|
B(u, y).

= 0, mostrando que B é diferenciavel e B'(x, y) - (u, v) = B(x, v) +

Exemplo B .3.9. Sejam f,g : U € R™ — R" diferenciaveis no ponto a € U. Entao, a
aplicagéo (f,g) : U — R" x R", dada por (f, g)(x) = (f(x), g(x)) é diferenciavel no ponto a e
(f,g)(a) - v =(f(a)-v,d'(a) - v). Além disso, se f, g forem de classe C, entao (f, g) também
sera.

B .3.2 Alguns resultados sobre diferenciabilidade de aplicacoes

A seguir, apresentaremos alguns resultados sobre diferenciabilidade de aplicacées que
serdo importantes ao longo desse trabalho.

Teorema B .3.10 (Regra da Cadeia para Aplicagoes). Sejam U C R™ e V C R" abertos,
f:U—R'eg:V — RPtaisque f(U) C V ef eg diferenciaveis ema € U e f(a) € V,
respectivamente. Entdo, a composicdo g o f : U — RP é diferenciavel em a e

(gof)(a)=d(f(a)-f(a): R" — RP.
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Ou seja, a derivada da fungdo composta é a composta das derivadas.

Demonstracdo. De fato, como f e g sao diferenciaveis em a € U e f(a) € V, respectivamente,
dadosv e R"ew € R"taisquea+v € Ue f(a)+w € V, entdo

fla+v)=f(a)+f(@-v+oW|v|

g(f(a) + w) = g(f(a)) + g'(f(a) - W + w(w)|w

3

em que o(v) = L‘f‘) e w(w) = % com ‘!@0 o(v)=0e VIViLnOw(W) =0.

Assim, se tomarmos w = f'(a) - v+o(v)|v|, como a+ v € U, necessariamente f(a+v) € V
e, consequentemente, f(a) + f'(a) - v + o(v)|v| = f(a) + w € U. Logo,

Como ¢'(f(a)) é uma transformacao linear, segue que

(gofila+v)=g(f(a) +g'(f(@) - (F(a) - v) + d(f(a) - o(v)|v] + w(w)|w|
= g(f(@) +[g'(f(@) - F'(a)] - v + g(f(a)) - o(v)|v] + w(w)|w]

Chamando R(v) = g'(f(a)) - o(v) + w(w)

(gofila+v)=g(f(a) +g'(f(a) - F(@] - v+RV) - |v|.

Ademais,
, ., fl(a)-v
‘I/|Ln0 R(v) = JanOg (f(a)) - o(v) + w(w) V] +0a(v)|.

De fato, quando v — 0, temos w — 0 e, como f'(a) é uma transformacéo linear, pelo
Exemplo B .3.6, f'(a) é diferenciavel e consequentemente continua. Logo, quando tomamos o
v
— € 8™ para todo

vi

compacto S™ ', por Weierstrass, f é limitada em S™ ' e, portanto, como



151

v
v € R”, f(a) - — é limitada. Portanto,

|v]
f(a) -
lim R(v) = lim g'(f(@)) - o(v) + w(w) ra)-v +0o(v)
v—0 v—0 |V|
= 0’
provando que g o f é diferenciavel em ae (g o f)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a) : R™ — R”. O

Corolario B .3.11. Nas condi¢ées do Teorema B .3.10, a matriz jacobiana de (g o f)'(a) é o
produto das matrizes jacobianas de g'(f(a)) e f'(a).

Sejamf: UCR™ - R", g: VCR" - RP,comUe Vabertose f(U) C V.Sefeg
sdo de classe C¥, entdo a composicdo g o f : U — RP é também de classe C*.

Assim, como para fungdes da reta na reta, a derivada de aplicac6es satisfaz as seguintes
propriedades.

Corolario B .3.12 (Regras de Derivacdo). Sejamf,g: U C R™ — R", diferenciaveis no ponto
ac U B:R"x R" — RP pilinear e o« € R. Entéo,

(i) f+g:U— R" édiferencidvel no ponto a e (f + g)'(a) = f(a) + g'(a);
(i) a- f: R" — R é diferenciavel no ponto a e (o - f)'(a) = o - f'(a);

(iii) B(f,g): U— R" dada por B(f, g)(x) = (f(x), g(x)) é diferencidvel em a e

B'(f,9)(a) v =B(f(a- v, ga) +Blf(a),g'(a) - v).

A parte (iii) do Corolario B .3.12 pode ser interpretada como um produto de elementos
do R". Para isso, basta denotar B(x, y) como sendo x e y. Assim, teriamos que o ~ “produto”
de aplicacdes f e g possui derivada (fe g)’ = f e g+ f e g’. Ou ainda, para todo x € U, e
veR" (feg)(x) -v=((x)-v)egx)+f(x)e(g(x)-v), emque - denota a aplicagéo de v a
transformagéo linear correspondente.

Um exemplo disso seria o préprio produto interno, ou produto escalar de vetores.

Exemplo B .3.13. Seja ¢ : R" x R" — R, dada por ¢(x,y) = (X,¥) = Xi¥1 + -+ + Xo¥n,
sendo X = (X{,...,X,) € ¥ = (V1,...,¥n). Por definicdo, ¢ é bilinear. Assim, considerando
f,g : U C R" — R", diferenciaveis em a € U, temos pelo Coroléario B .3.12 que, para todo
veR”,

((f(a), g(a))) - v =(f(a)- v,g(a)) + (f(a),g'(a) - v)
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Em particular, (f(x), f(x)) = |f(x)|? e ((f(a), f(a))) - v = 2(f(a), f'(a) - v). Assim, sendo u
uma fungao real positiva, temos (v/u)’ = Y como »(R",R") C R, se f(a) #0,

2 /u’

(f(a),f'(@) - v)
Vi@
(f(a),f'(@)-v)
|(a)l

(v(f(a), f(a@)) - v =

Vejamos outro exemplo de aplicacéo bilinear que pode ser interpretada como produto.

Exemplo B .3.14. Seja A : R™ — R™ um operador auto-adjunto, ou seja, tal que [A] = [A]".
Por propriedade de operadores auto-adjuntos, A € um operador auto-adjunto se, e somente
se, (Ax,y) = (x,Ay) para todos x,y € R™. Assim, ao considerarmos ¢ : R™ — R dada
por p(x) = (Ax, x), como A é um operador linear, temos A" = A. Por conta disso, ©'(x) - v =
(A-v,x)+(A-x,Vv) e, pela propriedade vista acima de operadores auto-adjuntos e do produto
interno, ¢'(x) - v = 2(A- x, v).

Exemplo B .3.15. Seja U C M, 0 conjunto das matrizes de ordem n x n com determinante
ndo nulo, ou seja, das matrizes invertiveis. Considerando a fungéo f : M, — R, dada por
f(A) = det(A), como a fungdo determinante é continua e f(U) = R\ {0} é aberto, f'(R\ {0}) = U
é aberto.

Feito isso, considere a aplicagdo g : U C M., — My, dada por g(A) = A"
Mostremos que g é diferenciavel e que g’(A) - v=—A""'-v- A", Paraisso, tomaremos a norma
|x| = max{|X - ul;u € 8"}, em que X é a transformagao linear que tem x como matriz na base
candnica.

Dados x,y € Muxp, |X - y| < |x| - |y|- De fato,

;ue S}

|x - y| = max{|XY - u

Como o produto de matrizes de transformacdes lineares pode ser interpretado como a
composicao dessas transformagoes, XY -u=(XoY)-u=X-(Y-u),emque Y- -u € R". Além
v
, pois, se v #0, — € 8", implicando

vi

disso, dado v € R" qualquer, vale | Xv| < |x]| - |v

v
vl

Caso v = 0, o resultado é imediato.

X - v]=v]| X

\ < Ix- vl

Com isso, supondo u tal que |x - y| = | XY - u|,temos |x - y| = |[X - (Y -u)| < |x|-|Y-u| <
x| - [yl

Ademais, como U é aberto, dado u € U é possivel obter v € U talque u+ v € U. Assim,
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escrevendo

Multiplicando ambos os lados por u + v pela direita, obtemos

U+ '—uv " +u v (U v) = r(v)(u+ v)

= (" V)2 =r(v)(u+v)

=r(v)=Ww" - v2u+v)

r)] =™ v+ )T < e TP vE [ v) T

Logo,
r(v) _ _
L VT R]
V|
implicando
r(v r(v
lim | ( )| =0& Iimﬁ=0,
v—0 |v| v—0 |V|

provando o que queriamos.
Para os préximos resultados, precisaremos do seguinte Teorema.

Teorema B .3.16 (Desigualdade do Valor Médio para Caminhos). Sejaf: (a,b) C R — R" um
caminho diferencidvel em (a, b) tal que f'(t) < M para todo t € (a, b). Entdo, |f(b) — f(a)| <

M(b — a).

Com isso, vejamos alguns resultados relevantes.

Teorema B .3.17 (Desigualdade do Valor Médio para Aplicagoes). Sejaf: U C R™ — R" uma
aplicagdo diferenciavel no segmento de reta [a, a+ v] C U tal que |f'(a + tv)| < M para todo
t € [0,1]. Entdo, |f(a+ v) — f(a)| < M- |v|.

Demonstragdo. De fato, considerando o caminho A : [0,1] — R" dado por \(t) = f(a + tv),
A=fog¢,como:[0,1] C R — R™ dada por ¢(t) = a + tv.

Como f é diferenciavel em [a, a + v], pela regra da cadeia, \ sera diferenciavel em [0, 1].
Além disso, \'(t) = (f o ¢)'(t) = F((1)) - ¢'(t) = F(a+ tv) - v.

Com isso, temos |\'(t)| < |f'(a+ tv)| - |v| < M - |v|, paratodo t € [0, 1].
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Assim, pelo Teorema B .3.16, | A\(1) — A(0)| < M|v|(1—0), o que implica |f(a+tv)—f(a)| <

M - |v|, provando o que queriamos. O

Um importante Corolario desse resultado é o seguinte.

Corolario B .3.18. Sejam U C R" um aberto convexo e f : U — R" uma aplicagao diferenciavel
tal que, para todo x € U, vale |f'(x)| < M para M > 0. Entdo, f satisfaz a condi¢do de Lipschitz
|f(x) — f(y)| < M(x — y) para todo x,y € U.

Demonstracdo. De fato, dados x, y € U quaisquer, como U é convexo, 0 segmento de reta
ligando os pontos x e y, [y, x] esta inteiramente contido em U. Logo, como f é diferenciavel, pelo
f(y + (x — y)) — f(y)] < M|x — y|, ou seja, |f(x) — f(y)| < M|x — y|. O

Teorema acima,
B .3.3 Teorema da Aplicacao Inversa

Nesta secdo, apresentaremos um resultado de suma importadncia em varias partes
da Matematica. Tal resultado tera grande destaque neste trabalho para mostrarmos a boa
definicdo do conceito de grau. Para chegar nele, precisaremos de alguns conceitos e resultados

preliminares.

Defini¢ao B .3.19 (Difeomorfismo). Sejam U C R", V C R" conjuntos abertose f : U — V uma
aplicacdo. Dizemos que f é um difeomorfismo se ela for bijetora, diferenciavel e sua aplicagéo
inversa ' : V — U também for diferenciavel.

Nessas condi¢des, dizemos que U e V s&o conjuntos difeomorfos.
Um primeiro resultado que temos é o seguinte.

7

Proposicao B .3.20. Sejam U C R™ e V C R" conjuntos abertos. Sef: U C R" — V C R" é

um difeomorfismo, entdo f'(a) : R™ — R" é um isomorfismo.

Demonstracdo. De fato, como f é um difeomorfismo, sabemos que existe f~':V = Uinversa

de f diferenciavel. Ouseja, fo f ' =Idy e f ' o f = Idy. Assim,
Oldy, . Oldyy . Oldy,
6X1 8X2 aXm
dldy,  Oldy ld,
a a) --- a
J(f~" o f(a)) = J(ldy(a)) = Oxy 2 OXm
oldy, - Oldy, " oidy,,
| 8X1 (a) 5’X2 (a) aXm (a) |
[ 8X1 8x1 8X1 i
8_)(1(a) 8_)(2(a) e 8_)(,,,(a)
= 8X1 (9X2 aXm
ax,;, 8x,,-1 | 8x,;,
i 8_)(1(3) a—xz(a) 8_)(,,,(3) |
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o -
- O

De forma analoga, dado b € V, obtemos J(f o f~'(b)) = Idg~. Assim, (f ' o f)’(a) = ldgm
e (fof'Y(a) = Idg», sendo ldgm e Idz~ as transformagées lineares identidades de R™ e R”,
respectivamente.

Além disso, pela regra da cadeia, dado a € U,

(f1of(a)=f"(f(a) f(a) = Idgn.
(fof Y(a)=r(f"(a) f"(a) = ldgn.

Logo, ' : R™ — R" é um isomorfismo. O

Como consequéncia direta dessa proposicao, temos n = m. Assim, dados dois abertos
quaisquer de R" e R" com n # m, eles ndo podem ser difeomorfos.
Um primeiro exemplo que podemos ter é o seguinte.

Exemplo B .3.21. Sejam B(0,1) = B C R™ a bola aberta de centro0Oeraio1ef:R™ — B
dada por f(x) = x/4/1 + |x|2. Entdo, f € um difeomorfismo em que g : B — R™, definida por
1 — |y|? é a suainversa.
De fato, é facil verificar que g € a inversa de f, para isso, podemos ver o Exemplo A .8.3.
Assim, mostremos que f e g sdo ambas diferenciaveis. Para isso, sendo a € R™, para
todo i,j =1, ..., n, teremos que

Oy X%
xS ir e (xR

em que

1,sei=j

= .
0, caso contrario.

of; .
Assim, como |x| > 0, para todo x € B, entdo a—x'(a) sera continua paratodo/,j=1,...,m,
)
implicando em f de classe C'e, consequentemente, f diferenciavel.

No caso da funcao g, teremos que

Oj Vi

+ .
V1i=lyE (1 —=1yP)3r

dgi
ay;

(a) =
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ool . ) .
Como |y| < 1, segue que %(a) sera continua para todo i,j = 1, ..., m. Consequente-
i

mente, g sera diferenciavel.

Nem todo homeomorfismo diferenciavel € um difeomorfismo, pois, considerando f : R —
R, definida por f(x) = x°, temos f diferenciavel. Entretanto, a sua inversa f~'(x) = x'/* nao é
diferenciavel em x = 0, pois '(0) = 0.

Com isso, vejamos mais alguns conceitos.

Definicdo B .3.22. Sejam U C R" um conjunto abertoe f : U C R” — R™ uma aplicagéo
diferenciavel. Dizemos que f € um difeomorfismo local quando, para cada x € U, existe uma
bola B(x, d) = B C U tal que f|; € um difeomorfismo sobre um aberto V de R™, com f(x) € V.

Dessa definicdo e da Proposicdo B .3.20, se f : U C R™ — R™ é um difeomorfismo local,
entdo f'(a) : R™ — R™ é um isomorfismo, para todo a € U.

Com isso, podemos enunciar uma primeira proposi¢ao acerca de difeomorfismo locais.

Proposicao B .3.23. Sejaf: U C R™ — R" um difeomorfismo local. Entéo, f é uma aplicagédo
aberta, ou seja, a imagem f(A) de um aberto A é um subconjunto aberto de R™.

Demonstracdo. De fato, pela definicao de difeomorfismo local, sendo A C U aberto, para cada
X € A, existe uma bola aberta B(x, d,) C Atal que f € um difeomorfismo de B(x, d,) sobre um
aberto V, C R™. Assim, como

A= B(x.5),
XEA
f(A) = V,sendo V = U V, que é um conjunto aberto. O]
XEA

Ademais, vejamos outro resultado acerca desses difeomorfismos locais.

Proposicao B .3.24. Sejam U C R" um abertoe f : U C R™ — R™ um difeomorfismo local.
Nessas condigées, f € um difeomorfismo de U sobre V = f(U) se, e somente se, f € injetora.

Demonstracdo. De fato, supondo que f é um difeomorfismo de U sobre V, necessariamente, da
definicao de difeomorfismo, f € injetora.

Reciprocamente, se f € injetora, sabemos que f sera bijetiva, pois é sobrejetora sobre sua
imagem f(U). Além disso, como f € um difeomorfismo local, para todo x € U, existe B(x, dx) C U

que é difeomorfa a um aberto V = f(B(x, 0x)), ou seja, f|g, 5, € diferenciavel com inversa 1y,

também diferenciavel. Assim, como U = ] B(x,d,) e V = f(U) = | ] Vi definindo 7~ : vV — U,
xeu xeu
dada por, sendo y = f(x), f~'(y) = f'|,, (y), temos pela injetividade de f que ™' é bem definida

e é facil verificar que f~' é a inversa de f.
Assim, f sera diferenciavel em todos os pontos de U, e admitira inversa diferenciavel.
Portanto, f € um difeomorfismo entre U e V = f(U). O
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Sem a injetividade, podemos ter difeomorfismos locais que nao sao difeomorfismos, como
mostra o exemplo abaixo.

Exemplo B .3.25. Considere f : R? — R? dada por f(x, y) = (e* cos(y), & sen(y)). De fato, f é
de classe C™. Além disso, fixado a € R, se f(a, y) = f(a, y'), entdo

f(a,y) = f(a,y') < (e” cos(y), e sen(y)) = (€% cos(y'), " sen(y'))
& (cos(y), sen(y)) = (cos(y’), sen(y’))

cos(y) = cos(y’)
=

sen(y) = sen(y’)

Tal sistema é satisfeito ao considerarmos y — y' = 2kr, k € Z.
Por conta disso, cada reta x = a é levada a uma circunferéncia de centro 0 e raio &%, pois,
dado um ponto f(a, y) € R?, temos

|f(a,y)| = |(6% cos(6), ” sen(0))| = +/(6%)2(cos?(6) + sen?(9)) = &”.
Por outro lado, considerando agora as retas do tipo y = b, teremos
f(x, b) = (e* cos(b), & sen(b)),

ou seja, f leva cada reta y = b bijetivamente na semi-reta que parte da origem e passa pelo
ponto (cos(b), sen(b)). Assim, a imagem de f é R?\ {(0,0)}.

Além disso, f € um difeomorfismo local que nao é global, pois f(x, y + 2km) = f(x, y) para
todo k € Z, ou seja, f ndo € injetora.

Na sequéncia, apresentaremos mais alguns Teoremas sobre difeomorfismos. Tais resul-
tados serdo utilizados mais adiante para apresentarmos o importante Teorema da Aplicagéo
Inversa.

Teorema B .3.26. Sejam U, V C R" dois conjuntos abertos e f : U — V um difeomorfismo. Se
f é um difeomorfismo de classe C¥, entdo sua inversag =f~' : V — U é também de classe C*.

Demonstracdo. Para demonstrar esse fato, facamos uma inducéo sobre k.

De fato, sendo f um difeomorfismo de classe C°, segue da definicdo de difeomorfismo
que g = f~' sera uma aplicagéo diferenciavel, logo continua.

Assim, supondo que todo difeomorfismo de classe C*~' possui inversa de classe C*',
provemos que, dado f de classe C¥, a aplicacdo inversa g = f~' é também de classe C.

Para isso, como g'(y) = [f'(x)]"' = [F(f '(y))]", teremos que a aplicagdo g’ : V — L(R")
sera dada por

g/=(100f/of71,
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em que, sendo G/(n) C M, (R) o conjunto das matrizes com determinante ndo nulo e X C L(R")
o conjunto dos operadores definidos por essas matrizes considerando a base canoénica, p : X —
L(R") é a aplicacdo que leva cada operador de X no seu inverso X ".

Pelo Exemplo B .3.6, segue que ¢ é de classe C*™. Ademais, como f é de classe C¥,
teremos f' de classe C*~'. Pela hipétese de indugéo, como f é em particular C*~*, teremos ™'
de classe C*~'. Assim, g’ sera de classe C*~' e, consequentemente, g é de classe C.

Portanto, se um difeomorfismo é de classe C¥, entdo seu inverso é também de classe C¥,
paratodo k € Zxo. O

Teorema B .3.27. Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R" uma aplicagdo de classe
C'. Se a derivada f'(a) : R™ — R" for injetora para algum a € U, entdo existemd >0ec >0
tais que B(a, 6) C U e, para todo x, y € B(a, d), vale |f(x) — f(y)| > c|x — y|. Nessas condigdes,

fl gas) € injetora.

Demonstragdo. De fato, supondo f'(a) : R™ — R” injetora para algum a € U, como f'(a) é uma
transformacéo linear, segue que f'(a)(u) = 0 se, e somente se u = 0. Assim, considerando a
fungdo ¢ : U — R" dada por o(u) = |f'(a)(u)|, teremos que o(u) > 0 paratodo u € S™ .

Como por hipétese f € C', f'(a) é continua, logo, pelo Teorema de Weierstrass (A .7.7),
existe ¢ > 0 tal que |f'(a)(u)| > 2c para todo u € S™ 1. Assim, como f'(a) € uma transformagao
linear, paratodo v € R™, — € S™ ' g,

vi

f(a) (%)‘ > 2¢ = W > 2¢ = |f(a)(v)| > 20|v].

Agora, defina r : U — R" dada por r(x) = f(x) — f(a) — f'(a)(x — a). Entdo, dados x,y € U
quaisquer,

f(x) = r(x) + f(a) + f'(a)(x — a)
f(y) = r(y) + f(a) + f'(a)(y — a).

Da linearidade de f'(a), obtemos

f(x) — f(y) = r(x) — r(y) + f(@)(x — &) — f(@)(y — a)
=r(x) — r(y) + f(a)(x — y).

Como |u + v| > |u| — |v|, para todo u, v € R", segue que

f(x) — f(y)| > |f'(@)(x — y)| — |r(x) — r(y)]
> 2¢ — |r(x) — r(y)|-

Com isso, a aplicagdo r sera de classe C', pois é a soma de aplicacdes de classe C',
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sendo f/(a) de classe C' por conta de ser uma transformagao linear. Além disso, r(a) = 0 e
r'(a) = 0. Assim, da continuidade de r’, dado ¢ = ¢ > 0, existe § > 0 tal que |x — a| < ¢ implica
x € Ue |r'(x)| < c. A Desigualdade do Valor Médio (B .3.17) nos garante que dados quaisquer
X,y € B(a, ), sendo B(a, d) r(x) —r(y)| < c|x —yl.

Portanto, se x, y € B(a, d), entdo |f(x) — f(y)| > 2¢c|x — y| — c|x — y| = c|x — y|.

Em particular, como dados x, y € B(a, d), com x # y temos |f(x) — f(y)| > ¢|x — y| > 0,
necessariamente f(x) # f(y), implicando que f’B(a,é) injetora. O

Teorema B .3.28 (Diferenciabilidade do Homeomorfismo Inverso). Sejam U, V C R" conjuntos
abertos e f : U — V um homeomorfismo de classe C'. Se para algum x € U a derivada
f'(x) : R" — R" for inversivel, entdo a inversa de f, g = f~' : V — U sera diferencidvel no ponto

f(x) e g'(F(x)) = [F'(x)] "

Demonstragdo. Sejam x, x+v € U e considere y = f(x) e y + w = f(x + v). Da diferenciabilidade
de f,

f(x +v) — f(x) — F(x)(v) = r(v),

( v)

sendo r(v) tal que I|m — =0.

Assim, da equagao acima e de como definimos w, temos

w = f(x +v) — f(x) = F(x)(v) + r(v). (B.1)
Além disso, considerando o homeomorfismo inverso g = f~',

v =g(f(x +V)) — g(f(x)) = gly + w) — g(y). (B .2)
Para mostrar que [f'(x)] ' é a derivada de g, escrevendo

gy +w) — g(y) — [F ()] (w) = s(w),
s(w)

devemos mostrar que I|m ﬁ =0.
w

Da expressao acima e das expressdes obtidas em (B .1) e (B .2), temos

aly +w) — gly) — [f ()11 (w) = s(w) = v = [{'(X)] " [F (x)(v) + r(v)] + s(w).
= v=v+[f(X)] N (r(v)) + s(w).

Assim, s(w) = —[f'(x)]"(r(v)). Consequentemente, da linearidade de [f'(x)]"', obtemos

sw) _ eI (r(v) o0 ( |V\)
|

Wl W] vl vl
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Substituindo w por f(x + v) — f(x), obtemos

s(w) _ - ] ("|(V) v ) .

|wi v| [f(x +v) — f(x)]

r(v)

Quando w — 0, de (B .2) e como g é continua, v — 0. Assim, — 0 e, pelo Teorema

vl
B .3.27, existe § > 0 e ¢ > 0 tais que |v| < J implica
(x +v) — £(x)| > c|v| = v <!
X+V)— v -,
" fx+v)— fx)| = ¢
ou seja, v ¢ limitada.
(x +v) — f(x)]
s
Portanto, I|m sw) _ = 0, comprovando que g é diferenciavel em f(x) e g'(f(x)) = [f'(x)] .

o [wl
0

Na sequéncia, temos um Corolario interessante sobre esse Teorema.

Corolario B .3.29. Sejam U, V C R" conjuntos abertos. Se f : U — V é um homeomorfismo de
classe C* tal que para todo x € U a derivada f'(x) : R" — R" é invertivel, entdo a inversa de f,
g=f":V — Uédeclasse C .

Demonstracdo. Para provar tal fato, fagamos uma indugao sobre k.

De fato, como f € C* e para todo x € U, f'(x) admite inversa, em particular, f € C' e
pelo Teorema acima, sua inversa g = f~' é diferenciavel em todo f(x) € V e sua derivada sera
dada por ¢'(f(x)) = [f'(x)] .

Assim, suponha que todo homeomorfismo de classe C*~' tal que para todo x € U a
derivada f'(x) é invertivel, a inversa g = f~' seja de classe C*~".

Provemos que vale para k. De fato, derivando g, como vimos no Teorema B .3.26,
g ) =[f(F ' (y)]"". Assim, a aplicagdo ¢’ : V — L(R") que leva cada y € V no operador
derivada ¢'(y) sera dada por

g=pofof

emque ¢ : X C L(R") — L(R") associa cada operador de X definido pelas matrizes de G/(n)
ao seu inverso.

Logo, como por hipétese f € C¥, teremos ' € C*~', pela hipétese de indugao, f~' €
C*~', por conta de f € C*~" e como visto no mesmo Teorema, ¢ € C*™, segue que g’ € C* .
Consequentemente, g € C.

Portanto, o resultado pretendido é valido pelo Principio de Indugéo Finita. O

Com isso, vejamos um Lema que servira de base para demonstrar o Teorema da Aplicacao
Inversa.
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Lema B .3.30. Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R" uma aplicagao diferencidvel no
ponto a € U com f'(a) sobrejetora. Se a é ponto de minimo local da fungéo |f(x)

, entdo f(a) = 0.

Demonstragao. De fato, sendo x = (xi, ..., Xn) € R™ e definindo ¢ : U — R dada por ¢(x) =
|f(x)[? = f2(x) + - - - + f?(x), como a & um ponto de minimo para |f(x)|, necessariamente a sera
ponto de minimo de .

Ademais, ¢ = g o f, sendo g : R” — R definida por g(x) = |x|*. Assim, pelo Regra da
Cadeia para Aplicagdes (Teorema B .3.10), temos

(¢)(a) =(goh(a
= g'(f(@)(f'(a)).

Agora, pelo Exemplo B .3.7, dado v € R" e sendo b € R" um ponto em que g é
diferenciavel,

)
g(O) =Y b

i=1
= 2b1 Vy +2b2V2 + -+ ann

=2(v, b).
Logo, tomando v € R" qualquer, segue que

0 = (¢)'(@)(v) = 2{f'(a)(v). f(a))-

Ou seja, f(a) € ortogonal a R", implicando f(a) = 0. O
Feito isso, vejamos o importante Teorema da Aplicagao Inversa:

Teorema B .3.31 (da Aplicacado Inversa). Sejam U C R™ um conjunto abertoe f : U — R" uma
aplicacdo de classe C¥, k > 1. Se f'(a) : R™ — R™ é invertivel para algum a € U, entdo existe
uma bola aberta B(a, §) tal que f| B(ad) é um difeomorfismo sobre um aberto V', com f(a) € V.

Demonstragdo. De fato, se 6 > 0 dado pelo Teorema B .3.27 e tomando §; > 0 com ¢; < 0,
também pelo Teorema B .3.27, podemos admitir que o conjunto B[a, d;] C U e, como a derivada
f'(a) é invertivel, necessariamente ¢ injetora. Logo, a restricdo f|B[a,51] sera injetora, ou seja, f
sera injetora no compacto Bla, /1], em que B[a, d1] denota a bola fechada de centro a e raio d;.

Assim, como f é de classe C*, segue que f(B[a, §1]) serd compacto. Além disso, teremos
que a imagem inversa de f(B|a, d1]) serd o compacto B[a, d], pois f sera bijetora sobre f(B|a, d1]).
Logo, teremos que a aplicacdo f~' : f(B(a, §)) — B(a,d) é continua, resultando que f é um
homeomorfismo de B(a, ) sobre f(B(a, 9)).

Além disso, como f'(x) depende continuamente de x, e todo operador linear suficiente-
mente proximo de um operador invertivel é invertivel, podemos supor que f'(x) : R™ — R™ é um
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isomorfismo para todo x € B(a, d’), com 0 < §' << 4.

Resumindo, tomando § > 0 suficientemente pequeno, vimos que f|g, : B(a,d) —
f(B(a, 9)) € um homeomorfismo com f € C¥ e dado x € B(a, d), f'(x) : R™ — R™ & um isomor-
fismo, logo inversivel. Assim, se provarmos que f(B(a, §)) € um conjunto aberto, pelo Teorema B
.3.28, teremos que f~' sera diferenciavel, resultando em f| gas) UM difeomorfismo.

Vejamos, tomando g = f(p), com p € B(a, d) e considerando a esfera S = S[a, d] que
¢ a fronteira de Bla, d], como f é injetora em BJa, d], segue que f(p) & f(S). Logo, sendo f(S)
compacto, existe € > 0 tal que |f(x) — q| > 2¢ paratodo x € S.

Mostremos que B(q,c) C f(B(a,d)). De fato, sendo y € B(q,¢) e p(x) = f(x) — y, a

aplicagdo |¢(x)| ndo atingird seu minimo em um ponto de f(S), pois, |

q — y| < e. Assim,

atingira seu minimo em um ponto de B(a, 9).

Por outro lado, pela definigdo de ¢, sabemos que ela é sobrejetora em B[a, §] e diferen-
ciavel. Logo, pelo Lema B .3.30, supondo que x € B(a, §) é ponto de minimo de || teremos
min |p(x)| = |@(x)| = |0| = 0. Logo, |f(x) — y| = 0, implicando que y € f(B(a, 9)).

Portanto, B(q, ) C f(B(a, §)), implicando f(B(a, ¢)) aberto e, consequentemente, f|B(a,6) é
um difeomorfismo sobre o aberto f(B(a, 9)). O

Corolario B .3.32. Sejam U C R" um conjunto aberto, f : U C R" — R uma fungdo de classe
C?e a € U um ponto critico de f. Se a matriz hessiana de f em a,

O*f
0x;0x;

H(f(a)) = [ (a)} Aj=1,...n
for invertivel, entao existe um aberto V- C U com a € V tal que ndo possui outros pontos criticos
de f.

Demonstragao. De fato, sendo F : U — R" definida por

of of of )
X) |

a—x1(X), a—XZ(X), vy a—xn

F(x) = grad(f(x)) = (

a matriz hessiana de f em x, H(f(x)) é a matriz Jacobiana de F em x, para todo x € U.

Assim, como H(f(a)) é invertivel, pelo Teorema B .3.31, existe uma vizinhanca de a que é
difeomorfa a um aberto V C R". Em particular, nessa vizinhanga, F serda injetora, implicando
F(x) # F(a) e, consequentemente, grad(f(x)) # 0 para todo x # asendo x € V '\ {a}. O

Quando temos grad(f(a)) # 0 e H(f(a)) é invertivel, denominamos o ponto ade “ “ponto
critico nao-degenerado”. Do Corolario acima, todo ponto critico ndo degenerado € em particular
um ponto critico isolado.

Aqui encerramos a parte que trata sobre diferenciabildade de aplicagdes entre espacos
euclidianos.
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B.4 ORIENTACAO EM ESPACOS VETORIAIS

Nesta secao, recordaremos alguns conceitos de orientagdo de espagos vetoriais, 0s quais
terdo grande importancia no estudo do Grau de aplicagcbes diferenciaveis.

Seja V um espago vetorial de dimenséo n. Suponha B = {vi,...,v,} e B' = {v;, ..., v/}
bases ordenadas distintas de V. Diremos que B e B’ possuem mesma orientacéo se det(/) > 0
e, B e B' possuem orientacéo distinta se det(/) < 0, em que / é a matriz de mudanca de bases
entre B e B'. Tal relacdo entre bases é uma relacdo de equivaléncia e separa todas as bases de
V em duas classes.

Definicao B .4.1 (Orientacdo em Espagos Vetoriais). Uma orientagdo de V é uma escolha
arbitraria para fixar um sinal positivo para os elementos de uma determinada classe e negativo
para os elementos da outra classe. Um espaco vetorial orientado V é um par constituido por V
€ uma orientacdo de V. As bases de V que seguem tal orientacado serdao denominadas bases
positivas, enquanto as bases restantes serdo chamadas de bases negativas.

A utilizagao de bases ordenadas é fundamental para o conceito de orientacao.

Exemplo B .4.2. Em V = R?, fixando a base canénica para orientar V, obtemos que a base
ordenada {(0, 1), (—1,0)} é positiva, enquanto a base ordenada {(—1,0), (0, 1)} é negativa.

Agora, vejamos algumas definigbes relevantes acerca de isomorfismos e orientagéo.

Definicao B .4.3. Sejam V, W espacgos vetoriais orientados isomorfos e / : V — W um
isomorfismo. Dizemos que [ preserva orientacédo se / leva bases positivas de V em bases
positivas de W, ou também, leva bases negativas de V em bases negativas de W. Caso

contrario, dizemos que / inverte orientacao.

Quando um isomorfismo preservar orientacao, diremos que o isomorfismo é positivo. Por
outro lado, quando um isomorfismo inverter orientacédo, diremos que tal isomorfismo é negativo.
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