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RESUMO

Neste projeto de pesquisa, nés investigamos o método conhecido como desacoplamento
dinamico continuo, que baseia-se em utilizar campos externos aplicados continuamente para
maximizar a fidelidade das operacoes logicas quanticas que sao realizadas em um qubit que
sofre decoeréncia. Em nosso modelo, supomos um sistema quantico aberto, no qual um qubit
interage continuamente com os seus arredores, e desta forma dizemos que o qubit esta acoplado
ao ambiente que o perturba de forma irreversivel causando decoeréncia. O desacoplamento
dinamico continuo nos diz que assumindo um operador de erro conhecido e um ambiente
representado por um campo de bdsons escalares a uma temperatura finita, a decoeréncia
durante as operacgoes logicas pode ser eficientemente reduzida aplicando uma superposicao de
dois campos vetoriais externos: um girando ortogonalmente a direcao do outro, que permanece
estatico. O principal objetivo deste projeto é aperfeicoar o método encontrando as dire¢oes
otimizadas dos campos externos que aplicados continuamente maximizem a fidelidade das
operagoes légicas realizadas em um qubit, e para isso precisaremos resolver numericamente
a equacao mestra do sistema — onde durante o processo de otimizagao os campos externos
serao aplicados com diregoes (angulos) varidveis — com o intuito de encontrarmos os melhores
campos de protecao para uma dada operagao légica. Ao final, apresentamos os resultados que
foram obtidos para um qubit em um ambiente com densidade espectral 6hmica, e discutiremos

sobre os resultados obtidos.

Palavras-chave: Computacao Quantica, Informacgao Quantica, Sistema Aberto, Decoeréncia

Quantica, Desacoplamento Dinamico, Desacoplamento Dinamico Continuo.






ABSTRACT

In this research project, we investigate the method known as continuous dynamical
decoupling, which is based on the use of continuously applied external fields to maximize the
fidelity of quantum logical operations performed on a qubit experiencing decoherence. In our
model, we assume an open quantum system in which a qubit continuously interacts with its
surroundings, and thus we say that the qubit is coupled to the environment, which irreversibly
disturbs it, causing decoherence. The continuous dynamical decoupling tells us that assuming
a known error operator and an environment represented by a field of scalar bosons at a finite
temperature, decoherence during logical operations can be efficiently reduced by applying a
superposition of two external vector fields: one rotating orthogonally to the direction of the
other, which remains static. The main objective of this project is to improve the method
by finding optimized directions of external fields that, when continuously applied, maximize
the fidelity of logical operations performed on a qubit. To achieve this, we will need to
numerically solve the master equation of the system — where the external fields will be applied
with variable directions (variable angles) during the optimization process — in order to find
the best protective fields for a given logical operation. Finally, we present the results obtained

for a qubit in an environment with ohmic spectral density and briefly discuss the findings.

Keywords: Quantum Computing, Quantum Information, Open System, Quantum Decohe-

rence, Dynamical Decoupling, Continuous Dynamical Decoupling.
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1 Introducao

Atualmente, sabemos que a computagao quantica apresentou ao mundo a possibilidade
de uma revolucao completa no poder de processamento dos computadores. Nesta nova
computacao, teoriza-se que certos problemas que levariam anos para serem resolvidos em
supercomputadores classicos podem ser resolvidos em poucos segundos. Isso é possivel
porque os computadores quanticos nao sao uma evolugao dos classicos, mas sao construidos
baseados em conceitos quanticos como superposicao e emaranhamento, que podem fornecer

uma vantagem computacional imensa em relagao a computacao classica.

Neste projeto de pesquisa vamos investigar o desacoplamento dinamico continuo
aplicado a protecao de erros de um qubit durante a realizacdo de uma operacgao logica. O
desacoplamento dinamico continuo é um método sofisticado para tratar e superar os erros
de decoeréncia intrinsecos aos qubits reais que sao sistemas quanticos abertos e podem
ser modelados estando acoplados a um reservatério térmico. Levando em consideragao a
importancia do assunto, cuja relevancia é fundamental para o progresso da computacgao

quantica, realizamos um estudo teérico visando a otimizagdo do método.

H4 diferentes modelos de computagao quantica em desenvolvimento (gate-model [1],
adiabatic [2], topological [3], etc.) e para implementé-los fisicamente é necessario o qubit.
Além dos qubits, outro aspecto de fundamental importancia para a computacao quantica
sao as portas logicas, responsaveis por realizar operagoes que manipulam os estados dos
qubits. Contudo, devido as limitagoes tecnoldgicas, estamos em uma era chamada Noisy
Intermediate-Scale Quantum (NISQ) [4] em que os computadores quinticos possuem um
numero limitado de qubits e a tecnologia ainda nao é completamente livre de erros. Assim,
devemos nos preocupar com a qualidade dos qubits e, em particular, com a precisao com que

podemos realizar operagoes através das portas logicas.

Nesta dissertacao, abordaremos o qubit como um sistema quantico aberto, ou seja,
um sistema que esta constantemente interagindo com seu ambiente. Assim, consideramos
que o qubit estd em contato com um reservatério térmico externo causando perturbagoes
irreversiveis. Nesse contexto, descrevemos o qubit estando acoplado ao reservatorio, sendo
esse tipo de interacao conhecido como banho térmico. Em um sistema quantico aberto —
qubit interagindo com o ambiente — pode haver trocas de energia, matéria ou informacao.

Logo, é natural que ocorram ruidos externos, e nestas circunstancias, nao ha como realizar
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as operagoes logicas necessarias para uma computacao quantica com alta fidelidade, visto
que os ruidos associados as descaracterizariam. Assim, estudar e encontrar alternativas de
protecao contra tais ruidos sdo cruciais para o desenvolvimento da computac¢ao quantica em

sua plenitude.

Na literatura, hé alguns métodos amplamente discutidos capazes de prevenir e mitigar o
efeito prejudicial da decoeréncia [5], sendo que os principais sdo os cddigos de corregao de erros
6, 7, 8], os subespagos livres de erros [9, 10, 11] e o desacoplamento dindamico [12, 13, 14, 15].
Sem entrar em detalhes sobre os dois primeiros, vamos focar no desacoplamento dindmico, que
é um método que consiste em aplicar sequéncias periddicas de pulsos de controle instantaneos,
cujo efeito é acabar com o acoplamento indesejado entre o sistema e o ambiente, mas para
ser efetivo os pulsos devem ser tao curtos que comecem e terminem dentro do intervalo de
tempo de correlagao entre o qubit e o banho, de modo que os campos envolvidos devem ter

altas frequéncias.

Alguns estudos relativamente recentes [16, 17, 18] aprimoraram o método do desa-
coplamento dinamico, pois mostrou-se que o método — até entao fundamentado através de
pulsos de alta frequéncia para desacoplar o sistema do ambiente — pode ser realizado de
uma forma mais adequada através de campos externos continuos, e essa nova maneira de
aplicar o método ficou conhecida como desacoplamento dindmico continuo. O método do
desacoplamento dindmico continuo, uma vez que a estrutura de erro é conhecida, consiste em
aplicar campos externos continuos de alta frequéncia capazes de guiar a dinamica do sistema
quantico de forma controlada em uma escala de tempo rapida o suficiente para a realizagao de
um protocolo desejado preservando o estado quantico do sistema. Assim, é possivel realizar
com alta fidelidade qualquer operacao logica em um qubit fracamente perturbado por um
ambiente representado por um campo de bésons escalares a uma temperatura finita, pois desta
forma, certos tipos de erros como a decoeréncia podem ser eficientemente reduzidos durante
as operagoes logicas. As amplitudes, frequéncias e dire¢oes desses campos sao determinadas

pela operacao logica pretendida, estrutura de erro e caracteristicas do ambiente.

O principal objetivo deste projeto é otimizar as dire¢oes dos campos externos que
aplicados continuamente maximizem a fidelidade de um estado quéantico (qubit) que pode ou
nao estar sujeito a operagoes logicas. Para isso, a nossa estratégia é resolver numericamente
a equacao mestra de Redfield que rege a dinamica do sistema quantico — durante o processo

de otimizagao os campos externos serao aplicados com pardmetros (dire¢oes) varidveis — com
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o intuito de encontrarmos os melhores campos de prote¢dao, uma vez que a estrutura de erro
¢é conhecida. Para alcancarmos esse objetivo, nos baseamos no modelo tedrico apresentado
nos estudos [16, 17, 18] e, portanto, essa dissertacao é de certa forma uma pequena extensao
desses trabalhos, visto que a otimizacao sera realizada a partir das equagoes apresentadas

nesses estudos.

O método do desacoplamento dindmico continuo demonstrou-se efetivo, pois nesses
estudos referenciados acima varios casos foram testados, e neste trabalho dedicaremos esforcos
para otimizar dois casos: i) qubit acoplado a um tnico reservatério, em que devemos ter o
campo de protecao perpendicular ao vetor de erro, e portanto, a otimizagao do campo de
controle estard restrito a um plano; ii) qubit acoplado a trés reservatorios independentes, em
que devemos ter dois campos de protecao perpendiculares entre si, e portanto, a otimizagao
estara restrito a uma esfera unitaria tridimensional. Em ambos os casos, nosso objetivo é

fazer uma varredura (no plano e na esfera) para verificar se hé dire¢des que maximizem a

fidelidade.

Para uma melhor compreensao, organizamos esta dissertacao da seguinte forma: Na
secao 2, apresentamos uma fundamentacao tedrica com conceitos basicos para entendermos o
modelo tedrico. Na secao 3, expomos as equagoes do modelo tedrico que sera investigado
e discutimos a solu¢ao numérica e a otimizacao do problema. Na secao 4, apresentamos e

discutimos os resultados obtidos. Na secao 5, apresentamos nossas conclusoes.
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2 Fundamentacao Tedrica

Nesta secao, apresentamos as ferramentas matematicas e os conceitos importantes
para bem entendermos o modelo tedrico que serd estudado e otimizado nesse trabalho. Mais
especificamente, apresentaremos os bits quanticos, mostraremos como representa-los através
do operador densidade, apresentaremos a esfera de Bloch e mostraremos como representar o
estado geral de um qubit na esfera de Bloch através do operador densidade, abordaremos
como uma operagao logica quantica é realizada, veremos o conceito de fidelidade, discutiremos
o que é o formalismo de interacdo e a sua importancia, e demonstraremos a equagao mestra

de Redfield que rege a dindmica de sistemas quénticos abertos.

2.1 Bits quanticos (qubits)

Os computadores utilizados atualmente, denominados de computadores classicos, sao
maquinas que processam informagoes através da manipulacao de dados. A unidade bésica de
dado em um computador classico é o digito binario — binary digit — simplesmente chamado
de bit. Um bit booleano pode assumir dois valores distintos, e geralmente sao representado

por 0 e 1, de forma que o seu estado sempre é ou 0 ou 1.

Sob outra perspectiva, a computacao quantica é fundamentada em um conceito analogo,
o bit quantico — quantum bit — simplesmente chamado de qubit. Por sua vez, o qubit é
a unidade basica de dado em um computador quantico, sendo matematicamente definido
como [19] um vetor unitdrio no espago vetorial C?, cujos vetores da base computacional sao

denotados como
0) = e )=

A principal diferenca entre os bits e os qubits é que os qubits podem estar em estados
diferentes de |0) e |1), pois um qubit pode existir em um continuo de estados entre |0) e |1)
até que uma medigao seja feita. Isso ocorre porque é possivel fazer uma combinagao linear

dos estados, frequentemente chamada de superposicao,

) =al0)+8[1) com a,BeC, |af+[pP=1.

17



O requisito fundamental da mecénica quantica é que se fizermos uma medi¢ao em 1))
para ver se estd em |0) ou |1), o resultado serd |0) (]1)) com a probabilidade |a|? (|3]?), e o

estado imediatamente apds a medicao sera |0) (|]1)).

E importante dizer que na computacio cldssica os bits sdo implementados fisicamente
pelos transistores. Entretanto, os qubits utilizados na computacao quantica sao baseados
em diferentes realizagoes fisicas (supercondutor [20], ion aprisionado [21], spin do elétron
[22], etc.), e apesar das diferentes possibilidades de implementagao, atualmente os qubits

apresentam intimeras fontes de erros, e portanto, muitos avancos ainda sao necessarios.

Os qubits [23], quando completamente isolado do ambiente em um estado quéntico,
obedecem as leis da mecanica quantica. Em um estado quantico, os qubits realizam calculos
aproveitando fendomenos da mecéanica quantica como superposi¢cao e emaranhamento. Um
sistema quantico isolado que exibe propriedades de superposicao e emaranhamento ¢é dito
estar em um estado de coeréncia quantica. Os computadores quanticos somente podem
realizar calculos 1teis em um estado de coeréncia quantica. Mesmo a menor das interagoes
com o ambiente faz com que o sistema quantico decoerencie lentamente, entdo os qubits
devem ser completamente isolados e mantidos em baixa temperatura. Uma perda de coeréncia

quantica é chamada de decoeréncia quantica.

2.2 Operador densidade

Em mecénica quantica, um sistema é descrito por um vetor de estado [¢)) ou um
operador densidade p que permite prever estatisticamente o sistema no futuro. Embora sejam
matematicamente equivalentes a abordagem do operador densidade fornece uma linguagem
muito mais conveniente para pensarmos sobre alguns cenarios comumente encontrados na
mecanica quantica. A representacao da mecanica quantica em termos do operador densidade
é util quando se trata de sistemas abertos onde o sistema é perturbado por fatores externos

indesejados.

Supondo que um sistema quéntico esteja no estado |¢(t)), o operador densidade deste

sistema ¢é definido matematicamente pela equagao

p(t) = [0(0) (WD),

representado na base {|¢,)} por uma matriz chamada Matriz Densidade cujos elementos sao

18



dados por

Pmn(t) = (Pm| p(t) |n) = s,

e o valor médio de um operador P pode ser escrito como,

(P(t)) = X0 X (Pl p(t) [¢n) (Dn| P dm) = Tr{p(t)P} = Te{Pp(t)} ,

pois Yo, [fn) (Dn] = 1 € X0, (Om| Aldm) = Tr{A}. Assim, vemos que podemos calcular os
valores esperados para qualquer observavel através de uma operagao simples de multiplicacao
de matrizes e respectivo trago, onde Tr indica o trago — a soma dos elementos diagonais da

matriz.

Uma vez que a linguagem do operador densidade e a linguagem do vetor de estado sao
equivalentes, pois ambas fornecem os mesmos resultados, todos os postulados da mecanica

quantica podem ser reformulados em termos da linguagem do operador de densidade.

Desta forma, podemos deduzir equacao que expressa a evolugao temporal do operador

densidade p(t). Para isto, comegamos tomando a sua derivada temporal,

@o(t) = 2 (ju(o) o))

Pela regra do produto da derivada temos,

o0) = (1o ) o) + (o) 5 (ol

Utilizando a equacao de Schrodinger,

d 1

S0(0) = H(®) (),

e substituindo na equacao anterior, segue-se que

p(0) = {1 W) o) - w) WOl H

que também pode ser escrito como,
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() = = L Op(0) — p0 (D)},

E usando a relagdo de comutagao de operadores [A, B] = AB — BA, onde A e B
sao duas matrizes quaisquer de mesma dimensao, reescrevemos a equacao de forma mais

compacta,

sendo conhecida como equacao de Liouville-von Neumann.

Um operador p é chamado de operador de densidade se, e somente se, satisfaz as

seguintes condigoes [19, 24]:

1. p tem traco igual a um.

2. p é um operador positivo.

A primeira nos traz a condi¢ao de que o trago de p deve ser sempre igual a 1, isto é,

temos a conservacao da probabilidade.
Prova 1:

Supondo que p = Y, p; [1;) (¥;| é um operador densidade onde p; é a probabilidade

do sistema estar no i-ésimo estado. Entao

Tr(p) = Zpi Tr(|vhi) (¥il) = Zpi =1,

e portanto, a condicao do trago Tr(p) = 1 é satisfeita.

A segunda nos traz a condicao de positividade, isto é, um operador tem que ser sempre
positivo, além de ser Hermitiano (p = p*T = p'), onde * é o complexo conjugado da matriz
e T representa a operacao de transposicao da matriz, positiva semidefinida, de forma que

todos os autovalores de p sejam maiores ou igual a zero.
Prova 2:

Supondo que |¢) é um vetor arbitrario no espago de estado. Entao
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(0 plo) = sz (Dler) (i) = sz (B]ei) 2> 0,

e portanto, a condi¢ao da positividade é satisfeita.

Assim, apresentamos e provamos as duas condic¢oes, que nos dizem que o operador

densidade é um operador Hermitiano, positivo e de trago igual a 1.

Um conceito importante que também devemos abordar é o conceito de estados puros
e estados mistos [19, 24, 25]. Um conjunto de estados quénticos pode ser constituido de
estados puros ou pode ser composto por uma mistura estatistica. Um conjunto constituido
por estados puros é constituido por estados idénticos, de forma que a dindmica do todo é
equivalente a dindmica de um tnico elemento do conjunto. Definimos um estado puro como
p = |¥) (| e em um estado puro temos Tr(p?) = 1, e portanto, Tr(p?) = Tr(p) = 1. Em
contraste, definimos um estado misto como p = Y, p; [1;) (15| onde p; é a probabilidade do
sistema estar em cada estado e em uma mistura estatistica temos Tr(p?) < 1. Desta forma,
para verificarmos a pureza do operador densidade, basta verificarmos o resultado de quadrado
de trago do operador densidade Tr(p?), se for igual a 1 o estado é puro, e se for menor que 1

¢ uma mistura estatistica.

Além disso, uma importante operagao é o traco parcial, atil quando um sistema
quéntico é constituido por varios subsistemas, como por exemplo o qubit (subsistema 1) mais
o reservatorio (subsistema 2). O trago parcial, também chamado de operador densidade

reduzido, ¢ definido por

pt = Tep{p""}

pB = TrA{pAB}’

onde podemos ver que o operador densidade de subsistema A(B) é definido a partir do trago
do subsistema B(A). Desta forma, a operagao trago parcial fornece a informagao quantica de
cada subsistema de forma separada, sendo a forma mais adequada de analisar as propriedades

quénticas dos sistemas compostos. O trago parcial do sistema B(A) é dado por

Trp{p"”} = Trp{|aiby) (azbs|} = |a1) (ao| Trp{|b1) (bo|}}
Tra{p*?} = Tra{laibs) (azbs|} = |b1) (b2] Tra{lar) (as|}},
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sendo que os vetores desta equagao correspondem aos vetores de estado de cada subsistema.

De forma geral, um qubit é um sistema quantico de dois niveis, e conforme dito
anteriormente podem ser representados como [) = «|0) + 3]1), onde o? 4+ 5% = 1, de forma

que o operador densidade na base computacional {|0),|1)} pode ser escrito como

al> ap*
|l

a*p B

O estado geral de um qubit, na representacao do operador densidade, pode ser escrito

como [26] uma combinagcao linear da matriz identidade mais as matrizes de Pauli,

1
p:§<_f—i—b0z+cay+daz>,

onde

Assim, o operador densidade pode ser definido de tal forma que,

pzé([—l—r-a),

onde

o=0,T+o0,y+0.2,

e r é um vetor de trés dimensdes com |r|= 1, sendo o vetor r conhecido como o vetor de
Bloch, uma vez que qualquer estado de um qubit pode geometricamente representado na
esfera de Bloch. Assim, como |r|= 1, podemos definir 7 como sendo dado por,

7 = sin(f) cos(¢)& + sin(f) sin(¢)y + cos(0)2.

onde # é um vetor unitario real escrito em termos de dois angulos esféricos polares.

22



2.3 Esfera de Bloch

A esfera de Bloch é uma representacao geométrica para os estados quanticos de um
unico qubit. Ela é uma esfera unitaria no espaco tridimensional em que cada ponto na
superficie corresponde a um estado quantico possivel do qubit. A direcao do vetor que
conecta o centro da esfera a um ponto na superficie representa a orientacdo do qubit. Os
estados |0) e |1) sdo representados pelos polos norte e sul da esfera, respectivamente, enquanto
os estados superpostos sao representados por pontos intermediarios. A esfera de Bloch é

usada para visualizar e descrever operagoes quanticas.

10)

Figura 1: Um qubit no estado |¢) representado na esfera de Bloch
(imagem retirada da referéncia [24]).

Podemos reescrever o estado de um qubit dado pela equagao [¢) = «|0) + 5]1)
fazendo o = ae'™ e 3 = be'™, onde a e b sdo ntimeros reais e ry e 7, sdo raios que ligam a

origem ao estado |0) e |1), respectivamente. Fazendo essa substituigdo, temos

%) = ae’™ [0) + be'™ [1),

multiplicando por e~"°, temos

[¥) = al0) +be" T 1),

chamando de ¢ = r; — ry, temos

[¥) = al0) +be™ 1),
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onde |a|>+|b|*= 1. Chamando a = cos(%) e b = sin(%), temos a representacdo de estado de

um qubit da equagao |1)) = a|0) + 8 |1) na esfera de Bloch como

[Y) = cos<9> |0) +ez¢sm< ) 1),

onde # e ¢ sao variaveis reais que definem um ponto na esfera unitaria tridimensional. A

matriz densidade que representa esse estado é dada por

p =) (¥,

onde escrevendo de forma explicita, temos

o= (oo ) o) esu(2) 1),

fazendo as devidas manipulagoes matematicas, temos

p= COSQ<Z> |0) (O] +e~ cos(i) sm(g) |0) (1] +e™ sm(i) cos( ) 1) <O|+sin2(§> 1) (1],

sendo que sin(z) cos(z) = 1sin(2z), chamando = = £, temos sin(4) cos(4) = 1sin(9), e

substituindo na equagao temos

0 1 . 1 . 0
p= COS2<2) |0) (0] + 56_“75 sin(6) 0) (1] + ie“ﬁ sin(6) |1) (0] + sin2<2) 11) (1],
que escrevendo explicitamente em forma de matriz fica

0 —ip
cos? <§> se?sin(6)
sei?sin(@)  sin? (g)
onde podemos ver que o trago é igual a 1 pela soma dos elementos da diagonal, e pelos

elementos fora de diagonal podemos ver que é hermitiano, isto é, p = p'; E possivel demonstrar

também que p é sempre positivo.
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2.4 Operacgoes légicas quanticas

As operacoes logicas quanticas sdo transformacoes unitarias (XX = XTX = 1)
aplicadas aos estados quanticos, no caso os qubits, sendo que essas operagdes sao responsaveis
por manipular e evoluir tais estados quéanticos. As operagoes logicas quanticas, muitas vezes
chamadas de portas quanticas, podem ser representadas por matrizes unitarias (X = XT)
que atuam nos qubits realizando uma variedade de transformagoes, como rotagoes, inversoes,
superposicoes e emaranhamentos. As operagoes mais comumente utilizadas sao as portas
de Pauli (X, Y, Z), a porta de Hadamard (H) e as portas de controle (Control-NOT, por

exemplo).

No contexto da computacdo quantica, é possivel definir um conjunto universal de
operagoes logicas quanticas, isto ¢, um conjunto minimo de operagoes que podem ser utilizados
para construir qualquer outra operacao logica quantica. Ha diversas portas, e portanto,
hé diversas maneiras de construir os conjuntos universais. Sendo assim, é importante
notar que, embora diferentes conjuntos universais possam ser utilizados, eles tém o mesmo
poder computacional, ou seja, sdo capazes de realizar qualquer operacao logica quantica. A
escolha de um determinado conjunto universal pode depender de fatores como a facilidade de
implementagao experimental, o nimero de portas necessarias ou a eficiéncia em termos de

recursos quanticos.

A seguir, em termos das matrizes de Pauli, mostraremos as representagdes matriciais
e os respectivos operadores de evolucao temporal das operagoes logicas quanticas mais usuais,
como as portas de Pauli (X, Y, Z) e a porta de Hadamard (H). Inicialmente, consideremos a
porta Identidade (I) atuando na base de vetores da seguinte forma, I : [0) — |0),[1) — |1),

sendo a matriz que representa essa porta dada por

I=10) 0] +[1) (1] =

Similarmente, nés também temos que X : |0) — [1),[1) — |0), Y : |0) — i |1),|1) — —i|0),

e Z:|0) = |0),|1) — —|1), sendo as matrizes que representam essas portas dadas por
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Em geral, qualquer porta unitdria de um qubit pode ser expressa como U(t) = e~ AL
onde A é uma matriz Hermitiana que representa a operagao desejada. Usando a expansao em
série de Taylor-Maclaurin podemos escrever U(t) = =4 = cos(6)I — isin(#)A. Desta forma,
dada uma matriz que representa uma determinada operacao légica, podemos encontrar o

operador evolugao temporal correspondente, e assim temos que

i t t
e R = cos(h)l — 10, sin<h>,
Uy(t) = e oY = Cos(t)l —io sin(t>
Y - - fl Yy h )

Uz(t) = e i = cos(%)] — o, sin(%).

A matriz que representa a operacao de Hadamard é dada por

Ux(t)

1 1 1 - .
o - :a+0

V2 \1 -1 V2

Ao aplicarmos uma determinada operagao légica em um qubit, desejamos levar qubit
de um estado inicial para um estado final, e isso acontece em um determinado periodo de

tempo. Assim, definimos um ciclo completo de uma operacao légica quando

t="—
27

pois nesse tempo as mudangas necessarias no estado do qubit ocorrem por completo resultando
no estado final desejado. Assim, a dindmica de um qubit no estado ) = «|0) + 1) sob

acao de uma determinada porta A, por exemplo, é dada por

0a®) 1) = Ua (") a0y + 811 .

Segue alguns exemplos de aplicagoes das portas para alguns casos especificos,
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o (") a0y + 5 [= =i (7).

«

(% ) e+ om =i ° )

e para o caso da operagao de Hadamard temos

No geral, as operagoes logicas quanticas permitem a execucao de algoritmos quanticos,
como o algoritmo de Grover e o algoritmo de Shor, que tém aplicacbes em criptografia,
otimizacgao, simulacao de sistemas quénticos, entre outros. Além disso, as operacoes logicas
quanticas sao essenciais para a implementacao de circuitos quanticos e a construcao de
computadores quanticos escalaveis. No entanto, é importante ressaltar que as operagoes
logicas quanticas também estao sujeitas a erros devido ao ruido e as imperfeicoes dos qubits
fisicos. Portanto, a correcao de erros quanticos e a implementacgao de técnicas de tolerancia a
falhas sao desafios importantes na construcao de sistemas de computagdo quantica confiaveis

e robustos.

2.5 Fidelidade

A fidelidade dos estados quanticos é uma medida de quao bem um estado quantico
é preservado durante uma determinada operacao ou processo. A fidelidade caracteriza a
concordancia entre o resultado real da operacao e o estado desejado, e de forma geral depende
do estado inicial sobre o qual a operagao é aplicada. Podemos ainda dizer que a fidelidade é
uma forma de mensurar a proximidade entre dois estados quanticos, e por isso muitas vezes
¢ usada para avaliar a qualidade das operacoes logicas quanticas que sao realizadas para

manipular os qubits.

A defini¢do da fidelidade [27] é uma questao de livro de texto padrao. Dado dois

operadores densidades p; e po, a fidelidade é geralmente definida como
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F(p1,p2) = (Tl" \/EP2\/E>2~

No caso especial em que p; e py representam estados quanticos puros, ou seja, p; = |11) (|

e p2 = |1h2) (1], a definigao se reduz a

F(p1, p2) = Tr(pipa) = (1 ]t2) |*.

E no caso em que apenas um dos dois estados é puro, temos

F(p1, p2) = Tr(p1p2) = (U1] p2 |¢1)

onde p; ¢é o estado puro.

A fidelidade das operacoes logicas em sistemas abertos é calculada comparando o
operador densidade ideal, com o operador densidade perturbado. No caso ideal, os qubits nao
estao acoplados a outros sistemas e suas dinamicas sao unitarias. No caso perturbado, os
qubits estao acoplados a outros sistemas externos, de forma que suas dindmicas podem ou
nao ser unitarias dependendo da condigao inicial dos qubits, da operagao logica desejada e
da simetria do acoplamento com os outros sistemas. Além disso, na maioria dos casos de
computagao quantica, a condi¢ao inicial do sistema é dada por um estado puro, de forma que
o operador densidade ideal, que estd sujeito a uma dindmica unitaria, também é puro. Assim,
utilizando a equagao para o cado dos estados puros, escrevemos a fidelidade das operagoes

logicas quanticas como

F(t) = Tr[p;(t)pp(1)],

onde p;(t) é a dindmica do operador densidade ideal, e pp(t) é o operador densidade per-
turbado. Através da fidelidade quantificaremos a eficiéncia das operacoes logicas quanticas,
calculando, em funcao do tempo quao distante estao os resultados perturbados dos estados

quanticos desejados.

A definicao geral da fidelidade traz consigo algumas propriedades importantes. Uma
dessas propriedades nos diz que a fidelidade é simétrica em seus argumentos, ou seja,

F(p1, p2) = F(p2, p1), embora nao seja 6bvio de visualizar na definigdo. Além disso, temos
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que F(p1,p2) € [0,1], e temos o caso F(p1,p2) = 1, se e somente se, p; = po. Outra
importante propriedade é que F(py, p2) é invariante por transformagoes unitarias no espago
dos estados, ou seja, F(p1,p2) = F(UpU*,UpU*) = F(p1, p2), para qualquer operador
unitario U, onde p; = Up,;U*. Essa ultima propriedade nos permite calcular a fidelidade

diretamente no formalismo de interacao.

2.6 Formalismo de interacao

A evolucao temporal de sistemas quanticos é descrita pela teoria da mecanica quéntica,
que descreve o comportamento de particulas subatomicas e sistemas quénticos em geral. A
evolugao temporal de um determinado sistema quantico pode aparecer representada de varias
formas diferentes, sendo essas diversas formas conhecidas como formalismos. Os principais sao
o formalismo de Schriodinger e o formalismo de Heisenberg, mas além destas duas descri¢oes

h& uma terceira, conhecida como formalismo de interacao.

No formalismo de Schrodinger, o estado do sistema evolui no tempo, enquanto
os operadores (observaveis) permanecem inalterados. Por outro lado, no formalismo de
Heisenberg, sdo os operadores (observaveis) que evoluem no tempo, enquanto o estado do
sistema permanece inalterado. Ambas as representagoes sao equivalentes e fornecem descri¢oes
precisas dos sistemas quanticos, mas cada uma possui vantagens e desvantagens dependendo
do problema especifico a ser resolvido. Desta forma, quando um sistema quantico esta em
interacdo com um ambiente externo, a evolugao temporal é melhor descrita no formalismo
de interagao, que combina caracteristicas das representagoes de Schrodinger e Heisenberg,

tornando-se especialmente 1til para tratar de sistemas que envolvem interagdes [28].

Consideremos um sistema quantico em que o operador hamiltoniano ¢é escrito como a

soma de duas partes,

H(t) = Hs+ H(t),

onde H, é o hamiltoniano do sistema e H;(t) é o hamiltoniano de interac¢ao que acopla o sistema
ao reservatério. A equacao para um hamiltoniano dependente do tempo na representacao de

Schrodinger é dada por
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iﬁaat [W(t) = H(t) [(t)) = [Hs + Hi(8)] [1(1)) -

Isso nos permite introduzir um operador de evolucdo temporal unitério Us(t,ty) = e Hs(t=to)

associado somente & Hy. Com isso, definimos

[6(t)) = Us(t,to) [o(2)) = ex™0=1) jos(1))

onde o vetor ‘@Z;(t)> representa o sistema quantico de forma idéntica, visto que ambos estados
sao iguais a menos de uma fase global. Observando-se que a um operador P na representacao

de Schrodinger pode ser escrito como

(P) = @@ Ply),

podemos reescrevé-lo na representagao de interacao como

implicando em

i

P = U,(t, o) PUI(t, ty) = enls(t=10) pe7 Hslt=t0)

onde P representa, entao, o operador P no formalismo de interacao.

A dinamica neste formalismo pode ser facilmente calculada diferenciando ‘1/7(75)> em

relacao ao tempo, pois calculando sua derivada temporal temos

d(t)) = —H,

0 ~ ;
ipn D(t)) + e [H, + H(0)] [(2))
onde o primeiro termo no lado direito da equacao surge da diferenciacao da fungao exponencial,
e o segundo termo surge da diferenciacao do vetor de estado que em seguida foi substituido pelo

lado direito da equacao de Schrodinger para aparecer o hamiltoniano. Assim, reescrevendo

para simplificar ficamos com
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B [(0)) = Rt H (1) (1)

implicando em

. d |~ _ i.I{s(tft) *iHS(t*t)
ihg, [90)) = RO ()M

().

e reescrevendo temos a forma final

9
90
o

U(t)) = Hi(t)

().

onde H,(t) é o hamiltoniano de interacio no formalismo de interacio e ’1;(15)> representa
o sistema quantico. Assim, podemos estudar as dindmicas impostas pelo hamiltoniano de
interacao, desprezando as dindmicas impostas pelo hamiltoniano do sistema. De fato, quando

H;(t) = 0, o estado quéntico representado no formalismo de interagao é constante no tempo.

No formalismo de interacao, o estado do sistema muitas vezes é descrito pelo operador
de densidade, desta forma podemos escrever o operador densidade no formalismo de interacao

CcOomo

pt) = [b(t)) ($(t)

9

e podemos calcular a sua dindmica nesse formalismo

dp(t) dlY(t)) - o d{()
20 _ A0) g0+ ooy L0

de forma que fazendo uma simples substituicao temos

F(0)[5(0)) (50)] + 7 [9(0)) (P(0)| F),

1
dt h
simplificando a notacao, reescrevemos a equacao de forma mais compacta, e obtemos a

dindmica do operador densidade no formalismo de interacao,

df;it) _ _;[mmm.
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2.7 Equacao mestra de Redfield

Sistemas quanticos abertos, sdo sistemas quanticos que interagem com um ambiente
externo e, portanto, estao sujeitos a perda ou ganho de energia e informagoes. Enquanto
sistemas quanticos isolados sao tratados de forma unitaria, ou seja, suas evolugoes sao regidas
por operadores unitarios reversiveis, sistemas quanticos abertos apresentam uma evolugao
nao unitaria, com perda de coeréncia e informagoes para o ambiente circundante. A descricao
matematica dos sistemas quanticos abertos é feita através de uma expressao denominada
de equagao mestra, que governa a evolucao do operador densidade do sistema. As principais
equagoes mestras que descrevem a evolucao de sistemas quanticos abertos sdo a equagao
mestra de Lindblad e a equacao mestra de Redfield. O modelo tedrico apresentado na proxima

secao, que sera a base para todas as dinamicas calculadas nesta tese, baseia-se na equacao

mestra de Redfield.

A equacao mestra de Redfield é um importante conceito na teoria quantica de sistemas
abertos e é usada para descrever a dinamica temporal de sistemas quanticos que interagem
com um ambiente externo termal, muitas vezes chamados de banho térmico, cuja validade da
equagcao ocorre em situagoes nas quais as interagoes com o ambiente sao fracas e de curto
alcance. Devido a essas limitagoes, em sistemas com interagoes fortes com o ambiente ou em
casos em que a escala de tempo das intera¢oes ambientais é comparavel a do sistema, outras
técnicas mais avangadas — como a equagao mestra de Lindblad — sao frequentemente usadas

para obter resultados mais precisos.

A forma geral de um hamiltoniano que reproduz um sistema acoplado a um reservatorio

externo pode ser escrita como

H(t) = Hs(t) + Hr(t) + Hi(t),

onde Hg(t) é o hamiltoniano do sistema, Hg(t) é o hamiltoniano do reservatério, e Hy(t)
é o hamiltoniano de interagao, isto é, é o hamiltoniano que acopla de forma irreversivel o
reservatério ao sistema causando perturbacoes. O sistema quantico é geral, e podendo ser
dado por spins, fétons, polarizagao da luz, entre outros. O reservatorio pode ser dado por
um banho de bésons, de spins, ou qualquer outro que acople com o sistema. A interacao, por
sua vez, perturba o sistema, e no contexto da computagao quantica, gera os erros aos quais

os qubits estao sujeitos.
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Para demonstrarmos a equagao mestra de Redfield, consideremos o hamiltoniano total
do sistema quantico definido acima, cuja dinamica total no formalismo de interacao é dada

por

onde definimos Hy(t) como sendo a soma dos termos desacoplados dados por Hy(t) =

Hg(t) + Hg(t), e assim temos

Hi(t) = U (t) Hilh t),

com

Uo(t) = exp(—iHo(t)t/h).

Assim, uma solugao formal para a equacao que rege a dinamica do sistema quantico no

formalismo de interacdo é dada por

L = (0, 50)) — o [ e [F0), 110, 0]

Assim, tracando as variaveis pertinentes ao reservatério obtemos

PO Lty {[A10), O} ~ 25 [ Tra {[Fo(e) L8, 700V}

Na equacio acima, uma vez que definimos H;(t) como US(t)Hly(t), temos que H(t) &
dependente de Hg(t) e, portanto, sempre podemos fazer Hg(t) ser definido de uma maneira
que o primeiro termo do lado direito da equacdo acima seja zero. Assim, para simplificar

podemos reescrever a equagéo como
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dﬁ;t(t) _ ;2 /Ot dt Try { [H1(t), [Hi(£), ()]}

A seguir, incluimos algumas aproximacoes para a equacao acima. Uma vez que
realizamos uma aproximacao de segunda ordem, podemos supor que o operador densidade
fatora para qualquer tempo ¢, em j(t') = ps(t') ® pr(0), de forma que o operador densidade
do reservatério é constante no tempo, ou seja, temos um reservatério com capacidade térmica
infinita. Além disso, supomos que a escala de tempo caracteristica da memoria do sistema,
representada pela integral na equacao acima, é curta de tal maneira que o operador densidade
do sistema ¢ insignificantemente diferente do seu valor atual, e por isso podemos substituir

p(t") — p(t). Dessa forma, temos que a equacio mestra de Redfield é dada por

dﬁift) - —;2 /(f dt Trg {[H (1), [H (1), ps(t) © pr(O)]]}

E importante frisar que a equacio mestra de Redfield, apesar de ser local no tempo,
ja que envolve somente pg(t), é ndo Markoviana, visto que esta ainda contém uma referéncia
explicita com o tempo inicial e o tempo local. A aproximagao Markoviana é escrita substituindo
o limite superior da integral por oo, de forma que desta maneira excluimos da dinamica toda

referéncia com o tempo passado.
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3 Modelo Teoérico

Nesta secao, apresentamos o modelo tedrico utilizado como base deste trabalho,
expomos as equagoes do sistema fisico que sera investigado e discutimos sobre a otimizacao
do problema em questdo. E importante ressaltar que este trabalho de mestrado baseia-se nos
estudos [16, 17, 18], visto que o modelo tedrico apresentado abaixo foi desenvolvido nesses
estudos, e a nossa contribuicao é apenas a otimizagao do método. A seguir, dividimos essa
secao da seguinte forma: na subsecao 3.1 apresentamos o desacoplamento dindmico continuo
para um qubit acoplado a um tnico reservatorio que causa um tipo de erro e discutimos como
pretendemos otimizar o método, e na subsecao 3.2 apresentamos o desacoplamento dinamico
continuo para um qubit acoplado a trés reservatério independentes que causam trés tipos
de erros independentes (decoeréncia, bit-flip e amplitude) e discutimos como pretendemos

otimizar o método.

3.1 Desacoplando continuamente operacoes de um qubit

Ha como fazer modelos para um ou mais qubits acoplados a um ou mais reservatorios
térmicos. Nesta subsecao vamos apresentar o caso em que apenas um qubit esta acoplado a

um unico reservatorio.

Inicialmente, consideremos um qubit acoplado a um reservatério térmico a uma
temperatura finita. O reservatoério serd representado por um campo escalar de bésons que
interage continuamente com o qubit causando ruidos externos. Esses ruidos naturalmente
interferem nos estados dos qubits causando certos tipos de erros. Uma vez que sabemos qual
¢é a estrutura de erro que age nesse qubit, podemos aplicar uma superposicao de campos
externos de altas frequéncias, capazes de proteger o qubit em seu estado inicial ou enquanto
realiza-se qualquer operacao légica. Para a efetividade do método, a interacao entre o
qubit e o reservatorio deve ser fraca de forma que uma teoria de perturbagao possa ser
aplicada, e as dinamicas controladas devem ser mais rapidas que o tempo médio de correlacao
do reservatério, ou seja, o tempo que o reservatério interage com o sistema fisico. As
amplitudes, frequéncias e as dire¢oes desses campos externos continuos de altas frequéncias
sao determinadas pela operacao logica pretendida, pela estrutura de erro ao qual o qubit esta

sujeito e pelas caracteristicas do meio ambiente.
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3.1.1 A equagao mestra para um unico reservatorio

A seguir, vamos mostrar a equagao mestra para um qubit acoplado a um tnico reserva-
tério. Para isso, comegamos notando que o Hamiltoniano total do sistema (qubit-+reservatério),

na representacao de Schrodinger, é dado por

H(t)= Hc(t)+ Hg + Hy, (1)

onde Hg(t) é o Hamiltoniano de controle, Hr = >, wkaiak ¢ o Hamiltoniano do reservatério

e H; é o Hamiltoniano de interacao, o qual pode ser escrito como

Hy=(\-0)B+ (X -0)B, (2)

onde A ¢é o vetor de erro cujas componentes podem ser complexas e o = 0,& + 0,Y + 0.2,
sendo o0, 0, e 0, as matrizes de Pauli. O operador que atua no banho de bésons é dado por
B =37, grax, onde g ¢ um nimero complexo que representa a constante de acoplamento para
o modo normal k£ com dimensao de frequéncia e a; é o operador que aniquila um quantum

no modo k do reservatério. Para facilitar as contas, de agora em diante, utilizamos h = 1.

Em seguida, calculamos o Hamiltoniano de controle, que pode ser obtido através da

diferenciacao do operador de evolugao expresso por,

U(t) = I cos|a(t)] —io - a(t) sin[a(t)], (3)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, «(t) é uma fungao do tempo ¢, @(t) é um vetor
unitario dependente do tempo. Logo, o Hamiltoniano de controle H¢(t) é obtido através da

diferenciagao da equagao (3) da seguinte maneira:

He(t) = f”’c’li’”w@) =Q(t) -0, (4)
() = “Wa) +sinfo(o)] cosla(] 50 + sin?la(o)]a() x 70 )



onde U'(t) é o hermitiano conjugado de U(t) e o calculo de €2(t) é direto.

Pela referéncia [29], temos que a equagao mestra de segunda ordem, local no tempo,
que descreve a evolugao da matriz do operador densidade do qubit, no formalismo de interacao,

é escrita como

e & (CAOR AN )} (6)

onde H; (t) é o Hamiltoniano de interagao no formalismo de interagdo, ou seja,

H(t) = U (6)UR(E) HUR(DU(1), (7)
Ur(t) = exp(—iHRt), (8)

onde
Hp = Z wkalak 9)

sendo wy, a frequéncia do modo normal k do reservatério térmico, e U(t) é como na equagao
(3). E importante destacar que a equacdo mestra (6) é uma aproximacio de segunda ordem
em termos da constante de acoplamento, de forma que é valida no regime no qual o tamanho
do acoplamento, expresso em unidades de frequéncia, multiplicado pelo tempo de correlacao

do reservatorio térmico é muito menor que 1.

Acima, pgr é a matriz densidade inicial do reservatério térmico,

o= exp(~BHz), (10)

onde Z ¢é a funcao de particao que é dada por

Z = Trg [exp(—BHR)]. (11)
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Aqui, = 1/kgT, onde kp é a constante de Boltzmann, e T' é a temperatura absoluta do

meio ambiente.

Na equagdo (2) temos o Hamiltoniano de interagdo Hj, que expressa a interagao entre
o qubit e seu meio ambiente; E passando o Hamiltoniano de interagao para o formalismo de

interacao, nés obtemos,

Hi(t) = B(t)A(t) - o + B (t)A*(t) - o, (12)

onde

B(t) = UL() BUr(t) = grax exp(—iwyt), (13)

e A(t) é definido como um vetor dependente do tempo, e é dado por

A(t) = Acos[2a(t)] + [A x a(t)] sin[2a(t)] + @(t)[a(t) - A] {1 — cos[2a(t)]} . (14)
Substituindo a equagao (12) na equagao (6), nés obtemos

= X 3 Dbl p003] + Dip (O, 0]} (19
onde definimos
Das(t) = [ df Tar u(0)prb (1) (16)

com o operador do reservatério b(t) dado por b(t) = B(t)A(t) + Bt (t)A*(t). E substituindo

a equagao (10) na (16) obtemos entao

t / / / t / / !
Das(t) = 29 {Ag(t)/ di' Mg (E)To(t — t )} + A;(t)/ ANVt —1)  (17)
0 0
onde Re{.} é dado pela parte real do argumento, e definimos
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= Slof ot (18)

Io(t) = ; |gel” exp(iwyt), (19)

sendo 7, (t) e Zy(t) as correlagdes do reservatério térmico.

No limite em que o nimero de modos normais do reservatorio por unidade de frequéncia

se torna infinito, nés definimos a densidade espectral como,

—Zk:!gk\25(w—wk), (20)

com w € [0, +00) e interpretamos a somatéria nas equagoes (18) e (19) como integrais sobre

w, assim temos

exp(iwt)
/ duoJ (w exp (Bw) =17 (1)
= /OOO dwJ(w) exp(iwt). (22)

Se n6s escrevermos agora p(t) = £[I +r(t) - o], o vetor de Bloch r(t) é real e, pelas equagdes

(15) e (17), satisfaz a equagao diferencial

dr(t)
dt

= 4%e {A*(t) x [(2F(t) + G(t)) x 2r(t)]} + 2Tm [A*(t) x G(1)] (23)

onde definimos

- /0 LA ATt — 1) (24)
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G = [ LA AT -, (25)

Os vetores F(t) e G(t) podem ser interpretados como médias temporais do vetor A(t')
pesados pelas funces Z,(t —t') e Zy(t — t'), respectivamente. Dependendo do tamanho
da densidade espectral do reservatério, J(w) na equacio (20), as funcbes peso, Zy(t —t')
e Iy(t — t'), determinam quanto da histéria passada de A(t') efetivamente contribui para
as duas médias temporais, F'(t) e G(t). Portanto, a equagao (23) nao é restrita por uma

aproximacao Markoviana.

3.1.2 Protecao da operacao légica

Para proteger o sistema durante a aplicagdo de uma porta logica, devemos encontrar
um operador evolucao temporal U(t) tal que a equagao (23), a qual se refere ao formalismo
de interacao, resulte, ap6s um certo tempo de duragdo 7 na operacao légica quantica, em
r(7) = r(0). Na representacdo de Schrodinger, este resultado significa que, efetivamente, a
dindmica descrita pela equacao (23) é equivalente ao operador U(7), como se o qubit nao
fosse perturbado pelo meio ambiente durante o intervalo de tempo 7. A metodologia aqui

apresentada pode ser aplicada para qualquer operacgao légica de um qubit.

O Hamiltoniano total do sistema, na representagao de Schrodinger, é dado por

H(t) = Hy(t) + Hp + H, (26)

onde Hy(t) é o Hamiltoniano de controle determinado conforme descrito pela equagao (4)
ap6s encontrarmos U(t), Hp é o Hamiltoniano do reservatério e H; é o Hamiltoniano de

interagao dado na equagao (2).

Como pretendemos realizar uma operacao logica simultaneamente com a protecao de
erros, nés dividimos o Hamiltoniano de controle Hy(t) em dois termos, Hy (t) = Ho(t)+ H.(t),
onde Hy(t) executa a operacao légica quantica, enquanto H.(t) age contra a agao perturbatoria

do meio ambiente.

De acordo com a referéncia [30], temos que o operador unitario U.(t) correspondente

ao Hamiltoniano H,.(t) deve ser periddico e satisfazer
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/0 " AU () i) = 0, (27)

onde t. < 7 é o periodo de U.(t), ou seja, U.(t + t.) = U.(t). Por conveniéncia, escolhemos 7

como um multiplo inteiro n de t., ou seja, T = nt,, tal que U.(7) = I. Assim, se escolhermos

H.= (2nn/t.)a. - o, (28)

entao

U.(t) = I cos(2nrt/T) — i, - o sin(2nnt/T). (29)

Seguindo o mesmo procedimento utilizado para obter as equagoes (12) e (14), nds
descobrimos que a integral de U] (t)H;U,(t) sobre um periodo ¢, resulta zero somente se
noés escolhermos i, ortogonal ao vetor A, o que é sempre possivel, mesmo se A tiver uma

componente complexa.

No formalismo obtido utilizando a transformagao unitaria U, (t) como dado acima,

nods escolhemos Hy(t) tal que

U (1) ot 1) = Pt (30)

onde 1 e 0y sdo constantes a serem determinadas de acordo com a operagao logica pretendida,
conforme explicamos a seguir. Visto que U] (¢) Hy(t)U,.(t) é independente no tempo, o operador

unitario de evolugao temporal associado a ele é dado por

Up(t) = I cos(Oot/T) — it - o sin(Opt/T), (31)

dando

Uy(T) = I cos(by) — ity - o sin(bp) (32)

no fim da operacao légica, t = 7. Desta forma, se nés escolhermos U(t) como um operador

unitario composto, formado por dois campos, U(t) = U.(t)Uy(t), entao, em t = T,
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U(T) = I cos(By) — ity - o sin(by), (33)

de forma que a operacgao légica desejada determina a escolha de 4 e 6. Comparando estas

conclusoes com a equagao (3), nés obtemos:

cos|a(t)] = =, - g sin(2nnt /) sin(Oot /7) (3
+ cos(2nmt/T) cos(Oot/T),
a(t) sinfa(t)] = (@, X @) sin(2nnt /) sin(Oot /7)
+.sin(2nwt/T) cos(fot /T) (35)

+1 cos(2nmt /) sin(Oot /T)

A forma explicita do Hamiltoniano Hy; é aquela ja dada pela equacao (4), Hy = €2(t)-o,
onde o campo externo aplicado é calculado das equagoes (34) e (35) de acordo com a prescrigao

da equagao (5):

Q(t) = [(2nm /1) + (6p/ 7). - Qo] B
+(00/7) [T X (g X ©.)] cos(2nmt/T) (36)

+(0o/7) (T X Gg) sin(2nmt /7).

Assim, como podemos observar, o primeiro termo da equagao (36) é um campo estatico
ao longo da direcao que ¢ perpendicular ao vetor de erro, como discutido acima, e os outros

dois termos geram um campo girante perpendicular a direcao do campo estatico.

A resolugao deste problema é feita através de calculos numéricos, em que resolvemos
a equagao (23), a fim de apresentar a estratégia descrita acima. Para resolver este problema,
assumimos uma densidade espectral 6hmica com uma frequéncia de corte w,, ou seja, J(w) =
nw exp(—w/w.), onde i é uma constante adimensional. Assim, as versoes integrais das

equagoes (18) e (19) podem ser explicitamente calculadas dando

Ti(t) = (n/B*) ¥ (1 +1/(Bee) — it/ 5) (37)
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To(t) = nwe /(1 — iwet)?, (38)

onde UM & a primeira funcdo poligamma, que é definida como a derivada segunda do
logaritmo da fun¢ao gamma que por sua vez é uma extensao para numeros reais e complexos

da fungao fatorial,

d
T (z) = e InT(2), (39)
onde
I(z) = / Tt dt, (40)
0

onde z ¢ um nimero complexo com sua parte real positiva.

Como no caso do desacoplamento dinamico pulsado [12, 13, 14, 15], nés obtemos que
o campo girante deve possuir uma frequéncia suficientemente maior que w. para ser eficiente
na protecao do estado quantico. Devido a esta hipotese inicial, nés escolhemos w.m7 = 27 nos

calculos numéricos.

Para os parametros do reservatorio, além de supormos uma densidade espectral 6hmica,

nos escolhemos n = 1/16, T = 0.25K, e 7 = 107 1%.

3.1.3 Otimizac¢ao do método

O método do desacoplamento dindmico continuo descrito acima demonstrou-se efetivo,
pois foi resolvido numericamente para a operacao de Hadamard iy = (& + 2)/v/2, onde
utilizou-se para o vetor de erro A = (42 + i + 21/22)/5 e o campo de controle utilizado
foi 4. = (& — \/52) / V/3, é importante notar que X e @, sdo ortogonais. Neste caso, para
a frequéncia n = 5 dos campos de protecao, testou-se 20.000 condic¢oes iniciais, o pior e o
melhor caso para as fidelidades foram de 0.99622 e 0.99987 e, portanto, conclui-se que a

protecao é efetiva.

Portanto, sabemos que é possivel proteger o estado do qubit enquanto uma operacao
logica é realizada, e também é possivel proteger o qubit em ser estado inicial, ou seja, sem a

aplicacao de uma operacao légica. Na otimizagdo do método, protegeremos o qubit em ambos
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0s casos, sem a aplicagao de uma porta légica e com a aplicacdo de um porta légica, e em
todos os casos que envolverem uma operacao logica que pode ser qualquer, neste trabalho noés

estaremos realizando especificamente a operagao de Hadamard, em que @y = (& + 2)/ V2.

Uma vez que a operacao logica iy é definida, sabemos que devemos ter A e .
ortogonais entre si, para a efetividade da protecao, conforme discutido previamente acima.
Portanto, a partir daqui nota-se que é possivel otimizar o método, visto que para um dado
vetor de erro A ha uma infinidade de possibilidades, restrita a um plano, em que o campo
de protecao u. seja ortogonal ao vetor de erro. Assim, para uma dada operacao logica g
e para um dado vetor de erro A, pretendemos descobrir em qual direcao devemos aplicar o

campo U, para realizarmos a melhor protecao possivel.

Como exemplo, vamos supor que temos um vetor de erro A = 2, e devemos escolher um
campo U, que seja ortogonal em relagdo a diregdo 2. Logo, podemos escrever 4, = a& + Sy
que sera sempre ortogonal ao vetor de erro, independentemente dos valores dos parametros o
e 3, sendo que a condigdo de normalizacdo |a|*+|3]*= 1 deve ser satisfeita. A otimizagdo
estard completa quando encontrarmos os valores dos parametros a e  que realizam a melhor

protecao para uma dada operacgao logica.

3.2 Classes independentes de erros

Abaixo, mostraremos uma extensao do método do desacoplamento dindmico continuo
apresentado na secao anterior. Antes, tinhamos um qubit acoplado a um reservatério
que causava um determinado tipo de erro. Agora, teremos um qubit acoplado a trés
reservatérios independentes que causarao trés tipos de erros independentes (decoeréncia, bit-
flip e amplitude). Assim como antes, vamos considerar reservatérios térmicos a temperaturas
finita, sendo cada um deles representados por um campo escalar de bdsons que interage
continuamente com o qubit causando ruidos externos, gerando assim trés tipos de erros
independentes. Novamente, para a efetividade do método, a interacao entre o qubit e o
reservatério deve ser fraca de forma que uma teoria de perturbacao possa ser aplicada,
e as dinamicas controladas devem ser mais rapidas que o tempo médio de correlacao do
reservatério, ou seja, o tempo que o reservatorio interage com o sistema fisico. Ao final,
veremos que ¢é possivel eliminar todas as trés classes de erros utilizando campos de controle

externos de altas frequéncias.
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3.2.1 Equacgao mestra para reservatorios independentes

Comegamos observando que a evolucao controlada de um qubit, livre de ruidos do

ambiente, é dada por uma transformagao unitaria geral da forma

U(t) = I cos|a(t)] —io - a(t) sin[a(t)], (41)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, a(t) é uma funcao do tempo ¢, @(t) é um vetor unitério
dependente do tempo e o = 0,& + 0,4y + 0.2, sendo o,, 0, e 0, as matrizes de Pauli. Logo, o

Hamiltoniano de controle Hy (t) é obtido através da diferenciacao da equagao (41) originando

Hy(t) = ihdz’;@w (t) = hQt) - o, (42)

com

onde h é a constante de Planck reduzida e U'(t) é o hermitiano conjugado de U(t).

Por sua vez, o Hamiltoniano de interacdo, que acopla o qubit ao reservatoério, é

representado por

Hi=(L+LY) o, (44)

onde L = L1& + Loy + L32 ¢ um operador cujas componentes L1, Lo e L3 agem no espago

de Hilbert e L' é o Hermitiano conjugado de L.

Utilizamos igualmente a antes, pela referéncia [29], a equacdo mestra de segunda
ordem, local no tempo, que descreve a evolugao da matriz do operador densidade do qubit,

no formalismo de interacao, escrita como

dil(tt) = "t T {[F(0), (), ()]} (45)

onde H 1(t) é o Hamiltoniano de interagao no formalismo de interagao, ou seja,
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Hi(t) = UM (UL HiUR(DU ), (46)

com

UR(t) = exp(—iHgt), (47)

onde Hp é o Hamiltoniano do reservatério externo, U(t) é como na equagao (41). Para
facilitar as contas, de agora em diante, utilizamos i = 1. E importante destacar que a
equagao mestra (45) é uma aproximacao de segunda ordem em termos da constante de
acoplamento, de forma que ¢é valida no regime no qual o tamanho do acoplamento, expresso
em unidades de frequéncia, multiplicado pelo tempo de correlacao do reservatério térmico é

muito menor que 1. Acima, pg é a matriz densidade inicial do ambiente,

o= exp(~BHy), (18)

onde Z ¢é a funcao de particao que é dada por

Z = Trg [exp(—BHR)]. (49)

Aqui, f = 1/kgT, onde kp é a constante de Boltzmann, e T é a temperatura absoluta do

meio ambiente.

Escrevendo explicitamente o Hamiltoniano de interacao no formalismo de interacao

obtemos

Hi(t) = A(t) - [£(t) + L1(1)], (50)

onde L(t) = UL()LUR(t) e A(t) = Ut (t)oU(t). Visto que A(t) é somente uma rotacio de

o, é conveniente escrevermos suas componentes como

M) =" Ruu(t)os, (51)

v=1

onde R, ,(t), para u,v = 1,2, 3 sdo as matrizes de rotacdo dependentes do tempo correspon-
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dente a transformagao unitaria representada por U(t) conforme a equagao (41).

Substituindo as equagbes (50) e (51) na equagao (45), nés obtemos

D) S DBl i1 + Y Dis(®)lowilt). ool (52)
a,f=1 a,B=1
onde definimos
Doslt) = 3 Rualt) | dt Ruolt )Cralt1) (53)
Contst) = Teg | (£,(8) + £1(1) ) o (£,(8) + 1)) | (54)

E importante notar que a equagao (52) ndo é restrita a escolha especifica do Hamiltoni-
ano do reservatério. Abaixo, definimos trés banhos de osciladores harmonicos independentes,

cada um representando uma classe distinta de erro.

3.2.2 Erros independentes de decoeréncia, bit-flip e amplitude

Assumimos o Hamiltoniano do reservatorio como

Hp=>Y_ Zwi,ka;{,kai,ka (55)
k

i=1
onde w; , é a frequéncia do modo normal k do i-ésimo reservatério independente. Escrevemos

o operador £ como sendo

com

B = Gk (57)
k

onde g;; ¢ a constante de acoplamento (complexa inclusive) para o modo k do i-ésimo
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reservatorio, a;j ¢ um operador que aniquila um quantum do modo k do i-ésimo reservatorio,

e \; ¢ o vetor de erro do i-ésimo reservatério. Nos escolhemos o vetor de erro

Al =T,
A x+1iy
2 = )
2
As = 2, (58)

representando erros de bit-flip, erros na amplitude, e decoeréncia respectivamente. Assim, o

Hamiltoniano de interac¢ao, dado pela equagao (44), é escrito como

3
Hy =Y (Bi\i + BIX)) - o, (59)

=1

de forma que, comparando a equacao (44) com a equagao (59), nés encontramos que as

componentes de £, no formalismo de interacao, sao dadas por

£i(t) = Bi) + 5 B,
£t) = i3 Balt),
Ls(t) = B(1), (60)
e, usando as equagoes (47), (55) e (57), temos
Bi(t) = UL () BUr(t) = gigair exp(—iw;xt). (61)

Com estas consideracoes, calcula-se a fungao correlacao do reservatério C), , (¢, t') pela
equagao (54), usando-se as equagdes (48), (49), (60) e (61). Observando as componentes de

L dadas pela equagao (60), as inicas componentes diferentes de zero sao
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k=1
1S oy,
Cia(t,t) =Cyq(t,t) = i > Gag(t—1t),
k=1
1 (k) /
Coa(t,t) ~1 > Goo(t —1),
k=1
/ 1 2 (k) /
Cas(t,t) = —1293,3(?5_75)7 (62)
k=1
com
Gt ) = Tep | Bit)psBL(E)| = 6y YlgssPnoxexp|—iwint 1)) (63)
k
(&

Gt~ ) = Tep | Bl(DpnBi(1)| = 0y SlguaP(nige + D expiwalt = )], (69)
k
onde n;j ¢ o nimero médio de ocupagao do modo k do i-ésimo reservatorio,

1

- exp(fwir) — 1 (65)

Nk

Aqui Qi(;-) (t—t)e QZ-(? (t—t') determinam quanto da histéria passada das componentes
de cada acoplamento contribui para as médias temporais da equagao (53). Assim, vale
ressaltar que a equagdo (52) nao é restrita a uma aproximagao Markoviana. No limite em
que o nimero de modos por unidade de frequéncia se torna infinito, interpretamos a soma

nas equagoes (63) e (64) como integrais,

gV(t) = /0 ” dwdi(w)ns(w) exp(—iwt) (66)
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Qi(;)(t) = /OOO dwJ;(w) exp(iwt)[n; (w) + 1], (67)

com n;(w) sendo a versao da frequéncia continua da equagao (65) que é dada por

1
; 8
R o
e a densidade espectral é definida como
w?
Ji(w) = o exp(—w/w.), (69)

onde 7; é uma constante adimensional proporcional ao tamanho do acoplamento do
sistema com o i-ésimo reservatorio, s; define a densidade espectral do i-ésimo reservatorio
como sendo dhmico (s; = 1) ou super dhmico (s; > 1), e w, ¢ a frequéncia de corte. E
importante mencionar que durante a solucao numérica em que realizamos a otimizacao do
método consideramos como éhmico todos os reservatorios envolvidos. Seguindo, usando as

equagoes (68) e (69), as integrais das equagoes (66) e (67) sao calculadas, dando

= /OOO dwJ (w)n(w) exp(—iwt) = nw? Z T+ it + ;;c(n = (70)
sl
/ dwJ (w) exp(iwt) = nw? Z m (71)

Com estes resultados, calculamos Qi(;-) (t) que é dado pela equagao (70), e também calculamos

gl.(? (t) que é dado pela soma de Z;(t) e Zy(t).

3.2.3 Protecao contra classes independentes de erros

O Hamiltoniano total do sistema, na representacao de Schrodinger, é dado por

H(t) = Hy(t)+ Hg + Hy, (72)
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onde Hy(t) é o Hamiltoniano de controle determinado conforme descrito pela equagao (42)
ap6s encontrarmos U(t), Hr é o Hamiltoniano do reservatério dado pela equagao (55), e Hy

¢ o Hamiltoniano de interagao dado na equagao (59).

Como pretendemos realizar uma operacao logica simultaneamente com a protecao de
erros, nos procedemos como no capitulo anterior, e dividimos o Hamiltoniano de controle

Hy(t) em dois termos

Hy(t) = Ho(t) + He(t) (73)

onde Hy(t) executa a operacao logica quantica apés um certo intervalo de tempo, enquanto

H.(t) age contra a agao perturbatéria do meio ambiente.

De acordo com a referéncia [30], temos que o operador unitério U.(t) correspondente

ao Hamiltoniano H.(t) deve ser periddico e satisfazer

/ " AU () HiU() = 0, (74)

onde t. < 7 é o periodo de U, (t), ou seja, U.(t + t.) = U.(t). Por conveniéncia, escolhemos 7

como um multiplo inteiro n de t., ou seja, T = nt,, tal que U, (1) = I.

A fim de obtermos simultaneamente a reducao da decoeréncia, do bit-flip e dos erros

na amplitude, nos definimos

Ue(t) = U (U= (1) (75)
Uer(t) = I cos(2nrt/T) — io, sin(2nmt/T), (76)
U..(t) = I cos(2mmt/T) — io, sin(2mnt/T), (77)

onde m é um ntmero inteiro diferente de n. O operador U..,.(t) corresponde a protegdo contra

decoeréncia, e U,,(t) estd associado com a protegao dos erros de bit-flip e amplitude.

No formalismo obtido utilizando a transformacao unitaria U.(t) como dado acima,

nos escolhemos Hy(t) tal que
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U (1) ot id1) = - (78)

onde g e 0y sao constantes a serem determinadas de acordo com a operacao logica pretendida,
conforme explicamos a seguir. Visto que U] (¢) Hy(t)U,.(t) é independente no tempo, o operador

unitario de evolucao temporal associado a ele é dado por

Uo(t) = I cos(bpt/T) — ittg - o sin(Opt /T), (79)

dando

Uo(T) = I cos(By) — ity - o sin(by) (80)

no fim da operacao légica, t = 7. Desta forma, se nés escolhermos U(t) como um operador

unitario composto, formado por dois campos,

U(t) = Ue(t)Uo (1), (81)

lembrando que U.(t) é dado pela equacao (75), e entdo, em ¢t = 7,

U(T) = I cos(By) — ity - o sin(by), (82)
de forma que a operacao logica desejada determina a escolha de 4 e 6.

Uma vez que desejamos realizar a operagao logica de Hadamard, nés temos que

Oyt 0,

U(t) = —i 7

e o Hamiltoniano de controle Hy(t) é obtido explicitamente através das equagoes (42) e (81),

(83)

e as componentes do campo de controle €2(¢) sao dadas por
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0, (t) = [271—1—2\/_ (4”?”5)}, (84)

T 1 . (A4nmt T dnmt\ . [(4dmmt

2(t) = T [Qm + M}Sm( T ) * 221 COS( T > Sm( T )’ (85)
T 1 Anmt T C (4Anwt\ . [(4dmmt

Q.(t) = ;[Qm - 2\/5} cos( - ) + N sm< - > sm< - > (86)

Assim, utilizando este campo, somos capazes de proteger a porta légica de Hadamard

simultaneamente contra a decoeréncia, erros de bit-flip e amplitude.

3.2.4 Otimizacao do método

No caso anterior, em que tinhamos um tnico reservatorio, a otimizacao estava restrita
ao plano, visto que o campo de protecao deveria ser perpendicular ao vetor de erro. Contudo,
neste caso, em que temos trés reservatorios independentes, devemos ter apenas dois campos
de protecao que sejam perpendiculares entre si, que acima foram dados por U, (t) e Ue.(1), e
portanto, a otimizacao nao esta restrita ao plano, e deve ser feita considerando uma esfera
unitaria tridimensional. A ideia para otimizarmos este caso é definirmos dois campos de

controle genéricos, U,, (t) e U,,(t), que sejam perpendiculares entre si, dados por

U, (t) = I cos(2nmt/T) — it - o sin(2nnt/7), (87)

U, (t) = I cos(2mnt/T) — it,, - o sin(2mnt/T), (88)

em que escrevemos os vetores dos campos de controle, 4., e 4.,, em coordenadas esféricas,

de forma genérica dados por

U, = sin(6q) cos(¢1)& + sin(h;) sin(¢1)y + cos(0) 2, (89)

U, = sin(0s) cos(¢po)& + sin(bs) sin(¢2)y + cos(02) 2, (90)

e ressaltando que esses vetores devem ser perpendiculares entre si, fazemos a seguinte

transformacao:

33



0y = 0; + /2, (91)
¢2 == ¢17 (92)

e renomeamos 0 = 0, e ¢ = ¢1, desta forma temos,

U, = sin(f) cos(¢)& + sin(0) sin(¢)g + cos(9)Z2, (93)

U, = cos(f) cos(¢)& + cos(f) sin(¢p)g — sin(6) 2, (94)

e pelo produto escalar entre 4., e ., constatamos que esses vetores serao sempre perpendi-
culares entre si. Assim, com os vetores dos campos de controle definidos de acordo com as
equagoes (93) e (94), é possivel fazer uma varredura em toda a esfera para encontrarmos quais
sdo as diregoes (angulos 0 e ¢) que realizam a melhor protecao, ou seja, estamos procurando
quais sao as diregoes (angulos) dos campos de controle que otimizam a protecao do estado

quantico.
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4 Resultados

Nesta secao, apresentaremos os resultados mais significativos de nossa pesquisa, des-
tacando as contribui¢oes mais pertinentes ao campo do desacoplamento dinamico continuo.
A apresentacgdo dos resultados seguird a seguinte estrutura organizacional: inicialmente, na
subsecao 4.1 faremos a explanacao dos dados obtidos para o caso de um unico reservatério
apresentado na subsecao 3.1 do modelo tedrico, e em seguida, na subsecao 4.2 faremos a
explanacao dos dados obtidos para o caso de trés reservatorios independentes apresentado
na subsecao 3.2 do modelo teérico. Para fazermos uma discussao com analises detalha-
das, apresentaremos os resultados obtidos através de graficos para melhor ilustrar nossas

observacoes.

4.1 Caso para um reservatorio

Para os parametros do reservatorio, em todos os casos nés supomos uma densidade
espectral 6hmica, e utilizamos T' = 0.25 K, e 7 = 1071% 5. Além disso, em todos os casos
analisados, realizamos a protecao do estado quantico sem a aplicacdo de uma operagao logica
e também com tal operacao, ou seja, verificamos os casos sem porta e com porta, sendo
que em todos os casos que uma operagao logica foi realizada juntamente com a protecgao,

utilizamos a porta de Hadamard, que é dada por 4y = (£ + 2)/v/2.

Uma vez que devemos ter o erro A e o campo de protecao 4, ortogonais entre si,
conforme discutido previamente, decidimos verificar alguns erros A em especifico, e para
esses erros nos utilizamos diferentes valores para condigao inicial p;(0) do estado que sera

protegido e para o acoplamento 1 do reservatoério.

4.1.1 Um tnico erro em uma unica diregcao

Comegamos analisando o erro A em uma tnica direcao, ou seja, fizemos A = &, A = g e
A = 2; E os campos de protegao utilizados para esses erros foram 4, = sin(«)g+cos(a)2, 4. =
sin(a)& + cos(a) 2 e @, = sin(a)& + cos(a)g, respectivamente. Desta forma, a ortogonalidade
entre A e 1, se mantém, e com o intuito de otimizarmos a protecao encontrando o melhor
angulo, em todos os casos variamos o parametro « de 0 até 27, sendo essa variagao realizada

em intervalos regularmente espagados, que foram particionados em 1000 divisoes.
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« Abaixo, seguem os resultados obtidos para os casos em que a protecgao foi

realizada sem uma operacgao léogica.

Na Figura 2, nés mostramos a fidelidade final calculada no tempo ¢t = 7, dada por
F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fungao do angulo a. Utilizamos n = 4 para o campo de protecao,

p1(0) = I/2+0,/2 para a condicao inicial, e (a) n = 0.001 e (b) n = 0.004 para o acoplamento.
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Figura 2: Fidelidade em ¢ = 7 como fun¢do do angulo « para o estado cuja condi¢ao inicial é
dada por pr(0) = 1/2 + 0,/2 e o acoplamento do reservatério é dado em (a) por n = 0.001 e
em (b) por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = ¢, a linha verde representa
o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro A = 2.

Para termos um valor de referéncia, quando o campo de protecao esta desligado, isto
é, quando utilizamos n = 0 para o campo de protecao, as fidelidades que obtemos para os
vetores de erros A = &, A = § e A = 2 sdo, respectivamente, F(7) = 1.0, F(7) ~ 0.526 e

F(7) ~ 0.526, para n = 0.001 e F'(7) = 1.0, F'(7) ~ 0.500 e F(7) ~ 0.500, para n = 0.004.

Assim, considerando os valores da fidelidade para o campo de protecao desligado,
juntamente com os valores apresentados nos graficos, notamos que a otimizacao da protegao é
dependente da condigao inicial, pois no caso em que a condic¢ao inicial estda na mesma direcao
do erro, ou seja, quando ambos estdo na direcdo &, temos que F(7) = 1.0 para a protecao
desligada. Isso ocorre porque o tipo de erro que estamos usando nao deforma a esfera de
Bloch na direcao paralela ao erro, que nesse caso ¢ ao longo do eixo x. Desse modo, para um
estado inicial preparado na mesma direcao do ruido, a melhor protecao ¢ nao aplicar nenhum

campo externo no sistema.

Ao compararmos o painel (a) com o (b) da Fig. 2, levando em conta os valores maximos

e minimos das fidelidades, constatamos que para um acoplamento mais fraco (n = 0.001) o
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angulo de otimizacao é praticamente irrelevante, pois a diferenca entre as fidelidades maximas
e minimas é F,q.(7) — Frnin(7) & 0.004, mas para um acoplamento mais forte (n = 0.004), o
angulo de otimizacao passa a ser um fator relevante e deve ser considerado, pois a diferenca
entre as fidelidades maximas e minimas é F,,q,(7) — Finin(7) &= 0.099. Portanto, a otimizacao
¢ dependente da constante de acoplamento n do reservatério, e no caso em que n = 0.004

temos que a melhor fidelidade é obtida para o = 7/2 e o = 37/2.

Para verificarmos se o tempo da dindmica do sistema causaria alguma mudanca
significativa com relacdo ao angulo otimizado mudamos o tempo de evolucao do sistema.
Usamos o painel (b) da Fig. 2 como referéncia, mantivemos os outros parametros iguais,
e mudamos apenas o tempo de 7 para 0.77 e 1.37. Abaixo, na Figura 3, apresentamos os

resultados obtidos para os 7’s diferentes.
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Figura 3: Fidelidade em (a) t = 0.77 e em (b) ¢ = 1.37 como fung¢do do dngulo « para o
estado cuja condigao inicial é dada por p;(0) = I/2 + 0, /2 e o acoplamento do reservatério
em ambos os graficos é dado por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = g, a
linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro
A=2.

Pela Fig. 3, constatamos que apesar de haver uma variacao na amplitude das fidelidades
para os 7’s diferentes, nao se observa uma mudanga em relagao ao angulo otimizado. Portanto,
podemos dizer que a otimizagao para o caso sem porta depende da condigao inicial p(0) e
da constante de acoplamento 1 do reservatorio, mas nao ha uma dependéncia do tempo 7
da dindmica do sistema. Assim, a melhor fidelidade obtida continua sendo para o angulo

a =m/2 e a = 3m/2. Isso ocorre porque estamos mantendo o estado quantico parado na

esfera de Bloch conforme a dinamica do sistema evolui.
Entao, concluimos que para a condicao inicial pr(0) = I/2+0,/2, isto é, uma condi¢ao
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inicial que aponta na direcao &, a melhor protecao para quando temos um erro A = & é nao
aplicar nenhum campo externo ao sistema, mas para os erros nas direcbes A =g e A= 2 a
melhor prote¢do ocorre para um campo externo cujo angulo é a = /2 ou a = 37/2, isto é,

um campo externo que aponta na direcao &.

Para contrastarmos com o resultado exibido acima, mudamos a condicao inicial e
fizemos a mesma andlise. Abaixo, na Figura 4, nds mostramos a fidelidade final calculada
no tempo ¢t = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fungdo do dngulo . Utilizamos n = 4
para o campo de prote¢ao, p;(0) = I/2+ 0,/2 para a condigao inicial, e (a) n = 0.001 e (b)

1n = 0.004 para o acoplamento.
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Figura 4: Fidelidade em ¢ = 7 como fun¢do do angulo « para o estado cuja condicao inicial é
dada por p;(0) = I/2+ 0,/2 e o acoplamento do reservatério ¢ dado em (a) por n = 0.001 e
em (b) por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = ¢, a linha verde representa
o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro A = 2.

Novamente, para termos um valor de referéncia, quando o campo de protecao esta
desligado, isto é, quando utilizamos n = 0 para o campo de protegao, as fidelidades que
obtemos para os vetores de erros A = &, A = g e A = 2 sdo, respectivamente, F(1) ~ 0.526,
F(r) =1.0e F(1) ~ 0.526, para n = 0.001 e F'(7) ~ 0.500, F'(1) = 1.0 e F(7) ~ 0.500, para
n = 0.004.

Ao mudarmos apenas a condi¢ao inicial da direcao & para a direcao ¢ alcancamos
resultados similares aos apresentados acima. A diferenca foi que neste caso, a melhor protecao
para o erro A = ¢ é nao aplicar nenhum campo externo ao sistema, e para os erros nas
diregoes (A = &) e [A = 2] a melhor protegao ocorre para um campo externo cujo angulo é

(a=7m/20ua=371/2) e[a=0o0ua=mroua«a=2r, isto é, um campo externo que aponta
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na direcao g. Considerando os dois casos estudados, cujas condigoes iniciais foram dadas por
p1(0) =1/2+ 0,/2 (direcio &) e p;(0) = I/2 + 0,/2 (direcdo g), notamos que em ambos os
casos a melhor fidelidade é obtida para um campo de protecdo que aponta na mesma direcao

da condigao inicial.

Neste caso, também nos atentamos em verificar se o tempo da dindmica do sistema
causaria alguma mudanga significativa com rela¢ao ao angulo otimizado. Usamos o painel (b)
da Fig. 4 como referéncia, mantivemos os outros parametros iguais, e mudamos apenas o
tempo de 7 para 0.77 e 1.37. Abaixo, na Figura 5, apresentamos os resultados obtidos para

N . . . A : .
os 7’s diferentes. Assim, mais uma vez verificamos que o tempo da dindmica do sistema nao

afeta o angulo que otimiza protecao para o caso sem porta.
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Figura 5: Fidelidade em (a) t = 0.77 ¢ em (b) ¢ = 1.37 como fung¢ao do dngulo a para o
estado cuja condigao inicial é dada por pr(0) = 1/2 + 0,/2 e o acoplamento do reservatério
em ambos os graficos é dado por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = g, a
linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro
A=2Z.

Além dos dois casos exibidos acima, fizemos um terceiro e ultimo teste para o caso
sem porta, em que utilizamos uma condicao inicial mais genérica, composta por duas direcoes.
Abaixo, na Figura 6, nés mostramos a fidelidade final calculada no tempo ¢t = 7, dada por
F(r) = Tr[p(7)p(0)], como funcao do angulo «. Utilizamos n = 4 para o campo de protegao,
p1(0) = 1/2 + sin(n/4)0,/2 + cos(mw/4)0./2 para a condigao inicial, e (a) n = 0.001 e (b)

1n = 0.004 para o acoplamento.

Uma vez mais, para termos um valor de referéncia, utilizamos n = 0 para o campo de
protecao, e as fidelidades que obtemos para os vetores de erros A =&, A = ¢ e A = 2 sao,

respectivamente, F'(1) ~ 0.763, F'(T7) ~ 0.526 e F'(T) ~ 0.763, paran = 0.001 e F'(7) ~ 0.749,

29



N X <

Fidelidade
Fidelidade

0 n/2 n 3n/2 2n 0 n/2 n 3n/2 2n

Parametro o Parametro o

Figura 6: Fidelidade em t = 7 como func¢ao do angulo « para o estado cuja condigao inicial é
dada por p;(0) = /2 + sin(w/4)0,/2 + cos(n/4)0./2 e o acoplamento do reservatério ¢ dado
em (a) por n = 0.001 e em (b) por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = g,
a linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro
A=2.

F(71) =~ 0.500 e F(7) ~ 0.749, para n = 0.004.

A primeira constatacdo que fizemos é que como a condic¢ao inicial ndo estd na mesma
direcao de nenhum dos vetores de erro nao temos mais uma fidelidade constante. Além
disto, tomando como base os valores de referéncia para o campo de protecao desligado,
pelos gréaficos notamos que em todos os casos campo de protecdo aumentou a fidelidade.
Reforgamos também a observagao da dependéncia do 7 para a otimizagao, no sentido que para
um acoplamento mais fraco a otimizagdo tem menor importancia que para um acoplamento

mais forte.

Dito isto, para A = & a maior fidelidade foi obtida para uma protecao na direcao 2,
para A = 2 a maior fidelidade foi obtida para uma protecao na direcdo &, e para A =g a
maior fidelidade foi obtida para uma protecao na diregao [sin(mw/4)& + cos(mw/4)Z], ou seja,
nesta caso a melhor protecao foi obtida para a mesma direcdo da condic¢ao inicial, da mesma
forma que nos casos vistos anteriormente, e assim fica evidente a influéncia da condigao inicial

para a otimizacao.

Através da Figura 7, exibida abaixo, da mesma forma que nos casos anteriores,
verificamos que os 7’s diferentes (0.77 e 1.37) nao influenciam nos angulos otimizados que se

mantém os mesmos.
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Figura 7: Fidelidade em (a) t = 0.77 e em (b) ¢t = 1.37 como fun¢do do angulo « para o estado
cuja condigao inicial é dada por p;(0) = /2 + sin(w/4)0,/2 + cos(n/4)o./2 e o acoplamento
do reservatorio em ambos os graficos é dado por n = 0.004. A linha azul representa o vetor
de erro A = g, a linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa
o vetor de erro A = 2.

« Abaixo, seguem os resultados obtidos para os casos em que a protecgao foi

realizada juntamente com uma operacao légica de Hadamard.

A seguir, vamos repetir as andlises realizadas anteriormente, seguiremos o mesmo passo
a passo, mas desta vez teremos a inclusao de uma operacao logica de Hadamard atuando no
estado inicial. Isso terd um impacto na dinamica do sistema, uma vez que o estado quantico
nao permanecera parado na esfera de Bloch, em vez disso, sofrera uma rotacao para mover-se
de um ponto para outro na esfera. Podemos ter uma nocao para onde o estado inicial sera
levado uma vez que sabemos que a porta Hadamard faz uma rotacao de 180° em torno do eixo
(& + 2)/+/2, mas para uma melhor visualizacio essa rotacio também pode ser decomposta
em duas rotacoes, sendo expressa como uma rotacao de 90° em torno do eixo ¥, seguida
por uma rotacao de 180° em torno do eixo &. Contudo, ha outras decomposicoes possiveis
que sao bem tteis, sendo uma dessas expressa por uma rotacao de 180° em torno do eixo 2,

seguida por uma rotacao de 90° em torno do eixo .

Na Figura 8, nés mostramos a fidelidade final calculada no tempo ¢t = 7, dada por
F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fungao do angulo a. Utilizamos n = 4 para o campo de protecao,

p1(0) = 1/2+0,/2 para a condicao inicial, e (a) n = 0.001 e (b) n = 0.004 para o acoplamento.

61



0,998 : T T 1,00 : T T
A=y A=y
0,997 -/\ N A=x| N A=x
\ / \ A=z 0,98 4/ — A=z|
0,996 g //\\
2 0,995 1 3 0,96 - / .
[+ <
= =
g 0,994 - g
= i 0,94
0,993 -
0,992 - . 0,92
AN
0,991 E
T T T 0,90 T T T
0 /2 m 3n/2 2n 0 /2 m 3n/2 2n
Parametro o Parametro o

Figura 8: Fidelidade em t = 7 como func¢ao do angulo « para o estado cuja condigao inicial é
dada por p;(0) = I/2 + 0,/2 e o acoplamento do reservatério é dado em (a) por n = 0.001 e
em (b) por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = g, a linha verde representa
o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro A = 2.

Para termos um valor de referéncia, quando o campo de protecao esta desligado, isto
é, quando utilizamos n = 0 para o campo de protecao, as fidelidades que obtemos para os
vetores de erros A = &, A = g e A = 2 sdo, respectivamente, F'(7) ~ 0.632, F(7) ~ 0.601 e

F(7) = 0.622, para nn = 0.001 e F'(7) =~ 0.553, F(7) ~ 0.515 e F(7) =~ 0.522, para n = 0.004.

Comegamos analisando este caso sabendo que o estado inicial p;(0) = /2 4 0,/2
(eixo x) ao receber uma operacao ldgica da porta Hadamard sofrerd uma rotacao e seré levado
para a condicao final p(7) = I/2+ 0,/2 (eixo z). A primeira observagao que fizemos para o
caso com porta, levando em consideracao os valores de referéncia para o campo de protecao
desligado, foi verificar que independente da direcao do vetor de erro, em todos os casos a
fidelidade foi maior para o campo de protecao ligado. Além disso, ao examinarmos os graficos,
torna-se evidente que existe uma relacao entre a fidelidade final e as orientagoes nas quais
os campos externos sao aplicados, sendo consequentemente possivel otimizar a técnica ao

identificar as orientagoes mais adequadas.

Da mesma forma que para o caso sem porta, ao compararmos o painel (a) com o
(b) da Fig. 8, levando em conta os valores maximos e minimos das fidelidades, constatamos
que para um acoplamento mais fraco (n = 0.001) o dngulo de otimizacdo é praticamente
irrelevante, pois a diferenca entre as fidelidades maximas e minimas é muito pequena, mas
para um acoplamento mais forte (n = 0.004), o 4ngulo de otimizac¢ao passa a ser um fator

relevante e deve ser considerado, pois a diferenca entre as fidelidades maximas e minimas

62



passa a ser maior. Portanto, no caso com porta, assim como no caso sem porta, a otimizacao
¢ dependente da constante de acoplamento 7 do reservatorio. A dependéncia de n para a

otimizacao ficara mais evidente com os valores numéricos exibidos abaixo.

No caso em que n = 0.001, temos que a melhor fidelidade obtida para A = & é quando
a = 1.12 rad, para A = ¢ é quando a = 6.09 rad, e para A = 2 é quando a = 0.40 rad, e
assim temos que os melhores campos externos de protecao sao dados, respectivamente, por:
u. = 0.900y + 0.4352, 4, = —0.192& + 0.9812 e u,. = 0.389& + 0.921y. No caso em que
1n = 0.004, temos que a melhor fidelidade obtida para A = & é quando a = 1.11 rad, para
A =g é quando a = 5.96 rad, e para A = 2 é quando a = 0.45 rad, e assim temos que os
melhores campos externos de protecao sao dados, respectivamente, por: @, = 0.8969 +0.4452,
t, = —0.3182¢ + 0.9482 e 6. = 0.435& + 0.900yg. Observarmos uma proximidade entre os
valores numéricos, mas os campos sao distintos, portanto ha uma dependéncia de n para a

otimizacao. Essa dependéncia ficarda ainda mais clara nos casos que serao analisados abaixo.

Os diferentes vetores de erro deram diferentes otimizagoes para os campos externos.
Apesar do tipo de erro que estamos usando nao deformar a esfera de Bloch na direcao paralela
ao erro, os resultados obtidos se diferenciaram do caso sem porta, e aqui nao chegamos a
dois resultados iguais (linhas sobrepostas) como anteriormente. Isso ocorre porque estamos
rotacionando o estado quantico de um ponto a outro da esfera, e por esse motivo é explicito

que a condicao inicial influéncia na dindmica do sistema.

Para verificarmos se o tempo da dindmica do sistema causaria alguma mudanca
significativa com relacdo ao angulo otimizado mudamos o tempo de evolucao do sistema.
Usamos o painel (b) da Fig. 8 como referéncia, mantivemos os outros parametros iguais,
e mudamos apenas o tempo de 7 para 0.77 e 1.37. Abaixo, na Figura 9, apresentamos os

resultados obtidos para os 7’s diferentes.
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Figura 9: Fidelidade em (a) t = 0.77 ¢ em (b) ¢ = 1.37 como fung¢ao do dngulo a para o
estado cuja condigao inicial é dada por p;(0) = I/2 + 0,/2 e o acoplamento do reservatorio
em ambos os graficos é dado por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = g, a
linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro
A=2.

Pela Fig. 9, se observa uma mudanca em relagao aos angulos otimizado. Visualmente,
pelas linhas verdes e azuis, claramente observamos que os angulos otimizados estao em
diferentes posicoes para os 7’s diferentes. Numericamente, para A=, A=9 e A = 2, no
caso do painel (b) da Fig. 8 temos a = 1.11 rad, o = 5.96 rad, e a« = 0.45 rad; no caso do
painel (a) da Fig. 9 temos o = 1.15 rad, a = 1.41 rad, e & = 0.70 rad; no caso do painel
(b) da Fig. 9 temos a = 1.09 rad, « = 5.77 rad, e a = 0.25 rad; Portanto, concluimos
que a otimizagdo para o caso com porta depende da condigao inicial p(0), da constante de
acoplamento 7 do reservatorio, e também do tempo 7 da dinamica do sistema. Isso ocorre
porque estamos rotacionando o estado quantico na esfera de Bloch conforme a dindmica do

sistema evolui, e aqui o 7 passa a influenciar na otimizacao diferentemente do caso sem porta

em que o estado quantico permanecia parado na esfera.

Um ponto interessante de notar é que se estabeleceu uma diferenca em relagao ao
caso sem porta, pois antes tinhamos uma direcao que otimizava a protecao, e aqui temos
apenas um ponto que otimiza a protecdo, uma vez que pelos graficos Fig. 8 vemos que os

trés erros tem unico ponto em que a fidelidade final é méaxima.

Um resultado semelhante ocorre quando o estado inicial p;(0) = I/2 + 0,/2 (eixo
z) recebe uma operagdo de Hamamard e através de uma rotagdo é levado para o estado
final p(7) = I/2 + 0,/2 (eixo x). Exibimos esse caso na Figura 10, onde nés mostramos a

fidelidade final calculada no tempo ¢, dada por F(t) = Tr[p(t)5(0)], como func¢do do angulo
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«. Utilizamos n = 4 para o campo de protecao, p;(0) = I/2 + 0,/2 para a condi¢do inicial, e

(a) n =0.001 e (b) n = 0.004 para o acoplamento.

0,998 . . . 1,00 : . .
—— A=y — A=y
0,997 A=x . A=x
A=z N 098 |— A=z N\ .
0,996 4 YR N
5 0,995 ‘ 5 0,96 : ‘ / A
< [s]
S S
g 0,994 - g
s = 0,94
0,993
0,992 - - 0,92 -
\
0,991 S .
T T T 0)90 T T T
0 /2 n 3n/2 2n 0 n/2 n 3n/2 2m
Parametro o Parametro o

Figura 10: Fidelidade em ¢t = 7 como funcao do angulo « para o estado cuja condicao inicial
é dada por p;(0) = I/2+0./2 e o acoplamento do reservatério é dado em (a) por n = 0.001 e
em (b) por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = ¢, a linha verde representa
o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro A = 2.

Para termos um valor de referéncia, quando o campo de protecao esta desligado, isto
é, quando utilizamos n = 0 para o campo de protecao, as fidelidades que obtemos para os
vetores de erros A = &, A = ¢ e A = 2 sdo, respectivamente, F'(7) =~ 0.622, F(71) ~ 0.601 e

F(7) = 0.632, para nn = 0.001 e F'(7) =~ 0.522, F(7) ~ 0.515 e F'(7) ~ 0.553, para n = 0.004.

Assim como antes, olhando as fidelidades nos valores de referéncia e comparando-as
com os valores dos graficos vemos que os campos externos de protegao sao efetivos em
todos os casos. Além disso, para n = 0.001 o acoplamento é fraco, e portanto, a anélise
feita anteriormente é valida aqui também. E para n = 0.004 nés também chegamos em
resultados similares aos anteriores, pois vemos pela Fig. 10 que é possivel otimizar o angulo «
e consequentemente encontrar as diregoes mais adequadas para a aplicacao do campo externo

de protecao.

Aqui, ndo mostraremos os valores numéricos do dngulo a para esse caso, pois isso
nao acrescentaria em nossa analise, uma vez que a fisica exibida aqui é semelhante a fisica
exibida no caso anterior. Isso fica evidente quando comparamos o painel (b) da Fig. 10 com
os painéis (a) e (b) da Fig. 11, pois alterando o tempo t de 7 para 0.77 e 1.37 o angulo

otimizado se modifica, isso é simples de visualizar se observarmos as curvas azuis.
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Figura 11: Fidelidade em (a) t = 0.77 e em (b) t = 1.37 como fung¢ao do dngulo « para o
estado cuja condigao inicial é dada por pr(0) = I/2 + 0,/2 e o acoplamento do reservatorio
em ambos os graficos é dado por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro A = g, a
linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor de erro
A=2.

Apos essa andlise simplificada, avangamos para o terceiro e ultimo estado inicial que
examinamos, o qual produziu um resultado diferente e mais interessante, que sera apresentado
e explicado em detalhes. Na Figura 12, nés mostramos a fidelidade final calculada no tempo
t = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fungao do angulo a. Utilizamos n = 4 para o
campo de protegao, pr(0) = I/2 + sin(w/4)0, /2 + cos(m/4)0, /2 para a condicao inicial, e (a)
n =0.001 e (b) n = 0.004 para o acoplamento.

(@) (b)

0,998 T T T 1,00

0,997 1
0,996 - & 0,98
0,995 -

0,993 B

N X <

> > >

(=]
Ne)

b
Fidelidade
(=]

K

Fidelidade

0,94
0,992 B

0,991 4 B

0 n/2 n 3n/2 2n 0 n/2 n 3n/2 2n

Parametro o Parametro a

Figura 12: Fidelidade em ¢t = 7 como funcao do angulo « para o estado cuja condicao inicial
¢ dada por p;(0) = 1/2 + sin(w/4)0,/2 + cos(m/4)0./2 e o acoplamento do reservatoério é
dado em (a) por n = 0.001 e em (b) por n = 0.004. A linha azul representa o vetor de erro
A = 9, a linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha vermelha representa o vetor
de erro A = 2.
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Os valores de referéncia das fidelidades para campo de protegao desligado (n = 0) sdo,
para A =&, A =g e A = 2, respectivamente, F(7) ~ 0.699, F(7) ~ 0.543 e F (1) =~ 0.699,
para n = 0.001 e F(7) ~ 0.635, F'(7) ~ 0.498 e F(7) ~ 0.635, para n = 0.004.

Neste tltimo caso, comegamos com o estado inicial p;(0) = /2 + sin(w/4)0,/2 +
cos(m/4)o,/2 (45° entre o eixo X e z) que ao receber uma operagao de Hadamard serd levado
para a condicao final p(1) = I/2 + sin(w/4)0,/2 + cos(n/4)o,/2 (45° entre o eixo x e z)
através de uma rotacao, ou seja, o estado final esta no mesmo lugar do estado inicial. Pelo
grafico da Fig. 12, verificamos que em (a) as curvas praticamente nao oscilam devido a pouca
influéncia que a interferéncia do ambiente causa neste caso e aqui ndo ha necessidade de uma
otimizagdao, mas em (b) temos uma influéncia maior do ruido e a oscilagdo das curvas se
torna perceptivel e suscetivel a uma otimizacao. Isso ocorre porque o estado inicial esta na
mesma posicao do eixo de rotagao, e nestas circunstancias em especifico temos um resultado
interessante para o caso com porta, o angulo de otimizacao permanece o mesmo para 7’s
diferentes. Na Fig. 12, em (b), vemos que os dngulos otimizados para os erros A = &, A = g
e A = £ sdo, respectivamente, « = 0 ou 27 rad, a« = 7/4 rad, e a = 7/2 rad. E pela Figura
13, vemos que tanto para o tempo igual a 0.77 quanto para o tempo igual a 1.37 os angulos

de otimizacao nao se alteraram.

t=0.7 t=13
1,00 T T T 1,00 T T T

> > >
mn o n
N X <
> > >
I un
N X <

0,98 1 E 0,98

Fidelidade
Fidelidade

0,96 . 0,964/

0,94 T T T 0,94 T T T
0 n/2 n 3n/2 2n 0 n/2 n 3n/2 2n

Pardmetro o Parametro o

Figura 13: Fidelidade em (a) t = 0.77 e em (b) ¢ = 1.37 como fung¢ao do angulo « para
o estado cuja condicdo inicial é dada por p;(0) = /2 + sin(w/4)0,/2 + cos(w/4)0,/2 e o
acoplamento do reservatorio em ambos os graficos é dado por n = 0.004. A linha azul
representa o vetor de erro A = ¢, a linha verde representa o vetor de erro A = &, e a linha
vermelha representa o vetor de erro A = 2.

E importante dizer que embora nao tenha sido apresentado um grafico, também

examinamos uma situagao que envolve um acoplamento intermedidrio entre os painéis (a) e

67



(b) da Fig. 12, onde o valor de n = 0.002 foi adotado para o acoplamento, e constatamos que
a partir deste valor as curvas passaram a exibir oscilagoes, e embora os angulos de otimizacao
nao coincidam com aqueles obtidos para (b) da Fig. 12 em que n = 0.004, os valores sao

proximos.

4.2 Caso para trés reservatorios independentes

Para os parametros dos reservatorios, em todos os casos nds supomos uma densidade
espectral 6hmica, e utilizamos T' = 0.25 K, e 7 = 1071% 5. Além disso, em todos os casos
analisados, realizamos a protecao do estado quantico sem a aplicagao de uma operagao logica
e também com tal operacdo, ou seja, verificamos os casos sem porta e com porta, sendo
que em todos os casos que uma operacao logica foi realizada juntamente com a protecao,
utilizamos a porta de Hadamard, que é dada por iy = (& + 2)/v/2.

Vamos verificar apenas o caso em que a estrutura de erro é dada pela equagao (58),
onde as componentes do vetor de erro sao: Ay = &, Ay = % e A3 = Z, representando os
erros de bit-flip, amplitude e decoeréncia, respectivamente. Os campos de protecao serao
adotados conforme a discussao feita previamente na subsecao 3.2.4. E nés utilizamos diferentes
valores para condigao inicial p;(0) do estado que sera protegido e para o acoplamento 1 do

reservatorio.

4.2.1 Erros de bit-flip, amplitude e decoeréncia

Comecamos lembrando que os campos de controle utilizados na otimizacao sdo dados

por pelas equagoes (93) e (94) reescritas novamente abaixo,

U, = sin(f) cos(¢)& + sin(f) sin(¢)g + cos(h) 2,

U, = cos(f) cos(¢p)& + cos(f) sin(¢)g — sin()2.

Desta forma, com o intuito de encontrarmos as dire¢oes (adngulos 0 e ¢) que otimizam a
protecao, em todos os casos variamos o parametro 6 de 0 até m, e o parametro ¢ de 0 até 2,
sendo essa variacao realizada em intervalos regularmente espacados, que foram particionados
em 25 divisoes para 6 e em 50 divisoes para ¢, ou seja, a varredura foi realizada em intervalos

de 0.12566370614 radianos para ambos os angulos.
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« Abaixo, seguem os resultados obtidos para os casos em que a protecgao foi

realizada sem uma operacao légica.

Na Figura 14, nés mostramos o mapa de calor para a fidelidade final calculada no
tempo t = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fungao dos angulos 6 e ¢. Utilizamos
p1(0) = 1/2+ 0,/2 para a condigdo inicial, e n = 0.001 para o acoplamento, e usamos em (a)

n=4em=2_8eem (b) n =8 e m =4 para os campos de protegao.

0,9979 0,9983
0,9962 0,9968
0,9946 0,9954
20,9930 20,9939
=1 10,9914 =1 10,9924
=21 10,9898 =1 10,9909
0,9881 0,9895
0,9865 0,9880
0,9849 0,9865
0 w4 w2 3m/4 0w 0 w4 w2 3m/4 0w
0 (rad) 0 (rad)

Figura 14: Estado Inicial p;(0) = /2 + 0,/2, caso sem porta, acoplamento n = 0.001, e (a)
n=4em=2_8e (b) n=8em =4 para os campos de protegao.

Para termos um valor de referéncia, quando o campo de protegao esta desligado, isto
é, quando utilizamos (n = m = 0) para o campo de protecao, a fidelidade que obtemos
quando n = 0.001 é de F(7) ~ 0.500. Assim, verificamos que a prote¢do com o campo ligado
é efetiva, e comparando (a) com (b) na Fig. 14 vemos que as fidelidades méximas e minimas
sao similares, mas as regioes de maximos e minimos se encontram em locais distintos, e
esse fato evidéncia a importancia das dire¢oes de aplicacao dos campos externos, e portanto,
concluimos que é possivel otimizarmos o método uma vez que as diregoes exercem uma

influéncia direta na fidelidade final.

Com o intuito de averiguar como as fidelidades seriam afetadas, e também para
verificar se as regioes de maximos e minimos sofreriam alteragoes significativas, modificamos
para n = 0.004 o acoplamento do reservatorio, e mantivemos os demais parametros inalterados.
Na Figura 15, nés mostramos o mapa de calor para a fidelidade final calculada no tempo

t = 7, dada por F(1) = Tr[p(7)p(0)], como funcdo dos dngulos 6 e ¢ para esse caso.
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0,9915 0,9935
0,9731 0,9776
0,9548 0,9616
S 0,9364 S 0,9457
=1 40,9180 =1 40,9298
21 10,8996 21 140,9138
0,8813 0,8979
0,8629 0,8819
0,8445 0,8660
0 n4 w2 3mn/4 0w 0 n/4 w2 3n/4 0w
0 (rad) 0 (rad)

Figura 15: Estado Inicial p;(0) = /2 + 0,/2, caso sem porta, acoplamento n = 0.004, ¢ (a)
n=4em=2_8e (b) n=8em =4 para os campos de protecao.

O valor de referéncia quando o campo de protecao esta desligado (n = m = 0) para
n = 0.004 também é de F(7) ~ 0.500. Ao compararmos o mapa de calor da Fig. 15 com
a Fig. 14, vemos que de modo geral as regioes de melhores e piores fidelidades continuam
similares. Noés ainda notamos que na Fig. 15 onde fizemos o acoplamento n = 0.004 a
fidelidade méxima se manteve alta (= 0.99) como no caso visto anteriormente na Fig. 14, mas
a fidelidade minima foi bastante prejudicada, saindo de (= 0.98 quando n = 0.001) e indo
para (= 0.85 quando n = 0.004). Essa constatagao é de grande relevancia, pois verificamos
que para um acoplamento mais forte a fidelidade minima ¢é bastante prejudicada, e para o
método continuar sendo efetivo devemos aumentar os valores de n e m para que a fidelidade
minima aumente, abrindo caminho para uma otimizacao no sentido de encontrarmos os
menores n e m para que a fidelidade minima volte a ser (= 0.99), pois assim o método sera

totalmente efetivo independentemente das dire¢oes dos campos externos.

Na Figura 16, modificamos o tempo t de 7 para 0.77, utilizamos n = 0.001 para o
acoplamento, e verificamos que as fidelidades finais nao se alteram para 7’s diferentes no caso
sem porta, e portanto, verificamos que o método ¢é efetivo e a protecao continua sendo eficaz

mesmo quando 7 sofre pequenas variacoes.
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(b)

0,9971 0,9979
0,9962 0,9971
3n/2 0,9953 0,9963
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S o o
=F40,9927 = F 10,9940
0,9918 0,9933
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Figura 16: Estado Inicial p;(0) = I/2 4+ 0,/2, caso sem porta, acoplamento 7 = 0.001, tempo
t=0.7r,e(a)n=4em=2_8¢e (b) n=8em =4 para os campos de protecao.

Deliberamos realizar uma modifica¢ao na condi¢ao inicial com o proposito de investigar
se essa alteracao teria influéncia sobre as fidelidades finais e sobre as dire¢oes de melhores e
piores protecao. Ilustramos os resultados obtidos na Figura 17, onde nés mostramos o mapa
de calor para a fidelidade final calculada no tempo ¢t = 7, dada por F(1) = Tr[p(7)p(0)],
como fungao dos angulos ¢ e ¢. Utilizamos p;(0) = /2 + sin(n/4)0, /2 + cos(m/4)0./2 para
a condicao inicial, e n = 0.001 para o acoplamento, ¢ usamos em (a) n =4 e m = 8 ¢ em (b)

n =8 e m = 4 para os campos de protecao.

(@) (b)
2n r 0,9978 Zn—T 0,9982
0,9962 0,9969
3n/2 0,9946 37/2 1 0,9955
~ S 0,9929 ~ <™ 0,9942

3 K] 3 g
g o Zl 09913 £ m - 0o

S =] S k=]
2k 40,9897 2409915
) 0,9881 /2 0,9902
0,9865 0,9889
0= 0,9849 ol e | 0,9876

0 /4 w2  3n/4 T 0 /4 w2  3n/4 b1
0 (rad) 0 (rad)

Figura 17: Estado Inicial p;(0) = I/2 + sin(w/4)0,/2 + cos(w/4)0,/2, caso sem porta,
acoplamento 7 = 0.001, e (a) n =4 em =8 e (b) n =8 e m = 4 para os campos de protegao.

Para termos um valor de referéncia, quando o campo de protecao esta desligado, isto é,
quando utilizamos (n = m = 0) para o campo de protecao, a fidelidade que obtemos quando
n = 0.001 é de F(7) = 0.500. Neste caso, a andlise ¢ exatamente a mesma realizada no caso
acima, mas com a diferenca que aqui as regioes de maximas e minimas fidelidades estao

em regioes diferentes. A partir disto, concluimos que ao modificarmos o estado inicial que
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queremos proteger, nés obtemos diferentes regides que fornecem as melhores e piores protecao,
ou seja, para diferentes estados iniciais chegamos em diferentes dire¢oes mais adequadas para

as aplicacoes dos campos externos de protecao.

Na Figura 18, modificamos para n = 0.004 o acoplamento do reservatério, mantivemos
os demais parametros inalterados, e nés mostramos o mapa de calor para a fidelidade final
calculada no tempo t = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fun¢ao dos dngulos 6 e ¢

para esse caso.

(b)

2 0,9920 0,9930
0,9744 0,9795
3n/2 0,9568 3m/21 0,9660
~ S 0,9391 ~ S ™ 0,9525

3 < 2 g
£ =F 109215 £ =5 10,9390

S =] S k]
2510,9039 [ 0,9255
) 0,8863 0,9120
0,8686 0,8985
0 0,8510 1 0,8850

0 /4 w2 3n/4 T 0 n/4 w2 3n/4 n
0 (rad) 0 (rad)

Figura 18: Estado Inicial p;(0) = I/2 + sin(w/4)0,/2 + cos(w/4)0,/2, caso sem porta,
acoplamento 7 = 0.004, e (a) n =4 em =8 e (b) n =8 e m = 4 para os campos de protegao.

O valor de referéncia quando o campo de protecao esta desligado (n = m = 0) para
n = 0.004 também é de F(7) ~ 0.500. Novamente, ao compararmos o mapa de calor da
Fig. 18 com a Fig. 17, vemos que as regioes de melhores e piores fidelidade continuam similares.
E mais uma vez, notamos que a fidelidade maxima se mantém (= 0.99) tanto para n = 0.001
quanto para n = 0.004, mas a fidelidade minima é prejudicada saindo de (=~ 0.98 quando
n = 0.001) e indo para (= 0.86 quando n = 0.004). Assim, mais uma vez concluimos que
em situagoes onde acoplamento ¢ mais fraco as dire¢oes dos campos externos tem pouca
influéncia, por outro lado, se o acoplamentos é mais fortes as dire¢oes dos campos externos
exerce um impacto mais significativo. Logo, se o acoplamento aumenta, para a fidelidade
minima também aumentar e o método continuar efetivo independentemente das dire¢oes dos
campos externos, devemos utilizar n e m maiores. Contudo, aumentar os n’s e m’s pode ser
um problema para uma implementagao experimental devido as altas frequéncias, amplitudes

e intensidades dos campos envolvidos.
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Na Figura 19, modificamos o tempo t de 7 para 0.77, utilizamos n = 0.001 para o
acoplamento, e verificamos que as fidelidades finais continuam altas para pequenas variagoes
de 7’s no caso sem porta, isto é, o método é efetivo e a protecao continua sendo eficaz mesmo

quando 7 sofre pequenas variagoes.

(@) (b)

0,9972 0,9977
0,9962 0,9970
0,9953 3n/2 0,9962

S 09943 S 0,9955

S 2 3
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< s <

= 10,9924 = 10,9940
0,9914 0,9933
0,9905 0,9925
0,9895 0,9918

0 w4 w2 34 m 0 w4 w2 34 m
0 (rad) 0 (rad)

Figura 19: Estado Inicial p;(0) = /2 + sin(n/4)0,/2 + cos(w/4)0./2, caso sem porta,
acoplamento 7 = 0.001, tempo t = 0.77, e (a) n =4 em =8 e (b) n =8 e m = 4 para os
campos de protecao.

« Abaixo, seguem os resultados obtidos para os casos em que a protecao foi

realizada juntamente com uma operacao légica de Hadamard.

A seguir, realizaremos uma andlise semelhante a que foi previamente executada.
Para isso, utilizaremos as mesmas condig¢oes iniciais, os mesmos parametros e aplicaremos as
mesmas variagoes, a fim de garantir a consisténcia e comparabilidade dos resultados. Contudo,
¢ fundamental destacar que neste contexto, introduzimos um elemento adicional: a inclusao

de uma porta logica de Hadamard.

Na Figura 20, nés mostramos o mapa de calor para a fidelidade final calculada no
tempo t = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fun¢ao dos angulos 0 e ¢. Utilizamos
p1(0) = 1/24 0,/2 para a condigdo inicial, e n = 0.001 para o acoplamento, e usamos em (a)

n=4em=2_8eem (b) n =8 e m =4 para os campos de protegao.
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0,9964 0,9967
3n/2 0,9952 3n/2 0,9955
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Figura 20: Estado Inicial p;(0) = I/2 + 0,/2, caso com porta, acoplamento n = 0.001, e (a)
n=4em=2_8e (b) n=8em =4 para os campos de protecao.

Para termos um valor de referéncia, quando o campo de protecao esta desligado, isto é,
quando utilizamos (n = m = 0) para o campo de protecao, a fidelidade que obtemos quando
n = 0.001 é de F(7) =~ 0.498. Pela Fig. 20, vemos que a protegao é efetiva para o campo
ligado, e comparando (a) com (b) notamos que as melhores e piores fidelidades sao similares
em ambos os casos. Contudo, assim como no caso sem porta, as regides de melhores e piores
protecao estao em locais distintos. Assim, novamente concluimos que os angulos podem ser
otimizados, pois é evidente que ha uma dependéncia entre a fidelidade final e as dire¢oes dos

campos externos de protegao.

Modificamos para 1 = 0.004 o acoplamento do reservatério, e mantivemos os demais
pardmetros inalterados. Na Figura 21, nés mostramos o mapa de calor para a fidelidade final
calculada no tempo t = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fungao dos dngulos 6 e ¢

para esse caso.

(@

2 0,9895 0,9912
0,9763 0,9805
3n/2 0,9631 0,9697
. < ¥ 0,9499 <™ 0,9590

E 3 =
g n =[ 10,9368 =1 10,9482

S =] k=]
=F10,9236 ZF109375
/2 0,9104 0,9267
Q 0,8972 0,9160
0+ : : : | 0,8840 0,9052

0 /4 w2  3n/4 T 0 n/4 w2 3n/4 b
0 (rad) 0 (rad)

Figura 21: Estado Inicial p;(0) = I/2 4 0, /2, caso com porta, acoplamento n = 0.004, e (a)
n=4em=2_8e (b) n=8em =4 para os campos de protegao.
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O valor de referéncia quando o campo de protecao esta desligado (n = m = 0) para
n = 0.004 também ¢é de F(7) ~ 0.498. Neste mapa de calor da Fig. 21, vemos que as
fidelidades maximas continuam similares a Fig. 20, porém constatamos que se aumentarmos o
acoplamento as fidelidade minimas diminuem consideravelmente, isso sugere que 1 desempenha
um papel crucial na otimizagao, pois para acoplamentos maiores as dire¢oes dos campos

externos exercem influéncias mais significativas na fidelidade final.

Na Figura 22, modificarmos o tempo ¢ de 7 para 0.77, utilizamos n = 0.001 para o
acoplamento, e verificamos que as fidelidades continuam altas e pouco se alteram para 7’s
diferentes no caso com porta, e portanto, o método é efetivo e a protecao continua sendo

eficaz mesmo quando 7 sofre pequenas variagoes.

(a)

2 0,9981 2 0,9981
0,9972 0,9970
3m/21 0,9962 3n/2 0,9960
~ S ™ 0,9953 ~ S 0,9949

) 3 9 3
En = 10,9943 En =1 10,9938

S el S el
=F 10,9934 =F10,9927
/2 0,9924 2 0,9917
0,9915 0,9906
0 0,9905 0 0,9895

0 n/4 w2  3n/4 T 0 n/4 w2  3n/4 m
0 (rad) 0 (rad)

Figura 22: Estado Inicial p;(0) = I/2+ 0, /2, caso com porta, acoplamento n = 0.001, tempo
t=0.7r,e(a) n=4em =8¢ (b) n=8e m =4 para os campos de protegao.

Os resultados obtidos no caso com porta examinado acima (Fig. 20, 21, 22) mostraram
que as diregoes dos campos externos empregadas nos trabalhos das referéncias [17, 18] dadas
por U, (t) e Ue..(t), apesar de serem efetivas, ndo sdo necessariamente as melhores. Além
disto, chegamos em um resultado interessante, pois verificamos que para uma determinada
condicao inicial, tanto o caso sem porta quanto o caso com porta, apresentam resultados
semelhantes, pois em ambos os casos as pequenas variagoes no tempo 7 pouco influenciam

na fidelidade final, mas variagoes em 7 causam grande impacto na fidelidade final.

Para confirmarmos esses resultados, apresentaremos abaixo o segundo e tltimo caso
com porta que estudamos. Na Figura 23, nés mostramos o mapa de calor para a fidelidade
final calculada no tempo ¢ = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como fungao dos angulos 6 e ¢.
Utilizamos p;(0) = I/2 + sin(n/4)0,/2 + cos(m/4)0, /2 para a condigao inicial, e n = 0.001

para o acoplamento, e usamos em (a) n =4 e m =8 e em (b) n = 8 e m = 4 para os campos.
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(@) (b)

2 0,9974 0,9982
0,9964 0,9972
3n/2 ) 4 0,9954 0,9962
. S ™ 0,9943 S ™ 0,9953

£ 3 =
E n =F 10,9933 =1 10,9943

S =] o
2E40,9923 i [y 0.9933
2 0,9913 0,9923
0,9903 0,9913
0 0,9893 0,9903

0 /4 w2 3n/4 b 0 n/4 w2  3n/4 T
0 (rad) 0 (rad)

Figura 23: Estado Inicial p;(0) = I/2 + sin(w/4)0,/2 + cos(w/4)0./2, caso com porta,
acoplamento 7 = 0.001, e (a) n =4 em =8 e (b) n =8 e m = 4 para os campos de protegao.

O valor de referéncia quando o campo de protecao esta desligado (n = m = 0) para
n = 0.001 é F(7) ~ 0.499. Comparando os resultados da Fig. 23, vemos que tanto em (a)
quanto em (b), as fidelidades méximas e minimas sdo similares, mas as regives de maximos e
minimos estao em locais diferentes, logo as andlises feitas anteriormente continuam validas.
Esses dois casos com diferentes condigoes iniciais que analisamos (Fig. 20 e Fig. 23) evidenciam
que ha diferencas entre os locais de maximos e minimos para as diferentes condigoes iniciais,
e portanto, se nao houver uma independéncia das diregoes dos campos externos, devemos

examinar essas peculiaridades caso a caso.

Abaixo, temos a Figura 24 onde fizemos 1 = 0.004, nés mostramos o mapa de calor
para a fidelidade final calculada no tempo ¢t = 7, dada por F(7) = Tr[p(7)p(0)], como funcao

dos angulos 6 e ¢ para esse caso.

(b)
0,9902 0,9924
0,9811 0,9841
0,9721 3n/2 0,9759
209630 ‘ 20,9676
< 2 3
109539 £ © = 10,9593
< o <
21 40,9448 2409510
0,9358 0,9428
0,9267 0,9345
0,9176 0,9262
0 4 w2 3n4 0w 0 n/4 w2 3n/4 0w
0 (rad) 0 (rad)

Figura 24: Estado Inicial p;(0) = I/2 + sin(w/4)0,/2 + cos(w/4)0,/2, caso com porta,
acoplamento 7 = 0.004, e (a) n =4 em =8 e (b) n = 8 e m = 4 para os campos de protegao.
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O valor de referéncia quando o campo de protecao esta desligado (n = m = 0) para
n =0.004 é F(7) =~ 0.498. Aqui, ao alterarmos o n de 0.001 (Fig. 24) para 0.004 (Fig. 24),
comparando os resultados de ambos os graficos, vemos que o mesmo ocorre em ambas as
situagoes, quando o acoplamento aumenta, as fidelidades maximas permanecem altas (= 0.99),
porém as fidelidades minimas diminuem (= 0.90), desta forma concluimos que as diferentes

condigoes iniciais fornecem resultados similares.

Por fim, na Figura 25, modificarmos o tempo ¢ de 7 para 0.77, utilizamos n = 0.001
para o acoplamento, e verificamos que as fidelidades méximas e minimas ndo sdo muito
modificadas para 7’s com pequenas varia¢des no caso com porta, como era de se esperar,

uma vez que verificamos isso no caso com porta visto acima.

(a) (b)

2 0,9970 0,9976
0,9963 0,9969
31/2 : ’ 0,9956 3n/2 - 0,9962
~ S 0,9949 ~ S ™ 0,9955

) 3 9 3
g =r109942 £ =1 10,9949

S o S o
2k 40,9935 Zk40,9942
2 0,9928 0,9935
ﬁ 0,9921 0,9928
0 = 0,9914 0,9921

0 /4 w2 3n/4 T 0 n/4 w2 3m/4 0w
0 (rad) 0 (rad)

Figura 25: Estado Inicial p;(0) = I/2 + sin(w/4)0,/2 + cos(w/4)0./2, caso com porta,
acoplamento 7 = 0.001, tempo t = 0.77, e (a) n =4 em =8 e (b) n =8 e m = 4 para os
campos de protegao.
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5 Conclusao

Neste trabalho, nés estudados as técnicas de desacoplamento dindmico continuo e
mostramos que é possivel realizar uma otimizacdo nas dire¢coes dos campos externos de
protecao. Entretanto, chegamos a conclusao de que essa otimizacao nao ¢ trivial e requer
uma analise individual em cada situacao, pois as dire¢oes otimizadas dependem de varios
fatores, como o estado inicial, o acoplamento 1 do reservatoério, a aplicagdo ou nao de
operagoes logicas no estado quantico e, em alguns casos, do tempo 7 da dinamica do sistema.
Contudo, embora a exigéncia de compreendermos o acoplamento 7 torne essa otimizagao mais
desafiadora, existem técnicas disponiveis que nos possibilitam calcular o grau de interagao
entre o estado quantico e o reservatorio, de modo que essa complexidade pode ser contornada.
Adicionalmente, é relevante destacar que existem algumas possibilidades de estudos futuros,
uma vez que nao investigamos certos elementos que poderiam afetar a otimizagao, como a
temperatura 1" que permaneceu constante em todas as nossas analises, e a densidade espectral
que consideramos como 6hmica em todos os cenarios. Além disto, futuramente pretendemos
explorar a otimizacao dos valores n’s e m’s dos campos externos, com o intuito de definir um
protocolo a ser seguido para a implementacao do método, de forma que uma vez definido o
acoplamento entre o sistema e o reservatorio, encontraremos os valores minimos dos n’s e
m’s que deixam a fidelidade minima alta (&~ 0.99) eliminando a dependéncia das dire¢oes
dos campos externos. De modo geral, este estudo demonstrou resultados positivos, mesmo
diante de desafios significativos, chegamos a conclusao de que ¢é viavel aprimorar as técnicas

de desacoplamento dinamico continuo.
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