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RESUMO

No decorrer dos anos de 1530 a 1576, houve grandes avangos matematicos na Europa,
sendo um dos maiores, o grande duelo da resolucao das equagdes cubicas, batalhada por Niccolo
Tartaglia e Gerolamo Cardano, o qual, trouxe renome a Cardano, e desgracas ao Tartaglia. A
entao férmula para resolugao das equagdes cubicas, como sua historia, faz parte de um longo
duelo, no qual had uma grande amizade e uma reviravolta de uma publicacdo que fora prometida
permanecer em segredo. Mesmo Tartaglia e Cardano resolvendo apenas as equagdes de 3°
grau, Ferrari desenvolveu um método para a resolucédo de 4° grau, e com ajuda de derivadas
conseguimos resolver quase todas as equagdes polinomiais de até 5° grau.

Palavras-chave: Tartaglia. Cardano. Cubica. Derivada. Polinomial.



ABSTRACT

During the years from 1530 to 1576, there were great mathematical advances in Europe,
one of the greatest being the great duel of the resolution of the cubic equations, fought between
Niccolo Tartaglia and Gerolamo Cardano, which brought Cardano renown and Tartaglia disgrace.
The then formula for solving the cubic equations, like its history, is part of a long duel, in which
there is a great friendship and a turning point of a publication that had been promised to remain
secret. Even though Tartaglia and Cardano solved only 3rd degree equations, Ferrari developed
a method for solving 4th degree equations, and with the help of derivatives we can solve almost
all polynomial equations up to 5th degree.

Keywords: Tartaglia. Cardano. Cubic. Derivative. Polynomial.



2.1
2.2

3.1
3.2

5.1
5.2
5.3
5.4

6
6.1

7

SUMARIO

INTRODUCAO

FORMULA DE CARDANO-TARTAGLIA
A FORMULA DE VIETE
DISCRIMINANTE

RESOLUCAO DE EQUACOES DE 4° GRAU
METODO DE FERRARI
METODO DE EULER

RESOLUCAO DE EQUACOES DE 5° GRAU

USO DE DERIVADAS EM RESOLUCOES DE EQUAGOES POLINO-
MIAIS

DERIVADA DE UMA FUNCAO POLINOMIAL

METODO DE NEWTON PARA ENCONTRAR RAIZES
DETERMINAR OS COEFICIENTES

ESCREVER OS COEFICIENTES

APLICACAO
PROBLEMAS DE EXPLORAGAO

CONCLUSAO

REFERENCIAS

10

15
17
17

19
19
20

22

23
23
23
24
25

28
28

34

35



10

1 INTRODUCAO

Scipione del Ferro, um professor da Universidade de Bolonha, na Italia, quando possuia
30 anos, na virada do século XV para o século XVI, desenvolveu um método para resolver

equacgdes cubicas da forma
3
X° +ax = b.

Porém, o mantivera em segredo até a sua morte, quando um pouco antes de falecer, veio a
revelar seu método a seu discipulo Antonio Fior e ao seu genro, Annibale della Nave, o qual foi
seu sucessor na cadeira de professor de Matematica na Universidade de Bolonha.

Em 1499 nasce Niccold Fontana em Brescia, na Italia. Seu apelido pelo qual era conhe-
cido, Tartaglia (que significa “gago”), tem uma histéria curiosa, que ele mesmo conta no seu livro
“Quesiti et inventioni diverse”. Em 1512, enquanto Brescia era saqueada pelas tropas francesas
comandadas por Gaston de Foix, Niccolo refugiou-se com a mae e a irma na igreja da cidade,
acreditando ser um local seguro. Mas os soldados o encontraram e ele foi ferido com golpes no
rosto e na cabeca. A mae, vilva e sem condi¢oes de pagar um médico, tratou-lhe das feridas
com o que podia e cuidou do filho. Niccolo salvou-se, mas ficou sempre com grande dificuldade
em falar. Por essa razao, ficou com o apelido de Tartaglia. Viveu por quase duas décadas em
Verona. Porém em 1534 Tartaglia se mudou para Veneza, que naquela época era o maior centro
tipogréfico da Europa.

“A atividade cientifica de Tartaglia em Veneza foi intensa e variada, indo do ensino
publico ao ensino privado, das pesquisas pessoais as inUmeras assessorias presta-
das a varios interlocutores sobre problemas matematicos, mecanicos, topograficos e
militares. Niccold, na verdade, tinha adquirido grande notoriedade logo apés sua
chegada na cidade porque um estudioso muito estimado na sociedade veneziana,
Antonio Maria Fior, quis desafid-lo em publico, num duelo algébrico. Esse duelo
daria muito que falar nos meios matematicos italianos, seja por seus contetdos, seja
por seu desfecho sensacional."(TOSCANO, 2012)

Na época era comum duelos académicos, no qual, muitas vezes o ganhador era premiado
com o emprego do perdedor. No ano de 1535, Antonio Maria Fior comegou o duelo matematico
com Tartaglia. Ele comecou propondo 30 problemas a Tartaglia, que também lhe enviou outros
30 problemas a serem resolvidos. O ganhador seria aquele que resolvesse o maior nimero de
problemas no periodo estipulado. Tartaglia literalmente humilhou Fior, resolvendo os problemas
poucas horas depois que esses foram enviados para ele. Fior por sua vez, pareceu nao ter
conseguido resolver nenhum dos problemas propostos por Tartaglia.

“...no dia 12 de fevereiro de 1535, Niccold Tartaglia descobriu a férmula resolutiva
das equagdes de terceiro grau do tipo x* + bx = ¢, férmula que, dali a alguns anos,
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se revelaria indispensavel e fundamental para resolver qualquer equagéo cubica.”
(TOSCANO, 2012)

Mesmo descobrindo a férmula que resolvesse esse tipo de equagéao cubica, Tartaglia nao
queria divulga-la a outros matematicos, guardando-a para si. Era habito matematico da época,
deixar o tempo passar antes de divulgar os resultados encontrados, mantendo-os em segredo
para utiliza-los em duelos publicos e atrair novos alunos.

Girolamo Cardano era matematico, fisico e médico italiano, lembrado principalmente por
seu trabalho Ars Magna — tratado dedicado exclusivamente a Algebra e publicado em 1545.
Nasceu em Pavia no ano de 1501 e morreu em Roma no ano de 1576. Cardano iniciou seus
estudos em Matematica com o pai, Fazio Cardano. Ele entrou na Universidade de Pavia, no qual
seu pai havia estudado, para estudar medicina. Terminou seu curso na Universidade de Padua,
pois de 1521 a 1526 a Universidade de Pavia foi forcada a fechar, devido a Guerra da ltalia.

“Em fevereiro de 1532, logo apds o casamento, Cardano decidiu, junto com sua
mulher, sair de Sacco e estabelecer-se em Mildo, visto que o exercicio da medicina
na pequena cidade veneta nao lhe garantia um ordenado adequado para fazer frente
a nova responsabilidade familiar” (TOSCANO, 2012)

Por volta de 1537, Cardano comecgou a escrever um texto sobre a matematica prética,
um tipo de manual destinado a esclarecer questdes aplicadas a aritmética, algebra e geometria.
Enquanto escrevia o seu livro, Cardano recebeu uma visita de Zuanne de Tonini da Coi, um
professor italiano que ja havia proposto em 1530 o problema da resolucdo das equagdes cubicas
a Tartaglia que porém, ja sabia resolvé-los. Zuanne, gostava de propor problemas matematicos
que nem ele soubesse resolver a outros pesquisadores. Zuanne comentou a Cardano que
alguém tinha a forma das equagdes cubicas, e comentou também a notdria disputa que ocorreu
em Veneza anos antes. Apds muitas trocas de cartas entre Cardano e Tartaglia, as quais
algumas foram muito rispidas, aos poucos, eles foram formando uma certa amizade, pois viram
que essa amizade poderia ser muito vantajosa para ambos.

Em 1539, Tartaglia vai a Milao a pedido de Cardano, hospedando-se em sua casa. Apds
uma longa conversa e discussdes matematicas, Cardano faz um solene juramento, que ele
guardaria todo o segredo de Tartaglia, mais especificamente, o da férmula da resolucao das
equacgdes cubicas. Assim, mesmo ap6s muita resisténcia, Tartaglia cede e comeca a lhe contar
como fizera para chegar e resolver as equacoes cubicas da forma “cubo e coisa igual a nimero”
(x® + bx = c), “cubo igual a coisa e nimero” (x* = bx + ¢) e “cubo e nimero igual a coisa”
(x* + ¢ = bx). Logo apds a revelagdo da férmula, Tartaglia pede a Cardano e ao seu discipulo
de apenas 17 anos de idade com o home de Ludovico Ferrari, para ndo compartilharem e nem
publicarem tal formula, a fim de manté-la em segredo.

Mesmo apés Tartaglia ter voltado para Veneza, ele e Cardano continuaram trocando cartas
sobre as resolugdes das equagdes cubicas. Cardano ainda néo tendo entendido perfeitamente a
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férmula, pede para que Tartaglia resolva a equagao cubica x* + 3x = 10, o qual Niccold faz com
bastante perfeicdo e detalhamento, mostrando que a solugdo em notagées modernas é:

x=\3/\/%+5—\3/\/%—5.

Ao continuar com as trocas de cartas, Tartaglia entao relaciona que a solugéo da equacao
x° + bx = ¢ (b e ¢ ndo negativos) é a busca de dois nimeros u e v, tais que ambos satisfagam
duas condigdes:

u—vs=c

uev= ()

A solucao desse sistema de duas equacodes, pode até parecer, e com toda razao, uma
tarefa bastante complicada para quem nao entende do assunto, mas contudo, os matematicos
do século XVI nao apresentavam nenhuma dificuldade em apresentar uma solugao para esse
problema, sendo assim, transformando um problema que ninguém conseguia resolver na época,
em um problema simples de sistema. A resolucdo é bem simples, basta efetuar algumas
passagens algébricas, que ddo origem a uma equagao de segundo grau v? + cv = (b/3)3. Hoje
ja dominamos a resolucao desse problema, do qual, extraimos o valor de v, e dado esse valor,
conseguimos encontrar também o valor de u. Feito os célculos necessarios para a resolugao,
temos entdo que os valores (ndo negativos) de u e v sdo:

c2 b® ¢
u=\/- +— +—,
2 27 2
c2 b® ¢
Vei/—- +— — —.
2 27 2

E de acordo com Tartaglia, para obtermos a solucéo final da equacéo x°+bx = ¢, devemos
entdo assumir que x = Ju — /v. Assim, temos

s/ [e2 b® ¢ s Jc2 b® ¢
X= — +—= +=— -+ = ——.
2 27 2 2 27 2

E é essa, a férmula tdo desejada por Cardano, a qual Tartaglia possuia e a mantivera em

segredo.

Uma vez obtida a tao esperada férmula, ao pesquisar tipologias de equagdes cubicas
estudadas pelo matematico de Brescia, tais como x® = bx + ¢, Cardano percebeu que a
formula parecia nao funcionar, originando resultados insensatos para determinados valores dos
coeficientes b e c¢. Em uma carta em agosto de 1539, Cardano descreve esse problema a
Tartaglia, queixando-se de nao ter recebido uma resposta anterior.

O problema levantado por Cardano, acontece quando escolhemos valores b e ¢, de
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b\?° c\?2
tal maneira que, (5) seja maior que (§> . Com isso a expressao sob a raiz quadrada

vista anteriormente, d4 um nimero negativo, ou seja, temos uma raiz quadrada de um numero
negativo. Atualmente sabemos que se trata de um nimero complexo, porém, para a época, a
aritmética elementar dizia que tal nimero nao existia, e assim, ficou um bom tempo sem solucio.

Em 1540, Cardano mandou seu aluno e discipulo, Ludovico Ferrari assumir o seu lugar
em um duelo matematico contra Tonini da Coi, o0 qual, Zuanne, como de costume, langou um
desafio que nem ele soubera resolver, sendo uma equacéo de quarto grau x* + 6x? + 36 = 60x.
Ferrari conseguiu resolvé-la através de brilhantes procedimentos algébricos, transformando a tal
equagao de quarto grau em uma equacéo clbica da forma y® + 15y? + 36y = 450. Ela por sua
vez, era resolvida através de técnicas recém criadas por Cardano, e sucessivamente, através da
formula de Tartaglia.

“Ao ganhar a disputa com Tonini da Coi, Ferrari obteve o encargo docente que seu
mestre tinha deixado vago; mas, acima de tudo, com a descoberta do método para a
solugdo das equagdes de quarto grau, acrescentou mais um marco milidrio no campo
da algebra, garantindo um lugar para si na histéria da matematica”. (TOSCANO,
2012)

Com o passar dos meses, e posteriormente, anos, Cardano e Ferrari ficaram ainda mais
convencidos de que seus grandes progressos na matematica deveriam ser publicados, mesmo

tendo jurado que néo o faria para Tartaglia.

“De acordo com opinido amplamente compartilhada pelos especialistas, o ano
de 1545 marca ‘o inicio da matematica moderna’. Justamente naquele ano, foi
publicado em Nuremberg, na Alemanha, o pequeno, mas rico, volume escrito em
latim ‘Artis magnae, sive de regulis algebraicis’ (A grande arte, ou as regras da
algebra), mais conhecido como ‘Ars Magna’, um texto destinado a imprimir uma
virada profunda na histéria da algebra, marcando o inicio de uma nova era para as
pesquisas matematicas.” (TOSCANO, 2012)

O entao autor desse livro, Cardano, foi amplamente aclamado, como o maior algebrista
de seu tempo, e hoje pode ser incluido como um dos maiores e mais influentes matematicos de
qualquer época. A Ars Magna apresenta pela primeira vez as férmulas para a resolugdo das
equacdes de terceiro e quarto graus para a comunidade cientifica matematica da Europa. Com
isso, Cardano tinha rompido a promessa feita para Tartaglia de nao publicar, ou de nao revelar, a
entdo férmula para a resolugéo das equagdes cubicas.

“Na Ars Magna, de qualquer modo, Cardano nao escondeu os nomes dos
primeiros autores das formulas resolutivas para equagdes cubicas, ou seja, Del
Ferro e Tartaglia, dando-lhes o devido destaque e atribuindo-lhes os devidos méritos,
além de reconhecer as contribuigées de Ferrari.” (TOSCANO, 2012)
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Tartaglia, mesmo tendo recebido os devidos méritos, nao gostou da publicacdo de
Cardano, ficando bravo e entao, discutindo em suas cartas com o0 matematico.

Apés saber das discussodes, Ferrari langou um desafio a Tartaglia, o qual nao gostou e
queria desafiar Cardano, pois a ele foi concebido o segredo da férmula e prometido manté-la em
segredo. Porém, vale lembrar que Cardano ja tinha adquirido enorme fama na Europa, e uma
disputa publica com um estudioso tdo eminente apresentava grandes vantagens para Tartaglia,
cuja uma vitéria o colocaria em muito prestigio, porém uma derrota nao seria considerada uma
desonra grave a ele.

Apos longas trocas de cartas entre Tartaglia e Ferrari, sobre diversos duelos e desafios,
apenas em 10 de agosto de 1548, chegou ao fim esse duelo, no qual os matematicos em Milao,
se desafiaram em batalhas matematicas. Apds algumas horas de batalha Tartaglia abandonou
a disputa, visto que todo o publico, ou quase todo presente no duelo, estava a favor de Ferrari,
dando assim, a vitoria a Ferrari.

Niccold Tartaglia morreu em Veneza no dia de 13 de dezembro de 1557, na soliddo e na
pobreza. No ano anterior, ele tinha publicado as primeiras partes do ‘“Tratado geral de nimeros e
medidas’, sua principal obra, cujas quatro partes seguintes foram publicadas postumamente, no
ano de 1560.

Ludovico Ferrari interrompeu seu mandato junto ao cadastro milanés por volta de 1557,
por motivos de saude. No ano de 1564, Ferrari faleceu de repente, com apenas 40 anos, e muito
provavelmente fora envenenado pela sua prépria irma.

Gerolamo Cardano usufruiu de muita fama e outros conhecimentos enquanto vivo. Porém,
entre 1570 e 1571, foi atingido por uma série de desgragas, apds ser condenado por heresia
aplicado pela Inquisicdo. Nao se sabe as acusacdes que lhe foram dirigidas, mas provavelmente,
eram devidas as relagées que Cardano mantinha com ambientes protestantes. Ele morreu no

dia 20 de setembro de 1576, um pouco depois de escrever a sua autobiografia.
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2 FORMULA DE CARDANO-TARTAGLIA

Mesmo tendo sido Tartaglia quem acabou deduzindo, a férmula recebeu o nome de
Cardano, pois foi ele quem a publicou em seu livro Ars Magna. Assim, a formula para a resolu¢éo
das equacgoes polinomiais cubicas recebe 0 nome de A Férmula de Cardano.

Quando Tartaglia, descobriu a solugao para as equacoes polinomiais da forma

xX*+ax+b=c(1)

ele deu as ferramentas, ndo apenas para esse tipo de equacao cubica, mas também para toda
equacao completa de terceiro grau (na qual todos os coeficientes séo diferentes de zero), pois
esta Ultima podia ser reduzida a forma dada na equacao (1), a qual chamou de forma reduzida.

Com isso, dada a equagado polinomial clibica completa ax® + bx? + cx + d = 0, com
coeficientes reais e a # 0, conseguimos modifica-la, tomando x = y + m, obtendo

aly+mP+bly+mPZ+cly+m)+d=0
ou entao, reescrevendo, temos
ay® + (3am + b)y? + (3am® + 2bm + ¢)y + (am® + bm2 + cm + d) = 0.

Comparando essas duas Ultimas equagdes, temos a impressao que ficou mais complicadas,

porém, tomando m = 33 conseguimos eliminar o termo de segundo grau da equagéao, sendo
a

assim, obtendo uma nova equacao polinomial cubica em y, dada por

—p? 2b*  bo
Sy ~Zid]=o.
a +(3a +C)y+<27a2 32" )

Dividindo agora, todos os membros por a, obtemos

s, (0%, ¢\, (20 be d\_,
y 322 " a) \o7 32 ta) T

A principio, parece ser uma equacao, ainda muito complicada de se resolver, porém, comparando

ela com a forma reduzida de equagdes cubicas y° + py + q = 0, temos que

_ b? Ce _2b2 bc d
B 9= %72

+
382 a

+_
382 a

o qual ja se sabia resolver, desde del Ferro.
Para resolvermos essa equacao, precisamos fazer algumas modificacdes e manipulagdes
matematicas.

Vamos supor que y é uma expressdo da forma y = u+v. Substituindo y em y*+py+q = 0,
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obtemos
(U+v)¥+pu+v)+g=0

o qual, ao desenvolver o cubo e reagrupar, obtemos
(WP +v¥+qg)+@Buv+p)(u+v)=0.

Sendo assim, se conseguirmos achar u e v que satisfacam
C+vi=—q, -VvP=-p®/27

teremos y = u + v satisfazendo y* + py + g = 0.

Como temos u® e v® sendo nlimeros que conhecemos a soma e o produto, conseguimos
encontra-los como sendo as raizes da equacédo de segundo grau w? + qw — p3/27 = 0, cujas
solucbes sao dadas por

7
assumindo, como Cardano, que 6 = —

4
3
SOV
4 27 2

Logo a famosa férmula de Cardano-Tartaglia € dada por

s 9 ¢ p* s g [g* P
=\ —=+A/—+ =+ =\ + =
2 4 " 27 2 4 " 27

Sendo assim, uma solugéo da equagao polinomial ciibica completa da forma ax® + bx*+cx+d = 0

> 0. Deduzimos entdo que

r\)|b

€ dada por

2 3 2 3
2 V4 27 2 4 27

3
Destacamos que quando o discriminante ¢ = qz + 5—7 < 0, a equacdo clbica reduzida x* + px +
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g = 0 apresentara 3 raizes reais e distintas, as quais podemos encontrar através do método
trigonométrico de Viete. Sendo assim, a formula de Cardano é valido para quando o discriminante
6>0

2.1 A FORMULA DE VIETE

Diferente de Cardano-Tartaglia, a solugao trigonométrica de Viéte, trata de uma solugao
utilizando cos # e depois, comparando com a equacao desejada.

Ou seja, para toda equacéo do 3° grau, na forma x® = 3R?x + 2R°® cos 30 buscamos uma
raiz x = 2R cos 6. Partindo da identidade trigonométrica

cos 30 = 4cos®§ — 3cosd
ao reorganizar, temos
4cos® 6 = cos 30 + 3cos b,
na qual multiplicando ambos os membros por 2R° , sendo R diferente de 0 um nimero real,
8R°cos® ) = 2R® cos 30 + 6R° cos 0
que pode ser reescrita como
(2R cos #)® = 3R?*(2R cos f)) + 2R°® cos 30
e fazendo x = 2R cos ¢ chegaremos a equacgao
x® =3R?x + 2R%cos 30 = x® — 3R?x — 2R%cos 30 = 0.

Comparando a forma de Viete x> — 3R?x — 2R°cos 30 = 0 com a forma reduzida
x®+px+q=0,tomamos p= —3R?com p < 0 e g = —2R° cos 3. Como p e q sdo conhecidos,
podemos encontrar os valores de R e 6.

Ou seja, dada a equacéo reduzida de 3° grau x* + px + q = 0, temos:

Se § > 0 podemos usar a férmula de Cardano.
Se § < 0, entdo p < 0, que é a condicdo necessaria a aplicagdo do método de Viete.

2.2 DISCRIMINANTE

2 3
Andlise do discriminante ¢ = % + 5—7 da formula de Cardano. Assim como na equacao

do 2° grau, o valor do discriminante § da férmula de Cardano esta diretamente relacionado como
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nimero de raizes reais da equagdo do 3° grau. Vejamos 0s casos:
1° Caso: 3 raizes reais e distintas: Sejam a, b e ¢ trés nimeros reais distintos que sdo
solucdes da equacdo x° + px + g = 0. Pelas relagdes de Girard temos:

a+b+c=0=c=—(a+b) (1)
ab+ac+bc=p (2)
abc=—q (3)

Substituindo o valor de ¢ na segunda e terceira equagdes tem-se que
p=ab—(a+b)?eq=abla+b)

gue substituidos em ¢ chega-se a

=0 <0.

{ab(a + b)} 2 [ab —(a+ b)Z} 8 9(a — b)?(2a + b)(a + 2b)?
PO B Gl BN e el B
2 3 108

2° Caso: Uma real e duas raizes complexas. Sejam a + bi, a— bie c,coma, be ¢
numeros reais, solucdes da equacdo x° + px + g = 0, entdo pelas relagdes de Girard, temos

2a+c=0=c=—-2a (1)
a+b*+2ac=p (2)
c(@ +b?) =—q. (3)

Substituindo o valor de ¢ nas equacdes (2) e (3), obtemos p = b® — 3a° e g = 2a(a + b®) que
substituidos em ¢ nos da

= 4§ >0.

2a(a+b)]? [p2—322]° 81a*b? + 1882b* + b°
§= |22 L2 o
2 3 27

Note que:

b #0= 0 > 0 e teremos duas raizes complexas e uma real.

Para b = 0 tem-se J = 0 0 que torna as trés raizes reais, sendo duas ou trés coincidentes.
Vamos mostrar que as reciprocas também sao verdadeiras, ou seja:

e Se 0 < 0 = 3 raizes reais e distintas.

e Se 0 = 0 = 3 raizes reais sendo duas ou trés coincidentes.

e Se 0 > 0 = 2 complexas conjugadas e uma real.

De fato, se § < 0 ndo implicasse em trés raizes reais e distintas, teriamos uma raiz complexa e

sua conjugada e assim estariamos no 2° caso, o que é uma contradic&o.
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3 RESOLUGAO DE EQUACOES DE 4° GRAU

3.1 METODO DE FERRARI

A histéria da solugéo algébrica da equagao do quarto grau vem junto com a do terceiro
grau, por ter sido encontrada pelo matematico Ludovico Ferrari. Certo dia, 0 Mateméatico Zuanne
de Tonini da Coi propds a Cardano o seguinte problema:

"Divida 10 em trés partes tais que elas estejam em proporgao continuada e que o produto
das duas primeiras seja 6".

Se as trés partes sao denotadas por x, y e z, tem-se

X+y+z=10
xz=y2

Xy =6

Esse sistema tem como consequéncia a equacgéo y* + 6y® — 60y + 36 = 0. Depois de
varias tentativas sem sucesso, Cardano passou o desafio a Ferrari que acabou encontrando
uma férmula geral para as equacgdes do quarto grau. Este processo também foi publicado por
Cardano, como continuacao da solugéao feita por Tartaglia das equacgdes do terceiro grau, em
sua obra Ars Magna.

Dada a equagéo geral de quarto grau ax* + bx® + cx? + dx + e = 0, com coeficientes reais
e a # 0, substituindo x por y — 7 tem-se como resultado a equagao reduzida, sem o termo de
terceiro grau, y* + py? + qy + r = 0, sendo p, g e r sdo:

_¢c_ 3
" a 8a’
d bc be

+ o=
a 2a 8a
e bd bc 3b*
-t -
a 4a 16a® 256a*

Foi esse tipo de equacdo que Ferrari resolveu o desafio. Ele reagrupou os termos de
modo que nos dois lados da igualdade houvesse polinémios quadrados perfeitos. Sendo isso
possivel, seriam extraidas as raizes quadradas, caindo em equagdes do segundo grau, e 0
problema estaria resolvido. Assim ele procedeu: Isolando y* + py? e somando py? + p? a ambos

0s membros

y*+2py? +pf = py? —qy — r+p’
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ou

V2+pP=py>—qy+p°—r.

Tomando s arbitrario,

(V2+p+sP=py®—qy+p° —r+2s(y’+p)+s° = (p+2s)y> — qy + (0> — r + 2ps + ).

Agora escolhendo s de forma que o lado direito da equacao acima seja um quadrado (a condicao
necessaria e suficiente para que a equacdo ax?+bx+c = 0 seja um quadrado é § = b> —4ac = 0),
tem-se

4(p +2s)(p® — r+2ps+s°) — g = 0.

Esta é uma equacgao do terceiro grau em s e como se sabe resolvé-la, chega-se a um valor de s
que reduz a solugao da equagao original a extracao de raizes quadradas, pois teria

(V2 +p+s)f = (ty +u?

Como f e u sdo numeros reais que dependem de p, q, r e s. Consequentemente,
V2+p+5s==E(ty+u).

Logo, a solugdo completa da equagao do 4° grau € dada por

X=y—4—a.

3.2 METODO DE EULER

Leonhard Euler (1707-1783) foi um matematico suico que fez contribuicbes enormes para
uma ampla gama da matematica e fisica, incluindo geometria analitica, trigonometria, geometria,
célculo e teoria dos numeros. Em 1772, Euler, em seu livro Elements of Algebra, publicou
um novo método de resolver equagdes do 4° grau, baseado nas relagdes de Girard, produtos
notaveis e na resolugao de uma equagéo auxiliar do 3° grau. Assim, da mesma forma que Ferrari,
o método de Euler passa pela resolugido de uma equagéo do 3° grau.

Considere a equacdo do 3° grau x* — Sx? + Sd — P = 0, de raizes X, x» € X3, que satisfazem :
X{+Xo+ X3 =8, XyXo + X1 X3 + XoX3 = Sd € X{ XoX3 = P.

Tomando y = /X1 + /X2 + /X3, temos

Y2 = X1 + X + Xs + 2(/X1 Xz + /X1 X3 + \/XoX3),
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que implica

s
& N = (Ve + VXK + V) =

= X1 X2 + X1 X3 + XoX3 + 24/ X1X2X2(\/X_1+ \/X_z + \/73),

ou seja,

2
- S
() =S+ VP,

ou
y* —28y? —8VP+ S — 48, =0. (%)

Dada a equagao do 4° grau ay* + bx® + cx? + dx + e = 0 com coeficientes reais e a 0, fazendo
a substituicdo x = y — i tem-se a forma reduzida y* + py? + qy + r = 0 que, comparada com ()
implica em

p=-2S, qg=-8V/Per=5 —48,.

Como p, g e r séo conhecidos, podemos encontrar os valores de S, S, e P, de modo que

S—r p*P—ar

S=— =
4 16

q.»
, P=(2)"eS;=
(8) o
Assim, reescrevendo a equacao do 3° grau temos:

p p° — 4r
R

)2 = 0.
2 16

)+ (2

Obtemos x4, X, € x3 tais que:

Y= VXXt /x

satisfaz a equacao
y4+py2+qy+r=0.

Para encontrar as raizes da equagdo completa do 4° grau basta lembrar que x = y — %, sendo
y solucdo da equacdo y* + py? + qy + r = 0. Observe que cada raiz quadrada pode assumir
dois valores complexos, mas a equacéo VP = —g diz que /x1v/X2\/X3 = —g. Assim, para
cada valor de /x; € /X, hd um Unico valor de /x3. Dessa forma, obtemos todas as raizes da
equacéo original.
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4 RESOLUCAO DE EQUAGOES DE 5° GRAU

As solucoes de equagdes algébricas até o quarto grau sao sollveis por férmulas que
envolvem as quatro operacoes aritméticas e a extracao de raizes. Entretanto, nem todas as

equacgbes do 5° grau podem ser resolvidas por formulas gerais desse tipo.

"Em 1799, Ruffini (Paolo Ruffini, 1765-1822) publicou um trabalho em que, exceto
por um pequeno engano, provava a impossibilidade de resolugédo da equagao do 5°
grau por férmulas. Como na época nao se acreditava que uma equacao algébrica
ndo pudesse ser resolvida por meio de férmulas, morreu sem corrigir sua prova e
sem ser reconhecido por ela. A primeira prova correta da impossibilidade de resolver
as equagodes do 5° grau por meio de férmulas foi publicada pelo noruegués Abel
(Niels Henrik Abel, 1802-1829) em 1824. O curioso é que, trés anos antes, Abel
chegou a acreditar ter obtido a formula da equagao do 5° grau, porém, ao produzir
um exemplo de utilizagdo da férmula, percebeu que se enganou.” (PONTES et al.,
2013)

Galois (1811-1832) também provou essa impossibilidade usando sua prépria teoria, mais
tarde chamada Teoria de Galois. Com isso, esse génio francés, que morreu num duelo aos 21
anos de idade, nos permitiu hoje saber quais equacdes sdo ou nao passiveis de resolugao por

formulas que envolvem os coeficientes.
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5 USO DE DERIVADAS EM RESOLUCOES DE EQUACOES POLINOMIAIS

5.1 DERIVADA DE UMA FUNGAO POLINOMIAL

Seja f : R — R uma fungéo polinomial definida por
f(X) = apX" + a@p_1 X"+ apoX" 2 4+ @XP + A1X + Q.

Chamaremos de ' : R — R a funcgéo polinomial derivada com relagéo a x da funcéo f definida
por

24 . +3a3x% +2ax + ay.

f'(x) = napx™ " +(n— 1)a,_1x"
Como a derivada de uma fungéo polinomial também é um polinémio, podemos calcular a derivada
da derivada com relacéo a x, a qual denotaremos por f’(x), a qual é a derivada segunda de f

com relagao a x, temos

3

f'(x) = n(n — 1)apx" 2+ (n— 1)(n — 2)a,_1 X" > + ... + Bagx + 2ap.

Seguindo o mesmo procedimento, podemos calcular todas as derivadas da funcao
polinomial f(x).

5.2 METODO DE NEWTON PARA ENCONTRAR RAIZES

Os métodos que se usam atualmente para determinar uma raiz de uma fungao polinomial
f(x) localizada num intervalo [a, b], quando se sabe que f(a) e f(b) possuem sinais opostos, ndo
se baseiam em férmulas fechadas, como as que foram obtidas para as equagdes de grau < 4.
Em vez disso, esse método se baseia em algoritmos aproximativos, os quais instruem, passo a
passo, como proceder para obter uma sequéncia de nimeros xy, X, ..., Xp, ..., tais que os valores
de f(x1), f(x2), ..., f(x,) estédo cada vez mais préximos de zero.

Isaac Newton (1642-1727) desenvolveu um método iterativo para determinar uma raiz de
uma funcao polinomial f(x) localizada no intervalo [a, b], quando se sabe que f(a) e f(b) possuem
sinais opostos. Segundo este método, se x; € um valor préximo de uma raiz, a sequéncia

X1, Xo, ..., X, de niUmeros reais obtidos pela férmula iterativa

f(xn)
f'(xn)

Xnst = Xp —

tem como limite uma raiz de f(x). Com f'(x) representando a derivada da funcéo polinomial f(x).
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5.3 DETERMINAR OS COEFICIENTES

Funcao polinomial do 1° grau:
Seja f : R — R uma fungéo polinomial do 1° grau definida por f(x) = ax + b, com a # 0.
Substituindo x por y + m, temos

f(x)=f(y+m)=aly+m)+b=ay+(am+b).
Como f(m) = am + b e f(m) = a podemos escrever

f(x) = f(y + m) = f'(m)y + f(m).

Portanto, os coeficientes da fungdo do 1° grau transladada sé depende das derivadas de f no
ponto m.

Funcéo polinomial do 2° grau:

Seja f : R — R uma fungéo polinomial do 2° grau definida por f(x) = ax? + bx + ¢ = 0,
com a # 0. Substituindo x por y + m, temos

f(x) = f(y + m) = aly + m> + b(y + m) + ¢ = ay® + (2am + b)y + (am? + bm + ¢).
Observando que

f(m) = am® + bm + ¢,
f'(m)=2am+be
f'(m) = 2a,

podemos escrever os coeficientes da fungao do 2°grau transladada em fungéo das derivadas de
f no ponto m. A fungao do 2° grau transladada é dada por

f///(m)

F(x)=f(y+m)= 5

y? = f'(m)y = f(m).
Portanto, os coeficientes da fungéo do 2° grau transladada s6 depende das derivadas de f(x) no
ponto m.

Funcoes polinomiais do 3° e 4° graus:

De forma semelhante, podemos escrever a fungéo do 3° grau f(x) = ax* + bx* +cx+d = 0
transladada de x para y + m em funcdo das suas derivadas no ponto m, ou seja,

Fiyem =" L o my v tm)

e ado 4° grau f(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e = 0 transladada de x para y + m em funcéo das
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derivadas de f(x) no ponto m, ou seja,

fl///(m) . fl/l(m) 3 f//(m)

oq Vit VT yZ + f'(m)y + f(m).

Fly +m) = 5

Portanto, os coeficientes das fungdes do 3° e 4° graus transladadas s6 dependem das derivadas
da fungao f(x) aplicadas no ponto m.

Observe que todas as fungdes transladadas seguem o mesmo padrao.
Fungéo polinomial do 1° grau:

1

f*(m)
—_ f _ k
fy +m) = f(m)y +f(m) = A
k=0
Fungao polinomial do 2° grau:
(m) =~ (m)
fly + m)= ——y*+ f'(m)y + f(m) = %8
2 — k!
Funcéo polinomial do 3° grau:
f/l/(m) f//(m) 3 fk(m)
fly + m) = v+ v+ f(m)y + f(m) = vk
6 2 pany k!
Funcao polinomial do 4° grau:
fl/l/(m) . fl/l(m) 5 f//(m) » , 4 fk(m) P
= f(m) = .
Hy+m)=— =y + ==y +— -y +F(my+fm) I y

Generalizando temos que qualquer fungao polinomial de grau n transladada em m unidades
possui coeficientes que s6 dependem das derivadas da fungéo f(x) original aplicadas no ponto
m da seguinte forma

f(x) = fy + m) =
k=0

na qual, n é o grau da funcéo polinomial e f(m) é a k-ésima derivada da fungao original aplicada
no ponto m e considera-se a derivada de ordem zero como sendo a propria fungao.

5.4 ESCREVER OS COEFICIENTES

Podemos escrever qualquer fung¢ao polinomial de grau n transladada m unidades com
coeficientes que s6 depende das derivadas da fungéo f(x) original aplicadas no ponto m da
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seguinte forma:

f(x) = f(y + m) =
k=0

como n é o grau da fungéo polinomial e f<(m) é a k-ésima derivada da funcéo original aplicada
no ponto m.
Seguindo o mesmo procedimento de Viete, Cardano e Ferrari vamos substituir m por

—— na expressao anterior e fazendo f(x) = 0, obtemos
na

k=0
Vamos escrever a equagéo reduzida do 1° grau. Usando a forma geral e considerando f(x) =

ax + b =0, temos

b b
f'(—;)}/+ (=) =0

b b
Como f'(—=) = ae f(——) = 0, temos
a a
ay=0=y=0.

Para a equacdo do 2° grau. Usando a forma geral e considerando f(x) = ax® + bx + ¢ = 0,
temos

'(—52) » b b
— 222 f(— )y +f(—=)=0.
y =y + =)

b
2 2
a f(—— =0=
Y+ f( 2)— y +

Comparando com a forma reduzida de Viéte y? + p = 0, concluimos que

b
Isso nos diz que os coeficientes da forma reduzida obtida através da translagéo de x por y — >z

b
dependem apenas da fungdo do 2° grau aplicada no ponto x = ey

Equagéo do 3° grau. Usando a forma geral e considerando f(x) = ax® + bx> + cx + d = 0,
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temos

sdo os coeficientes da formula de Cardano que dependem sé da fungéo do 3° grau e de suas
derivadas aplicadas no ponto x = ~3a
Equagéo do 4o grau. Usando a forma geral e considerando f(x) = ax*+bx>+cx?+dx+e = 0,
temos
b b b
f””(_ﬁ) . f’”(—a) 5 f”(—@) » b b

f'(——)y +f(——) =0.
os YVt VT VTR

b b
Como f"(——) = 24ae f"(——) = 0 podemos escrever
4a 43

(=) =) f(=2)
4 4a 2 4a 4a

=0
yo+ 2a yo+ a Y a

e comparando com a forma reduzida do 4° grau y* + py? + qy + r = 0, temos que

b= f'(—2) g- f'(—2) or- f(—2)
- 28 7 a T a

sdo os coeficientes da forma reduzida do 4° grau dependem apenas das derivadas da fungao

f(x) original aplicadas no ponto x = ~1a
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6 APLICACAO

6.1 PROBLEMAS DE EXPLORACAO

Nos paragrafos seguintes, ilustramos métodos descritos neste trabalho através de proble-
mas propostos.

1. Girolamo Cardano, no século 16, em seu livro Ars Magna, deduziu a férmula de del
Ferro-Tartaglia-Cardano, para encontrar uma solucao real de uma equacao cubica
reduzida. No nosso contexto, uma equagéo cubica reduzida é uma equagao polinomial

do terceiro grau, da forma x2+ Px+ Q =0, sendo P e Q nimeros reais.

2 3
Férmula de Cardano, em versdo modernizada: Sendo D = 7 + 57 se D > 0, entdo

uma das raizes reais da equacéo x* + Px + Q = 0 é dada por

XO=V§+¢5+\B/‘TQ_¢5

Encontre uma raiz real da equacdo x* + 3x = 10 usando a férmula de Cardano.
Resposta: Da equacao temos que P = 3 e Q = —10, com isso, temos que,

Logo,

NI

X0 = V—(—m +¢2—s+\ﬁ/‘(“°) _ /56

2 2

X0=\3/5+\/26+\3/5—\/26

2. Considere o polinémio f(x) = x*+Px+Q, com P e Q reais. Suponha que o discriminante
PS
D=—+ 57 satisfaz D > 0. Para deduzir a formula de Cardano para uma raiz real

4
de f(x), é necessério seguir roteiro abaixo:

a) Mostre que, sendo u e v niimeros reais, temos (u+Vv)> —3uv(u+v)— (uP+v?) =
0.



29

R: Como u e v sdo ndmeros reais, logo temos que:
(u+v)® =0®+30%v +3uv? + V2
Sendo assim,
(u+v)® =3uv(u+v) — (P + V% =
P +30Pv +3uv? + v —Buv(u+v) — (BB + VP =
U +30%v+3uv + v — BUPv+3uv?) — (P +v?) =0

b) Sendo u e v reais, mostre que se tivermos 3uv = —P e v + v® = —Q entdo
Xo = U + v seraraiz de f(x).

R:Como P = —3uve Q= —(u* + V%), temos,
xX+Px+Q=0

X —@Bux -1 —v*=0

Tomando x = u + v, obtemos
U+ v —@u)u+v)—u’—v¥=0

P +3Pv+3uv + v =3 v — 3w — P — v =0
0=0
Logo, xo = U + Vv é raiz de f(x).
c) Mostre que se 3uv = —Pe u® + V3 = —Qsentéo y; = Ul ey =v®sdoas
raizes da equacdo quadratica y® + Qy — — = 0.

27
R:Sendo P = —3uv e Q = —u® — v, consideremos o polindmio quadratico

—3uv)?
h — 2 T - | o (
W) =y +(=u —Vv)y 57
Se y; = U° e y» = v® entdo temos que:
—3uv)® —3uv)®
) = 7+ (-0 — Py — o - v -
- — BV — (=P =0.
(—3uv)® (—3uv)®

3\2 3 3y,,3
= (v —u” = V)V —
57 (Vo)™ + ( ) 57

Vv — BV — (=) =0.

h(yz) = y5 + (—U® — V¥)yo —
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PS
Logo, y1 = U° e y» = v® sdo raizes da fungéo h(y) = y* + Qy — -
P3
d) Determinando as raizes da equacdo quadratica y® + Qy — 57 = 0, e

supondo u > v, conclua que u = \/—Q/2+vVDev=1/—Q/2—D,e
que portanto xp = \3/—0/2 +vVD+ \3/—0/2 —V/D.

R: Dada a funcéo x2 + Px+Q = 0, sabemos que xg = U+ Vv, com isso, temos,

(w+v)P+PU+v)+Q=0

B +30v+3uvi+vi=Pu+Pr+1=0
WP+v)+U+v)Buv+P)+Q=0

Chamando ® + v = —Q, temos

(u+v)(Buv+P)=0

Logo, consideramos 3uv + P = 0 ou seja uv = —EP. Com isso, podemos
concluir que u®v® = \3/2_7_P e u® + v®* = —Q, chegando ao fato de que v* e v*
sdo raizes da equacado y? + Qy — 32_7 = 0. Aplicando Bhaskara, temos
que as raizes sao
QZ PS
P =—-Q/2+ VT
V= —-Q/2 - & + L

2 3
Chamando D = — + —, temos entéo
4 27

u=1/—-Q/2+VD
v=1y/—-Q/2—+VD

Ouseja, xp=U+V = \S/—Q/2+\/5+ \3/—0/2—\/5.

3. Neste problema deduziremos que a cubica reduzida possui duas raizes complexas
quando D > 0, e apenas raizes reais quando D = 0. Considere o polinémio f(x) =
2 3

x* + Px + Q, com P e Q reais. Suponha que o discriminante D = 2t satisfaz
D >o0.

Como vimos, no problema 2., tomando-se u e v satisfazendo v > v, 3uv = —P e
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¥+ v = —Q, teremos u = \/—Q/2+ VD, v = \/ —Q/2 — V/D, e o ntimero real

Xo = U+ v sera raiz real de f(x). Vamos agora determinar as demais raizes de f(x).

a) Considere que f(x) = x* — (3uv)x — (u® + v®). Usando o algoritmo de
Briot-Ruffini, divida f(x) por x — xo, mostrando que

f(x) = (x — (u+V)) (X + (U+ V)X + (U — uv + V7))

b) Usando o fato deduzido no item anterior, mostre que as demais raizes de
f(x) sao dadas por
u+v  (Uu—v)V3 u+v  (U—Vv)V3

Xy = — ) Xo = — — )
1 2 T 2 2 2 2

c) Se D > 0, f(x) tem uma raiz real e duas raizes complexas (conjugadas) nao
reais. Se D = 0, f(x) tem trés raizes reais, sendo duas delas (a0 menos
duas) coincidentes.

. , L p . - o : S
4. Pesquisa de raizes racionais. Se — é uma fragao de inteiros, primos entre si, e é raiz
q

de um polinémio f(x) = a,x" + ap_1x""

+-+ @X+a, (comn > 1, a, #0), de
coeficientes inteiros, entdo p é divisor de ay e g é divisor de a,. Para memorizar: o
denominador q divide o coeficiente dominante, e 0 numerador p divide o coeficiente

constante.
Artigo do Professor Lenimar Nunes Andrade, RPM nimero 14, acrescenta as seguintes

condigbes necessarias para p e g: p — q é divisor de (1), e p + g € divisor de f(—1).

Encontre as solugdes das equacdes cubicas seguintes, determinando uma delas
através de pesquisa de raizes racionais.

a) x* +10x = 6x° + 4. Resposta: 2 e 2 + /2.
b) x®+6x — 20 = 0. Resposta: 2 e —1 + 3i.

5. Mostre que a = \3/\/5 -2 — \3/\/§+ 2 é um numero inteiro.

Resposta: Temos a = u—v, sendo u = \/v/5 —2e v = \/v/5+2. Como & = —4—3a

e entdo a é raiz da equagcao cubica x*+3x+4 = 0. Pelo resultado deduzido no problema
3., esta equagdo possui uma unica raiz real, que é um inteiro facil de ser adivinhado.

6. Método de Viéte para equagébes cubicas: O método de Frangois Viéte (século 16),
para buscar raizes de uma equagcéo cubica reduzida x> + Px + Q = 0, consiste em

primeiramente assumir que a raiz procurada tem a forma | x = rcos ¢, com r > 0‘
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Substituimos esta expressao de x na equacao cubica. Multiplicamos entdo a igualdade
resultante por 4/r3, e igualamos os coeficientes da equagao assim obtida (em r e 6)

aos coeficientes da identidade ’ 4cos®h —3cosf —cos30 =01

No caso geral, para uma equacédo x° + Px + Q = 0, com P e Q reais, por este método

4P _ 4Q
obtemos | r = 3 e procuramos 6 satisfazendo |cos 30 = Tt

o i . 4Q
Um primeiro 6, é obtido fazendo-se 36, = arccos <_F> dando x; = r cos 8, como
uma raiz da cubica. Outras duas raizes sdo obtidas tomando-se 6 = 0, + 120° e
92 = 00 + 2400.

. Ludovico Ferrari, discipulo de Cardano, criou um método (ndo uma férmula, como
veremos) para encontrar raizes de uma equagao quartica geral. Chamamos de
equagdo qudrtica geral uma equagcao polinomial da forma x* + ax® + bx® + cx + d = 0.
Os passos do método, com adaptacgdes livres e modernizadoras, € o seguinte.

Primeiramente, escrevemos x* + ax® = —bx? — cx — d.

Completando o quadrado do primeiro membro, chegamos a seguinte equagao equiva-
lente a equacédo quértica dada:

1 \? 1
>+—ax)| =—bx®—cx—d+-ax°
2 4

2 1 ? 1 2 2
X“+—-ax|] =|—-b+-a8 | x“—cx—d
2 4

Na tentativa de forgar que o segundo membro da equacéo tenha a forma A(x + B)?,

ou seja,

somamos um parametro t a expressao dentro dos parénteses do primeiro membro e

desenvolvemos o quadrado perfeito:

1 2 1 \? 1
o +r—ax+t) =(xP+-ax| +2(xX°+-ax|t+1
2 2 2

1
Substituimos entdo o termo (x® + Eax)2 pelo segundo membro da equagéo (7.):

1 2 1 1
r—ax+t)] = -b+-8|xX°—cx—d+2(x°+-ax|t+1
2 4 2

Rearranjando os termos temos uma nova equacgao equivalente a quartica original:

L ? 1, 2 2
X+§ax+t = _b+Za +2t ] x“+(—c+at)x+(—d+ 1)
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Se a expressao quadratica do segundo membro tiver discriminante A = 0, ela tera

duas raizes coincidentes e tera entdo a forma almejada.

Determinando um numero real t, que fagca A = 0 (explique porque isto é sempre
possivel), a equagao quartica dada inicialmente passa a ser equivalente a uma equacao
da forma

1 2
<x2 +pax t0> = +A(x + B> (com Ae Breais, A > 0)
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7 CONCLUSAO

A utilizagao das férmulas para a resolugao das equacgdes de 1°, 2°, 3° e 4° grau facilitam
0 processo e as contas, porém ainda é necessario decora-las e, em determinados casos, fazer
manipulag¢des algébricas nas fungdes originais. Com isso, utilizando as derivadas, fica mais
simples a resolucéo desses problemas, sem depender de grandes contas e da necessidade de
decorar muitas férmulas, uma diferente da outra, facilitando o trabalho no processo.

Apesar disso, para a utilizacao de derivadas é necessario a utilizagcdo de conhecimentos
avangados, férmulas e métodos matematicos que nem todos possuem, principalmente fora do
meio académico, sendo assim, limitando a utilizacao por todos que necessitem.

Com isso, mesmo a férmula para a resolugéo de equagdes de 3° grau ser um pouco
complexa, o raciocinio por tras dela € muito interessante e muito rico em métodos matematicos,
sendo muito vantajoso a aplicacao dela para os estudantes, tanto nos anos seguintes ao que é
ensinado Bhaskara, quanto no aprofundamento nos meios académicos. E uma férmula pouco
conhecida e utilizada, com isso, acredito que muitos matematicos nem saibam da sua existéncia,

sendo pouco divulgada e pouco utilizada.
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