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Resumo

Neste trabalho, encontraremos solu¢des de ondas delta choque para trés problemas de Riemann
sendo dois sistemas hiperbdlicos de leis de conservacdo com amortecimento linear e um modelo de
cromatografia ndo linear de trés componentes. Aplicaremos o conceito de ¢-solucdes para encontrar

tais solugdes. Tal conceito € feito utilizando o produto de distribuigdes.

Palavras-chave: Amortecimento linear, Cromatografia, Onda delta choque, Problema Riemann, Pro-

duto de distribuicdo, Sistema ndo estritamente hiperbdlico.
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Abstract

In this work, we will find the delta shock wave solution for three Riemann problem where two
are hyperbolic systems of conservation laws with linear damping and a three-component nonlinear
chromatography model. We will apply concept of a-solutions to find them. This concept uses the

product of distributions.

Keywords: Linear damping, Chromatography, Delta shock wave, Riemann problem, Product of dis-

tributions, Non-strictly hyperbolic system.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos o problema de Riemann para os sistemas hiperbdlicos de leis de

conservacao com amortecimento linear

1 k+1y __
ut+k+1(u )x_ ﬁu7 (1)

pr + (puk)x = 07

ur + (), = Bu,
)

pi+ (k+1)(put), =0,
onde 3 uma constante positiva e k € N um nimero impar. Por conveniéncia, supomos p > 0 ao longo

deste trabalho. As condig¢des iniciais sdo dadas por

(p—,u_), se x <0,

(p7u)(x70) = { 3)

(p+vu+>7 se x > 0.

Como ja sabemos os sistemas (I)) e (2) ndo sdo estritamente hiperbdlicos e sdo linearmente de-
generados. Os sistemas e sdo casos particulares do seguinte sistema triangular de leis de

conservacao

{ut"’(f(”))x =+p, @

P+ (pg(u))x =0,
para f(u) = 7u ™ em (@), f(u) = "' em @) e g(u) = f'(u). O sistema triangular de leis de
conservagdo (@) surge em uma grande variedade de modelos fisicos e de engenharia, veja por exemplo
[20] e suas referéncias. Quando k = 1, o caso homogéneo do sistema (|I)) é usado para modelar a
evoluc@o das heterogeneidades da densidade na matéria do universo [45] e quando k =1¢ f =0 as
primeiras equagdes de (I)) e (2)) sdo chamadas de equacdes de Burgers e sdo usadas para modelar vérios
fendmenos como ondas de choque na dindmica dos gases e turbuléncia hidrodinamica [4,(19},36]. Em
1990, LeFloch [26] estabeleceu a existéncia de solugdes fracas para o caso homogéneo do problema
de Cauchy do sistema @) com g(u) = f'(u) e f”"(u) > 0. O problema de Riemann para o caso
homogéneo do sistema (1)) com k = 1 foi estudado por Joseph [22] em 1993. Seu trabalho incluiu
solu¢des ondas delta choque. Ele usa um sistema de regularizacdo parabdlico para obter formulas

explicitas das solucOes de Riemann. Assim, ele construiu o limite fraco da solu¢io de aproximagdo

1



Introducdo 2

e este € definido como uma solucdo do tipo onda delta choque. Em 2000, Ercole [16] obteve uma
solucdo de onda delta choque como limite de solugdes suaves pelo método da viscosidade nula para
o problema de Riemann do sistema () com g'(u) > 0, f”(u) > 0e f'(u) < g(u). Esta abordagem
foi desenvolvida por Dafermos em [9]. Em 2019, Keita e Bourgault [23]] resolveram o problema de
Riemann para o sistema (T]) para o caso k = 1. Recentemente, De la Cruz e Juajibioy [[15] resolveram
o problema de Riemann para o sistema (I]) e De La Cruz também resolveu para o caso k = 1 em [[14].
Seus trabalhos incluem solucdo classica de Riemann e solu¢@o de onda delta choque.

Também estudaremos o problema de Riemann do seguinte modelo de cromatografia nao linear de

trés componentes com o reator isotérmico de Langmuir generalizado competitivo-cooperativo misto

na forma
§
i () =0

l+ut+v-—w/,

— | =0, 5
vt+(v+1+u+v—w>x )
w,—}-(w—i—L) =0,

. l+tut+v—w/,

com os dados iniciais
(u—,v_,w_), se x <0,
(e, v, w)(x,0) = (6)
(y,vy,wy), se x>0.

As varidveis de estado u,v e w sd@o duas componentes tipo Langmuir € uma componente tipo
anti-Langmuir respectivamente, ou seja, concentragcoes de trés espécies diferentes, 0 que nos permite
supor que u,v e w sdo fungdes ndo negativas de (x,7) € R x [0, +oo) satisfazendo 1 +u+v—w > 0. O
estudo do problema de Riemann é muito importante na teoria da cromatografia devido ao fato de que
o estado inicial (u_,v_,w_) corresponde a composi¢do inicial e o outro (u,v4,w. ) corresponde a
composi¢do da alimentagao.

Atualmente, a cromatografia € uma técnica eficaz para separar misturas de multicomponentes e
tem sido muito utilizada e investigada na teoria do equilibrio local [2]. Portanto, a teoria da cromato-
grafia ndo linear desempenha um papel importante na inddstria moderna. Em 2010, [28] encontraram
experimentalmente uma solug¢ao onda delta choque para um modelo cromatogréfico da isoterma de
Langmuir generalizada mista. A partir dai, as solu¢gdes de ondas delta choque para todos os tipos de
sistemas de cromatografia tém sido investigadas como em [29, |31}, 48, 49] por andlises tedricos e [21]
por cdlculos numéricos.

Usaremos outro método para encontrar uma solu¢do envolvendo ondas delta choque para o pro-
blema de Riemann dos sistemas (1)), (2) e (5)) sob as condi¢des iniciais (3) e (6)), respectivamente.
Este conceito de solu¢des contendo ondas delta choque tem sido muito usado para resolver sistemas
hiperbdlicos ndo lineares das leis de conservacdo e é uma generalizacdo de uma onda de choque
classica. Esta generalizacdo foi abordada por Zeldovich e Myshkis [S7] em 1973, mas, fo1 Korchinski

[25] em 1977 em sua tese de doutorado ndo publicada que considerou o problema de Riemann para
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o sistema (@) com f(u) = %uz e g(u) = % f'(u) e motivado por alguns resultados numéricos, cons-

truiu dnica solu¢do de Riemann para obter choques singulares no sentido de distribui¢des. Em 1994,
Tan, Zhang e Zheng [S1] estabeleceram a existéncia, singularidade e estabilidade de ondas delta
choque para uma pertubacdo viscosa do sistema estudado por Korchinski e a partir dai, este con-
ceito foi amplamente estudado por matemadticos e fisicos, para exemplos dos resultados consulte
(3,120 113,116,130} 32,48 143, 146,47, 50, 51,156]] e diferentes métodos tem sido utilizados para mostrar
a existéncia de solugdes de ondas de delta choque [5,18,113),116,130,148,156]]. A func¢do delta de Dirac na
solug@o de onda delta choque do problema de Riemann () e (6)) estdo envolvidas nas trés varidveis de
estado u, v e w simultaneamente, o que distingue das solu¢des de ondas de delta choque para proble-
mas de Riemann de (1)) e (2) em que a fun¢@o delta de Dirac estd envolvida em apenas uma varidvel
de estado. E interessante notar que a curva de rarefacio de (®) é a mesma que a curva de choque no
espaco de estados (u,v,w). Assim, o sistema (3) pertence aos conhecidos sistemas hiperbélicos do
Tipo Temple de leis de conservagdo [52, 153, 54].

Fazendo as substitui¢des de varidveis s = u+v e r = s —w como em [48]], o sistema (5)) nés dd o

sistema desacoplado

i
=0
r’+(r+1+r)x |

s
S+ | s+ =0,
( l—i—s)x

(r—,s—), se x <0,
(r,5)(x,0) = (8)

(r+,S+), se x> 07

(7

com os dados iniciais

sendo r+ = s —wy e s+ = ur +vy. As solugdes de Riemann nao sdao modificadas porque a
substitui¢des de varidveis sdo lineares nas quantidades conservadas. E ficil ver que a soma das forcas
da funcdo delta de Dirac de u, v € igual a for¢a da fun¢do delta de Dirac de w devido ao fato da funcao
delta de Dirac ndo estar incluida na varidvel de estado r = s — w para nenhuma condi¢ao inicial (8).
Por efeito do fato acima, buscaremos solu¢des onda delta choque para o problema de Riemann (5])
— (6) considerando B;(¢) + Ba(t) = Bs(¢) sendo By, Bo e B3 as forgas da funcdo delta de Dirac das
varidveis u, v € w, respectivamente.

Neste trabalho, utilizaremos o produto de distribuicdes para estudar as solu¢des dos problema
de Riemann (1)), ) e (5) com as condig¢des iniciais (3) e (). Konig [24] foi o primeiro que tentou
construir uma boa definicao para o produto de distribui¢cdes. O produto que usaremos € o a-produto
de Sarrico [33}134] cujo produto continua sendo uma distribui¢do, mas existem defini¢des de produ-
tos que ndo sdo, por exemplo Colombeau [7]. Estes a-produtos sdao definidos de forma puramente
algébrica. Assim, tanto os o-produtos quanto as solugdes que eles oferecem nao dependem do pro-
cesso de aproximacdo, entdo as solugdes obtidas podem ser substituidas diretamente nos sistemas e
equacgodes, tal solucdes sdo denominadas ¢¢-solugdes. O conceito de a-solucdo € uma extensao con-

sistente do conceito de solucao cldssica e também do conceito de solugdo fraca.
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Sarrico foi o primeiro a utilizar este método para estudar as solugdes descontinuas para vdarias
equagdes do tipo Burgers [35,36]. Em 2014, ele mostrou em [38] uma solucao de onda delta choque
para o problema de Riemann do sistema (4). Sua solug¢do concide com os resultados obtidos em
(10} [11] em que usaram o método assintotivo fraco e o processo de linearizagdo. Sun [49], utilizou
o conceito de a-solugdes, para obter as solucdes descontinuas do problema de Riemann para um
sistema cromatografico ndo linear de duas componentes e os resultados coincidem com os obtidos
usando outras técnicas [6} 18, 48]]. Existem outros trabalhos de Sarrico em que foi utilizado o conceito
de o-solugdo para mostrar as solugdes de EDP’s, por exemplo 32,137, 39,40, 41, 42]].

O a-produto depende da funcdo suave o e cada o determina um produto de distribui¢cdes bem
definido, mas pode fornecer resultados diferentes dependendo da escolha de ¢. Logo, em alguns
casos, pode ocorrer uma indeterminacao que pode ser passada para as solucdes dos sistemas. As
a-solugdes para os problemas de Riemann (I)-(3), (2)-(3) e (3)—(6) sdo independentes da escolha do
o e satisfazem a condicdo generalizada de Ranking Hugoniot. A maior dificuldade na utilizacdo do
conceito de a-solugdo € calcular os produtos de distribuicdes. Mas, para Shen e Sun em [48]] estes
célculos sdo uma vantagem, pois fica mais facil usar o conceito de a-solugdo para obter solucdes com

ondas delta choque. Além disso, a ot-solugdo de (9) e (6) é uma onda delta choque quando

U_Vi+UW_ >U_ Wy +UpV_,
ViWw_ +V_uUy >viu_+v_wy,

W_uy +W_ vy >wiu_ +wiv_,

e—l<u_+v_—w_<0<us+vy—wy, oque coincide com a solucio obtida em [S5]. Analoga-
mente, a a-solucdo para o modelo ndo linear de cromatografia de n-componentes € uma onda delta

choque se
n—1
+ - - - +_ .+
i=1 j

n—1 n—1
parai=1,2,---,ne -1 < Z u; —u, <0< Z u” —u,. Os sistemas (I) e (2) sdo casos genera-
i=1 i=1

lizados do sistema tipo Keyfitz-Kranzer para f(u) = uf em (1), f(u) = (k+1)u* em @) e P(p) = 0.

Em 2021, Abreu, De la Cruz e Lambert [[1]] mostraram a existéncia de solucdo onda delta choque
para o sistema Keyfitz-Kranzer assimétrico com amortecimento linear G(p,u) = —apu para o caso
f(u) = u se apoiando na soluga@o do sistema homogéneo em que ¢ = ug € uma constante. Utilizando
o conceito de a-soluc@o concluimos com os célculos que o € constante sem precisar relacionar com
o caso homogéneo.

Usando o conceito de o-solucio e seguindo os trabalhos de Paiva [30] e de Shen e Sun [47]]
investigaremos a existéncia de solugdes de ondas delta choque para os sistemas (I) e (2). E baseando
no trabalho de Sun [49] investigaremos a existéncia de uma a-solug@o para o sistema (5.

Este trabalho est4 organizado da seguinte forma. No capitulo 1, apresentaremos alguns resultados

e notacdes que utilizaremos para definir o conceito de a-produto. No capitulo 2, introduziremos
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as formulas de o-produtos. Em seguida, definimos no capitulo 3, o conceito de a-solugdo para os
sistemas (I)),(2) e (3). No capitulo 4 e 5, resolvemos detalhadamente as a-solug¢des para os problemas
de Riemann (1)) e (2)) com a condi¢@o inicial (3). Por fim, no capitulo 6, encontraremos a ¢-solugdo

para o problema de Riemann (9) e (6).



CAPITULO 1

Pré-Requisitos

Neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados e notacdes que utilizaremos no decorrer do
trabalho.

1.1 Conceitos Iniciais e Notacoes

Denotaremos por ¢ (R") o espaco das fungdes complexas infinitamente diferenciaveis no R” e
2 = 2(R") =%€:°(R") o subespago de € (R") das fung¢des com suporte compacto. Z'(R") o espago
das distribui¢des e .Z(Z) o espago dos operadores lineares continuos, @ : Z(R") — Z(R") com a
topologia usual em Z(R"). A composi¢do usual dos operadores serd denotado por um ponto e a
composi¢do de fungdes pela maneira usual.

Para representacdo p : € (R") — £ (%) em que p(%€*) é um subconjunto de .Z(Z) e p(B),
para algum 8 € ¢*(R") denota um operador que aplica & € Z(R") em p(B)(&) = BE € 2(R"),

temos:
@ p(B+y)=pB)+p(¥), V B,y E(R");
(b) p(aB)=ap(B), V acC, BecE(R");

© p(By)=p(B)-p(7). V B,ye €= (R").

Provaremos o item (c), os outros séo triviais. Entéo, para todo & € Z(R") temos que

P(BY)(E) = (BY)E=B(YE)=Bp()(&))=p(B)Pp(¥)(E))=p(B)p(1)(&).

Assim, a representacdo p é uma extensao natural da representagdo regular de Z em .Z(%). Diz-
se que um operador ® € £ (2) é nulo em um conjunto aberto Q, se ®(&) = 0, para todo § € Z(R")
cujo suporte estd contido em Q. Como usual, denotamos o suporte de um operador @ por supp(D),
ou seja, o complemento do maior conjunto aberto no qual ® é nula. J4 o suporte de & € Z(R) e

T € 2'(R") sdo denotados por spt(&) e por supp(T), respectivamente.

6



1.2. Mudanga de Varidvel em £ (D) 7

Observe que esses conceitos sdo coerentes com a representacao natural p no sentido de que para
B € €= (R"), B é nula em Q se e somente se p(f) também é nula em Q. De fato, se f é nula em
Q C R, considere § € 2(R") tal que spt(§) C Q. Entdo, para todo ¢t € Q, temos p(B)(&)(r) =
(BE)(r) = B(t)E(r) = 0. Assim, p(B) é nula em Q. Por outro lado, se p(B) é nula em Q, entdo
p(B)(&E)(t)=PBE(t) =0, paratodot € Qe & € Z(R") com spt(&) C Q, mas & ndo € nula no suporte,
entdo 3 é nula em Q. Com isso, podemos concluir que supp(p(f)) = spt(B).

Lembre-se que supp(®.¥) C supp(¥). De fato, se r ¢ supp(¥), temos ¥(&)(¢) = 0, para todo
& € 2(R") cujo suporte estd contido em um conjunto aberto. Assim, como ® € Z(2), temos que

D[P (&)] =0, para todo & € Z(R") cujo suporte estd contido no maior conjunto aberto. Portanto,
t ¢ supp(D.¥).

1.2 Mudanca de Variavel em (%)

Seja h um difeomorfismo € do R". Considere o operador S, : 2 — 2 definido por S;,(§) =& oh,
entdo diremos que o operador ® ® h = S,.P.S, 1, resulta de ® € L () através da mudanca de
variavel h. Logo, ®©Oh € £ (2).

A coeréncia com a representacio natural segue da préxima proposi¢ao.

Proposicao 1.1. Sejam h um difeomorfismo €* do R", B € €*(R") e ® = p(pB). Entdo, P> h =
p(Boh).

Demonstracdo. Para qualquer & € Z(R"), temos que

(@Oh)(E) = 5,.@.5,-1(E) =S, P(Eoh ™) =S,[B(Eoh™ )] =B(Eoh ") oh
= Sp-B.Sp-1(8) = (Boh)(&) =[p(Boh)(&).
O

As propriedades desta operacdo sao semelhantes as propriedades de fung¢des e decorrem da definicao.
Proposicao 1.2. Sejam h um difeomorfismo €= do R", ¥ € £ (Z) e A € C. Entdo:
(a) (AD)Oh=A(POh);
(b) (P+P)oOh=(POh)+(YOh),
(c) (PY)Oh=(POh)(YOh),
(d) supp(®©h) = h~" (supp(®)).

Assim, @ — O © h é um automorfismo.
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Demonstragdo. Vamos provar o item (c) e (d), os outros sdo triviais. Entéo, para qualquer § € Z(R")

temos que

(@.¥) Oh(&)(t) = S5 @.¥.8,1(E)(1) = S @[F(Eoh™)](1) = @[ (E oh™") o h](1)
= ®[P(Eoh™ ) oh|(h™ " (h(1)) = [®[¥(Eoh™ ) ohl|oh™!] o h(r)
= S5 @[¥(Eoh™ ) ohloh™!](t) = $4.@.8,-1[F(E o k™) o h](1)
= POR[P(Eoh™)oh|(r) =POFE (E)](t) = (POh).(FO)(E)®),

para todo r € R". Portanto, (P.¥)©Oh = (PO h).(¥ ®h) e concluimos (c). Para provar o item
(d) verificaremos que h~! (supp(®)) C supp(® © h) e supp(® ©h) C h~! (supp(P)), entdo se t ¢
supp(® @ h), temos PO () (1) =0,V € Qe & € P(R") com spt(&) C Q. Dai, ®(Eoh 1) (h(t)) =0,
parat € Q o que implica que /() ¢ supp(®). Logo, ¢ ¢ h~! (supp(P)) e mostramos h~! (supp(®)) C
supp(P O h).

Agora, para provarmos a outra inclusdo, observe que A(spt(E)) = spt(E oh~1). Entdo, se t ¢
h~ ! (supp(®)), temos h(t) ¢ supp(P), ou seja, (E)(h(t)) =0 parat € h~1(Q) e VE € Z(R") com
spt(E) C Q. Dai, O A(E) (1) = P(Eoh ) (h(t)) =0em QparaEoh™! € P(R") comspt(Eoh™!) C
h(Q). Portanto, ¢ ¢ supp(P © h). Falta verificar que ® — ($ © &) é um automorfismo, que preserva
as operacgodes € 6bvio pelos itens (a), (b) e (c). Entdo, devemos mostrar que é um isomorfismo, se
POh=YOh, entdo S;.P.5;-1 = S5,.¥.S,-1 usando que s € um difeomorfismo temos que ® =P,
entdo temos a injetividade. Seja ¥ = PO h € L (Z), tome ® =S, 1. .S, entdo PO h(§) = P(&)

para todo & € 2(R"). Assim, temos que aplicagédo € sobrejetora e concluimos o isomorfismo. 0

Um caso particular importante € a-translagdo de um operador ® € £ (%) com a € R" que é
definido como o operador T, = ® ® h com h : R" — R" dada por h(t) =t —a = 1,(t). Denotamos
por T, o operador translagio em . () para distingui-lo do operador translagio usual 7, definido por
(1,8)(t) = &E(t—a) = & o 1,(¢) para usuais fungdes &. Claramente, podemos escrever 7,® = 7,.9.7_,

e a coeréncia com a representagao natural segue da Proposi¢cao T P=D01,=p(Boty)).

1.3 Derivadas Direcional e parcial para um operador ® € ¥ (%)

Seja &(11,...,t,) € €~ (R") uma fungéo complexa de varidveis (¢1,...,1,) € R". Geralmente de-

notamos por Dy = —. Lembre-se que o operador D; é um operador em £ (%) e associa a derivagio

s
interna do .Z(92), isto é, ® — [Dy, ®| = Dy.® — P.Dy.

Definiciio 1.3. Seja ® € .£(Z) chamamos de derivada parcial de ® de ordem t;, o operador D;® =
[Dk; (I)] .

Segue da seguinte proposi¢ao que a Defini¢ao ¢ coerente com a representacao natural no

seguinte sentido:
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Proposicdo 1.4. Sejam f € €< (R") e ® = p(B) entdo D;®@ = p(Dif), sendo Diff é a derivada
parcial de B.

A demonstragdo pode ser encontrada em [33]].

As propriedades da derivada parcial de um operador em .Z’(Z) sdo as usuais.

Proposicio 1.5. A aplicagcdo Dy : £ (2) — £ (D) para todo ®,¥ € £ (D) tém as seguintes propri-

edades:
(a) ﬁk é linear;
(b) Di(®P.W) = (D;®). ¥ + ®@.(D¥) ( Férmula de Leibniz);

(c) supp(Dy®) C supp(®).

Demonstragdo. A linearidade do operador Dy, é trivial, basta usar a defini¢io. Vamos provar a usual

férmula de Leibniz e em seguida (c). Para todo & € Z(R") temos que

Di(®.¥)(£) = [Dy.(0.F) — (@.¥).Dy)(€) = [Dp.(@.W) — DD ¥ + &.D. ¥ — (O.%).Dy] (&)
= [(De.® — ®.Dy). W) () + [@.(D. ¥ — WD) (€)
— [Di®.W + D) (£).

Agora, mostraremos supp(D;®) C supp(®). Se t ¢ supp(P), entdo existe Q um cojunto aberto
do R” tal que ®(&)(¢) =0 em Q, V& € Z(R") com spt(§) C Q. Dai, Dy®@(E)(¢) = Dy.[®(E)(1)] —
®.[Di(€)](¢) = 0 em Q, porque Dy (§) € Z(R"). Portanto, ¢ ¢ supp(Di®P). O

n
Definicao 1.6. Seja u = (uy,uy,...,u,) € R". Denote D, = Z u Dy, podemos definir o conceito de
k=1
derivada direcional de um operador ® € £ (2) por

n
D,&®=D,®—-dD,= (Z ukﬁk> ®. (1.1)
k=1

A coeréncia deste conceito com a representagdo natural é automatica. De fato, se ® = p(f) €
Z(2), com B € € (R") temos

(D.®)(&) = (iukﬁ@(é)) — (iukpmkm(é)) —p (iukmﬁ) (€)= p(DuB) (&),
k=1 k=1 k=1

para todo & € 2(R"). Portanto, (D,®) = p(D,3).

As propriedades da Proposigdo [I.5]estende-se a esta nova definic@o.



CAPITULO 2

Produto de Distribuicoes

Neste capitulo, vamos apresentar as férmulas da teoria do produtos distribucionais que sdo impor-

tantes para continuagdo do trabalho. Para detalhes relativos a este produto, consulte [33, 34, 35, 137].

2.1 As Familias de Produtos de Distribuicoes

2.1.1 O produto de distribuicées continuo a esquerda

Defini¢iio 2.1. Sejam 7 € 2'(R") e ® € £(2). Definimos o produto continuo a esquerda T® €
' (R") por (T®,E) = (T, ®(£)), para todo & € Z(R"). Assim, dado @, o operador I': T — TP
nada mais € que o operador transposto @', isto é, (T®,E) = (T, ®(&)) = ('(T), &), para todo & €
P(R").

Este conceito é uma extensdo do produto de distribui¢des por uma fungdo €°(R") no seguinte

sentido:

Proposiciio 2.2. Se T € 7'(R"), B € €=(R") e ® = p(P) entdo T® = T, sendo T o produto a

direita usual de uma distribuicdo com uma fungdo € (R") (no sentido de [44]).
A demonstracao desta proposi¢@o, pode ser encontrada em [33]].
Proposi¢io 2.3. Sejam T, T1,1>,...,T, € ' (R") e ®,D1,D,,..., P, € L (D), entdo
(a) T®,...P, éindependente da maneira como associamos os fatores;

(b)) T(P1+Dy+...9,) =TDO+TPr+... + TD,;
(c) (M+T+..T,)=T1o+LD+...+ T,

As propriedades acima sdo consequéncias automaticas da relacdo I' = @',

Proposi¢ao 2.4. Sejam T € 9'(R"), ® € £ (Z) e u € R". Entdo D,(T®) = (D,T)®+T(D,P) e
a extensdo desta férmula para a derivada do produto T®, ..., sendo T € 2'(R"), ®y,...,®, €
L (D) pode ser feito usualmente.

10
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Demonstracdo. Para todo & € 2(R"), temos que

(D.T)®,6) = —(T,Du®(S)) ,

<T(Buq))7€> = <T<Duq))7€> - <T(¢~Du)7§>>

como D, ® € Z(%) obtemos

(T(Dy®),8) = (T(P.Du),G) = (T,Du®(G)) + (Du(TP), &) -

Entao,
((D,T)®+T(D,®),&) = (Du(TP),E).

Portanto, (D,7)®+ T (D,®) = D,(T®). A extensdo desta férmula para a derivada do produto e feita

por inducdo. Primeiro, mostraremos que vale para n = 2. De fato,

Du((Tq)l)(I)z) = (DM(TCDl))CI)z + TP, (Euq)z) = ((DuT)(I)l + T(Euq)l))CDz +Td, (ﬁusz)
= (DMT)CDlCI)g -+ T(ﬁuq)lq)z)

no sentido de distribui¢do. Agora, suponha que vale paran =k, ou seja, (D, T)® ... &+ T (D, P;...Py) =
D, (T®, ... Py), entdo paran = k+ 1 temos que

Du(T®, ... & DPps1) = Du(T (P ... D) Dps1) = (DuT)Py ... DDt + T(Du®D ... PePrs1).

Quando T € 2'(R") e h: R* — R" um difeomorfismo, definimos entéo

(Toh)(9).8) =(T,(#(&on™ ) [3(h71)]).

(T oh) denota a distribui¢do T ap6s uma mudancga de variavel h.

Em relacdo a mudanca de varidvel, temos
Proposicdo 2.5. Sejam T € 2'(R"), ® € L (D) e h: R" — R" difeomorfismo linear, entdo
(Toh)(®Oh)=(TP)oh.

Demonstracdo. Paratodo & € 2(R"), como ®©h € £ (2) temos que
(Toh)(@©h),E) =(T,(¢ ©h)(Eoh™") [I(A~)])
=(T,((®(Eoh " Yoh Yon) [I(h1)|)
= (T, ®(Eoh™ ) [I(hH)|) =(TD,(Ech™) [I(h™")|) = (TP) o h,E).

Assim, (T®)oh= (T oh)(®Oh). O
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Em particular, temos que (7,7)(7,P) = 7,(TP), sendo 7, a translacdo usual quando aplicada uma
distribui¢do com a € R". De fato, para todo § € Z(R")

(2T ) (Ta®), &) = (1T, TaP(8)) = (T, P(§ 0 T_4) 0 Ta) = (T, [P(E 0 T_y) 0 T4) 0 T_g)
= (T, @(§ 01 4) = (TP, § 07 4) = (.(TD),8).
Observe que (7,D) = PO h.
Sobre o suporte temos que :

Proposi¢io 2.6. Sejam T € 2'(R") e ® € £ (2), entdo supp(TP) C supp(P).

Demonstragdo. Set ¢ supp(P) entdo @(&)(r) =0em Q C R”, paratodo & € Z(R") com spt(&) C Q,

entio
(T®,6) =(T,®(3)) =(0,6), V& € 7(Q). 2.1
Portanto, ¢ ¢ supp(T®). O

Quanto a continuidade deste produto temos

Proposicio 2.7. (Continuidade a esquerda do produto) Seja ® € £ (D) entdo a aplicacdo ®' : 9" —
9" dada por ® = TP ¢ continua, para todo T € 9'(R").

Demonstragdo. Seja §; — 0 em Z(R"). Temos T € Z'(R"), entdo para todo K CC R” tal que
spt(&;) C K para todo j, existe [ > 0 e uma constante ¢ > 0 tal que,

7@l <cll&],.. =0

Como @ € .Z(Z) temos que ®(§;) € Z(R"), para todo j. Observe que spt(®P(&;)) C spt(&;),
para todo j.

De fato, se t ¢ spt(&;), entdo &;(z) =0, Vj em um conjunto aberto Q com 7 € Q. Logo, ®(&;)(r) =
P(E;(t)) =P(0) =0 paratodo r € Q, ou seja, t ¢ spt(P(&;)), para todo j. Portanto, spt(P(;)) C K.
Entio, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

1€ =0}, < 8 = [|@(&)) = 2(0)]],... <&,

para todo K CC R" com spt(&;) C K.
Dai,

be(éj)} <c ||CI>(§j) Hl .. < € e concluimos que a aplicagdo @' é continua. O

A seguir € definida uma projec¢do do espago .Z(2) em 2'(R"), o que permitird interpretar uma

distribui¢do como um operador em . (%). Estd interpretacdo é a base do nosso produto.
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2.1.2 A projecao f e a representacao de uma distribuicao por um operador

Considere as seguintes operagdes em .2 (%)

(a) Adicdo: (P,¥)— ®+W¥de X (2)x L (D) para £ (D),

(b) Produto a direita induzido pela representagio natural ¥ : & — ®. ¥ de £ (2) para £ (2);
(c) Derivada direcional na dire¢io u € R" : @ — D, ® de .£(2) para £ (2);

(d) Translagdo definida pora € R" : ® —— 7,P de £ (Z) para L (Z);

(e) Mudancga de varidvel definida por uma transformagio unimodular 4 : ® — ® © h de Z(P)
para £ (7).

Uma transformagdo unimodular é uma aplicag@o linear /& : R" — R” tal que |det h| = 1.

Agora, considere a aplicagio € : £ (%) —s 2'(R") definido por

<l@).8>= [ @@ 22)
para todo & € 2(R").

Proposicao 2.8. A aplicacdo 5 € um epimorfismo para estrutura definida pela operagdo (a), (b), (c),
(d) e (e) em L(2) e os correspondentes em ' (R").

Demonstracdo. O morfismo (a) € trivial. Para o morfismo (b), como ¥ é uma representacdo natural,

temos que W = p(y), para algum y € €. Entéo, para todo & € Z(R") temos que

(S@w).g) = [ ow@)ma= [ SpmElnd= [ or&lea
= (L(@),718)) = (@), %(8)) = ({(@).w.¢).
Portanto, £ (®.W) = £(®).W. O item (c), £(D,®) = D, (@) foi provado na Proposi¢io 1.2.1 em
[33]. Agora, provaremos os morfismo (d) e (e), para qualquer £ € 2(R") temos que

(27a®).&) = /R T ®(E)(1)d = / 0 g(8)(1)dr = / D(7_o&)(t — a)dt

n

= | @ &)y = (@), 78 ) = (ul(®).£).

Rﬂ

em que fizemos a mudancga de varidvel y = ¢ — a. Portanto, 5 (T,P) = Taf (®). Da mesma maneira,

(E@on), / ® 6 h(E t)dt:/RnSh.q).Sh(é)(t)dt: [ @(Eon)on(r

= [ @Eon )y =(E@).gon ") = (E@)on),

Rl‘l

para todo & € Z(R"), portanto £ (D@ h) = (D) oh
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Falta verificar que 5 é sobrejetora para provar o epimorfismo, entdo se T € 2'(R") e ® € £ (9)
é definido por ®(&) = a < T,& >, com a,& € Z(R") tal que / o(t)dr = 1, temos que
Rﬂ

(l@).6) = [ e@nar=<1.&> [ atar

Rn

ou seja, Z:' =T e concluimos que 5 € sobrejetora. 0

Se S 72'(R") e ® € '(S) chamamos ® uma representacio de S em .Z(2). Note que se
®g € £ () é uma representagio de S € Z'(R") o produto T®g com T € 2'(R") néo € independente
da representacdo de S e, portanto, por enquanto ndo podemos definir o produto das distribuicdes 7" e
S.

Definiremos a seguir uma familia de projetores sq : £ (2) — Z(Z) que fornecem a base para

defini¢do do produto de distribuicdes.

2.1.3 A a-representagdo do operador ® € £ (2)

Defini¢do 2.9. Dado a € Z(R") com | «(t)dt = 1, definimos o operador so : £ (2) — £ (2) por
RH
Sq(P) =¥ sendo que ¥ é dado por

W&I0) = [ @lab—nElar = [ afal-y)E

paratodo & € Z(R") ey € R", sendo &(y—t) = ot —y) para todo ¢t € R" e &, denota o operador ®

quando atua nas fungdes de r em Z(R").

E trivial que sempre existe um operador sq(P). De fato, pois dado ® € £ (2) tal que C(®) =T
podemos verificar em [34] que (sq(®)) = & * C(P) € £(2). O operador sq é a a-representagio do
operador ® € .Z(2).

Em [33] podemos encontrar a prova da proxima proposicao.
Proposiciio 2.10. Se ® € £ (D) entdo sq(P) € L (D).
As principais propriedades de sq sdo as seguintes:

Proposicao 2.11. Seja ® € L (D), h: R" — R" uma transformagdo unimodular, a € R" e a« € 2(R")
tal que / o(t)dt =1 com aoh = a. Entdo, a operagdo sq em £ (Z) é um endomorfismo, isto é,
]Rn
vale as seguintes propriedades:
(a) Sa(q)+\P) = Sa(q)) +Sa(lIl), i q),lII € g(.@),
(b) 5q(P.Y)=5¢(P)¥Y, VP Z(D)e¥=p(B)V BeE™;
(D, ®) = D,[s¢(®P)], VP € L (D) comu € R";
(Ta®) = Talsa(P)] VO € Z(2);

(¢) Sa

(d) sq
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(e) sq(POh)=[sq(P)|Oh VP e ZL(D).
Além disso, sq 05 = S¢ 0 que prova que sy, € um projetor e, portanto, o principal ideal esquerdo

(direito) gerado por s¢, é idempotente.

Demonstragdo. A propriedade (a) € trivial. Vamos provar (d) e as outras demonstragdes podem ser

verificadas em [33],34]. Se sq(®) =, entdo [y (&)] (y) = /R" D, [a(t —y)&E(r)]dr. Assim,

FHE]0) = (1 ¥2-2)(E)0) = [¥(E 0t-0) 0 1] 0) = [¥(E 0 7-0)] ()
= [ @lale - ()(E o) (o))

Por outro lado, se 54 (T;®) = 1] temos
[n@ﬂ@%=/(m¢)[@—wéwwt
:/ (@7 ox(t = )& (1)
- ) =G o))l
:/ (o) et = () (€ 0 70) (1))
(1) - %0)E o Ta) (Rale),

\

fazendo a mudanga de varidvel t = 7,(¢) obtemos que

MEIG) = /R P [or(t — 7a(y))(§ 0 T-a) (1)]ds

Portanto, (d) esta provado. ]
A seguinte proposi¢do estabelece uma relacdo entre Z:’ e Sq-

n

Proposicao 2.12. Para todo o € Z(R") tal que / o(t)dt = 1, temos que:
(a) Losq=2C;
(b) Ker(&) = Ker(sq).
Demonstracdo. Veja a Secdo 1.3 em [33]]. [

Observe que supp( (®)) C supp(P), para todo ® € £ (2).
De fato, dado ® € £ (9), se t ¢ supp(P) temos que ®(£)(r) = 0 em um conjunto aberto Q tal
quer € QCR", & € Z2(R") espt(&) C Q. Dai,

C(@).8) = [ (&)1 =<0.8 >,

para todo & € Z(R"). Logo, £(®) = 0 em Q, o que implica que 7 ¢ supp(C(P)).



2.1. As Familias de Produtos de Distribuicoes 16

Proposicio 2.13. Para todo oo € Z(R") com | a(t)dt =1, se ® € L(D) entdo supp(E(P)) =
Rl’l
supp(so (P)).

Demonstragdo. A demosntragio de supp(se(®)) C supp(E(®)) pode ser vista em [33]. Vamos pro-

var que supp(Z (b)) C supp(sa(®)).

Entdo, set ¢ supp(sq(P)) temos que [s¢(P)(&)] () = 0 em um conjunto aberto Q C R” com? € Q,
para todo & € 2(R") tal que spt(§) C Q. Pela Proposigﬁo(a), C(sa(®)(E))(1) = E(®)(E)(t) =

0 com 7 € Q, para todo & € Z(R") tal que spt(§) C Q. Logo, 7 ¢ supp({(P)) e concluimos a

demonstracao da proposi¢ao. O

O resultado a seguir é uma das etapas cruciais para definicdo da familia de produtos de distribuicao.
Dado o € Z(R") com / o(t)dt =1coma Deﬁnigéotemos que :
Rn

Proposicao 2.14. Sejam ® e VY as representacoes das distribuicoes T e S respectivamente, entdo a

distribuigcdo

Clsa(®)-sa(¥)] = {[Posa(¥)] = {(P)[sa(P)] = T-[sa(¥)] (2.3)

é independente da representacdo e W de T e S.

Demonstragdo. Temos que &(®) =T e £(¥) = S, usando a Proposicio e a defini¢do da proje¢ao

Z_,: obtemos que

(Slsa(@)s5a(¥)):E) = [ sa(®)5a(P)(E) 1)

I
/\

C[®.sal®)),E).

para todo & € Z(R").
Com isso provamos a primeira igualdade. Para demonstrar a segunda igualdade, basta notar que

§(P) € Z'(R") e sq(P) € £(2), de fato

(Slsa(@)s5a(¥)):8) = [ sa(@®)5a(P)(E) 1)

n
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Ja, a terceira € trivial, porque T = 5 (®). Para mostrar a independéncia da representacio de S,
tome ¥| e W, tais que £ (W) = C(W,) = S, entio W| — W, € Ker(sq ) = Ker(&). Portanto, para todo
& € 2(R") temos que

T(sq¥1) —T(5q¥2) =T (5¢¥1 —5q¥2) =T[sq(¥1 —¥2)] =0.

Analogamente, provamos a independéncia da representacdo de 7', tome W e ¥, tais que é:’ (P)) =

§(Py) = S, entdo @ — P, € Ker({). Portanto, para todo & € Z(R") temos que

C(@1)(s5a¥) — C(@2)(s5a¥) = { (@1 —P2)sa'¥ =0.

Estd propriedade define o primeiro a-produto 7 € 2'(R") e S € 2'(R") por

T.S=T(sa®), (2.4)

para cada a € Z(R") com/ or)de = 1.
R
Agora, (sq (P)) (§) = ax(P)E, paracada & € Z(R"), veja [34]]. O operador @ em (2.4)) satisfaz
(®) = S, entdio para cada & € Z(R") temos que

<T:8,8 > = (T(50¢®),6) = (T,5a(P)(£))

= <T,0x{(P)E >= (T,6%SE)
= [ 5[ av-0sE@ad
Re ~ JRn
= [ | Tot-ysi&aa
Rn Rn
- / (T % &) (1)S()E (1) dr
Rn
= (T*a)s,8)
e obtemos uma outra férmula para o ¢¢-produto (2.4 dada por
TgS = (T*x)S. (2.5)

Infelizmente, quando S € € (R") o resultado ndo é consistente com o produto usual de uma
distribui¢do por uma fungéo ¢ (R").
A seguir vamos introduzir um subespago 77 de .Z(2) para obter a consisténcia do produto usual

de uma distribui¢ao por uma fungido " (R").

2.1.4 Formulas do a-produto

Seja A C Z(2) o conjunto dos operadores com suporte ndo denso. Podemos considerar a soma
direta Ay = p(€) @ sa(A) C ZL(2D), pois para cada o € Z(R") tal que / o(t)dt = 1 temos que
Rl’l
p(€)Nsa[-L(2)] = {0}, veja a demonstragdo em [33].
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Proposicio 2.15. Seja ® € i e C(P) = 0 entdo ® = 0.

Demonstragdo. Suponha que ® = Wg +5¢(n) sendo Wg = p(B), para algum f € €~ e n € N,
entdo pelas Proposi¢des[2.8|e[2.12] obtemos

C(®) = E(¥p+sa(n))
= {(¥p) + L (sal(n))
= {(¥p)+¢(n)
= B+Z(n)
Por hipétese, temos que f = —C(n). Mas, £(n) tem suporte ndo denso. Assim, B ={(n) =0e
pela Proposigﬁo sa(n) = 0. Entdo, ® = Wg +s5¢(n) =B = 0. ]

Com isso concluimos que a restri¢do (o := (|, € um isormofismo.

Observaciao 2.16. Como y € isomorfismo e p(€*) Nsq[-Z(Z)] = {0} temos que {u (%) =€~ @
2, sendo 7, (R") = Ca(sq(AN))-

Assim, podemos definir o o-produto.
Defini¢iio 2.17. Se T € Z'(R") e S= B + f € € P &), definimos o o-produto, ¢&, dado por
TyS := Td,, (2.6)
para cada o € Z(R") com - at)dt =1e ®y = ;1 (S) € Hy.
Pela Proposicao [2.2]e por (2.5)), podemos expressar (2.6) por

TS =TB+ (T *a)f. 2.7)

Exemplo 2.18. 6,46, = a(b—a)d, coma,b € R" .
De fato, como 8, = 0+, € €~ & ), usando a férmula (2.7), temos que

< 5aa6b7€ > = <8a0+(5a*a)5b7§> = <(6a*06)6[,,€>
= <&, (&x )8 >=(a(b—a)8,8),

para todo & € Z(R").

Este exemplo também mostra que o a-produto definido, em geral, ndo é comutativo, pois 8,0, =
o(a—Db)é,.

1
Exemplo 2.19. (V.P. ;t)a5 =94.
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De fato, para todo & € 2(R"), temos que
1 1
lt|>¢€

= limg_,0 </Rn§(t)dt—/t§€§(t)dt)

= [ g(r)dr = (1,5).
Rn

1
Entdo, (V.P.;t)a5 = 146. Agora,

168.8) = (1+05.8) = ([ ate -y ) 8.8 ) =(5.8), 28)

1
para todo & € Z(R") e portanto, (V.P. ;t)a5 =9.

Com o proximo exemplo concluimos que os &-produtos, em geral, ndo sdo associativos.

1
Exemplo 2.20. (V.P.;)a(tS )=0.
De fato, para todo & € Z(R"), temos que

<t5,E > = (6,t§)
= 0£(0) =0.

As provas das propriedades dos a-produtos sdo triviais, basta prestar atenc¢ao nas propriedades da
Proposi¢ao[2.3}

Proposi¢io 2.21. Sejam T, T\, 1>,..., T, € '(R") ¢ S,S1,...,S, € € ® D), = Lo (Hy), entdo
(a) Ta(Sl +8+... -i-Sn) =TS1+ TS5+ ...+ TSy,
b) (M+D+...+T)eS=T1aS+ TS+ ...+ ThgS

Demonstracdo. Vamos demonstrar (a), como Sy, ...,S, € € ® 9, = o () e usando a Proposigio

(b) temos que

To(S14+So+ ... +8) = Te(E (S1) +E1(S2) + ...+ 8.1 (Sn))
= Talo ' (S1) + Ty ' (S2) +... + T by ' (Sn)
= TeS1+TeS2 + ... TeSh-

Para demonstrar o item (b) basta utilizar Proposi¢ao [2.3](c). ]

A regra de derivacdo usual para o-produto também € valida.
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Proposi¢io 2.22. Sejam T € 2'(R"), S€ € & I, = Lo (H#y) e u € R", entdo
Du(T4S) = (DuT)eS + Ta (D), (2.9)
Demonstragdo. Pela aplicagio da Proposi¢do [2.4] temos
Du(TsS) = Du[Taly ' (S)] = (DuT)aly ' (S) + Ta[Duly ' (5)]-
Agora, utilizando a Proposigio 2.8|obtemos que D, ;! (S) = {5 ' (D, (S)), entio

(DuT)ebo ' (S) + Ta[Duly ' (5)] = (DuT)ale ' () + Talle ' (Du(S))]
= (DuT) S + Ta(DuS).

Quanto a invariancia por translacdo e por uma transformag¢do unimodular, temos que

Proposi¢io 2.23. Sejam T € 9'(R"), S € €& D, = Lo (%), a € R e a transformagdo unimodular
h:R" — R". Entdo,

(a) 7(TeS) = (1aT) ¢ (TaS);
(b) (Tg,S)oh= (T oh)g(Soh).

Demonstragdo. Vamos provar primeiro o item (a), como S € € @ I, = Cu(Hy) e 1,(TDs) =

(74T) (T, Ps) temos que
Ta(TeS) = Ta(Taly ' (5)) = (TaT)a(Taly ' (S))-
Pela Proposicio [2.8 obtemos 7T,&; ' (S) = £, ! (7.S), entdo

(taT)e(Tale ' (S)) = (taT)a(Cs ' (TaS))
(TaT)OC(TaS)'

Agora, para o item (b) usamos a Proposi¢do [2.5] obtemos
(TaS)oh = (Taly ' (S) oh = (T oh)a(Ly ' () @ h).
Pela Proposigﬁo temos que §y ' §o (85 ' (S) @) = $5 ' (Soh), entdo

(Toh)a(ly'(Soh)) = (T oh)a(Soh).

Para o suporte do a-produto temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.24. Sejam T € Z'(R") e S € €= © I, = Ca(H4), entdo supp(TsS) C supp(S).
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A demonstracgdo € trivial, basta observar a Proposi¢ao 2.6,

Em geral, ndo temos que supp(7yS) C supp(T), por exemplo, considere o Exemplo [2.18] entdo

supp((8a)e(p)) = (b —a){b} ¢ supp(d,) = {a}.
Pela aplicac@o da Proposi¢ao temos a continuidade a esquerda:

Proposicao 2.25. Seja S € €= @ D, = §u(H%), entdo a aplicagdo © : 7' (R") — 2'(R") dada por
O(T) = TyS é continua.

O a-produto tem consisténcia com o produto usual de distribui¢des por fungdes € (R")
quando estas sdo colocadas no lado direito, ou seja, se S € €=(R") temos f =0 e § = f entdo
TyS =TB.

Podemos estender o a-produto paraT € 2P(R") e S € 6P ® 7)), sendo p = 1,2,... 00,
2'P(R") o espago das distribui¢des de ordem < p (assuma que 2'(R") significa 2'(R")), T é
o produto de uma distribuicdo 2'7(R") por uma fungdo €7 (R") e (T * ) f é o produto de duas
fungdes ¢ (R"). Esta extenséo é claramente consistente com os produtos de distribui¢des 2’7 (R")
com as fungdes €7 (R"), se as fungdes €7 (R") sdo colocadas no lado direito. Também satifaz as
propriedades de (2.5)) e (2.7), apenas a regra de Leibniz dada por

Di(TgS) = (DiT) S + T (DiS),

deve ter as seguintes condigdes: para T € 2'P(R"), suponha que S € €7 @ 2'. Logo, para cada
o € Z(R") com / o(t)dt = 1, a férmula permite avaliar o produto de T € 2'P(R") com
SeeP®I,. .

A partir de agora, considere n = 1. Para estender o a-produto, seja 7, (R) C Z,,(R) o espago das
distribui¢des cujo suporte tem medida zero no sentido de Lebesgue. Se T € 9P(R)e S=p+ f €
CP D .@L, com p=1,2,..., 00, entdo o a-produto definido por € chamado de a-produto bdsico.
Seja. 7). R)N

2,,(R) = {0}, pois se f € £, (R)NZ,(R) temos que /Rf(t)(p(t)dt = 0, para todo ¢ € Z(R).
(R)&

(R) o espago de fungdes complexas localmente integravel em R. Observe que ‘Zlé .

Entdo, f = 0 em quase todos os pontos de R, o que implica que f =0 em 2’'(R). Assim, éfl}) .
2, (R) é a soma direta de subespagos de Z'(R).

Denotaremos por 2'~!(R) o espaco das distribuigdes T € 2'(R) cuja derivada distribucional
DT € &' O(R), de modo que, localmente, T é uma fun¢do de variacao limitada.

Assim, podemos definir a segunda férmula do a-produto:

Defini¢do 2.26. Se T € 2" |(R)eS=w+fe L} & Py, definimos o segundo a-produto por

C

TsS =D(TF) — (DT)F + (T * &), (2.10)

sendo F € €°(R) tal que DF = w.
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Lembre-se que, F' pode ser vista como uma funcdo absolutamente continua, veja o Teorema Fun-
damental do Célculo para Integral de Lebesgue em [17]. Observe que TF é o produto de 2'~'(R)

por uma fung¢do continua em 2'(R), ou seja, para todo £ € Z2(R) temos que
(TF.E) = [ TOFEW.

Entdo, D(TF) é a derivada distribucional. O (DT)F é o produto de 2°(R) com uma funcio
continua e (7 * ) f como definido em (2.5) e (2.7).

Agora, provaremos que 7S € dado pela formula é independente da funcio F € € (R) tal
que DF =w.

Lema 2.27. O a-produto dado pela formula (2.10) é independente da funcdo F &€ ‘KO(R) tal que
DF =w

Demonstragdo. Se Fy,F, € €°(R) sio tais que DF| = w = DF; em 2'(R), entio

| DiF - B) (@ =0,

para todo & € Z(R).
Logo, D(F) — F,) = 0em 2'(R), entdo F; — F; é uma constante vista como uma distribuigéo.
Provaremos que o valor do ¢-produto nao muda se substituirmos F por F +C, sendo C
uma constante, entao
(T(F+C),E)=(TF+TC,¢),

para qualquer £ € Z(R).
Dai,

(D(TF +TC),&) = /R D(TF) ()& (1)dt — ( /R T(;)Dg(z)dt)c

- /R D(TF)(1)&(1)dr + /R (DT (1))CE (1)dr
— (D(TF

)+ (DT)C,¢),
para qualquer £ € Z(R). Logo,

T4S =D(TF +TC) — (DT)(F +C)+ (T x&t) f =D(TF) — (DT)F + (T x @) f.

O
Como F ¢é uma absolutamente continua, entdo temos:
Lema 2.28. Seja T € 2'~'(R) e F absolutamente continua, entdo
D(TF) = (DT)F +T(DF), (2.11)

sendo (DT)F o produto usual de uma medida com uma funcdo continua e T(DF) a distribui¢do

correspondente ao produto por fungades.
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Demonstracdo. Sejam & € Z(R) e a,b € R tal que spt(§) C (a,b). Considere

(T(DF),&) = /b TF'&Edt,

o que implica que T (DF) € 2'(R). De fato, a linearidade € trivial e temos que

roF), &)l < [ iTliFelar < el [ TIF e

para todo & € 2(R). Entdo, como T € 2'~!(R), temos que T ¢é limitada e pelo Teorema Fundamental
do Cilculo para Integral de Lebesgue em [17], F’ também € limitada. Portanto, 7 (DF) € continuo e

concluimos que 7 (DF) € 2'(R). Considere

((DT)F,E) = (DT, FE) — / " pedr (2.12)

no qual esta integral deve ser considerada no sentido de Stieltjes, o que implica que (DT)F € 2'(R).

De fato, a linearidade € trivial e como temos que

(OnEE) < [ IFlEliar| < gl [ 1Fliar],

para todo & € Z(R). Entdo, como F ¢ absolutamente continua em |[a,b], temos que F é uma fungdo

de variagdo limitada em [a, b], portanto limitada. Dai,

b
((OT)F.E) < JEc [ a7,

para todo & € Z(R) e sendo C uma constante. Entido, como T € 2'~!(R) e pelas propriedades da
integral de Stieltjes em [27], obtemos que (DT)F € 2'(R).
Como F,& sdo fungdes de variacdo limitada no intervalo [a,b| e ndo possuem nenhum ponto
comum de descontinuidade, entdo pelo Teorema 1.6.7 em [27] temos que
b b b
(DT)F.6) = [ Fear = TFE);~ [ Ta(Fe) =~ [ Ta(re).

Assim,
((DT)F,&) = / T(FE) / TF'Edt — / TFEdr,
pois, T é mensuravel e limitada em [a,b] e (F'E + FE') é somdvel em [a, b]. Portanto,

(DT)F.&)+ (T(DF).&) = — [ TFE'a = (D(TF),¢),

a

provamos a afirmacao. [
Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.29. Sejan T € '~ '(R) e S € &£}

loc

(R), entdo temos Tg,S =TS, sendo TS € 2'(R) o

correspondente ao produto usual pontual de T com S.
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Demonstragdo. Para f =0 em (2.10), temos que TgS = D(TF) — (DT)F, sendo F € €°(R) tal que

DF = S. Como F ¢ absolutamente continua pelo Lema [2.28] obtemos que
T4S = D(TF) — (DT)F = (DT)F + T (DF) — (DT)F = T(DF) = TS,
0 que demonstrar o teorema. [

Agora, iremos provar que TS dada pela formula (2.10) é consistente com os a-produtos basicos.

Lema 2.30. Sejamp € {1,2,...,0}, T€ P'"NJ'" ' e S (€7 ® D)) N (L),
de Ty S dados pelas formulas (2.7) e (2.10) sd@o os mesmos.

© 9),), entdo os valores

Demonstragdo. Se S=w+f €CP® P eS=wi+ fi € (L, ®Z)), entio

[ v=wnE@d = [ (=&
R R

para todo & € Z(R), o que implica que w —w; = f; — f em Z'(R). Observe que w —w; € .2 (R),
R)ewegP Cc P C. £l £, paral < p<oo. Como f,f€ Z,(R) temos

NZ, = {0}, entdo w —w; = fi — f = 0 no sentido de distribuigdes.

Dai,w=wjem Z'(R) e fi = fem Z/,, mas w € €7 C €°, entio w = w; € € . Claramente existe

pois wy € .2

loc

fi—f € Z;,(R). Entretanto, &zl

loc

F € €' tal que DF = w. Logo, F é absolutamente continua em qualquer intervalo [a, b].

Assim, podemos usar o Lema[2.28] entdo temos
(TaS,6) = (DT)F +T(DF) — (DT)F +(T x ) f,¢) = (T (DF) + (T * &) £, &),

para todo & € 2(R) com spt(§) C (a,b). Portanto, os valores de Ty S dados pelas formulas (2.7) e
(2.10) sao os mesmos. 0

Usaremos a féormula (2.10) para calcular o préximo exemplo.

Exemplo 2.31. Calcularemos HyH, temos que H € 2" '(R)e H=H+0¢€ £}

loc

0, t<0;

F(t) =
t, t>0,

© 9),- Observe que

para

temos que DF = H. Dado & € Z(R) tal que spt(&§) C (a,b) com a,b € R. Considere 0 € (a,b) (os

outros casos sao andlogos), entao

rg) = [ HoF0s0a = [(e0a= [ Fogne = re)

((DH)F,G) = (8,F&) =05(0) = (0,F&).
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Dai, para todo § € Z(R), temos

(HoaH &) = (D(
= (D(
= (H,5),

HF)—(DH)F+(H*(X)O,§> = <D(HF)—6F,§>
HF)7252> _<5F7€> = <D(F)72=:>

o que implica que HyH = H.
Definiremos a terceira formula do a-produto que € consistente com o produto de distribui¢ao por
uma fungéo € (R).

Seja 7.(R) C ‘@l,l (R) o espaco das distribui¢des cujo suporte é no maximo enumeravel.

Definicéo 2.32. Sejam T € Z°(R) N Z,(R) e S € £

loc

® J'. com DS € &£}

loc

® Z.. Definimos a

terceira formula do a-produto 7S por
T6.S = D(Y4S) — Yy (DS), (2.13)
sendo Y € 2'71(R) é tal que DY =T.

Os a-produtos YyS e Y5 (DS) sdo supostamente calculados pelas férmulas (2.7) e (2.10). A con-

sisténcia desta definicdo segue do seguinte resultado.

Teorema 2.33. O a-produto TyS dado pela formula (2.13)) é independente da escolhadeY € 9’1 (R)
tal que DY =T.

Demonstracdo. Se Y,Y; € 2~ 1(R) sdo tais que DY = T e DY; = T. Entdo, para toda & € Z(R)
temos que
/R (DY — DY;)(1)€ (r)dr =0,
o que implica que D(Y —Y;) = 0, entdo Y — ¥; € uma constante no sentido de distribui¢cdes. Assim,
provaremos que o valor de 7S dado pela terceira formula (2.13) ndo muda se substituirmos Y por
Y1 + C sendo C uma constante. De fato, para todo & € Z(R) e usando as propriedades dos o-produtos
ou (2.10), temos
(TuS,E) = (D(YaS) — Ya(DS),€) = (D[(Y; +C)4S] — (Y1 + C)a(DS), )
— (D(¥148) +Ca(DS) — ¥14(DS) — Ca(DS), €)
= (D(Y1¢S5) —Y14(DS),8).
[

SeTc 27 '(R)eT ¢ Zu(R), temos que T = 0 no sentido de distribui¢des. De fato, seja & €
2(R) qualquer com spt(&) C R —supp(T). Entdo,

/T&dtz/ TEd + TEdr =0,
R R—supp(T') supp(T)

pois, T € Z,,(R) e T = 0 em R —supp(T), o que implica que T = 0. Pelas férmulas (2.7) e (2.13),
temos que 7¢,S = 0. Assim, a compatibilidade dos a-produtos (2.7) e (2.13) € direta para este caso.
Para compatibilidade das férmulas (2.7)) e (2.13) precisamos do seguinte lema:
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Lema 2.34. Sejam f,f1 € Z'(R), B € €°(R) e v € L]

loc

(R). Entdo, se D(B + f) = v+ fi temos

necessariamente DB =ve Df = f].

Demonstracdo. Se D(B + f) = v+ f1, entdo

[ B=vEar= [ (i -Dpga,
R R

para todo & € 2(R). Como f € Z.(R) e supp(Df) C supp(f), temos que supp(Df) é no méaximo
enumerdvel e com isso, fi —Df € Z.(R) C Z,,(R).

Considere Q = R\supp(f; —Df) um conjunto aberto, entdo temos

(i -ppgar=o,
R

para todo & € Z(R), pois fj —Df|q = 0. Dai,

[ (DB -v)Ear=o,
R

para todo § € Z(R), entdo D = v em Q. Concluimos pelo Teorema Fundamental do Célculo para
Integral de Lebesgue em [[17] que B é absolutamente continua para cada intervalo compacto de Q
e B’ = v em quase todos os pontos de Q. Seja v tal que DV = v, entdo D(ff — V) = f; — Df, tome
n=p—7. Assim,Dn = fj —Df € Z.(R) e Dn =0 em Q.

Por outro lado, © C R € a unido de intervalos abertos /; (no maximo enumeravel). Logo, DN =
0 em cada [;, entao 1 € constante em cada ;. Mas, 1 é uma fun¢do continua em cada intervalo
fechado I;, o que implica que 7] € constante em cada I; e assume valores em um conjunto no maximo
enumerdvel. Dai, segue que 11(R) = {k} sendo k constante. Entdo, § — %=k, D —Dv=0,Df =v
eDf = fi. [

Observacao 2.35. A continuidade de 3 € essencial. De fato, se H = 3, entio D(H+0) =0+ e
ndo temos DH = 0 ou DO = 6.

Teorema 2.36. Sejam T € 2"°(R)N Z,(R) eS e (€P®Z,)N (&)

loc

Entdo, o valor de Ty S dado pelas formulas (2.7) e (2.13)) sdo o mesmos.

© D) comDS € &L}

loc

& .

Demonstragdo. Como Z,(R) C Z,(R) e 67 (R) C £,

loc

CP B D). Assim, sejaS =P+ fcom B € €P e f € .. Pela férmula (2.13) temos

(R), temos que (67 & Z,,) N (2,

loc

®Y,) =

(TaS,8) = (D(YsS) — Yo (DS), &) = (DYa(B + /)] —Ya(DB +Df), &),

para todo & € Z(R), sendo Y € 2’1 (R) é tal que DY = T. Como DS € .} @ 7. podemos escrever
DS =D +Df =v+fi comv e .Z! (R)e fi € Z.(R). Entdo, pelo Lema [2.34] concluimos que
DB =vec.Z]

'L (R). Assim, B é uma fungdo absolutamente continua e como ¥ € 2'"!(R) e § =
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B+feZLl & 2, podemos usar a férmula 2.7) ou (2.10) para calcular Y5 (B + f) e Yo (DB +Df).

oc

Entéo, para todo £ € Z(R) temos
(TaS,8) = DIYB+ (Y +)f] =Y (DB) — (Y x)Df, &)
= (D(YB)+D[(Y xa)f] -Y(DB) — (Y xa)Df, ),

pelo Lema [2.28] podemos aplicar a regra de Leibniz em D(Y 3) e também em D[(Y * @) f] (vale para
férmula (2.3))), entdo

(TaS,6) = (D(YB)+D[(Y * &) f] = Y(DB) — (Y * 2)Df, &)
((DY)B+Y(DB) + [D(Y xa)]f+ (Y x)Df —Y(DB) — (Y x)Df’, &) .

Portanto, concluimos que TS =TB + (T xa)f,poisDY =T e [D(Y xa)]f = (DY xa)f. O
Usaremos a féormula (2.13)) para calcular o préximo exemplo.

Exemplo 2.37. Vamos calcular §gH, § € 2"°(R)N Z,(R) e H € 2
gl

loc

® 9. comDH=0+6 €
@ 2., entdo para todo £ € Z(R) temos que

(6¢H,&) = (D(HyH) —Hy(DH), &) ,

sendoY = H € 2'~!(R) e DH = §. Precisamos, calcular Hy,(DH) = Hy 8, usaremos a férmula (2.3,

entao temos

Hyb = (H+ )8 = (/RH(t)a(—t)dt) 5= (1—q)8, (2.14)

~+oo
sendo g = / o(t)dr. Pelo Exemplo 2.31 temos que HyH = H. Logo,
0

(6aH,§) = (6 —(1-q)8,5) = (45,8),

para todo & € Z(R), entdo o4 H = ¢9.

2.1.5 Poténcia e composicao de distribuicoes

Vamos definir o conceito de o-poténcia que foram analisados em [30, 32].
Seja .4 C 2'(R) um conjunto das distribui¢des fechadas para a-produto, isto é, se Ty, T» € A,
entdo 77475 estd bem definido e T141> € .# . Paracada T € .# e n € N, a a-poténcia T} é definida

pela relacdo de recorréncia
Ty = (Tgil)aT, para n>1, com Tg=1 para T #0, (2.15)

certamente, se 0 € .#, 0’& = 0 paran > 1. Como os produtos de distribui¢des do Sarrico sao consis-
tentes com os produtos de distribui¢des por fungdes quando estas sdo colocadas no lado direito, temos
que B = B", para toda € €°(R) N.#. Logo, esta defini¢do coincide com as poténcias usuais de
fungdes €°(R). Em geral, se T € '~ 1(R)N.#, entdo T = T" também € satisfeito.
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Em particular, se .# ¢é tal que 7,7 € .# paratodo T € .# e todo y € R, entdo também segue que

(tyT)% = 7,(T}). A prova pode ser feita por inducdo, para n = 1 € trivial. Agora, suponha que vale

k

para n = k, ou seja, (1,7)%, = 7,(T}). Entdo, para n = k+ 1 temos que

(TyT)k+] = (Tde)]&(TyT) = Ty(T§>a(TyT) = Ty<T'k+1>

o @
no qual usamos a Proposicao A partir de agora, suponha que & fixo e denote T por T" para
simplificar a notacao.
Considere o conjunto .# = {a+ (b—a)H +méd : a,b,m € C}. Claramente, .Z C Z'(R). Além
disso, .# € um conjunto fechado para o a-produto, pois o &¢-produto é bilinear sobre C e devido aos

Exemplos2.312.37|e a
558 = (5% )8 = (0. (2.16)

Para este conjunto, as o-poténcias estdo bem definidas e podem ser calculadas usando a seguinte
proposicao.

0
Proposicio 2.38. Dado o € Z(R), sejam a,b,m € C, p = /

Joo
at)d, g — /0 a(t)dt e A =
o(0)m+ (b — a)q. Entdo, .

[a+ (b—a)H+md|"=d"+ (V" —d")H+m[P,_1(a+ 1)]4, (2.17)

sendo P,_| é um polinémio definido pela relacdo de recorréncia Py(t) =1 e para n > 1, P,(t) =

tP,—1(t) + pb" + ga".

A demonstragdo pode ser encontrada em [32]].

Seja ¢ : C — C uma funcio inteira. Entdo, temos

¢(s) =ap+ars+axs®+---+ays"+---, VseC,
() (0)

sendo a, = um sequéncia de nimeros complexos.

Se T € ., definimos a composi¢ao ¢ o T por

poT =ag+arT +arT>+ - +a,T"+---, (2.18)

k
quando a série Z a,T" com k € N converge em 2'(C).
n=0
Esta definicdo € consistente com a composi¢ao usual ¢ o7, se T € .# é uma funcido. Além disso,

se ./ étal que 1,T € .4 paratodo T € ./ e todo a € R, temos
T.(¢poT) :Ta(ao+a1T+a2T2+---) :a0+a1‘caT+a2(raT)2+...:(po(‘caT),

se oT ou ¢ o(7,T) sdo bem definidos.
Podemos encontrar outros resultados relacionados a composi¢ao de funcao inteira com distribui¢ao
em [32].
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2.2 O conceito de x-solucao

Nesta secdo, apresentamos o conceito de a-solucdo e o relacionamos com o conceito de solucao
classica.

Seja Z ([0, 40)) := €1([0,+o), Z'(R)), isto &, se i € .F([0,+0)), entdo i : [0,+o) C R —
2'(R) é uma fungdo continuamente diferencidvel e () € 2'(R) no sentido da topologia usual
de 2'(R). Para todo t € [0,+o0), a notagdo [i(¢)](x) é algumas vezes usada para explicitar que a
distribuic@o ii(r) atua nas fungdes & € Z(R) que depende de x.

Seja Z([0,4o0)) o espaco das fungdes u : R x [0, +o0) — C tal que:

a. Paracadat € [0,4o), u(-,t) € &£} (R);
b. ii:[0,00) = Z'(R), definida por [i(2)](x) = u(x,7) € Z ([0, +o0)).

Entéo, para todo £ € Z(R) e todo ¢ € [0, +o0), temos que

(w(1),8) = [[#0] 050 = [ ulxnE(de= (.8). 219

O X([0,4o0)) estd associando u(x,t) a distribuicdo [i(z)](x).

A aplicagio i : X([0,+)) — F([0,+00)) definida por i(u(x,t)) = [i(¢)](x) = u(x,t), identifica
qualquer fun¢do u € £([0,+e0)) com uma distribui¢éo i € .#([0,+<0)). Além disso, i é uma injegdo
natural. De fato, se i(u; (x,t)) = i(uz(x,t)), ou seja, [ (¢)](x) = [#2(t)](x), como uy,uy € L([0,4o0))
temos que

[ (D)) =ur(x,0) e [@(1)](§) = ua(x,1)
paracadat € [0, +o0) e uy(-,t),ux(-,t) € L}

oc(R), entdo u; = up em quase todos os pontos 7 € [0, 4-oo).

Como %! (R x [0,4+)) C £(]0,+o0)), as seguintes inclusdes sio vélidas
@' (R x [0, +00)) C Z([0, +o0)) € F ([0, +00)).

Assim, identificando (p,u) — (P, i), os sistemas (I) e (2) tornam-se
da(t

i ) 1 N ~
+ ——Dla(t)%ia(r)] = —Bi(r),
dflt k+1 (2.20)
PO b [p)aitr)] =0
© di(r
% Dla(r), ()] = Bi(r),
& 2.21)
LU+ e+ 1D [p(0)ait(r)'] =0,

sendo B uma constante positiva € k € N um nimero impar.
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O modelo de cromatografia de trés componentes (5) também pode ser reformulado pela identificagio

(u,v,w) — (i1,v,Ww) na forma

(i 10+ (ramr —wm)aﬂ(”] -0
dz(tr) D [ﬁ(t) n (IW(IHL(”_W@))&W;)} =0, (2.22)
o+ (), 0] =0

Definicao 2.39. Dado a € Z(R), o par (p,ii) € F([0,+o0)) x Z([0,4c0)) € a terna (i, V,w) €
F([0,400)) x F([0,400)) x F(]0,+e0)) sdo chamadas de a-solugdes dos sistemas (2.20),(2.21) e

(2.22) em [0, +o0), respectivamente, se e somente se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(1) Se os a-produtos que aparecem em (2.20), (2.21) e (2.22)) estdo bem definidos;

(2) Se os sistemas (2.20), (2.21)) e (2.22) sdo satisfeitos para todo ¢ € [0, 4o0).

Além disso, m > 0 em (2.22) é uma fungdo ., (R) para cada t € [0, +o).

Por um lado, se (p,u) e (u,v,w) sdo solugdes cldssicas para os sistemas (1), (2) e (3) em R x
[0,400), entdo o par (P, i) € F ([0, 4o0)) x .Z (|0, +0)) eaterna (i,7,w) € % ([0, 4o0)) X .Z ([0, +00)) X
Z (]0,400)) sdo a-solugdes para os sistemas (2.20), (2.21) e (2.22) em [0, +o), para cada a € Z(R)

Se

pO)I(x) = p(x;1),  [@(@)](x) = ulx,1), [P(1)](x) =v(x,1) e [w()](x) =w(x1).

Por outro lado, se o par (p,i) € .7 (]0,4o0)) x .Z([0,+e0)) e a terna (i, 7,w) € .F ([0, +0)) X
F([0,40)) x F([0,40)) sdo a-solugdes dos sistemas (2.20), (2.21) e (2.22) em [0,+o0), para
(p,u) € €1 (R x [0,+)) x €L (R x [0,4)) e (u,v,w) € €' (R x [0,+00)) x €}(R x [0,+0)) x
€' (R x [0, 4o0)) satisfazendo

PO]) =p(x),  [@@)](x) =ulxz), [P(O]x)=vxi) e [w)]x)=wxi),

entdo o par (p,u) e a terna (u,v,w) sdo solugdes cldssicas para os sistemas (I)), 2) e () em R x
[0,4c0). Os resultados acima podem ser concluidos a partir da consisténcia dos o-produtos com os
produtos de distribui¢des por uma fun¢ao e também observando que as fungdes p,u,v e w podem ser

identificadas como fun¢des continuamente diferenciaveis p, i, v, w € .% (|0, +o)) definidas por

pO)I(x) = p(x,1),  [@(@)](x) = u(x,1), [(1)](x) =v(x,1) e [w()](x) =w(x1).

Consequentemente, se (P, i) e (i,V,w) sdo a-solugdes, entdo identificam (p,u) e (u,v,w) como
solugdes distribucionais e estendem o conceito de soluc@o cldssica dos sistemas (1), (2) e (5). Assim,
aproveitando esta situagdo, introduziremos a seguinte defini¢do que amplia ainda mais o conceito de

solucdo classica.
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Definicao 2.40. Dado a € Z(R), quaisquer a-solugdes dos sistemas (2.20), (2.21) e (2.22) em
[0, 4o0) sdo chamadas de a-solugdes dos sistemas (I)), (2)) e (5) em [0, +o0).

Portanto, o conceito de a-solucdo pode ser identificado com o conceito de solucao fraca.



CAPITULO 3

A o-solucao para o problema de Riemann

Considere o sistema (I)) com (x,z) € R x [0,4<), sendo B uma constante positiva, k € N um
nimero impar e as incognitas p, u submetidas as condi¢des iniciais com p+,ur € Rept>0.

Pelas identificagdes (p,u) — (P, if) podemos substituir o sistema (I)) pelo (2.20) e as condi¢des iniciais
(3) por

{ﬁ(O)zp-ﬂL(m—P—)H, (3.1)

i(0)=u_+(uy —u_)H.
Neste capitulo, construiremos as a-solugdes (P, i7) para o sistema (2.20) com as condigdes iniciais

(3.1) na seguinte forma

{ﬁ(l) :a(l)—i—b(l‘)fy(,)H—i—W(l)Ty(t)S, 3.2)

i(r) = f(t)+c(t)TymH,
em que todas as funcdes a,b,w, f,c,7: [0, +o0) — R sdo fungdes € ([0, 4-0)).
Suponha que (p4 — p_)+ (s — u_)* #0, entdo das equacdes (3.1) e (3.2) obtemos que condi¢des

inicias das fungdes €' ([0, 4-0)) mencionadas acima sdo dadas por
a(Q)=p-, b(O)=ps—p-, f(O)=u-, c(0)=us—u_, w(0)=0 e y(0)=0, (G3)

pois, temos

B (0) = a(0) +b(0) Tyi0)H +w(0) Ty(0)8 = p— + (p+ — p_) H,

o que implica que a (0) = p_, b(0) = p+ —p—, Y(0) =0 e w(0) = 0. Como

1S

(0) = £ (0) +¢(0) Tyo)H =+ (s —u ) H,

concluimos que f (0) =u_ec(0) =uy —u_.
A varidvel de estado p no sistema (I]) representa a densidade, logo devemos considerar p > 0 pelo
ponto de vista fisico. Entdo, seja & € Z(R) com & (x) > 0 para todo x € R por (2.19)), temos

(3().8) = [ P& =0

32
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para cada compacto K C R e
<Cl )H—f—W 6 €>
" /R E@drtble) [ @ wE (D)
v(1)
Se supp(&) C (—oo,¥(t)), temos
(B1).&) =a() [ Ex)dr=0,

supp(§)

como / : & (x)dx > 0 concluimos que a(t) > 0, para todo . Mas, se supp(&) C (y(t),+), temos
supp(&)

(B(1).8) = (al) +b0) [ Ex)ar=0,

supp(&)
entdo a(t) + b(t) > 0, para todo t.
Agora, se supp(§) C (y(¢) —€,y(t) +€), parag >0 e € € R, temos

(1)
(p0).8) =att) | (Y

tomando € — 0 obtemos que limg_0 (P (¢),&) = w(t)E(y(r)) > 0, entdo w(r) > 0, para cada ¢. Por-
tanto, as condigdes a(t) >0, a(t) +b(t) > 0e w(t) > 0 devem ser satisfeitas para todo ¢ € [0, +o0).

y(t)+e

Ede+b) [ E@de WS (1)),

1)—¢ ()

Estd a-solucdo (P, i) pertence ao subespago fechado W = P x U € .# x . definido por

P={a(r) () v H+w () Ty : a,bweye € ([0,40))}, 3.4)
_{f Ty H: f’ceye%l([ °°))}
O seguinte teorema descreve as ¢¢-solugdes para o sistema (2.20) e (3.1)).
Teorema 3.1. Sejamu; <u_eo € Z(R), a >0 com/ t)dt = 1. Entdo, se u, <u_ e
k
C—u
= —— 3.5
4 ik (3.5)
O problema [2.20)) e (3.1) tem uma vinica o-solugdo (ﬁ, ii) € W dada por
B (1) = pt(ps — o) Ty H + 2o (1 —e P18,
{ Bk (1) (3.6)
i(t) = [u_+(u+—u_)fy(,) H]e P,
sendo B uma constante positiva, k € N um niimero impar, com
Yty = (1—ePH), o= Zu" Tul. (3.7)
Bk ) k+ 1
e
wo = 0(ps — ps) — (psuy —p_ut). (3.8)

uk

il

Se uy = u_, a descontinuidade y(t) = — e PR para todo a.
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Demonstragdo. Suponha que (p, i) € W, entdo da forma ii de (3.2)) temos que
da(t

)

(

o = SO+ O H =) (0) )8, (3.9)

para cada t. De fato, sejam & € Z(R) com ¢t € [0,+e0) fixoe h € R tal que t +h € [0, 4<0), entdo

<(+h—u >/R(ft+h )x)dx

(3.10)
n < c(t+h) ”L'y t+h C(Z)TY(,)H()C)) £ (x)dx
R b
somando e subtraindo (c(t) Ty x) H(x)) na segunda integral da equagdo (3.10), obtemos
t+ h —c(t
( =) [ewans [ () otz
(3.11)

Agora, fazendo a mudanca de varidvel y = x — y(¢ + h) na segunda integral de (3.11)) temos

( )/é dx+( +h_c )/H E(y+y(t+h))dy
[/H ( (x+7( )2 5(x+y()>>dz],

tomando 2 — 0 em (3.12), pelo Teorema da Convergéncia Dominada e as propriedades de limite

(3.12)

temos que

/5 )dx+ /(¢ /H (v+7(6))dy + (1 [/H VE' (x4 ()7 (1)dz

- [ ~Y0)8 Y() [ 8=

Assim, concluimos que para todo & € Z(R)

(U008 ) = (700 + 05 H el (0)53.)

Por outro lado, para todo & € Z(R), temos
<a<r>i;a<r>,&> = (0,6 ) = (SO 100 + ) = 10 gy H.E )
em que aplicamos (2.13)) e a Proposi¢do [2.38] coma = f(t) e b= f(t) +c(¢).

Assim,
() = O [P + @) = O 0 H. (3.13)

Entao, no sentido distribucional temos que

D[a(t) ") = [(f(t) +c(0) ! = (1) 7)) 8. (3.14)
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Associando (3.9) e (3.14)), obtemos da primeira equacio de (2.20) que
F@O)+Bf@)+{c (1) +Be(t)} oy H

c k+1 k+1
#{LOEO SOy} g8 =0

Considere & € Z(R) com & (x) # 0, para todo x € R. Se supp(&) C (—eo, ¥(¢)) por (3.15)) temos

(F()+Bf(©)) / £ (x)dx = 0

supp(&)

(3.15)

e concluimos que f/(r) + Bf(t) = 0, para cada t € [0,+o0) em (3.13). Se supp(&) C (¥(z),+oo) por
(3.13) temos
(F'0+BF0) -+ O +Be) [ E(de=o0,

supp(&)
o que implica que f/ (1) + Bf(t) + /() + Bc(t) = 0, entdo ¢/ (1) + Pc(t) = 0 para cada t € [0, +0) em

(3.13). Desse modo, a equagdo (3.13) torna-se

c k+1 _ k+1
{(f(t)+ <tl>€>++1 Fe)* _CW@}%(;:O_ (3.16)

Assim, se & € Z(R) é uma fungdo constante em Y(z), temos que

(VL — F ()R
YOl = IO - oo b e =o,

kj— 1 [(f(t) +c(@) ! = f(£)* 1] —c(t)Y (t) = 0, entdo temos

o que implica que

’ (3.17)

para todo ¢ € [0,+e0). Como temos as seguintes condi¢des iniciais f(0) =u_ e ¢(0) = uy —u_ de
(33), podemos concluir que (1) =u_e P e c(t) = (uy —u_)e P’ para todo r. Com isso, simplifi-
camos a terceira equagao de (3.17) por

uk—H k+1
<+/€T) Bk _(uy —u )Y (r)=0. (3.18)

Agora, faremos um calculo similar ao anterior nas equagdes em (3.2)), isto €,

i) = f0) + [(f(1) + ) = f(0) 7y H

= (a(t) +b(1) Ty H +w (1) Ty 8) , () +[(f (1) +c(t ))"—f(f)"]fy(t)H)
a(t)fk(t) ()[( () (t )E = 1K) Ty H +b(1) f4(2) Ty

)
)] (Ty H)afy H+W( )fk( )
n%),
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em que usamos as formulas (2.7)) e (2.10) para obter

com

lgl = L1+ (1xa)0=1.1=1, (3.19)
lafy(t)H = (1x (X)”L’Y(Z)H = (/]R ot —y)dt) Ty(z)H = Ty(t)H = Ty(l)Hal, (3.20)
lafy(,)5 = (1 * OC)‘L'Y(,)(S = (/R (X(l—y)dl) ry(,)é = ‘L'y(,)(s = ’L'Y(t)(sal. (3.21)
Consequentemente, usando a Proposi¢ao[2.23|nos Exemplos e obtemos
P0)adi(1)* = ale) F4(6) + Mty H+ N (1) 5. (322)
M(1) = (a(t) +b(0)) (f(1) +c(1))* — a(r)f*(1) (3.23)
NG = wlo) (g(F(0) + ) + (1- (). (324
Segue da forma p de (3.2)) que
45
% = a'(t) +bI(I)TY(t)H — b(t)}/(t)ry(,)5 —{-W/(I)Ty(t)é — W(Z‘)’}/(Z)Tyl(,) (D(S) (3.25)
D [p()adi(t)!] = M(1)7y0)3 +N(1) Ty (DS) . (3.26)

Somando (3.25)) e (3.26), obtemos que a segunda equagdo de (2.20) pode ser escrita por
a(t)+ b’(t)ry(,)H +{M@)+w()—b1)Y(t)} Ty1)O

+{N (1) = w(t)Y (1)} 745 (D§) = 0. (3.27)

Considerando & € Z2(R) e fazendo mesmo anélise que foi feito para obter (3.17), concluimos que

(3.28)

Pelas condi¢des iniciais em (3.3)) podemos concluir que a(t) = p_ e b(t) = p+ — p—, para todo

t € [0,+0c0]. Assim, podemos escrever as equagdes M(r) e N(t) em (3.23) e (3.24), respectivamente,

M(t) = <p+u’_i - p_uk_> e PR e N(1)=w(r) (uk_ +quk — uk_)> e Bl (3.29)
Assim, substituindo as fungdes b(t) e (3.29) na terceira e quarta equagio de (3.28) obtemos
(pylh — p-uh )e P —(py —p_ )Y (1) +W(r) =0,

w(t) { (k4 a(us b)) e Py ()} =0, (330)
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por (3.18) e (3.30) temos
((piils —p-uk)ePH —(p —p )y (1) +W () =0,
w(t) {(u’i +q(uf —ut)) e‘Bk’—)/(t)} =0, (3.31)

k+1 k+1
u —Uu_
%e‘ﬁ =l —u )y (0 =0.
\

Assim, falta determinar as fungdes w(t), y(¢) € €1 (|0, +o0)) e a constante indeterminada g € [0, 1]
do problema de valor inicial das equagdes em (3.31)) com as condigdes iniciais w(0) =0 e y(0) =0
em (3.3).

Agora, multiplique a primeira equagéo de por (uy —u_) e a terceira equacdo de por
(p+ —p-), entdo

(uy —u) (ol —puk ) e P —(uy —u_)(py —p )Y (1)

(3.32)
+ (us —u_)w'(t) =0
€
_ k1 ke
Pe P ZU) b (. —p Yy —u )Y (1) =0 (3.33)
Subtraindo (3-33)) e (3.32)) temos
B k1 okt
{ " p_gc(jt:l )y —u) (P41 —pu) } e P —(uy —u)w/(1) =0, (334

0 que equivale

{(or=p-)o (s —u) = (wr —u) (poad = pul ) e PH — (g —u)w/(1) = 0

1 &
JJ 5
comcz—z u., "u’_. Entao, obtemos
k+1 =0

(g — 1) { [(p+ —p)o— (pw’; - p_uk,ﬂ Bt _ w/(t)} ~0. (3.35)
Deste modo, a questao deve ser dividida em dois casos u; = u_ ou uy # u_.

1. Primeiro, considere o caso u, = u_, entdo c¢(¢) = 0 para todo ¢ € [0, +c0). Dai, as equacdes de
(3.31) sdo transformadas em

(pr —p)uke PR — (o —p )Y (1) +w(1) =0,

w(t) {ike P —y(1)} =0 (3.36)

Supomos que (p+ — p_)2 + (uy — u_)2 # 0, entdo p; # p— e pela primeira equacio de (3.36)
temos que

W(1) = (pr = p-) (Y (1) — uEe™PH),
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para todo ¢. Em virtude da segunda equacio de (3.36) temos a seguinte igualdade
w(ow (1) = w(e) (ps —p-) (Y1) —uk e P¥)
= (p-—p)w(r) (e P~y (1)) =0,

para cada t > 0. Com isso, (w2(r))" = 2w(t)w/(r) = 0 para todo 7 > 0, entdo w?(r) é uma
constante, o que implica que w(t) também € uma constante. Precisamente, pela condi¢ao inicial
w(0) = 0 em (3.3), obtemos que w(z) = 0 para todo r > 0 e também vale que w'(¢) = 0 para
todo t > 0. Assim, da segunda equagdo de temos

(o1 —p-) (V(0)—uk e PH) o0,

o que implica que ¥ (¢) = u* e P¥, pois p, # p_. Entio, pela condicio inicial ¥(0) = 0 em

k
temos que y(7) = %(1 —e PRy,

Para este caso u; = u_ podemos ver de (3.31)) que a constante indeterminada g deve ser esco-

lhida arbitrariamente, pois w(t) = 0 para todo 7 > 0.

. Considere o caso u4 # u_, entdo temos de (3.35)) que
(o1 =p-)o = (piu —p-ut )| e P4 —w(1) = 0.

Dai, segue que
W) = [(pr = p-) o (poad — poitt )| e7PH. (337)

Agora, vamos dividir o caso em dois subcasos p = p_ e p+ # p—.
I.1) Primeiro, analisaremos o subcaso py = p_, entdo segue de (3.37)) que
w(t) = p_(uF —uk e PR, (3.38)

Logo, se u; < u_ temos que u* —uX. > 0 com k € N {mpar, entdo w/(¢) > 0 para todo

t € [0,400), ou seja, w(r) é crescente e w(t) > 0 para todo t > 0. Agora, se u_ < u,
entdo w'(¢) < 0 para todo 7 > 0, isto é, w(t) é decrescente e w(t) < 0 para todo 7 > 0, o
que ndo satifaz o requisito w(z) > 0. Portanto, devemos considerar u, < u_ para existir
o-solucdo. Da equacio (3.18) temos que

k+1 k+1
(Wi —u™)

= Pk =GPl 3.39
k+1(u+—u_)e °e (3.39)

Y ()

pelas condig¢des iniciais em (3.3)) podemos concluir que

uk —uk
y(t):%(l—e_ﬁkt) e w(r) =P T t) (1 By, (3.40)
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I1.2)

Falta encontrar ¢, como w(z) > 0 para todo ¢ > 0, temos da segunda equagio de (3.31)) que

Y(0) = [u + (=i )g| e P, (341)
entdo por (3.39) e (3.41) temos que
o —uk
9=z € [0,1].
J’_ —

Descobrimos que esta a-solug¢@o é um caso especial da a-solucido (3.6) quando py = p_.

Caso contrario, se p+ # p— da primeira equacdo de (3.31) temos que

’}/(l‘) (p+bt+ ppu )p ﬁkt+w ( ) (3.42)
+ _

Dai, substituindo (3.42)) na terceira equacao de (3.31)) obtemos

Wy = W (e —po) i

N . —Bkt
k—|—l(u+—u,) (p+1/l p I/l )

que pode ser reescrito como
w (1) = woe PH (3.43)

sendo wy = o (py —p—) — (pyuk —p_uk). Se uy < u_, entdo

1 k
u]i<6:k+—1£ui]u] <u
j:

com k € N um numero impar, o que implica que

wo=0(pr —p-)— (pyuly —p_ul) > p_(ut —uly) > 0.

Logo, w(t) é crescente e w(r) > 0 para todo ¢ > 0. Caso contrario, se u_ < u; temos que
uk <o < ul_i, com k € N um nimero impar e

wo =0 (ps —p-) — (pyul —p-ul) < p_(ut —ul) <0.

Assim, w(t) é decrescente e w(t) < 0 para todo # > 0, mas ndo pode ocorrer este caso.

Portanto, para existir ¢&¢-solug@o neste caso também devemos considerar u; < u_.

Agora, iremos descobrir a constante indeterminada ¢, como w(t) > 0 para todo ¢t > 0 da

segunda equagdo de (3.31)) temos que
{(uﬁ —u* ) g+ uF — G} e PR =,

para todo ¢. Assim, obtemos

€ 0,1]. (3.44)
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Com as condigdes iniciais w(0) = 0 e y(0) = 0 em mente, podemos obter de (3.42) e

(3-43) que

wo

= ﬁ“ — e Pl

w(t)

Y1) = %(1 )

Portanto, podemos obter uma tdnica a-solu¢do dada por (3.6) para o problema (2.20) e (3.1))

quando u_ < u.. 0

Entdo, se B € uma constante positiva e k € N ¢ um nimero impar com u < u_ pode-se concluir
da Definicao que a unica o-solugdo do problema de Riemann (1)) e (3)) € dada por

p (1) = p-+ (ps =P ) Hx—1(0) 4 5o (1— e P)5(x (1)),
(3.45)
() = um+ (s —u) Hx—y(0) e P,
com
o —pkt
V() = gri—e ).

Em particular, se u; = u_ temos w(t) = 0, para todo ¢ € [0,0). Tendo uma descontinuidade
k
¥(t) = %(1 — e~ P¥) conectando os dois estados (pi,u_e’ﬁt ) do problema de Riemann (T)) e (3).
Caso contrdrio, se u4 < u_ temos uma onda delta choque na forma (3.45)) para o problema de Riemann
(1) e (). A a-solugdo (3.43) ¢é dnica independente da escolha da fung¢éo suave a para o problema
de Riemann (1)) e (3). Além disso, a a-solugdo (3.43) é idéntica a solugdo descontinua contendo a
k
descontinuidade y(t) = ﬁ(l — e P¥) quando u, = u_ e a onda delta choque quando uy < u_ em
[15]. O problema de Riemann para o sistema (1)) com k = 1 foi resolvido em [14] e também € idéntica

a o-solugdo (3:43)). Observe que quando f — 07 a a-solugdo (3:43)) converge para

{ p(xt) = p+(pr—p-) H(x—y(t)) +wotd(x - ¥(t)), (3.46)

w(x,t) = u+ (up —u) H(x—v(t)),
com
y(t) = ot.
Esta a-soluc@o é uma solug@o de onda delta choque para o sistema homogéneo associado a ().
O problema de Riemann para o sistema homogéneo associado a (1)) com k& =1 foi resolvido em [22].
Se denotamos o(¢) = ¥/(¢), sendo a velocidade de propagacdo da onda delta choque. Entdo, as

equagdes em (3.31)) implicam em

(M)
dt ’
dw(t)
T o(t)[p]— [P“k} 5 (3.47)
| 0=0()u - HLl k1]
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que € chamado de condicao generalizada de Rankine-Hugoniot da onda delta choque para os sistemas
hiperbdlicos de leis de conserva¢do com um amortecimento linear em [[15]. Em (3.47)), w(t) representa
a forca da onda delta choque e [p] = p; — p— denota o salto de p através da descontinuidade x(¢) =
¥().

Observacao 3.2. Se p4 = p_, entdo da primeira equacdo de temos que w'(¢) = 0 para todo
t, mas w(0) = 0 em (3.3). Logo, w(r) = 0 para todo r > 0. Deste modo, a solugdo é dada por
(p(2),i(t)) = (p,, u_e Pt ) e a curva de descontinuidade x = () ndo existe. Portanto, ndo precisare-

mos considerar este subcaso py = p_ e uy = u_, por isso que supomos (P4 — p—)* + (us —u_)* #0.

Observacao 3.3. Se o sistema (2.20) é reformulado pela forma

da(r) 1 ooy covk_ga
- _|_k+—1D[u(l)aM(f) | =—Ba(r), (3.48)
dp()

2~ +D]at)ep(n)] =0,

invés de (2.20), entdo a tnica diferenca estd em que 0 @-produto Ty 0Ty )H € substituido por
T},(t)Ha’L'y(t)5 nos célculos. Entdo, precisamos trocar g por 1 — g nos cdlculos, pois geralmente os

o-produtos ndo sdo comutativos como pode ser visto no Exemplo Portanto, a unica a-solugdo

de (3.48) também € dada por (3.6]), mas

| o—uk uk —o
I S ok
boul i



CAPITULO 4

A o-solucao para o problema de Riemann 2

Considere o sistema (2) com (x,z) € R x [0,4), sendo B uma constante positiva, k € N um
nimero impar e as incognitas p, u submetidas as condi¢des iniciais com p+,ur € Rept>0.
Tendo em mente as identificdes (p,u) — (p,i) podemos substituir o sistema (2) pelo (2.21) e as
condigdes iniciais (3) por (3.1).

Neste capitulo, também construiremos as a-soluc¢des (P, i) para o sistema com as condi¢des
iniciais na forma (3.2)).

Suponha que (p4 —p_ ) + (uy —u_)* # 0 e pelas equacdes (3.1) e (3.2) temos que condi¢des
inicias das fungdes €’! ([0, +o0)) mencionadas acima sio dadas por (3.3).

Devemos considerar a varidvel de estado p no sistema (2)), p > 0 pelo ponto de vista fisico. Entdo,
as condigdes a () > 0, a(t) +b(r) > 0e w(r) > 0 devem ser satisfeitas para todo ¢ € [0, +). A o-
solugdo (P, i) pertence ao subespago fechado W = P x U € .F x .Z definido em (3.4).

O seguinte teorema descreve o resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.1. Sejamu, <u_eo € Z(R), a >0 com/ t)dt = 1. Entdo, se u; <u_ e

— (k+1)uk

sy sy @D

O problema (2.21) e (3.1)) tem uma vinica a-solugdo (p,ii) € W dada por

(eBk’ 1)t 0,
Pk " 42)

i(t) = [u_+ (uy —u_) Ty H| e,

B () = p+(pr—p-) Tyy)H + o

com .
Y1) = ﬁk( P 1), o= uul (4.3)
j=0
e
wo = G(p+—p+)—(k+1)(p+u’;—p,uk_) (4.4)

42
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sendo B uma constante positiva, k € N um niimero zmpar
(k + 1) ( Bkt
Bk

Demonstragdo. Tome (P, i) € W. Pela forma de i em (3.2) obtemos que

Se uy = u_, a descontinuidade y(t) = 1), para todo a.

dii(t)
dr

= f(t) + ' (t) Ty H — c(t)Y (1) Ty(1) 0, (4.5)

para cada z.
Por outro lado, usando (2.15) e a Proposi¢do2.38] com a = f(t) e b = f(t) + c(t) obtemos

a(0) = F (@) +e(0) = @) gy H (4.6)

Entao,
D)1 = [(£(6) +c(0) ! = £(0) ey 8 (4.7)
no sentido distribucional.

Considerando & € 2(R) e fazendo mesmos célculos que foram feito para obter (3.17)), temos que

) =Bf) = 0,
c'(1) = Be(r) = (4.8)
[(F(r)+ ())k+1 f@ ] =)y (1) =0,
paratodo € [0, +o0). Pelas seguintes condigdes iniciais f(0) =u_ e ¢(0) = u; —u_ em (3.3)) obtemos

que f(1) = u_eP e c(t) = (uy —u_)eP!, para todo 1. Com isso, simplificamos a terceira equagio de

por
(u’f“l - u’i“) PR —(uy —u )Y (t)=0 4.9)

Agora, faremos um célculo similar ao anterior nas equagdes em (3.2)), isto &,

P(1)aii(t) = (a(t)+b(t) Ty H+w(t) Tys)8) , () +[(£(1)+ () = F(1)¥] 7y H)
= a(t) /(1) + ()[( () () = fEO)] Ty H +b(1) f* (1) Ty H
+b(1)[(f(1) + SO (tyH) , Ty H+W( )4 (1) Ty 0
+w(n)[(f(t )+c — A O) (7y)8) T

em que utilizamos (3.19), (3.20) e (3.21).
Desta forma, usando a Proposicao nos Exemplos e[2.37] temos

p(t)aii(t) = a(t) fX(t) +M(t) Ty H + N(t) Ty S, (4.10)

com

M(t) = (a(t) +b(0))(f(t) +c(t)* —alt) f*(t) (4.11)

N(t) = w(o) (a0 (1) + ) + (1) (1)) (4.12)
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Segue da forma p de (3.2)) que

dp(1)
dr

= &)+ B (1) Ty H — DY (008 + W (T8~ W)Y (1) (DS)  (13)

D |p(1)adi(r)| = M(1) T8+ N(1) Ty (DS). (4.14)
Dai, concluimos que a segunda equagdo de (2.20) pode ser escrita por

a’(t) +b/(l)fy(t)H+ {(k+ 1)M(I) —f—W/(l‘) —b(l)’}/(l)} ‘L'y(,)(s

+{(k+1)N(t) —=w(t)Y (£)} Ty (DS) = 0. (4.15)

Considerando & € Z(R) e fazendo mesmos célculos que foram feito para obter (#.8)), temos que

a(t)=0,
b'(t) =0,
4.16)
(k+1)M(t) +w () —b(r)Y(t) =0,
(k+1)N(t) —w(t)y (r) =0.

Pelas condigdes iniciais em (3.3) podemos concluir que a(t) = p_ e b(t) = p+ — p—, para todo
t € [0,4-o0]. Assim, podemos escrever as equacdes M(r) e N(t) em @.11) e (4.12)), respectivamente,
por

M(t) = (p+uk+ —p_u]i) P e N(t)=w(r) <uli +quk — uli)) PH 4.17)

Substituindo as fungdes b(r) e (@.17) na terceira e quarta equacio de (4.16)), obtemos que

(k+1)(pyud — pub )ePX —(py —p_ )Y (1) + /(1) =0,

W(t){(k+1)(uli +q(uk —uk)) eﬁkt_»}/(t)} —0. (4.18)

Assim, por e temos
(k+1)(p1ul. —p_uk )ePR — (py — p_ )Y (1) +w'(1) =0,
w(t) {(k—i—l) ( + g —uk ))eﬁkt—}/(t)} —0, (4.19)
(i — PR — (. —u )y (1) = 0.

Agora, falta determinar as fungdes w(t), y(t) € €' ([0, +)) e a constante indeterminada ¢ € [0, 1]

do problema de valor inicial das equagdes em (4.19) com as condi¢des iniciais w(0) =0e y(0) =0

dadas por (3.3).
Calculando a diferenga entre a primeira equacgio de (4.19) multiplicada por (u4 —u_) e a terceira

equagdo de (4.19) multiplicada por (p; — p—), obtemos

{(pe =)k =) (kb 1)y — ) (pradk —pd) JoB¥ — (u —u ) w(1) =0,
(4.20)
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0 que equivale

{(P+ —p-) o (ur —u_) = (ug —u_)(k+1) <P+”Ii —P—Mli>}€ﬁkl — (uy —u_)W'(t) =0

k
k—j j ~
com o = Z uy T4’ . Entdo, obtemos
j=0

(s —u) {[(pr =)o — (k1) (pyadh —puh ) [ P2 —w' (1)} =0, @.21)
Desta forma, devemos dividir a questdo em dois casos u. = u_ ou u; # u_.
1. Primeiro, considere o caso uy = u_, entdo c(¢) = 0 para todo ¢ € [0,+). Logo, as equagdes
de (@.19) sdo transformadas em
(k++1)(py —p-)uk P — (p1 —p_ )Y (1) + W (1) =0,

w(t) { (k+ 1)t PR — (1)} =o0. (4.22)

Supomos que (p+ — p_)* + (uy —u_)? #0, entdo p, # p_, pela primeira equacio de #.22)
temos que

W (0) = (pr—p-) (7(1) = (et Dk o),
para todo ¢t. Em virtude da segunda equacgdo de (4.22) temos a seguinte igualdade

w(t)w'(t) = w(t) (p+ —p-) (Y’(t) — (k+ l)uk_eﬁk’>
= (p—=p+)w(t) (<k+ 1)uk ePH — ;/(r)) =0,

para cada r > 0. Com isso, (w?(r)) = 2w(t)w'(t) = O para todo 7 > 0, entio w>(t) é uma
constante o que implica que w(z) também € uma constante. Precisamente, pela condi¢do inicial
w(0) = 0 em (3.3), obtemos que w(t) = 0 para todo 7 > 0 e também vale que w'(r) = 0 para
todo 7 > 0. Assim, da primeira equagao de (4.22)) temos que

(p+—p) (Y1)~ (k+ 1) o) =0,
o que implica que ¥/ (1) = (k+ 1)ut P, pois p, # p_. Além disso, pela condigdo inicial
ket 1)t
¥(0) = 0 em (3.3) temos que y(t) = %(eﬁkt —1).

Para este caso uy = u_, a constante indeterminada g pode ser escolhida arbitrariamente, pois

w(t) = 0 para todo ¢ > 0.
2. Considere o caso u # u_, entdo temos de (4.21)) que
(o1 =p-)o—(k+ 1) (pral = psih ) [ P4 —w'() = 0.

Dai, segue que
W(1) = |(ps —p-) o = (k1) (k. — pu )| P, 423)

Agora, vamos dividir o caso em dois subcasos py = p_ e p4 # p—.
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I.1)

11.2)

Primeiro, analisaremos o subcaso p+ = p_, entdo segue de (4.23) que

w(t) = (k4 1)p_ (u* —uk)ePH. (4.24)

Logo, se uy < u_ temos que uk

— u’jr > 0 com k € N impar, entdo w'(¢) > 0 para todo
€ [0,4-o0), assim w(r) é crescente e w(r) > 0 para todo t > 0. Agora, se u_ < u,, entao

w (1) < 0 para todo t > 0, isto é, w(r) é decrescente e w(z) < 0 para todo ¢ > 0, 0 que ndo

satifaz o requisito w(¢) > 0. Portanto, devemos considerar u < u_ para existir &t-solucao.

Da equacdo (4.9) temos que

( ulii-l _ uk+1)

— L ePM = gePM 425
k+1(u+—u_)e o (4.25)

Y ()=

pelas condi¢des iniciais em (3.3)) concluimos que

Uk
Bk( A1) e wi)= (k+ 1)p[3(k - —u) (PR —1). (4.26)

Falta determinar ¢, como w(¢) > 0 para todo ¢ > 0, temos da segunda equagao de (4.19)

y(t) =

que
Y(t)=(k+1) uk + (u’_i — uk_)q eﬁk’, 4.27)

entdo por (4.25) e temos que

— (k+1)uk
(k+ 1)(uf —ut)

€ [0,1].

Esta o-solugdo é um caso especial da a-solucdo (4.2) quando p = p_.
Caso contrdrio, se p # p— da primeira equagdo de (4.19) temos que

(k- 1)(p ik —p i )ePR +w (1)
Y(t) = F— :

Dati, substituindo (4.28)) na terceira equagdo de (4.19) obtemos

(4.28)

( k+1 k+l)(

uy P+ — p)ﬁkr

(g —u)

w(1) = — (k+ 1) (psady —p_ut)eP¥

que pode ser reescrito como
w (1) = woeP¥, (4.29)
sendo wo = o (py —p—) — (k+ 1) (pyuk —p_uk). Se uy <u_, entdo
S
(k+ 1k <o = Z U I < (k+1)uk
j=0
com k € N um nimero impar, o que implica que

wo = 0(ps —p-) — (k+ 1) (psudy —p-ul) > (k+ 1)p—(u —ulf) > 0.
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Portanto, w(t) é crescente e w(t) > 0 para todo t > 0. Caso contrdrio, se u_ < u, entdo

(k+1)u* < o < (k+1)uX com k € N um nimero {mpar e

wo = 0(ps —p-) — (k+ 1)(pad —pul) < (k+ D)p_(ut — i) <0,

entdo w(z) é decrescente e w(t) < O para todo ¢ > 0, mas ndo pode ocorrer este caso.
Portanto, para existir ¢&¢-solug@o neste caso também devemos considerar u; < u_.

Agora, iremos encontrar a constante indeterminada g, como w(¢) > 0 para todo ¢ > 0 da

segunda equacgdo de (4.19) temos que
{4 D)((h ~ b )g+uk )~ o} Pl 0,

para todo ¢. Logo, obtemos

— (k+ 1)uk

(k+1)(u+—uk) € [0,1]. (4.30)

Com as condigdes iniciais w(0) = 0 e y(0) = 0 em mente, podemos obter de (4.29) e
(4.28) que
S (eP 1)

W) =g

o) = (@),

Portanto, podemos obter uma dnica a-solu¢do dada por (.2) para o problema (2.21) e (3.1

quando u_ < u..
]

Entdo, se B € uma constante positiva e k € N ¢ um nimero impar com u < u_ pode-se concluir

da Definicao que a tnica o-solug¢do do problema de Riemann (2)) e (3]) € da forma
p (1) =p-+(pr—p-)Hx—v(1) + ﬁk(eﬁ"’ 16 (x—v(1)),

u(x,t) = [u—+ (uy —u_) H(x—y(1))] ",

4.31)

V()= (@ 1),

Em particular, se u = u_ temos w(t) = 0, para todo 7 € [0,0). Tendo uma descontinuidade y(¢) =
(Hﬁl) (¢P¥ —1) para o problema de Riemann (@) e (3)) conectando os dois estados <pi, u_eb! ) . Caso
contrdrio, se uy < u_ temos que uma onda delta choque na forma (3.43) deve ser construida para o
problema de Riemann () e (3). A a-solugio € unica independente da escolha da funcao suave
o para o problema de Riemann (2) e (3. Observe que quando 8 — 0" a a-solugdo (@.31) converge

para

{ p(x,1) = p—+(ps = p-) H(x— (1)) + wor8(x = ¥(1)), 4.32)

w(6,t) = e+ (s —u_) He— (1),
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com
y(t) = ot.
Esta a-solug@o é uma solug@o de onda delta choque para o sistema homogéneo associado a (2)).

Se denotamos o (¢) = Y/(¢), sendo a velocidade de propagacdo da onda de delta choque. Entdo, as

equagdes em (.19) implicam em

- o)
dr ’
PO o0)[p] — (k-+ 1) [put]. #33)
0= o(r) ] — [1#*1],

\

que € chamado de condicao generalizada de Rankine-Hugoniot da onda delta choque para os sistemas
hiperbdlicos de leis de conserva¢do com um amortecimento linear. Em (4.33)), w(¢) representa a forga

da onda delta choque e [p] = p+ — p— denota o salto de p através da descontinuidade x(¢) = y(¢).
Observagio 4.2. Se p, = p_, entdo da primeira equagdo de (#@.22)) temos w'(¢) = 0 para todo 7, mas
w(0) =0em (3.3), logo w(z) = 0 para todo ¢ > 0. Dai, a solugéo é dada por (p(z),ii(t)) = (p_ , u_eﬁ’>
e a curva de descontinuidade x = () ndo existe. Portanto, ndo precisaremos considerar este subcaso
P+ =p— e uy = u_, por isso supomos (py — p—)> + (uy —u_)* #0.

Observacao 4.3. Se o sistema (2.21) é reformulado pela forma

dlZl(tt) +D[ﬁ(t)all<t>k] = ﬁﬁ(t>7
d (4.34)
P 1 (e 1D [a(0p0)] =0,

invés de (2.21), entdo a Unica diferenca estd em que o o-produto Ty(z)3afy(t)H ¢ substituido por
‘L’Y([)Hafy(,)(s nos célculos. Entdo precisamos trocar g por 1 — g nos célculos, pois geralmente os «-

produtos ndo sdo comutativos como pode ser visto no Exemplo De fato, a unica a-solucao de

(4.34) também € dada por (4.2), mas

o (k+Dut _ (k+ Dk -0
! q_(k+1)(uﬁ—u’i) © q_(k+1)(uﬁ—uli)'




CAPITULO 5

A o-solucao para o problema de Riemann
do sistema de cromatografia

Neste capitulo, construiremos as ¢-solugdes para o problema de Riemann (3] e (6) . Para isso,
precisamos considerar o problema de Riemann (5) e (6) no espago .7 ([0, +<)) tendo em mente as
identificagdes (u,v,w) — (i, ¥,w). Portanto, podemos substituir o sistema (3) pelo sistema (2.22) e

também escrever as condigdes iniciais (6) por
i(0)=u_~+(uy —u_)H,
v(0)=v_+(vy—v_)H, (5.1)
w(0)=w_+ (wy—w_)H.
O intuito deste capitulo é encontrar as ¢¢-solugdes (i, 7, w) para o sistema (2.22)) com as condi¢des
iniciais (5.1)) na seguinte forma

1S

(t):a(t) b(t)Ty(t)H-l-ﬁl (I)TY(,)(S,
V(t) = h(t) +1(t) Ty H + B2 (t) Ty(1) O, (5.2)
W (t) = f(t) +k(t) Ty H + B3 () Ty(r) O,

com By (1) +Ba(r) = B3(1) e a,b, f,h,k, 1, B1, B, B3 : [0, +o0) — R sio fungdes €' ([0, +0)).
As a-solugdes (ii, 7, W) dadas por (5.2) pertencem a um subespago fechado W € .% x & x Z.

+
_|_

As varidveis de estado u,v e w sdo fun¢des ndo negativas para todo (x,7) € R x [0,4-c<). Entdo,
escolhendo & € Z(R) apropriado como nos capitulos anteriores, temos que a(t) > 0, a(z) + b(t) > 0,
h(t) >0, h(t)+1(¢t) >0, f(t) >0, f(t)+k(t) >0, Bi(t) >0, Ba(t) >0 e Bs3(t) > 0 para todo ¢ €
[0, +ee).

Teorema 5.1. Sejam uy —u_+vy —v_ #wy—w_e -1 <u_+vo —w_ <0< uy +vy —wy.
Entdo, dado o € 2(R), o« > 0 com / ot)dt=1e
R
Wo —uU_ —V_

— ) 53
1 Uy —U_+vy—v_+w_ —wy 5-3)

49
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O problema (2.22) e (5.1) tem uma a-solugdo (ii,7,w) € W se e somente se as trés condigdes a

seguir forem satisfeitas:
(a) u_vy+uw_>u_wy+uyv_;
(b) viw_4+v_uy >viu_ +v_wy;
(c) w_uyr +w_vy >wiu_+wiv_.

Em qualquer caso, a tinica a-solucdo em W é dada por

( U_Vp+UtW_ —U_W — ULV
(1)
(1+M+ +V+—W+)(1+M_+V_—W_)
VAW + VU — ViU —V_wy }

(It uy+ve—wio)(l+u_+vo—w_)

i(t) = u_+ (uy —u-) TyH + {

~

\7(1‘) =v_+ (V+ — V_) ‘L'},(t)H + { ry(t)& 5.4

WUy +w vy —wild —Wwyv_
try(,)é,
(It uy +ve—we)(I+u_+vo—w_)

w(t) =w_+(ws _W—>Ty(t)H+{

com
1

1+ t
{ (1+M++V+—W+)(1+M+V—W)}

Demonstragdo. Sejam (ii,7,w) € W uma a-solugdo de (2.22). Consequentemente, de (5.2) temos

(5.5)

y(t) =

que

dbzlgt) — a’(t) ‘f‘b/(l‘)l’y([)H — b(l‘)’}/(l)fy(t)a +B1/ (t)‘cy([)a — ﬁl (0}/(;)1-7/([) (D6) . (5.6)

Pela Defini¢do[2.39 e (5.2)) podemos concluir que

L+a(t) +9(¢) —w(t) = 1+a(t) +h(t) — f(t) + (b(t) +1(t) — k(t)) Ty H > 0. (5.7)

Se ¢ : R — R ¢ uma fung¢@o continua em relagdo a p assim como p : [0, +c0) — R € uma aplicac¢do
da forma p(t) = m(t) +n(t) Ty H, entdo
- m(t), se x <y(t),
plr) =
m(t)+n(t), se x> y(t),

para cada . Como a defini¢do (2.18) é consistente com a composi¢do de funcdo, temos

¢op<t>:{¢<’"<”)’ se v < 1(0),
¢ (m(t) +n(1)), se x> (),
isto &,
9op(r) = ¢(m(t)) + (9 (m(t) +n(t)) — ¢ (m(1))) Ty H.- (5.8)

Logo, por (5.8) obtemos que

1 1
T+ a) +5(0) — () m(o) (m(t) () m(;)) TyinH, (5.9)
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sendo
m(t)=14a(t)+h(t)—f(t) e n(t)=>b(t)+1(t)—k(1).
Tendo em vista ([2.14), Exemplo 2.3}, (3.19)), (3.20) e (3.21)), pode-se obter de (5.2) e (5.9) que

1 . alt) | (aln)+b()  alt)
<1+ﬁ(t)+\7(t) —W(t))au(t) ~ m(r) * ( (t) +n(r) m(,)) TyH

Bi(0) | (1- @Bt
+(m<r>‘+ o+<n>”f§

Entao, temos que

. ! N a(t) +b(t) _a()
o a0+ (e —am ), ) = (0 Sy ) 70
api(t) , (1=49)Bi (1)
(B S+ ) o 09
Ao somar (5.6) e (5.10), podemos obter a partir da primeira equagdo em (2.22)) que

e
1

qPi(z) , (1—q)Bi() _

) OB 7 0) £ (08) =0
Analogamente, também podemos obter a partir da segunda equag@o em (2.22)) que
h(t) +1(t)  h(r)
m(t)+n(t) m(t)

Bt) (1= 9Br(0)
m(t) m(t)+n(t)

e da terceira equag@o em (2.22)) que

(5.10)

—ban«ﬂ+ﬁ«0>q@6
(5.11)

+ (131 (1) +

K (t)+ l/(l)fy(,)H-i- (l(l) +
(5.12)

+ (Bz(t) +

) +k(@)  f()
m(t)+n(t) m(t)

qBs(t)  (1—q)Bs(t) -
m3(l) " m(l)+n3(t) _B3(t)7/(t)> Ty(r) (D6) =

Considere & € 2(R) apropriado, podemos concluir que (i, v, w) na forma (5.2) é uma a-solucdo

JH(t) +K () Ty H + (k(t) +
(5.13)

+(m@+
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para o problema de Riemann (2.22)) e (5.1)) se e somente se as doze equagdes seguintes sdo vilidas:

(d'(t)=0, b (r)=0, f'(t)=0, W()=0, K(@)=0, I'(t)=0,

\ m(t)  m(t)+n(t)

(5.14)

Além disso, podemos concluir de (5.1 e (5.2) que a condigdo inicial para o sistema (5.14) sdo

dadas por

a(0)=u_, b(0O)=ur—u_, f(O)=w_, h(0)=v_, k(0)=wyr—w_, 1(0)=vy—v_ (5.15)

€

7(0)=0, Bi(0)=0, B2(0)=0, B3(0)=0.
Entdo, por (5.14) e (5.13)), temos que

(5.16)

a(t)=u_, b(t)=uy—u_, f(t)=w_, h(t)=v_, k(t)=wr—w_ e l(t)=vy—v_, (5.17)

para cada t € [0,4c0). Logo, por (5.7), temos
I+u_4+ve—w_>0 e l+uy+vy—wy>0.

Deste modo, o sistema é simplificado por

1—|—u++v+—w+_ I+u_4+v_—w_

< ﬁl(t){1+ g -9 —V(t)}=0,

I+u_+v_—w_  lIHugr+vy—wy

ﬁz(t>{1+ 1 TR Ut ) —V(r)}=0,

I+u_+v_—w_  IHug+vy—wy

ﬁs(t){1+ g (-9 —m)}:o.

I+u_+v_—w_  THug+vy—wy

\

( u+ u_ ,
U - — (g —u_)y(t t)=0
S +1+u++V+—W+ l4+u_4+v_—w_ (s —u )7/()-1-[31() ’
V4 V_ ,
—v- - — (v —v )Y (¢ t)=0
Y +1+u++v+—w+ l4u_+v_—w_ (v —v )V()+B2() ’
w w_
We Wt v — (04 —wo )Y (1) +B5(0) =0,

(5.18)
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Das trés primeiras equagdes em (3.18)), temos

1

(u+—u_+v+—v_—w++w_)<1+ —}/(t)):O.

(It uy +ve—wie)(I+u_+v_—w_)

Assim, pela hipétese u —u_ +vy —v_ # wy —w_, segue que

Y()=1+ !

(1+M++V+—W+)<1+M_+V_—W_),

U vy+uw_—u wi—uv_
(Itug +ve —wi)(Iu-+vo—w_)’
ViW_ +V_ Uy —ViUu_ —Vv_wy
(Itup+ve—wy)(l+u_+vo—w_)

Bi(r) =

Palt) =

Bi(1) = WUy +W_ Vi —Will —WiV_
’ (Ituy +ve —wi)(+u-+vo —w)’

com a condig¢do inicial (5.16) em mente, temos

1
= {1+ (Ituy vy —wi)(I+u v —w )}t’

ViW_ +V_Up — ViU —V_wy

g -1{; ]
B (1) {(1+u++V+_W+)(1+u_+v_—W—)}t
g -1{; ]

}t,

UV +UW_ —U_ Wy —ULV_
l+ur+ve—wi)(l+u_+vo—w_

W_ly +W_Vy — Wil —WiV_
l+ur+ve—wi)(l4+u_+ve —w_

Quando
U_Vy+UW_ =U_WL +ULV_,

Vyw_ -+ VUt =ViU_ + V_wy

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

ew_ur+w_vy =wyu_+wyv_, temos que B(t) =0, () = 0e B3(t) = 0. Logo, a equacdo em

(5.18)) ¢é satisfeita automaticamente. Portanto, neste caso ¢ e a fun¢do o € Z(R) pode ser escolhida

arbitrariamente.

Se
U_Vi+UrW_ FUu_ Wi +uyv_,

Viw_ + V_Uu4 3‘& Viu— + V_Wwy
ew_ur +w_vy #wiu_+wyv_, pelas equagdes em (5.18)) obtemos que
W —u_—v_

N Uy —u_+vy—v_+w_—wy

(5.28)

Nesta situagdo, como fB;(z) > 0 parai=1,2,3 e B;(r) + B2(¢) = B3(r), devemos requerir que

U_vyt+uw_>u_wy+upv_,

ViW_ +V_Uy >ViUu_+V_wy
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ew_uy+w_vy >wiu_+wyv_. Paramanter g € [0,1] com uy, v4 e wi ndo-negativo, a inequagio
—1<u_+4+v_—w_<0<u;+vy—wy deve ser exigida, o que corresponde a condi¢ao de entropia
supercompressiva da onda delta choque.

Assim, a solug@o (5.4) junto com (5.3)) é claramente a dnica solug@o, o que prova o teorema. [

Portanto, podemos concluir a partir da Defini¢ao [2.40] que tnica a-solu¢do para o problema de

Riemann () e (6) tem a forma
w(x,t) = u+(uy —u ) Hx—y())+ i (6)d(x—¥(1)),
v(t) = vt vy —v ) H(x—v(1)) + Ba(1) 8 (x — v(2)), (5.29)
w(x1) = w-+(wy —w_ ) H(x—=y(1)) + B3(1)8 (x = ¥(r)),

quando B (1) + Bo(2) = B3(t), y(t) e Bi(t) parai = 1,2,3 sdo dados por (5.24), (5.23), (5.26) e (5.27),

respectivamente. Assim, a solucdo € independente de o. Em particular, se

UV F+Uuw_=u_wy+tugv_,
Viw_+V_uy =viu_+v_wy,

W_ly +W_VvL =Wiu_+Wwiv_

eu_+v_o—w_>0>uy+vy—wy > —1, entdo a a-solugdo é uma onda de choque viajante que

nao existe apenas para qualquer &, mas também € independente de . Caso contrdrio, se

U_Vy+uw_>u_wy+upv_,
Viw_+Vv_uy >viu_+v_wy,

WUl +w_vy>wiu_ +wiv_
e —1l<u_+ve—w_<0<u;+vy—wy, entdo a a-solugdo é uma onda delta choque na forma

(5.29). Pode-se concluir que ¢-solucao determinada por (5.29)) € tnica independente da escolha do o
para o problema de Riemann (5)) e (6).

Observagio 5.2. Se denotarmos o (¢) = /() sendo velocidade de propagagio da onda delta choque,

entdo as trés primeiras equagdes em (5.18)) podem ser escritas como

( dz_@ = o(1),

Bt o ]

%:t) o {M Hwﬁ] | (5.30)
| dﬁét(t) — () [w]— {WJF M%} ’

o que é chamada de condi¢do generalizada de Rankine-Hugoniot da onda delta choque do modelo de

cromatografia de trés componentes (3) em [55].
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Observacao 5.3. Se o modelo de cromatografia de trés componentes (5)) é transformado na forma

(8o 10 10 (e )| =
d\Zl(tt) +D {V(I)Jrﬁ(t)a (1+zl(t)+1\7(t)—w(t)>} =0, (5.31)
5 050 () <O

ao invés da forma (2.22)), entdo a diferenga € que nos cdlculos o a-produto T, He Ty(;) 6 € substituido
por Ty(,)Sary(t)H . Entao, precisamos colocar 1 — ¢ no lugar de ¢ nos calculos, pois ¢-produtos nao
sdo geralmente comutativos, veja o Exemplo Assim, a tnica o-solucdo de também pode
ser dada por (5.4), mas com

W —u_—v_ Wy —uUy —vy

1— = c = .
1 Uy —U_+vy —v_+w_—wy 1 U_—Uur+v_—vy+wy—w_

Considere o modelo nao linear de cromatografia de n-componentes
Ui

uj)+ | ui+
(b (l L+uy+--+uyp1—up

com as condi¢ao inicial dada por

) =0, parai=1,---,n, (5.32)
X

wi(x,0) =u, (Fx>0ei=1,---,n). (5.33)
n—1

Se introduzirmos a seguinte mudanca de variavel s = Z u; e r = s — u,. Entdo, o sistema
se desacopla no sistema ((I)) com os dados iniciais (8). As ls_ollugf)es de Riemann ndo sdo modificadas
porque as substitui¢des de varidveis sio lineares nas quantidades conservadas. E ficil ver que a soma
das n — 1 forcas da fungdo delta de Dirac de u; parai =1,...,n— 1 € igual a forca da fungdo delta de
Dirac de u,, devido ao fato da funcdo delta de Dirac ndo estar incluida na variavel de estado r = s — u,,

para nenhuma condi¢@o inicial (8.
Assim, podemos dar um passo adiante investigando o problema de Riemann (5.32) e (5.33]) usando
o conceito de a-solugdo introduzido por Sarrico [35 36]. Explicitamente, as a-solu¢des devem

pertencer ao espago W que consiste em 7 distribui¢des definidas por
ui(x,t) =a;i(t) +bi(t)H(x—y(t)) + Bi(t) 0 (x — y(t)), (para i=1,2,---,n) (5.34)

com Z Bi(t) = Bu(t) e sendo a;, b;, v, Bi : [0,+e0) — R funcdes %1([0,+oo)),parai: 1,2,---,n

C0n51derando & € 2(R) apropriado, podemos concluir que u; na forma (5.34) é uma o-solugédo
para o problema de Riemann (5.32) e (5.33)) se e somente se as seguintes equagdes forem validas:
((ai(1) =0, bi(t) =0,

(1) + bt t
RO LS OO
m(t) —|—n(t) m(t)

iU iU

x m(r) ( )+n(t)

—bi()Y (1) + B (1) =0, (5.35)

—Bi(1)Y(r) =0,
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paran=1,2,--- ;necom

Além disso, podemos concluir de (5.33) e (5.34) que as condi¢des iniciais para o sistema (5.35])

sdo dadas por

a;(0)=u;, b;(0)=u—u;, (5.36)
¥(0)=0 e Bi(0) =0, (5.37)
parai=1,2,--- n.
Entao, por (5.33) e (5.33) temos que
ai(t)=u; e bi(t)=u—u;, (5.38)

paracadar € [0,+) ei=1,2,--- ,n. Deste modo, o sistema (5.35) ¢ simplificado por

+
M )Y )+ B0 =0,
e B

u

uf—ul-_#—

(5.39)

parai=1,2,--- ,nesendo m™ = m*(t).
Das n primeiras equagdes em (5.39), temos

n—1
(Y
i=1

1

mtm—

(uf —u; ) —u +uy) (1+ —V(r)> =0. (5.40)

n—1
Assim, se considerarmos Y (u —u;") # u, —u, obtemos que
i=1

1
t)=1 5.41
V()= 14— (5.41)
) o 1) —u (m* 1)
u(m™—1)—u;, (m" — ,
Bi/(t): : m+m7l , para l:1,2,"',l’l, (542)
com a condi¢ao inicial (5.37) em mente, temos
1
t)=+«1 t 5.43
0 ={1+ | (549
) =)~ 1)
w(m™—1)—u; (m" —
R e a1 (5.4
parai=1,2,--- n.

Quando
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parai=1,2,---,n. Entdo, temos que f;(f) = 0 parai = 1,2,---,n. Logo, a equacdo em (5.39) é

satisfeita automaticamente. Portanto, neste caso ¢ e a fungdo o € Z(R) pode ser escolhida arbitrari-

amente.
Se
uf (m™ = 1) #uy (m* = 1),

1

parai=1,2,---,n, pelas equacdes em (5.39), temos que

o l=-m"
CE—

(5.45)

n—1
Nesta situagdo, como f;(t) >Oparai=1,2,--- .ne Z Bi(t) = Bu(t), devemos requerir que
i=1

uf (m™ = 1) > - (m* 1),

parai=1,2,--- n. Equivalente,

n—1 n—1
uj (Z%—w) > u; (Zui—u:) ,
=1 i=1

+

parai=1,2,---,n. Para manter g € [0, 1] com u;

n—1
+ o+ .
0< Z u; —u, deve ser exigida.
i=1

ndo-negativo, a inequagdo —1 < Z u; —u,

<

n
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