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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo realizar o estudo das equagdes do 1° grau com duas
variaveis, utilizando ndo somente o contexto algébrico como também o entendimento das
mesmas no contexto geométrico, sendo essa proposta desenvolvida por estudantes do 8° ano
do ensino fundamental, os quais realizaram sete atividades, sendo: Equagdes do 1° grau com
duas variaveis; Pares ordenados e sua localizacdo no plano cartesiano; Resultados de uma
equacao de 1° grau com duas variaveis no plano cartesiano; Solugdes de uma equagao de 1°
grau com duas variaveis; Sistemas de duas equagdes lineares com duas incognitas; Problemas
com sistemas de equacdes do 1° grau e Andlise das diferentes resolugdes graficas de um
sistema. O objetivo é fazer com que os estudantes possam entender a relacao das expressdes
algébricas apresentadas interpretando os resultados obtidos das mesmas geometricamente, a
fim de que possam melhorar o processo de aprendizagem, superem suas dificuldades, estejam
preparados e possam atingir um melhor aproveitamento em situag¢des futuras que envolvam o
assunto abordado. Cabe ressaltar a utilizacdo do software GeoGebra pelos estudantes durante
a realizagdo da maioria das atividades propostas. Em alguns momentos, sdo apresentadas
expressoes algébricas do 2° grau com a intencio de que os mesmos, ao confrontarem com as
expressoes algébricas do 1° grau, possam perceber, ao utilizarem o software GeoGebra, quais
os resultados graficos gerados por cada uma delas, percebendo suas diferencas.

Palavras-chave: Algebra. Equacdes. Software. Aprendizagem. Atividades.



ABSTRACT

This work aims to carry out the study of the 1st degree equations with two variables, by
using not only the algebraic context but also the understanding of the same in the geometric
context, being this proposal developed by students of the 8th year of fundamental school, who
will carry out seven activities, namely: 1st degree equations with two variables; Ordered pairs
and their location in the Cartesian plane; Results of a 1st degree equation with two variables in
the Cartesian plane; Solutions of a 1st degree equation with two variables; Systems of two linear
equations with two unknowns; Problems with systems of 1st degree equations and Analysis of
the different graphic resolutions of a system. The objective is to make the students understand
the relationship of the algebraic expressions presented by interpreting the results obtained from
them geometrically, so that they can improve the learning process, overcome their difficulties,
be prepared and can achieve a better use in future situations involving the topic at hand. It is
worth highlighting the use of the GeoGebra software by the students during most of the proposed
activities. At times, 2nd degree algebraic expressions are presented with the intention that, when
confronted with 1st degree algebraic expressions, they can perceive, when using the GeoGebra
software, which graphic results are generated by each one of them, noticing their differences.

Keywords: Algebra. Equations. Software. Learning. Activities.
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1 INTRODUCAO

O estudo das equagodes do 1° grau com duas variaveis tem inicio no Ensino Fundamental
Anos Finais, geralmente no 7° ano e é aprofundado e complementado nas demais séries, sendo
um conteudo que historicamente é visto pelos estudantes como um pouco complicado e com
certas dificuldades de compreensao.

As referéncias Rocha, Ramos e Brasil (2019) e Araujo e Sant’Ana (2011) foram utilizadas
no texto a seguir e serviram de inspiragdo para alguns comentarios realizados nos mesmos.

Com relagao as dificuldades de compreensao pelos estudantes, as causas que podem
servir como explicagdo séo: a disciplina de matematica nas instituicdes de ensino como um
ensino mecanizado e sem aplicagao pratica, o que vai contra o real proposito do ensino que é de
proporcionar situagdes concretas de como essa disciplina pode ser utilizada no cotidiano. Sendo
assim, a Base Nacional Curricular Comum (BNCC) cita como uma das competéncias:

[...] utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais dis-

poniveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas de
conhecimento, validando estratégias e resultados. (BRASIL, 2018)

Dessa forma, a insercéo e utilizacdo de novas tecnologias aplicadas a Educagao tem
sido um fator preponderante no dmbito educacional, pois oportuniza aos docentes ampliarem os
métodos de ensino e, aos estudantes, ampliarem as diferentes formas de aprendizagem.

Conforme afirma Silva, Cortez e Oliveira (2013), o ensino se torna mais dindmico quando
0 uso de computadores no processo de ensino-aprendizagem atinge professores e estudantes.
Além disso, é essencial que a escola tenha um plano pedagdégico de ensino especifico para a
disciplina e que nesse plano esteja contemplado o uso do computador como uma ferramenta Util
e viavel e ndo como um impasse ao processo de aprendizagem.

A utilizacdo de novas tecnologias, como o computador, tornou-se ferramenta essencial
e facilitadora aos processos de ensino e aprendizagem. Tederke, Fortes e Silveira (2016)
afirmam que, desde pequenas, a facilidade com que as crian¢gas manuseiam as tecnologias €
impressionante. Dessa forma, os planos pedagdgicos de ensino podem incluir essas tecnologias
no ambiente escolar, através de jogos educacionais utilizando softwares, atingindo areas do
conhecimento de uma forma geral.

Nao podemos esquecer da falta de habilidade e, em certos casos, um pouco de resisténcia
por parte dos docentes em utilizarem tecnologias que facilitem a compreenséo e o aprendizado
dos estudantes.

Outro fato a ser destacado é que apesar de toda essa tecnologia j& fazer parte do dia a dia
de professores e estudantes, Frade (2005) afirma que existem muitos docentes com dificuldade
na utilizacao de tecnologias digitais, ou seja, o uso do computador e da internet ainda é uma
grande barreira. Sendo assim, no que diz respeito ao conhecimento e ao dominio de habilidades
para utilizacdo das novas tecnologias nas instituicbes de ensino, é notavel a dificuldade de
utilizacdo entre discentes e docentes.
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Outro ponto que dificulta essa utilizagdo € a nao utilizacao por parte dos docentes de
novas tecnologias em sala de aula por acreditarem que o seu uso tornard o ensino tecnicista e
superficial enquanto outros acreditam que o professor sera substituido pela tecnologia.

Nunan (1999) afirma que o uso de novas tecnologias como instrumentos pedagdgicos
auxiliares facilita uma “aprendizagem independente e colaborativa e esta em harmonia com a
visdo construtivista do conhecimento” propria das “abordagens de aprendizagem centradas no
aluno’.

Segundo Coscarelli e Ribeiro (2005)

“todo processo de educagdo deve fazer sentido para educador e educandos, permitindo
que eles possam transcender a fragmentagcao do conhecimento para alcangar uma
visdo inter e transdisciplinar”; “um projeto de educagéo tecnoldgica deve ter como

foco a interdisciplinaridade, a formagao integral do homem, a mediagao entre ciéncia
e tecnologia, cultura e conhecimento e entre homem e sociedade”; “um projeto de

", &

educacdo tecnoldgica precisa ter intencionalidade e respaldo tedrico”; “a educagéo,
inclusive a tecnoldgica, deve estimular o raciocinio humano, sobretudo, cabe a educacéo
resgatar o homem da sua pequenez, ampliando os horizontes, buscando outras opgées,
tornando as pessoas mais sensiveis e comunicativas.”

Entao, o que pode ser feito e de que maneira deve ser feito a fim de que estudantes e pro-
fessores possam utilizar-se das novas tecnologias e construam um aprendizado de qualidade na
aprendizagem matematica? O emprego do software Geogebra facilita ou favorece a visualizagao
dos estudantes na resolugao de equacgdes do 1° grau de forma geométrica?

Para responder a essa pergunta, a proposta a ser apresentada aqui tem a finalidade de
apresentar aos estudantes tais conceitos e permitir aos mesmos o estabelecimento da conexao
entre os resultados obtidos no papel e a interpretacdo geométrica desses utilizando o software
livre GeoGebra', despertando o interesse dos mesmos pelo assunto e permitindo aprenderem
de forma objetiva e interativa, utilizando assim recursos tecnolégicos para a construcdo da
aprendizagem e ndo apenas aulas expositivas, 0 que permite a ampliacdo dos horizontes,
permitindo a construcao de conceitos e a investigagao das possiveis solugoes e caminhos a
serem seguidos de forma clara e objetiva.

A metodologia a ser utilizada nessa proposta tera como referencial teérico a Engenharia
Didatica. Segundo Almoloud e Coutinho (1981), “a Engenharia Didatica, vista como metodologia
de pesquisa, caracteriza-se, em primeiro lugar, por um esquema experimental baseado em
"realizagbes didaticas"em sala de aula, isto &, na concep¢ao, realizacdo, observagao e analise
de sessébes de ensino.”

A presente proposta foi realizada utilizando-se sete folhas de atividades, cada uma
contendo uma abordagem diferente com contetdos diversificados, as quais formam a sequéncia
didatica aplicada aos estudantes. Esse material foi adaptado e elaborado com base no Curriculo
em Agao de matematica da Secretaria de Educacao do Estado de Sdo Paulo, sendo o mesmo
complementado e adaptado pelo autor para os fins dessa proposta, de acordo com a referéncia
(SEDUC-SP, 2022).

1

<https://www.geogebra.org/classic>


https://www.geogebra.org/classic
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A seguir temos uma descri¢do breve dos capitulos desta dissertagao.

Este Capitulo 1 traz o ponto de vista de alguns autores sobre o0s processos de ensino e
aprendizagem, com as possiveis dificuldades enfrentadas pelos estudantes e suas possiveis
causas, além de falar sobre a importancia da utilizagcdo de novas tecnologias na sala de aula.

O Capitulo 2 traz um pouco da histéria das equagdes do 1° grau.

O Capitulo 3 cita alguns conceitos relacionados a geometria analitica tais como coor-
denadas cartesianas no plano, posi¢cdes de um ponto em relacédo ao sistema e equacéo da
reta.

O Capitulo 4 apresenta o conceito de algebra elementar, falando sobre as equagdes do
1° grau com duas variaveis e apresentando, através de exemplos, os métodos de resolugéo dos
sistemas de equagbes do 1° grau com duas incégnitas.

O Capitulo 5 faz uma breve descrigdo do software GeoGebra, explica a utilizacdo de suas
principais ferramentas e fala de sua importancia como instrumento de aprendizagem no Ensino
Fundamental Anos Finais.

O Capitulo 6 fala sobre a metodologia adotada para a aplicagéo deste trabalho, no caso,
a Engenharia Didatica.

O Capitulo 7 apresenta e faz uma descricado das atividades elaboradas para o desenvolvi-
mento deste trabalho, no caso, a sequéncia didatica.

O Capitulo 8 apresenta as atividades desenvolvidas pelos estudantes do 8° ano do Ensino
Fundamental da escola estadual Dr. Jodo Gabriel Ribeiro do municipio de Sao José do Rio
Pardo, estado de Sao Paulo e faz uma andlise das respostas dadas pelos mesmos durante a
aplicagao da sequéncia didatica. Aqui também ¢é feita uma breve descricdo da turma e da escola.

No Capitulo 9 sao colocadas as conclusodes sobre a aplicacao da proposta, sendo feita
uma reflexdo sobre a metodologia utilizada e sobre as aplicacdes realizadas. Além disso, traz
um pouco sobre a devolutiva das atividades aos estudantes.
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2 UM POUCO DA HISTORIA DAS EQUACOES DO 12 GRAU

Atualmente, no 7° ano do Ensino Fundamental Anos Finais, é feita a introducao do
conceito de equacao como uma igualdade onde existe pelo menos uma letra representando
um valor desconhecido. Assim, a linguagem algébrica aparece quando temos um problema a
resolver e conseguimos interpreta-lo e representa-lo através de uma linguagem com simbolos.
Dessa forma, a linguagem algébrica € uma forma de expressar relagdes matematicas utilizando
simbolos, letras e operadores, 0 que permite a representacdo de equacoes, expressoes e
formulas matematicas num contexto amplo, sendo também utilizada em inimeras situagdes do
cotidiano.

A origem primeira da palavra equagdo vem do arabe adala que significa ser igual a. Por
serem desconhecidos, esses valores sao representados por letras.

A partir do século XI, na Europa, a algebra, através do matematico arabe Al-Khwarizmi,
figura 2.1, comeca a ser apresentada com o estudo sobre equagdes com uma ou mais incognitas.

Figura 2.1 — Estatua de Al-Khwarizmi em Khiva, no Uzbequistao.

Fonte: Wikimedia Commons.

Segundo Boyer (1974), Al-Khwarizmi (738-850) escreveu um livro que tem como titulo
Aljabr Wa’l Mugabalah, sendo o significado da palavra Aljabr presumido como sendo algo como
“restauracao” ou “completacdo” e parece referir-se a transposicao de termos subtraidos para o
outro lado da equacéao e a palavra Mugabalah, ao que se diz, refere-se a “redugao” ou “equilibrio”,
isto é, ao cancelamento de termos semelhantes em lados opostos da equagao. Desse titulo
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veio o termo algebra, pois foi por esse livro que mais tarde a Europa aprendeu o ramo da
matematica que tem esse nome. Al-Khwarizmi resolveu equagdes de uma maneira semelhante a
que utilizamos atualmente; o que diferenciava é que até mesmo os nimeros eram representados
por palavras.

Diofante, um matematico grego, figura 2.2, também merece destaque nessa abordagem
sobre equagdes. Ainda segundo Boyer (1974), € chamado, as vezes, de o “pai da algebra”,
embora esse titulo pertenga mais a Al-Khwarizmi. E verdade que em dois aspectos a obra de
Al-Khwarizmi representa um retrocesso em relacao a de Diofante, pois é de nivel bem mais
elementar do que o que se encontra nos problemas de Diofante além do que ja foi citado
anteriormente onde até mesmo 0s nimeros eram representados por palavras. Diofante tem
uma parte do seu trabalho voltada a resolugcao de 130 problemas, os quais abordam sobre
equacgdes do primeiro e do segundo grau. Escreveu trés trabalhos, sendo: Aritmética (equagdes
determinadas em uma incégnita), Sobre Nimeros Poligonais (equacoes indeterminadas do
segundo grau) e Porismas (equacgdes indeterminadas do segundo grau).

Figura 2.2 — Diofante, o impulsionador da algebra

Fonte: Wikipedia

René Descartes (1596-1650), figura 2.3, fil6sofo e matematico francés, prop6s, na primeira
metade do século XVII, a representacdo de quantidades desconhecidas de uma equacao
utilizando as letras do alfabeto x e y.



Figura 2.3 — Rene Descartes

Fonte: MacTutor History of Mathematics
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3 ALGUNS CONCEITOS SOBRE GEOMETRIA ANALITICA

A Geometria Analitica relaciona a geometria a algebra, ou seja, permite que sejam
resolvidos problemas geométricos com a utilizagcdo de métodos e simbolos algébricos, permitindo
a interpretagdo e contextualizagcdo de problemas do cotidiano. A seguir, serdo apresentados
alguns conceitos importantes.

Os conteudos matematicos detalhados neste capitulo foram extraidos de (IEZZI, 2013).

3.1 COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

3.1.1 Definicao

Consideremos dois eixos x e y perpendiculares em O, os quais determinam o plano «.
Dado um ponto P qualquer, P € a, conduzamos por ele duas retas: x'//x e y'//y.
Denominemos P; a interseg¢édo de x com y’ e P, a intersegdo de y com x’.

A figura 3.1 a seguir representa a situacao descrita anteriormente:

Figura 3.1 — Coordenadas Cartesianas no Plano

Y ' o
IPz Yl
:':I
] e
9] P, x

Fonte: lezzi (2013).

Nessas condigcbes definimos:

a) abscissa de P é o nimero real xp = OP;.

b) ordenada de P é o nimero real yp = OP..

¢) coordenadas de P s&o os nimeros reais xp € yp, geralmente indicados na forma de um
par ordenado (xp, yp), €M que Xp € 0 primeiro termo.

d) eixo das abscissas é o eixo x (ou Ox).
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e) eixo das ordenadas € o eixo y (ou Oy).

f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) é o sistema xOy.
g) origem do sistema é o ponto O.

h) plano cartesiano € o plano «.

3.1.2 Aplicacao

-5 -9
Vamos localizar os pontos A(2, 0), B(0, —3), C(2,5), D(—3,4), E(—7,—3), H <? ?)
no plano cartesiano, lembrando que, no par ordenado, o primeiro nimero representa a abscissa
e 0 segundo, a ordenada do ponto.

A figura 3.2 a seguir ilustra a situacdo descrita anteriormente.

Figura 3.2 — Localizando os pontos

Y

9]

| =

|-

Fonte: lezzi (2013).

Observacao importante: Notemos que os pares ordenados (4, 2) e (2, 4), figura 3.3,
ndo sdo iguais. Eles se diferenciam pela ordem de seus termos e, portanto, ndo representam o
mesmo ponto do plano cartesiano
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Figura 3.3 — Representagao dos pontos

----- . (4,2)

Fonte: lezzi (2013).

De maneira mais geral, se a € b sao numeros reais distintos, entao:

(a, b) # (b, a).

3.2 POSICOES DE UM PONTO EM RELACAO AO SISTEMA

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em quatro regides angulares chamadas
quadrantes, que recebem os nomes indicados na figura 3.4.

Figura 3.4 — Posi¢cdes de um ponto em relacdo ao sistema

Y

2? quadrante | 1? quadrante

=Y

0

37 quadrante |4°? quadrante

Fonte: lezzi (2013).

E evidente que:
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P € 12 quadrante < x > 0e yp > 0.
P € 22 quadrante & x, < 0e yp > 0.
P € 32 quadrante < xp < 0e yp < 0.
P € 42 quadrante & xp > 0e yp < 0.

3.3 EQUACAO DA RETA
3.3.1 Equacao Geral

Teorema: “A toda reta r do plano cartesiano esta associada ao menos uma equacao da
forma ax + by + ¢ = 0 em que a, b, ¢ sdo nimeros reais, a # 0 ou b # 0, e (x, y) representa um
ponto genérico de r.”

Demonstracao

Sejam Q(x3, y1) € R(xz, y») dois pontos distintos do plano cartesiano. Isto significa que xq,
Y1, X2 € y» SA0 nUmeros reais (constantes) conhecidos.

Seja r a reta definida pelos pontos Q € R. Se P(x, y) € um ponto que percorre r, entao x
e y sao variaveis. Como podemos observar na figura 3.5, P, Q, R sao colineares.

Figura 3.5 — Representacao

Fonte: lezzi (2013).

Entao, necessariamente teremos:

xx yr 11=0
Xo Yo 1
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Desenvolvendo esse determinante pela regra de Laplace, temos:

Xy 1 X1 Y

X2 Yo

-y +1- =0
Yo 1 Y Xo 1

1= Y2) - x+ (X2 —X1) - ¥y + (X1y2 — Xoy1) =0
Fazendo y; — yo =a, Xxo — Xy =b e xy¥» — Xo)4 = C, decorre que todo ponto P € r deve
verificar a equacao ax + by + ¢ = 0, chamada equagéao geral de r.

3.3.2 Intersecao de duas retas

Todo ponto de intersegéo de duas retas tem de satisfazer as equagdes de ambas as retas.
Portanto, obtemos o ponto comum P(xg, Vo) a duas retas concorrentes resolvendo o sistema
formado pelas suas equacgoes:

r:axx + by + ¢
(S) {
S:aX + by + G

3.3.2.1 Aplicagéao

Obter aiintersegaodasretasr: x —y+1=0es:2x+y —2=0.
Vamos resolver o sistema pelo método da adi¢cao. Assim:

rex — y + 1
(S)
s:2x + y — 2

(1)
(@)

Somando (1) com (2), teremos
3X—1=0=x=—.
3

1
Agora, vamos voltar em (1), substituir o valor de x por 3 e encontrar o valor de y. Assim,
teremos:

(1)1 1=0= 4
—_ — + = = —,
3 Y Y 3

14
Logo, a interse¢gédo de rcom s é P (5, 5) , como mostra a figura 3.6 dada a seguir.
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Figura 3.6 — Ponto de intersegao

e
o

N

AN

Fonte: lezzi (2013).

3.3.3 Posicoes relativas de duas retas

Dadas duas retas r e s cujas equagdes sao

r:aix + by

I
o
—
—
=

(x)

Stax + boy e (2

Elas podem ocupar apenas trés posicdes relativas no plano cartesiano. Essas posicoes sdo
definidas com base no nimero de pontos comuns as retas, isto é:

r e s sdo concorrentes < r e s tem um unico ponto comum.

r e s sdo paralelas e distintas < r e s possuem nenhum ponto comum.

r e s séo coincidentes < tem uma infinidade de pontos comuns.

A figura 3.7 ilustra cada um desses casos.

Figura 3.7 — Posigoes relativas

Vi Y r Yi
b > / r
4 | : /
r -../
#
0 X O X 0 ';

r Xxs rns=g r=s

Fonte: lezzi (2013).
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Com o simbolo r>§<s indicaremos que r e s sdo concorrentes; com r N s = & indicaremos
que r e s sdo paralelas e distintas; com r = s indicaremos que r e s sdo coincidentes (ou paralelas
coincidentes).

Notemos que r//s significarNs= @ our = s.
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4 UM POUCO DE ALGEBRA ELEMENTAR

A algebra elementar é a forma mais basica da algebra na qual, além das operacoes
aritméticas e nimeros, também utiliza-se o que chamamos de variaveis, que podem ser repre-
sentadas por letras ou simbolos, como por exemplo a e b ou x e y, sendo que seu uso permite
fazer generalizagbes na matematica, representando nimeros que nao sao conhecidos dentro do
contexto de um problema, além de permitir explorar as relagbes matematicas entre quantidades.

A Base Nacional Curricular Comum (BRASIL, 2018) diz que:

[...] os alunos devem compreender os diferentes significados das variaveis numéricas
em uma expressao, estabelecer uma generalizagdo de uma propriedade, investigar
a regularidade de uma sequéncia numérica, indicar um valor desconhecido em uma
sentenca algébrica e estabelecer a variagdo entre duas grandezas. E necessério,
portanto, que os alunos estabelegcam conexdes entre variavel e fungao e entre incognita
e equagao. As técnicas de resolugao de equagdes e inequagdes, inclusive no plano
cartesiano, devem ser desenvolvidas como uma maneira de representar e resolver de-
terminados tipos de problema, e ndo como objetos de estudo em si mesmos. (BRASIL,
2018)

Por isso, dentro da algebra elementar, é importante também falar em expressoes, que
podem ser formadas por nimeros, variaveis e operacoes aritméticas. Alguns exemplos podem
ser:a+9, x> +3x+1e5x+4y.

Quando temos uma igualdade entre duas expressdes, temos uma equacao. Um exemplo
pode ser x + 5 = 16.

E importante destacar também a diferenca entre incognita e variavel. A incognita é um
resultado fixo e ndo pode assumir outros valores. Por exemplo, na equagao citada anteriormente,
x +5 =16, o valor de x sempre sera 11, ou seja, sempre sera um valor fixo. Ja a variavel pode
assumir infinitos valores. Por exemplo, em y = x + 1, 0 valor de y dependera do valor de x. Assim,
se x = 5 entdo y = 6. J& se atribuirmos a x o valor 8, y mudara seu valor e tera como resultado 9.
Ou seja, quando mudamos o valor de x, y também muda, ocorrendo uma variacao nos valores.

4.1 EQUAGOES DO 1° GRAU COM DUAS VARIAVEIS

O estudo das equacgdes do 1° grau com duas variaveis € parte da algebra elementar e
envolve a andlise e resolucao das mesmas. Esse tipo de equacgao é representado pela forma
geral ax + by + ¢ = 0, em que a e b sao os coeficientes das variaveis x e y, respectivamente, e ¢
€ um valor constante. O objetivo € encontrar os valores de x e y que satisfagam simultaneamente
a igualdade entre os membros.

Por exemplo, em ax + by + ¢ = 0, se atribuirmos a ¢ o valor —20 e atribuirmos a ae b os
valores 2 e 4, respectivamente, teremos 2x + 4y = 20. Dessa forma, os valores de x e y que
satisfazem simultaneamente a igualdade entre 0s membros sdo x =2ey =4,0oux=6ey =2,
ou ainda x = 0 e y = 5, além de outras infinitas solugdes.
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4.2 SISTEMAS DE EQUACOES DO 1° GRAU COM DUAS INCOGNITAS

Parte dos conteludos mateméaticos detalhados nesta secao foram extraidos de (IEZZI;
HAZZAN, 2013).

Existem véarias maneiras de resolver problemas sobre sistemas de equagdes do 1° grau
com duas incognitas . Vamos citar algumas:

a) Graficamente: uma maneira visual de representar e resolver equagoes do 1° grau com
duas incognitas é por meio de um grafico cartesiano. Plotam-se os pontos que satisfazem a
igualdade e, em seguida, traca-se uma reta que passa por esses pontos. Se temos um sistema
de equacgdes com duas incégnitas, a solu¢do do mesmo ocorre no ponto de intersecdo das retas
correspondentes.

Exemplo

No sistema de equagdes do 1° grau dado a seguir, encontre a solugédo grafica para o
mesmo.

r:3x + 2y
R)
s:7x + 3y

Utilizando o software Geogebra, a solucao grafica é apresentada na figura 4.1 dada a

16
34

seqguir:

Figura 4.1 — Solucao grafica

Fonte: Elaborada pelo autor
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O ponto A(4,2) é o ponto de intersecao das retas r e s, ou seja, é a solucéo de (R).

b) Método da substituicdo: essa técnica envolve isolar uma das incégnitas em uma das
equacoes e substitui-la na outra equacao. Dessa forma, é possivel obter uma nova equacgao
com apenas uma incégnita, onde a solugao € encontrada resolvendo a mesma e, em seguida,
substituindo o valor encontrado em uma das equacdes originais para determinar o valor da outra
incognita.

Exemplo

No sistema de equagdes do 1° grau dado a seguir, encontre a solugao utilizando o método
da substituicao.

G (4.1)
2x + y 1 '

Para comegar, isola-se x na equacao (1). Assim:

] Il
w
—_ o~
N —

X+2y=83=>x=3—2y (3)

Agora substitui-se na equacao (2) o valor de x obtido em (3). Logo:

2x+y=1=2B8-2y)+y=1=6—-4y+y=1=6-3y=1=6—-1=3y =5=3y =

=y=3 (4)

Agora que obteve-se o valor de y, basta voltar na equacao (1), substituir y pelo valor
obtido em (4) e calcular x. Assim:

5 10 9 10 —1
X+2y=3=>x+2(=)=83=>x=3——=>Xx=-— — = -
3 3 3

Logo, a solucao do sistema (S) sera S <%1 g) .

c) Método da adigcao: essa técnica envolve manipular as equagdes para que os coefici-
entes de uma das incégnitas se tornem iguais, mas com sinais opostos. Isso permite que os
termos correspondentes se anulem quando sdo somados. Ao eliminar uma incognita, obtém-se
uma nova equacgao com apenas uma incognita, a qual pode ser resolvida para encontrar o
valor correspondente. Em seguida, substitui-se esse valor em uma das equagdes originais para
determinar o valor da outra incognita.

Exemplo

No sistema de equagdes do 1° grau dado a seguir, encontre a solugao utilizando o método

da adicao. Esse sistema é o mesmo do exemplo do método da substituicao dado anteriormente.

I
w
—
—
-

2x + y

I
S

(T){X + 2y
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Pode-se escolher qual das incognitas sera eliminada. Escolhendo eliminar a incégnita y,

basta multiplicar a equagao (2) por —2, obtendo a equagéao (3). Dessa forma, teremos:

(T){x + 2y 3 ()

-2 (3

—4x — 2y

Somando-se as equacdes (1) e (3), elimina-se a incognita y e obtém-se a equacao (4),

apenas com a incognita x:

—3x=1 (4)
Agora, calcula-se x e chega-se ao resultado
= % (5)
Com o valor de x obtido em (5), volta-se a equacao (1), substitui-se esse valor na incognita
x e calcula-se o valor da incégnita y. Assim:
X+2y =3 = _—1+2y=3:>2y=3+1:>2y=g+1 :>2y=—oz>y=E:>y=§.
3 3 3 3 3 6 3

—-15
Logo, a solucao do sistema (T) serd S (? 5) .
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5 O SOFTWARE GEOGEBRA COMO INSTRUMENTO DE APRENDIZAGEM
NO ENSINO FUNDAMENTAL

O GeoGebra é uma ferramenta importante a ser utilizada no Ensino Fundamental Anos
Finais e Ensino Médio como forma de despertar o interesse dos estudantes pela aprendizagem
da matematica, além do fato de ser um software livre que permite trabalhar de forma dindmica
em todos o0s niveis da educacao basica abordando diversos conteudos, principalmente aqueles
relacionados ao estudo de funcdes e da geometria. Ele foi desenvolvido por Markus Hohenwarter
da Universidade de Salzburg.

A seguir vamos apresentar algumas funcionalidades.

5.1 BARRA DE FERRAMENTAS

A Barra de ferramentas, Figura 5.1, localizada abaixo dos menus, é utilizada para inserir
elementos sem a utilizacao da caixa de entrada. As opgdes estdo organizadas em grupos de
semelhantes, e para acessar as demais, basta clicar no icone de expansao, no canto inferior
direito de cada botao.

Figura 5.1 — Tipos de ferramentas.

PR S SO N S AFANES Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para utilizar uma ferramenta, basta seleciona-la e, em seguida, selecionar ou criar os
objetos necessarios para a criacdo ou modificacdo do objeto envolvido. Apds sua utilizacao, ela
continua selecionada até que uma outra seja escolhida. As ferramentas padrao do GeoGebra
sdo divididas em grupos, exibidos ao selecionar o botdo do canto inferior direito de cada botéo.
Os grupos variam de acordo com cada Janela. Assim, temos:

5.1.1 Grupo 1

Aqui temos as ferramentas do Grupo 1, sendo elas: Mover, Funcdo a Mao Livre e Caneta,
descritas a seguir e mostradas na Figura 5.2.

— Mover: move um objeto ao longo da janela de visualizagdo. Para isso, basta selecionar
o objeto e arrasta-lo até a posicdo desejada.
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— Funcao a mao livre: permite a criacdo de uma funcdo ou objeto desenhando-o na

janela de visualizacao.

— Caneta: escreva ou desenhe; troque a cor usando a barra de estilo.

Figura 5.2 — Grupo 1.

.A/jrﬁ‘:-@@.aﬁXiic%-

[% Mover N

f Fungao a Mao Livre

/‘ Caneta

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1.2 Grupo 2

Aqui temos as ferramentas do Grupo 2, sendo elas: Ponto, Ponto em Objeto, Vincu-
lar/Desvincular Ponto, Interse¢ao de Dois Objetos, Ponto Médio ou Centro, Nimero Complexo,
Otimizacao e Raizes, descritas a seguir e mostradas na Figura 5.3.

— Ponto: cria um ponto na janela de visualizacdo. Para isso, basta selecionar a posi¢ao
desejada na janela. Existem trés tipos de pontos no GeoGebra: um livre, de cor
azul por padrao, que pode ser movimentado ao longo de toda janela, um mével com
restricao, de cor azul claro por padrao, que ocorre quando um ponto é inserido em
algum objeto, como uma reta ou circunferéncia. Esse ponto pode ser movimentado,
sem sair do objeto em que foi inserido. E, por ultimo, ha o ponto fixo, de cor preta
por padrdo, que ocorre quando sua posi¢cao € uma intersecao entre objetos, como um
ponto de tangéncia. A opgao Ponto permite criar todos os tipos de pontos, todavia,
moéveis com restricado nao ocorrem se foram criados dentro da regido delimitada por
um objeto. Por exemplo, considerando um circulo, se um ponto for inserido dentro de
sua circunferéncia, ele sé podera se movimentar ao longo dela, mas, se for inserido

dentro do circulo, sera um ponto livre.
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Ponto em Objeto: faz justamente 0 que a opcao ponto ndo faz quando se trata de
uma regiao dentro do perimetro que a determina, permitindo sempre que o ponto se
vincule ao objeto que esta na posicao onde sera inserido.

Vincular/Desvincular Ponto: vincula um ponto livre a um objeto proximo, ou desvin-
cula um ponto mével com restrigao ou fixo. Para isso basta selecionar o ponto e, caso
queira vincular, o objeto em questao.

Intersecao de Dois Objetos: cria um ponto fixo que pertence aos dois objetos ao
mesmo tempo. Nos casos em que a interse¢do € um conjunto que contém mais de um
ponto, apenas um ponto sera criado. Para utilizar essa ferramenta, basta seleciona-la
e, em seguida, selecionar os dois objetos que ser&o utilizados.

Ponto Médio ou Centro: basta selecionar os dois pontos que dardao origem ao novo
objeto, cuja caracteristica principal sera ter a mesma distancia entre os dois pontos
escolhidos.

Numero Complexo: cria um ponto com coordenadas (X; y); mas que representa o
ponto z, cuja expressdo é: z = x + yi, sendo i igual a —1. Para utiliza-la, basta
selecionar as coordenadas do ponto desejado na Janela de Visualizacao.

Otimizacao: exibe todos os extremos locais de uma jungao ja determinada, bastando
selecionar a ferramenta e depois a funcdo que deseja utilizar para conhecer seus
extremos locais.

Raizes: funciona seguindo a mesma légica da ferramenta Otimizagéo, porém exibe as
raizes da funcao escolhida.
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Figura 5.3 — Grupo 2.

[P0 LN

+ Y

.A Ponto

@ Ponto em Objeto

/ Vincular / Desvincular Ponto
>\/ Intersecdo de Dois Objetos
e * Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

N Otimizacéo

-11 =10 -9 -8

Fonte: Elaborado pelo autor.

513 Grupo3

Aqui temos as ferramentas do Grupo 3, sendo elas: Reta, Segmento, Segmento com
Comprimento Fixo, Semirreta, Caminho Poligonal, Vetor e Vetor a Partir de um Ponto, descritas a
seguir e mostradas na Figura 5.4.

— Reta: depende de dois pontos. Basta criar ou selecionar os dois pontos por onde a
reta passara.

— Segmento: utiliza 0 mesmo processo da opgao Reta, selecionar os dois pontos que
determinardo o segmento.

— Segmento com Comprimento Fixo: comprimento. A partir disso, sera criado um
segundo ponto, mével com restricdo, para determinar o segmento. E permitido movi-
mentar o primeiro ponto, para mover o segmento, e rotacionar o segundo em torno no

primeiro, uma vez que estard sempre fixo em relagcéo a distancia entre eles.

— Semirreta: poderd ser criada a partir de dois pontos ja estabelecidos ou ndo. O
primeiro indicara a origem da semirreta, enquanto o segundo funcionara como final do
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vetor direcao da mesma.

— Caminho Poligonal: € o percurso ao longo dos lados de um poligono que liga um

ponto tomado como inicial, até o ultimo ponto que, sendo ligado ao primeiro, gera
o poligono em questao. Para gerar tal caminho é necessario selecionar ou criar os
vértices do poligono, que, a partir do segundo, vao ligando-se automaticamente ao
anterior. A ferramente difere de um perimetro por desconsiderar sempre um dos lados
do poligono.

— Vetor: é um segmento de reta orientado com inUmeras propriedades. Para cria-lo,

basta selecionar ou criar o ponto de origem e, em seguida, sua outra extremidade.

— Vetor a Partir de um Ponto: gera um novo vetor com as mesmas propriedades de

um ja criado, mas com a origem em outro ponto. Isso é feito ao selecionar o vetor que

deseja-se copiar e 0 ponto que sera utilizado como origem do novo vetor.

Figura 5.4 — Grupo 3.

¥ AL OO0 LN 2
+ /Reta

<" Segmento

<" Segmento com Comprimento Fixo

/ Semirreta

> Caminho Poligonal

N

Vetor

hY

v Vetor a Partir de um Ponto

Fonte: Elaborado pelo autor.

Grupo 4

Aqui temos as ferramentas do Grupo 4, sendo elas: Reta Perpendicular, Reta Paralela,

Mediatriz, Bissetriz, Reta Tangente, Reta Polar ou Diametral, Reta de Regresséao Linear e Lugar

Geomeétrico, descritas a seguir e mostradas na Figura 5.5.
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Reta Perpendicular: ao selecionar ou criar um ponto e, em seguida, escolher uma
reta ou vetor ja criado, a ferramenta gera uma nova reta perpendicular a escolhida, e
que passa pelo ponto desejado.

Reta Paralela: da mesma forma que funciona a Reta Perpendicular, essa ferramenta
gera uma reta paralela a desejada, passando pelo ponto escolhido ou criado.

Mediatriz: cria uma reta perpendicular ao segmento que liga dois pontos escolhidos,
passando pelo seu ponto médio.

Bissetriz: esse tipo de reta é o lugar geométrico de pontos com uma caracteristica em
comum. Sejam duas retas a e b, nao coincidentes (ocupando lugares diferentes no
espago). Ao conjunto de pontos que possuem uma distancia igual a ambas as retas
damos o nome de Bissetriz. Para utilizar essa ferramenta basta selecionar as duas
retas iniciais, ou trés pontos, sendo o primeiro pertencente a primeira reta, o terceiro a
segunda, e o segundo ponto como intersecao delas. Para casos em que as retas sdo
paralelas, ndo sera possivel escolher trés pontos.

Reta Tangente: define uma reta tangente a uma funcéao, cdnica ou circulo desejado.
Ela depende de um ponto escolhido. Quando esse ponto pertence ao objeto desejado,
a reta gerada sera tangente a curva naquele ponto. Quando isso ndo ocorrer, sera
gerada, dependendo da possibilidade, uma reta tangente a curva que passe por aquele
ponto, ou por um ponto contido na curva cuja coordenada x seja igual a do ponto
selecionado. Quando existir mais de uma possibilidade de reta, a ferramenta gerara
todas elas.

Reta Polar ou Diametral: utilizada ao selecionar um cdnica, ou circulo, € um ponto

qualquer.

Reta de Regressao Linear: determina a reta que mais se adequada a uma sequéncia
de pontos. Ela determina uma reta segundo o método dos minimos quadrados,
considerando que aqueles pontos possuem uma margem de erro em relagdo ao ideal.
Para utiliza-la, basta selecionar a sequéncia de pontos que gerara a reta desejada.

Lugar Geométrico: cria um lugar geométrico a partir de dois pontos, havendo relagao
de dependéncia entre eles, ou a partir de um ponto e um controle deslizante.
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Figura 5.5 — Grupo 4.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

515 Grupo5

Aqui temos as ferramentas do Grupo 5, sendo elas: Poligono, Poligono Regular, Poligono
Rigido e Poligono Semideformavel, descritas a seguir e mostradas na Figura 5.6.

— Poligono: para criar um novo poligono € necessario selecionar ou criar os vértices do
mesmo, sendo que cada vértice sera ligado ao anterior através de um segmento de
reta, tornando necessério selecionar o vértice inicial para fechar a regido do poligono.

— Poligono Regular: para criar um poligono regular (todas as arestas de mesmo
comprimento), basta determinar os dois primeiros vértices e, em seguida, a quantidade
total dos mesmos na figura. Os vértices gerados a partir dessa etapa serao fixos em
relacao aos outros, enquanto que os dois iniciais serao livres e, quando movimentados,
a disténcia entre eles determinara o tamanho das arestas do poligono e rotaciona-los
um em torno do outro também rotacionara toda a figura.

— Poligono Rigido: pode ser utilizada de duas formas: selecionando os vértices da
nova figura ou um poligono ja criado. O resultado da ferramenta ser4 um poligono
que nao podera ser modificado, tendo apenas um ponto livre e outro que podera ser
rotacionado em torno do primeiro.
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— Poligono Semideformavel: segue o mesmo padrdo das outras, mas gera um poligono
onde mover o primeiro ponto significa mover todo o poligono, enquanto os outros séo
livres para deforma-lo.

Figura 5.6 — Grupo 5.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

51.6 Grupo6

Aqui temos as ferramentas do Grupo 6, sendo elas: Circulo dados Centro e Um de seus
Pontos, Circulo: Centro e Raio, Compasso, Circulo definido por Trés Pontos, Semicirculo, Arco
Circular, Arco Circuncircular, Setor Circular e Setor Circuncircular, descritas a seguir e mostradas
na Figura 5.7.

— Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: para utilizar essa ferramenta basta
selecionar primeiro ponto referente ao centro do circulo e, em seguida, um dos pontos
que fara parte da figura (para determinar o raio).

— Circulo: Centro e Raio: para utilizar essa ferramenta é necessario selecionar o ponto
referente ao centro do circulo €, em seguida, determinar um valor para o seu raio.

— Compasso: utiliza a distancia entre dois pontos para que a mesma seja o raio de um
novo circulo a ser determinado. Para utiliza-la basta selecionar os dois pontos e, em
seguida, o ponto que sera o centro do novo circulo.

— Circulo definido por Trés Pontos: para utilizar essa ferramenta s6 é necessério
selecionar os trés pontos que determinarao o novo circulo. Caso eles sejam colineares
(contidos na mesma reta), sera criada uma reta, representando parte de um circulo de
dimensoes infinitas.
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Semicirculo: cria um semicirculo, a metade de um circulo cujo didametro é a distancia
entre os dois pontos selecionados. A partir da sele¢do do primeiro ponto, a figura vai
seguir uma orientacao horaria, e sera desenhada até o segundo ponto.

Arco Circular: utiliza trés pontos para criar um arco. O primeiro ponto determinara
o centro do arco que serd criado. O segundo dara inicio ao mesmo, enquanto que o
terceiro representara o final, e o arco sera criado indo do primeiro ponto ao segundo

no sentido anti-horario.

Arco Circuncircular: utiliza trés pontos para criar um arco. O primeiro ponto deter-
minara o inicio do arco que serd criado. O segundo sera um ponto contido no arco,
enquanto que o terceiro representara o final, e o arco seréa criado indo do primeiro
ponto ao terceiro no sentido horério.

Setor Circular: utiliza trés pontos para criar um setor circular. O primeiro ponto
determinara o centro do setor que sera criado. O segundo dara inicio a0 mesmo,
enquanto que o terceiro representara a diregdo do segmento que vai do centro até
o ponto final, e o setor seréa criado indo do segundo ponto ao segmento gerado pelo

terceiro no sentido anti-horario.

Setor Circuncircular: utiliza trés pontos para criar um setor circuncircular. Os primei-
ros dois pontos estardo contidos no circulo que da origem ao setor desejado, sendo o
primeiro ponto o inicio do objeto. O ultimo ponto determinara o final do setor, e a figura
sera construida indo do primeiro ao terceiro ponto no sentido horario.
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Figura 5.7 — Grupo 6.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

51.7 Grupo?7

Aqui temos as ferramentas do Grupo 7, sendo elas: Elipse, Hipérbole, Parabola e Cénica
por Cinco Pontos, descritas a seguir e mostradas na Figura 5.8.

Elipse: gera uma elipse a partir de trés pontos, sendo os dois primeiros seus focos, e

o terceiro um ponto contido na mesma.

Hipérbole: gera uma hipérbole a partir de trés pontos, sendo os dois primeiros seus

focos, e o terceiro um ponto contido na mesma.

Parabola: gera uma parabola a partir da selecao de seu foco e, em seguida, da reta

diretriz.

Conica por Cinco Pontos: como uma coénica pode ser deduzida a partir de cinco
pontos contidos nela, essa ferramenta utiliza-se desse conceito para gerar uma conica,
basta selecionar os cinco pontos desejados.
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Figura 5.8 — Grupo 7.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1.8 Grupo 8

Aqui temos as ferramentas do Grupo 8, sendo elas: Angulo, Angulo com Amplitude Fixa,
Distancia, Comprimento ou Perimetro, Area, Inclinacéo, Lista, Relagdo e Inspetor de Funcdes,
descritas a seguir e mostradas na Figura 5.9.

— Angulo: determina o angulo entre dois segmentos. Para utiliza-la basta selecionar
0s segmentos, ou 0 primeiro ponto, pertencente ao primeiro segmento, o segundo,
intersegao entre os segmentos e onde estara situado o angulo e, por ultimo, o terceiro,
determinando o segundo segmento. O angulo gerado sera construido seguindo do

primeiro ponto ao terceiro no sentido anti-horario.

— Angulo com Amplitude Fixa: determina um angulo a partir de um segmento e de
sua amplitude. Para isso, basta selecionar os dois pontos que formam o primeiro
segmento, e a amplitude desejada. Ha a possibilidade de escolher se 0 angulo sera
gerado no sentido horario ou anti-horario. A ferramenta gerara o segmento necessario

para formar o angulo com as caracteristicas que foram definidas.

— Distancia, Comprimento ou Perimetro: exibe uma caixa de texto com informagéao
sobre um ou mais objetos, como distancia entre eles, comprimento de um segmento,
ou perimetro de uma figura. Para isso, basta selecionar os elementos que determinam
a informacéo desejada.

— Area: exibe uma caixa de texto com informagado sobre a area de um objeto. Para isso,
basta selecionar o objeto cuja area sera exibida.
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Inclinacao: apresenta o coeficiente de inclinagéo de uma reta, semirreta ou segmento.
Para isso, basta selecionar o objeto cujo coeficiente deseja-se descobrir.

Lista: funciona em conjunto com a Planilha, sendo explicada na se¢ao Planilha.

Relacao: informa as relacdes entre dois objetos, basta seleciona-los.

Inspetor de Funcgodes: informa as propriedades de determinada funcao. Para isso

basta selecionar a fungao desejada.

Figura 5.9 — Grupo 8.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1.9 Grupo9

Aqui temos as ferramentas do Grupo 9, sendo elas: Reflexdo em Relagao a uma Reta,
Reflexdo em Relacédo a um Ponto, Inversdo, Rotagdo em Torno de um Ponto, Translacdo por um
Vetor e Homotetia, descritas a seguir e mostradas na Figura 5.10.

— Reflexao em Relacdo a uma Reta: reflete um objeto em relagdo a uma reta. Para
isso, basta selecionar o objeto e a reta desejados.

— Reflexao em Relacao a um Ponto: reflete um objeto em relagdo a um ponto. Para
isso, basta selecionar o objeto e ponto desejados.
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— Inversao: inverte um objeto em relacdo a um circulo. Para isso, basta selecionar

primeiro o objeto e, em seguida, o circulo desejado.

Rotacao em Torno de um Ponto: permite que um novo objeto seja criado a partir
da rotacao de um primeiro, rotacionando-o em torno de um ponto. Para utilizar essa
ferramenta basta selecionar primeiro o objeto que seré rotacionado, o ponto central
da rotacdo e, em seguida, o dngulo desejado e 0 seu sentido, seja ele horario ou

anti-horario.

Translacao por um Vetor: cria um novo objeto a partir da movimentacado de um
objeto inicial do mesmo tipo pelo "caminho"descrito por um vetor. Para utilizar essa
ferramenta basta selecionar primeiro o objeto que sera movimentado e, em seguida, o

vetor que descrevera esse caminho.

Homotetia: multiplica por um fator constante a distancia de um ponto qualquer do
espaco a um ponto fixo, deslocando-o sobre a reta definida por estes dois pontos. Para
utilizar essa ferramenta basta selecionar o objeto desejado, o ponto de homotetia e,
em seguida, o fator multiplicativo.

Figura 5.10 — Grupo 9.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Grupo 10

Aqui temos as ferramentas do Grupo 10, sendo elas: Controle Deslizante, Texto, Inserir

Imagem, Botao, Caixa para Exibir/Esconder Objetos e Campo de Entrada, descritas a seguir e

mostradas na Figura 5.11.
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— Controle Deslizante: permite, ao clicar na Janela de Visualizagéo, a criagdo de um
botado rolante, usado para determinar o valor do objeto em si. Ele pode ser configurado
para que tenha um valor minimo, maximo, uma velocidade de variagao e a forma como
0 mesmo varia. Essa ferramenta é util para criar par@metros para serem utilizados

juntos a outras ferramentas.

— Texto: permite a criagcdo de um texto para ser exibido na Janela de Visualizacao, a
partir da posicéo selecionada.

— Inserir Imagem: permite a adicdo de uma imagem a Janela de Visualizacao, que
possuir 4, em seus cantos inferiores, pontos méveis, que serdo necessarios para a
aplicacdo de configuragdes na exibicdo da mesma.

— Botao: cria um botado que, ao ser selecionado, executara o cédigo na linguagem
GeoGebra definido para o mesmo.

— Caixa para Exibir/Esconder Objetos: cria um ambiente onde é possivel selecionar
quais objetos serdo exibidos ou ndo na Janela de Visualizagcdo. Basta selecionar a

ferramente e, em seguida, selecionar quais objetos estardo nesse ambiente.

— Campo de Entrada: funciona de forma semelhante ao Controle Deslizante. Ela cria
um campo vinculado a uma variavel, onde € possivel que vocé insira um novo valor
para a mesma, basta selecionar uma legenda para o mesmo e decidir a qual variavel o
campo vai estar vinculado.

Figura 5.11 — Grupo 10.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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5.1.11 Grupo 11

Aqui temos as ferramentas do Grupo 11, sendo elas: Mover Janela de Visualizacao,
Ampliar, Reduzir, Exibir/Esconder Objeto, Exibir/Esconder Rétulo, Copiar Estilo Visual e Apagar,
descritas a seguir e mostradas na Figura 5.12.

— Mover Janela de Visualizacao: serve para movimentar o contetido exibido na janela

de visualizag&o, permitindo percorrer a visualizagao do ambiente.
— Ampliar: amplia a Janela de Visualizagdo com foco no local selecionado.
— Reduzir: reduz a Janela de Visualizagdo com foco no local selecionado.

— Exibir/Esconder Objeto: permite exibir e ocultar um ou mais objetos temporariamente.
Para isso, basta selecionar a ferramenta, os objetos que serdo ocultados e, por final,
uma nova ferramenta. Para exibir novamente, basta selecionar mais uma vez a

ferramenta.

— Exibir/Esconder Rétulo: permite exibir e ocultar o rétulo de objetos, a identificagao
dos mesmos na Janela de Visualizacdo. Para isso, basta selecionar o objeto cujo
rétulo sera exibido ou ocultado.

— Copiar Estilo Visual: permite que o estilo de um determinado objeto seja copiado
para outros objetos. Para isso, é preciso selecionar o objeto cujo estilo sera copiado, e,
em seguida, aqueles que receberdo a nova configuracao.

— Apagar: apaga os objetos que forem selecionados ap6s a ativacio da ferramenta.

Figura 5.12 — Grupo 11.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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5.2 JANELA DE ALGEBRA

A “Janela de Algebra”, Figura 5.13 é o local onde ficam todas as informagdes algébri-
cas correspondentes aos objetos geométricos apresentados na “Janela de Visualizagdo” do
GeoGebra. Sendo assim, qualquer objeto presente na “Janela de Algebra” pode ser editado.
Quando isso acontece, na “Janela de Visualizagao”, de forma automatica, o objeto geométrico
correspondente ao algébrico que foi editado correspondera as modificagdes realizadas.

Figura 5.13 — Janela de algebra (a esquerda) e janela de visualizagao (quadriculada a direita).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.3 CAMPO DE ENTRADA
No “Campo de Entrada” da janela de algebra, Figura 5.14 é possivel trabalhar nesse
software utilizando comandos escritos e 0 que é mais interessante é que praticamente todas as

ferramentas da Barra de Ferramentas podem ser acessadas usando comandos escritos.

Figura 5.14 — Campo de Entrada da janela de algebra.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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6 A ENGENHARIA DIDATICA COMO METODOLOGIA

O referencial tedrico utilizado para a realizacao deste trabalho é a Engenharia Didatica,
que é um termo que foi criado na Franga pela educadora Michéle Artigue no inicio dos anos 80,
sendo uma metodologia de pesquisa e teoria educacional em que o trabalho do pesquisador é
comparado ao de um engenheiro, sendo utilizadas sequéncias didaticas, onde a relagao entre a
teoria e a pratica levara a construcao de um produto didatico.

Ao realizar um trabalho didatico com os estudantes no cotidiano, surgem muitas situacdes
que podem dificultar o mesmo e influenciar no processo de ensino-aprendizagem. E nesse
contexto que o trabalho do professor sera comparado ao de um engenheiro, e é ai que entra a
Engenharia Didética, pois o professor ira realizar a construgao, a observacgao, a experimentacao
e, ao final, fara uma analise do trabalho desenvolvido para realizar ou ndo a validagao do mesmo,
fazendo as adequacdes e correcdes, se necessario.

A Engenharia Didatica consiste na elaboragao de uma sequéncia de situacdes de apren-
dizagem. No caso do trabalho em questao, essa sequéncia de situacoes de aprendizagem € a
sequéncia didatica sobre o conteldo trabalhado com os estudantes, sua experimentagdo em
sala de aula e, posteriormente, a analise dos resultados obtidos e validacdo. Segundo Carneiro:

“Nessa linha, pratica de ensino ¢ articulada com pratica de investigagédo. A teoria da
Engenharia Didatica pode ser vista como referencial para o desenvolvimento de produ-
tos para o ensino, gerados na juncdo do conhecimento pratico com o conhecimento
teodrico” (CARNEIRO, 2005, p. 90).

O que justifica a utilizagao dessa metodologia se da por “ser utilizada em pesquisas que
estudam os processos de ensino e aprendizagem de um dado objeto matematico” (ALMOLOUD,
2007, p. 171). A metodologia da Engenharia Didatica consiste em: analises prévias; concepgéo
e analise a priori; experimentacdo e analise a posteriori e validacao.

Segundo Artigue (1996, p. 198) as analises prévias correspondem a parte relacionada a
compreensdo e as principais dificuldades que impedem o aprendizado dos estudantes, corres-
pondente aos conteldos pertencentes ao plano de ensino e ao campo de sujeicdo no qual se
estabelecera a realizacao didatica e os objetivos da pesquisa. Existem trés dimensodes nesta
etapa de estudo sendo: dimensao epistemoldgica, que se refere as caracteristicas do saber;
dimensao didatica, que se refere as caracteristicas do funcionamento do sistema de ensino e,
finalmente, a dimensao cognitiva, que se refere as caracteristicas do publico ao qual o ensino
€ direcionado. Assim, as analises prévias permitem a formulacéo de hip6teses cognitivas e
didaticas e sera a base para a construgao da Engenharia Didatica.

No caso desse estudo, destaca-se a dificuldade dos estudantes em realizarem uma
interpretacao das equagdes dadas numa perspectiva geométrica.

Na fase de concepcéo e analise a priori, conforme cita Artigue (1996, p. 202) “é que o
investigador decide o modo de agir sobre uma determinada quantidade de variaveis do sistema
ndo fixadas, as quais sdo chamadas de variaveis de comando, que tal investigador supbe serem
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variaveis pertinentes para o problema estudado”. Essas varidveis podem ser classificadas
em dois tipos: as Macrodidaticas, que se referem a organizagdo global da engenharia e as
Microdidaticas, que se referem a organizagao local da engenharia, ou seja, organizacao de uma
fase ou de uma situagao de aprendizagem.

A anélise a priori possui duas partes, sendo uma de descricdo e a outra de previsdo. E
aqui que deve-se descrever e justificar as escolhas realizadas para a elaboracao da sequéncia
didatica e prever os possiveis resultados e estratégias de resolucdo a serem apresentados pelos
estudantes. E exatamente nesta etapa que a sequéncia didatica é elaborada.

No caso desse estudo, o foco foi o desenvolvimento e aperfeicoamento de uma sequéncia
didatica de atividades que colocassem os estudantes em contato ndo apenas com o contetdo
tedrico, mas que permitisse aos mesmos fazer as manipulagdes utilizando uma ferramenta de
tecnologia, com o objetivo de permitir uma melhor compreenséo e analise em tempo real daquilo
que era escrito e resolvido nas folhas de atividades.

A fase de experimentagdo, de acordo com Artigue (1996, p. 208-209), inicialmente é
constituida pelo periodo de aplicacao e experimentacao das atividades planejadas na fase
anterior, onde os dados sobre a investigagao sao coletados. Em seguida, sera realizada a andlise
dos resultados que serdo obtidos no desenvolvimento das atividades em sala de aula.

No caso desse estudo, € 0 momento em que os estudantes realizam o desenvolvimento
das atividades da sequéncia didatica e o professor coleta os dados com base nos resultados
obtidos.

A quarta fase, andalise a posteriori e validagcao, considera todas as informagdes obtidas na
investigagdo anterior por meio das produgées dos estudantes. E aqui que podem ser confrontados
os dados obtidos durante o desenvolvimento das atividades realizadas pelos estudantes através
das observacoes realizadas pelo professor com o resultado final (produto) entregue ao professor
pelos mesmos ao final da aplicagao.

No caso desse estudo, permitira confrontar hipéteses levantadas com resultados obtidos
através do material produzido, o que servira para detectar os pontos que foram considerados
positivos e aperfeigcoar aqueles que nao atingiram o resultado esperado.

E “no confronto das duas andlises, a priori e a posteriori, que se funda essencialmente a
validacao das hipdteses envolvidas na investigacdo” (ARTIGUE, 1996, p. 208).

Assim, de acordo com Ana Paula Jahn: "a Engenharia Didatica se diferencia de outros
métodos pelo tipo de validagdo. Em geral, outras metodologias realizam uma validagcao externa
(comparagéo entre grupos experimentais e grupos de controle ou focais, sistemas de pré-testes
e pds-testes).A engenharia didatica possui validacdo interna que se apoia na confrontacdo entre
a analise a priori (baseada em estudos preliminares e certo numero de hipoteses) e andlise a
posteriori (baseada em dados da realizagéo efetiva).” (JAHN, 2020).

Assim, a Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa e teoria educacional
bastante importante e que, quando bem desenvolvida e estruturada, permite a obtengdo de um
resultado final que propicia o desenvolvimento de uma aprendizagem significativa, propiciando
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aos estudantes a aplicacao dos conceitos estudados no cotidiano e norteando os professores

rumo ao aprimoramento de suas aulas e atividades.
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7 CONHECENDO A PROPOSTA

Os objetivos gerais da realizacao da primeira parte da sequéncia didatica (atividades de 1
a 4) que serao apresentadas a seguir passaram por principios basicos como os de retomar a
relacao de interdependéncia, o plano cartesiano e par ordenado, reconhecer que dois pontos
determinam uma reta no plano, até chegar naqueles em que os estudantes apresentam maior
dificuldade, resolucéo e interpretagdo grafica de equagdes do 1° grau com duas incégnitas,
sendo utilizado para tal a exploragédo da representacao grafica de uma equacao linear com
duas incégnitas e reconhecendo que essa representagdo € um recurso muito importante para a
discussao e a andlise da resolucdo de um sistema de equacoes.

Para isso, 0 uso de softwares de geometria dindmica, no nosso caso de estudo o Ge-
0Gebra, foi utilizado como recurso imprescindivel para que os estudantes se apropriassem e
pudessem conectar os resultados obtidos no papel com as construgdes realizadas utilizando
essa tecnologia, o que poderia facilitar o entendimento do conteldo de uma maneira atrativa e
eficiente.

A seguir, serdo apresentadas as atividades da sequéncia didatica.

7.1 ATIVIDADE 1 - EQUACOES E OUTRAS VARIAVEIS

O obijetivo da atividade 1, Figura 7.1 é a representacao de expressdes algébricas como
forma de reconhecer as possiveis solugdes de uma equagao do 1° grau com duas variaveis. Aqui
os estudantes tentardo explorar e encontrar estratégias diferentes e, ao final, poderado trocar as
mesmas como forma de enriquecer o conhecimento através das diferentes solugdes e assim
proporcionando uma construgdo do conhecimento de forma mais eficiente.
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Figura 7.1 — Atividade 1.

1. A secretdria de uma escola recebeu dos professores as planilhas com as notas e as médias dos
estudantes, para digitacao no sistema. Porém, a folha foi danificada e alguns nimeros ficaram ilegiveis.

Organizem-se em grupos para encontrar os nimeros que faltam para completar a planilha. Depois,
expliquem como encontraram a solug¢ao para cada caso.
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adia t :

2. 082anoD éuma turma com 37 estudantes. Qual poderia ser o nimero de meninos? Organize todas as
possibilidades em uma tabela. Depois, escreva uma expressao algebrica que traduza esse problema e
explique o procedimento para resolvé-lo.

Fonte: Arquivo do autor.

7.2 ATIVIDADE 2 - PARES ORDENADOS E SUA LOCALIZAGAO NO PLANO
CARTESIANO

O objetivo da atividade 2, Figura 7.2, € associar pontos e equacgdes lineares do 1° grau
com duas variaveis no plano cartesiano, sendo o foco principal a retomada e exploragao do plano
cartesiano, onde a compreensao da localizagcado dos pontos pelos estudantes os auxiliard na
construcao dos valores obtidos e na representagdo geométrica da equacao linear.
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Figura 7.2 — Atividade 2.

1. Construa, em uma folha de papel quadriculado, o plano cartesiano e localize os seguintes pares
ordenados:
A(-1,2), B(0,3),C(2,-1), D(3,0), E(4,5), F(0,0) e G(5,4).

2. Analise os pontos que foram marcados no plano cartesiano. Em seguida, analise os pontos A e C. A
localizagao desses dois pontos € a mesma? Justifique.

3. Agora, utilizando o software Geogebra, localize os pontos dados na questdo 1 e compare com a sua
construcdo realizada no papel quadriculado. Descreva o que vocé observou.

Fonte: Arquivo do autor.

7.3 ATIVIDADE 3 - RESULTADOS DE UMA EQUACAO DE 1° GRAU COM
DUAS VARIAVEIS

O objetivo da atividade 3, Figura 7.3, é localizar no plano cartesiano pontos pertencentes
a uma reta dada, construir o grafico de uma equacgéo do 1° grau com duas variaveis utilizando
papel quadriculado e explorar, através do software GeoGebra, a constru¢ao dos graficos de
expressodes algébricas dadas.



Figura 7.3 — Atividade 3.

1. Observe o plano cartesiano abaixo onde estdo destacados alguns pontos pertencentes & reta que
representa uma equagdo com duas varidveis. Analise e registre na tabela dada quais s3o esses pontos.
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2. Para cada express3o algébrica dada a seguir, encontre 4 pontos diferentes do grafico atribuindo valores
para a varidvel x. Em seguida, faga o eshogo do grafico, unindo os pontos encontrados. Qual express3o
gerou uma reta?

a) y=2x-3
b) y=x
3. Utilize o software Geogebra, construa o grafico das expressdes algébricas dadas a seguir e descreva o

gue vocé observou.

a) y=—-3x-1
b) y=x'-1

Fonte: Arquivo do autor.
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7.4 ATIVIDADE 4 - SOLUCOES DE UMA EQUACAO DO 1° GRAU COM DUAS
VARIAVEIS

O objetivo da atividade 4, Figura 7.4, é analisar as possiveis solucées de uma equacao do
1° grau com duas variaveis a partir dos pares ordenados e de expressdes algébricas utilizando
o software GeoGebra; aqui, os estudantes poderao reconhecer quais deles atendem a uma
regra que pode ser escrita por uma expressao algébrica, apresentando formas para encontrar as

possiveis solucdes de uma equacao linear.

Figura 7.4 — Atividade 4.

1. Analise a tabela a seguir e identifique os pares ordenados que atendam a regra “o valor de y € o dobro
do valor de x”. Em seguida, utilizando o software Geogebra, represente-os num plano cartesiano.

(0,0) (1,2) (-2,-4)
(1,-2) (0,1) (-1,2)
(2,4) (-2,4) (2,-4)
(-3,6) (3,-6) (-3,-6)
(4,-8) (4,8) (-4,8)
(5,-10) | (-5,-10) | (-5,10)
(3,5) (3,2) (5,-2)

2. Encontre uma expressao algébrica que descreva esta regra: “o valor de y é o dobro do valor de x”.

Fonte: Arquivo do autor.

Os objetivos gerais da realizacdo da segunda parte da sequéncia didatica (atividades de
5 a 7) que serdo apresentadas a seguir passarao pelo estudo das principais caracteristicas do
sistema de coordenadas, explorando o principio de equivaléncia. Além disso, propiciara também,
através do uso do software GeoGebra ou nao, a construgao dos graficos das equacdes de um
sistema, permitindo a analise das solugdes.

7.5 ATIVIDADE 5 - SISTEMAS DE DUAS EQUACOES COM DUAS INCOGNI-
TAS

O objetivo da atividade 5, Figura 7.5, € mostrar aos estudantes que os sistemas de
equacoes lineares podem ser resolvidos a partir de algumas estratégias: método da adigao,
método da substituicao ou, ainda, geometricamente (nesse caso com a utilizacao do software
GeoGebra).



Figura 7.5 — Atividade 5.

Para resolver sistemas de equagdes de 12 grau com duas incognitas, o professor do 82 ano explicou que
existem trés maneiras de serem resolvidos: utilizando o método da substituicio, 0 método da adigdo ou,
ainda, & possivel resolver geometricamente. O professor registrou as duas formas de resolugdo e

distribuiu uma malha quadriculada com o procedimento geométrico, conforme as imagens a seguir:

(a] Para enconirar o valor doy
Para encontrar o valor do

Zxby=26.

-y 2-(8) +y=26

16+y=26
Gx 4 Iy=T8 y=26-1&
{u_:ysz y=10

10x = BO

x= B0/10

=3

METODO DA SUBSTITL GAO
Fara encontrar o x

It y=26 '-._(
{u-!v-z Z-(B) +y=26 rdis,
. 1+y=26
{3-26—1& y=25_15&
dx_By=2 y=10
-3 (26— 2x) =2
dx _TH &+ bx= 2
fox=2+78
10n = B0
=8

Imagine agora que vocé tem a missdo de explicar para seu colega como resolver esse sistema pelos trés

métodos. Como vocé explicaria? Registre os procedimentos.

Apos observar a resolugio do exemplo acima, resolva os proximos sistemas escolhendo um dos dois

métodos apresentados: substituicdo ou adigdo.

) L

~ LN

{x-y-? ::["+3}"=

{3x+2y=
—x% + 2y

3x + dy

<

Utilizando o software Geogebra, para cada sistema de equacdes dado na questdo 2, faca a resolucdo
geométrica, comparando com a resolugdo algébrica. Descreva o que vocé observou.

Fonte: Arquivo do autor.
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7.6 ATIVIDADE 6 - PROBLEMAS COM SISTEMAS DE EQUAGOES DO 1°
GRAU

O objetivo da atividade 6, Figura 7.6, é resolver e elaborar situagdes-problema que
envolvam sistemas de equacgéo do 1° grau, utilizando, para isso, a leitura, a interpretagdo e a
resolucao dos problemas aplicando os métodos de resolugao de sistemas com duas equacgdes do
1° grau, organizando os dados da situagao-problema e escrevendo as equagdes que atendam ao
que foi solicitado. Aqui o software GeoGebra também sera utilizado para a resolugao geométrica
do sistema de equacdes.

Figura 7.6 — Atividade 6.

1. Duas amigas foram a uma floricultura comprar vasos de flores. Mariana comprou 4 vasos de rosas e 6
vasos de violetas, e gastou um total de RS 104,00. Sua amiga Ana também realizou a compra de 5 vasos
de rosas e 3 vasos de violetas, gastando um total de RS 89,50. Sabendo que x representa o custo de um
vaso de rosas e y € o custo de um vaso de violetas, encontre uma equacgao envolvendo x e y que descreva
o gasto de Mariana e outra que descreva o gasto de Ana.

2. Calcule os valores unitdrios dos vasos de rosas e de violeta dessa floricultura, utilizando o sistema de
equacdes de 12 grau com duas incognitas obtido no problema 1. Para isso, escolha um dos métodos de
resolucdo: substituicao ou adicao.

3. Utilizando o software Geogebra, faca a resolugdo geométrica do sistema de equacgbes obtido no
problema 1, comparando com a resolucdo algébrica que vocé fez no problema 2. Descreva o que vocé
observou.

Fonte: Arquivo do autor.

7.7 ATIVIDADE 7 - ANALISE DAS DIFERENTES RESOLUGOES GRAFICAS
DE UM SISTEMA

O objetivo da atividade 7, Figura 7.7, é identificar se o sistema é possivel e determinado,
possivel e indeterminado ou impossivel a partir da resolugao geométrica.



Figura 7.7 — Atividade 7.

1. Analise o sistema abaixo, em que x € y 530 nUMeros reais, a partir do grafico dado a seguir:

-3
{ry-0

a) Que equacdo representa a linha reta azul? Justifique.
b) Que equacdo representa a linha reta vermelha? Justifique.
¢} Qual seréd a solugdo desse sistema? Justifique.

2. Analise agora a representagao grafica do sistema a seguir:

x +2y = 1
Ix+ by = 3

Mele, x & y 530 ndmeros reais.

a) Qwual & 3 solucdo desse sistema?
b) Como vocé explicaria o fato de duas equacdes & uma mesma reta para a representacdo grafica de
ambas as equagdes?

Fonte: Arquivo do autor.

55



56
8 APLICANDO AS ATIVIDADES E ANALISANDO OS RESULTADOS

8.1 INTRODUCAO

A finalidade desse capitulo é fazer uma breve descricdo da turma e da escola na qual
esse trabalho foi desenvolvido. Logo ap6s, sera apresentada uma analise dos resultados obtidos
pela turma.

8.2 CONHECENDO A ESCOLA E A TURMA

A EE Dr. Jodo Gabriel Ribeiro, figura 8.1, localizada no municipio de Sao José do Rio
Pardo, estado de Sao Paulo, € uma instituicdo publica de ensino com 54 anos de existéncia,
sendo a primeira aula ministrada na mesma em 3 de margo de 1969, sendo na época conhecida
como “Grupo Escolar da Vila Pereira”. Hoje, a instituicdo oferece aulas da 1% até a 5% séries
do Ensino Fundamental Anos Iniciais e do 6° ao 9° anos do Ensino Fundamental Anos Finais,
atingindo mais de 700 estudantes. Atualmente a unidade escolar passou por uma reforma, o que
propiciou uma estrutura ainda melhor aos estudantes e funcionarios.

Figura 8.1 — Escola Dr. Jodo Gabriel Ribeiro

Fonte: Arquivo do autor.

A turma em que o presente trabalho foi desenvolvido foi 0 8° ano do ensino fundamental.
Porém, nesse mesmo ano, o autor também ministrava aulas em turmas do 6° e 7° anos, os
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quais n&o fizeram parte dessas atividades. O 8° ano era uma turma que tinha uma quantidade
reduzida de alunos.

8.3 VISAO GERAL SOBRE AS APLICACOES

No total, participaram integralmente das atividades 14 estudantes. Essas atividades foram
desenvolvidas no laboratério de informatica da escola, que também servia como sala de aula
para as demais disciplinas, devido a reforma da escola naquele momento.

Sobre os contetdos abordados na sequéncia didatica, os estudantes ja tinham um
conhecimento prévio por ja terem realizado um estudo recente sobre o0 mesmo. Sendo assim,
0 objetivo foi estudar o assunto novamente, mas agora com o auxilio e utilizacao do software
GeoGebra.

Para isso, os estudantes formaram 7 duplas, as quais permaneceram fixas até o fim das
aplicacdes, sendo que a interferéncia do professor foi minima, apenas para explicar os objetivos
e auxiliar na utilizagdo do software GeoGebra, quando necessério. Cada integrante da dupla
recebeu uma copia de cada uma das sete atividades da sequéncia didatica, sendo as mesmas
distribuidas pouco a pouco, uma a uma e realizadas na sequéncia, de 1 a 7, em datas diferentes.
As aplicagbes ocorreram entre os meses de outubro e novembro do ano de 2022.

8.4 ANALISE DAS RESPOSTAS POR ATIVIDADE

Atividade 1

Na atividade 1, exercicio 1, das 7 duplas, 2 duplas erraram a questao, pois ao realizarem o
célculo referente a tabela do 8C, nao se atentaram para o fato de que a incégnita x deveria ter
sido colocada na posi¢ao da quantidade de alunos, o que ndo ocorreu e ocasionou o erro. Por
outro lado, 5 duplas acertaram a questdo. A resolucao de uma dessas duplas é apresentada nas
figuras 8.2, 8.3 e 8.4 dadas a seguir.



Figura 8.2 — Célculo da média aritmética do 8A

[

a C ) Li E -
Ld2+d 10*d 10+4.9 +4
. “».._v/ -\\/ —_— L
L W {

o & S + R G-+

Fonte: Arquivo do autor.

Figura 8.3 — Célculo da nota dos 4 alunos do 8B

ok é 63
4339 y4x - 5,02

Yo '

:133j‘1+‘1z - Jé‘f))i
4z =269,2 -3 3.;1':"

Yx: 323

Fonte: Arquivo do autor.

!
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Figura 8.4 — Calculo da quantidade de alunos do 8C que tiraram nota 6

Fonte: Arquivo do autor.

Ja no exercicio 2, todas as duplas conseguiram construir a tabela. Porém, uma das 7
duplas nao percebeu, ao montar a tabela, que o nimero de meninos poderia ser inclusive o 0
e também o 37, como mostra a figura 8.5 a seguir. Essa dupla também poderia ter escrito a
expressao final como x = 37 — y.
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Figura 8.5 — Construcéo da tabela e apresentagéo da expressao algébrica

Fonte: Arquivo do autor.

Atividade 2

Na atividade 2, exercicio 1, todas as 7 duplas acertaram a questao e conseguiram localizar
corretamente os pares ordenados. A figura 8.6 apresenta a solugdo de uma delas.
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Figura 8.6 — Localizagao dos pontos no plano cartesiano

—
.
-
y

Fonte: Arquivo do autor.

a segquir.

No exercicio 2, todas as 7 duplas responderam corretamente a questao, porém nao
mesma pelo fato de estarem em lugares diferentes do plano cartesiano, como mostra a figura 8.7

utilizaram as expressoes “abscissa” e “ordenada”, apenas dizendo que a localizagao néo foi a

Figura 8.7 — Andlise dos pontos A e C

Fonte: Arquivo do autor.

No exercicio 3, os estudantes tiveram o primeiro contato com o software GeoGebra na
sequéncia didatica. 1 das 7 duplas disse preferir 0 papel quadriculado, por achar mais facil

enquanto que as 6 duplas restantes disseram ser mais facil o entendimento através do uso da
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tecnologia, como mostra a figura 8.8 a seguir.

Figura 8.8 — Papel quadriculado x GeoGebra

Fonte: Arquivo do autor.

Atividade 3

Na atividade 3, exercicio 1, todas as 7 duplas acertaram a questdo e conseguiram
completar corretamente a tabela dada, como mostra a figura 8.9 a seguir.

Figura 8.9 — Preenchimento da tabela

B [ s | c_ [ o |
| Parordenado | _ B B e SRR o Pl

Fonte: Arquivo do autor.

No exercicio 2, 6 das 7 duplas responderam corretamente a questao encontrando os
pontos pedidos, esbogando os graficos e concluindo o questionamento feito. A seguir, a figura
8.10 apresenta a solugdo de uma dessas duplas. Ja a dupla que errou teve dificuldade no
momento de substituir os pontos na expressdes algébricas dadas.
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Figura 8.10 — Encontrando os pontos e esbogando os graficos

, =

Fonte: Arquivo do autor.

No exercicio 3, os estudantes tiveram, mais uma vez, contato com o software GeoGebra
na sequéncia didatica. Todos as duplas utilizaram o software e construiram os graficos com
sucesso, explicando que no caso da letra a) a expressao fez o grafico gerar uma reta, figura 8.11,
enquanto que na letra b), a expressao fez o grafico gerar uma “curva”, figura 8.12, sendo ambas
apresentadas como exemplo e desenvolvidas por uma dessas duplas.



Figura 8.11 — Express@o y = —3x — 1

DIEEGE R SO NSIPANEIE

+

fiy=—3x—1 =N f

Entrada
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Fonte: Arquivo do autor.
Figura 8.12 — Expressdo y = x> — 1
DS oM IPANIEIR
@ fy=x-1 =N
+ | Entrada..
f

Fonte: Arquivo do autor.
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Atividade 4

Na atividade 4, exercicio 1, todas as duplas de estudantes conseguiram cumprir a
tarefa, marcando na tabela (figura 8.13) os pares ordenados que atendiam a regra solicitada no
enunciado e localizando no GeoGebra, os mesmos . Uma das duplas utilizou as ferramentas
presente no software para deixar a solugdo um pouco mais atraente, utilizando cores diversas

para cada par ordenado, como mostra a figura 8.14.

Figura 8.13 — Tabela identificando os pares ordenados solicitados

Qe | §1a) af-24
(1,-2) | (0.1) | (12)
{2,4) (-2,4) (2,-4)
(-3,6) | (3,-6) | {3,6]

| 48 | (48)) (43

| (5,-10) | {%,-10)2 (-5,10)

(35} | (3.2 (5,-2)

Fonte: Arquivo do autor.

Figura 8.14 — Representagao dos pares ordenados no plano cartesiano

SO0 4N

3
L]
O A=(00) =N D
8 ]
O B=249
6
O =2
© D=8 : 4 o
. C
@ E-=(5-10) : 1Y%
© Fo2 : A
-18 16 -14 -12 10 -8 6 -4 -2 2. 4 6 8 10
O G=1(3-6)
-2
+ E
Fe -4
G
@ -6
-8
E
® -10
12

Fonte: Arquivo do autor.
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No exercicio 2, todas as duplas apresentaram a solugéo correta, como mostra a figura
8.15, solucdo dada por uma delas.

Figura 8.15 — O valor de y é o dobro do valor de x

Fonte: Arquivo do autor.

Atividade 5

Na atividade 5, exercicio 1, 6 duplas conseguiram explicar de forma coerente, como
mostra a figura 8.16, extraida da solu¢cao de uma delas.

Figura 8.16 — Explicando cada uma das maneiras de resolver um sistema

Fonte: Arquivo do autor.

No exercicio 2, 4 duplas conseguiram resolver os quatro sistemas dados de forma correta
e escolheram utilizar o método da adigao por ser, segundo elas, mais simples. A figura 8.17
apresenta uma dessas solucgoes.
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Figura 8.17 — Resolvendo os sistemas

Fonte: Arquivo do autor.

No exercicio 3, os estudantes utilizaram o software GeoGebra, mas dessa vez utilizando o
celular. Todas as duplas conseguiram cumprir o objetivo, que era realizar a resolugdo geométrica.
Algumas dessas solugdes sdo apresentadas a seguir nas figuras 8.18, 8.19, 8.20 e 8.21.



Figura 8.18 — Solugdo geométrica da letra a)

09:35 B © 0w 1891%

(O 95 geogebra.org/classicZlar + (@) i

k)]s~ Be Q

eq2 -

A = Ponto(eq2)

O

= (-2, g) @

e Entrada...
4 @ 0

Fonte: Arquivo do autor.
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Figura 8.19 — Solugdo geométrica da letra b)

09:39 B © 09 18 89%

(3 25 geogebra.org/classic + @

k]~ S Q

WMo~ B : =a

€q 2

-4
O eql: x+3y =5 :

A, en? - v L 2w — N

4 @ R

Fonte: Arquivo do autor.



Figura 8.20 — Solugdo geométrica da letra c)
09:41 B (© 0% /@ 89%

) 95 geogebra.org/classic + @ :

A/Jr S Q=

E@}ﬁ_c & @

@ eql:3x+2y=5 =N/

O eq2: 3x+4y =7 :
i A = Intersecao(eql, eq2) :
4 @ M

Fonte: Arquivo do autor.
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Figura 8.21 — Solugdo geométrica da letra d)

09:45 W (© iOr 9 /1@ 88%

(O 25 geogebra.org/classic + @

A Be Q
«lo~ &% : -

= (7, 4)
B Entrada...

4 @ n

Fonte: Arquivo do autor.
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Atividade 6

Na atividade 6, exercicio 1, apenas uma dupla nao conseguiu interpretar o problema de
forma adequada enquanto as demais duplas atingiram o objetivo, interpretando corretamente os
dados e construindo as equacdes esperadas. A figura 8.22 mostra uma dessas solugdes.

Figura 8.22 — Equag0es esperadas para representar os gastos de Mariana e Ana

Fonte: Arquivo do autor.

Ja no exercicio 2, outra vez apenas 1 dupla ndo conseguiu resolver a atividade de forma
adequada enquanto 6 duplas resolveram o sistema de equagdes de forma correta. A figura 8.23
mostra uma dessas solugdes.

Figura 8.23 — Solucao correta do sistema de equagdes

Fonte: Arquivo do autor.

No exercicio 3, todos os estudantes conseguiram representar a solucido geométrica
utilizando o software GeoGebra. Uma dessas solugdes € apresentada na figura 8.24 dada a
sequir.
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Figura 8.24 — Resolugdo geométrica do sistema de equacgdes

60
20
A

-60 -40 -20 O 40 60 80

-20

-40

-60
O eql:4x+6y = 104 :
@ eq2:5x+3y = 8950 :

A = Intersecdo(eql, eq2)

O
= (125,9)
-+
= @
Algebra Ferramentas

Fonte: Arquivo do autor.

Atividade 7

Na atividade 7, exercicio 1, os estudantes tiveram um desempenho suficiente para o que
foi pedido. Em uma das solu¢des apresentadas, figura 8.25, a justificativa para a letras a) e b)
poderiam ter sido mais bem elaboradas, bastando observar que quaisquer dois nimeros x e y
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em que a soma dé 3 também serviriam como resposta para a letra a) assim como quaisquer dois
numeros x e y em que a soma dé 0 também serviriam como resposta para a letra b). Ja para
a letra c), considerei a resposta bem satisfatéria, embora eles pudessem também ter dito que
quando duas retas sao paralelas, temos que nao existe solucao para esse sistema.

Figura 8.25 — Respostas apresentadas por uma das duplas

a) Que equagao representa a linha reta azul? Justifique.
b) Que equacdo representa a linha reta vermelha? Justifique.
c) Qual sera a solugdo desse sistema? Justifique.

Fonte: Arquivo do autor.

No exercicio 2, também considerei o desempenho dos estudantes satisfatério. A figura
8.26 dada a seguir apresenta uma dessas solugdes.

Figura 8.26 — Respostas apresentadas por uma das duplas

a) Qual é asolugdo desse sistema?
b) Como vocé explicaria o fato de duas equacbes e uma méesma reta para a representacdo grafica de
ambas as equacoes?

Fonte: Arquivo do autor.

Sendo assim, a aplicacédo das atividades foi realizada com sucesso, com a participagao e
engajamento de todos os estudantes, melhorando significativamente a percepcao das possiveis
solugdes ao utilizarem o GeoGebra como ferramenta de apoio no desenvolvimento das atividades.
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9 CONCLUSAO

Chegamos aqui a conclusao do trabalho. Este capitulo trard uma analise sobre o trabalho
desenvolvido (sequéncia didatica), os resultados finais obtidos e a devolutiva feita com os
estudantes.

9.1 REFLETINDO SOBRE A METODOLOGIA DO TRABALHO DESENVOL-
VIDO

Primeiramente gostaria de falar a respeito do método de trabalho adotado, a sequéncia
didatica. Trabalhar com essa metodologia trouxe muitas contribuicées aos estudantes, pois:

— permitiu aos mesmos participarem de um ambiente de aprendizagem seguro e que
ocorre de maneira organizada, o que faz com que 0os mesmos possam estar mais
focados, diminuindo a ansiedade e melhorando o processo de construgao da aprendi-

zagem;

— propiciou a melhoria na capacidade de tomar decisdes, permitindo ao estudante
desenvolver sua autonomia de forma mais eficiente, sem o professor precisar ficar

interferindo no desenvolvimento das atividades;

— oportunizou o trabalho em equipe e,dessa forma, os alunos podem trocar conheci-
mentos e experiéncias entre si, 0 que ajudou no entendimento e desenvolvimento das

atividades e promoveu a socializagao;

— o professor ndo ficou o tempo todo na lousa, com aulas expositivas e cansativas; pelo
contrario, os estudantes foram os protagonistas no desenvolvimento das atividades,
sendo o professor algo como um orientador e estimulador da aprendizagem;

— o professor conseguiu identificar com mais precisao onde estavam os principais pontos
de dificuldades dos alunos e assim conseguiu direcionar melhor os contetdos para
sanar as essas dificuldades de forma eficiente e produtiva.

Sendo assim, por se tratar de uma estrutura de aulas mais dindmicas e interativas, os
estudantes acabaram se interessando mais e ficando mais motivados; ja para o professor,
proporcionou uma melhor visdo daquilo que o mesmo precisava focar mais para chegar ao
seu objetivo final, que sdo o ensino e a aprendizagem de exceléncia a serem oferecidos aos
estudantes.
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9.2 ANALISE E REFLEXAO SOBRE AS APLICACOES REALIZADAS

A andlise dos resultados das atividades aplicadas aos estudantes mostrou que os objetivos
esperados foram atingidos, mostrando-se, dessa forma, positiva.

Com relacao a participacao dos estudantes nas atividades pode-se dizer que ocorreu de
forma plena, sendo que os mesmos ficaram o tempo todo engajados e persistentes na busca
pelas solugdes.

O objetivo principal desse trabalho foi 0 uso da tecnologia através do software GeoGebra
para um melhor entendimento dos problemas dados. Sendo assim, verificou-se que esse uso
permitiu aos estudantes conseguirem entender com mais facilidade o assunto abordado e,
além disso, reconhecerem a importancia dessa ferramenta como instrumento de promocao da
aprendizagem. E claro que seu manuseio correto nio foi atingido de imediato, mas aos poucos
eles foram se familiarizando com 0 mesmo e explorando as funcionalidades utilizadas durante as
atividades. Hoje, a utilizagao do GeoGebra ja faz parte do cotidiano dos estudantes.

Ja com relacao as atividades, observou-se uma maior dificuldade na realizacao do
exercicio 2 da Atividade 5, que se tratava de resolver um sistema de duas equagdes com duas
variaveis. Porém, observo também de forma positiva 0s que erraram a atividade pois tiveram a
oportunidade de discutir, refletir e pensar sobre 0 assunto juntos e isso promoveu socializagao
e aprendizado. E o mais interessante é que ao utilizarem o GeoGebra como ferramenta para
chegarem a solug&o geométrica no exercicio seguinte de cada um dos sistemas do exercicio em
questao, os proprios estudantes perceberam que haviam errado o exercicio apenas observando
a solugao geométrica, retomando dessa forma o exercicio, buscando as solugdes e fazendo
as devidas corregdes em parceria com 0s colegas, sendo a interferéncia do professor a menor
possivel.

Também foi positivo o fato de que o material produzido ofereceu uma sequéncia de
atividades que, aos poucos, introduziu conceitos basicos como reconhecer possiveis solugdes
de uma equacgéo do 1° grau com duas variaveis, construcédo de tabela de possibilidades, par
ordenado e localizacao no plano cartesiano, até chegar em conceitos um pouco mais elaborados
como construcdo de graficos de expressdes algébricas dadas, interpretacdo de situagdes-
problema e sua representagdo através de expressdes algébricas, sistemas de duas equagoes
com duas variaveis e seus diferentes tipos de resolucao e andlises graficas desses sistemas
utilizando o software GeoGebra.

Através dessas atividades os estudantes puderam conectar a algebra com a geometria,
exercitando a linguagem simbodlica e construindo o aprendizado de maneira significativa e
contextualizada.
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9.3 DEVOLUTIVA REALIZADA COM OS ESTUDANTES

Depois de aplicadas todas as atividades e as mesmas entregues pelos estudantes, o
professor realizou uma discussdo com 0s mesmos a respeito de cada uma, utilizando a lousa
para as explicacées dos célculos e os computadores para a realizagao das atividades que
exigiam o software GeoGebra como instrumento de aprendizagem, como exemplificam as figuras
9.1 € 9.2 dadas a seguir.

Figura 9.1 — Momento da discusséo das solugdes com os estudantes.

Fonte: Arquivo do autor.



78

Figura 9.2 — Momento da discussao das solugdes com os estudantes.

Fonte: Arquivo do autor.

O trabalho desenvolvido foi motivado devido ao fato de a maioria dos estudantes apre-
sentarem dificuldade na resolugdo de equagdes e sistemas de equagdes do 1° grau com duas
variaveis. Sendo assim, a ideia foi de que a utilizagdo da tecnologia conseguisse auxiliar no
processo de ensino e aprendizagem, o que de fato ocorreu, como mostraram as anélises sobre
as atividades realizadas.
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APENDICE A — FOLHAS DE ATIVIDADES

Figura A .1 — Atividade 1

ATIVIDADE 1 - EQUA(}f)ES DO 12 GRAU COM DUAS VARIAVEIS
1. A secretaria de uma escola recebeu dos professores as planilhas com as notas € as médias dos
estudantes, para digitacdo no sistema. Porém, a folha foi danificada e alguns ndmeros ficaram ilegiveis.

Organizem-s& &m grupas para encontrar os nimeras que faltam para completar a planilha. Depois,
expliguem como encontraram a solugdo para cada caso.
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2. 0OB8%anoDéuma turma com 37 estudantes. Qual poderia ser o nimera de meninos? Organize todas as
possibilidades em uma tabela. Depois, escreva uma expressao algebrica que traduza esse problema e
explique o procedimento para resolvé-lo.
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Figura A .2 — Atividade 2

ATIVIDADE 2 - PARES ORDENADOS E SUA LOCALIZAGCAD NO PLANO CARTESIANO

1. Construa, em uma folha de papel quadriculado, o planc cartesiano e localize os seguintes pares

ordenados.
Al-1,2), B[0,3), C{2,-1), D(3,0), E(4,5) , F(0,0) & G(5,4).

2. Analise o5 pontos que foram marcados no plano cartesiano. Em seguida, analise os pontos A e C. A
localizacdo desses dois pontos € a mesmar Justifique.

3. Apora, utilizando o software Geogebra, localize os pontos dados na questdo 1 e compare com a sua
construcdo realizada no papel gquadriculado. Descreva o que vocé observou.
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Figura A .3 — Atividade 3

ATIVIDADE 3 — RESULTADOS DE UMA EQUACAO DE 12 GRAU COM DUAS VARIAVEIS

1. Observe o plano cartesiano abaixo onde estdo destacados zlguns pontos pertencentes @ reta gue
representa uma equacdo com duas varidveis. Analise e registre na tabela dada quais 530 esses pontos.

2. Paracada expressao algébrica dada a seguir, encontre 4 pontos diferentes do grafico atribuinda valores
para a variavel x. Em seguida, faga o esboco do gréfico, unindo os pontos encontrados. Qual expressdo
Eerou uma reta?

a) y=2x-3
b) y=ux*
3. Utilize o software Geogebra, construa o grafico das expressoes algébricas dadas a seguir e descreva o

que vore observou.

a) y=—3x-1
b) y=x"-1
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Figura A .4 — Atividade 4

ATIVIDADE 4 - SOLUCOES DE UMA EQUACAD DE 12 GRAU COM DUAS VARIAVEIS

1. Analise a tabela a seguir e identifiqgue os pares ordenados gue atendam a regra “o valor de y € o dobro
do valor de x™. Em seguida, utilizando o software Geogebra, represente-os num plano cartesiano.

(0,0) 1,2) (-2,-4]
(1,-2) {0,1) -1,2)
(2.4) (-2,4) (2,4
(-3,6) (3,-6) (-3,-68)
(4,-8) (4,8 (-4.8)
(5,-10) | (-5,-107 | (-5,10)
(3,5) (3,2 {5,-2)

2. Encontre uma expressao algébrica que descreva esta regra: “o valor de y € o dobro do valor de x".
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Figura A .5 — Atividade 5

ATIVIDADE 5 - SISTEMAS DE DUAS EQUACOES COM DUAS INCOGNITAS

Para resolver sistemas de equacoes de 12 grau com duas incognitas, o professor do 82 ano explicou que
existem trés maneiras de serem resolvidos: utilizando o método da substituicdo, o método da adicdo ou,
ainda, & possivel resolver geometricamente. O professor registrou as duas formas de resolucdo e
distribuiu uma malha quadriculada com o procedimento geométrico, conforme as imagens a seguir:

METOOO Dk ADICAD
Gi g or valor e K L SIg RS EERESS

Z-(Bey=Da
164 5= 26
fx 4 dy=T8 y=24-18

{4-. y=2 y=10

{""'T'“‘ dn# = 2b

g -Jy =13,

10w = B0
n = BOM0
x=§

METODO DA SUBSTITURCAD

Para anconirad o wahor o X 8 T

Tn by =D Tw s y= D6 b
{l.: Iy=3 () &y =26 L
16 &y = 26
=36 - dx y=26- 16
dx-_Jy=12 y=10
M- )= 2
TR+ amd
10x=2478
100 = B0
=B

Imagine agora que vocé tem a missao de explicar para seu colega como resolver esse sistema pelos trés
métodos. Coma vocé explicaria? Registre os procedimentos.

Apods observar a resolugdo do exemplo acima, resalva os proximaos sistemas escolhendo um dos dois
métodos apresentados: substituigdo ou adigdo.

=J LN

———
T
¥
Al
i

< 4y ] {t*:ﬁ'.- 5 [ 3+ 2y
{,'gx_+'_.,-'=5 %+ 2y = 0 L3(+i}r=

Utilizando o software Geogebra, para cada sistema de equagtes dado na questdo 2, faga a resolucio
geomeétrica, comparando com a resolucdo algébrica. Descreva o que vocé ohservou.
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Figura A .6 — Atividade 6

ATIVIDADE 6 — PROBLEMAS COM SISTEMAS DE EQUACOES DO 12 GRAU

Duas amigas foram a uma floricultura comprar vasos de flores. Mariana comprou 4 vasos de rosas e 6
vasos de violetas, e gastou um total de RS 104,00, Sua amiga Ana também realizou a compra de 5 vasos
de rosas e 3 vasos de violetas, gastando um total de RS 89,50, Sabendo que x representa o custo de um
vaso de rosas e y & o custo de um vaso de violetas, encontre uma equacao envolvendo x e y que descreva
0 gasto de Mariana e outra que descreva o gasto de Ana.

Calcule os valores unitdrios dos vasos de rosas e de violeta dessa floricultura, utilizando o sistema de
equaches de 12 grau com duas incognitas obtido no problema 1. Para isso, escolha um dos métodos de
resolugdo: substituigdo ou adigdo.

Utilizando o software Geogebra, faca a resolucdo geométrica do sistema de equacdes obtido no
problema 1, comparando com a resolugao algébrica que vocé fez no problema 2. Descreva o que vocé
observou.
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Figura A .7 — Atividade 7

ATIVIDADE 7 — ANALISE DAS DIFERENTES RESOLUCOES GRAFICAS DE UM SISTEMA

1. Analise o sistema abaixo, em que ¥ e y 580 ndmeros reais, a partir do gréfico dado a seguir:

{xiy-0

Lad

a) Que equacdo represanta a linha reta azul? Justifique.
b) Que equacdo representa a linha reta vermelha? Justifique.
c) Qual serd a selugdo desse sistema? Justifique.

2. Analise agora a representacao grafica do sistema a seguir:

x+2y =1
Ix+by= 3

Mele, x & v 530 ndmeros reais.

a) Qual € a solugdo desse sistema?

b) Comao vocé explicaria o fato de duas equacdes e Uma Mesma reta para a representacao grafica de
ambas as equacbes?
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