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“E eu... o que fago com esses numeros?”

Humberto Gessinger



Resumo

Avaliar o processo de ensino-aprendizagem e mensurar o desempenho discente pode ser
uma tarefa complexa e subjetiva. Dessa forma, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy é uma
ferramenta destacavel para este processo. Nessa perspectiva, este trabalho tem como ob-
jetivo o estudo dos conceitos basicos da Teoria de Conjuntos Fuzzy e uma aplicacao deste
estudo propondo um modelo matematico para auxiliar o docente na tarefa de avaliacao

das aprendizagens discentes, por meio de equacoes relacionais fuzzy.

Palavra-Chave: avaliacao; conjuntos fuzzy; relacoes fuzzy.



Abstract

Assessing the teaching-learning process and measuring student development can be a
complex and subjective task. Therefore, Fuzzy Set Theory is a distinctive tool for this
process. From this perspective, this work aims to study basic concepts of Fuzzy Set
Theory and an application of this study by proposing a mathematical model to assist

teachers in the task of evaluating students’ learning via fuzzy relational equations.

Keywords: assessment; fuzzy sets; fuzzy relations.
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Capitulo 1
Introducao

Pode-se dizer que a avaliacao do processo de ensino-aprendizagem busca conhecer o
nivel de desempenho discente, considerando o processo educativo e tomando decisoes que
possibilitem atingir os resultados esperados.

Medir o conhecimento adquirido em uma determinada disciplina, por exemplo, é uma
tarefa complexa e subjetiva e, para isso, adequado o modelo de avaliacdao, por levar em
conta o acompanhamento processual do aluno, em uma relagao espago-tempo ocorrida em
um contexto escolar (FORNER; TREVISOL, 2012). O planejamento de quais e quantos
instrumentos serao considerados no processo avaliativo depende de cada instituicao, do
docente e do publico-alvo.

Geralmente, ao final da disciplina, o aluno recebe um conceito ou nota, por meio de
algum céalculo matematico, que representa o seu desempenho. Porém, esse valor obtido
pode nao deixar claro o conhecimento que o aluno realmente adquiriu.

E fato que um dos maiores desafios para um professor é o processo de avaliar. Durante
um determinado periodo ele devera atribuir notas as atividades feitas pelos alunos. Essa
tarefa é importante no desenvolvimento da vida escolar dos estudantes. Ela pode servir
de motivacao ou desisténcia, e ainda expressar o quanto um aluno aprendeu o conteido
proposto durante determinado periodo.

Pensando no exposto acima, este trabalho de pesquisa traz uma ferramenta alterna-
tiva, com o uso da Teoria do Conjuntos Fuzzy, para auxiliar o professor na complexa
tarefa de avaliacao das aprendizagens discentes, buscando considerar aspectos subjetivos
inerentes ao processo de avaliacdo. A principal vantagem do modelo a ser proposto é a
possibilidade de classificar o desempenho dos discentes, considerando o uso de diferen-
tes critérios (varidveis de entrada) para a composicao da nota final (varidvel de saida),
a partir de termos linguisticos como, por exemplo, Insuficiente, Regular e Bom, usando
informacoes qualitativas e quantitativas, que sao tratadas como conjuntos fuzzy.

Uma grande contribuicao dessa ferramenta é que o professor podera escolher quais e
quantas formas de avaliacao ira adotar para compor o conceito final do aluno, pois sera

composta por relagoes fuzzy (BARROS; BASSANEZI, 2010).
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Um conjunto fuzzy permite representar conceitos vagos em linguagem natural e a sua
representacao nao depende apenas do conceito, mas também, do contexto em que esta
inserido. A modelagem matematica fuzzy tem se mostrado mais adequado para tratar
problemas que envolvem informagoes vagas, subjetivas e/ou imprecisas.

A ideia capital para este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) teve origem na apre-
sentagao da professora orientadora (PO) sobre o seu projeto de pesquisa intitulado “Uma
abordagem fuzzy para o desempenho escolar no processo ensino-aprendizagem”, cujo ob-
jetivo é propor um modelo matematico alternativo com o uso da Teoria do Conjuntos
Fuzzy, para auxiliar o professor na complexa tarefa de avaliacao das aprendizagens dis-
centes, buscando considerar aspectos subjetivos inerentes ao processo de avaliagao. Como
parte do desenvolvimento da pesquisa, a PO estava em busca de um aluno da Licenciatura
em Matematica para desenvolver uma iniciacao cientifica sobre equagoes relacionais fuzzy
aplicada em avaliacao, visto ser um tema subjetivo e pouco discuto no ambito fuzzy.

Naquele momento, a PO estava paralelamente orientando uma aluna do mestrado
profissional PPGECE (Programa de P6s-Graduacao em Ensino de Ciéncias Exatas), cujo
problema de pesquisa foi delimitado em avaliacao escolar, com base na utilizacao de
sistemas baseados em regras fuzzy. Com isso, houve a possibilidade de uma parceria de
estudos sobre a tematica fuzzy com a orientanda do PPGECE.

Uma das etapas de desenvolvimento da pesquisa da PO envolveu a oferta de uma
atividade de extensao intitulada “Uma Introdugao a Teoria dos Conjuntos Fuzzy”. Nessa
proposta seria abordado conceitos basicos dessa teoria, como conjuntos fuzzy, fungoes de
pertinéncia, relagoes fuzzy, sistema baseados em regras fuzzy e aplicagoes.

Posteriormente ao estudo tedrico, se iniciou o desenvolvimento do modelo matematico.
Buscou-se na literatura modelos semelhantes para utilizar como base do trabalho, porém,
nao foi encontrado nenhum estudo que utilizava equagoes relacionais fuzzy para propor
um modelo no contexto de avaliacao.

Apo6s um ano, houve a finalizagdo do modelo, o desenvolvimento do relatorio final da
iniciacao cientifica, a apresentacao deste estudo no Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional - CNMAC na forma de poster em 2022, e por fim, a escrita do
TCC, acrescentando um cédigo em linguagem Python em que aplica o modelo proposto
com novos dados.

Diante isso, este trabalho tem como objetivo compreender os conceitos basicos da
Teoria de Conjuntos Fuzzy e, posteriormente, propor um modelo matematico alternativo
para auxiliar o professor na tarefa de avaliagdo das aprendizagens discentes, buscando
considerar aspectos subjetivos inerentes ao processo de avaliacao.

O Capitulo 2 abordara os conceitos basicos da Teoria de Conjuntos Fuzzy, como a
definicao de um Conjunto Fuzzy, operagoes com Conjuntos Fuzzy, operagdes t-norma e
t-conorma, niveis de um Conjunto Fuzzy e o Principio de Extensao. Em seguida, no
Capitulo 3, sera abordado os principais conceitos de Equagoes Relacionais Fuzzy, de-

finindo Relagoes Fuzzy, as suas formas de representacao e a composicao entre Relagoes
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Fuzzy Binarias. Além disto, sera apresentado um modelo adaptado de diagnéstico médico.
Posteriormente, o Capitulo 4 apresentard um modelo matematico para quantificar o de-
sempenho escolar, juntamente com os seus resultados e conclusoes. E por fim, no Capitulo

5 sera desenvolvida as consideragoes finais.
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Capitulo 2

A Teoria de Conjuntos Fuzzy

A Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi desenvolvida para representar o conhecimento incerto
e impreciso. Ela fornece um meio aproximado, mas eficaz, de descrever o comportamento
de um sistema que é muito complexo, mal definido, com poucos dados.

As relagoes fuzzy sao uma generalizagao das relagoes classicas. Uma relagao classica
descreve a inter-relagao entre dois ou mais objetos, e seu conceito é formalizado a partir
da Teoria de Conjuntos. Segundo Bassanezi e Barros (2010), a escolha do tipo de relagao
depende muito do fenémeno a ser estudado. Porém, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy tem
mostrado maior robustez no sentido que esta inclui a Teoria Cléssica de Conjuntos.

O marco inicial da Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi o artigo publicado em 1965, pelo ma-
tematico Lotfi Asker Zadeh, professor no Departamento de Engenharia Elétrica e Ciéncias
da Computagao da Universidade da Califérnia, em Berkeley (ZADEH, 1965). Sua prin-
cipal intencao era dar um tratamento matemaético a certos termos linguisticos subjetivos.
Esse seria o primeiro passo no sentido de se programar e armazenar conceitos vagos em
computadores, tornando possivel a producao de calculos com informacoes imprecisas. A
ideia de Zadeh foi flexibilizar a pertinéncia de elementos aos conjuntos, criando a nocao de
grau de pertinéncia. Um elemento poderia pertencer parcialmente a um dado conjunto.
Para modelar matematicamente o tal “conjunto”, Zadeh propos o conceito de conjunto
fuzzy a partir de uma funcao de pertinéncia que indica o quanto um elemento faz parte
do conjunto fuzzy.

Em situagoes como “aquela pessoa é muito alta?” ou “estd com pouca dor?”, respostas
como “sim”ou “nao”nem sempre representam o que se deseja expressar. De certa maneira,
“alta”e “dor” podem representar subjetividade, pois é dificil definir, com precisao, o que é
exatamente ser alta ou ter dor. Quando trabalhamos com conjuntos fuzzy, tal imprecisao
é associada com uma funcao, que chamamos de funcao de pertinéncia e, deste modo,
conseguimos definir o quanto é ser “muito alta” ou estar “com pouca dor”.

Um conjunto cléssico, chamado em inglés de crisp, fica bem definido no sentido que
sabemos identificar se um elemento pertence ao conjunto ou nao. Por exemplo, o niimero
7 é primo e o ntimero 4 nao. Isso caracteriza um conjunto cléssico (crisp). Agora, seja B

o conjunto das pessoas baixas definido como B = {z € U | x < 1,60 metros de altura},
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ou seja, uma pessoa ¢ considerada baixa se tiver 1,60 metros de altura ou menos. Entao,
de acordo com o conjunto B, uma pessoa com 1,61 metros de altura nao estaria em B,
mas ela poderia ser considerada baixa? Nao. E foi a partir de incertezas como essa que
surge o conceito de conjuntos fuzzy e fungao de pertinéncia (BELLUCCI, 2009).

Dessa forma, neste capitulo serao definidos os conceitos basicos de Conjuntos Classicos
e Conjuntos Fuzzy. As principais referéncias adotadas para este capitulo foram: (BAR-
ROS; BASSANEZI, 2010), (NICOLETTI; CAMARGO, 2011), (PISSINI, 2019), (BEL-
LUCCI, 2009), (MARINS, 2016) e (SILVA, 2020).

2.1 Conceitos Basicos da Teoria Classica de Conjun-

tos

Em Matematica alguns termos sao reconhecidos sem uma defini¢ao formal, deste modo,
sao considerados nocoes primitivas. Na Teoria Cléassica de Conjuntos, os termos conjunto
e elemento integram esse conceito.

Conjuntos podem ser caracterizados como uma colecao de objetos distinguiveis que
compartilham alguns aspectos comuns, aspectos estes que os qualificam a pertencer ao
conjunto. Os objetos que formam o conjunto sao chamados de elementos do conjunto
(NICOLETTI; CAMARGO, 2011).

Usualmente, um conjunto é representado por letras maitsculas e seus elementos por
letras minusculas. A letra U designa a existéncia de um conjunto ao qual contém todos
os elementos de determinado assunto. FEsse conjunto U é denominado como conjunto
universo.

Outra nogao primitiva é a nocao de pertinéncia. Representa-se que determinado objeto
x é elemento de um conjunto A, simbolizando: € A. Para indicar que x nao é elemento
de um conjunto A, simboliza-se: x ¢ A.

Uma forma de indicar a pertinéncia de um elemento z em um conjunto A é através

de uma fungao caracteristica x (), cuja defini¢ao é:

Definigao 2.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A funcao caracteristica
de A é dada por:

1, sexeA
Xa(z) = :
0, sex¢ A
Ou seja, para cada x € U, se = pertence ao conjunto A, entdo ya(z) = 1, caso
contrario, se x nao pertence a A, entdo ya(r) = 0. Logo, percebe-se que a fungao

caracteristica classifica quais elementos do conjunto U pertencem ou nao ao conjunto A.
Para Nicoletti e Camargo (2011), a representagao de conjuntos por meio de sua fungao

caracteristica é bastante importante, pois pode ser generalizada para conjuntos fuzzy.
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Além disso, as autoras ressaltam que os valores 0 e 1 da definicao de uma funcao carac-
teristica nao tém significado numérico, sao apenas simbolos convenientes que possibilitam
distinguir os elementos de um conjunto universo que pertencem a um subconjunto (do

conjunto universo) daqueles que nao pertencem.

Exemplo 2.2. (Adaptado de (NICOLETTI; CAMARGO, 2011)). Considere o conjunto
dos nimeros reais nao negativos R, e seja A o conjunto dos nimeros reais x tais que

€ [1,4]. A fungado caracteristica do conjunto A é dada por:

1, sel<x <4
xa(z) = .
0, caso contrario

Em que ¢ representada graficamente pela Figura 2.1.

Figura 2.1: Representacao gréafica da funcao caracteristica do conjunto dos reais nao
negativos ao intervalo [1,4].

0 1 2 3 4 5 R

Fonte: (NICOLETTI; CAMARGO, 2011), adaptado pelo autor.

Em seguida serao revisados conceitos basicos da Teoria Classica dos Conjuntos, como

defini¢oes e teoremas, pois sao base para estudos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy.

Definicao 2.3. Dois conjuntos A e B sao iguais, notado por A = B, se e somente se eles

tiverem os mesmos elementos. Simbolicamente,
A=B & (Vr)(x € A<z € B).

Definigao 2.4. O conjunto vazio nao tem elementos. E notado por ¢ ou {}.

Defini¢ao 2.5. Uma familia (colegdo) de conjuntos é um conjunto cujos elementos sdo

conjuntos. As familias de conjuntos sao notadas com letras maitisculas em italico.

Definicao 2.6. Se A e B sao conjuntos, entdao A estd contido em B, denotado por
A C B, se, e somente se, cada elemento de A for elemento de B. Se A C B, entao A é um
subconjunto de B, e se A C B e existir um elemento x tal que x € B e x ¢ A, entdo A
¢ um subconjunto préprio de B, notado por A C B. Se A C B nao se verifica, escreve-se
A ¢ B. Percebe-se que quando B inclui A (B 2 A) é equivalente a A estd contido em B
(A C B). Todo conjunto é subconjunto de si préprio e todo conjunto é subconjunto do

conjunto universo.
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Teorema 2.7. Para qualquer conjunto A, ) C A.
Teorema 2.8. Os conjunto A e B sao iguais, se e somente se AC B e BC A.

Definicao 2.9. A familia de todos os subconjuntos de um conjunto A é chamada de

conjunto poténcia de A e notada por P(A) ou 24.

Teorema 2.10. Se um conjunto finito A tem n elementos, entao P(A) tem 2" elementos,
ou seja, |P(A)| = 241 = 27

Definigao 2.11. Seja U o conjunto universo e, A e B subconjuntos de U. A uniao dos

conjuntos A e B é o conjunto definido por:
AUB={x|x € Aouz € B}.

em que ou tem o significado inclusivo, ou seja, uma das seguintes situacoes deve ser
satisfeita: r e Aex ¢ Bjx ¢ Aex € Bjx € Aex € B.

Definicao 2.12. Seja U o conjunto universo e, A e B subconjuntos de U. A intersec¢ao

dos conjuntos A e B é o conjunto definido por:
ANB={x|x€ Aex e B}.

Definigao 2.13. Seja U o conjunto universo e, A e B subconjuntos de U. Os conjuntos

A e B sao chamados de disjuntos se:
ANB=0.

Definigao 2.14. O complemento relativo de um conjunto A em relagao a um conjunto
X, notado por X — A (também chamado de conjunto diferenga) é o conjunto que contém

todos os elementos de X que nao sao elementos de A:
X—-A={z|zeXeax¢ A}

O complemento absoluto de um conjunto A (também chamado de complementar de um

conjunto A), notado por A’, é o conjunto U — A. Desta forma, tem-se: X — A =XNA"

Teorema 2.15. Seja A um conjunto e seja U o conjunto universo, entao AUA = U e
ANA =10.

Proposicao 2.16. Seja U o conjunto universo e, A e B subconjuntos de U. Entao sao

vdlidas as afirmagoes:

(i) A C B, se e somente se xa(x) < xp(x);
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(i) xaup(x) = max{xa(z), x5(r)}
)1, sexeAouzeB
)0, sex¢AouxdB
) 1, sex€e AUB
0, sex¢d AUB
(iit) Xanp(x) = min{xa(z), xp(r)}
1, sexreAex€eB
0, sex¢ Aoux ¢ B
)1, sexe ANB
0, sex¢d ANB
(iv) Se A’ é o complemento de um conjunto A, entdo xa(x) =1— xa(z).
Exemplo 2.17. Considere os conjuntos A = {r e R, |1 <2 <3} e B={x e R, |
2 <z < 4}, cujas fungdes caracteristicas estao representadas nas Figuras 2.2a e 2.2b.

Figura 2.2: Representacao grafica da fungao caracteristica dos conjuntos A e B.

(a) A={x e Ry |1 <z <3} (b) B={reRy|2<z <4}

0 1 2 3 4 Rt 0 1 2 3 4 Rt

Fonte: (NICOLETTI; CAMARGO, 2011), adaptado pelo autor.

As Figuras 2.3a e 2.3b apresentam a representacao grafica da fungao caracteristica do
conjunto uniao AU B = {z € R, | 1 < x < 4} e da fungao caracteristica do conjunto
interseccaio AN B ={z € Ry |2 <z <3}

Figura 2.3: Representacao grafica da fungao caracteristica dos conjuntos AU B e AN B.

(a) AUB={zeRy|1<x<4}. (b)) ANB={zeR; |2<z<3}

Xaup(T) Xanp(T)

0 1 2 3 4 Rt 0 1 2 3 4 Rt

Fonte: (NICOLETTI; CAMARGO, 2011), adaptado pelo autor.
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A representacao grafica da fungao caracteristica do conjunto complementar de A (A’)

estd mostrada na Figura 2.4.

Figura 2.4: Representacao grafica da funcao caracteristica do conjunto complementar de
A (A).

0 1 2 3 4 Rt

Fonte: (NICOLETTI; CAMARGO, 2011), adaptado pelo autor.

Definicao 2.18. Seja A = {A,,As,, As,, ...} uma familia de conjuntos, em que
Ag, = A, se s; = sj. Os elementos do conjunto A podem entao ser identificados pelos

elementos do conjuntos I = {sy, sg, S3,...}. Logo, escreve-se:
A={A;|iel}.

Os elementos de I sao chamados de indices, o conjunto /, de conjunto conjunto indice,

e A, de conjunto indexado.

Definigao 2.19. Seja I um conjunto indice. As operagoes de uniao e intersecgao podem

ser generalizadas como:
UAi ={a|ac A para pelo menos um i € I}.
i€l

NAi={a|a€ A para todo i € I}.
icl
Definicao 2.20. Uma partigao P(A) de um conjunto A, P(A) = {A4; | i € I}, é uma
familia de subconjuntos distintos e nao vazios de A tal que |JA; = Ae A;NA; =0 para
i€l
todo i,j € I (i # j). Os conjuntos A; sdo chamados de blocos de partigao.

Definicao 2.21. A diferencga simétrica dos conjuntos A e B, notado por A + B é um
conjunto definido por:
A+B=(A-B)U(B-A).

Teorema 2.22. Sejam, A, B e C subconjuntos do universo U, entdo as sequintes igual-

dades, se verificam:
o A" =A; o ANB=BnNA;

o AUB=BUA; o AU(BUC)=(AUB)UC;
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o AN(BNC)=(ANnB)NC; o AUU =U;
o AUA=A; o ANQ=10;
o ANA =0;
o ANA=A;
o AUA =U;
o AU(ANB)=A4;
o (ANB) =A'UB" e (AUB) = A'NnB’
o AN(AUB) = A; (leis de Morgan).

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Pissini (2019).

2.2 Conjuntos Fuzzy

Como visto anteriormente, a fungao caracteristica de um conjunto classico atribui valor
1 ou 0 a cada elemento do conjunto universo, podendo assim determinar se um elemento
pertence ou nao ao conjunto definido.

Para um conjunto fuzzy ¢é definida uma funcao de pertinéncia que atribui valor entre
0 e 1 para cada elemento do conjunto universo, estabelecendo um grau de pertinéncia do
elemento ao conjunto definido.

O grau de pertinéncia de um elemento do conjunto universo a um conjunto fuzzy
expressa o grau de compatibilidade do elemento com o conceito representado pelo conjunto

fuzzy.

Definicao 2.23. Seja U um conjunto classico; um subconjunto fuzzy F' de U é caracte-
rizado por uma funcao

PFr - U— [07 1]a
pré fixada, chamada de funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F'.

O valor pp € [0, 1] indica o grau de pertinéncia do elemento z de U estd no conjunto
fuzzy F, ou seja, os valores pp(z) = 1 e pp(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia
plena e nao pertinéncia do elemento x a F.

Pode-se obter a definicao de subconjunto fuzzy ampliando-se o contra dominio da
fungao caracteristica, que é o conjunto {0, 1}, para o intervalo [0, 1]. Dessa forma, entende-
se que um conjunto classico é um caso particular de um dado conjunto fuzzy, cuja funcao
de pertinéncia g é sua funcao caracteristica xp.

Um subconjunto fuzzy F é composto por elementos x de um conjunto classico U,
providos de um valor de pertinéncia a F', dado por pg(x). Assim, pode-se dizer que um

subconjunto fuzzy F' de U é dado por:

F={(z ¢p(r) [z c U}
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O subconjunto classico de U definido por
supp F ={z € U : pr(x) > 0}

¢ denominado suporte de F e tem fundamental participacao na inter-relacao entre as
teorias de conjuntos classica e fuzzy (BARROS; BASSANEZI, 2010).

O conceito de suporte de um subconjunto fuzzy F' definido em U é importante e
interpretado como sendo o conjunto formado pelos elementos de U cujos elementos tém
grau de pertinéncia nao-nulos em F'.

E possivel notar com a Figura 2.5 que o suporte de um subconjunto crisp coincide

com o proprio conjunto, diferentemente do subconjunto fuzzy.

Figura 2.5: Ilustracao de Subconjuntos Fuzzy e Crisp.

(a) Fuzzy. (b) Crisp.

supp F : i supp FF'=F '
U U

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010), adaptado pelo autor.

As funcoes de pertinéncia mais comuns sao as triangulares, trapezoidais e as em forma

de sino, que serao definidos a seguir:

Definicao 2.24. Qualquer fungao de pertinéncia triangular pode ser caracterizada por

trés parametros: a, u e b, como mostra a expressao geral:

0, sex<a

oa(x) = =t sea<r<u
a(z) =
i—:z, seu<x<b
0, sex>b

O grafico da funcao de pertinéncia triangular tem o formato de um triangulo, que tem
como base o intervalo [a, b] e como tinico vértice fora desta base, o ponto (u,1). Pode-se
notar que a funcao de pertinéncia triangular nao é necessariamente simétrica, pois b — u
pode ser diferente de u —a, com 4 = 1. Caso u—a = b—u = ¢, entao temos uma fungao

de pertinéncia simétrica em relagao a u, simplificando a:

1—@, scu—o0<z<u-+d
pa(r) = :

0, caso contrario
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Exemplo 2.25. (Adaptado de (BARROS; BASSANEZI, 2010)). Seja F' o conjunto fuzzy

dos niimeros reais nao negativos préximos de 3, cuja a fungao de pertinéncia ¢p é dada

por:
0, sex<2 0, se x < 2
222 se2<x<3 -2, se2<x<3
er(z) =49 7% AT S =2 (2.1)
5 sed<w<4 4—x, sed3<x<4
0, sex>14 0, se x >4

Como u —a =b—wu =1, temos uma funcao de pertinéncia triangular simétrica, desta

forma, podemos reescrever (2.1) como:

11— se3-1<2 <341 1—|z—3], se2<z<4
pr(z) = -

0, caso contrario 0, caso contrario
O grafico de pp(z) é dado na Figura 2.6.

Figura 2.6: Funcao de pertinéncia triangular.

0 1 2 3 4 5 6 Rt

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010), adaptado pelo autor.

Definicao 2.26. As fungoes de pertinéncia que apresentam o contorno trapezoidal podem

ser caracterizadas por quatro parametros: a, b, ¢ e d, como mostra a expressao geral:

=2 gea<z<b
seb<zxr<ec

x‘:
@) d=z g0 c<x<d

0, caso contrario

e dada pela Figura 2.7.

Figura 2.7: Funcao de pertinéncia trapezoidal.

0 a b c d R

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010), adaptado pelo autor.
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Definicao 2.27. As fungoes de pertinéncia com o formato de sino podem ser expressas

por trés parametros dados: u, a e 4, como mostra a expressao geral:

)

2
_ (zxz=u , _5§ S +6
¢A<x>_{ eXp( ( a )) se u T u

0, caso contrario
e representada na Figura 2.8.

Figura 2.8: Funcao de pertinéncia em forma de sino.

0

u—0 u w0 R

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010), adaptado pelo autor.

2.3 Operacoes com Conjuntos Fuzzy

Nessa se¢ao serao estudadas as operagoes tipicas de conjuntos como uniao, interseccao
e complementacao.

Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U, com fungdes de pertinéncia indicadas por ¢4
e yp, respectivamente. E possivel dizer que A é subconjunto fuzzy de B, notado por
A C B, se pa(x) < pp(x) para todo elemento = € U.

Por defini¢ao, a fungao de pertinéncia do conjunto vazio (f)) é dada por py(x) = 0,
como também, a funcdo de pertinéncia do conjunto universo (U) é dada por ¢y (z) = 1,

para todo elemento x € U.

Defini¢ao 2.28. (Uniao). A uniao entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja fungao

de pertinéncia ¢ dada por

vaup(r) = max{pa(x), ¢p(z)}, x € U.

Defini¢ao 2.29. (Intersecgao). A intersecgao entre A e B é o subconjunto fuzzy de U

cuja fungao de pertinéncia é dada por

vanp(x) = min{pa(z), pp(z)}, z€U.

Defini¢ao 2.30. (Complementar de subconjuntos fuzzy). O complementar de A é

o subconjunto fuzzy A’ de U cuja funcao de pertinéncia é dada por

QOA’('I) =1 —QOA(Z')7 rel.
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As operagoes com conjuntos estao representadas na Figura 2.9.

Figura 2.9: Operagoes com subconjuntos fuzzy.

(a) subconjunto fuzzy A. (b) subconjunto fuzzy B.

(¢) unido. (d) intersecgao.

. ANB
U U

(e) complemento.

U

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010), adaptado pelo autor.

Definicao 2.31. Os subconjuntos fuzzy A e B de U sao iguais se suas fungoes de per-

tinéncia coincidem, isto é, se pa(x) = pp(x) para todo z € U.

Proposicao 2.32. As operacoes entre subconjuntos fuzzy satisfazem as sequintes propri-

edades:
o AUB=BUA; o AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
o ANB=DBNA; o AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

@)

AU(BUC)=(AuB)UC; AN =0 e AUD = A;

(0]

@)

AN(BNC)=(ANB)NC; o ANU=U e AUU = A;

@)

AUA=A;

e}

(ANB) = A'UB' e (AUB) = A'nB’
o ANA=A; (leis de Morgan).

A demonstragao desta proposigao pode ser encontrada em Pissini (2019).
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2.4 Operacoes t-norma e t-conorma

As normas e conormas triangulares sao generalizagoes dos operadores uniao e inter-

seccao. Serao definidas a seguir.

Definicao 2.33. (t-norma). O operador A : [0,1] x [0,1] — [0,1], A(z,y) =x Ay, é

uma t-norma, se satisfizer as seguintes condigoes:
t1) elemento neutro: A(l,z) =1Az = x;
to) comutativa: AN(z,y) =z ANy =yAx= Ay, x);
t3) associativa: x N (y A z)=(x Ay) A z;
ty) monotonicidade: se vt <uey <wv,entdo r Ay <ulw.

A operagao t-norma estende o operador A que modela o conectivo “e”.

Exemplo 2.34. Consideremos o operador
Az, y) =2 -y.

A é um exemplo para t-norma.
Demonstracao.
) Al,z)=1 2 =ux;
Logo, satisfaz a condicao de elemento neutro.
i) Alw,y) =z -y=y- o= A0y, z);
Logo, é comutativa.

i) cA(yAz)=xzAyz)=x-y-z=(x-y) 2=y -z2=(x Ly Az
Logo, pela associatividade, A (y A z) = (z A y) A .

iv) Sejam u e v, tais que x < u e y < v, assim:

cANy=z-y<u-y<u-v=ulv.

Logo,sex <uey<ventaor Ay <ulw.

Por (i), (ii), (iii) e (iv), conclui-se que o operador A(x,y) = z - y é um exemplo para

t-norma. [}

Defini¢ao 2.35. (t-conorma). O operador 57 : [0, 1] x [0,1] — [0,1], v(z,y) = V¥,

é uma t-conorma, se satisfizer as seguintes condicoes:
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c1) elemento neutro: <7(0,2) =0 x = x;
c2) comutativa: J(x,y) =xvy=yvz=y(y,z);
c3) associativa: <7 (Y 2) = (x Y y) V 2;
cy) monotonicidade: se x <wuey < v, entdo x Yy < u v/ v.
A operacao t-conorma estende o operador V que modela o conectivo “ou”.

Exemplo 2.36. Consideremos o operador

V(z,y) = max{z,y} =z Vy.

V ¢ um exemplo para t-conorma.
Demonstracao.

i) v(0,2) =0V z =max{0,2} =z, pois z € [0, 1].

Logo, satisfaz a condicao de elemento neutro.

i) v(z,y) =2 Vy=max{z,y} = max{y,z} =y VvV =y(y2).

Logo, é comutativa.

i) eV (ywvz) =2V (yVz) =max{z, max{y, z}}.
Por outro lado, tem-se:
(67 9) V2= (2 Vy) V> = max{max{z,y}, =}

Para isso, é necessario analisar os seguintes casos:

1) z <y <z
rv (yvz)=xzV(yVz)=max{z,max{y, z}} = max{z, z} = z.
(xvy)Vz=(xVy)Vz=max{max{z,y}, 2z} = max{y, z} = 2.
2) x <2<y
ry(yvvz)=xV(yVz)=max{r, max{y, z}} = max{z,y} = y.
(xvy)vVz=(xVy) Vz=max{max{z,y}, 2z} = max{y, z} =y.
3) y<a <z
rv(ysvz) =2V (yVz)=max{r, max{y, z}} = max{z, z} = z.
(xvy)vVz=(xVy)Vz=max{max{z,y}, 2} = max{z,z} = 2.
4) y<z<uw
rvy (yvz)=xzV(yVz)=max{r, max{y, z}} = max{z, z} = .
(xvVy)Vz=(xVy)Vz=max{max{z,y}, 2z} = max{z, 2} = .
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5) z <z <wy;
ey (yvz) =V (yVz)=max{r, max{y, z}} = max{z,y} = v.
(xvy)Vz=(xVy) Vz=max{max{z,y}, 2z} = max{y, z} =y.
6) z <y<u.
ry(yvvz)=xV(yVz)=max{r, max{y, z}} = max{z,y} = .
(xvy)vVz=(xVy)Vz=max{max{z,y}, 2} = max{z, 2z} = .

Logo, pela associatividade, z 7 (y vV 2) = (z V y) V 2.
iv) Para o caso “se v < wey < v, entdo x vy < u 'y v”, analisa-se as seguintes
possibilidades:
1) z<yeu<u;
V(zy) =zvy=2Vy=max{zy} =y
V(u,v) =usyv=uVov=max{u,v}=w.
2) x<yev<uy
Vir,y) =zvy=2xVy=max{zy}=y.
vV (u,v) =usyv=uVv=max{u,v} = u.

3) y<zeu<u;

Vizy) =2vy=2zVy=max{ry} =
V(u,v) =usyv=uVov=max{u,v}=w.
) y<zev<uy

e
V(r,y) =rvy=2aVy=max{zr,y} =z
vV (u,v) =usyv=uVv=max{u,v} = u.

Como, por hipotese, x < u ey < v, tem-se que 7 y < u \/ v para cada caso.

Logo,sex Suey<ventaoxr Yy < uy v.

Por (i), (ii), (iii) e (iv), conclui-se que o operador v/(z,y) = max{z,y} = x V y é um

exemplo para t-conorma. u

2.5 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Um elemento x do conjunto universo U estda em uma classe se seu grau de pertinéncia
¢ maior ou igual a determinado valor limiar ou nivel a € [0, 1] que define aquela classe.
Este conjunto classico é um a-nivel de A, denotado por [A]*.

O conceito de a-nivel é uma maneira de identificar subconjuntos do conjunto universo
por meio da restrigdo de seus graus de pertinéncia (NICOLETTI; CAMARGO, 2011).
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Defini¢ao 2.37. (a-nivel). Seja A um subconjunto definido em um conjunto universo

U e qualquer valor a € |0, 1]. O a-nivel de A é o subconjunto cldssico de U definido por:
[A* ={z € U : pa(z) > a} para 0 < a < 1.

Definicao 2.38. Seja A um subconjunto definido em um conjunto universo U, o a-nivel

zero ¢ definido como fecho do suporte de A, ou seja, [A]° = supp(A).

Exemplo 2.39. O gréafico da Figura 2.10 representa o a-nivel e o suporte de um conjunto

fuzzy A expresso por uma fungao de pertinéncia 4.

Figura 2.10: Representacao grafica do a-nivel e do suporte de um conjunto fuzzy A
expresso por uma func¢ao de pertinéncia 4.

Suporte
Fonte: (PISSINI, 2019), adaptado pelo autor.

Teorema 2.40. Sejam A e B subconjuntos fuzzy do conjunto universo U. Uma condi¢cdo

necessdria e suficiente para que A = B € que [A]* = [B]®, para todo a € [0, 1].

Demonstra¢ao. Tendo A = B = [A]* = [B]* para todo a € [0,1]. Suponhamos que
[A]* = [B]* para todo « € [0,1]. Se A # B entao existe x € U tal que p4(z) # ¢p(x).
Logo, temos que pa(x) < pp(z) ou wa(z) > @p(x). Supondo pa(x) > pp(x), podemos
concluir que = € [A]?4®) e x ¢ [B]¥2® ¢, portanto, [A]#4(®) £ [B]*2(®) o que contradiz
a hipotese [A]* = [B]* para todo a € [0,1]. De maneira andloga chegamos a uma
contradigao se admitirmos que @4(z) < ¢p(zx).

|

De acordo com Barros e Bassanezi (2010), uma consequéncia deste teorema é a relagao
existente entre a funcao de pertinéncia de um subconjunto fuzzy e as fungoes carac-

teristicas de seus a-niveis.

Corolario 2.41. A funcao de pertinéncia w4 de um conjunto fuzzy A pode ser expressa

em termos de fungoes caracteristicas de seus a-niveis, isto €,

a(x) = sup minfa, xpa ()], onde xpa0(x) =
a€l0,1]

{ 1, sex € [A]*
0, sex ¢ [A]”
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Definicao 2.42. Um subconjunto fuzzy é dito normal se todos seus a-niveis forem nao

vazios, ou seja, se [A]' # 0.
Vale ressaltar que o suporte do subconjunto fuzzy A é o conjunto classico
supp A ={zx € U : p4(z) > 0},

podendo descrever A com equagao:

A=pa(r1)/21 + a(r2)/72 + . Zm i)/ i,

quando o subconjunto fuzzy A tem suporte enumeravel, e

A =pa(z1)/z1+ pa(@2) /22 + ... + Qalen) /20 = Zw i) /%,

se A tem suporte finito, ou seja, supp A = {x1, z9,... 2, }.

E importante evidenciar que a notacio ¢ A(z;)/z; nado indica uma divisdo, é apenas
uma forma de visualizar o elemento x; a seu respectivo grau de pertinéncia @4 (z;). Além
disso, o simbolo “+” na notagao nao indica uma adigao, também que o »_ ndo significa
um somatorio. Isto é apenas uma forma de associar os elementos de U que estao em A

com seus respectivos graus.

Exemplo 2.43. (BARROS; BASSANEZI, 2010). Seja A o subconjunto fuzzy dos reais

representado por

A= palw:)/z;=0,1/1+0,2/2+0,25/3+0,7/5+0,9/8 + 1/10.
=1

Entao

n

A=Y= pa(w;)]/z; = 0,9/1+0,8/240,75/3+0,3/5 4 0,1/8 + 0/10.
i=1
Para este exemplo, temos, por exemplo, que o 0,15-nivel de A e de seu complementar

A’ sdo, respectivamente,

[A]%15 = {2,3,5,8,10} e [A]015 = {1,2,3,5}.

2.6 O Principio de Extensao

O método de extensao proposto por Zadeh, também conhecido como Principio de
FExtensao, é uma das ideias bdsicas que promove a extensao de conceitos matematicos
nao-fuzzy em fuzzy. Nesta perspectiva, uma funcao f : X — Z tem como objetivo

indicar como dever ser a imagem de um subconjunto fuzzy A de X por meio de f
(BARROS; BASSANEZI, 2010).
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Definigao 2.44. Sejam f uma fungao tal que f : X — Z e A um subconjunto fuzzy
de X. A extensdo de Zadeh de f é a funcao f que, aplicada a A, fornece o subconjunto

fuzzy f(A) de Z, cuja funcao de pertinéncia é dada por

sup pa(x) se f7(z) # O
SOf(A)(Z) =4q /7' » )
0 se [7H(2)=0
em que f~1(z) = {z; f(z) = 2z} é denominado de pré-imagem de z.
De acordo com Jafelice, Barros e Bassanezi (2012), o principio de extensdo pode ser
descrito da seguinte forma:
e O grau de pertinéncia de um valor do contradominio é definido diretamente pelo
grau de pertinéncia de sua pré-imagem.
e Quando um valor do contradominio é mapeado por varios do dominio, o seu grau

de pertinéncia é obtido pelo sup dos graus de pertinéncia dos valores de entrada.

Exemplo 2.45. (BARROS; BASSANEZI, 2010). Considere o subconjunto fuzzy A de

numeros reais cuja funcao de pertinéncia é dada por

) Az —2?) sexel0,1]
pale) = { 0 se x ¢ [0,1]

Considerando a funcao real f(z) = 22 para # > 0. Temos que o principio de extensao

de f aplicada a A, é o subconjunto fuzzy f(A), representado pela Figura 2.11.

Figura 2.11: Subconjunto f(A) do Exemplo 2.45.

Y
1 J
7
/
N /
Pr ) /
1/4 /
/”//
o an 1 .
1 o o );
o
| N~ 0y

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010).

Exemplo 2.46. (SILVA, 2020). Seja A = 0,3/1+0,4/240,5/34+0,7/4+0,9/5 um
subconjunto fuzzy e a funcao f(z) = 2% + 1. O Principio de Extensiao de f aplicado em

A, é o subconjunto fuzzy f(A), logo:
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e para x = 4, temos que f(4) =4>+1=16+1= 17, logo 0,7/17.

e para x = 5, temos que f(5) =52+ 1 =25+ 1= 26, logo 0,9/26.

Portanto,

para z = 1, temos que f(1) =12+1=1+1=2, logo 0,3/2.
para z = 2, temos que f(2) =22+ 1=4+1=5, logo 0,4/5.

para x = 3, temos que f(3) =32+1=9+1 =10, logo 0,5/10.

f(A)=0,3/2+0,4/5+0,5/10+0,7/17 +0,9/26.
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Capitulo 3

Equacoes Relacionais Fuzzy

Neste capitulo serao definidos os principais conceitos de Relagoes Fuzzy e Equagoes Re-
lacionais Fuzzy. As principais referéncias adotadas para este capitulo foram de (BARROS;
BASSANEZI, 2010), (NICOLETTI; CAMARGO, 2011), (PISSINI, 2019), (BELLUCCI,
2009) e (MARINS, 2016).

3.1 Relacoes Fuzzy

O conceito de relagao fuzzy generaliza o conceito de relacao crisp por meio da atri-
buigdo de um valor do intervalo [0, 1] as associages entre elementos que fazem parte da

relacao.

Definicao 3.1. Uma relagao fuzzy R sobre U; x Uy x ... x U, é qualquer subconjunto
fuzzy de Uy x Uy X ... x U,. Assim, uma relagao fuzzy R ¢ definida por uma funcao de
pertinéncia g : Uy X Uy x ... x U, — [0, 1].

Se o produto cartesiano for formado por apenas dois conjuntos U; e Us, a relagao é

chamada de fuzzy bindria sobre U; x Us,.

Definigao 3.2. O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy A, As,..., A, de
Ui, Us, ..., U,, respectivamente, é a relacao fuzzy A; x As x ... X A,, cuja fungao de

pertinéncia é dada por

90A1><A2><---><An(x1a Xy 71771) = YA (xl) A P A <x2) ARERWA (pA"<$n),

onde A representa o minimo.

Exemplo 3.3. (BARROS; BASSANEZI, 2010). Suponha que o conjunto universo U
seja composto pelos pacientes de uma clinica, identificados pelos nimeros 1, 2, 3, 4 e 5.
Sejam A e B os subconjuntos fuzzy que representam os pacientes com febre e mialgia,
respectivamente. Considere a Tabela 3.1 que relaciona os diagnésticos de cinco pacientes

com os sintomas.
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Tabela 3.1: Relacao entre os diagnosticos de cinco pacientes com dois sintomas, febre e
mialgia.

Paciente | F': Febre M: Mialgia
1 0,7 0,6
2 1,0 1,0
3 0,4 0,2
4 0,5 0,5
bt 1,0 0,2

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010).

Para diagnosticar um paciente, o médico parte de certas avaliagbes de sintomas (ou
sinais) que sao caracteristicos de cada doenga. Varias doengas podem apresentar sintomas
como febre e mialgia com intensidades e medicoes diversas. Por exemplo, para gripe,
o paciente apresente sintomas de “febre” e de “mialgia” com intensidades que, quando
representadas por subconjuntos fuzzy, devem ter universos distintos. O universo indicador
de febre pode ser dado pelas temperaturas possiveis de um individuo, enquanto que a
mialgia pode ser avaliada pelo ntimero de regioes doloridas. Para indicar o quanto um
individuo tem gripe tomamos um grau de pertinéncia ao conjunto do sintoma febre e ao
conjunto mialgia. O paciente 1 da Tabela 3.1, por exemplo, tem uma temperatura x cuja
pertinéncia ao conjunto febre F' é pp(x) = 0,7 e tem valor y de mialgia que faz com que

em(y) =0,6. O diagnostico do paciente 1 para a doenga gripe é dado entao por:
Paciente 1 : @gripe(2,y) = @r(x) A ppm(y) =0,7A0,6 =0,6.

Isto significa que o paciente 1 esta no subconjunto fuzzy dos febris com mialgia, tendo
grau de pertinéncia 0, 6; que coincide com o grau de diagnodstico para gripe. A partir dai,
esse nimero pode dar suporte para o especialista tomar decisao quanto ao tratamento a

ser adotado.

3.2 Formas de Representacao e Propriedades das
Relacoes Binarias

Nesta secao serao destacadas algumas formas de representacao e algumas propriedades
das relagoes bindrias e fuzzy bindrias.

Sejam X = {z1,29,...,2m} €Y = {y1,9,...,yn} € a relagdo fuzzy R definida em
X xY, com a funcao de pertinéncia dada por pg(z;,y;) =1, paral <i<nel < j <m.

As representacoes de R podem ser na forma de tabela ou de matriz.
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R | w0 Y2 o Yn

11 T2 ... Tin
Ty | Tin Tz ... Tin

T21 T29 e Top
) T21 T9292 P Ton ou R ==

"1 Tm2 -+ Tmn
T | Tmil T'm2 v Tmn

Definigao 3.4. Seja R uma relacao fuzzy binaria definida em X x Y. A relacao fuzzy
bindria inversa, R !, definida em Y x X, tem fungao de pertinéncia pr-1 : Y x X — [0, 1]
dada por pr-1(y,z) = or(z,y).

Nota-se que a matriz de R™' coincide com a transposta de R, ji que

er-1(y,x) = pr(x,y), e por esse motivo, muitos textos de légica fuzzy utilizam o termo
relagao transposta no lugar de inversa (PEDRYCZ; GOMIDE, 1998).

3.3 Composicao entre Relacoes Fuzzy Binarias

Definicao 3.5. Considere R e § duas relagoes fuzzy binarias em U x V e V x W,
respectivamente. A composicao R oS é uma relagao fuzzy binaria em U x W cuja funcao

de pertinencia é dada por

Pros(T,2) = yevv[ﬁ(wn(rr, y), es(y, 2))],

onde 1/ representa uma t-conorma e A representa uma t-norma.

Quando os conjuntos U, V e W sao finitos, entao a forma matricial da relacao R o S
pode ser obtida como uma multiplicacao de matrizes, substituindo-se o produto por uma

t-norma e a soma por uma t-conorma.

Supoe-se que U = {uy,ug,...,un}t, V = {v,v2,...,0,} e W = {w,wy,...,w,} ¢
que:
T11 T2 ... Tin S11 S12 ... Sip
T21 Tog ... Topn S21 S22 ... S9p
R = e S =
T T .. T S S oo S
ml m?2 mn mxn nl n2 np nxp

Pela Definicao 3.5, a relacao fuzzy bindria tem a forma matricial:

t11 ti2 t1p
21 ta2 2
T=RoS= . : :
tml tm2 tmp
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onde
tiy= V [Dler(us,vr), ps(ve,v5)l = 7 [ATi, skj)]- (3.1)

1<k<n 1<k<n

A composigao mais tradicional em Loégica Fuzzy é a composi¢ao [max — min|, que é

obtida como uma multiplicacao de matrizes, substituindo-se o produto pelo minimo e a
soma pelo maximo.

Caso a relagao binaria da Equagao 3.1 utilizasse a composi¢ao [max — min|, terfamos

bij = 1I£I?§Xn[min(g03(ui, vk), 0s(vk, vj)] = 1@g§[min(rika Skj)]- (3.2)

A seguir, sera apresentada a Regra de Composicao de Inferéncia, no qual sera utilizada

posteriormente em Equagoes Relacionais Fuzzy.

Definigao 3.6. (Regra de composigao de inferéncia). Sejam U e V dois conjuntos,
F(U) e F(V) as classes dos subconjuntos fuzzy de U e V respectivamente, e R uma

relacao binaria sobre U x V.

(i) A relacao R define um funcional de F(U) em F (V') que, a cada elemento A € F(U),

faz corresponder o elemento B € F (V') cuja fungao de pertinéncia é dada por

v5(y) = pr(a)(y) = maximin(er (e, y), pa())]- (3.3)

Essa composicao é conhecida como regra de composicao de inferéncia.

(ii) A relagdo R também define um funcional de F(V') em F(U) da seguinte forma: a
cada B € F(V), faz corresponder o elemento A € F(U) cuja fungdo de pertinéncia
é
pa(x) = pr-1(p)(x) = maxmin(pr-1(y, 2), ¢5(y))) (3.4)
A é denominado imagem inversa de B por R.

Pode-se notar que a férmula (3.3) pode ser reescrita como

v8(y) = ¢r(a)(y) = max{min(pa (), = (2, y))].

Assim, de acordo com a Definicao 3.5,
B=R(A)=AoR.
De modo andlogo, a férmula (3.4) pode ser reescrita como

pa(r) = pr-13)(7) = r;leag[min(soB(y), or-1(y,x))].

Assim,

A=RYB)=BoR .
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Definicao 3.7. Seja R uma relagao fuzzy binaria sobre U, cuja funcao de pertinéncia é

pr. Entao, para quaisquer x e y e z de U, a relagao fuzzy R é

(i) reflexiva se pr(z,x) = 1;

(i) simétrica se or(x,y) = or(Y, x);

(iil) transitiva se pr(x,z) > pr(z,y) A pr(y, 2), onde A = minimo;
(iv) antissimétrica se r(z,y) > 0 e pr(y,x) > 0, implica que = = y.

A relacao reflexiva é aquela em que todo individuo tem relacao maxima consigo préprio;
a simétrica é caracterizada pela reciprocidade, com mesma intensidade, entre seus in-
dividuos; a transitiva indica que a relacao entre dois individuos quaisquer nao deve ser,
simultaneamente, inferior a relacao de cada um destes dois com os demais e a relacao

antissimétrica é aquela que nao admite qualquer reciprocidade entre individuos distintos

(BARROS; BASSANEZI, 2010).

3.4 Equacoes Relacionais Fuzzy

Considerando os conjuntos universos finitos:
U={up,ug....,un}, V={_{v1,v9,...;0,} e W ={wy,wa,...,wpy}

As equagoes relacionais tratam de achar a forma matricial de uma relagao fuzzy binaria,
a partir de duas outras conhecidas. As equacoes relacionais fuzzy de interesse aqui tém a

forma

R+xX=T ou X*xR=T, (3.5)

(132

onde R e T sao as formas matriciais das relagoes fuzzy binarias dadas, “x” uma com-
posicao entre relagoes fuzzy e X a forma matricial de uma relacao fuzzy incégnita a ser
encontrada.

Assim, por exemplo, resolver a equacao
R+xX =T

significa encontrar a forma matricial de uma relagao fuzzy binaria X', em V' x W supondo
conhecidas as formas matriciais R e T em U x V e U x W, respectivamente.

Considerando que a operagao “¢” seja a composi¢ao [max-prod], a equacao sera dada
por

ReX=T. (3.6)
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Supondo que os universos envolvidos sejam finitos, de modo que as relagoes fuzzy

tenham representacoes matriciais
R=[ry]l, X=lzu] e T =[tal,

onde r;; = @r(u;, v;), T = @a(v;, wk) € ty, = pr(u;, wy).
Como a composi¢gdo em questao é a [max-prod], resolver (3.6) significa encontrar
z;, € [0, 1] tais que
max [prod(r;, ©x)] = tik, (3.7)

1<j<n

paracadal <1 <mel <k <np.

3.4.1 Um modelo de diagndéstico médico

Nesta subsecao sera apresentado um modelo de diagnodstico adaptado de Barros e
Bassanezi (2010) e de Jafelice, Barros e Bassanezi (2012), no qual indica o potencial de
aplicagoes das equacgoes relacionais.

De acordo com os autores, para um diagnostico médico, a ideia basica é relacionar os
sintomas ou sinais de pacientes com possiveis doencas, de acordo com os conhecimentos

médicos de um especialista. Esta aplicacao pode ser resumida no sistema de entradas e

saidas:
Entrada Base de Saida
I
(Sintomas) Conhecimento (Diagnéstico)
Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010).
Considerando os seguintes conjuntos universais: U = conjunto dos pacientes;

V' = conjunto dos sintomas; e W = conjunto das doengas.
Especificamente nesse caso, trata-se de doencas infantis das quais tem-se conhecimento
que quatro pacientes Py, P, P3 e P, com sintomas si, S9, S3, S4, S5, Sg, S7, S8, S9, S10 €

s11, apresentam os diagnésticos dy, ds, d3 e dy, onde:

s1 = febre; s5 = ganglio; sq = fotofobia;
so = cefaleia; S¢ = coriza; S190 = tosse seca;
s3 = garganta inflamada; s; = conjuntivite; $11 = vOmito.

s4 = exantema; sg = lingua de morango;

dy; = escarlatina; dy = rubéola; dz = sarampo; d, = gripe.

Esses dados irao compor a base de conhecimentos que serd expressa por meio de
relagoes fuzzy. A Tabela 3.2 representa a relagao fuzzy D onde seus valores indicam o

grau com que cada sintoma esta relacionado com cada doenca. Esses valores sao obtidas
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através de informacoes de especialistas. As linhas sao os sintomas considerados e as

colunas as doencas.

Tabela 3.2: Relagao fuzzy sintomas x doencas (D).

d
dy dy ds dy
S

st (02 01 01 01
s (02 01 03 0.2
ss 02 01 01 01
si 103 01 01 0,1
ss (03 10 01 01
s |02 01 01 01
s; |04 01 10 03
ss |10 03 04 0.2
s |04 01 1,0 03
s |02 0,1 03 1,0
su 102 01 01 01

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010).

Cada elemento da relacao D indica o grau de envolvimento de cada sintoma com as
diversas doencas consideradas. Por exemplo, o valor d74 = 0,3 indica que, numa escala
entre zero e um, o sintoma s; (conjuntivite) estd relacionado com a doenga d4 (gripe) com

grau 0, 3.

Tabela 3.3: Relagao fuzzy pacientes x sintomas elaborados pelo especialista (S).

S
S1 S2 53 Sq S5 S6 S7 S8 S9  S10 S11

P |08 04 05 08 02 01 01 09 01 0,1 04
P |03 01 04 08 09 02 01 01 01 01 03
P |08 03 05 08 01 02 09 01 06 03 06
P |08 07 07 02 01 09 01 01 01 09 04

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010).

A Tabela 3.3 indica o grau com que cada sintoma se manifestou nos pacientes, dados
pelo médico especialista. A partir da relacao fuzzy D é possivel obter o diagnéstico médico
de cada paciente, ou seja, o grau da doenga para cada paciente, por meio da férmula (3.2).

Como o modelo matematico adotado para diagnosticar foi S o D, utilizando a com-
posi¢do [max — min|, entdo para obter o diagnéstico do primeiro paciente, pela férmula

(3.2), em que P; é a matriz com os sintomas, basta calcularmos P; o D:
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'0,8'T [ 0,2 0,1 0,1 0,1 ]
0,4 0,2 0,1 0,3 0,2
0,5 0,2 0,1 0,1 0,1
0,8 0,3 0,1 0,1 0,1
0,2 0,3 1,0 0,1 0,1
ProD=|0,1| o|0,2 0,1 0,1 0,1 =109 0,3 0,4 0,2 1.
0,1 0,4 0,1 1,0 0,3
0,9 1,0 0,3 0,4 0,2
0,1 0,4 0,1 1,0 0,3
0,1 0,2 0,1 0,3 1,0
| 0,4 | | 0,2 0,1 0,1 0,1 |

onde v indica o vetor v na forma de matriz linha.

A matriz resultante é formada pelos graus de cada uma das doencas apresentadas pelo
primeiro paciente, pois a matriz P; é uma relagdo em U x V' (paciente X sintomas), D é
uma relacado em V' x W (sintomas x doengas) e, portanto, a composi¢ao resulta em uma
relagdo em U x W (pacientes x doencas).

Da mesma maneira obtém-se os diagnosticos para os demais pacientes, resultando a
Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Relagao fuzzy pacientes x doenga (7).

d
di dy dy dy

P09 03 04 02
P |03 09 01 01
Py |04 01 09 03
P02 01 03 09

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2010).

Os resultados significativos obtidos neste exemplo mostram a potencialidade do uso
de equagoes relacionais fuzzy na modelagem matematica, principalmente em situagoes em
que as variaveis sao relativamente subjetivas. O modelo proposto no capitulo a seguir

também utiliza os conceitos de relagoes fuzzy.
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Capitulo 4

Um Modelo Matematico

De acordo com Bassanezi (1999), um modelo matemético ¢ um conjunto consistente
de equagoes ou estruturas matematicas, elaborado para corresponder a algum fenomeno
- este pode ser fisico, bioldgico, social, psicolégico, conceitual ou até mesmo um outro
modelo matemédtico. A aceitacao de um modelo, por sua vez, depende essencialmente
dos fatores que condicionam o modelador, ou seja, dos objetivos e recursos disponiveis do
sujeito que se propoe a construir/elaborar o modelo.

Forner e Trevisol (2012) discorrem que acompanhamento de cada aluno durante o
processo, respeitando sua subjetividade, contextualizando a aprendizagem e reconhecendo
a diversidade dos aprendizes, é fundamental para uma avaliacao escolar adequada.

Deste modo, compreende-se que mensurar o conhecimento adquirido pode ser uma
tarefa complexa e subjetiva e, para isso, exige um modelo de avaliacao adequado, por
levar em conta o acompanhamento processual do aluno, em uma relacao espaco-tempo
ocorrida em um contexto escolar.

O planejamento de quais e quantos instrumentos serao considerados no processo avali-
ativo depende de cada instituicao e do docente. Geralmente, ao final da disciplina, o aluno
recebe uma mencao ou nota, por meio de algum calculo matematico, que representa o seu
desempenho. No entanto, esse valor obtido pode nao deixar explicito o conhecimento que
o aluno realmente adquiriu, gerando incertezas e imprecisoes, podendo resultar prejuizos

no processo de ensino-aprendizagem do aluno.

4.1 Um modelo matematico para quantificar o de-

sempenho escolar

A partir dessas perspectivas, a ideia é relacionar diferentes instrumentos de avaliagao
(provas, atividades, participacao em aula, etc.) com determinadas mengoes (insuficiente,
regular e bom), de acordo com os conhecimentos de uma professora especialista. Estes
dados irao compor a base de conhecimento que serao expressos por meio de relacoes fuzzy.
Assim, utilizando equacoes relacionais fuzzy para propor um modelo de avaliagao, serd

possivel obter o desempenho do discente com seus respectivos graus para cada mencao.
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Esta aplicacao pode ser resumida no sistema de entradas e saidas:

Entrada Base de
s

(Instrumentos de avaliagao) Conhecimento

Considere os seguintes conjuntos universais: U = conjunto dos alunos; V' = conjunto
dos instrumentos de avaliacao; e W = conjunto das mencoes.
Tem-se conhecimento que cinco alunos Ay, As, Az, Ay e As, com os instrumentos de

avaliacao pi, pa2, p3 € P4, apresentam as mengoes mq, ms € ms, onde:

p1 = participagao; py = prova semanal; ps = atividades; p4 = prova bimestral.

my = insuficiente; my = regular; ms3 = bom.

Esses dados irao compor a base de conhecimentos que sera expressa por meio de
equacoes relacionais fuzzy. Com o auxilio de uma professora especialista, foi solicitado
que estabelecesse o grau da relacao R, Tabela 4.1, onde as colunas representam as mengoes
consideradas, as linhas sao os instrumentos de avaliacao, e os valores da matriz sao os
graus, no intervalo [0, 1], com que os instrumentos de avaliagdo se relacionam com as
mengoes. Por exemplo, o valor r3; = 0, 2, indica numa escala entre 0 e 1, o instrumento
de avaliagao ps, prova semanal, esta relacionado com a mencao msy, bom, com grau de

pertinéncia 0, 2.

Tabela 4.1: Relagao fuzzy instrumentos de avaliagdo X mengoes (R).

m
my Mo M3

o 100 00 00
p2 100 01 0,1
ps 100 02 0,1
pie 100 0,1 02

Fonte: Autoria propria.

E possivel notar que a primeira linha estd com elementos nulos, pois o instrumento de
avaliagao pp, participacao, serda considerado o instrumento com menor importancia para
determinacao do desempenho do aluno. O mesmo ocorre para a primeira coluna, neste
caso, pelo motivo de que a mencgao my, insuficiente, serd descartada no calculo de equagoes
relacionais fuzzy.

Além disso, a especialista forneceu as notas em cada instrumento de avaliacao de cinco

alunos, no intervalo de [0, 10], representada pela Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Notas dos alunos em cada instrumento de avaliacao.

p
A P1 P2 P3 P4
Ay 10 8 9
As 8§ 10 2
Az 6 7
Ay 5) 10 5
As 1 4 5

Fonte: Autoria propria.

Em sua rotina escolar, a professora utilizou os seguintes pesos: 0,1 para participacao;
0,2 para prova semanal; 0,3 para atividades; e 0,4 para prova bimestral. Com esses pesos
é calculada a nota final de cada aluno. E importante destacar que para um aluno ser
aprovado na disciplina é necessario que obter uma nota igual ou superior a 6, caso o
contrario, ele sera reprovado, resultando em um desempenho insuficiente. A nota final

(NF) de cada aluno é representada pela Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Nota final de cada aluno.

A | NF
A | 86
Ay | 6,3
Ay | 6,7
Ay | 65
As | 3,7

Fonte: Autoria propria.

Dividindo por 10 os dados da Tabela 4.2, obtém-se a Tabela 4.4 que apresenta a relacao
fuzzy S, composta por valores no intervalo [0, 1] na qual indica os graus de desempenho

do aluno relativo aos instrumentos de avaliacao.

Tabela 4.4: Relagao fuzzy alunos x instrumentos de avaliagao (S).

P P1r D2 P3 P4
A

A 11,0 08 08 09
A, 108 1,0 09 02
A; |06 06 07 0,7
A, 105 05 1,0 05
As 101 02 04 05

Fonte: Autoria propria.
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Assim, o propodsito é obter uma relagcao 7T, na forma matricial da tabela

alunos x mengoes (U x W), da forma
SeR=T

sendo § a forma matricial da tabela alunos X instrumentos de avaliagao (U x V),
R a forma matricial da tabela instrumentos de avaliagdo x mengoes (V' x W), “o” uma
composi¢ao [max-prod] entre relagoes fuzzy.

A partir da relacao fuzzy T serd possivel obter o desempenho do discente com seus
respectivos graus para cada mengao, ou seja,

ik = 1121?54[131"0(1(5@'7 7))

com1<i<b5el<k<3. Assim, obtendo a forma matricial da relacao 7:

t11 T2 ti3
tor taa T3
T=8SeR=|t3 tz ts : (4.1)

ty1 Taz2 ta3

t t t
| 51 ls2 Us3 | o

Reescrevendo as Tabelas 4.4 e 4.1 na forma matricial e expressando a composi¢ao

[max-prod] entre elas, temos:

1,0 1,6 2,4 3.6
0,0 0,0 0,0
0,8 2,0 2,7 0,8 00 0.1 01
SeR=106 1,2 2,1 2,8 |e| ’ ’
0,0 0,2 0,1

0,5 1,0 3,0 2,0
0,0 0,1 0,2

0,1 0,4 1,2 2,0

4.2 Resultados e conclusoes

O desempenho do aluno A; pode ser facilmente obtido através dos calculos de t;;, com
t=1ek =1, 2, 3 da matriz 7. Logo, o aluno A; pode desempenhar uma das mencoes

m;, com ¢ =1, 2, 3, com os respectivos graus de pertinéncia:

® tll:
t11 = max[prod{1,0; 0,0};prod{1,6; 0,0}; prod{2,4; 0,0};prod{3,6; 0,0}]

= max][0,00; 0,00; 0,00; 0,00]
=0, 00.
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® 1o
t12 = max[prod{1,0; 0,0};prod{1,6; 0,1}; prod{2,4; 0,2};prod{3,6; 0,1}]

= max[0, 00; 0, 16; 0,48; 0,36]
=0, 48.

o t3:

t13 = max[prod{1,0; 0,0};prod{1,6; 0,1}; prod{2,4; 0,1};prod{3,6; 0,2}]
— max[0,00; 0,16; 0,24; 0,72]
—0,72.

De mesmo modo, o aluno A, pode desempenhar uma das mencées m;, com i =1, 2, 3,

com 0s respectivos graus de pertinéncia:
® iy

to1 = max[prod{0,8; 0,0};prod{2,0; 0,0}; prod{2,7; 0,0};prod{0,8; 0,0}
— max[0,00; 0,00; 0,00; 0,00]
— 0, 00.

o 1o

tay = max[prod{0,8; 0,0};prod{2,0; 0,1}; prod{2,7; 0,2};prod{0,8; 0,1}]
= max/0, 00; 0,20; 0,54; 0,08]
— 0, 54.

[ t232

to3 = max[prod{0,8; 0,0};prod{2,0; 0,1}; prod{2,7; 0,1};prod{0,8; 0,2}]
— max[0,00; 0,20; 0,27; 0,16]
—0,27.

O aluno A3 pode desempenhar uma das mengoes m;, com ¢ = 1, 2, 3, com 0s respec-

tivos graus de pertinéncia:
L] t312

t3; = max[prod{0,6; 0,0};prod{1,2; 0,0}; prod{2,1; 0,0};prod{2,8; 0,0}]
= max[0, 00; 0,00; 0,00; 0,00]
—0,00.
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o i3

t32 = max[prod{0,6; 0,0};prod{1,2; 0,1}; prod{2,1; 0,2};prod{2,8; 0,1}]
= max[0,00; 0,12; 0,42; 0, 28]
— 0, 42.

o 33

t33 = max[prod{0,6; 0,0};prod{1,2; 0,1}; prod{2,1; 0,1};prod{2,8; 0,2}
= max[0,00; 0,12; 0,21; 0,56]
— 0,56,

O aluno A, pode desempenhar uma das mengoes m;, com ¢ = 1, 2, 3, com 0s respec-

tivos graus de pertinéncia:
® 1y

ty1 = max[prod{0,5; 0,0};prod{1,0; 0,0}; prod{3,0; 0,0};prod{2,0; 0,0}]
= max/[0, 00; 0,00; 0,00; 0,00]
—0,00.

o tyo:

t4o = max[prod{0,5; 0,0};prod{1,0; 0,1}; prod{3,0; 0,2};prod{2,0; 0,1}]
= max[0, 00; 0,10; 0,60; 0,20]
— 0, 60.

o 143

t43 = max[prod{0,5; 0,0};prod{1,0; 0,1}; prod{3,0; 0,1};prod{2,0; 0,2}]
= max[0, 00; 0,10; 0,30; 0,40]
— 0, 40.

Baseando-se na Tabela 4.3, como o aluno A tem a média ponderada abaixo de 6, nota
minima para aprovacao do aluno, consideremos que este é um aluno com desempenho

insuficiente, assim determinaremos que:

[} t51:
t51 - 1,00

® i5o:
tso = 0, 00.
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® 53
ts3 = 0, 00.

Deste modo, obtém-se os possiveis desempenhos de todos os alunos.
Com os dados obtidos é possivel reescrever (4.1) na forma matricial e tabular

(Tabela 4.5).

0,00 0,48 0,72
0,00 0,54 0,27
T =10,00 0,42 0,56
0,00 0,60 0,40
1,00 0,00 0,00

Tabela 4.5: Relagao fuzzy alunos x mengoes (7).

m

A 1000 048 0,72
A, 10,00 054 027
Ay 10,00 042 0,56
Ay 10,00 0,60 0,40
As 11,00 0,00 0,00

Fonte: Autoria propria.

Logo, foi possivel encontrar a relacao fuzzy 7 (alunos X mengoes), retratado na
Tabela 4.5, onde as linhas representam os alunos, as colunas representam as mengoes,
e os valores da matriz sao os graus de pertinéncia com que as mengoes se relacionam com
cada aluno.

Sendo assim, nota-se que a possibilidade do aluno A; ter um desempenho
regular (ms) e bom (mg) é de 0,48 e 0,72, respectivamente. Os alunos Ay e Ay po-
dem ter um desempenho regular, pois o grau para msy é maior do que as outras mengoes,
sendo 0,54 e 0, 60, respectivamente. Para o aluno A3 é possivel que tenha um desempenho
bom, com grau de pertinéncia de 0,56. Como o aluno A; nao atingiu a nota minima de
aprovacao, recebeu grau de pertinéncia 1,00 para a mencao insuficiente (my).

Ao analisar os dados dos alunos A,, A3 e A4 na Tabela 4.3, nota-se que as notas finais
sao bastante préximas, porém, ao fazer a mesma comparacao na Tabela 4.5, nota-se que
os graus de pertinéncia dos trés alunos citados diferem um com o outro. Isso ocorre pois
quando a especialista define sua base de conhecimento (Tabela 4.1), determina-se quais
instrumentos de avaliagao sao mais importantes no seu processo de avaliagao.

Além do modelo mateméatico proposto, foi desenvolvido um programa computacional

para simulagao, via linguagem Python. O programa realiza a leitura dos dados inseridos
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em uma planilha eletronica (os nomes dos alunos com as suas respectivas notas; os pesos
de cada instrumentos de avaliagao; e a base de conhecimento), e em seguida, processa estes
dados, retornando o grau de pertinéncia de cada aluno para cada mencao estabelecida. O
codigo deste programa, juntamente com a simulacao do exemplo anterior, estd expresso

no Apeéndice A.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Um dos objetivos deste trabalho foi estudar os conceitos bésicos da Teoria de Conjun-
tos Fuzzy e, posteriormente, propor um modelo mateméatico para um problema sobre a
avaliacao de discentes.

Mensurar o conhecimento adquirido pelo aluno pode ser complexo e subjetivo, podendo
resultar em incertezas no momento de definir as variaveis. Diante destas incertezas,
utiliza-se essa teoria que tem se mostrado mais adequada no tratamento de variaveis
incertas e subjetivas do que a Matematica classica.

Deste modo, este trabalho iniciou-se com o estudo dos conceitos basicos da Teoria
dos Conjuntos Classica associando-os com a Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Posteriormente,
estudou-se conceitos de Relacao Fuzzy e Equacao Relacional Fuzzy.

Assim, propoe-se uma aplicagao por meio de um modelo matemético para auxiliar no
processo de avaliar, podendo assim determinar o desempenho do aluno através do grau
em trés mengoes diferentes: insuficiente, regular ou bom. O intuito foi relacionar as notas
do discente com os instrumentos de avaliacao, com o auxilio de uma especialista, e utilizar
equagoes relacionais fuzzy para propor o modelo de desempenho dos alunos.

Com a contribuicao da professora especialista, foram selecionados quatro instrumen-
tos de avaliagao a serem considerados: participagao, prova semanal, atividades e prova
bimestral. Em seguida, também com o auxilio da especialista, foi construido uma tabela
composta por cinco alunos e pelos respectivos instrumentos de avaliacao, ou seja, para
cada instrumento de avaliagao foi atribuido um grau de pertinéncia e assim, elaborou-se
uma tabela alunos x instrumentos de avaliagao, na qual os valores foram convertidos para
pertencer ao intervalo [0, 1].

A especialista também auxiliou com a construcdo de uma tabela que indica a
relacdo entre os instrumentos de avaliacao com as mencoes. A tabela foi convertida
para os valores pertencentes ao intervalo [0, 1], obtendo-se uma tabela instrumentos de
avaliacao X mengoes.

Estes dados compuseram a base de conhecimentos que foram expressos por meio de
equagoes relacionais fuzzy.

As equacgoes relacionais fuzzy tratam de achar a forma matricial de uma
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relacao bindria, a partir de duas outras conhecidas. Assim, o propdsito foi ob-
ter uma relacdo 7, na forma matricial da tabela alunos X mencoes, da forma
S o R =T, sendo S a forma matricial da tabela alunos x instrumentos de avaliacao;
R a forma matricial da tabela instrumentos de avaliagao X mencgoes; e “o” uma com-
posi¢do [max-prod] entre relagoes fuzzy. A partir da relacao T foi possivel obter o desem-
penho de cada aluno com os respectivos graus de pertinéncia das mengoes.

Além disso, foi desenvolvido um modelo de simulagao via linguagem Python. O cédigo
importa a tabela de notas, base de conhecimento e peso de cada instrumento de avaliacao,
estabelecida pelo professor em uma planilha eletronica. O algoritmo processara estes
dados, retornando o grau de pertinéncia para cada meng¢ao, podendo assim avaliar o
desempenho do aluno (Apéndice A).

Dessa maneira, este modelo pretende ser uma ferramenta para auxiliar o professor na
tarefa de avaliacao das aprendizagens discentes. Com a sua principal vantagem sendo
a praticidade, pois é somente necessario o especialista definir a base de conhecimento,
relacionando os instrumentos de avaliacao com as mencoes, e inserir as notas dos alunos.

Vale ressaltar que, a principio, presumia-se que o modelo utilizando equacoes relacio-
nais fuzzy “seria o mais simples”, por nao ser necessario amplo conhecimento sobre fuzzy
para elaborar a base de conhecimento. Porém, ao longo da pesquisa identificaram-se pro-
blemas que impediam a finalizacao do modelo. Isto ocorreu, por nao ser simples definir
os graus de pertinéncia para a relagao instrumentos de avaliagdo X mencoes de modo
que abranja diferentes cendrios da realidade. Assim, houve a necessidade de alterar a sua
concepcao inicial, deixando-o mais simples, isolando a mencao “Insuficiente” para casos
especificos de reprovacao, e focando o modelo para as mencgoes “Regular” e “Bom”.

Logo, percebe-se que este estudo foi imensamente positivo para minha vida académica
e profissional, pois pude me aprofundar em conteidos que vao além da grade curricular
do curso de graduacao e pude apresentar um trabalho autoral em um congresso nacional.
Também, compreende-se na possibilidade de continuidade deste estudo, podendo utili-
zar outras ferramentas, como por exemplo, sistema baseados em regras fuzzy, e assim,
aperfeicoar o modelo matematico. Posteriormente, pretende-se aprofundar os estudos em

equagoes relacionais fuzzy e em sistemas baseados em regras fuzzy.



51

Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

[11]

[12]

BARROS, L. C.; BASSANEZI, R. C. Tépicos de Logica Fuzzy e Biomatemdtica.
IMECC-UNICAMP, Campinas/SP. 2010.

BASSANEZI, R.C. Modelagem matemdtica uma disciplina emergente nos programas

de formagao de professores. Biomatematica [X. 1999.

BELUCCI, D. P. Sistemas Baseados em Regras Fuzzy e Aplicagoes. Dissertacao de
Mestrado. UFABC - Santo André, 2009.

FORNER, D. S. G.; TREVISOL, M. T. C. Significados e func¢oes da avaliacdo da
aprendizagem escolar, Roteiro, 37, n. 2, 243-264, 2012.

JAFELICE, R. S. M.; BARROS, L. C.; BASSANEZI, R. C. Teoria dos Conjuntos
Fuzzy com Aplicagées. Notas em Matematica Aplicada. Sao Carlos/SP: SBMAC.
2012.

MARINS, L. R. Diagndstico médico por meio de relagoes fuzzy: dengue, chikungunya
ou zica. Dissertacao de Mestrado. CCET-UFSCar, 2016.

NICOLETTI, M. C.; CAMARGO, H. A. Fundamentos da Teoria de Conjuntos Fuzzy.
Série Apontamentos. Sao Carlos: EAUFSCar, 2011.

PEDRYCZ, W.; GOMIDE, F. An introduction to fuzzy sets: analysis and design. The
Mit, Press, 1998.

PEIXOTO, M. S. Sistemas Dinamicos e Controladores Fuzzy: Um estudo da dispersao
da morte subita dos citros em Sao Paulo. Tese de Doutorado. IMECC-UNICAMP,
Campinas/SP, 2005.

PISSINI, M. M. Um estudo fuzzy para propor um modelo matemdtico como auzilio
ao diagnostico médico das faringotonsilites. Dissertacao de Mestrado. UFSCar -
Sorocaba, 2019.

SILVA, A. L. Um estudo sobre sistemas baseados em regras fuzzy. Dissertacao de
Mestrado. UFSCar - Sorocaba, 2020.

ZADEH, L. A. Fuzzy sets. Information and Control, 8:338-353, 1965.



52

Apeéendice A

Implementacao do Modelo em
Python

# IMPORTAGAO BIBLIOTECAS
from pulp importx*
import pandas as pd

import numpy as np

# DADOS DO EXCEL

dados_alunos_notas = pd.read_excel("dados.xlsx", \
sheet_name='Alunos_Notas', index_col = 0)
dados_notas_pesos = pd.read_excel("dados.xlsx", \
sheet_name='Notas_Pesos', index_col = 0)
dados_mencoes = pd.read_excel("dados.xlsx", \

sheet_name='GP', index_col = 0)

alunos list (dados_alunos_notas.index)

notas list(dados_notas_pesos.index)

mencoes = list(dados_mencoes.columns)

# OBTENDO AS MEDIAS
dicmedias = {} # Diciondrio que conterd as médias dos alunos
for a in alunos: # Percorre os alunos
media = 0
for n in notas:
media += dados_alunos_notas[n] [a]*dados_notas_pesos['Peso'] [n]
media = round(media,l)
dicmedias.update({a: medial})

dicmedias
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# MATRIZ NOTAS (EXCLUI INSUFICIENTE)
Notas = []
for a in alunos:
if dicmedias[a] >= 6:
lista_nota = []
for n in notas:
lista_nota.append(dados_alunos_notas[n] [a] \
* dados_notas_pesos['Peso'] [n])
Notas.append(lista_nota)
Notas = np.array(Notas)

Notas

# GRAU DE PERTINENCTA
GP = np.delete(np.asarray(pd.read_excel("dados.xlsx", \
sheet_name='GP')), 0, 1)

n = len(notas) # quatidade de notas

p = 1len(GP[0]) # quatidade de mengdes

m = len(Notas) # quatidade de médias acima de 6
A = np.zeros((m,p))

for i in range(O,m):
for j in range(0,p):
aux = []
for k in range(O,n):
aux.append (Notas [1,k] *GP [k, j1)

Ali,j] = max(aux)

Ai = A # Com GP Insufictiente

A = np.delete(A,0,1) # Ezclui a primeira coluna
Ai

n = len(notas) # quatidade de notas

len(GP[0]) # quattidade de mengdes

len(Notas) # quattidade de médias acima de 6

8
I

=
I

np.zeros((m,p))
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for i in range(O,m):
for j in range(0,p):
aux = []
for k in range(O,n):
aux.append (Notas [1,k] *GP [k, j1)

Ali,j] = max(aux)

Ai = A # Com GP Insufictente
A = np.delete(A,0,1) # Ezclui a primeira coluna
Ai

Grau de Pertinéncia Alunos
Aluno(a): Al
I: 8.8 R: .48 B: ©.72

Aluno(a): A2
I: 8.8 R: 8.54 B: 0.27

Aluno(a): A3
I: 9.9 R: ©.42 B: 9.56

Aluno(a): A4
I: 9.9 R: 9.6 B: 8.4

Aluno(a): A5 tem média 3.7 < 6, com menc¢ao Insuficiente



