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RESUMO

COELHO, F. R. Diagnéstico e selecao de modelos com resposta binaria e fun¢ao de ligacao
assimétrica. 2024. 83 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2024.

Para varidveis resposta bindrias, as fungdes de ligacao probito e logito sio amplamente utilizadas.
No entanto, quando os dados s@o desbalanceados, as abordagens tradicionais podem néo ser
adequadas. Neste trabalho € considerado a fun¢do de ligagdo skew-probito como uma possivel
alternativa para modelos com resposta bindria. Os parametros sdo estimados por meio de
uma abordagem bayesiana utilizando Monte Carlo Hamiltoniano, e a andlise de residuos é
desenvolvida. Além disso, uma extensdo para o caso de modelos mistos € apresentada, com a
estimacao dos parametros sendo realizada por meio de integragdo numérica. Como aplicagao
pratica, analisamos dois conjuntos de dados. Em ambas as aplica¢des, € possivel verificar, por
meio de critérios de selecao de modelos, que o modelo skew-probito € mais eficiente do que
as abordagens tradicionais. Computacionalmente, para o modelo com efeitos fixos, utilizamos
a linguagem Stan adaptada ao software R. No caso misto, consideramos a metodologia INLA.

Propostas para trabalhos futuros também sdo discutidas.

Palavras-chave: funcdo de ligacdo assimétrica, dados desbalanceados, modelos bindrios mistos,

anélise de residuos e estimacdo bayesiana.






ABSTRACT

COELHO, F. R. Diagnostic and models selection with binary response and asymmetric link
function. 2024. 83 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pés-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2024.

For binary response variables, probit and logit link functions are widely used. However, when
the data is imbalanced, traditional approaches may not be suitable. In this thesis, we consider
the skew-probit link function as a potential alternative for models with binary response. The
parameters are estimated through a Bayesian approach using Hamiltonian Monte Carlo, and
residual analysis is developed. Additionally, an extension for the case of mixed models is
presented, with parameter estimation performed through numerical integration. As a practical
application, we analyze two datasets. In both applications, it is possible to observe, through
model selection criteria, that the skew-probit regression model is more efficient than traditional
approaches. Computationally, for the fixed-effects model, we use the Stan language adapted to
the R software. In the mixed case, the INLA methodology is considered. Proposals for future

research are also discussed.

Keywords: asymmetric link function, imbalanced data, mixed binary models, residual analysis,

and Bayesian estimation.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em alguns momentos, temos o interesse em modelar duas situagdes distintas: sucesso
ou falha. Isso pode ser exemplificado pela avaliacdo final de um estudante ao concluir um
determinado curso, que resulta em sua aprovacdo ou reprovagdo, ou pela presenca ou auséncia
do virus influenza em uma pessoa. Nessas situacdes, a probabilidade de sucesso estd associada a
atributos de interesse que explicam a varidvel resposta. Para realizar essa associacdo, fazemos
uso de funcdes de ligacdo. Quando lidamos com varidveis aleatdrias bindrias independentes, as
funcdes de ligacdo mais comuns sdo o probito e o logito. Para informac¢des mais detalhadas, veja,
por exemplo, Meltzer ef al. (2011) e Hailpern e Visintainer (2003).

Uma varidvel aleatdria bindria pode ser classificada com base na sua propor¢ao de
sucesso. Denotando por p a propor¢do de sucesso de uma varidvel aleatéria bindria X, podemos,
por exemplo, afirmar que se 0,4 < p < 0,6, entdo X é considerada balanceada. Se p > 0,6 ou
p < 0,4, entdo X € considerada desbalanceada. Quando p se aproxima de zero ou um, estamos
lidando com eventos raros. Um estudo realizado por Paal (2014) compara diferentes métodos
para modelar eventos raros, enquanto King e Zeng (2001) propde uma abordagem que utiliza a

funcido de ligacdo logito para eventos raros.

No entanto, alguns trabalhos, como o de Chen (2004), indicam que as funcdes de ligacao
probito e logito ndo sdo satisfatérias para dados desbalanceados. Conforme mencionado por
Collett (2003), em circunstancias apropriadas, uma funcdo de ligacdo assimétrica funciona
melhor do que as fun¢des de ligacdo convencionais. Portanto, diversos estudos surgiram na
literatura com o objetivo de propor fungdes de ligacao que solucionem esse problema. Podemos
destacar, por exemplo, os trabalhos de Chen, Dey e Shao (1999), Basu e Mukhopadhyay (2000),
Chen, Dey e Shao (2001), Bazén, Bolfarine e Branco (2010) e Wang, Dey et al. (2010).

Com o intuito de aprimorar os estudos envolvendo varidveis aleatérias com resposta
bindria e proporcdes de resposta que se encontram distantes nas duas categorias existentes,

Chen, Dey e Shao (1999) propde uma funcao de ligacao alternativa sob a abordagem de dados
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aumentados, denominada fun¢do de ligagcdo CDS ("Covariate-Dependent Skewness"). De acordo
com os autores, esse novo modelo é computacionalmente eficiente e a introducao de varidveis
latentes torna o algoritmo MCMC eficaz e de facil implementagao. Isso evidencia que, ao
assumir distribui¢des a priori ndo informativas adequadas, obtém-se distribuicdes a posteriori

apropriadas.

Bazan et al. (2006) apresenta uma nova versdo da funcdo de ligacdo skew-probito,
denominada funcdo de ligacao skew-probito BBB, utilizando a teoria de resposta ao item. Essa
versdo inovadora introduz um novo parametro relacionado a assimetria das curvas de respostas ao
item e define uma nova classe de funcdes de ligacdo assimétricas que controlam a probabilidade
de sucesso. A funcdo de ligacdo assimétrica proposta neste artigo estd vinculada a funcao de
ligacdo proposta por Chen, Dey e Shao (1999). Uma caracteristica comum dos modelos skew-
probito CDS e skew-probito BBB é que o parametro de assimetria estd associado a fun¢ao de

distribui¢do acumulada da varidvel aleatéria skew-normal, a qual induz a fun¢ao de ligacgao.

Bazan, Bolfarine e Branco (2010) apresenta uma versdo unificada de dois tipos de
fungdes de ligacdo skew-probito existentes na literatura (BBB e CDS) e estabeleceu condi¢des de
existéncia para os estimadores de maxima verossimilhanga e distribui¢des a posteriori, mesmo
quando consideramos distribui¢des a priori impréoprias. Também conclui que, por meio de
diferentes critérios bayesianos, que fun¢des de ligacao assimétricas sdo uma alternativa vidvel

para fungdes de ligacdo convencionais em situacdes especificas.

Outros estudos também exploraram a classe de funcdes de ligacao skew-probito. Por
exemplo, Farias e Branco (2011) propde um amostrador de Gibbs no contexto do modelo skew-
probito apresentado por Chen, Dey e Shao (1999) e conclui que esse método € mais eficiente do

que abordagens convencionais.

Albert e Chib (1995) adapta o residuo studentizado para uma abordagem bayesiana,
considerando o uso de um residuo obtido por meio de validac¢do cruzada. A interpretacio nesse
caso se assemelha a uma abordagem frequentista. Farias, Branco et al. (2012) propde dois novos
residuos para o modelo skew-probito (funcao de ligagdo CDS). O primeiro é uma generalizagdao
do residuo latente simétrico, e o segundo residuo € baseado na representacao estocastica da
distribuicdo skew-normal, seguindo uma distribui¢do uniforme. Esse tltimo residuo é baseado

no método da transformada inversa em residuos latentes convencionais.

Recentemente, Lee e Sinha (2019) considera a funcao de ligacdo skew-probito BBB ao
abordar e investigar a identificabilidade dos parametros. Concluiu que, ao considerarmos um
modelo de regressao sem varidveis explicativas, os parametros nao sdo identificaveis. Por outro
lado, ao incluirmos covaridveis no modelo de regressao, ele se torna identificdvel se as varidveis
explicativas forem continuas. No entanto, para covariaveis bindrias, o modelo permanece nao
identificavel. Os autores propdem trés penalizagdes para a fungdo de verossimilhanca e as
comparam por meio de um estudo de simulag¢do. Além disso, apresentam uma aplicacdo baseada

em dados cardiacos.
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Naranjo, Pérez e Martin (2019) nos traz uma abordagem bayesiana para modelos de
regressdo com dados bindrios em problemas de classificagdo. Funcdes de ligagdo assimétricas
sao consideradas. Para evitar problemas computacionais, a estimac¢ao de parametros foi obtida
usando dados aumentados. O estudo de simulagdo demonstra que a abordagem proposta € mais

eficiente do que a abordagem tradicional para dados com problemas de classificacdo.

Niekerk e Rue (2021) discute a problemética da identificabilidade dos parametros no
modelo skew-probito. Nesse sentido, ele realiza uma reformulagdo do intercepto do modelo.
Adicionalmente, € apresentada uma nova padronizacao da funcio de ligacdo assimétrica, o que
facilita a interpretacdo dos parametros do modelo. Outra contribuicdo relevante consiste na
sugestao de uma nova distribui¢io a priori para o parametro de assimetria. Os resultados dessa

pesquisa podem ser acessados no pacote R-INLA, disponivel na linguagem de programacao R.

Outras possibilidades de funcdes de ligacdo assimétrica para modelos de regressao com
resposta bindria podem ser consideradas. Por exemplo, Alves, Bazan e Arellano-Valle (2023)
apresentam novas fungdes de ligagcao cloglog flexiveis para modelos de regressdo binomial,
incorporando um parametro adicional que explica a assimetria na varidvel resposta binomial.
A abordagem de inferéncia Bayesiana de Monte Carlo de cadeia de Markov € desenvolvida, e
simula¢des demonstram o desempenho do algoritmo proposto. Uma andlise de sensibilidade
destaca a conveniéncia de uma distribui¢do a priori uniforme para todos os modelos. Duas
aplicagdes em dados médicos (idade na menarca e infec¢@o pulmonar) ilustram as vantagens dos

modelos propostos.

Na literatura cientifica, encontramos exemplos, na Teoria da Resposta ao Item (TRI),
de curvas caracteristicas de item assimétricas. Alves e Bazan (2022) propdem novos modelos
assimétricos de Teoria da Resposta ao Item que tém a Curva Caracteristica de Item (CCI)
assimétrica como sua caracteristica principal. Um caso especial desses modelos € o modelo TRI
cloglog. A estimagdo bayesiana dos modelos propostos € discutida, € uma aplicacdo em dados
educacionais ilustra os beneficios da nova CCI quando comparada com outros modelos de TRI

propostos na literatura.

Ordoiez et al. (2023) introduz uma priori de complexidade penalizada (priori PC) para
o parametro de assimetria desta familia, o que € til para lidar com dados desbalanceados. Uma
expressao geral para essa densidade € obtida e demonstramos sua utilidade para alguns casos
particulares, como as func¢des de ligacdo poté€ncia probito e poténcia logito. Um estudo de
simulacdo e uma aplicacdo em dados reais sdo utilizados para avaliar a eficiéncia das densidades
introduzidas em comparacdo com outras distribui¢des a priori. Os resultados mostram melhoria
na estimacdo pontual e intervalos de credibilidade para os modelos considerados ao usar o priori

PC em comparacg@o com outras distribui¢des a priori padrao bem conhecidas.

Quando consideramos problemas de classificacdo, Huayanay (2023) propde fungdes de
ligacdo alternativas ao logito, que € a mais usual. Tais distribuicdes sugeridas sdo a distribuicao

de poténcia (P) e poténcia inversa (RP). Novas propriedades dessas distribui¢des em contextos
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de modelos para classificacdo em dados desbalanceados sdo exploradas. Realizam-se estudos de
simulagdo para avaliar métricas de classificacdo, apresenta-se uma aplicacdo pratica e estende-se
os modelos para casos mistos em estudos longitudinais. A abordagem bayesiana foi adotada
para a estimacao de parametros, utilizando o algoritmo No-U-Turn Sampler (NUTS) em um
procedimento MCMC. Adicionalmente, foram avaliadas métricas de desempenho preditivo,
residuos bayesianos e uma medida de influéncia bayesiana para diagnostico de modelos. A

comparacdo entre diferentes modelos foi realizada por meio de critérios de selecao de modelo.

1.1 Objetivo e Organizacao da Tese

Consideramos o modelo de regressao com resposta bindria e a fungdo de ligacdo skew-
probito. O objetivo € desenvolver técnicas de diagndstico e selecdo de modelos para essa classe de
modelos e estender o modelo para o caso em que estamos interessados em modelar a correlacao
entre grupos ou individuos. Esses topicos sdo fundamentais para que os pesquisadores possam
modelar seus dados da forma mais parcimoniosa possivel. Por essa razio, estudos envolvendo
modelos de regressdo bindria com funcdes de ligacdao assimétricas t€ém ganhado crescente

popularidade entre os estatisticos.

A tese estd estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2, revisamos a distribuicdo skew-
normal e suas principais propriedades e trazemos alguns conceitos relevantes que vao utilizados
ao longo do trabalho. Em seguida, definimos o modelo skew-probito, enfatizando a importancia
da distribui¢do skew-normal que induz a fun¢do de ligacdo skew-probito. Destacamos ainda
que, para diferentes valores do vetor de parametros 0, resultam em diferentes tipos de fungao
de ligacdo skew-probito. Por fim, discutimos a estimacao bayesiana, introduzindo uma nova
abordagem que utiliza uma fun¢@o de verossimilhanca original, em contraste com outros artigos

sobre estimacgdo bayesiana para a classe de modelos em questao.

No Capitulo 3, realizam-se trés estudos de simulagdo. No primeiro, investiga-se a sen-
sibilidade das possiveis distribuicdes a priori para os parametros relacionados a assimetria do
modelo, avaliando a recuperagdo desses parametros. [sso permite verificar se a nova abordagem
proposta para a estimac¢do dos pardmetros do modelo funciona satisfatoriamente. No segundo
estudo de simulacdo, comparamos o algoritmo NUTS e o método INLA, utilizando o RMSE
(raiz do erro quadritico médio) e o Viés, a fim de responder a questdes de grande relevancia, tais
como qual dos dois métodos é mais eficiente computacionalmente no processo de estimacao e
qual funcdo de perda deve ser considerada nesse procedimento. No terceiro estudo de simulacao,
comparamos o residuo studentizado e o residuo quantilico aleatorizado, verificando qual deles

apresenta melhor desempenho na deteccdo de observacoes outliers induzidas.

No Capitulo 4, ilustramos os resultados obtidos nos capitulos anteriores por meio de
uma aplicacdo utilizando um conjunto de dados sobre diabetes. Inicialmente, realizamos a

selecao de modelos para determinar o modelo a ser adotado. Destaca-se que o modelo skew-
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probito € comparado com abordagens tradicionais para modelos de resposta bindria. Em seguida,
identificamos observagdes outliers e investigamos seu impacto nas estimativas do modelo
escolhido apos a sele¢do. Adicionalmente, analisamos a sensibilidade das distribui¢des a priori

para a aplicacdo em questao, utilizando DIC e WAIC.

No Capitulo 5, apresenta-se uma extensao do modelo skew-probito que incorpora efeitos
aleatdrios. Realiza-se a estimagdo bayesiana hierdrquica e uma aplicacdo com o conjunto de
dados de esquizofrenia de Madras € apresentada. Por fim, avalia-se o desempenho preditivo dos
modelos utilizados na aplica¢do, empregando métricas como Acuricia, Revocagdo, Precisdo,

F1-Score e a area sob a curva ROC.

No Capitulo 6, sdo apresentados comentarios finais, contribuicdes cientificas e sugestoes

para pesquisas futuras.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO SKEW-PROBITO

Neste capitulo, € apresentado o modelo skew-probito. Inicialmente, é fornecida uma breve
sintese contendo alguns resultados sobre a distribui¢ao skew-normal. Por fim, sdo revisitados

alguns conceitos preliminares relevantes para as andlises subsequentes.

2.1 Distribuicao skew - normal

Uma variavel aleatéria D segue uma distribui¢ao skew-normal com pardmetro 68 =
T ( A ~ ‘ A c
(/.L, o2, oc) ,onde it € R é o parAmetro de locagdo, 62 € R* é o parimetro de escalae o € R é

um parametro de assimetria. A funcio de densidade de probabilidade de D € definida por

f()=—¢>( “) (dc“) 1z (d) )

onde 1 € uma funcdo indicadora, ¢ € a funcdo de densidade de probabilidade da distribui¢ao
normal padrdo e ® € a funcao de distribui¢ao acumulada da distribui¢do normal padrdo. Essa
distribuigdo é representada como D ~ SN(0). Uma parametrizagdo alternativa pode ser obtida

substituindo o por

o
§=—c[-1,1].
V14 a? L]

Vamos agora definir uma distribui¢do de probabilidade que é fundamental na construcio

das principais propriedades da distribuicdo skew - normal.

Dizemos que uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo half-normal com média O e
variancia | se sua fun¢io densidade de probabilidade pode ser escrita como g (x) =2¢ (x),x > 0,
e é denotada por H (0,1). Conforme destacado em Azzalini (1985), podemos listar algumas

propriedades da distribui¢do skew-normal:

1. Funcio Geradora de Momentos: Mp (1) = ® (6 Gt)e“H' 29,
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. Indice de assimetria: y= (

Esperanca: E (D) = u + \/%56.

. Variéncia: Var (D) = (1—26%) 0°.

Relacdo com outras distribuicoes: Se W ~ N (0,1) e V ~ HN (0, 1) varidveis aleatdrias
!

independentes e |§| < 1,entio D=+ o {SV +(1-62%)2 W] ~ SN (u,0%,a) e D[V ~

N (u+0odv,(1-6%)0c?).

)} (2 %) sign(8) —8-— € [0,995;0,995).

Q1

Quando a = 0, a funcao densidade de probabilidade de D € reduzida a densidade de

uma distribui¢iio normal com média p e varidncia 2. Tomando it =0 e 6> = 1, obtemos a

distribui¢do skew-normal padrio, denotada por S ~ SNy (&), e a densidade de probabilidade é

dada por:

fh () =20 (5) P (as). 2.2)

onde o suporte de s € aretareal. A Figura 1 mostra o grafico da funcao densidade de probabilidade

de uma varidvel aleatéria que segue a distribui¢ao skew-normal padrao para diferentes valores

do parametro de assimetria. Podemos observar que, quando o > 0, a assimetria estd a direita do

grafico, enquanto se & < 0, a assimetria esta a esquerda.

06

04

02

0.0

Figura 1 — Gréfico da funcio densidade de probabilidade da distribui¢do skew-normal padrao para dife-

rentes valores do parametro de assimetria. Fonte: Elaborada pelo autor.

Na préxima secdo, o modelo skew-probito serd definido.
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2.2 Modelo skew - probito

Sejay = (y1,y2, ...,yn)T, onde

1 com probabilidade p;;
yi= { b ‘ 2.3)

0 com probabilidade 1 — p;.
O vetor x; = (xi1, X2, - - ,x,~k)T € uma representacdo das covaridveis associadas a obser-
vagdo i, onde k € o nimero de covariaveis, € 0 < p; < 1 representa a probabilidade de sucesso.
A matriz de dados X possui n linhas e k+ 1 colunas. Definimos 1; = JciT B como o preditor
linear, onde B = (B, B1,...,Bx) " é o vetor de coeficientes. De acordo com Bazin, Bolfarine e
Branco (2010), a classe das fungdes de ligagéo skew-probito pode ser obtida considerando F !

na especificagdo da probabilidade de sucesso, como sendo

pi:Fg (T[,‘),i: 1,2,...,11, (2.4)

onde Fy(-) é a fung@o de distribui¢do acumulada da distribuicdo skew-normal com o vetor de
pardmetros @ = (u, o2, Oc) . O conjunto de equagdes (2.3) e (2.4) forma o modelo skew-probito,
onde u € R, 62>0,ea R

De acordo com Bazan, Bolfarine e Branco (2010), para valores especificos do vetor de

parametros 0, diferentes configura¢des de fungio de ligagao podem ser obtidas. Por exemplo:

e Se 8 =(0,1,0), entdo a funcdo de ligagdo probito é obtida.

e Se 6 = (O, 1+a?, —Oc) , entdo a funcdo de ligacdo skew-probito CDS € obtida em Chen,
Dey e Shao (1999).

e Se 6 = (0,1,), entdo a fungdo de ligagdo skew-probito BBB é obtida em Bazén er al.
(20006).

e Se considerarmos os pardmetros (L e 62 para serem estimados através do conjunto de
dados, obtemos uma funcao de ligagdo mais geral que pode ser chamada de func¢do de

ligacdo skew-probito completa.

e Se 6 = (— \/%, #, oc), entdo obtemos a func¢ao de ligacdo skew - probito padrao,

onde 6 = a/V1+a2,—1 <8 < 1. Observe que a escolha dos parAmetros € tal que a

variavel skew-normal associada tenha média O e variancia 1.
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A funcdo de ligacdo padriao skew-probito € o objeto de estudo neste momento. Para
aprimorar o desempenho computacional no processo de estimacdo, o vetor de parametros

associado a varidvel aleatdria assimétrica que induz a funcao de ligacao pode ser reescrito como

2
0 — (— V2a TrRa oc). (2.5)

it @ w2

A validade da expressdo (2.5) pode ser confirmada substituindo 6 = a/v/'1 + &% na
expressdo original do vetor de pardmetros 0, conforme apresentado em Bazan, Bolfarine e
Branco (2010).

2.3 Estimacao Bayesiana
A funcdo de verossimilhanga para o modelo skew-probito € definida pela equagdo

n
i 1—yi
L(B,aly.X) = [T [Fa(m)P" [1 = Fa(mi)] ™ (2.6)
i=1
onde 1; representa o preditor linear, e X € a matriz de dados. Ambos os elementos sdo definidos
acima. Neste modelo, B é o vetor de coeficientes associados a covaridvel e o € o parAmetro

relacionado a assimetria do modelo.

Neste estudo, a estimacdo dos parametros € feita utilizando a funcdo de verossimilhanca
original descrita em (2.6). No entanto, outra abordagem pode ser considerada, usando a funcao
de maxima verossimilhanca aumentada. Tal abordagem foi inicialmente utilizada por Chen,
Dey e Shao (1999). Bazan, Bolfarine e Branco (2010) nos fala que a abordagem de dados
aumentados induz um modelo hierdrquico bayesiano que é muito conveniente na implementagao
do modelo de regressdao com resposta bindria e fungdo de ligacdo skew-probito usando o software
WinBUGS.

Vamos considerar duas parametrizagdes diferentes. A primeira € em relagdo ao parametro

o, e a segunda em relagdo ao parametro 6.

2.3.1 Parametrizacao em relacao a o.

Assumindo independéncia entre os parametros, podemos reescrever a distribui¢ao a

priori conjunta, como

n(B,a) = n(B)n(a). 2.7

Consideramos que f8; ~ N (,uﬁ/., Gé_). Mais especificamente, se hd pouca informacao a
. J

respeito dos parametros f3;, consideremos pg; =0e GE‘ = 10000. Sendo assim, a estrutura
J
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hierdrquica do modelo de regressdo com resposta bindria e fungdo de ligacdo skew-probito pode

ser escrita como

yi|B, o % Bernoulli(p;),

pi = Fa(Ni),
M = Bo+ X5, Bixjis (2.8)
Bj ~N(0,10000), j=1,...,k,
o~mn(a).
ondei=1,2,...,n. A funcdo de distribuicdo a posteriori, associada com a estrutura descrita em

(2.8), pode ser escrita como

(8)

T (B, oy, X) o< (H?zl [Fo ()] [1 — Fa (m)]“”) (H]}:oe_m(m(J) m(a) (2.9)

A parametrizagdo com relag@o a 6 pode ser discutida de maneira andloga a parametriza-

¢do com relacdo a a.

2.3.2 Parametrizacao em relacao a §.

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na secao anterior, expressdes andlogas a (2.7),
(2.8) e (2.9) podem ser definidas. Assumindo independéncia entre as distribui¢des a priori,
obtemos que

n(B,8) =n(B)m(5). (2.10)

A estrutura hierdrquica deste modelo usando a parametriza¢do em relagdo a 6 pode ser

expressa como:

yilB, 8 * Bernoulli(p;),

pi = Fs(mi),

ni = Po +Z’j~:1[3jxji, (2.11)
B; ~N(0,10000), j=1,....k,

5 ~(8).

onde i =1,2,...,n. A densidade da distribui¢do a posteriori, pode ser escrita como

7 (B, tly,X) o (T2 [Fe ()P 1~ Fo (1] ) (nkom) o) @12)
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O espago paramétrico para 0 € o intervalo [—1,1]. A seguir, temos alguns conceitos

importantes, que sdo fundamentais para entender as andlises do préximos capitulos.

2.4 Conceitos Preliminares

Esta sec¢do aborda conceitos fundamentais essenciais para a compreensao das andlises
estatisticas nos capitulos subsequentes. Exploramos brevemente topicos como residuos, métricas
para avaliar estudos de simulagdo e métodos de sele¢ao de modelo, estabelecendo uma base
tedrica crucial. Esses fundamentos desempenhardo um papel vital na andlise e interpretacao dos

resultados ao longo da tese, contribuindo para uma estrutura coesa na condugdo da pesquisa.

2.4.1 Meétricas para avaliar estudo de simulacao.

Para recuperar os verdadeiros valores dos parametros, sdo considerados o RMSE (Raiz
do Erro Quadratico Médio), o viés e a probabilidade de cobertura (que representa a frequéncia
com que o verdadeiro valor do pardmetro se encontra no intervalo de credibilidade com 95%
de credibilidade). O RMSE, também conhecido como raiz do erro médio quadratico, pode ser

calculado da seguinte maneira

RMSE (%) = \/ZZ (P —v)? (2.13)
i=1

S| =

vies(V) ==Y v —v, (2.14)
i=1

onde n € o numero de réplicas e v € o parametro genérico de interesse, €m nosso caso, OS

coeficientes do vetor B ou pardmetros associados a assimetria do modelo.

2.4.2 Alguns critérios de selecao de modelo.
2.4.2.1 DIC(deviance information criterion)

Spiegelhalter ef al. (2002) define o DIC (deviance information criterion) como
DIC =D (B,a)+pp=2D(B,a)~D (B.&).
onde pp € o nimero efetivo de parametros, € dado por

pDZD(Bya)—D(ﬁ,@,



2.4. Conceitos Preliminares 31

A

onde D ([3, d) ¢ o desvio da média a posteriori. Os valores s@o obtidos através de um processo
MCMC e sao dados por

onde K € o nimero de iteracdes num processo MCMC. O desvio bayesiano € dado por
n
D(B,a)=—2logf(y|@)=—2) logf(vl6),
i=1

onde 6 = (ﬁ,a)T e
[ (3i(0) = [Foe ()P [1 = Fo (mi)) "

Note que Fy, (1;) é definido anteriormente neste capitulo.

2.4.2.2 WAIC (Widely Applicable Information Criterion)

De acordo com Vehtari, Gelman e Gabry (2017), o logaritmo da densidade preditiva

pontual pode ser estimada como
Ipd =Y log f (yily) = ) _log [/f()’i|e)f(e|3’>d6} =Y log [Eg|y (f (i6))] -
i=1 i=1 i=1

Para calcular Ipd, saidas MCMC da distribuicdo a posteriori dos parametros em questao sao

usadas. Por isso,
P n n 1 K ®
pd =Y logf (vily) = Y log | = Y 7 (310W) |,
i=1 i=1 k=1

onde K € o niimero de réplicas de um processo de MCMC. O logaritmo da densidade preditiva
pontual esperada pode ser estimado por e/lﬁl = l;)?l — P, onde p € o niimero efetivo de parametros

estimados, que pode ser calculado pela expressao

p= i_Zn’iVarpos, (log (f <)’i’6(k)))> :

Watanabe (2010) define o critério de selecdo WAIC, através da expressao

WAIC = —2ipd.

O Deviance Information Criterion (DIC) e Widely Applicable Information Criterion
(WAIC), sao generalizagdes do Akaike information criterion (AIC) usando o desvio a posteriori
junto com um fator de penalizacdo. Assim, numa abordagem bayesiana, o uso do DIC e WAIC é

preferivel. (ver Gelman et al. (2013)).
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2.4.3 Residuos.
2.4.3.1 Residuo studentizado.

Conforme destacado por Lesaffre e Lawson (2012) [p. 292], o residuo y; — i; mensura o
desvio da resposta observada y; em relagdo a probabilidade preditiva p;. Na prética, uma vez que
u; é desconhecido, em um contexto bayesiano, sua esperanca a posteriori € obtida, e o residuo
bayesiano ordindrio pode ser definido como y; — IE (y;|y) enquanto um residuo padronizado pode
ser calculado como

_yi—Eily)
=220

Var (yily)

Conforme sabemos, a quantidade #; converge em distribui¢do para uma distribuicdo
normal padrdo (Yan e Sedransk (2010)). Portanto, consideramos uma observa¢do como outlier
quando o residuo studentizado padronizado #; excede 1,96 em mddulo. No contexto do modelo
skew-probito padrio, o residuo studentizado pode ser calculado como

L VB =p)

A V26 T+me?
0=|- — 5,00 | .
Vit (r—2)62 n+(r—2)0
2.4.3.2 Residuo quantilico aleatorizado.

Vamos considerar outro tipo de residuo, conhecido como residuo quantilico padronizado,

que foi proposto por Dunn e Smyth (1996). Esse residuo pode ser definido por
rgi=® Nw),i=1,2,..,n.

No contexto do modelo skew-probito padrdo, u; € um valor aleatdrio obtido através de uma

distribui¢do uniforme no intervalo

[11,1’,\[ (2 _yivyi) 71171/9\,‘ (1 —Yi,Yit 1)} Ji= 1727 -,

onde
B(x;a,b)
B(a,b)

¢ a fungao beta regularizada, e @ (.) € a funcio de distribuicdo acumulada de uma distribui¢ao

I (a,b) =

normal padrdo. Note que
X

B(x;a,b):/ (1 =P gy
0

B(a,b):/lt“l(l—t)b_ldt.

0
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Segundo Dunn e Smyth (1996), o modelo de regressao apresenta ajuste satisfatorio
dos parametros quando os residuos seguem uma distribui¢do aproximadamente normal padrao.
Atkinson (1985) sugere a utiliza¢ao do grafico do envelope simulado para decidir se 0 modelo
ajustado é adequado para o conjunto de dados. O residuo quantilico aleatorizado segue uma
distribui¢cdo assintoticamente normal padrdo; assim, o critério para detec¢do de outliers € o

mesmo que o residuo studentizado descrito anteriormente.

2.4.4 Meétricas de Desempenho Preditivo.

Nesta secdo, apresentamos algumas métricas de desempenho preditivo e analisamos seu
desempenho nos modelos propostos. Essas métricas sdo detalhadamente abordadas em James et
al. (2013) e Hastie et al. (2009).

As métricas de desempenho preditivo sdo ferramentas essenciais na avaliacdo e validacao
de modelos de machine learning e estatisticos. Elas auxiliam na determinacdo de quao bem um
modelo € capaz de realizar previsdes precisas em novos dados, possibilitando que os praticantes
avaliem a eficidcia do modelo em relacdo aos objetivos especificos do problema. A seguir,

apresentaremos algumas das métricas de desempenho preditivo mais comuns.

Matriz de Confusao (Confusion Matrix): A matriz de confusdo € uma tabela que
descreve o desempenho de um modelo de classificacdo em detalhes. Ela mostra o nimero de

verdadeiros positivos, falsos positivos, verdadeiros negativos e falsos negativos.

Tabela 1 — Matriz de confusdo padrio.

Positivo | Negativo
Positivo (Previsao) TP FP
Negativo (Previsao) FN TN

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela I representa a Matriz de Confusdo Padrdo, com quatro células que sdo interpre-

tadas da seguinte forma:

e Verdadeiros Positivos (True Positives - TP): Sdo os casos em que o modelo previu correta-

mente a classe positiva (verdadeiros positivos) - ou seja, acertou.

e Falsos Positivos (False Positives - FP): S@o os casos em que o modelo previu incorretamente

a classe positiva quando na verdade era negativa (falsos positivos) - ou seja, errou.

e Falsos Negativos (False Negatives - FN): Sdo os casos em que o modelo previu incor-
retamente a classe negativa quando na verdade era positiva (falsos negativos) - ou seja,

CIrou.

e Verdadeiros Negativos (True Negatives - TN): Sdo os casos em que o modelo previu

corretamente a classe negativa (verdadeiros negativos) - ou seja, acertou.
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Com base na matriz de confusio, € possivel calcular diversas métricas de desempenho

que proporcionam informacdes valiosas sobre a eficicia do seu modelo.

Acuracia (Accuracy): Mede a proporc¢ao de previsdes corretas em relagdo ao total de
previsdes, sendo frequentemente utilizada em problemas de classificagdo bindria. Entretanto, a
acurécia pode ser enganosa em dados desbalanceados. Pode ser obtida por meio da matriz de

confusdo usando a expressao
TP+TN

TP+FP+TN+FN

Precisao (Precision): Avalia a proporcao de verdadeiros positivos entre todas as previ-
sOes positivas, sendo relevante quando se deseja evitar falsos positivos. Pode ser calculada a

partir da matriz de confusdo usando a expressao

TP
TP+FP

Revocacao (Recall) e Sensibilidade (Sensitivity): Medem a propor¢do de positivos
corretamente identificados pelo modelo em relacio ao total de positivos na amostra. Sdo uteis
quando € crucial evitar falsos negativos, como em testes de diagndstico médico. Podem ser

calculadas a partir da matriz de confusdo usando a expressao

TP
TP+FN

F1-Score: E a média harmonica entre revocagao e precisdo, sendo util para equilibrar

essas duas métricas, especialmente em problemas de classificagdo desbalanceada.

Curva ROC (Receiver Operating Characteristic Curve) e Area sob a Curva ROC
(AUC-ROC): A curva ROC representa graficamente o desempenho do modelo em diversos
pontos de corte, enquanto a AUC-ROC representa a drea sob essa curva, oferecendo uma medida
do desempenho preditivo do modelo. Sao particularmente valiosas em situagcdes de classificacdo
bindria.

Essas sao apenas algumas das métricas de desempenho preditivo mais comuns, € a
escolha da métrica adequada depende do tipo de problema enfrentado. E fundamental selecionar
as métricas mais relevantes para os objetivos do projeto e interpretd-las corretamente para tomar

decisdes informadas sobre o desempenho do modelo.

Nos proximos dois capitulos, exploraremos os modelos de regressdo, que foram im-
plementados por meio da linguagem de programacado Stan. Essa implementacao foi realizada
de maneira eficiente utilizando o pacote rstan (Stan Development Team (2019)), que adapta a
linguagem de programacdo R para integrar-se perfeitamente ao Stan. Esse ambiente emprega o
avancado algoritmo de amostragem No-U-Turn (NUTS) para obter distribuicdes a posteriori

simuladas, garantindo resultados robustos e confidveis.
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No capitulo subsequente, dedicaremos nossa discussdo a configuracdo das distribui¢des a
priori, particularmente para o pardmetro de assimetria, que serd crucial nos ajustes futuros. Além
disso, abordaremos outros aspectos relevantes para uma compreensao abrangente e aplicacao
eficaz dos modelos discutidos, proporcionando uma visdo completa e coesa do tema. Para mais

detalhes a respeito do algoritmo NUTTS, sugerimos a leitura do Apéndice D






37

CAPITULO

ESTUDOS DE SIMULACAO

No capitulo anterior, apresentamos a proposta de considerar a fun¢do de verossimilhancga
original em conjunto com o algoritmo No-U-Turn (NUTS) para a estimagio bayesiana dos
parametros. Este capitulo, por sua vez, dedica-se a apresentar trés estudos de simulagdo com o
objetivo de avaliar a eficicia do método de estimacao proposto. Esses estudos buscam verificar a
capacidade do método em recuperar os verdadeiros valores dos parametros, além de explorar a

sensibilidade da distribui¢do a priori em relacdo aos parametros associados a assimetria.

A avaliacdo do método proposto inclui uma comparagdo com o método conhecido como
Integrated Nested Laplace Approximation (INLA). Por fim, investigamos uma abordagem eficaz
para detectar observacdes outliers. Nesse contexto, realizamos uma andlise comparativa de
desempenho entre dois residuos amplamente reconhecidos na detec¢do de outliers, aplicados
ao modelo skew-probito padrao. Esses estudos proporcionam uma compreensao abrangente da
consisténcia do método proposto, considerando diferentes cendrios de simula¢do e comparando-o

com uma abordagem estabelecida na literatura.

Ao longo deste capitulo, calculamos algumas métricas, como o RMSE e o viés, cujas

expressdes podem ser obtidas pelas equacdes (2.13) e (2.14), respectivamente.

3.1 Estudo comparativo da recuperacao de parametros
no processo de estimacao, utilizando diferentes dis-

tribuicoes a priori para o parametro de assimetria.

Nesta sec¢do, apresenta-se um estudo de simulagdo com o propdsito de avaliar tanto a
recuperacao dos parametros quanto a sensibilidade das distribui¢des a priori. O objetivo deste
estudo € determinar a melhor configuracdo de distribui¢des a priori para os parametros do

modelo descrito nas equacdes (2.3) e (2.4), a0 mesmo tempo que avaliamos a eficicia do método
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de estimacdo na recuperacao dos valores verdadeiros desses parametros.

A configuragdo do modelo utilizada para gerar os dados foi previamente descrita no
capitulo anterior. Supomos que 8 ~ U (—1,1) ou & ~ N(0, 63). Trés valores distintos para 6 sio
considerados: 1, 4, e 100. Exploramos, ainda, cendrios nos quais utilizamos distribui¢des a priori
informativas. Se houver conhecimento empirico sobre o parimetro 9, € possivel contemplar
distribui¢des a priori informativas. Por exemplo, se 6 < 0, podemos supor que  ~ U(—1,0)
oué ~U(0,1), caso 8 > 0. Outras possibilidades também podem ser consideradas, como a

hipétese de O ser préximo de 1, o que nos levaria a assumir § ~ Beta(7,1).

Vamos considerar duas covaridveis independentes simuladas, representadas por xj; ~
U (—3,3) e xp; ~ Bernoulli(0,7),onde i = 1,2, ..,n. Fixamos os coeficientes By =0, 1, f; = 0,5
e B = —0,65. Através dos vetores xy; € xp;, geramos 1000 réplicas de uma varidvel aleatéria
Bernoulli y; por meio do modelo skew-probito padrao, considerando 1; = By + Bix1; + Boxai

como o preditor linear.

Nesse contexto, exploramos oito cendrios distintos que envolvem quatro tamanhos
amostrais diferentes, n = {50,500, 1000,5000}, e dois valores distintos para o parAmetro 6 =
{0,71,0,98}. Essa abordagem nos permite investigar as variagdes nos resultados conforme

alteramos o tamanho da amostra e o valor do parAmetro 6 em oito situacdes distintas.

Uma varidvel de resposta desbalanceada, com uma baixa proporcao de uns € esperada
quando o = 4,5, enquanto uma variavel resposta balanceada € esperada quando @ = 1, com uma
propor¢ao de valores iguais a 1 proxima de 0,5. Ressalta-se que o cendrio oposto, representado

por & = —4,5, é omitido, visto que € andlogo ao caso em que o =4, 5.

A Tabela 2 apresenta o viés calculado para a estimativa dos parametros 3y, B, B2, a, ¢
0, variando as configuragdes das distribui¢cdes a priori de o € 0. Ja na Tabela 3, sdo exibidas as
probabilidades de cobertura dos pardmetros By, B, B2, &, e 8, considerando distintos tamanhos
amostrais e configuragdes das distribuicdes a priori. Os intervalos com 95% de credibilidade sdo

calculados para cada réplica.

Na Tabela 4, encontram-se os valores do RMSE (raiz do erro quadratico médio) para os
parametros fBy, B, B2, &, e 9, variando as configuragdes das distribuicdes a priori para & e 6.
Os parametros sao estimados no estudo de simulagdo com base na abordagem bayesiana e uma
extensao do método Hamiltoniano Monte Carlo (HMC), conhecida como algoritmo No-U-Turn
(NUTS), conforme proposto por Hoffman, Gelman et al. (2014). A convergéncia das cadeias de

Markov € avaliada utilizando a estatistica ﬁ, conforme sugerido por Gelman, Rubin et al. (1992).



Tabela 2 — Viés das estimativas dos pardmetros &, Bo, B1, B> ¢ 8 para diferentes tamanhos amostrais e configuragdes de distribui¢des a priori.

a=4,5
n=>50 n =500
Prioris o o) Bo [31 ﬁz (04 0 ﬁ() ﬁ] ﬁz
§~U(—1,1) 3,459 0,978 0,494 0,116 0,092 3,449 0,575 0,363 0,017 0,043
o ~N(0,100) 1,180 0,981 0,475 0,279 0,269 1,907 0,657 0,453 0,076 0,045
o ~N(0,4) 4,598 1,215 0,586 0,187 0,198 3,108 0,384 0,304 0,025 0,011
o~ N(0,1) 4,526 1,038 0,606 0,089 0,023 4,081 0,639 0,422 0,018 0,050
o~U(0,1) 2,120 0,276 0,324 0,139 0,097 2,648 0,210 0,275 0,019 0,047

8 ~Beta(7,1) 0,803 0,041 0,102 0,203 0,146 1,141 0,043 0,100 0,015 0,018
n = 1000 n = 5000

o~U(-1,1) 2,537 0,311 0,263 0,013 0,027 0,459 0,014 0,034 0,005 0,005
o ~N(0,100) 0,239 0,283 0,196 0,027 0,023 0,241 0,002 0,010 0,001 0,003
o~N(0,4) 2,214 0,154 0,178 0,016 0,016 0,732 0,014 0,034 0,009 0,011
o~N(0,1) 3,602 0,379 0,362 0,012 0,038 1,797 0,043 0,100 0,018 0,019
§~U(0,1) 2,058 0,144 0,214 0,010 0,030 0,395 0,010 0,026 0,005 0,007
0 ~Beta(7,1) 0,834 0,032 0,085 0,011 0,011 0,285 0,007 0,020 0,005 0,006
a=1
n=>50 n =500
Prioris o o) Bo [31 [))2 o 0 [3() B] Bz

§~U(—1,1) 0,301 0,745 0,083 0,095 0,106 1,019 0,737 0,130 0,005 0,001
o ~N(0,100) 1,995 0,782 0,019 0,289 0,307 2,580 0,921 0,312 0,139 0,120
o ~N(0,4) 1,260 0,931 0,137 0,155 0,190 1,083 0,762 0,143 0,069 0,066
(0,1) 1,064 0,777 0,130 0,068 0,072 1,018 0,724 0,128 0,004 0,003

n = 1000 n = 5000

5~U(—1,1) 0,952 0,671 0,123 0,003 0,010 0,705 0,499 0,089 0,025 0,036
o ~N(0,100) 1,752 0,732 0,205 0,109 0,102 0,402 0,377 0,035 0,022 0,018
o ~N(0,4) 0,847 0,627 0,112 0,056 0,054 0,475 0,398 0,049 0,012 0,006
o~N(0,1) 0,900 0,629 0,110 0,000 0,000 0,652 0,463 0,083 0,013 0,023

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 3 — Probabilidade de cobertura dos intervalos com 95% de credibilidade associados aos pardmetros o, By, B1, B2 € 8 para diferentes tamanhos amostrais e

configuragdes de distribuicdes a priori.

=45

n =50 n=1500
Prioris o 6 Po P 5 o 6 Po B 52
S~U(—1,1) 0,186 0,186 0,723 0,855 0,827 0,576 0,576 0,728 0,980 0,948
o ~N(0,100) 0,518 0,518 0,474 0,532 0,511 0,726 0,726 0,712 0,766 0,923
o~ N(0,4) 0,110 0,110 0,791 0,878 0,852 0,590 0,590 0,834 0,987 0,954
o~ N(0,1) 0,000 0,000 0,744 0,926 0,908 0,000 0,000 0,509 0,996 0,945
§~U(0,1) 0,555 0,555 0,731 0,777 0,772 0,682 0,682 0,822 0,974 0,939
8~ Beta(7,1) 0,684 0,684 0,655 0,663 0,655 0,929 0,929 0,925 0,946 0,928

n = 1000 n = 5000
§~U(=1,1) 0,704 0,704 0,772 0,992 0,958 0,910 0,910 0,929 0,971 0,949
o ~N(0,100) 0,837 0,837 0,841 0,857 0,933 0,939 0,939 0,942 0,946 0,945
a~N(0,4) 0,724 0,724 0,860 0,988 0,957 0,891 0,891 0,924 0,947 0,943
a~N(O,1) 0,000 0,000 0,477 0,995 0,967 0,074 0,074 0,707 0,911 0,945
o~U(0,1) 0,727 0,727 0,833 0,984 0,958 0,922 0,922 0,942 0,963 0,952
8~ Beta(7,1) 0,923 0,923 0,913 0,942 0,949 0,937 0,937 0,950 0,949 0,948

a=1

n=>50 n=1500
Prioris o 6 Po P 5 o 6 Po B 52
S§~U(—1,1) 0,936 0,936 0,886 0,901 0,885 0,992 0,992 0,976 0,997 0,977
o ~N(0,100) 0,625 0,625 0,608 0,586 0,592 0,668 0,668 0,681 0,710 0,915
o~ N(0,4) 0,970 0,970 0,937 0,908 0,905 0,989 0,989 0,981 0,980 0,963
a~N(0,1) 0,994 0,994 0,924 0,939 0,931 0,999 0,999 0,981 0,997 0,974

n = 1000 n = 5000
o~U(—-1,1) 0,981 0,981 0,980 0,999 0,980 0,962 0,962 0,969 1,000 0,992
o ~N(0,100) 0,695 0,695 0,709 0,743 0,897 0,948 0,948 0,948 0,977 0,987
a~N(0,4) 0975 0,975 0,975 0,993 0,962 0,964 0,964 0,963 0,989 0,994
a~N(O,1) 0,997 0,997 0,984 0,998 0,972 0,972 0,972 0,974 1,000 0,995

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 4 — RMSE dos pardmetros «, By, 1, B2 ¢ 8 para diferentes tamanhos amostrais e configuragdes de distribui¢des a priori.

a=4,5
n=>50 n =500
Prioris o o ﬁ() ﬁl Bz o o ﬁ() ﬁ] ﬁz
o~U(—-1,1) 6,118 1,061 1,068 0,388 1,094 4,823 0,684 0,415 0,054 0,184
o ~N(0,100) 10,359 1,386 1,231 0,437 1,202 7,784 1,125 0,812 0,145 0,216
o ~N(0,4) 4,899 1,364 1,352 0,461 1,515 3,349 0,654 0,396 0,061 0,191
o~ N(0,1) 4,549 1,064 1,129 0,353 1,047 4,099 0,700 0,449 0,053 0,181
o~U(0,1) 4,705 0,310 0,916 0,444 1,027 6,278 0,245 0,334 0,057 0,182

8 ~ Beta(7,1) 7,000 0,057 0,830 0,451 1,042 4,144 0,056 0,208 0,057 0,194
n = 1000 n = 5000

o~U(-1,1) 3,911 0,442 0,323 0,041 0,132 1,198 0,045 0,080 0,021 0,059
o ~N(0,100) 5,294 0,735 0,507 0,094 0,151 1,224 0,027 0,058 0,021 0,059
o ~ N(0,4) 2,467 0,362 0,252 0,042 0,136 1,007 0,028 0,070 0,021 0,059
o ~N(0,1) 3,636 0,450 0,382 0,041 0,128 1,850 0,054 0,121 0,025 0,062
8§~U(0,1) 4,682 0,188 0,269 0,040 0,125 1,141 0,021 0,067 0,020 0,060
0 ~ Beta(7,1) 3,810 0,047 0,156 0,042 0,132 1,065 0,016 0,060 0,020 0,060
a=1
n=1>50 n =500
Prioris o 9] ﬁ() [)’1 Bz o o ﬁ() B] Bz

§~U(—1,1) 3,772 0,815 0,623 0,282 0,744 1,239 0,837 0,217 0,055 0,166
o ~N(0,100) 10,313 1,243 1,065 0,421 1,043 5,670 1,283 0,630 0,165 0,238
o ~ N(0,4) 1,751 1,099 0,668 0,333 0,821 1,766 1,039 0,311 0,123 0,199
(0,1) 1,100 0,801 0,543 0,249 0,666 1,118 0,812 0,196 0,050 0,164

n = 1000 n = 5000

§~U(—1,1) 1,195 0,792 0,186 0,046 0,121 0,914 0,623 0,129 0,038 0,067
o ~N(0,100) 4,251 1,132 0,508 0,135 0,180 1,137 0,695 0,180 0,037 0,065
o ~ N(0,4) 1,644 0,948 0,274 0,075 0,144 1,039 0,675 0,159 0,031 0,061
o~ N(0,1) 1,052 0,753 0,160 0,037 0,119 0,908 0,632 0,127 0,029 0,060

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para determinar a melhor configuracdo da distribuicio a priori para os parametros de
assimetria, avaliam-se 0 RMSE mais baixo, o menor viés e a probabilidade de cobertura mais
proxima a 95%. Se o RMSE diminui, o viés diminui e a probabilidade de cobertura aumenta a
medida que o tamanho da amostra cresce, indicando que o processo de estimagao sugerido é
eficaz na recuperagdo dos verdadeiros valores dos parametros. Além disso, analisa-se em qual

distribui¢do a priori os critérios de selecdo de modelo apresentam os menores valores.

A eficicia da probabilidade de cobertura é maior quanto mais préxima estiver do coefici-
ente de confianca considerado. Por exemplo, uma probabilidade de cobertura de 0,94 € melhor

do que 0,99 se o coeficiente de confianca for 0,95.

De acordo com as Tabelas 2, 3 e 4, 0 método de estimacdo demonstra um bom desempe-
nho na recuperagdo dos valores reais dos paradmetros, uma vez que o RMSE diminui a medida
que o tamanho da amostra aumenta, independentemente da escolha da distribuicdo a priori. O
viés também diminui com o aumento do tamanho da amostra, independentemente da distribui¢do
a priori considerada. A probabilidade de cobertura aumenta a medida que o tamanho da amostra
aumenta e atinge estabilidade acima de 0,90, oscilando ligeiramente acima desse nivel. Nota-se

que, na maioria dos casos, a probabilidade de cobertura ndo atinge 0, 95.

O RMSE para a estimagio dos pardmetros 6 ¢ o é mais alto do que o RMSE para
B. Independentemente da escolha da distribui¢do a priori para o ou &, o RMSE € sempre
menor para 0. Para o caso desbalanceado, a distribui¢do a priori oo ~ N(0,1) apresenta um
RMSE menor para os pardmetros o, 31 e B, quando o tamanho da amostra € 50. No entanto,
essa distribuicdo a priori apresenta um RMSE mais elevado para o parametro de assimetria
a, sugerindo que o método de estimacao proposto ndo é adequado para tamanhos amostrais
pequenos. Para outros tamanhos amostrais, a distribui¢do a priori a ~ N(0,4) é recomendada.
No entanto, para tamanhos amostrais maiores, a distribui¢ao a priori o ~ N(0,4) ainda possui
um RMSE menor, mas sem ganhos significativos. O viés das estimativas de o e d é maior do
que o viés dos pardmetros B, exceto quando distribui¢des a priori informativas sdo consideradas.
Para tamanhos de amostra acima de 500, o viés € menor na maioria dos parametros quando se

utiliza a distribui¢@o a priori N(0,4).

Para o0 = 4,5, a probabilidade de cobertura é inferior a 50% em muitos dos cendrios
apresentados, especialmente quando se utiliza a distribui¢do a priori a ~ N(0, 1), que apresenta
uma probabilidade de cobertura de 0% para os pardmetros de assimetria em quase todos os
tamanhos de amostra. A probabilidade de cobertura dos parametros de assimetria € maior quando
se assume a distribui¢do a priori a ~ N(0,100). O intercepto do modelo apresenta uma maior
probabilidade de cobertura quando a distribui¢do a priori o ~ N(0,4) é considerada. Para os
outros coeficientes, a distribui¢do a priori oo ~ N(0, 1) resulta em uma melhor probabilidade de
cobertura em comparagdo com outras op¢des. Além disso, se houver conhecimento empirico
sobre o pardmetro § e ele for positivo e préximo de 1, a distribui¢do a priori, & ~ Beta(7,1)

pode ser considerada.



3.1. Estudo comparativo da recuperagdo de pardmetros no processo de estimacdo, utilizando diferentes
distribui¢des a priori para o pardmetro de assimetria. 43

Adicionalmente, diferentes critérios de comparagdo de modelos sdo calculados para dife-
rentes cendrios. Os critérios WAIC e DIC sdo calculados em cada réplica, conforme demonstrado

na Tabela 5, do seguinte modo:

1000
pIC=——Y DIC; 3.1
1000 & PG (3.1)
1000
WAIC = —— Y WAIC; 3.2
1000 ; ’ G2

onde DIC; e WAIC; sao os valores dos respectivos critérios de selecdo de modelos calculada na i

- ésima réplica.



Tabela 5 — DIC e WAIC para diferentes tamanhos amostrais e configuracdes de distribui¢des a priori.

a=4,5
Prioris n=>50 n =500 n = 1000 n = 5000
DIC WAIC DIC WAIC DIC WAIC DIC WAIC
o~U(—1,1) 50,794 51,456 485,198 485,343 967,739 967,887 4870,194 4870,254
o ~N(0,100) 49,664 50,081 483,194 483,479 966,547 966,786 4869,657 4869,729
o~ N(0,4) 51,144 51,841 485,111 485,251 967,289 967,385 4869,909 4869,944
o ~N(0,1) 50,786 51,527 485,820 485,910 969,437 969,492 4874,076 4874,098
o~U(0,1) 50,305 50,924 485,256 485,405 970,012 970,154 4871,751 4871,813
0 ~ Beta(7,1) 49,806 50,350 483,943 484,117 966,522 966,675 4871,427 4871,489
a=1
Prioris n=>50 n =500 n = 1000 n = 5000
DIC WAIC DIC WAIC DIC WAIC DIC WAIC
0~U(—1,1) 54,654 55,328 520,799 520,926 1040,952 1041,034 5235,177 5235,196
o ~N(0,100) 53,659 54,140 521,471 521,796 1042,092 1042,319 5235,855 5235,886
o~ N(0,4) 54,875 55,594 522,063 522,212 1041,134 1041,232 5235,531 5235,555
o~ N(0,1) 54,943 55,655 520,800 520,894 1041,712 1041,766 5235,142 5235,159

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2. Um estudo comparativo entre dois métodos de estimagdo 45

Se for considerada uma distribui¢do a priori normal com variancia grande para o, obtém-
se um valor menor de DIC e WAIC, embora a diferenca em relagdo a uma distribuicao a priori
o ~ N (0,4) ndo seja significativa, o que ndo ocorre no caso balanceado (@ = 1), A seguir,
os resultados apresentados nesta secao sdo comparados com o método INLA, o qual pode ser

utilizado para estimar os parametros do modelo skew-probito.

3.2 Um estudo comparativo entre dois métodos de esti-
macao

O estudo de simulacdo conduzido na secdo 3.1 revela que a melhor configuracao de
distribui¢do a priori é considerar & ~ N (0,4). Também podemos obter as estimativas do modelo
skew-probito padronizado usando o método INLA (Integrated Nested Laplace Approximation)
(ver Rue, Martino e Chopin (2009)).

Nesta secdo, estamos interessados em comparar a performance do pacote rstan (No-U-
Turn Sampler algorithm) com o pacote R - INLA (Laplace integration). Quatro tamanhos de

amostra foram considerados n = (100,500, 1000, 5000). O preditor linear é dado por

ni = Po+ Bix1i

onde x1; ~ U (=3,3),i=1,2,...,n¢ fixe By = —0,25, B; = 0,5 e o =4,5. Com essas especifi-
cagoes, 1000 conjuntos de dados ndo balanceados sao gerados usando o modelo skew-probito

padronizado.

Depois que os conjuntos de dados sdo simulados usando o modelo skew-probito, o pro-
cesso de estimacao € realizado usando os pacotes rstan e R-INLA. Para comparar a eficiéncia dos
dois métodos, sdo calculados o RMSE (raiz do erro quadratico médio) e o viés. As distribui¢des

a priori consideradas sao

e B ~N(0,10000),i =0,1¢

e ax~N(0,4).

As cadeias de Markov sdo amostradas com 20.000 iteragdes, com 10.000 iteracdes de
burn-in e espagamento 1, e a convergéncia é avaliada através da estatistica R. O tempo gasto no
processo de estimativa dos parametros com cada um dos dois pacotes usados neste estudo de

simulagdo é registrado.

A Tabela 6 mostra os resultados de RMSE e viés para diferentes tamanhos de amostra,
dois pacotes de linguagem R e duas funcdes de perda especificas para os parametros e o tempo
médio gasto pelo modelo padrdao skew - probito em diferentes tamanhos de amostra e para dois
pacotes da linguagem de programacdo R, que utilizam diferentes estratégias de estimacao de

parametros.
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Tabela 6 — RMSE ¢ o viés dos pardmetros &, By, B e 6 para diferentes formas de estimar o modelo skew

- probito padrio e tempo médio (segundos) gasto pelo modelo skew - probito padronizado nas
estimativas em diferentes abordagens e tamanhos de amostra.

n =100
Funcdo de rstan R-INLA
Perda Absoluta Quadrdtica Absoluta Quadrdtica
RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés
Bo 0,544 0,489 0,640 0,587 0,524 0,522 0,527 0,524
Bi 0,148 0,057 0,155 0,071 0,134 0,100 0,130 0,094
o 4,503 4,425 4,489 4,437 4,339 4,328 4,380 4,383
0 1,089 0,953 0,980 0,959 0,864 0,734 0,880 0,840
Tempo 41,260 4,117
n=>500
Funcao de rstan R-INLA
Perda Absoluta Quadrdtica Absoluta Quadrdtica
RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés
Bo 0,334 0,297 0,383 0,382 0,540 0,540 0,541 0,540
B 0,053 0,009 0,043 0,015 0,147 0,140 0,144 0,137
o 3,493 3,330 3,496 3,496 4,043 4,043 4,124 4,115
o 0,628 0,413 0,660 0,660 0,533 0,366 0,610 0,519
Tempo 184,282 4,049
n = 1000
Fungao de rstan R-INLA
Perda Absoluta Quadrdtica Absoluta Quadrdtica
RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés
Bo 0,243 0,201 0,300 0,255 0,546 0,545 0,546 0,546
Bi 0,037 0,004 0,036 0,005 0,160 0,156 0,157 0,153
o 2,727 2,513 2,874 2,662 3,901 3,893 3,969 3,961
o 0,363 0,188 0,502 0,412 0,340 0,215 0,424 0,331
Tempo 355,108 7,143
n = 5000
Funcao de rstan R-INLA
Perda Absoluta Quadrdtica Absoluta Quadrdtica
RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés
Bo 0,069 0,048 0,078 0,056 0,553 0,553 0,553 0,553
Bi 0,018 0,006 0,018 0,006 0,181 0,180 0,180 0,179
o 1,115 0,870 1,113 0,843 3,724 3,722 3,741 3,740
o 0,028 0,017 0,058 0,031 0,08 0,075 0,109 0,091
Tempo 1616,309 18,799

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Tabela 6 demonstra que, no contexto da estimativa de pardmetros para o modelo de
regressao skew-probito padrio, o uso do pacote R-INLA requer que a mediana a posteriori seja
considerada, pois a recuperagao dos parametros é mais eficaz quando comparada a utilizacao da
média a posteriori. Para o pacote rstan, também € aconselhdvel considerar a mediana a posteriori
durante o processo de estimagdo do modelo de regressdo skew-probito padrado, visto que isso
resulta em uma recuperacio mais precisa dos verdadeiros valores dos pardmetros, em contraste
com a utilizacdo da média a posteriori. Além disso, os valores de RMSE e viés sdo menores

nesse cenario.

De forma geral, observa-se que o pacote R-INLA exibe menor eficiéncia em relagdo a
estimativa de parametros para o modelo de regressao skew-probito padrao quando o tamanho da
amostra ultrapassa 500. Por outro lado, o tempo de processamento € maior ao utilizar o pacote
rstan. O pardmetro de assimetria 6 deve ser destacado, pois é melhor recuperado no processo de

estimacao pelo pacote R-INLA, exceto quando n = 5000.

Ambos os pacotes da linguagem de programacao R demonstram ser eficazes na recupera-
¢ao de parametros de assimetria, pois as estimativas de RMSE e viés diminuem a medida que
o tamanho da amostra aumenta. Por outro lado, quando consideramos o método INLA, o viés
e 0 RMSE associados aos coeficientes 3y e f; aumentam a medida que o tamanho da amostra

aumenta.

Na préxima secao, exploramos técnicas de deteccao de outliers no contexto do modelo

skew-probito padrao.

3.3 Um estudo comparativo sobre a deteccao de outliers

em dois residuos.

Uma das técnicas mais uteis para a detecc@o de outliers € a anélise de residuos. Esta
secdo se dedica a comparacdo de dois residuos amplamente conhecidos, anteriormente definidos

no Capitulo 2: o residuo studentizado e o residuo quantilico.

A performance dos residuos quantilico e studentizado na deteccdo de observagdes
induzidas como outliers € investigada por meio de um estudo de simulacdo. O objetivo é
comparar o comportamento dos residuos mencionados acima no modelo de regressdao skew-
probito padrao. Simulamos 1000 conjuntos de dados de tamanho 1000 com base no modelo
skew-probito padrdo, com vetor de coeficientes B = (S, B1)", covaridvel x; e parimetro de

assimetria &. O modelo simulado pode ser descrito como

yilB,a %S Bernoulli (pi),
pi=Fa (M), (3.3)
ni = Po+ Bix1i,
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onde Fy (.), indica a fun¢do de distribui¢do acumulada de uma varidvel aleatéria skew - normal

padrio, e a covaridvel é gerada como x; ~ U (—3,3).

Trés valores diferentes para os parametros sao assumidos para a obtencao de trés situagdes

especificas.

(a) Quando By =—1,5, B =0,5e a = —4,5, a varidvel resposta y com uma propor¢ao média
de uns sendo 0,316.

(b) Para By =0,3, By =0,5e a =1, a varidvel resposta y é gerada com uma propor¢ao média
de uns sendo 0,553.

(c) Considerando By = 1,25, By = 0,5 e o = 4,5, a varidvel resposta y é gerada com uma

proporc¢do média de uns sendo 0, 649.

Depois de gerados os conjuntos de dados, sdo induzidas perturbacdes em determinadas
percentagens das observagdes, sdo elas 1%, 2%, 3%, 4% e 5%. Existem trés possibilidades para
definir o parametro e 5 valores para porcentagens de pertubacdo de uma amostra. Isso produz
um total de 15 cendrios neste estudo de simulagdo. Trés tipos de perturbagdes sdao usados no

conjunto de dados.

Pertubacio tipo A aplica - se ao caso em que o = —1,5, By =0,5¢ o« = —4,5 (caso
desbalanceado, onde hd uma propor¢ao menor de uns). O procedimento consiste nos seguintes

passos

e organize o vetor X em ordem crescente;

e escolhaos W = % * 1000 menores indices de tal forma que y = 0, onde k € a porcentagem

de observacgdes perturbadas na amostra e

e para os W valores do segundo item, troque y = 0 por y = 1.

Pertubacio tipo B aplica - se ao caso em que By = 1,25, fp = 0,5 ¢ o = 4,5 (caso

desbalanceado, onde ha uma maior propor¢ado de uns). O procedimento nos seguintes passos:

e organize o vetor X em ordem decrescente;
e escolhaos W = % * 1000 maiores indices tal que y =1¢e

e para os W valores do segundo item, troque y = 1 por y = 0.

Pertubacio tipo C aplica - se ao caso, quando By = 0,3, By = 0,5 ¢ a = 1 (caso

balanceado). O procedimento consiste nos seguintes passos:
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Calcule o valor W = % x 1000, onde k € a porcentagem da amostra que se tem interesse

em perturbar;

Ordene o vetor X em ordem decrescente;

Escolha os % indices mais altos, tal que y = 1;

Para os % individuos selecionados no item anterior, troque y = 1 por y = 0;

Ordene o vetor X em ordem crescente;

fixe os % menores indices, tal que y=0¢e

para as % observacdes fixadas no item anterior, troque y =0 pory = 1.

As estimativas realizadas durante o estudo de simulag¢do sdao obtidas usando a biblioteca
rstan da linguagem de programacdo R (veja Stan Development Team (2019) para mais detalhes).
Para cada modelo ajustado, uma cadeia de Markov com 10000 iteracdes e espacamento de 1 entre
as amostras coletadas foi gerada. A Tabela 7 mostra a porcentagem de observagdes perturbadas
detectadas tanto no residuo studentizado, como no residuo quantilico aleatorizado para diferentes
valores dos parametros e diferentes porcentagens de perturbacido da amostra. Também o tempo
computacional médio gasto para estimar o modelo. O residuo com a maior porcentagem de

observacdes perturbadas detectadas € considerado o mais eficiente.

Os resultados do estudo de simulagdo na Tabela 7 revelam que o residuo quantilico
aleatorizado € mais eficiente do que o residuo studentizado para o modelo skew-probito, con-
siderando diferentes cendrios de perturbacao (caso desbalanceado: Perturbagdo tipo A e B e
caso balanceado: Perturbacao tipo C) e diferentes porcentagens de outliers induzidos. O residuo
studentizado ndo detecta outliers do tipo B e possui uma porcentagem de detec¢do pequena para
o tipo A, diminuindo a medida que a porcentagem de outliers induzidos aumenta e sendo ainda
menor no caso balanceado, considerando a perturbacado do tipo C. Com base nesses resultados,
recomendamos fortemente o uso do residuo quantilico aleatorizado para o modelo skew-probito.
Este residuo apresenta uma porcentagem de detec¢do proxima a 70% no caso balanceado e pode
diminuir sua deteccido a medida que a porcentagem de observacdes perturbadas aumenta no caso
desbalanceado. Novos mecanismos de perturbacdo de observacao podem ser considerados em

futuros estudos de simulagdo.
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Tabela 7 — Porcentagem de observacdes perturbadas detectadas pelo residuo studentizado e residuo
quantilico aleatorizado para diferentes valores dos parametros e diferentes porcentagens de
perturbacéo na amostra.

Perturbagio tipo A, By = —1,5, 1 =0,5e aa = —4,5

Porcentagem de Numero de Detec¢ao: Detec¢ido: Tempo
outliers induzidos outliers induzidos residuo residuo (segundos)
studentizado (%) quantilico (%)
1% 10 26,83 73,17 52,57
2% 20 4,59 95,42 53,20
3% 30 7,89 89,51 56,28
4% 40 10,04 67,69 56,28
5% 50 9,85 54,15 48,39
Perturbag@o tipo B, By = 1,25, B =0,5e o« = 4,5
Porcentagem de Numero de Deteccao: Deteccao: Tempo
outliers induzidos outliers induzidos residuo residuo (segundos)
studentizado (%) quantilico (%)
1% 10 0,00 68,08 58,20
2% 20 0,00 50,08 58,51
3% 30 0,00 33,48 54,84
4% 40 0,00 25,11 54,26
5% 50 0,00 20,09 54,29
Perturbacio tipo C, Bp = 0,3, B1 =0,5e o =1
Porcentagem de Numero de Detec¢ao: Detec¢ao: Tempo
outliers induzidos outliers induzidos residuo residuo (segundos)
studentizado (%) quantilico (%)
1% 10 35,09 64,91 49,06
2% 20 26,80 73,21 49,71
3% 30 27,59 72,41 53,19
4% 40 26,23 73,77 52,38
5% 50 21,86 78,13 52,58

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

APLICACAO

Vamos ilustrar os resultados obtidos no capitulo anterior, através de uma aplicacao.

4.1 Conjunto de dados e Selecao de Modelos

O conjunto de dados refere-se a membros do sexo feminino de uma populacdo indigena
que reside no estado do Arizona, nos Estados Unidos. Estudos indicam que essa populagdo
apresenta uma alta incidéncia de diabetes durante a gravidez. O banco de dados original pode ser
baixado do pacote mlbench com o nome PimalndiansDiabetes2. Para mais detalhes, consulte
Leisch e Dimitriadou (2010) e Newman et al. (1998).

Neste estudo, consideramos seis varidveis explicativas e uma varidvel dependente. O
conjunto de dados possui 768 observacdes. Observacdes com dados faltantes sdo excluidas, re-
sultando em 724 individuos remanescentes, uma reducao de apenas 5,73% em relagdo aos dados
originais. A varidvel dependente € o diabetes, classificada em dois niveis, onde 1 corresponde
a presenca de diabetes (34,4% dos casos) conforme o exame, e 0 indica auséncia (65,6% dos

casos).

Para fins de comparacdo com o modelo proposto, também ajustamos o modelo de
regressdo com resposta bindria e funcao de ligacdo probito e logito. Além disso, exploramos o
modelo skew-probito sem intercepto, uma vez que o intercepto do modelo skew-probito tem
sido objeto de discussdo em artigos sobre o tema, devido a sua identificabilidade em alguns tipos
especificos de funcao de ligacdo skew-probito, conforme discutido, por exemplo, por Naranjo,

Pérez e Martin (2019). O modelo skew-probito para esses dados é:

yi % Bernoulli (p;),

4.1)
pi=Fa(Mi).

ondei=1,2,...,724 e F,; denota a funcao de distribui¢do acumulada de uma varidvel aleatoria
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que segue uma distribuicdo skew-normal padrao com vetor de pardmetros

o_ [ V2a T+ mo? o
T+ (r—2)0? T+ (r—2)a?’

O preditor linear € definido pela expressao

6
ni=Bo+ Y Bjxji, (4.2)
J=1

onde i = 1,2,...,724, x1; € o numero de gestacdes ("pregnant'na base de dados), x»; € a concen-
tracao de glicose no sangue ("glucose"), x3; € o indice de massa corpdrea do individuo ("mass"),
x4; € a pressdo diastolica ("pressure"), x5; € um escore que classifica a probabilidade de diabetes
com base no histdrico familiar ("pedigree") e xg; € a idade ("age"). Neste caso, as distribui¢des a
priori B; ~ N (0,10000), j =0,1,....,6 e & ~ N (0,4) sdo consideradas. Os modelos sao imple-
mentados usando a linguagem R, especificamente o pacote rstan (Gelman, Lee e Guo (2015)).
Para obter convergéncia via MCMC, usamos uma cadeia, 5.000 iteragdes sdo realizadas com
2.500 de aquecimento, sem espagamento. Para verificar a convergéncia da cadeia de Markov, a
estatistica de Gelman-Rubin (Gelman, Rubin ez al. (1992)) € utilizada. O cédigo utilizado esta

disponivel no Apéndice A.

A Tabela 8 apresenta as estimativas dos modelos propostos. A mediana a posteriori é con-
siderada, e cada estimativa € acompanhada de seu respectivo intervalo com 95% de credibilidade.
A convergéncia da cadeia de Markov pode ser assegurada pela estatistica de Gelman-Rubin, pois
¢ igual a 1 para todos os parametros. O DIC e WAIC também sdo apresentados na Tabela 8 para
cada modelo. Portanto, o modelo mais adequado € aquele cuja funcao de ligagcdo é skew-probito

padrdo com intercepto.

Conforme mencionado por Henderson et al. (2016), valores mais baixos de DIC implicam
em melhores ajustes de modelo. Seguindo uma regra geral sugerida por Carlin e Louis (2008),
a qual indica que diferencas significativas entre os valores de DIC comecam em diferencas
superiores a trés a cinco. Portanto, hd evidéncias de que o modelo de regressao com resposta
bindria e fun¢do de ligacdo skew-probito € o mais justificidvel para esses dados, dentre os modelos

propostos.

A Figura 2 exibe a curva de probabilidade para os diferentes modelos apresentados na
Tabela 8. A curva de probabilidade para os modelos probito e logito € simétrica em torno do
ponto 1 = 0. A curva de probabilidade para o modelo skew-probito situa-se abaixo das curvas
do modelo probito e logito e cruza a linha vertical n = 0 quando a probabilidade de sucesso é
inferior a 0,5. A curva de probabilidade do modelo skew-probito sem o intercepto quase coincide

com a do modelo skew-probito com intercepto.
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Tabela 8 — Estimativa dos parametros do modelo para dados de diabetes.

Modelo Modelo
Modelo probito Modelo Logito skew - probito skew - probito sem
intercepto
Variavel Parametro Estimativas Estimativas Estimativas Estimativas
Intercepto Bo -5,29 [-6,20; -4,44]  -9,08 [-10,73; -7,46] -6,97 [-8,26;-5,76]
Pregnant By 0,07 [ 0,03; 0,11] 0,12 0,05; 0,19] 0,09 [ 0,04; 0,15] 0,09 [0,05; 0,14]
Glucose B> 0,02 [ 0,02; 0,02] 0,04 [ 0,03; 0,04] 0,03 [ 0,02; 0,03] 0,02 [0,01; 0,02]
Mass B3 0,05 [ 0,04; 0,07] 0,09 [ 0,06; 0,12] 0,08 [ 0,05; 0,10] 0,02 [0,00; 0,04]
Pressure Ba -0,01 [-0,02; 0,00] -0,01 [-0,03; 0,01] -0,01 [-0,02; 0,011  -0,05 [-0,06; -0,03]
Pedigree Bs 0,48 [0,14; 0,81] 0,98 [ 0,37; 1,58] 0,81 [ 0,34; 1,29] 0,38 [-0,04; 0,81]
Age Be 0,01 [0,00; 0,02] 0,02 [ 0,00; 0,04] 0,02 [ 0,00; 0,03] 0,00 [-0,01; 0,02]
Parametro de o 323[1,49;549]  3,05[1,72;5,04]
assimetria
DIC 686,93 687,60 679,06 834,60
WAIC 687,38 687,88 679,59 834,95

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 9 apresenta as estimativas dos parametros para os modelos completo e reduzido.

Comparando estes modelos usando os critérios de selecao de modelos DIC e WAIC, a covaridvel

pressure (pressao diastélica) ndo € significativo para prever se cada individuo tem diabetes ou nio.

No entanto, ndo ha ganho significativo ao excluir essa varidvel. O modelo completo € escolhido

como o modelo adequado, dentre os modelos ajustados.
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Figura 2 — Curva de probabilidade para os diferentes modelos ajustados na Tabela 8. Fonte: Elaborada
pelo autor.
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Tabela 9 — Comparacio das estimativas do modelo completo com os modelos reduzidos.

Variavel Parametro Modelo Modelo sem Modelo sem Modelo sem
completo a variavel a variavel a variavel
pressure age pressure e age
Intercepto Bo -6,97 [-8,26; -5,76]  -7,23 [-8,35;-6,07] -6,78 [-8,10; -5,47] -6,96 [-8,09; -5,90]
Pregnant Bi 0,09 [ 0,04; 0,15] 0,09 [0,04; 0,14] 0,111[0,07; 0,16] 0,11 [0,07; 0,16]
Glucose B 0,03 [0,02; 0,03] 0,03 [0,02; 0,03] 0,03 [0,02; 0,04] 0,03 [0,02; 0,04]
Mass B3 0,08 [ 0,05; 0,10] 0,05 [0,07; 0,10] 0,07 [0,05; 0,10] 0,07 [0,05; 0,10]
Pressure Ba -0,01 [-0,02; 0,01] - 0,00 [-0,02; 0,01] -
Pedigree Bs 0,81[0,34; 1,29] 0,82 [0,36; 1,31] 0,80 [0,33; 1,29] 0,81 1[0,36; 1,29 ]
Age Be 0,02 [ 0,00; 0,03] 0,01 [0,00; 0,03] - -
Parametro de o 323[149;549]  3.25[1,41;5,79] 2,95 [1,01; 5,28] 3,02 [1,27; 5,50]
assimetria
DIC 679,06 677,74 681,30 679,61
WAIC 679,59 678,15 681,73 679,93

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 Deteccao de Outliers

Com o objetivo de verificar a adequacao do modelo, € realizada a andlise de residuos.
O residuo do quantilico aleatorizado € calculado com base na expressdo apresentada na se¢ao
2.4.3.2. A condic@o |r| > 3 ¢é estabelecido como critério para detec¢do de outliers. Sob este
critério, dois possiveis outliers sao detectados, observacdes 79 e 478. A Figura 3 mostra o grafico,
histograma e envelope simulado do residuo quantilico aleatorizado para dados de diabetes. Nao
ha evidéncia de assimetria nos residuos.

A Tabela 10 mostra as observacdes detectadas como possiveis outliers. As principais
caracteristicas dessas observacdes sao o alto nimero de gestacdes (pregnancies), glicose (glucose)
alta (> 100), pedigree baixo e pressao (pressure) baixa. Além disso, um dos pacientes pode ser
classificado como pré-obeso e o outro como obeso grau II, mas sem diabetes.

Tabela 10 — Descricdo das observacdes detectadas como outliers para dados de diabetes.

Ponto Diabetes Pregnant Glucose Mass Pressure Pedigree Age
79 0 13 106 36,6 72 0,178 45
478 0 8 120 25,0 78 0,409 64

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3 Analise de Influéncia Global

A Tabela 11 compara as estimativas do modelo skew - probito ajustado com todas as
observagdes e e modelos sem as observacdes 79 e 478. Note que nao ha mudanca inferencial
quando removemos a observacio detectada com sendo outlier. Os critérios de sele¢do de modelo
DIC e WAIC também sdo apresentados. Os modelos estimados sem as observacdes 79 e 478 tem

menor DIC e WAIC do que o modelo completo.
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Figura 3 — Gréfico, histograma e envelope do residuo quantilico aleatorizado para dados de diabetes,
respectivamente. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 11 — Comparacgdo de estimativas sob o modelo completo e modelos sem observacdes 79 e 478.

Varidvel Parimetros Modelo Modelo sem a Modelo sem a Modelo sem a
completo observacao 79 observacao 478 observacao 79
e 478
Intercepto Bo -6,97 [-8,26; -5,76] -6,99 [-8,26; -5,70] -6,96 [-8,30; -5,69] -6,98 [-8,29; -5,78]
Pregnant B 0,09 [ 0,04; 0,15] 0,09 [0,05; 0,14] 0,09 [0,04; 0,14] 0,09 [0,04; 0,15]
Glucose B2 0,03 [ 0,02; 0,03] 0,03 [0,02; 0,04] 0,03 [0,02; 0,04] 0,03 [0,02; 0,03]
Mass Bs 0,08 [ 0,05; 0,10] 0,08 [0,05; 0,10] 0,07 [0,05; 0,10] 0,08 [0,05; 0,10]
Pressure Ba -0,01 [-0,02; 0,01]  -0,01 [-0,02; 0,01] -0,01 [-0,02; 0,01]  -0,01 [-0,02; 0,01]
Pedigree Bs 0,81 [ 0,34; 1,29] 0,80 [0,34; 1,29] 0,81 [0,34; 1,28] 0,82 [0,33; 1,27]
Age Be 0,02 [ 0,00; 0,03] 0,02 [0,00; 0,03] 0,02 [0,00; 0,03] 0,02 [0,00; 0,03]
Parametro
de a 3,23[1,49; 5,49] 3,27 [1,41; 5,80] 3,26 [1,41; 5,60] 3,30 [1,51; 5,65]
assimetria
DIC 679,06 677,31 677,82 676,37
WAIC 679,59 677,87 678,34 676,89

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 12 também mostra a variagdo relativa absoluta em cada pardmetro estimado,

que pode ser obtida através da expressao

ARCy =100 —5 (4.3)

onde 6 € a estimativa de pardmetro relacionada ao modelo completo e 6;;) € uma estimativa de

parametro em relacdo ao modelo sem a i-ésima observacao.

Tabela 12 — Influéncia global para o modelo skew - probito padrao.

Observacio 6 B B B B B B @
estimativas M40 g0 000 003 007 001 082 002 321
original
estimativas 2 2698 009 003 008 -001 081 002 322
ARC(%) 0,00 0,00 000 1428 000 122 000 031
estimativas 478 7700 009 003 007 -001 081 002 324
ARC(%) 028 0,00 000 000 000 122 000 093

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observando a Tabela 12, com exce¢io do pardmetro 33, que apresenta variagdo relativa
de 14,28% no caso do modelo estimado sem observacao 79, todos os demais parametros nao
apresentam variacao relativa significativa. Portanto, com base na Tabela 11 e na Tabela 12,

podemos dizer que ndo ha evidéncias de que as observagdes 79 e 478 sejam globalmente
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influentes. O modelo final pode ser escrito como

yi % Bernoulli(p;),

pi = Fg=321) (M),
i = —6,98 +0,09x1; +0,03x2; +0,07x3; — 0,01xcg; +0, 815 -+ 0, 02x¢;.

4.4)

Ressalta-se que as varidveis explicativas pregnancy, glucose, mass, pedigree e age contri-
buem para o aumento da probabilidade do paciente testar positivo para diabetes. Os histogramas
das saidas do MCMC e trace plot de cada um dos parametros no modelo final podem ser encon-
trados no Apéndice B. Hé outras formas de identificar se uma determinada observacdo € influente,

Prates et al. (2011) considera o uso de uma métrica para detectar observacdes influentes.

4.4 Sensibilidade da distribuicao a priori associada ao pa-

rametro de assimetria.

Adicionalmente, analisamos a sensibilidade da distribui¢ao a priori considerada para o
parametro de assimetria no processo de estimac¢do do modelo de regressdo com resposta bindria
e fungdo de ligacdo skew - probito para dados de Diabetes. O processo de estima¢do do modelo
de regressdo skew - probito para dados de diabetes foi realizado novamente para diferentes
distribui¢des a priori para o ou 8, conforme descrito na se¢do 3.1. Estimativas e intervalo com
95% de credibilidade sao dados na Tabela 13.

Tabela 13 — Modelo final com diferentes configuracdes de distribui¢cdes a priori.

Varidvel Parimetros Modelo com Modelo com Modelo com Modelo com
o~U(-1,1) o ~ N (0,100) o ~N(0,4) o~N(0,1)
Intercepto Bo -6,91 [-8,23;-5,75] -6,77 [-8,00;-5,68] -6,99[-8,22;-5,73] -6,83 [-7,96; -5,32]
Pregnant Bi 0,09 [ 0,04; 0,14] 0,09 [ 0,04; 0,13] 0,09 [0,04; 0,15] 0,09 [0,04; 0,13]
Glucose B 0,03 [ 0,02; 0,03] 0,03 [0,02; 0,03] 0,03 [0,02; 0,03] 0,03 [0,02; 0,03]
Mass Bs 0,08 [ 0,05; 0,10] 0,07 [0,05; 0,10] 0,08 [0,05; 0,10] 0,07 [0,05; 0,10]
Pressure Ba -0,01 [-0,02; 0,01] -0,01 [-0,02; 0,01] -0,01 [-0,02; 0,01] -0,01 [-0,02; 0,01]
Pedigree Bs 0,78 1 0,29; 1,32] 0,81[0,34; 1,29] 0,82 [0,40; 1,29] 0,74 10,31; 1,18]
Age Be 0,02 [ 0,00; 0,03] 0,02 [ 0,00; 0,03] 0,02 [0,00; 0,03] 0,01 [0,00; 0,03]
Parametro de a 3,88 [1,16;8,67] 6,50 [2,58; 12,88] 3,38 [1,48; 5,79] 1,95 [-0,25; 3,25]
assimetria S 0,94 1 0,76; 0,99] 0,98 [ 0,93; 1,00] 0,951 0,83; 0,99] 0,83 [-0,24; 0,96]
DIC 679,52 677,34 678,20 680,80
WAIC 680,38 678,26 678,73 681,26

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 13 nao mostra evidéncias de diferenca significativa entre as estimativas, quando

€ considerado os intervalos com 95% de credibilidade para ¢ quando o modelo skew - probito é
ajustado com diferentes distribui¢des a priori. A interse¢ao desses intervalos de credibilidade

ndo € vazia. O mesmo pode ser dito para o parAmetro 6.
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Os cédigos utilizados neste capitulo para estimar o modelo skew-probito encontram-se
no Apéndice A. No Apéndice B, apresentamos os graficos das saidas MCMC. Na Figura 6,
exibimos os histogramas das distribuicoes marginais a posteriori do parametro o e do vetor de
pardmetros B. Na Figura 7, apresentamos o trace plot para cada um dos parAmetros do modelo
final. Os graficos no Apéndice B indicam que ha evidéncias de convergéncia da cadeia de Markov.

No proximo capitulo, consideraremos o uso de efeitos aleatorios no modelo skew-probito.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO SKEW -
PROBITO MISTO

O objetivo deste capitulo € apresentar uma extensao do modelo skew-probito previamente
proposto por Bazan, Bolfarine e Branco (2010). A estimag¢ao hierdrquica bayesiana € realizada, e

uma aplicagdo com o bem conhecido conjunto de dados de Madras € apresentada.

5.1 Introducao

Em determinadas circunstancias, a suposi¢ao de independéncia entre as observacoes é
violada. Tais observacdes podem ser classificadas com base em critérios, que podem ser espaciais
ou alguma caracteristica intrinseca comum a um grupo de observagdes. Por exemplo, no contexto
escolar, os alunos sdo agrupados em classes, que, por sua vez, sdo agrupadas em escolas e assim
por diante. Outra situagdo relevante ocorre quando medidas repetidas estdo disponiveis para o
mesmo individuo em intervalos de tempo igualmente espacados entre elas. Os dados coletados

nessas situacdes sao denominados dados longitudinais.

Para a situacdo descrita acima, € necessdrio incorporar a correlacao entre individuos do
mesmo grupo ou medidas repetidas do mesmo individuo. Uma possivel solucao € incluir efeitos
aleatdrios. Neste capitulo, é apresentada a extensao do modelo skew-probito, proposto por Bazan,

Bolfarine e Branco (2010), que incorpora esses efeitos aleatorios.

Dados de resposta bindria longitudinal sdo comumente analisados usando modelos de
regressdo logistica mista. No entanto, quando os dados sdo desbalanceados, esse modelo pode
ser inadequado. Motivados por aplicacdes com varidveis resposta desbalanceadas, propomos o
uso da fungdo de ligacdo skew-probito sob abordagem bayesiana e realizamos o processo de
estimacao bayesiana por meio do método INLA. Para a aplicacgdo, utilizamos os dados conhecidos
de esquizofrenia de Madras, nos quais a varidvel bindria y indica a presenca ou auséncia de

sintomas psiquidtricos nos meses t = 0,..., 11 durante o primeiro ano apds a hospitalizacdo por
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esquizofrenia de i = 1, ..., 86 pacientes. Outras varidveis, como idade e sexo, sdo consideradas.
Por meio de métodos de comparagdo de modelos, € possivel verificar que o modelo proposto
€ mais apropriado do que o modelo tradicional. Além disso, sdo fornecidas interpretacoes das

estimativas baseadas na aplicagdo.

5.2 Motivacao

O estudo longitudinal da esquizofrenia de Madras acompanhou 90 pacientes esquizo-
frénicos por dez meses, com o objetivo principal de caracterizar a histéria natural da doenga
(o histérico natural de uma doenga descreve o curso que a doenca tende a seguir em termos de
seu desenvolvimento, progressao e desfecho, na auséncia de intervengdes médicas ou outras
influéncias significativas). Apds eliminar as observacdes com dados faltantes, obtivemos uma

amostra de tamanho 86.

A esquizofrenia € um transtorno mental caracterizado por comportamento social inco-
mum e incapacidade de distinguir o que € real do que nao €. Entre os sintomas mais comuns estao
delirios, pensamento confuso ou pouco claro, alucinagdes auditivas, diminui¢do da interacao
social, expressao de emogdes reduzida e auséncia de motivagdo. Pessoas com esquizofrenia geral-
mente apresentam outros problemas de satide mental, como transtornos de ansiedade, depressao
ou transtornos por abuso de substincias. Os sintomas geralmente se manifestam gradualmente

na idade adulta e persistem por um longo periodo.

A varidvel bindria y (y;;) indica a presenga ou auséncia de sintomas psiquidtricos durante
j=0,...,11 meses durante o primeiro ano apds a hospitaliza¢do por esquizofrenia para i =
L,

..., 86 pacientes. No conjunto de dados, existem outras varidveis, tais como

e Xj;;j (més): (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10e 11),
e X5;j (idade): (0 =idade > 20,1 =idade < 20)e

e X3;; (género): (0 = masculino , 1 = feminino ).

A Tabela 14 mostra a propor¢ao de respostas em cada uma das varidveis no conjunto de
dados. Nas Figuras 4 e 5, podem ser observados os graficos do perfil médio para as varidveis
sexo e idade, respectivamente. Nao ha evidéncias significativas de diferenga no comportamento
da doencga nos subgrupos de idade e sexo. A hospitalizacdo faz com que a propor¢ao de pacientes

com sintomas diminua significativamente em ambos os subgrupos de sexo e idade.

O objetivo € verificar se a taxa de declinio dos sintomas difere entre os subgrupos de

género e idade.
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Tabela 14 — Estatistica descritiva das covaridveis do conjunto de dados Madras sobre esquizofrenia.

Variavel 1 0
y 30,91% (Sim) 69,09% (Nao)
Género 47,29% (Feminino) 52,71% (Masculino)
Idade 36,11% (< 20) 63,89% (> 20)

Fonte: Elaborada pelo autor.

== J

£ 1.00 Sexo

v & Masculino
8 0.751 -®- Feminino
0

@

[z

3

n 0.501

QL

=}

'

90.25-

@]

o

= 0.00

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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5.3 0O Modelo Skew - Probito Misto

Proposto por Bazén, Bolfarine e Branco (2010), o modelo skew-probito surge da ne-
cessidade de modelar variaveis binarias desbalanceadas. Essas variaveis nao sao efetivamente

modeladas pelos modelos de regressdo usuais, como o probito e o logito.

Em alguns problemas, encontramos medidas repetidas para individuos ou grupos. A
abordagem comum ¢ introduzir efeitos aleatérios no modelo de regressdo, incorporando conse-
quentemente a correlacdo intra-individual (ou intragrupo) no modelo. Considere i = 1,2,...,n
(unidades de nivel 2) e j = 1,2,...,n; observacdes repetidas (unidades de nivel 1), agrupadas por
sujeito. Neste caso, X;; € o vetor k x 1 de covaridveis, onde x;;1 pode serigual a 1, correspondendo
a um intercepto, e B € um vetor k x 1 de coeficientes de regressdo. Também denotamos z;; como
o vetor r x 1 de varidveis com efeitos aleatdrios (geralmente inclui-se uma coluna de uns para
o intercepto aleatdrio) e b; o vetor de efeitos aleatdrios. Definimos 7;; = XZ;B + ziTj

preditor linear. Propomos um modelo misto como extensdo do modelo proposto por Bazan,

b; como o

Bolfarine e Branco (2010), que pode ser descrito pelo conjunto de equagdes a seguir.

yijlb; %S Bernoulli (pij),

pij = E(yij|bi) = Fo(1ij), (GRY
b; ~ N,(0,Z).
onde j=1,....n;,i=1,...,ne Fg(.) denota a funcdo de distribuicdo acumulada da distribuicéo

skew - normal padrio, com vetor de parametros 6 = ( u,o2, Oc).

A funcdo de verossimilhanga para a classe de modelos skew - probito é dada por

n o n;

L(B.b;,0ly,X)=T]I][Fo (nij)]"" [1—Fo (nij)] ti (5.2)

i=1j=1

onde 1);; € o preditor linear, X € a matriz de dados previamente definida no capitulo anterior, e

Fy (n,- j) foi definido anteriormente. Vamos assumir independéncia entre as distribuicdes a priori.

O processo de estimagdo € realizado utilizando a linguagem de programacgdo R, por
meio do pacote R-INLA. No Apéndice C, discute-se brevemente sobre o método INLA e alguns
aspectos importantes. Essa metodologia € adotada devido a falta de obtencao de convergéncia

das cadeias de Markov simuladas com a metodologia NUTS.

5.4 Aplicacao

Sao estimados quatro modelos com as varidveis mencionadas anteriormente, utilizando

duas func¢des de ligacdo diferentes para cada modelo (skew-probito e probito) sdo assumidas. O
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modelo 1 € um modelo probito que incorpora as covaridveis més, idade e sexo e é dado pelo

seguinte conjunto de equacoes.

yi % Bernoulli (p;),

pi=(Bo+ X BiXi) . (53)

onde, i =1,2,...,922 e ® denota a funcio de distribui¢cdo acumulada de uma varidvel aleatéria

normal com média O e variancia 1.

O modelo 2 ¢ um modelo probito com intercepto aleatdrio € que incorpora as covariiveis

més, idade e género, e é modelado da seguintes equagdes

yijlbi % Bernoulli (pij),
pij =P (Bo+bi+X_; BeXuij) (5.4)

iid.

b; <~ N (0,07)
ondei=1,2,...86;j=1,2,...,12.

O modelo 3 € o modelo skew - probito que incorpora as covaridveis més, idade ¢ género.

Este modelo pelas seguintes equacdes

i % Bernoulli (pi),

pi = Fa (ﬁ0+23:1Biji>. (5.5)

onde, i =1,2,...,922 e Fy denota a fungdo de distribui¢cdo acumulada de uma varidvel aleatdria

skew - normal com média O e variancia 1.

O modelo 4 ¢ um modelo skew - probito com intercepto aleatdrio e que incorpora as

covaridveis més, idade e género, representado pelas seguintes equagdes:

Yijlbi % Bernoulli (pij),
Pij = Fa (Bo+bi+Xi_ BeXiij) , (5.6)

iid.

b; < N (0,07)

ondei=1,2,...,86; j =1,2,....,12. As suposicdes de distribui¢io a priori sdo:

e o~ Normal(0,4);

Br ~ Normal(0,1000), para k =0,1,...,3;

b~ N(0,07);

. é ~ Gamma(0,01;0,01).
b
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O método de estimagdo (método INLA) usado para estimar os quatro modelos apresen-
tados nessa se¢do, esta descrito no Apéndice C. Os modelos foram comparados utilizando os
critérios de sele¢ao de modelos DIC e WAIC. Detalhes sobre DIC e WAIC sao fornecidos no
Capitulo 2.

Quando observamos a Tabela 15, podemos notar que o modelo 4, utilizando a func¢do de
ligagdo skew - probito com intercepto aleatdrio, possui o menor valor de DIC e WAIC. Contudo,
a diferenca entre os modelos 2 e 4 ndo € significativa em nenhum dos critérios de selecao de

modelos utilizados. Vamos trabalhar comm o modelo Skew - probito misto.

Ao analisar as estimativas e os intervalos com 95% de credibilidade do modelo skew -
probito com intercepto aleatorio, observamos que a varidvel idade ndo € significativa. Para verifi-
car se ela deve ser mantida, o modelo € ajustado novamente sem a varidvel idade e comparado

com o modelo completo.

Tabela 15 — Estimativas de pardmetros dos modelos 1, 2, 3 e 4.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4
Parametros | Estimativas (I.C.) | Estimativas (I.C.) | Estimativas (I.C.) | Estimativas (I.C.)
Bo 0,57 [0,38;0,76] 0,58 [0,45;0,81] 0,71 [0,66;0,76] 0,71 [0,63;0,78]
Bi -0,19 [-0,22;-0,16] | -0,20 [-0,23;-0,17] | -0,19 [-0,22;-0,16] | -0,20[-0,23;-0,17]
B 0,13 [-0,05;0,33] 0,15 [-0,06;0,38] 0,13 [-0,06;0,33] 0,16 [-0,05;0,37]
Bs -0,47[-0,66;-0,28] | -0,47 [-0,69;-0,26] | -0,46 [-0,65;-0,27] | -0,47 [-0,67;-0,26]
sz 0,08 [0,02;0,22] 1,39 [1,27;1,56]
o -0,01 [ -0,14;0,11] | -0,01 [-0,15;0,11]
DIC 937,62 919,33 937,50 917,29
WAIC 937,77 919,20 937,75 917,45

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 16 mostra as estimativas do modelo 4 em comparagd@o com o modelo reduzido.
O modelo completo possui os menores valores em todos os critérios de comparacao utilizados.

Portanto, o modelo escolhido possui as varidveis explicativas més, ano e idade.

Tabela 16 — Estimativas do modelo completo e dos modelos reduzidos.

Modelo 4 Modelo 4 sem a
variavel idade
Parametro | Estimativas (I.C.) | Estimativas (I.C.)
Bo 0,71 [0,63;0,78] 0,72 [0,66;0,78]
Bi -0,20[-0,23;-0,17] | -0,19 [-0,22;-0,16]
B 0,16 [-0,05;0,37] -
B3 -0,47[-0,67;-0,26] | -0,44 [-0,62-0,25]
a -0,01 [-0,15;0,11] | 0,00 [-0,14;0,12]
o} 1,39 [1,27;1,56] | 1,36 [1,27;1,49]
DIC 917,29 937,29
WAIC 917,45 937,49

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O modelo final pode ser escrito da forma:

yij|bi % Bernoulli (pij) ,

pij = Fla=—o01) (bi+0,71—0,20X,;; 40, 16X2;; — 0,47X3;;) , (5.7)

b; "% N (0,1,39)
onde,i=1,2,....,86; j =1,2,...,12. Observa-se que a varidvel tempo influencia negativamente
na probabilidade do paciente apresentar sintomas de esquizofrenia, ou seja, a medida que os
meses vao passando, ha evidéncias de que a chance dos pacientes que estdo sendo submetidos ao
tratamento apresentarem sintomas diminui. Da mesma forma, o género contribui positivamente
para a probabilidade dos pacientes apresentarem sintomas de esquizofrenia, isto é, pacientes do
género feminino t€ém maior probabilidade de apresentarem os sintomas. Por fim, se o paciente
tem menos de 20 anos de idade, a probabilidade de ele apresentar os sintomas da doenca diminui

em relacdo aos outros pacientes.

5.5 Desempenho Preditivo

Nesta secdo, iremos avaliar o desempenho preditivo dos modelos ajustados para o
conjunto de dados de Madras. Para isso, utilizaremos as métricas descritas no capitulo 2. Essas

métricas sdo detalhadamente abordadas em James et al. (2013) e Hastie et al. (2009).

A seguir, apresentaremos as métricas definidas anteriormente para os quatro modelos
propostos na secao 5.4, utilizando dados de esquizofrenia de Madras. Nas Tabelas 17, 18, 19 e

20, encontram-se as matrizes de confusao correspondentes aos modelos descritos anteriormente.

Tabela 17 — Matriz de confusdo para o modelo 1: Modelo Probito.

Valor Previsto
Valor Real | 0 1
0 563 74
1 156 129

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 18 — Matriz de confusio para o modelo 2: Modelo Probito misto.

Valor Previsto
Valor Real | 0 1
0 567 70
1 139 146

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 21, apresentamos os resultados de algumas métricas de desempenho preditivo

para os modelos 1, 2, 3 e 4 descritos na se¢do 5.5. Podemos concluir que ndo ha diferencas
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Tabela 19 — Matriz de confusdo para o modelo 3: Modelo Skew - Probito.

Valor Previsto
Valor Real | 0 1
0 563 74
1 156 129

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 20 — Matriz de confusédo para o modelo 4: Modelo Skew - Probito Misto.

Valor Previsto
Valor Real | 0 1
0 566 71
1 138 147

Fonte: Elaborada pelo autor.

significativas no desempenho preditivo quando consideramos os modelos Probito Misto ou Skew

- Probito Misto para dados de esquizofrenia de Madras.

Tabela 21 — Resultados de algumas métricas de desempenho preditivos associados aos modelos 1, 2, 3 e 4.

Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4
Acuracia 0,75 0,77 0,75 0,77
Revocacgdo 0,45 0,51 0,45 0,52
Precisao 0,64 0,68 0,64 0,67
F1 - score 0,53 0,58 0,53 0,58
Area sob a curva ROC 0,79 0,82 0,79 0,81

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.6 Conclusao

Neste capitulo, propomos modelos de regressdo com resposta bindria e fun¢ao de ligacio
skew-probito com efeitos aleatdrios. O modelo proposto mostrou-se melhor do que os modelos
usuais. O sexo e a idade ndo afetam a incidéncia de sintomas de esquizofrenia. A taxa de
declinio dos sintomas ndo difere nos subgrupos de sexo e idade. Além disso, analisamos a
capacidade preditiva dos modelos propostos utilizando métricas como acuricia, revocagao,

precisdo, Fl-score e drea sob a curva ROC.

Os modelos propostos foram implementados na linguagem INLA sem dificuldades.
Eles também podem ser aplicados a outros problemas em que o uso de efeitos aleatdrios seja

justificado. No préximo capitulo, discutiremos algumas propostas futuras.



67

CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, discutiremos consideragdes finais e propostas para trabalhos futuros.

6.1 Comentarios Finais

A modelagem de regressdo para respostas bindrias geralmente utiliza as funcdes de
ligacdo probito e logito. Contudo, estudos na literatura, como os de Agresti (2012) e Prentice
(1976), sugerem que em situagdes de desbalanceamento de dados, func¢des de ligacao assimétricas
podem ser mais adequadas. Com base nessa motiva¢do, consideramos a fun¢do de ligacao skew-
probito como uma alternativa para problemas de dados desbalanceados. Em nosso trabalho,
consideramos a func¢do ligacao skew-probito padrdo. A funcdo de ligacdo skew-probito padrao
recebe esse nome devido a varidvel aleatéria skew-normal que induz essa funcao de ligacao,

sendo escolhida de forma que tenha média zero e varidncia um.

Primeiramente, consideramos o modelo de regressao skew-probito padrao sob a abor-
dagem bayesiana. Mostramos a nova abordagem para o processo de estimagdo do modelo
de regressdo skew-probito. Utilizamos a fun¢do de verossimilhanga original € um processo
Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) para obter estimativas. Computacionalmente, o processo de

estimacgdo dos parametros € desenvolvido por meio da linguagem de programacgdo Stan.

Realizamos trés estudos de simulag¢do. No primeiro, investigamos o método de estima-
¢do proposto para recuperar os verdadeiros valores dos parametros, usando RMSE, viés e a
probabilidade de cobertura como instrumentos e avaliando a sensibilidade da distribuicio a
priori do parametro de assimetria. Nosso objetivo € identificar a configuracao mais adequada
das distribui¢des a priori. No segundo estudo, comparamos nosso método de estimacdo com
o método INLA e refletimos sobre qual funcdo de perda é mais conveniente considerar no
processo de estimacdo. No terceiro estudo, comparamos dois métodos de detec¢do de outliers: o

residuo studentizado e o residuo quantilico aleatorizado, no contexto do modelo skew-probito.
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Finalmente, ilustramos os resultados dos estudos de simulacdo com uma aplicacdo em dados

reais.

O processo de estimacdo de parametros realizado usando o algoritmo HMC e a funcdo
de verossimilhanga original se mostra como uma alternativa vidvel a abordagem de dados
aumentados proposta por Bazan et al. (2006), pois o primeiro estudo de simulagdo mostrou boa
recuperacio dos parametros e sugere considerar uma distribui¢ao a priori para o parametro .,
como sendo N(0,4). Também mostramos que o método de estimag@o proposto é mais eficaz
do que a abordagem INLA, sugerindo considerar uma fun¢do de perda absoluta ao estimar os
parametros do modelo. Para detectar outliers no modelo de regressao skew-probito, o residuo
quantilico aleatorizado teve um desempenho superior do que seu concorrente em situagdes que

possuem dados desbalanceados.

Na aplicag@o, o modelo de regressao skew-probito padronizado mostrou-se mais ade-
quado do que os modelos de resposta bindria usuais, e todas as covaridveis utilizadas foram
significativas para explicar a probabilidade da presenca ou auséncia de diabetes nos pacientes.
O método de estimacao proposto mostrou-se eficiente e de facil implementagdo, enquanto o

residuo quantilico aleatorizado apresentou bom desempenho na detec¢do de possiveis outliers.

No Capitulo 5, apresentamos uma extensao do modelo skew-probito proposto por Bazan,
Bolfarine e Branco (2010), que € a iclusdo de efeitos aleatdrios. Realizamos os ajustes utilizando
o método INLA, conforme descrito por Niekerk e Rue (2021), em uma aplicacdo aos dados
de esquizofrenia de Madras. Optamos pelo método INLA devido a falta de convergéncia nas
cadeias de Markov. Utilizamos os critérios de sele¢cdo de modelos DIC e WAIC para comparar o
modelo de regressdo skew-probito misto com os modelos skew-probito, probito e probito misto.
Observamos que o DIC e o WAIC favorecem o modelo skew-probito misto, embora a diferenca

ndo seja significativa.

Conforme mencionado anteriormente, ajustamos o modelo de regressao skew-probito
misto com intercepto aleatdrio para os dados de esquizofrenia de Madras, utilizando o método
INLA. O intervalo de credibilidade de 95% € apresentado na Tabela 16, e observamos a partir
disso que nao ha evidéncias de que a covaridvel idade seja significativa. Portanto, ajustamos o
modelo reduzido sem a covaridvel idade e 0 comparamos com o modelo completo por meio de
critérios de selecao de modelos, constatando que hé evidéncias de que o modelo completo é

preferivel ao modelo reduzido.

Além disso, avaliamos o desempenho preditivo dos modelos ajustados aos dados de
esquizofrenia de Madras utilizando métricas apropriadas, concluindo que os modelos probito
misto e skew-probito misto apresentam desempenho preditivo superior aos outros modelos
ajustados, nos quais nao hd presenca de efeitos aleatérios na formulacao do modelo. Ressaltamos
ainda que ndo ha evidéncias de diferenca significativa no desempenho preditivo dos modelos

ajustados quando a presenca de efeitos aleatdrios € considerada.



6.2. Produgées cientificas 69

6.2 Producoées cientificas

e Coelho, F. R.; Bazdn, J. L.; Russo, C. M. (2020). "Bayesian skew-probit regression
model with random effects: An application to longitudinal data". UFSCar/USP, Brazil. 8th
Workshop on Probabilistic and Statistical Methods. Poster.

e Coelho, F. R.; Russo, C. M.; & Bazéan, J. L. (2022). "On outliers detection and prior
distribution sensitivity in standard skew-probit regression models". Brazilian Journal of
Probability and Statistics, 36(3), 441-462.

6.3 Propostas Futuras

e Refazer o estudo de simulacao sobre outliers utilizando uma outra forma de perturbar as

observacoes.

e Investigar o desempenho dos critérios de selecdo de modelos (DIC, WAIC, entre outros),

na selecdo de modelos skew - probito misto.

e Propor medidas de diagnostico influéncia. O ponto de partida sao medidas de diver-
géncia, tais como: divergéncia Kullback-Leibler, divergéncia J - distancia, divergéncia
qui-quadrado, entre outras. Tais medidas sdo apresentadas em Peng e Dey (1995) e Dey e
Birmiwal (1994).

e Desenvolver métodos de selecdo de varidveis. Uma possibilidade é ajustar o modelo
de regressdo skew - probito misto usando distribui¢cdes a priori "spyke and slab prior

distribution".Como referéncia sobre o assunto, temos Andersen, Winther e Hansen (2014).

e Propor um nova versao do modelo de regressao skew-probito misto utilizando diferentes

distribui¢des de probabilidade para os efeitos aleatorios.
e Desenvolver andlise de residuo para o modelo misto.

e Investigar a eficiéncia de métricas de desempenho preditivo, apresentadas no Capitulo 2,

através de estudo de simulacao.

e Comparar o desempenho da fungdo de ligagao skew - probito com algoritmos de aprendi-

zagem de mdquina.
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APENDICE

CODIGOS EM RSTAN.

O cddigo STAN usado para estimar o modelo na aplicacdo € mostrado abaixo.

skew.probito_cod <- "’

data {

int<lower=0> n; // numero de observac(
int<lower=0,upper=1> y[n]; // variavel resposta
int<lower=0,upper=17> pregnant [n];

int<lower=44,upper=199> glucose[n];
real<lower=18.2,upper=67.1> mass[n];
int<lower=24,upper=122> pressure[n];
real<lower=0.07,upper=2.42> pedigree[n];
int<lower=21,upper=81> agel[n];

}

parameters {

vector [6] beta;

real alfa;

real betal;

}

transformed parameters {

vector[n] prob;

vector[n] eta;

for(i in 1:n){

etali]l= betal + beta[l]*pregnant[i] + beta[2]*glucose[i] +
beta[3]*mass[i] + beta[4]*pressurel[i] + beta[5]*pedigreel[i] +
beta[6]*age[i];

prob[i] = skew_normal cdf (etali], (-sqrt(2)*alfa)/(sqrt(pi() +
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(pi() - 2)*pow(alfa,2))),(pi() +pi()*pow(alfa,2))/(pi() +

(pi() - 2)*pow(alfa,2)),alfa);
}

}

modelq{

for (i in 1:6){betali]l ~ normal(0,100); }
beta0 ~ normal(0, 100);

alfa ~ normal(0, 2);

y ~ bernoulli(prob);

}

generated quantities {

real dev;

vector[n] log lik;

dev = 0;

for (i in 1:n){

log 1ik[i] = bernoulli lpmf(y[i] | prob[il]);

dev = dev + (-2)*log_lik[i];
}
}

)
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GRAFICO DAS SAIDAS MCMC.

A Figura 6 mostra o histograma das saidas do MCMC para cada um dos parametros do
modelo final (equacdo (4.4)) e a Figura 7 mostra o trace plot das saidas MCMC para cada um dos
parametros. Podemos ver que a convergéncia da cadeia de Markov € obtida para a distribui¢cao

marginal a posteriori dos parAmetros o e fB.

betal beta[1] beta[2]

.

-9 -8 -7 -6 -5 0.00 0.05 0.10 015 0.015 0.020 0025 0.030 0.035 0.040

beta[3] beta[4] beta[5]
0.050 0075  0.100 002 -001 000 001 00 05 1.0 15
beta[6] alfa

Figura 6 — Histogramas das saidas do MCMC para o modelo final. Fonte: Elaborada pelo autor.
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betal beta[1] beta[2]
0.0401
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2500 3000 3500 4000 4500 5000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Figura 7 — Trace plot para cada um dos pardmetros no modelo final. Elaborada pelo autor.
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O METODO INLA.

O método INLA (Approximate Bayesian Inference Using Integrated Nested Laplace
Approximations) € uma técnica avancada de inferéncia bayesiana que visa fornecer uma apro-
ximacao eficaz da distribuicdo a posteriori em modelos estatisticos complexos. Desenvolvido
recentemente por Rue, Martino e Chopin (2009), o INLA combina técnicas de integragdo nu-
mérica e aproximacao de Laplace para oferecer uma alternativa computacionalmente eficiente
aos métodos tradicionais de inferéncia bayesiana, como o Markov Chain Monte Carlo (MCMC).
Os métodos MCMC podem ser computacionalmente intensivos e requerem um tempo significa-
tivo para convergir, especialmente em modelos estatisticos complexos. O INLA é amplamente

utilizado em vdrias dreas, incluindo estatistica, epidemiologia, geoci€ncias e outras.

A principal ideia por trds do INLA € aproximar a distribuicao a posteriori de um modelo
estatistico complexo por meio de uma distribuicdo Gaussiana multivariada, que é mais facil
de lidar computacionalmente. O método INLA combina elementos da teoria de aproximagdes
bayesianas e técnicas de integracdo numérica para obter resultados aproximados de alta qualidade

em uma fracdo do tempo necessdrio para a execucao de uma cadeia de Markov Monte Carlo.

O processo geral do INLA pode ser dividido em quatro etapas principais:

e Construciao do Modelo: Comeca-se com a especificagdo de um modelo estatistico, que
inclui a escolha de uma distribui¢do a priori para os parametros do modelo e uma fungio

de verossimilhancga que relaciona os dados aos parametros.

e Aproximacao da distribuicao a posteriori: O INLA aproxima a distribuicdo a posteriori
dos parametros usando uma combinacdo de uma distribuicdo Gaussiana multivariada
(aproximacao de Laplace) e uma técnica chamada discretizacao do espago de parametros
(aproximacao de grade). Essas duas abordagens aproximam a distribuicao a posteriori de

maneira eficiente.



80 APENDICE C. O Método INLA.

e Cilculo de Estatisticas de Interesse: Uma vez que a distribuicdo a posteriori aproximada
€ obtida, é possivel calcular vdrias estatisticas de interesse, como médias, medianas,

intervalos de credibilidade e muito mais.

e Diagnéstico e Avaliaciio: E importante realizar diagndsticos para verificar a qualidade da
aproximacgdo do INLA. Isso pode envolver a verificagdo da convergéncia da aproximacao

e a avaliacdo da adequacdo do modelo.

A eficiéncia do INLA em fornecer resultados de alta qualidade e sua aplicabilidade
em uma ampla gama de modelos t€ém contribuido para sua crescente popularidade em diversas
areas cientificas. Segundo Cortes (2014), a principal diferenca entre o INLA e as abordagens
tradicionais € que ndo hd necessidade de simulagdes estocdsticas de uma distribuicdo marginal a

posteriori. Ele afirma que as principais vantagens da abordagem em questao sdo:
e Alta qualidade do ajuste;

e Agilidade computacional; e

e M¢étodo que ndo sofre de problemas de convergéncia MCMC.
Porém, o método INLA também possui algumas limita¢des:

e Aproximacao: Como o préprio nome sugere, o INLA € uma técnica de aproximacgao.
Embora seja altamente eficiente, a qualidade da aproximacao pode variar dependendo do

modelo e dos dados.

e Restricoes no Modelo: Nem todos os modelos estatisticos podem ser facilmente tratados
pelo INLA. Modelos muito complexos ou com caracteristicas especiais podem nado ser

adequados para esta abordagem.

e Requer Aprendizado: Dominar o método INLA requer um certo aprendizado, especial-

mente para a escolha adequada de hiperparametros e a interpretacdo dos resultados.

O método INLA foi proposto por Rue, Martino e Chopin (2009) para uma classe especi-
fica de modelos, conhecidos como modelos gaussianos latentes, nos quais a varidvel de resposta
Y;, com média ;, esté relacionada a estrutura aditiva do preditor 7n); por meio da funcao de ligacdo
g (i) = n;. A estrutura do preditor linear leva em consideragdo a presenca das covaridveis e

pode ser escrita como

nooo B
ni=o+ Z hU) (Nji) + Z Bzii. (C.1)
= k=1
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O ALGORITMO NUTTS.

Neste apéndice, introduzimos o algoritmo NUTS, uma das abordagens mais comuns para

estimar parametros de modelos de regressao de forma bayesiana.

D.1 Método HMC (Hamiltonian Monte Carlo)

Os desafios decorrentes das baixas taxas de aceitacdo de candidatos nas técnicas de
Metropolis e do desempenho limitado do algoritmo de Gibbs em problemas multidimensionais
com geometrias complexas nas distribuicdes a posteriori, levaram ao desenvolvimento de uma
nova técnica MCMC que utiliza a dinamica Hamiltoniana, em homenagem ao fisico irlandés
William Rowan Hamilton (1805-1865).

O HMC € uma adaptacgdo da técnica Metropolis que emprega um esquema direcionado
para a geracao de novos candidatos. Isso aprimora a taxa de aceitacio e, consequentemente,
a eficiéncia. Mais especificamente, o HMC utiliza o gradiente do logaritmo da distribuicao a
posteriori para orientar a cadeia de Markov em dire¢ado as regides de maior densidade, onde a
maioria das amostras € coletada. Como resultado, uma cadeia de Markov com o algoritmo HMC
bem ajustado aceitard candidatos em uma taxa muito mais alta do que o algoritmo Metropolis
tradicional.(Beskos et al. (2013), Gelman, Gilks e Roberts (1997))

Segundo Paixao (2021), o HMC € descrito de forma simplificada da seguinte maneira:
o método propde valores candidatos para (0,r), gerados em dois estados, antes de serem
submetidos ao passo de aceitacdo do método Metropolis-Hastings. No primeiro estado, um valor
de r é simulado a partir de uma distribui¢do normal com média 0 e matriz de covariancia M,

independente de 6. No segundo estado, é simulado um sistema conjunto em (6,r) que segue a
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dindmica hamiltoniana. O sistema é desenvolvido por meio das equacdes hamiltonianas D.1.

20 _ H(6,r)  JK(r)

J = ar o

e Her  “oue (D.1)
T T 2

As equagdes hamiltonianas podem ser aproximadas através da discretizagdo do tempo,
usando um pequeno passo de tamanho € através do método leapfrog. Este método € utilizado

para resolver as equacdes hamiltonianas por meio da aplicacdo de L passos, cada um definido por

0i(t+¢€)=06,(1+5) —eK(r(t+5)) (D.2)
ri(t+e)=ri(t+5) - 555U (0(t+¢))

Ao final, é simulado o estado (6*,r"), que corresponde ao valor do sistema no tempo
ficticio Le. Em seguida, utiliza-se a etapa de aceitagdo do método Metropolis - Hastings, em
que o estado (6%, w*) é aceito como préximo estado da cadeia de MArkov com a seguinte

probabilidade:

P(6,w;0", ) =min{l,exp{H (0,0) — H (60", 0")}} (D.3)

Segundo Paixao (2021), para execu¢ao do método HMC, deve-se definir a escolha de

trés parametros.

e &, referente a probabilidade de aceitagdo apresentada na equagdo D.3. Quanto menor for

seu valor, maiores serdo a probabilidade de aceitagdo e a auto-dependéncia da cadeia.

e [, referente a autodependéncia da cadeia. Quanto maior for seu valor, menor serd essa

autodependéncia, porém maior serd o custo computacional.

e M, que é a combinacdo do dois pardmetros recém-mencionados.

Apesar de existirem alguns algoritmos para encontrar o valor ideal para cada um desses

parametros, ndo hé consenso na literatura quanto ao critério de escolha.

D.2 Algoritmo NUTS

O algoritmo NUTS (No-U-Turn Sampler) é uma técnica avangada de amostragem usada
na inferéncia Bayesiana. Ele ¢ uma extensao eficiente do algoritmo de Monte Carlo Hamiltoniano

(HMC), que, por sua vez, € baseado na dindmica Hamiltoniana da fisica.

O algoritmo HMC ¢€ utilizado para gerar amostras de uma distribui¢do de probabilidade

alvo, simulando o comportamento de uma particula ficticia em um campo de forca definido pelo
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logaritmo negativo da probabilidade do modelo estatistico. A particula € simulada de acordo com
as equagdes de movimento da dinamica Hamiltoniana. No entanto, amostrar eficientemente nessa
dinamica requer a especificacdo de um tamanho de passo adequado, o que pode ser desafiador

em problemas complexos.

O NUTS resolve esse problema ajustando automaticamente o tamanho do passo durante
a amostragem, eliminando a necessidade de ajuste manual de hiperparametros. Isso é realizado
por meio de um algoritmo de amostragem que decide adaptativamente quanto tempo a particula
ficticia deve se mover em cada direcdo antes de decidir se deve ou nado retornar, dai o nome

"No-U-Turn Sampler".

Agora, vamos mergulhar um pouco mais nas considera¢cdes matematicas por tras do
NUTS. O algoritmo utiliza uma abordagem de dindmica Hamiltoniana para simular a trajetéria
da particula ficticia. Isso requer o cdlculo do gradiente da log-verossimilhan¢a dos dados em
relac@o aos parametros (Vlog p(D|6)) e o gradiente do logaritmo da distribui¢do a priori dos
parAmetros (Vlog p(0)). Esses gradientes sdo utilizados para atualizar a posi¢o e a quantidade
de movimento da particula ficticia ao longo do tempo.

Durante a amostragem, o algoritmo NUTS inicia com uma particula ficticia em um
determinado ponto do espago de parametros e simula seu movimento de acordo com as equacdes
de movimento da dindmica Hamiltoniana por um tempo aleatdrio. Durante esse processo, ele
ajusta adaptativamente o tamanho do passo e decide se deve continuar a mover-se em uma

determinada direc@o ou se deve parar e retornar, dependendo da condi¢do "sem retorno".

A condi¢do "sem retorno"€ verificada continuamente enquanto a particula estd em
movimento. Ela determina se a particula estd retornando a uma regido previamente explorada, o
que indica que a amostragem estd progredindo bem e ndo hd necessidade de continuar explorando
nessa direcdo. Isso aumenta significativamente a eficiéncia da amostragem, evitando gastar tempo

amostrando dreas do espago de parametros que ja foram exploradas adequadamente.

Em resumo, o algoritmo NUTS € uma técnica sofisticada de amostragem que combina
a dindmica Hamiltoniana com a parada adaptativa sem retorno para amostrar eficientemente
distribui¢des de probabilidade complexas. Sua capacidade de ajustar automaticamente o tamanho
do passo e decidir quando parar de explorar determinadas dire¢des o torna uma ferramenta

poderosa para a inferéncia Bayesiana em modelos estatisticos complexos.
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