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RESUMO

LACHOS OLIVARES, V. E. Uma Abordagem Estatistica para a Analise dos Resultados das
Eleicoes Presidenciais. 2023. 86 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinsti-
tucional de Pés-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de Computacao,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Os dados multipartidarios possuem caracteristicas que os tornam dados composicionais tais como
uma soma constante de componentes e um espaco limitado conhecido como simplex. Assim, o
prop6sito do trabalho € desenvolver uma metodologia para analisar os dados multipartidarios de
eleicdes eleitorais considerando sua natureza restrita. Nesse contexto, a metodologia proposta
consiste em 8 etapas: inicialmente, coletamos os dados multipartidarios e os transformamos
em dados composicionais. Em seguida, aplicamos a transformagdo de razdes logaritmicas ,

removendo as restri¢des inerentes de dados composicionais.

Posteriormente, empregamos a andlise de componentes principais (ACP) para reduzir a dimensi-
onalidade e identificar os principais componentes que retém a maior parte da variagdo dos dados.
Essas componentes sdo analisados com base em duas métricas importantes: cargas e escores.
Dado que os escores possuem diferente variabilidade nas componentes, eles sdo transformados

entre valores zero e um.

Subsequentemente, propomos o modelo de regressdo Beta considerando os escores como varidvel
resposta, e os indicadores de desenvolvimento humano como as varidveis explicativas. A
metodologia € aplicada nos dados multipartidarios das elei¢des do primeiro turno no Peru em
2021 e no Brasil em 2022, permitindo-nos identificar os principais componentes e que covaridveis
( saude, educacao e renda) estdo relacionadas diretamente aos votos em diferentes regides e
estados.

Finalmente, considerando que os dados das eleicdes presidenciais do Peru em 2021 apresentam
duas varidveis resposta, propomos um modelo de regressao bivariado via cépulas e analisar a

estrutura dependéncia entre essas varidveis.

Palavras-chave: Anélise de componentes principais, Transformagdo de razao logaritmica, Da-

dos composicionais, Escores, Cargas, Modelo de regressao Beta, Cépulas..



ABSTRACT

LACHOS OLIVARES, V. E. An statistical approach for analysis of presidential elections
results. 2023. 86 p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Multiparty data has characteristics that make it compositional data such as a constant sum
of components and a limited space known as simplex. Thus, the purpose of the work is to
develop a methodology to analyze multi-party data from electoral elections considering their
restricted nature. In this context, the proposed methodology consists of 8 steps: initially, we
collect multi-party data and transform it into compositional data. Then, we apply the log-ratio

transformation , removing the inherent constraints of compositional data.

Next, we employ principal component analysis (PCA) to reduce dimensionality and identify
the principal components that retain most of the variation in the data. These components are
analyzed based on two important metrics: loadings and scores. Given that the scores have

different variability in the components, they are transformed between values of zero and one.

Subsequently, we propose the Beta regression model considering the scores as the response
variable, and the human development indicators as the explanatory variables. The methodology
is applied to multiparty data from the first round elections in Peru in 2021 and Brazil in 2022,
allowing us to identify the main components and which covariates (health, education and income)

are directly related to votes in different regions and states.

Finally, considering that data from presidential elections of Peru 2021 with two response
variables, we propose a bivariate regression model via copulas and analyze the dependence

structure between these variables.

Keywords: Principal Component Analysis, Log-ratio transformation, Compositional Data,

Scores, Loadings, Beta Regression Model, Copulas..
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os dados eleitorais referem-se as informagdes associadas a um processo eleitoral, no qual
os eleitores escolhem representantes para uma circunscri¢ao especifica, como estados, regides
ou distritos. Esse processo eleitoral é fundamental para os principios da democracia, revelando
as preferéncias dos eleitores em relacdo a partidos politicos e a confiabilidade desses dados é
crucial para garantir a legitimidade do governo, assegurar a integridade do processo eletivo, e

promover o desenvolvimento e a estabilidade socioecondmica.

Quando analisamos os dados eleitorais, no entanto, é possivel identificar um problema,
uma vez que esses dados sdo composicionais. Dados composicionais significam que podem ser
representados por proporg¢des, fracdes ou porcentagens, fornecendo informacoes relativas em
vez de absolutas. Alguns exemplos adicionais de dados composicionais (BAZAN; SULMONT;
CALDERON, 2012) incluem a distribui¢io de gastos familiares, a composigdo do portfélio
de investimentos, o uso didrio do tempo em diversas atividades e a distribuicdo de vendas em
diferentes regides. Esses dados ndo sdo exclusivos de uma tnica drea € surgem em ciéncias
politicas, geoquimica, genética, ecologia, entre outras disciplinas. Além disso, os dados composi-
cionais possuem caracteristicas de ndo-negatividade e uma soma constante, tornando as variaveis
envolvidas dependentes entre si, e conforme citado por Mosimann (1962), ha uma correlagao
espuria gerada por varidveis que representam partes de um todo, assim também esses dados

apresentam restri¢des no espaco dimensional.

Por outro lado, os dados eleitorais sdo considerados dados multivariados, e para melhorar
a interpretacdo da distribui¢do dos votos, devemos aplicar a ferramenta estadistica de analise
de componentes principais, visando reducir a dimensionalidade. No entanto, as caracteristicas
inerentes e as restri¢des associadas aos dados composicionais dificultam a aplicacdo efetiva desse

método para reducdo de dimensionalidade nos dados eleitorais.

Consequentemente, Aitchison (1982) estabeleceu os fundamentos tedricos € metodologi-

cos para a andlise estatistica de dados composicionais, propondo uma transformagao de razao
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logaritmica centrada nos dados. Posteriormente, aplicou-se a anélise de componentes principais
para identificar os principais componentes que explicam a maior parte da variacao nos dados

eleitorais.

Com as circunscri¢des agora representadas em um novo espaco dimensional de com-
ponentes, observamos uma nova disposicao espacial. O indicador, denominado escore, obtido
através da andlise de componentes principais, oferece uma interpretacio dessa nova disposi¢do
em que as circunscri¢des sdo entdo organizadas de maneira que possibilita a identificacao de
variaveis latentes por meio dos escores. Por tanto, € necessario identificar as varidveis explica-
tivas associadas as circunscrigdes que explicam por que elas ocupam determinadas posigoes,
assim como essas varidveis explicativas podem explicar as varidveis latentes associadas aos

componentes principais.

Dentre as pesquisas que exploraram os dados eleitorais usando andlise de dados composi-
cionais, destacam-se os trabalhos Rodrigues e Lima (2009) e Bazan, Sulmont e Calderén (2012).
No primeiro caso, foi apresentada uma andlise das elei¢des da Unido Europeia usando andlise de

componentes principais, enquanto o segundo considerou dados das eleicdes peruanas de 2011.

Dessa forma, nesta dissertagdo propomos uma metodologia para analisar os resultados
das eleicdes presidenciais no Peru em 2021 e nas elei¢des brasileiras em 2022. A proposta é
modelar as principais componentes, considerando varidveis ligadas as respectivas circunscrigoes.
Isso serd feito aplicando modelos de regressdo e agregando varidveis explicativas relacionadas
ao comportamento politico da sociedade em questdo. Além disso, € importante notar que pode
haver mais de uma componente relacionada as varidveis, razao pela qual propomos o uso de
modelos de regressao bivariada via cOpulas para identificar a provédvel dependéncia entre as

componentes na presenga de varidveis explicativas.

A dissertacdo esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos os concei-
tos preliminares necessarios para compreender a metodologia, incluindo a definicao dos dados
composicionais, a transformacao de razdes logaritmicas em dados composicionais e a andlise
de componentes principais, onde obtemos duas métricas importantes: as cargas € 0s escores.
Devido a variabilidade dos escores, exploramos a necessidade de uma transformacdo para que
eles estejam dentro do intervalo entre zero e um. Além disso, propomos 0 modelo de Regressao
Beta, considerando os escores como varidvel resposta. No Capitulo 3, aplicamos a metodologia
para analisar os votos das elei¢des peruanas de 2021. No Capitulo 4, aplicamos a metodologia
para analisar os votos das eleicdes Brasileiras de 2022. No Capitulo 5 desenvolvemos um modelo
bivariado aplicando cépulas nas eleicdes peruanas de 2021. Por dltimo, no Capitulo 6, resumimos
os resultados mais importantes obtidos na andlise das elei¢des peruanas e brasileiras usando o

pacote GAMLSS e SemiParBIVProbit para o modelo univariado e bivariado respectivamente.
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CAPITULO

PRELIMINARES

2.1 Dados composicionais em dados com miultiplos par-

tidos

Identificamos as caracteristicas de dados eleitorais multipartidarios considerando V;;, que
denota a proporcao de votos na circunscri¢do eleitoral onde a denotacao para regido, provincia,

estado ou distrito é i e para os partidos € j.
Dados com votos multipartiddrios apresentam duas caracteristicas principais, que sio:

O intervalo de valores para V;;, onde:

Vij € [0,1],i=1,...,nej=1,..,p

E a soma das propor¢des de votos para todos os partidos em cada circunscricao € igual a

1, para i variando de 1 a n:

14
Y Vii=1,i=1,....n
j=1

As varidveis que satisfazem as duas caracteristicas mencionadas geralmente estdo em

uma regido denominada simplex. O simplex € definido da seguinte maneira:

)4
Vi = (Vzl;Vl]) . Zvl] < 17l: 17"'7”
=

Aqui, Vj representa um vector para uma regido especifica i, € j denota os partidos
politicos, onde p indica a dimensao do vetor.

Para uma melhor visualiza¢do do espaco simplex, a continuacdo apresentamos os votos eleitorais
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do segundo turno das elei¢cdes presidenciais de 2021 no Peru, que envolveram dois candidatos:
Keiko Fujimori V;r e Pedro Castillo Vjc. Aqui, i denota as diferentes 24 regides e a Ginica provincia
constitucional do Peru, e conforme representado na Figura 1 utilizamos a padronizag@o proposta
por ISO3166 (1998) para cada regido. Podemos representar facilmente ambas as varidveis como
Vic + Vir = 1, 0 que nos permite entender as propor¢des de votos dos candidatos em relacdo ao

espacgo simplex.

De acordo com a segunda restri¢do, todas as propor¢des de votos das circunscri¢cdes estao
localizadas em uma linha com limites nos eixo X e Y, abaixo ou igual a 1, devido a primeira

restricao.

Figura 1 — O simplex de duas partidos politicos nas elei¢cdes presidenciais no segundo turno

Espaco Simplex

o
2
o Q _|
EO
T © _
OO
4
L <
Y ST
(/)]
2 o _
LS o
o _|
o

I I I I I I I I
03 04 05 06 07 08 09 1.0

Votos Pedro Castillo

Amazonas(AMA), Ancash(ANC), Apurimac(APU), Arequipa(ARE), Ayacucho(AYA), Cajamarca(CAJ), Cusco(CUS), Callao(CAL),
HuancavelicalHUV), Hudnuco(HUC), Ica(ICA), Junin(JUN), La Libertad(LAL), Lambayeque(LAM), Lima(LIM), Loreto(LOR), Madre de
Dios(MDD), Moquegua(MOQ), Pasco(PAS), Piura(PIU), Puno(PUN), San Martin(SAM), Tacna(TAC), Tumbes(TUM), Ucayali(UCA).

Fonte: Elaborada pelo autor.

A mesma légica € aplicada a elei¢des com mais de dois partidos (p > 2). No entanto,
o gréfico torna-se mais complexo. Para ilustrar, consideramos uma elei¢do com trés partidos
politicos, onde V;r representa os votos para a candidata Keiko Fujimori, Vjc representa os votos
para o candidato Pedro Castillo e Vjp representa os votos acumulados para outros candidatos.

Nesse caso. obtemos um tetraedro no espaco tridimensional. representando as proporcoes de
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votos para os diferentes candidatos nas circunscri¢des eleitorais.

2.2 Transformacao de razao logaritmica centrada dos da-

dos composicionais

Uma metodologia adequada para a andlise de dados composicionais em elei¢des mul-
tipartiddrias deve levar em consideracao alguns principios e caracteristicas do espago simplex.
A ideia central é que dados composicionais e votos dos partidos politicos fornecem apenas
informagdes sobre a magnitude relativa das partes, ndo justificando interpretagdes que envolvam

magnitudes absolutas. Assim, assumimos que o valor constante da soma das partes € irrelevante.

Ao reconhecer a importancia das propor¢des em dados composicionais, surge a pergunta
sobre que tipo de proporcdes estamos considerando. Nesse contexto, o fundamento dessa
metodologia foi proposto por Aitchison (1982), consistindo em uma transformacio dos dados
composicionais, originalmente no simplex Vj, em um vetor que envolve propor¢des entre as
partes e € definido em um espago real. Quando essa transformacdo € bijectiva, estabelece uma
correspondéncia direta entre a composi¢ao no simplex e uma representacdo real em forma
de vetor. Isso significa que qualquer problema relacionado a dados composicionais pode ser
expresso em vetores transformados, permitindo-nos resolver essas questdes utilizando técnicas

multivariadas em espacos reais.

Consideremos, por exemplo, n circunscrigdes eleitorais com propor¢des de votos V;;,
ondei=1,...,ne j=1,..., p. Inicialmente, assumimos que essas propor¢cdes sao composicionais.
No caso em que ndo sdo composicionais, podemos aplicar a transformacdo sugerida por Egozcue
et al. (2003). No entanto, neste trabalho, adotamos a proposta de Aitchison (1982), conhecida

como transformacao de razao logaritmica centrada (clr) em R”, e definida como:

V; Vi \1'
clr(Vi) = [log (g—’l> ,...,log (f)] :

onde g; é a média geométrica das proporcdes na i-ésima circunscricao eleitoral, ou seja,

S|

P
1 Yo logVi;
gi=[[Ivijlr = log(g) =—"—— P
j=T

outra forma equivalente de representar a equacao é:

clr(Vi) = [log(Vi1) —log(g:), ... log(Vip) —log(g:)] |
Além disso, observamos que os valores transformados das propor¢des de votos sdo denotados
como Vlj = log(%) e temos uma propriedade fundamental 25'):1 Vl’]‘ =0parai=1,...,n O fato

de aplicarmos logaritmos nas proporg¢oes se trata de uma conveniéncia matematica. O logaritmo
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de quocientes é mais manejavel e permite algumas propriedades simples. Para ilustrar, ndo ha

um relacionamento direto entre as varidncias Var(¥) e Var(¥). No entanto, Var(log(¥m)) =
v Vin Vim Vin

Var(log(*)) porque o logaritmo transforma as razdes em diferengas que sio linearmente
m

relacionadas, simplificando os célculos e ndo afetando a variincia, pois:

Var(log(‘;’l)) — Var(~log(2)) = Var(log(2).

m m m

Existem muitas outras propostas de transformacdes, como a razdo logaritmica aditiva
(alr) e arazéo logaritmica isométrica (ilr), que apresentam caracteristicas desejdveis. No entanto,
a transformacao alr estd vinculada a assimetria e, em sua defini¢ao, € uma transformagao nao
isométrica para o simplex. Por outro lado, a transformagao i/r aumenta em sua complexidade,
o que dificulta a interpretacdo das coordenadas (EGOZCUE et al., 2003). Em contraste, a
transformacdo clr estd vinculada ao contexto ndo paramétrico e € possivel especificar a distancia

de Aitchison em termos de distancia euclidiana com os vetores transformados clr,

Além disso, a transformacao clr € simétrica e isométrica, mas a imagem V; permanece
restrita ao subespaco R” e a matriz de covariancia dos dados transformados c/r é singular. Apds
a aplicacdo de c/r em p varidveis, a soma das p varidveis € zero para cada circunscri¢ao i. Se
alguns dos dados originais forem zero, a transformacdo c/r ndo pode ser realizada da mesma
maneira. No entanto, podemos aplicar um método de substituicdo onde todos os elementos zero
sdo substituidos por 0+ €, onde € € um pequeno valor, a fim de nado afetar os resultados na

anélise.

2.3 Analise de componentes principais dos dados

A andlise de componentes principais, proposta por Pearson (1901), consiste na redugdo
da dimensionalidade de um conjunto de dados para obter maior interpretabilidade e uma melhor
visualizacdo geométrica dos dados no espago. Consequentemente, as principais componentes
sdo obtidas por meio da matriz de varidncia-covariancia, e explicam a maioria da variancia dos
dados. Como exemplo, consideramos o vetor aleatério denotado como V* = (V/*, V), ...,VI;‘)T,
onde p representa o nimero de varidveis, com matriz de variancia- covariancia ¥ (JOHNSON;
WICHERN et al., 2002) denotado como:

2 2
O Oip
=1 : :
2 2
Op1 Opp
em que seus autovalores e autovetores sdo A j = (41,---,A,) e ¢ = (ey, - - ,€p) respectivamente.

Entdo, consideramos as seguintes combinagdes lineares:
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Xj=a, V' = a11V1* +a12V2* +.. .alpV;
X =a, V' = a21V1* +a22V2* +.. .asz;

X, =a,V' =a, V| +apnVs +...ap,V,

p
em que,
T .
var(Xj) =a; Xa; = A; j=1,...,p
COV(Xj,Xk) = a]TZak = 0, ] 75 k
As principais componentes sdo as combinagdes lineares ndo correlacionadas Yi,...,Y, que

maximizam a variancia. Seguidamente, as primeiras componentes explicam a maior quantidade
de variancia nos dados, enquanto as outras componentes subsequentes explicam uma quantidade
menor dessa variancia dos dados. Isso ocorre devido a falta de correlagdo entre as componentes
e a sua ortogonalidade. Posteriormente, observamos que a primeira componente apresenta a
combinagdo linear com a varincia maxima, ou seja, var(Y;) = alTZal, onde a; € o vetor de
pesos associado a primeira componente e ¥ é a matriz de covariancia dos dados. Da mesma
forma, a segunda componente apresenta a combinacdo linear com a mdxima variancia residual,

isto é, var(Y2) = a, Lay, e assim sucessivamente para as demais componentes.

Assim, seja uma matriz de varidncia- covariancia X em que a; = e; de um vetor aleatorio

Vo= (V) V5., v, ). Assim, a i-ésima componente principal é dada por,

Xj:ejTV;“:ej1V1*+ej2V2*+...+eijIf, j=1,...,p

onde, X caracteriza a j-€sima componente principal, representando um novo espaco dimensional

de componentes. Portanto, temos que,

var(XJ-):ejTZej: i j=1,....,p
COV(Xj,Xk) = e]TZek = O, ]7é k

em que a primeira igualdade indica que a varidncia de cada componente X; € o autovalor
A, respectivamente. Na segunda igualdade, a covariancia entre duas componentes diferentes

distintas € zero, indicando que as componentes ndo estdo correlacionadas.

Como Rodrigues e Lima (2009) observou, entre os abordagens possiveis para a Anélise

de Componentes Princinais (ACP) em relacao aos dados eleitorais consideramos: a freauéncia
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dos dados eleitorais(nimero de votos), dados eleitorais transformados em propor¢des, e dados
proporcionais transfomados em razdes logaritmicas.

O primeiro é conhecido como andlise de componentes principais direita e podemos perceber
que a soma dos votos € diferente para cada provincia ou regidao. Além disso, se colocarmos os
votos no espagco multidimensional e aplicarmos PCA, a andlise mostra certa curvatura a qual é
incompativel com a hipétese de linearidade de andlise de principais componentes e leva a resul-
tados insatisfatérios (RODRIGUES; LIMA, 2009). No segundo caso, a Anélise de Componentes
Principais nas proporc¢des é aplicada em dados onde os votos eleitorais sdo substituidos por uma

distribuicao relativa(proporcdes) do total por cada regido, onde os diagramas dispersos corres-
/
J
regido r (RODRIGUES; LIMA, 2009). Além disso, a matriz de varidncia-covariancia associada

pondentes aos pares devem ser (eﬁxr, ex,):r=1,...,n ex, ¢ o vetor com os votos eleitorais na
ao0s votos proporcionais é I' = [cov(X;,X)] com autovalores positivos A; > A, > --- > 1, >0
e autovetores correspondentes ey, €2,...,€,. Se os pontos no grafico disperso apresentam uma
estrutura eliptica homogénea, a Andlise de Componentes Principais para proporcdes ¢ uma
solucdo adequada. No entanto, se observamos padrdes curvos, o método produz resultados
inadequados. Por tultimo, a Analise de Componentes Principais das transformagdes de razoes
logaritmicas centradas (clr) dos dados indica uma alternativa melhor na andlise de dados, pois

corrige a restricao de soma constante e reduz a dependéncia entre as varidveis.

2.4 Transformacao dos escores

Ao aplicar a Anélise de Componentes Principais (ACP), obtemos duas medidas essenciais:
cargas e escores. As cargas indicam as relagdes das varidveis com as componentes, enquanto 0s

escores representam as posicoes das observacdes no novo espago dimensional das componentes.

No entanto, os escores x;j emquei=1,...,ne j=1,..., p, tém variabilidades diferentes
em cada componente, o que dificulta a interpretacio. Para abordar essa questio, sugere-se realizar
uma transformacao monotodnica nos escores, a fim de padronizéd-los em uma escala comum de

(0,1) para cada componente. Essa transformagao é efetuada utilizando a seguinte férmula:

o Xij— min(X;)
b= max(X;) —min(X;)

Nesta equagdo, z;; representa os escores transformados para cada componente j, e X; =
(X1jyeesXn J-)T € o vetor n-dimensional de escores ndo transformados da componente j. A
formula leva em consideragdo o maximo e minimo dos escores em cada X, e assegura que
os escores transformados sejam comparaveis de forma consistente em todas as componentes,

tornando a andlise mais acessivel e ficil de compreender.
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2.5 Modelo de Regressao Beta

A distribuic@o Beta é conhecida por sua flexibilidade e utilidade ao modelar fracoes,
porcentagens, propor¢des ou varidveis com valores entre 0 e 1. Uma varidvel aleatéria Z tem

distribuicdo Beta se sua funcdo de densidade é dada por:

em que, @ >0 e B > 0 sdo os pardmetros de forma, e I' denota a funcio Gamma, isto é,

fzla,B) =

['(x) = [;°** 'e~'dt. A média e a varidncia de Z sdo, respectivamente,

a
E(Z) = m
_ op
" = B B 1)

Além disso, distribui¢do uniforme é um caso particular quando o = 8 = 1. Em modelos de
regressdo, ¢ conveniente utilizar uma parametrizacao diferente, onde é comum definir a média
que compreenda o parametro de precisdo ou dispersao. Assim, em modelos de regressao, a
. . . ~ ”, . . . a _ . ~ 7 .
distribui¢do beta € reparametrizada, ou seja, U = w+B © ¢ = o+ B, em que y; e ¢ sdo a média e
o parametro de precisdo respectivamente. Nesse contexto, a funcdo de densidade pode ser escrita

como:

160) = g =gy 19 D

em que, i € (0,1) e ¢ > 0. Portanto,

E(z)=u

p(l—p)
(1+¢)

Sejam Z1,...,Z, varidveis aleatdrias independentes, cada uma seguindo uma distribui¢@o

var(z) =

Beta mostrado na Equacdo 2.1 com média y; e parametro de precisao ¢. O modelo de regressdo
(FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004) € construido considerando o componente aleatdrio:

Z ~ Beta(;, 9)

e com a média y; descrita pelo componente sistematico:

g(i) = UiTﬂ
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Aqui, B = (B1,...,B) " representa o vetor de parametros desconhecidos (B € R*), e
U; = (uj1,...,uy) sdo observagdes em k covaridveis (k < n) que assumem valores fixos e
conhecidos. Finalmente, g(.) é uma funcéo de ligacdo estritamente monétona e duas vezes
diferencidvel, mapeando valores de (0, 1). Algumas fungdes de link tteis sdo: logito log(=; “)
probito ¢~ (i) , complemento log-log log{—1log(1 — i)}, log-log —log{—1log(u)} e cauchy

tan{m(u —0.5)}.

2.5.1 Estimacao dos parametros

Identificados que parametros estao presentes na distribug@o, o processo de estimagao dos
parametros € mediante o metodo de maxima verossimilhanga, proposto por Fisher (1922) que
consiste em estimar os parametros que assumem a distribuic@o beta, considerando os n dados

observados. A fung¢do de verossimilhanga e definido como:

(I) Zl Hf Zl’B q)

Para facilitar a estimacio, aplicamos o logaritmo, também conhecido como a fun¢do de log-

verossimilhanga, baseado em n observagdes independentes.

I(B,¢;z;) =log (ﬁf(zz';ﬁ,@) = ili(ui,¢;zi)

em que,

li(i, 9;2i) = logl'(¢) —logI'(i¢) —log U((1— ;) @) + (i — 1) logzi+ ((1— )¢ — 1) log(1 —z;).

A funcdo escore do modelo é obtida derivando a log-verossimilhanga em relacdo aos parametros
desconhecidos,dada como (% (B, ¢), % (B,9))" em que %g(B,9) € afungdo escore para o
pardmetro B = (Bi,..., ;) relacionado com a média u e %, (B, ¢) é a fungdo escore para o

parametro de precisdo ¢.

As componentes do vetor escore de B sdo dadas por,

ol(B.¢) _ i Ii(1i, @) Ipti o

9 Br =1 du;  In; P =hea @2)

com,
%‘:d)) =0 [log (1 — zi> —y(pi¢) — w((1 — pi)¢i) (2.3)
em que, ¥(.) é a funcdo digamma, isto é y(x) = alog)l;( ) e g ()= —: Portanto, a Equacdo 2.2

é reduzida a:

8l(ﬁ,¢) o < * * 1 977:
S =) 0(G —m) g
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em que, z; = log (li_lz,) e ' =vwy(u¢)—w((l—w)¢).Portanto, a func¢io escore para B
em forma matricial é dada por:

Ug(B.¢) = U 'T(" —p*) (2.4)
em que U é matriz de covaridveis de ordem n x g cujai-ésima linha é u;", T = diag (g, (]#1) e g (lu )> ,
Zr=(z,...,z) e = (uf,..., 1) ". Além disso, a fungdo escore do parAmetro de precisdo
¢ € dada por:
n
U (B,9) =) {mi(e; — ") +log(1 —2z) — w((1-2)9) + v(9)}. (2.5)
i=1

A préxima etapa € obter a matriz de informacado de Fisher. A notacgdo € obtida da seguinte

forma. Seja, W = diag{w;,...,w,}, em que,

2
wl-=¢{v/<u,-¢>+w’<<1—ui>¢>}{#} ,

g (Un)
¢=(cr,....cn)’ em que ¢; = @ {y/ (@)t — y'((1— pi)¢) (1 — pi)}, onde /() € a fungao
trigamma. Além disso, seja D = diag {d; =,...,dy} em que d; = ' (;0)u? + ' (1 — :)9) (1 —

1;)> — y'(¢). Consequentemente, a matriz de Fisher é dada por (BAYER, 2011),

K, K
K= K(B.0) = (K{;g Kfji)

em que K(B,B) = oU 'WU.K(B,9) = (K(¢,B))" =X "Tec,e K(¢,9) =rtr(D).

A estimagdo dos pardmetros, f; € ¢, na log-verosimilhanga da distribugad beta, é reali-

zada quando Equagdo 2.4 e Equacdo 2.5 :

%y(B,9)

Esse processo requer um método iterativo, como os algoritmos de Newton-Raphson ou escore de

0
0

Fisher, para estimar esses parametros. A seguir, descrevemos cada um desses processos:

Processo iterativo de Newton Raphson

Sejaa= (B, 9), o vetor de pardmetros, com funcio escore % (o) = (%g(B, )", % (B,¢))"

e dimensdo (k+ 1) x 1. O processo consiste em associar aos pardmetros um valor inicial,

() =% () + %' (a9)(a-a?)

em que %’ (@) denota a primeira derivada de % (@) em relagio a @' . Considerando % (@) = 0

€ 0 processo iterativo, temos que,

a™tl) — g™ _ o (e (™Y =12 (26)
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Processo iterativo de escore de Fisher

Pela lei dos grandes numeros, 7' (a (m)) converge na matriz de Fisher quando n — oo.

Assim, substituindo na Equacdo 2.6, temos que,
a"™h = a™ — K@Y (@™) m=1,2,... 2.7)

2.5.2 Teste de hipotese

Quando realizamos uma andlise de regressdo, buscamos as varidveis independentes
que possuem maior significncia e influéncia no modelo. Isso nos permite comparar diferentes
modelos e identificar quais varidveis sdo relevantes para a varidvel dependente. Nesse contexto,
existem diferentes tipos de testes, tais como o teste de razdo de verossimilhanga, o teste de escore
e o teste de Wald (OLIVEIRA, 2004) , dentro da perspectiva do modelo de regressdo Beta.

De acordo com certas condi¢des de regularidade, para tamanhos de amostrais grandes,
a distribugdo conjunta de /§ e ((3 (SEN; SINGER, 1993) € aproximadamente uma distribucao

normal g-multivariada, dada por:

(

Teste de razdo de verosimilhanga

<> ™
~
¢
=
VR
VR
S ™
~_
%
~

O teste pode avaliar se 0 modelo apresenta uma melhora significativa no ajuste. Conside-

remos a seguinte hipdtese:

Ho: B =pB"
Hy: B #B"

emque, B = (B1,...,B,) " € B(()) = (ﬁl(o), e ,ﬁq(o))T. A estatistica de razdo de verossimilhanga

¢ dada por:

em que, /(B,9) é o logaritmo natural da fungdo de verosimilhanga e ( B.o ) € o estimador de ma-

xima verossimilhanca restrito pela imposicao da hipétese nula. Sob condiciones de regularidade

D
e sob Hy, w = x2.

Teste escore
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O teste escore é formulado da seguinte maneira:

Ho: B =pB"
Hy:B#BY

Considerando U;g como um vetor g dimensional compreendendo g elementos da fungéo escore
de BekK ? IB como uma matriz g x g formada pelas g primeiras linhas e g primeiras colunas da

matriz K~'. A estatistica é expressada como:

~T =B+
w = Ulﬁ K] 1 UlB
em que a tilde indica que as quantidades sdo avaliadas no estimador de maxima verossimilhanca

restrito. Sob condiciones de regularidade e sob Hy,w 2> )(,31
Teste de Wald

O teste de Wald realiza inferéncia assintética para os pardmetros do vetor 8. Considere-

mos:

Hy:p=p"
Hy: B #B"

A estatistica de teste é definida como:

A ONT (#BB\—1/4 0
w= (BB (Ki) (BB
em que IA(II3 1B ¢ uma matriz g X g formada pelas ¢ primeiras linhas e g primeiras colunas da matriz
K 'e IA(? 1ﬁ = Klf 1ﬁ considerado no estimador de méxima verossimilhanca irrestrito, e B éo
estimador de maxima verossimilhanga de B. Sob condic¢des gerais de regularidade e sob Hy,
D .2
I

2.5.3 Medidas de diagnéstico

Ap6s ajustar o modelo, € crucial realizar o diagndstico do modelo proposto para verificar
a qualidade do ajuste, identificando possiveis desvios na parte aleatéria (z;) € no componente
sistemdtico 1;. Uma medida global da varia¢io pode ser estimada pelo pseudo R? (RI%), definido
como o quadrado do coeficiente de correlagdo amostral entre 1) e g(z). Note que 0 < RIZ, <l,e
um valor mais préximo de 1 indica um melhor ajuste. Outra medida € a discrepancia do ajuste,
proposta por Nelder e Wedderburn (1972) que € duas vezes a diferenga entre o modelo saturado
e o modelo postulado. Assim,

n

D(z:p,0) =Y 2(Li( i3, ¢) — li(1i. 9)),

——
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em que [I; € um valor de U; que resolve g—lll'i =0, isto é, ¢(zf — ). Quando ¢ é grande,
u = log{lf—"”i}, e entdo segue que [I; ~ z;. Para ¢ conhecido, podemos definir uma medida
de discrepancia como D(z;1,¢), em que fL é o estimador de mdxima verossimilhanga de p
sob o modelo pesquisado. Quando ¢ € desconhecido, uma aproximacao para essa quantidade é
D(z; [, ), denominada comumente de desvio do modelo sob pesquisa. Note que, D(z; 1, ) =

i ()

i=1

rd = sinal(z; — ;) {2(Li(fE:, @) — i (di, 9)) }

O leverage generalizado, proposto por Wei et al. (1998) € um componente para determinar

as observacoes influentes. Ele € definido como:

9z
2z"’

em que, O é um s-vetor tal que E£(z) = () e @ é um estimador de @ com Z = 1(8). O elemento

GL(0) =

(i,u) de GL(8) tal que o leverage generalizado do estimador 8 em (i, u) é a taxa de variagio em
i-€simo valor predito em relacdo ao u-ésimo valor resposta. Além disso, os autores notaram que
o leverage generalizado GL(é) ¢ invariante sob reparametrizacdes e observacdes com grande
GL;, sdo pontos leverage. Seja 6 o estimador de méxima verossimilhanca de 6 , assumindo que
existe e € unico, e a fungdo de log-verossimilhanga de segunda ordem com respeito a @ e z. O

leverage generalizado € dado por (WEI et al., 1998):

21 \ ' 9u
1(60)=D
GL(6) 9(3939T> 90971
avaliando em é, em que Dy = ;T“T.

Além disso, considerando um ¢ conhecido, temos o leverage generalizado de 3 (FERRARI;
CRIBARI-NETO, 2004) dado por,

9’1\~ 9%
GL(B) = Dg (aea;s) 9Bz
Residuos quantilicos normalizados

O residuo quantilico normalizado (DUNN; SMYTH, 1996), é definido como:

rgi =0 {F(z): [, 9}
em que ¢ é a fungdo de distribui¢do acumulada da normal padréo, e F(z;) é a func@o de distribui-

¢do acumulada da distribui¢do Beta. Se F € distribuida continuamente, F'(z;) é uniformemete

distribuida no intervalo unitario.
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2.6 Proposta de metodologia

Os dados multipartidarios apresentam diversos desafios para andlise e interpretacdo dos
votos. Devido as caracteristicas de dados composicionais, € necessdrio realizar transformacoes,
como a transformacao de razao logaritmica centrada para eliminar as restri¢des de soma constante

e transferir os dados de um espacgo simplex a um espaco Euclidiano.

Nesse contexto, em esta dissertacdo propomos uma metodologia que consiste no desen-

volvimento de métodos estatisticos para facilitar a interpretacdo desses dados multipartidarios.

A metodologia apresenta as seguintes oito etapas:

1. Coleta de dados de votos multipartidiarios.
2. Transformagdo dos votos em proporgoes.
3. Aplicacdo de transformacao em razdes logaritmicas das propor¢des de votos.

4. Aplicagdo da andlise de componentes principais (ACP) para dados composicionais trans-

formados.
5. Identificagdo de escores de votos usando ACP.
6. Transformacdo de escores de votos ao intervalo unitario.
7. Identificacdo de covaridveis ou varidveis explicativas.

8. Aplicacdo de um modelo de regressdo com resposta limitada para os escores transformados.

Na etapa 1, a abordagem consiste em coletar informag¢des dos dados de uma regido,
estado ou pais, nos quais os votos podem variar em quantidade. Na etapa 2, € recomendavel
transformar esses votos em proporg¢des no intervalo (0, 1). Essas proporgdes indicam uma soma

constante de 1 para cada circunscri¢do, respeitando as restricoes dos dados composicionais.

Na etapa 3, aplicamos a transformacgdo de razdo logaritmica centrada para eliminar
as restricdes da soma constante e do espago simplex restrito. Contudo, os dados apresentam
uma estrutura multidimensional que pode complicar a andlise. Na etapa 4, para lidar com a
multidimensionalidade, utilizamos a Andlise de Componentes Principais (ACP) como uma
ferramenta para a reducdo de dimensdes. A ACP permite visualizar os dados em um espaco

euclidiano, onde as cargas e os escores descrevem as relagdes entre as varidveis e componentes.

Na etapa 5, identificamos os escores, que refletem a dire¢do dos votos para diferentes
partidos politicos, tornando-se uma variavel que indica o comportamento das circunscrigdes
em relacdo a preferéncia por um partido politico. Na etapa 6, dado que os escores apresentam
variabilidades diferentes em cada componente, dificultando a interpretabilidade, uma abordagem

comum é a normalizacao. transformando os escores para valores no intervalo (0.1).
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Portanto, esses escores normalizados tornam-se o foco do estudo e representam a varidvel
resposta. Na etapa 7, sdo necessarias variaveis explicativas para o modelo relacionado aos dados,
descrevendo a populacdo e auxiliando na escolha por um partido politico. Na etapa 8, aplicamos

um modelo de regressdao com resposta limitada, onde a varidvel resposta escore estd no intervalo
(0,1).

Uma ferramenta util para visualizar a metodologia com suas respectivas etapas no
processo € as interacdes com as etapas anteriores sdo os diagramas. Na Figura 2, mostramos o
diagrama correspondente que propde as etapas a serem seguidas para analisar e interpretar os

dados multipartidérios.

A metodologia utiliza a anélise de componentes principais como método de reducdo
de dimensdes, embora outros métodos, como a andlise de fatores, possam ser aplicados. As
varidveis explicativas podem variar conforme a regido, estado ou circunscri¢do, identificando
quais varidveis exercem maior influéncia nos votos. Por fim, ao aplicar um modelo de regressao
com resposta limitada, diversas funcdes de ligagdo podem ser utilizadas, tais como logito, probito,

log-log e complementar log-log.
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1. Coleta de
dados dos votos
multipartidarios

J,

2. Transformar os
votos multipartidarios
em proporgdes (Vij)

!

3. Aplicacéo da
transformagéo das >
proporgdes de votos em
razdes logaritmicas Vij*

|

4. Aplicacéo da analise de ~
componentes principais (ACP)
para dados transformados Vij*

|

5. Identificagéo de
escores (xij) ndo
transformados das
componentes principais

:

6. Transformagao dos
escores de xij a zij (0,1)

!

7. Coleta de dados
como variaveis
explicativas

l

8. Aplicar o modelo de

Regressédo com resposta — —>
limitada a variavel

escore transformado.

— Tg5 — min(X;)
7 mar(X;) — min(X;)

Figura 2 — diagrama geral da metodologia

2.7 Revisao de cépulas

O termo "c6pulas"foi inicialmente introduzido por Sklar (1959), estabelecendo os funda-
mentos dessas fungdes e foram criadas com duas finalidades: procurar uma medida de depen-
déncia e fornecer um ponto de partida na construcao de distribui¢des bivariadas. Cépulas sao
essenciais para relacionar a distribui¢do multivariada de varidveis com suas distribuicdes margi-
nais dessas varidveis (NELSEN, 2006), assim como varios estudos foram desenvolvidos com o
objetivo de obter distribui¢des multivariadas mais complexas, onde as distribuicdes univariadas

diferem, e busca-se uma relagao entre elas mediante uma estrutura de dependéncia.
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De acordo com Joe (2014), sob o mesmo ponto de vista, as cépulas sao distribui¢des
multivariadas com marginais univariadas seguindo uma distribui¢do U (0, 1). Portanto, se C é

uma cépula, entdo C é uma distribui¢do de um vetor de varidveis aleatérias U (0, 1).

Simultaneamente, varias familias de cdpulas emergiram para a constru¢do de distri-
buicdes multivariadas em diferentes aplicacdes, sendo as mais notdveis as cépulas elipticas,
derivadas das distribui¢des multivariadas normal e t-student, como a Copula Gaussiana e C6-
pula t-Student; e as copulas arquimedianas, provenientes de uma funcdo geradora que inclui

comumente Copulas de Gumbel, Clayton e Frank.

Dentre os estudos e aplicacdes de copulas em diversas dreas, destacam-se os trabalhos
mais desenvolvidos em finangas e economia. Por exemplo, Embrechts, Lindskog e McNeil
(2001) abordaram modelos de dependéncia com copulas na Gestao Integrada de Riscos, enquanto
Bouyé et al. (2000) exploraram aplicagdes em problemas financeiros, como pontuacio de crédito,
modelagem de retorno de ativos e medida de risco. Além disso, Denuit, Purcaru e Keilegom
(2006) utilizaram cépulas para modelar riscos multiplos em seguros. Contudo, as cépulas também
encontraram aplicacdo em outras areas, como o modelo multivariado de demanda sismica de
concreto proposto por Goda e Tesfamariam (2015), a aplicacdo de copulas gaussianas em
Ecologia e Biologia Evolutiva Prates ef al. (2015) para a construcdo de processos Markov
Gamma ou Beta, 0 uso de copulas arquimedianas em dados de sobrevivéncia com observagdes
censuradas por Biondo e Suzuki (2016), a exploracdo da relacdo entre renda e democracia através
de copulas por Paleologou (2023) e modelos multivariados utilizando cépulas em marketing,

conforme desenvolvido por Danaher e Smith (2011).

Em resumo, as cépulas apresentam uma ampla gama de aplicacdes, oferecendo diversas
vantagens, como a obtencdo de distribui¢des multivariadas e a modelagem da estrutura de
dependéncia. Para ilustrar, consideremos a construcio de uma distribuicdo bivariada. Inicialmente
contemplamos distribui¢des marginais acumuladas que sdo transformadas em distribui¢oes
uniformes padréo [0, 1]. Consequentemente, obtemos uma distribui¢do bivariada e um pardmetro

de dependéncia, dado que as varidveis possuem as mesmas distribui¢des marginais uniformes.
Teorema de Sklar

O teorema proposto por Sklar (1959) estabelece que, para uma func¢ao de distribui¢ao mul-
tivariada acumulada H (x1,...,x4) = P(X; < x,...,X; < x4) de um vetor aleatério X, ..., Xy,

com marginais Fx,(x;) = P(X; < x;), existe uma fun¢do copula d-dimensional C tal que:

H(xl,...,xd) = C(FX] (xl),...,FXd(xd))

Se as marginais Fy, (x;) parai=1,...,d séo continuas, entdo C € tinica; caso contrdrio,

C € unicamente determinada no conjunto ranFy, X ranFy, X --- X ranFy,.

Outra forma de expressar o teorema € considerando H uma distribuicdo multivariada
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d-dimensional com marginais continuas Fx, (x1),...,X(x). A copula C é determinada para todo

u; € (0,1) como:

C(u) :H(F;ll(ul),...,Fgll(ud))

—1 1 ~ .
onde, Fy, ;- Fx ' sdo as inversas de Fx,,..., Fx,.

Portanto, o teorema permite obter a distribuicdo multivariada considerando as distribui-
¢cdes marginais por meio de copulas. Além disso, possibilita modelar a copula adequada para as

varidveis e estimar a for¢a de dependéncia entre elas por meio de estruturas de dependéncia.
Propriedades das copulas

As copulas apresentam propriedades fundamentais que destacam sua importancia:

i) C(u) = u;, quando todas as coordenadas, exceto u;, sdo iguais a 1. Isso é representado por:
C(l,l,...,u,-,...,l,l) =u, Vi=1,...,d, u; € [O,l]

ii) Sejau=[uy,...,uy], onde u; = Fx,(x;). Se u; = 0 para i < n (pelo menos uma das coorde-
nadas u € igual a 0), entdo
C(ul,...,ud) =0.
iii) Dado que C(uy,...,uy) é limitada, temos 0 < C(uy,...,uy) < 1. A propriedade representa

o limite da distribu¢@o conjunta acumulada no rango [0, 1].

iv) Como C(uy,...,uy) é d-crescente, o volume do intervalo d-dimensional é ndo negativo,
Y(ay,...,a,)(by,...,by) €10, l]d, onde a; < b;

X7 TR (D) (g, X, Xaiy) > 0 (2.8)

ld:l - sl
Comle :ajeszzbj,jzl,...,d

v) Sejam as varidveis aleatdrias X, . .., X, com funcdes de distribui¢ao marginal Fy, (x;), ..., Xz(xz)
e a fungdo de distribui¢do acumulada conjunta H(xy,...,x). Defina u; = Fx,(x;) para
i=1,...,d. As varidveis X1,..., Xy sao independentes se e somente se H(xp,...,x;) =
Hl‘-lzl Fx,(x;) (ANJOS et al., 2004). Portanto, a cépula C(uy,...,u,) é denominada cpula
produto ou independente, sendo definida como:

d

C(”l?"'aud) :Hui

i=1

Para ilustrar a equac@o (2.8), consideremos o caso em que d = 2, onde (a1,a2), (b1,b2) €

[0, 1]2 e a; < ap, by < by. Entdo, temos que:

2 v2 VRO (e s ) >0
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Portanto,
C(al,az) —C(al,bz) —C(bl,(12> +C(b1,b2) >0

Da mesma forma, quando d = 3, obtemos o seguinte:

C(az,bz,CQ)—C(ag,bz,cl)—C(al,bz,CQ)+C(a2,b1,6‘1)—|—C(a1,b2,cl)+
C(alablacZ) —C(al,bl,CI) 2 O’ (alvaZ);(bl7b2),(clacZ) € [Oa 1]3

Limite de Fréchet-Hoeffding

De maneira geral, considere que para cada C(u1,...,ug) e (u1,...,ug) em [0,1]¢, o limite
¢ definido por:

W (s sttg) < Clatrse o) < Mur, o ytig); i > 2

onde W (uy,...,us) = max{1 —d + X% ,u;,0} é uma cépula quando i = 2 e o limite inferior
Fréchet-Hoeffding , e M(uy,...,u;) = min(uy,...,uz) é uma cdpula e o limite superior de
Fréchet-Hoeffding.

Para ilustrar, considere uma cépula C para uy,u, € I, seguidamente temos (NELSEN,
2006) que,

W (uy,uz) = max(uy +uy —1,0) < Cluy,up) < M(uy,up) = min(uy,up),

consequentemente, pelo Teorema de Sklar, se x € y sdo varidveis aleatorias com distribui¢cdo

conjunta H e marginais F' e G respectivamente, entdo,

max(F (x) + G(y) — 1,0) < H(x,y) < min(F (x),G(y))

em que W e M sao copulas, e os limites sdo fungdes de distribuicdo conjunta, denomidas limites

de Fréchet-Hoeftding para a funcdo de distribui¢do conjunta H com marginais W e M.

Classes de copulas

a. Copulas elipticas

As copulas elipticas formam uma classe significativa derivada das distribuicOes elipticas,
como a distribui¢cdo multivariada normal e t-Student. Algumas das caracteristicas fundamentais
incluem a flexibilidade na dependéncia positiva e negativa, bem como a dependéncia nas caudas.
No caso das cépulas normais, temos caudas leves, enquanto nas cépulas t-Student, as caudas sao
pesadas. Essa flexibilidade faz com que as copulas elipticas sejam aplicdveis em uma variedade
de contextos, incluindo financas, seguros e gestdo de riscos. Para obter mais detalhes sobre essas

aplicacoes. consulte Cherubini. Luciano e Vecchiato (2004).
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Copula Gaussiana

A co6pula Gaussiana consiste na combinagdo conjunta de distribui¢des marginais univari-
adas normais. Entre suas caracteristicas mais relevantes, destacam-se a simetria no espaco e o
fator de correlacdo associado a distribui¢do multivariada. Além disso, ela apresenta uma baixa

dependéncia nas caudas.

Essa copula foi implementada em diversas dreas, como finangas, gestdo de riscos e
riscos de crédito. No entanto, mostrou limita¢des na estimativa de dependéncias complexas. Um
exemplo disso € mencionado em Watts (2016), que descreve a crise econdmica global de 2008,
na qual copulas gaussianas foram utilizadas para modelar risco financeiro. No entanto, o modelo

subestimou o risco de cauda e as dependéncias entre varidveis essenciais.

De acordo com Cherubini, Luciano e Vecchiato (2004), a cépula Gaussiana multivariada

¢ denotada da seguinte maneira:

Ce(u)=s(9~ (1), 0 ' (ua))

em que ¢! representa a inversa da distribucdio normal estandar ¢, e ¢y denota a distribugio
normal estandar multivariada com matriz de correlacdo simetrica e positiva definida . A
densidade da copula Gaussiana (CZADO, 2019)¢é dada como:

1
c(wX) = \Z\_iexp{EXT(Id —Z_l)x}
em que X = (x1,...,x7) €R,ex;=¢ () parai=1,...,d.
Copula T-Student

A copula t-Student consiste na combinagdo conjunta de distribuigdes marginais uni-
variadas t-Student. Além de ser considerada uma distribui¢do eliptica, ela é simétrica e sua
caracteriza¢do envolve a utilizacdo de uma matriz de correlacdo e os graus de liberdade. Essa
copula € frequentemente aplicada em dreas como riscos financeiros, seguros e estudos ambientais.
De acordo com Cherubini, Luciano e Vecchiato (2004), a cépula t-Student € denotada da seguinte

maneira:

Cr(u) = t5,v(tg ) (101), s 15 3, (1))

Aqui, t~! representa a inversa da distribui¢fio t-Student, ¥ é uma matriz pardmetro de escala
em [—1,1]9%¢, e v denota os graus de liberdade. Se d = 2, A densidade da cépula t-Student

bivariada € dada por:

(1. x) — [ () 15 (1) 0, %)
(Hnsfai ) to(ty ' ()t (15 (12))
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Tabela 1 — C6pulas bivariadas Elipticas
Cépula (u v; 0 C ) 0 Transformag@o Kendall’st
Normal | ¢2(¢~'(u), 01 (v);0) 0ec[-1,1] tanh=' () %(araﬁn(@))
T-Student tz’g(tgl(u),tgl(v);e, $) | 6€[-1,1],{ € (2,) | tanh~'(8),log({ —2 —¢) %arcsin(@)

b. Copula Arquimedianas

A familia de cépulas arquimedianas desempenha um papel fundamental em vérias
aplicacdes devido a facilidade com que podem ser construidas, oferecendo uma ampla gama de
familias e propriedades viaveis (NELSEN, 2006). A obtencdo dessas copulas € realizada por
meio de uma fung¢do geradora @ (gerador aditivo) em que seja (p[_ 1 uma funcdo pseudo-inversa

de @ com Dom@(~!) = [0, 0] e Rane!~!) =1, dada por,

As fungdes da forma Cp = @I~ !(@(u) + ¢(v)) para u,v em [0, 1], sdo denominadas

copulas Arquimedianas e ¢ é chamada funcdo geradora. No caso em que (p[_l] =¢le Co =
o' (o(u) + @(v)), dizemos que é uma cépula Arquimediana estrita.
Para ilustrar, consideremos a fungdo ¢(z) = —logt para t em [0, 1]. Dado que ¢(0) = oo,

—t) e a C gerada €,

=uv = [ J(uv).

Consequentemente, [(uv) é uma c6pula arquimediana estrita.

@ é estrita. Portanto, l=1(r) = ¢~ 1(r) = exp(

Clu,v) = exp(~[(~ Inu) + (~ Inv)))

A coépula arquimediana C com a func¢ao geradora ¢ (NELSEN, 2006) apresenta as

seguintes caracteristicas:
e C possui simetria, portanto c(uy,uy) = c¢(up,u;) para todo uj,up em I,

e C é associativa, ou seja, C(C(uy,up),uz) = C(uy,C(up,u3)) para todo uy,uy,uz em L

Isso implica que podemos obter a mesma distribui¢do conjunta associando diferentes pares de
variaveis,
e Se a > (0 é uma constante, entdo a¢ é um gerador de C.

Na seguinte Tabela 2 mostramos os diferentes tipos de copula bivariadas classificados

— 9 tlog(1)(1 -

como arquimedianas, em que D1(6) = 3 fo ¢ a funcdo Debye e D, (60)
2(1-6
t) (e )

expt

Dependéncia

A distribuic@o conjunta revela a interac@o entre as varidveis, no entanto, ndo oferece

mnformacoes especificas sobre a natureza da relacao entre elas. seia positiva ou necativa. Por
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Tabela 2 — Principais familias de copulas arquimidianas

Cépula C(u,v;0) G Transformagdo Kendall’st
Clayton (W O+vo—1)s 0c(0,00) | log(6—¢) 2
— _ »—0v_
Frank —0 og{1+ (e 9“71)ﬁ1 6 cR—{0} - 1—5(1-Dy(0))
Gumbel exp[—{(—logu)® + (—logv)?}3] 0 € [l,00) log(6 — 1) 1,%
1
Joe 1-{(1-w)?+(1-v)?—(1-w)?(1-v)}7 | 6e(l,0) |log(6—1—¢) 1+ 2D5(6)

consiguente, foram estudadas diferentes medidas de dependéncia na literatura, como medidas de
quantificacdo, incluindo o coeficiente de correlacdo linear, que avalia o grau de correlacdo linear;
o coeficiente de Kendall(7) e o coeficiente de Spearman que medem o grau de concordancia
(ANIJOS et al., 2004) com valores variando entre -1 e 1. Um valor de -1 indica uma dependéncia
perfeitamente negativa, enquanto um valor de 1 indica uma dependéncia perfeitamente positiva.

Valores entre esses extremos indicam diferentes formas de associag¢do entre as varidveis.
Correlacdo de Pearson

A correlacdo mede se os conjuntos de varidveis estdo linearmente relacionados e é
definida como a razdo entre a covariancia e os desvios padroes. A formula para o coeficiente de

correlagdo (r) € a seguinte:

L EX-D-T)
VEX—X)2L(Y;,—Y)?

Aqui, X; e Y; representam as varidveis, onde i = 1,...,n, e X e ¥ denotam as médias de cada

variavel, respectivamente. Os valores de r variam entre -1 e 1, onde valores préximos de -1
indicam uma correlagdo negativa, valores proximos de 1 indicam uma correlacao positiva, e o

valor 0 indica que as varidveis sdo independentes.

Concordancia

O termo significa que um par de varidveis é considerado concordante quando uma grande
quantidade de valores de uma varidvel estd associada a uma grande quantidade de valores da
outra variavel, e pequenos valores de uma varidvel estdo relacionados a pequenos valores da
outra varidvel. Portanto, ao considerarmos duas observagdes, (x;,y;) € (x;,y;), de um vetor de
varidveis continuas (X,Y), dizemos que as observagdes sdo concordantes se x; < xj e y; < y;jou
se x; > xj e y; >y;. Da mesma forma, as observagdes sio discordantes se x; < x; € y; > yj, ou se
x; >xj e y; <yj. Uma forma alternativa é: (x;,y;) e (x;,y;) sdo considerados concordantes se

()Ci _xj)<yi —yj) > 0 e discordantes se (X,' —Xj)(y,' —yj) < 0.
Coeficiente de Kendall

Seja (X,Y) um vetor aleatério com cépula C. O coeficiente de Kendall 7 para X e Y, em

termos de copula, € definido como:
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1(X,Y) =4 /O ] /0  Clu)dCluv) — 1

Além disso, a integral pode ser interpretada como o valor esperado da fun¢do C(U,V) de

varidveis aleatérias uniformes (0, 1), U e V, com fung¢do de distribui¢do conjunta C:

1 =4E(C(U,V)) -1

Coeficiente de Spearman

Seja um vetor (X,Y) um vetor aleatério com cdpula associada C. O coeficiente de
Spearman € denotado da seguinte forma (NELSEN, 2006):

1 1 1 1
pxy =30(C,m) = 12/ / uvdC(u,v) —3 = 12/ / C(u,v)dudv -3
0 JO 0 JO

, onde o coeficiente 3 € uma constante de normalizagdo, considerando que Q(C, ) € [—3, 3.

Criterios de Selecao de modelos

Criterio de informagdo Akaike (AIC)

Baseado no conceito de informagdo de entropia, escolhemos o modelo com um valor
de AIC menor. O critério mitiga o risco de sobreajuste (overfitting) introduzindo um termo
de penalidade 2d que aumenta com o nimero de parametros, permitindo descartar modelos
desnecessdrios. O critério AIC € dado pela formula (AKAIKE, 1974):

AIC = —2log(L) +2d

onde L é o valor de maximizag¢do da funcdo de verossimilhanga e 2d € a penalidade pelo nimero
de parametros.

Criterio de informagdo Bayesiana (BIC)

O BIC (SCHWARZ, 1978) esta relacionado ao critério AIC no qual o modelo com o
menor valor € considerado o melhor. Este critério, € fundamentado na funcio de verossimilhanga.

A formula do critério BIC € a seguinte:

BIC = klog(n) —2log(L)

em que L representa o valor de maximizacao da funcdo de verossimilhanca do modelo. n € o

nimero de observagdes € k € o nimero de parametros a serem estimados.
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CAPITULO

UMA ABORDAGEM ESTATISTICA PARA A
ANALISE DAS ELEICOES PRESIDENCIAIS
DO PERU 2021

3.1 Introducao

Os dados utilizados nesta aplicacdo consistem nos resultados (nimero de votos) do
primeriro turno das elei¢cdes presidenciais peruanas de 2021 para as 24 regides e a provincia
constitucional do pais, Callao. As elei¢des peruanas estavam marcadas para 11 de abril de 2021
e determinaram a escolha do presidente, do vice-presidente e a composi¢do do parlamento, que
conta com 130 membros. Em caso de nenhum candidato obter mais da metade dos votos no
primeiro turno, ocorre um segundo turno entre os dois primeiros candidatos com 0 maior nimero

de votos.

O processo eleitoral contou com a participagdo de dezoito organizacdes eleitorais, a maior
quantidade desde as elei¢des peruanas de 2006. Alguns dos candidatos notdveis foram Pedro
Castillo do Peru Libre, Keiko Fujimori do Fuerza Popular, Rafael Lépez Aliaga do Renovacion

Popular, Hernando de Soto do Avanza pais, Yonhy Lescano do Accion Popular, entre outros.

Os partidos politicos participantes possuem diferentes orientacdes ideoldgicas. Peru Libre
e Accion Popular adotam uma postura socialista com um espectro politico progressista, Fuerza
Popular possui uma abordagem neoliberal com espectro conservador, Renovacion Popular adota
uma postura liberal também com espectro conservador, e Avanza pais € um partido neoliberal

com espectro conservador.

Os resultados do primeiro turno de acordo com a ONPE (2021) foram os seguintes: Pert
libre (PL) com 18,92% dos votos, Fuerza Popular (FP) com 13,4%, Renovacién Popular(RP)
(11,75%), Avanza pais(AVP) (11,62%), Accion Popular(ACCP) (9,071%), Juntos por el Pert
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(7,86%), Alianza por el progreso (6,021%), Victoria Nacional (5,65%) e outros (15,68%).
Esses resultados evidenciam, mais uma vez, a alta popularidade do partido Fuerza Popular,
que conseguiu avangar para o segundo turno com uma expressiva porcentagem de votos. No
entanto, questdes politicas como corrupcao e acusagdes de violagdo dos direitos humanos
relacionadas ao governo de Alberto Fujimori, pai da candidata Keiko Fujimori, geraram uma
atitude antifujimorista em diversas regides do Peru. No segundo turno, realizado em 19 de julho
de 2021, Pedro Castillo, do partido PL foi escolhido como presidente, com aproximadamente
50, 12% dos votos.

Os dados do primeiro turno das elei¢des, apresentados na Tabela 3, incluem os primeiros
cinco partidos denotados como PL, FP, RP, AVP,AP, além de uma categoria adicional OUTROS,

que engloba outras organizagdes com pouca porcentagem de votos.

Tabela 3 — Dados das elei¢des peruanas de 2021

Regido Codigo PL FP RP AVP  ACCP OUTROS Votos Vilidos

1 Amazonas AMA 34464 17.815 8.274 4433 12703 54.510 132.199
2 Ancash ANC 110.620 67.394 42312 34562 38911 177.986 471.785
3 Apurimac APU 88.812  10.879 7.768 6.531 15.649 36.547 166.186
4 Arequipa ARE 256.224  40.216  71.053 148.793  88.708 190.717 795.711
5 Ayacucho AYA 130.224  17.751 11.490 8995 20.315 61.775 250.550
6 Cajamarca CAJ 232418 54962  31.129 25.156  38.677 135.120 517.462
7 Callao CAL 33750  79.699  78.066 78.920  34.965 219.867 525.267
8 Cusco CUS 232.178  27.132  29.618 40.423 60.659  218.023 608.033
9 Huancavelica  HUV 79.895 8.449 5.060 4591  16.727 32.665 147.387
10 Hudnuco HUC 110978  32.827 33.787 15.822  22.565 79.244 295.223
11 TIca ICA 56.627 62.102 46.116 39949 39475 161.545 405.814
12 Junin JUN 131.438  80.057 52599 54.124 66.214 189.666 574.098
13 La Libertad LAL 90.324 131.866 95973  84.566 47.322  334.797 784.848
14 Lambayeque LAM 73.279 121.263  86.126  50.087  51.467 184.346 566.568
15 Lima LIM 416.743 754.216 870.416 871.000 362.881 2.035.250 5.310.506
16 Loreto LOR 15.662 52344 16449 18.846  34.998 175.809 314.108
17 Madre De Dios MDD 23.945 7.278 4.041 3.996 6.601 18.713 64.574
18 Moquegua MOQ 33.665 4.617 6.832 10.183 15412 27.217 97.926
19 Pasco PAS 34.187  12.607 8.009 5.102  11.871 28.220 99.996
20 Piura PIU 71.028 173.933 68356 63.866 51.250  272.512 700.945
21  Puno PUN 292218 17.514 15918  21.665 175.712 92.494 615.521
22 San Martin SAM 67.000 46.699 26.561 21.825 31.498 119.887 313.470
23 Tacna TAC 64.521 9.363 17.842  21.000 28.696 52.847 194.269
24  Tumbes TUM 7.613  36.403 8.799 7.123 7.046 31.257 98.241
25 Ucayali UCA 26.339  40.510 14981 11.124  14.359 81.057 188.370

PL: Peru Libre, FP: Fuerza Popular, RP: Renovacion Popular, AVP: Avanza pais, AP: Accion Popular e OUTROS

Os dados revelam que a regido de Lima (capital do Peru) apresenta a maior quantidade de
votos validos, totalizando 5.310.506 votos, indicando sua significativa influéncia nas eleigdes e
seu papel crucial na escolha dos governantes. Por outro lado, a regido de Madre De Dios registra

a menor quantidade de votos validos, com 64.574,sugerindo uma menor influéncia nessa regiao.

Ao analisar os partidos que receberam o maior nimero de votos, observamos que em
regides como Arequipa, Lima, Puno e Cuzco, localizadas no centro do pais, o partido Peru

Libre recebeu uma quantidade expressiva de votos. Enquanto isso, em regides como Lima, La
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Libertad, Piura e Lambayeque, localizadas na costa do pais, o partido Fuerza Popular recebeu a
maior quantidade de votos. Esses resultados indicam padrdes regionais distintos nas preferéncias
eleitorais, evidenciando a diversidade de influéncias e comportamentos de voto em diferentes

partes do pais.

3.2 Metodologia

Dado que buscamos interpretar os votos das regides do Peru, aplicamos a metodologia

proposta nas elei¢oes presidenciais do ano de 2021 considerando as seguintes etapas.

1. Coleta de dados das elei¢bes presidenciais de Peru do ano de 2021.
2. Transformacgdo dos votos do Peru em proporcoes.
3. Aplicacdo da transformacao em razdes logaritmicas das propor¢des de votos do Peru.

4. Aplicagdo da andlise de componentes principais (ACP) para dados composicionais trans-

formados do Peru.
5. Identificagdo de escores das regidoes de Peru por meio da ACP.
6. Transformacdo dos escores para o intervalo unitério.
7. Coleta de indicadores de desenvolvimento humano (IDH) do Peru.

8. Aplicacdo de um modelo de regressdo Beta a varidvel escore transformada.

Na etapa 1, realizamos a coleta de dados dos votos no Peru, evidenciando variabilidades
distintas no numero de votos por regido. Na etapa 2, procedemos a transformagdo dos dados em
proporgdes V;;, em que as somas proporcionais dos votos por regido totalizam 1. Dada a natureza
composicional dos dados proporcionais de votos no Peru, na etapa 3 aplicamos a transformagao
de razdes logaritmicas para obter Vlj e remover as restricdes de soma constante e espago restrito

simplex.

Em seguida, Na etapa 4, conduzimos a andlise de componentes principais para extrair
as principais componentes explicativas da variancia nos dados. Consequentemente, obtemos as
cargas dos partidos eleitorais em cada componente e os escores de cada regido nas componentes.
Na etapa 5, extraimos os escores x;; em que i indica as regides de Peru e j a componente
associada. Na etapa 6, considerando que os escores apresentam variabilidades distintas nas
componentes, realizamos a transformagéo para z;;, cujos valores variam entre (0,1). O escore
transformado €, entdo, considerado a varidvel resposta, e o objetivo € interpretar esses valores
para entender por que as regides apresentam esse valor de escore em cada componente, com base

em um conjunto de covaridveis que explicam o comportamento politico da populacio.
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Dessa forma, na etapa 7 incorporamos os indicadores de desenvolvimento humano do
Peru como varidveis explicativas, classificadas em satude, educacdo e renda, que sdo fundamentais
para compreender como influenciam no comportamento politico. Na etapa 8, aplicamos o modelo
de regressao Beta, dada a capacidade para lidar com valores no intervalo (0, 1), considerando os
escores como varidveis de resposta e os indicadores de desenvolvimento humano do Peru como

covaridveis. A Figura 3 apresenta o diagrama com detalhes sobre o processo.

1. Coleta de
dados dos votos
multipartidarios

de Peru 2021

l

2. Transformar os
votos multipartidarios
em proporgdes (Vij)

.

3. Aplicagéo da
transformagao das >
proporgdes de votos em
razdes logaritmicas Vij*

|

4. Aplicagéo da analise de S
componentes principais (ACP)
para dados transformados Vij*

b

5. Identificacédo de
escores (xij) ndo
transformados das
componentes principais

:

6. Transformagao dos
escores de xij a zij (0,1)

!

7. Coleta de
indicadores de
desenvolvimento
humano (IDH) de Peru

l

8. Aplicagéo de um

modelo de regressao - —>

Beta a variavel escore
transformada.

x5 — min(X;)
I man(X;) — min(X)

Figura 3 — Diagrama da metodologia aplicada nas elei¢des peruanas de 2021

Os cédigos da metodologia proposta foram desenvolvidos no software R e estdo disponi-

veis na Codigo-fonte 1. Além disso, podem ser acessado pelo seguinte link: Bounded regression
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model Peru 2021.

3.3 Resultados

3.3.1 Matrices de correlacao das eleicoes Peruanas de 2021

Considerando as trés bases de dados obtidas das elei¢cdes presidenciais do Peru em
2021, analisamos as correlagdes das varidveis (organizagdes politicas participantes) em cada
uma delas. Na Tabela 4, sdo apresentadas as correlagdes de acordo com o numero de votos,
onde todas as correlacdes possuem valores positivos, significando que um aumento em qualquer
dos partidos, gera um aumento no outro partido, € como sabemos isso ndo acontece nos dados
multipartidarios. Alem disso, € importante notar que a correlacdo € espuria, uma vez que as
varidveis sdo dependentes. Na Tabela 5, sdo exibidas as correlagdes das propor¢des de votos
ou dados composicionais. Neste caso, observamos uma tendencia diferente, com correlagdes
positivas e negativas. Por exemplo, os partidos PL e FP mostram uma correlacao negativa de
-0,75, e o partido RP e PL mostram uma correlacdo negativa de -0,70. Apesar disso, as varidveis
continuam sendo dependentes e apresentam a restricdo de soma constante um, o que pode
levar a resultados inapropriados. Finalmente, na Tabela 6, apresentamos a matriz de correlacdo
considerando a transformacdo de razdo logaritmica das vota¢des proporcionais. Nesse caso,
os dados estdo no espaco Euclidiano, e a restricio de soma constante de um foi removida.
Como resultado, as correlacdes dos dados com a transformacao clr nos conduzem a resultados
mais apropriados, possibilitando uma andlise adequada do que est4 ocorrendo com os dados.
Consequentemente, a correlacdo de PL e FP com valor -0,72, ou RP e PL com valor -0,73, tem

mais significancia no analise dos dados.

Tabela 4 — Matriz de correlagdo considerando o nimero de votos no Peru

PL FP RP AVP ACCP OUTROS

PL 1,000 0,595 0,646 0,679 0,837 0,659
FP 0,595 1,000 0,984 0,970 0,868 0,987
RP 0,646 0,984 1,000 0,994 0,893 0,994
AVP 0,679 0,970 0,994 1,000 0,904 0,989
ACCP 0,837 0,868 0,893 0,904 1,000 0,899
OUTROS 0,659 0,987 0,994 0,989 0,899 1,000

3.3.2 Identificando as principais componentes das eleic6es Peruanas

As principais componentes sao aquelas que contém a maior parte da variancia dos dados
e explicam as caracteristicas das eleicdes peruanas. O objetivo deste estudo € identificé-las.
Inicialmente, utilizamos o pacote R para andlise composicional conforme proposto por Boogaart
e Tolosana-Delgado (2008). Os resultados revelaram duas métricas essenciais: cargas € escores,

além da variancia acumulada nor componente. Normalmente. as duas primeiras combponentes
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Tabela 5 — Matriz de correlacdo considerando as propor¢des de votos no Peru

PL FP RP AVP ACCP OUTROS

PL 1,000 -0,749 -0,699 -0,510 0,400 -0,816
FP -0,749 1,000 0438 0,062 -0,506 0,519
RP -0,699 0,438 1,000 0,698 -0,480 0,380
AVP -0,510 0,062 0,698 1,000 -0,194 0,208
ACCP 0,400 -0,506 -0,480 -0,194 1,000 -0,494
OUTROS -0,816 0,519 0,380 0,208 -0,494 1,000

Tabela 6 — Matriz de correlacdo considerando as transformacdes clr dos votos no Peru

PL FP RP AVP ACCP OUTROS

PL 1,000 -0,716 -0,734 -0,568 0,592 -0,600
FP -0,716 1,000 0,476 -0,064 -0,673 0,560
RP -0,734 0,476 1,000 0,624 -0,792 0,163
AVP -0,568 -0,064 0,624 1,000 -0,330 0,012
ACCP 0,592 -0,673 -0,792 -0,330 1,000 -0,366
OUTROS -0,600 0,560 0,163 0,012 -0,366 1,000

mostram a maior parte dessa variancia, e uma ferramenta util para visualizar os dados nessas
componentes € o biplot (GABRIEL, 1971). O biplot permite observar as cargas das variaveis e
os escores das observacdes nas componentes, onde as cargas das varidveis indicam a forca da
relacdo entre as componentes e as varidveis, podendo ser positivas ou negativas, enquanto os

escores representam as posi¢oes das observacdes nos fatores.
Andlise de principais componentes (ACP) dos dados

A Tabela 7 mostra as componentes para os dados reais, onde podemos observar cargas
positivas e negativas, enquanto espacos nulos indicam cargas proximas de zero. A varidncia
acumulada para a primeira componente é de 88,8%. No entanto, a interpretacao ndo € precisa

devido a interdependéncia das varidveis.

Tabela 7 — Cargas da andlise de componentes principais dos dados

Partidos Comp.1 | Comp.2 | Comp.3 | Comp.4 | Comp.5 | Comp.6
PL 0,332 0,839 0,411 0,122

FP 0,418 | -0,312 0,728 0,391 | -0,206
RP 0,425 | -0,232 0,140 | -0,247 0,220 0,798
AVP 0,427 | -0,168 0,186 | -0,617 0,236 | -0,565
ACCP 0,413 0,270 | -0,868

OUTROS 0,426 | -0,210 0,142 0,105 | -0,861

Desvio padrao 2,309 0,754 0,255 0,160 0,075 0,055
Var. Propor¢ao 0,888 0,095 0,010 0,004 0,000 0,001
Var. cumulativa 0,888 0,983 0,994 0,998 0,999 1,000

O biplot na Figura 4 mostra as cargas e os escores dos dados reais nas duas principais

componentes, considerando, ademais, que os nomes das regides sao identificados pelas siglas
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Figura 4 — Biplot da ACP dos dados (98,3% da variancia obtida pelas duas primeiras componentes)

codigo estabelecidas por ISO3166 (1998). As flechas representam as cargas, e suas dire¢oes
estdo associadas a contribuicdo dos partidos na primeira e segunda componente. No entanto,
a interpretacdo nao € intuitiva devido as cargas de algumas varidveis se dirigirem em dire¢coes

semelhantes e as regides se sobreporem umas as outras.
Andlise de componentes principais (ACP) das proporgées dos dados

A Tabela 8 segue a mesma abordagem utilizada na andlise das componentes dos dados
reais. Neste caso, os dados sdo proporcionais ou composicionais. As cargas podem ser positivas,

negativas ou préximas de zero, indicadas por espacos vazios na tabela.

Tabela 8 — Cargas da andlise de componentes principais das proporcdes dos dados

Partidos Comp.1 | Comp.2 | Comp.3 | Comp.4 | Comp.5 | Comp.6
PL 0,506 0,412 0,756
FP -0,401 -0,419 -0,656 | -0,309 0,366
RP -0,436 0,400 0,189 | -0,250 0,723 0,172
AVP -0,302 0,720 0,109 | -0,582 0,195
ACCP 0,358 0,231 -0,825 | -0,256 0,164 0,214
OUTROS -0,417 | -0,301 -0,332 0,653 0,126 0,426
Desvio padrao 1,859 1,087 0,819 0,707 0,437 0,000
Var. Propor¢ao 0,576 0,197 0,112 0,083 0,032 0,000
Var. cumulativa 0,576 0,773 0,885 0,968 1,000 1,000

O biplot na Figura 5 mostra os dois primeiros componentes de dados proporcionais. A
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Figura 5 — Biplot da ACP das propor¢des dos dados(77,3% da varidncia obtida pelas duas primeiras
componentes)

propor¢do acumulada da variancia é 77,3%, valor menor do que a varidncia acumulada das duas
primeiras componentes na andlise direta dos dados. Além disso, os partidos politicos foram
divididos em trés grupos com base em suas posi¢oes no biplot: PL e ACCP estdo no lado direito,
RP e AVP estdo no lado superior esquerdo, enquanto FP e OUTROS estiao no lado inferior

esquerdo.
Andlise de componentes principais da transformacdo clr dos dados

A Tabela 9 mostra as componentes para os dados transformados. Denotamos a primeira e
segunda componente principal com x; e x,, respectivamente. As cargas exibem valores negativos,
positivos ou préximos de zero, indicadas por espacos vazios. Além disso, observamos que
as duas primeiras componentes principais explicam 81, 1% do total da variancia, enquanto as
trés primeiras explicam 92,8%. Os partidos politicos como PL e ACCP estio positivamente
correlacionados com x1, enquanto FP e OUTROS estao positivamente correlacionados com x», €

RP e AVP estdo negativamente correlacionados com x;.

O biplot da Figura 6 exibe as duas primeiras componentes da transformacao clr dos dados.
E possivel observar que as cargas dos partidos FP e OUTROS apontam em direcio oposta as de
RP e AVP no eixo "y". FP e OUTROS(Partido Nacionalista ou Partido Democratico Somos Peru)
representam partidos considerados tradicionais, dado que participaram em diferentes eleicdes no
Peru ao longo de muitos anos. Portanto, propomos que a segunda componente principal x; esteja

associada a preferéncia por partidos tradicionais, onde a parte inferior do eixo estd relacionada a
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Tabela 9 — Cargas da andlise de componentes principais da transformagao clr dos dados

Partidos Comp.1(x1) | Comp.2(x3) | Comp.3 | Comp.4 | Comp.5 | Comp.6
PL 0,495 -0,325 | -0,458 0,658
FP -0,412 0,445 | -0,272 0,479 | -0,330 0,469
RP -0,456 -0,338 | -0,276 0,723 0,282
AVP -0,277 -0,657 0,412 -0,456 0,336
ACCP 0,454 0,480 0,573 0,351 0,335
OUTROS -0,308 0,507 0,587 -0,48 0,178 0,205
Desvio padrao 1,872 1,166 0,840 0,558 0,347 0,000
Var. Propor¢do 0,584 0,226 0,117 0,051 0,020 0,000
Var. cumulativa 0,583 0,810 0,928 0,979 1,000 1,000
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Figura 6 — Biplot da ACP da transformacao clr dos dados (81.06% da variancia obtida pelas duas primeiras
componentes)

partidos menos tradicionais e a parte superior do eixo estd associada a partidos tradicionais. Por
outro lado, considerando o eixo "x"no biplot, observamos que o partido PL estd localizado no
lado direito, enquanto RP estd no lado esquerdo. Durante o processo eleitoral, esses dois partidos
foram opostos em varios aspectos, como economia, visdo social, politica, entre outros. Portanto,
PL representa a politica progressista, enquanto RP representa a politica conservadora na politica
peruana. Nesse contexto, propomos que a primeira componente principal x| esteja associada a

preferéncia por partidos progressistas.

Por exemplo, € possivel observar que as regides de Piura, Loreto e Ucayali demonstram

preferéncia por partidos tradicionais e conservadores. Por outro lado, a regido de Puno opta
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por partidos politicos progressistas, enquanto Lima escolheu partidos nao tradicionais e con-
servadores. As regides de Arequipa e Tacna mostram uma tendéncia por partidos politicos ndo

tradicionais.

3.3.3 Explicando as componentes principais x| e x;

Em sintese, temos duas componentes principais: a componente x| representa a preferén-
cia por partidos progressistas, sendo que seu eixo x indica se a regido tem baixa preferéncia (lado
esquerdo) ou alta preferéncia (lado direito). Por outro lado, a componente x, representa a prefe-
réncia por partidos tradicionais, com seu eixo y indicando se uma regido tem baixa preferéncia
(lado inferior) ou alta preferéncia (lado superior). Além disso, para avaliar a preferéncia da regiao,
€ necessario focar nos escores dado que implica as posi¢des das regides € consequentemente um

aumento ou disminug¢do dos escores indica a intensidade de preferéncia.

3.3.4 Transformando os escores das componentes principais x| e x;

A Figura 6 exibe a posi¢do ou escore x;; para as regides de Peru, onde i e j indicam regido
e as componentes principais, respectivamente. As coordenadas dos escores em cada componente
variam em escalas diferentes e devido a variabilidade, realizamos uma transformac¢ao monotonica

nos dois escores. finalmente, obtemos valores normalizados entre 0 e 1 por meio da seguinte

transformacao:
Xij — min(xj)
Zij = ,
max(X;) —min(X;)
em que, 0 < z;; < 1 denota os escores transformados, € X; = (xl_,-, ... ,xnj)T € o vetor de escores

nao transformados para as componentes j = 1,2 e regides i = 1,...,25. A Tabela 10 mostra os

valores dos escores transformados para componentes x; € x, no Peru.

Os valores dos escores nao transformados exibem uma variagdo distinta para cada
componente. Em x;, Lima apresenta o menor valor, com —3, 66, enquanto Puno exibe o maior
valor, atingindo 4,91. Por outro lado, em x;, Tacna apresenta um valor de —2,35, enquanto
Amazonas mostra um valor de 2,12. Como resultado, os dois componentes tém variabilidades
distintas nos escores, € a transformacao pode facilitar a interpretabilidade. Seguidamente, a
Figura 7 mostra as densidades dos escores transformados de cada componente principal, com

valores variando entre O e 1.

3.3.5 Proposta do modelo de regressao Beta

Uma vez que os escores transformados variam de 0 a 1, propomos um modelo de regres-
sd0 no qual tratamos o escore como uma varidvel resposta limitada dado que tem valores entre

O e 1. A Tabela 11 apresenta os principais indicadores de desenvolvimento humano do Peru,
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Tabela 10 — Escores transformados das componentes x; € xo

Regiao X1 X2 21 22
Amazonas 0,287 2,116 0,460 1,000
Ancash -0,759 0,305 0,338 0,594
Apurimac 2,885 0,805 0,763 0,706
Arequipa 1,215 -2,314 0,569 0,007
Ayacucho 2,177 0,201 0,681 0,571
Cajamarca 1,819 0,561 0,639 0,651
Callao -3,008 -1,081 0,076 0,284
Cusco 2,050 -0,676 0,666 0,374
Huancavelica 3,612 1,427 0,848 0,846
Huanuco 0,062 -0,565 0,434 0,399
Ica -1,534 0,118 0,248 0,552
Junin -0,291 -0,369 0,393 0,443
La Libertad -2,337 -0,233 0,154 0,474
Lambayeque -2,199 0,031 0,170 0,533
Lima -3,660 -2,269 0,000 0,017
Loreto 2,184 2,014 0,172 0,977
Madre De Dios 0,946 0,134 0,537 0,556
Moquegua 1,729 -1,292 0,629 0,236
Pasco 0,860 0,339 0,527 0,602
Piura -2,644 0,608 0,118 0,662
Puno 4913 0,115 1,000 0,552
San Martin -0,452 0,453 0,374 0,627
Tacna 2,314 -2,347 0,697 0,000
Tumbes -3,202 0,526 0,053 0,644
Ucayali -1,287 1,394 0,277 0,838

Densidade de z1

0.0

T T
0.5 1.0

Densidade de z2

20
|

1.5

1.0

0.5

0.0
|

T
0.0

T
0.5

Figura 7 — Densidades dos escores transformados z; € 22
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classificados em Saude, Educacdo e Renda, que descrevem e interpretam os escores. A colecdo
dos dados foi realizada pelo IPE (Instituto Peruano de Economia) e pelo INEI(Instituto Nacional
de Estadistica e Informatica). Para mais detalhes, consulte as informagdes disponiveis em INEI
(2019). A varidvel educacdo considera trés tipos de indicadores para uma pessoa: educacao
completa na escola, média de anos em educacao e sucesso educacional. Por fim, propomos um
modelo de regressao Beta para cada varidvel resposta, utilizando o pacote GAMLSS (STASI-
NOPOULOS et al., 2017) a fim de explicar os escores como uma fun¢do dos indicadores de

desenvolvimento humano em cada regido peruana.

Tabela 11 — Indicadores de desenvolvimento humano do Peru

Regido Saide Educacdol Educagdo?2 Educacio3 Renda

1 Amazonas 0,733 0,455 0,329 0,387 0,196
2 Ancash 0,832 0,632 0,438 0,526 0,314
3  Apurimac 0,746 0,655 0,346 0,476 0,257
4 Arequipa 0,877 0,759 0,580 0,664 0,456
5 Ayacucho 0,803 0,629 0,361 0,476 0,212
6 Cajamarca 0,805 0,512 0,315 0,402 0,238
7 Callao 0,885 0,731 0,575 0,648 0,457
8 Cusco 0,790 0,718 0,459 0,574 0,296
9 Huancavelica 0,820 0,586 0,298 0,418 0,165
10 Huéanuco 0,792 0,578 0,369 0,462 0,255
11 Ica 0,864 0,735 0,580 0,653 0,383
12 Junin 0,799 0,673 0,481 0,569 0,293
13 La Libertad 0,865 0,608 0,459 0,528 0,361
14 Lambayeque 0,876 0,693 0,472 0,572 0,305
15 Lima 0,878 0,755 0,612 0,680 0,593
16 Loreto 0,825 0,440 0,475 0,457 0,302
17 Madre De Dios 0,825 0,640 0,494 0,562 0,498
18 Moquegua 0,852 0,739 0,566 0,647 0,520
19 Pasco 0,802 0,678 0,457 0,557 0,245
20 Piura 0,868 0,624 0,431 0,519 0,300
21 Puno 0,819 0,738 0,420 0,557 0,221
22 San Martin 0,767 0,527 0,384 0,450 0,327
23 Tacna 0,831 0,728 0,559 0,638 0,388
24  Tumbes 0,794 0,681 0,502 0,585 0,369
25 Ucayali 0,761 0,495 0,464 0,479 0,310

Explicando o escore transformado da componente x| (preferéncia por partidos progressistas)

O escore transformado para a componente x; € representado como z;;, € varia entre zero e
um. Sejam z1,...,2251 varidveis aleatdrias independentes, onde cada z;;, i=1,...,25, segue

uma distribui¢do Beta com média y;; e pardmetro de precisdo desconhecido ¢;. O modelo é
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obtido considerando a func¢ao de ligacao logito, e a média U;; € representada da seguinte forma:

g(uir) =log (1 .UiL ) = U?ﬁl = P1 + B>Satde; + B3 Educacaol; + BsEducacao2;+
— Wi
BsEducacdo3; 4+ BgRenda;

em que U; = (1,u;1,...,u;5) representa as observagdes das covaridveis, e B, = (B1,...,B¢) " é

um vetor de parAmetros de regressdo desconhecidos (B, € RS).

As covaridveis incluem indicadores de desenvolvimento humano, satide, educacado e
renda. No entanto, ao estimarmos a correlagdo entre as covaridveis Educagdo 2 e Educagdo 3,
encontramos um valor de 0,93, indicando uma alta correla¢io entre essas covaridveis. Conse-
quentemente, excluimos a covaridvel Educacdo 3 do modelo porque o nimero médio de anos de

estudo € considerado mais importante do que o sucesso educacional.

Para avaliar a significancia das varidveis no modelo, examinamos os p-valores. A Ta-
bela 12 apresenta os resultados do modelo de regressdo utilizando o pacote GAMLSS. Notavel-
mente, a varidvel Educacdo 1 € estatisticamente significativa, com um p-valor de 0,011. Além

disso, seu coeficiente revela um impacto positivo na variavel resposta, com um valor de 9,56.

Tabela 12 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo Beta para o escore transformado da
componente x|

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

Intercept. 3,769 4,430 0,851 0,405
Sauide -6,946 6,492 -1,070 0,298
Educacdol 9,567 3,413 2,803 0,011 *
Educagdo2 -4,866 5,793 -0,840 0,411
Renda -6,883 3,965 -1,736 0,098

logito(¢;)  -0,089 0,196 -0457 0,653

Nivel de significancia:p < 0,001 %%, 0,001 < p < 0.01 ##, 0,01 < p <0.05 '+

Em seguida, elaboramos outro modelo excluindo a varidvel Educacdo 2 devido ao seu
p-valor mais elevado, indicando falta de significincia. Os resultados em Tabela 13 destacam
que Educacdo 1 e Renda sdo as unicas varidveis significativas, com p-valores de 0,007 e 0,000,
respectivamente. Analisando os coeficientes, observamos que Educacdo 1 possui um impacto

positivo de 8,09, enquanto Renda exerce um impacto negativo de -9,63 na varidvel resposta.

Finalmente, elaboramos outro modelo de regressdo considerando exclusivamente essas
duas varidveis significativas (Educacdo 1 e Renda). Os resultados na Tabela 14 mostram o p-valor
de 0,011 e 0,000 respectivamente, e os coeficientes indicam que cada unidade adicional na
varidvel Educacdo 1 (pessoa com escola completa) estd associado com um aumento de 6,77 na
preferéncia por partidos progressistas, e cada unidade adicional em Renda estd associado a uma

diminuicdo de 10,79 na preferéncia por partidos progressistas.



Capitulo 3. Uma abordagem estatistica para a andlise das eleigcées presidenciais do Peru 2021 51

Tabela 13 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo Beta para o escore transformado da
componente x; sem a varidvel Educacao 2

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

Intercept. 3,758 4,386 0,857 0,401
Satde -7,373 6,385 -1,155 0,261
Educagiol 8,090 2,714 2,981 0,007  **
Renda -9,638 2,423 3,979 0,000
logito(¢) -0,061 0,195 -0316 0,755

Nivel de significancia:p < 0,001 "#¥#*’: 0,001 < p <0.01 "**’; 0,01 < p <0.05 "*’

Tabela 14 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo Beta para o escore transformado da
componente x| sem as variaveis Educacfo 2 e Satdde

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

Intercept. -1,073 1,401 -0,766 0,452
Educaciol 6,770 2,455 2,757 0,011  **
Renda -10,785 2,272 -4,747 0,000 ek
logito((ﬁl ) -0,022 0,196 -0,117 0,908

Nivel de significancia:p < 0,001 "#%*’- 0,001 < p <0.01 "**’; 0,01 < p <0.05 "*’

Explicando o escore transformado da componente x; ( preferéncia por partidos tradicionais)

O escore transformado para a componente x, € representado como z;, € varia entre zero e
um.. Sejam 717, ..., 2252 varidveis aleatdrias independentes, onde cada z;5, i=1,...,25, segue
uma distribui¢do Beta com média u;; e pardmetro de precisdo desconhecido ¢. O modelo é

obtido considerando a fun¢do de ligacao logito, e a média u;» € representada como:

g(un) =log (1 ui ) = U/ B, = Bi + BrSatide; + B3 Educagiol; + B4Educacio2,+
— Hi2
BsEducacao3; 4 BgRenda;

7

em que U; = (1,u;1,...,u;5) representa as observagdes das covaridveis, e B, = (B1,...,Bs) ' é

um vetor de pardmetros de regressio desconhecidos (B, € R9).

A Tabela 15 apresenta os resultados do modelo de regressdo utilizando o pacote GAMLSS,
destacando que a varidvel Education 1 € a tnica significativa. Notavelmente, o p-valor associado
a Educacdo 1 € proximo de zero com um valor de 0.002. Além disso, o coeficiente do parametro

indica um impacto negativo de -9,36 na variavel resposta.

Seguidamente, elaboramos outro modelo excluindo a varidvel Sadde devido ao seu
p-valor mais elevado, e indicando que ndo € significativa no modelo. A Tabela 16 mostra os

resultados, onde Educacdo 1 é novamente a tnica significativa com um p-valor de 0,001.

Por dltimo, observamos que os dois primeiros modelos t€ém como unica varidvel signifi-
cativa Educacdo 1, entdo desenvolvemos outro modelo de regressao considerando apenas essa

varidvel significativa. Como os ecores transformados da componente x, indicam uma preferéncia
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Tabela 15 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo Beta para o escore transformado da
componente x

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t|)

Intercept. 8,559 4,117 2,079 0,051
Saide -0,405 6,003 -0,067 0,946
Educacgaol -9,363 2,704 -3,463 0,002 **
Educagao?2 -2,964 4901 -0,605 0,552
Renda -2,743 3,777 -0,726 0,476

logito(¢») -0,229 0,195 -1,174 0,255

Nivel de significancia:p < 0,001 "***’- (0,001 < p <0.01 "**’; 0,01 < p <0.05 *’

Tabela 16 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressdo Beta para o escore transformado da
componente x; sem a varidvel Saide

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

Intercept. 8.299 1.464  5.669 0,000
Educacaol -9,411 2,608 -3,609 0,001  **
Educacao2 -3,024 4,825 -0,627 0,537
Renda -2,781 3,735 -0,745 0,465

logito(d)  -0,229 0,195 -1,174 0,254

Nivel de significancia:p < 0,001 "#¥*°: 0,001 < p <0.01 "**¥’; 0,01 < p <0.05 ’*’

por partidos tradicionais, os resultados na Tabela 17 mostram que cada unidade adicional na

varidvel Educacdo 1 estd associado a uma diminui¢@o de 12,7 ao escolher um partido politico

tradicional.

Tabela 17 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo Beta para o escore transformado da
componente x, considerando unicamente covaridveis significativas

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t|)
Intercept. 8,096 1,500 5,398 0,000 ***
Educagiol  -12,703 2,294 -5538 0,000 **x
logito(¢,) -0,095 0,197 -0,483 0,634

Nivel de significancia:p < 0,001 *#%%°: (0,001 < p <0.01 "**’; 0,01 < p <0.05 **’

3.3.6 Diagnéstico dos residuos

Conforme os residuos quantilicos normalizados proposto por Dunn e Smyth (1996),
Para obter os resultados da anélise residual, utilizamos o pacote GAMLSS mediante o comando
"plot". Em seguida, é mostrado quatro graficos: Valores ajustados vs. Residuos, Indice vs.
Residuos, Densidade e QQplot dos residuos do escore transformado 1 e 2, para verificar a

homocedasticidade e identificar pontos influentes.

Na Figura 8, os gréificos de Valores ajustados vs. Residuos (a) e Indice vs. Residuos
(b) sugerem homocedasticidade, uma vez que os residuos estio dispersos ao redor de zero e

ndo exibem padrdes discerniveis, indicando a presenca de linearidade. Além disso, o QQplot
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mostra que os residuos variam entre -3 e 3, ndo revelando pontos influentes, pois estdo dentro do

intervalo de confianca.

a. Valores ajustados vs. Residuos b. indice vs. Residuos
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Figura 8 — Diagndstico de residuos para z; no Peru

Na Figura 9, Valores ajustados vs. Residuos (a) e Indice vs. Residuos (b) indicam que
ndo ha um padrio observdvel e atendem a homocedasticidade, onde os pontos residuais estao
dispersos homogeneamente. No entanto, o Q-Q Normal em (d) mostra a regido de Tacna como

um ponto influente nos residuos, pois estd fora do intervalo de confianca.
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Figura 9 — Diagndstico de residuos para zo no Peru

3.4 Discussao final

Em sintese, aplicamos a metodologia proposta aos dados coletados das elei¢des no Peru,
conforme descrito na etapa 1. Esses dados foram transformados em propor¢des na etapa 2

e. devido as caracteristicas combposicionais e suas restricoes inerentes. foram posteriormente
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convertidos em razdes logaritmicas na etapa 3. Na etapa 4, identificamos duas componentes
principais que ret€ém a maioria da variancia dos dados. A componente principal x; indica a
preferéncia por partidos progressistas, enquanto a componente principal x; indica a preferéncia
por partidos tradicionais. O espaco de componentes também revelou as cargas das varidveis em
trés direcdes distintas onde as cargas de ACCP e PL mostraram uma correlacdo positiva com xp,
indicando associagdo com a preferéncia por partidos progressistas, enquanto FP mostrou uma
correlacdo negativa, sugerindo o oposto. Da mesma forma, FP mostrou uma correlagdo positiva
com X, enquanto RP e AVP mostraram uma correlagc@o negativa, indicando associagdo com a

preferéncia por partidos tradicionais.

Na etapa 5, obtivemos os escores das regides, apresentando variabilidade distinta em

cada componente. Portanto, na etapa 6, normalizamos os dados para o intervalo unitério.

Dando continuidade a andlise, na etapa 7, coletamos dados que descrevem o compor-
tamento da sociedade peruana associado a eleicdo de um candidato de governo. Na etapa 8,
empregamos o pacote GAMLSS para obter as estimativas do modelo de regressdao Beta nas
elei¢des presidenciais peruanas de 2021. Os resultados indicam que, para a componente xp, a
varidvel Educacdo 1 possui um coeficiente positivo, sugerindo que regides com maior taxa de
conclusdo escolar tendem a preferir partidos progressistas. Por outro lado, a varidvel Renda exibe
um coeficiente negativo, indicando que regides com renda mais alta t€m menor propensao a
preferir partidos progressistas. Na componente x;, a varidvel Educacdo 1 foi a tnica significativa,
apresentando um coeficiente negativo. Isso sugere que regides com maior nivel de conclusao
escolar tendem a ndo escolher partidos tradicionais, possivelmente devido ao desempenho

insatisfatorio desses partidos no governo ou a escandalos de corrup¢do envolvendo seus lideres.

Finalmente, conduzimos um diagnéstico dos residuos normalizados para avaliar se o
modelo de regressdao Beta proposto se ajusta adequadamente aos dados. Os gréficos para o escore
1 e escore 2 transformados revelaram residuos sem padrdes aparentes, distribuidos homogenea-
mente. Além disso, o QQplot indicou que os residuos se aproximam de uma distribuicio normal,

mantendo-se dentro dos limites com 95% de confianca.
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CAPITULO

UMA ABORDAGEM ESTATISTICA PARA A
ANALISE DAS ELEICOES PRESIDENCIAIS
DO BRASIL 2022

4.1 Introducao

As elei¢des brasileiras ocorrem a cada quatro anos em 27 Unidades da Federag@o, sendo
26 estados e o Distrito Federal. Sdo escolhidos o presidente, governadores, senadores, deputados
federais e estaduais. Quando nenhum dos candidatos atinge 50% mais um por cento dos votos,
realiza-se um segundo turno entre os dois primeiros candidatos que obtiveram a maioria dos

votos.

O primeiro turno das eleicoes Brasileiras de 2022 ocorreram em 2 de outubro, onde os
partidos que obtiveram a maioria de votos foram: Partido dos trabalhadores (PT) com 48,43%,
Partido Liberal(PL) com 43,2%, Partido democratico trabalhista(PDT) com 3,04%, Movimento
Democratico Brasileiro(MDB) com 4.16%, Unido com 0,51% e Novo com 0,47%. Assim,
observamos que os candidatos do Partido dos Trabalhadores e do Partido Liberal conquistaram
a maioria dos votos. Em seguida, os dois candidatos participaram do segundo turno em 30 de
outubro de 2022, onde o Partido Trabalhista obteve 50,9% dos votos e o Partido Liberal, 49,1%.
Por fim, o Tribunal Superior Eleitoral foi o 6rgdo responsdvel por reconhecer o candidato com a

maior quantidade de votos da populagao.

Para uma andlise apropriada, consideramos os partidos participantes designados da
seguinte maneira: PT, PL, MDB, PDT e os outros partidos, como UNIAO e NOVO, foram
agrupados sob a varidvel "OUTROS"devido a sua baixa porcentagem de votos. Os dados
referentes aos votos no primeiro turno das elei¢des brasileiras estdo apresentados na Tabela 18,
obtida do TSE (2022).
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Tabela 18 — Dados das eleicdes de Brasil 2022

UF  Territorialidade PT PL MDB PDT OUTROS Total

1 AC Acre 129.022 275.582 20.122  12.314 18.863 455.903
2 AL Alagoas 974.156 621.515 67.411 43.542 99.347  1.805.971
3 AP Amapi 197.382 187.621 27497  14.670 15.672 442.842
4 AM Amazonas 1.019.684 880.198 87.060  44.527 82.302  2.113.771
5 BA Bahia 5.873.081  2.047.599 197.305 217.224 539.632  8.874.841
6 CE Ceara 3.578.355  1.377.827 66.214 369.222 236.992  5.628.610
7 DF Distrito Federal 649.534 910.397 105.377  74.308 80.284  1.819.900
8 ES Espirito Santo 897.348  1.160.030 85.325 56.221 116.965 2.315.889
9 GO Goias 1.454.723  1.920.203 170.742  90.695 176.234  3.812.597
10 MA Maranhao 2.603.454 983.861 78.254  96.095 158.771  3.920.435
11 MT Mato Grosso 633.748  1.102.866 55989  29.437 70.140  1.892.180
12 MS Mato Grosso do Sul 588.323 794.206 79.719  29.314 63.587  1.555.149
13 MG Minas Gerais 5.802.571  5.239.264 500.658 310.324 802.411 12.655.228
14 PA Pard 2.443.730  1.884.673 204.075 116.057 140.776  4.789.311
15 PB Paraiba 1.554.868 717.416 57.154  76.225 151.816  2.557.479
16 PR Parand 2.363.492  3.628.612 309.685 180.599 346.155  6.828.543
17 PE Pernambuco 3.558.322  1.630.938 96.570 130.015 322.526  5.738.371
18 PI Piaui 1.518.008 406.897 42.179  59.321 89.240  2.115.645
19 RIJ Rio de Janeiro 3.847.143  4.831.246 365.969 301.489 563.616  9.909.463
20 RN Rio Grande do Norte  1.264.179 622.731 38.633  71.740 93.321  2.090.604
21 RS Rio Grande do Sul 2.806.672  3.245.023 317.957 190.945 329.419  6.890.016
22 RO Rondonia 261.749 581.306 31.217  19.353 33.202 926.827
23  RR Roraima 68.760 207.587 12.956 6.709 9.392 305.404
24 SC Santa Catarina 1.279.216  2.694.406 191.310  88.672 233.870 4.487.474
25 SP Sio Paulo 10.490.032 12.239.989 1.625.596 898.540 1.935.557 27.189.714
26 SE Sergipe 828.716 378.610 42.073  40.247 75.078  1.364.724
27 TO Tocantins 434.303 379.194 25.209 18.141 34.602 891.449
PT: Partido dos Trabalhadores, PL: Partido Liberal, MDB:Movimento Democrdtico Brasileiro, PDT:Partido Democrdtico Trabalhista, e

OUTROS

Em seguida, podemos observar que as regides com o maior nimero de votos sdo: Sao
Paulo (27.189.714), Minas Gerais (12.655.228) e Rio de Janeiro (9.909.463). J4 as regides com
o menor nimero de votos sdo: Roraima (305.404), Amapd (442.842) e Acre (455.903).

4.2 Metodologia

Dado que buscamos interpretar os votos dos estados do Brasil, aplicamos a metodologia
proposta nas elei¢oes presidenciais do ano de 2022 considerando as seguintes etapas.
1. Coleta de dados das elei¢oes presidenciais de Brasil do ano de 2022.
2. Transformacdo dos votos do Brasil em proporgoes.
3. Aplicagdo da transformacgdo em razdes logaritmicas das propor¢des de votos do Brasil.

4. Aplicagdo da anélise de componentes principais (ACP) para dados composicionais trans-

formados do Brasil.

5 TIdentificacao de escores das reoioes de Brasil nor meio da ACP.
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6. Transformacdo dos escores para o intervalo unitario.
7. Coleta de indicadores de desenvolvimento humano (IDH) do Brasil.

8. Aplicacdo de um modelo de regressdo Beta a varidvel escore transformada.

Na etapa 1, realizamos a coleta de dados dos votos no Brasil, evidenciando variabilidades
distintas por estado. Na etapa 2, realizamos a transformac¢@o dos dados dos votos em proporcdes

V;j. Dada a natureza composicional dos dados, na etapa 3, aplicamos a transformacao de razdes
*

; para eliminar as restri¢des.

logaritmicas V;

Em seguida, na etapa 4, realizamos a andlise de componentes principais para obter as
componentes que contém a maior informagao dos dados. Na etapa 5, obtivemos os escores x;;
dos estados do Brasil. Na etapa 6, os escores foram transformados em z;; com valores entre
zero e um. Considerando a interpretacdo das componentes principais por meio dos escores, na
etapa 7, incorporamos os indicadores de desenvolvimento humano do Brasil, classificados em
longevidade, educacdo e renda. Finalmente, na etapa 8, aplicamos o modelo de regressdo Beta,
considerando os escores como varidvel resposta e os indicadores de desenvolvimento humano do

Brasil como covaridveis. A Figura 10 apresenta o diagrama com detalhes sobre o processo.

Os c6digos da metodologia proposta foram desenvolvidos no software R e estdo disponi-
veis na Codigo-fonte 2. Além disso, podem ser acessado pelo seguinte link: Bounded regression
model Brasil 2022.
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Figura 10 — Diagrama da metodologia nas elei¢des Brasileiras 2022

4.3 Resultados

4.3.1 Matriz de correlacao das eleicoes Brasileiras de 2022

A Tabela 19 apresenta a correlacdo dos dados transformados clr. Como foi discutido
anteriormente, os valores sao appropriados para andlise e nao ha correlacdo espuria porque as va-
riaveis sdo independentes e a restricdo de suma constante foi eliminada pela transformacio.Além
disso, os valores indicam correlagdes negativas e positivas entre as varidveis. Para exemplificar,

os partidos politicos PT e PL exibem uma correlacdo negativa significativa de -0,83, assim como
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os partidos PT e MDB, que apresentam uma correlagdo de 0,79.

Tabela 19 — Matriz de correlacdo considerando as transformagdes clr dos votos nas elei¢des no Brasil em
2022

PT PL MDB PDT OUTROS

PT 1,000 -0,828 -0,792 0,427 0,402
PL -0,828 1,000 0,636 -0,589 -0,501
MDB -0,792 0,636 1,000 -0,651 -0,539
PDT 0,427 -0,589 -0,651 1,000 0,039
OUTROS 0,402 -0,501 -0,539 0,039 1,000

4.3.2 Identificando as principais componentes das eleicoes Brasilei-

ras

De maneira semelhante ao trabalho realizado com os dados das eleicdes peruanas de
2021, identificamos as principais componentes da anélise de componentes principais (ACP)
associadas as elei¢des brasileiras de 2022. Para conduzir essa andlise, utilizamos o pacote R
para andlise composicional proposto por Boogaart e Tolosana-Delgado (2008). Os resultados
revelaram duas métricas essenciais: cargas e escores, além da varidncia acumulada em cada
componente. Em seguida, aplicamos o biplot (GABRIEL, 1971) para visualizar as cargas dos

partidos politicos brasileiros e os escores dos estados de Brasil nas principais componentes.
Andlise de componentes principais da transformacdo clr dos dados

A Tabela 20 exibe as cargas e a variancia acumulada nas componentes para os dados de
Brasil com transformagao clr. As duas primeiras componentes explicam 84%, conforme estimado
pelo pacote compositions do R. As cargas observadas s@o negativas, positivas e préximas de
zero, indicadas por espacos vazios. Denotamos a primeira componente com xj € a segunda

componente com xj.

Tabela 20 — Cargas da andlise de componentes principais da transformacao cl/r dos dados de Brasil

Parties Comp.1 (x1) | Comp.2 (x2) | Comp.3 | Comp.4 | Comp.5
PT 0,494 0,601 -0,346 | -0,523
PL -0,499 -0,364 | -0,626 | -0,475
MDB -0,505 0,316 0,613 | -0,518
PDT 0,378 -0,657 | -0,462 0,254 | -0,383
OUTROS 0,329 0,752 | -0,439 0,219 | -0,292
Desvio padrao 1,800 0,980 0,680 0,578 0,000
Var. propor¢do 0,648 0,192 0,092 0,066 0,000
Var. cumulativa 0,648 0,840 0,933 1,000 1,000

O biplot mostra os escores dos estados Brasileiros nas duas primeiras componentes,

onde vizualisamos o PT e o PL, que obtiveram a maior quantidade de votos (representando
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Figura 11 — Biplot da ACP para dados transformados(84% da variancia obtida pelas duas primeiras
componentes

conjuntamente 91,63% dos votos), e mostram direcdes opostas, enquanto os partidos PDT e

MDB, com um total de votos acumulado de 7,2%, seguem o mesmo padrao.

Por exemplo, o biplot indica que os estados como Pernambuco, Bahia, Paraiba, Sergipe,
Maranhio, Rio grande do Norte, Piaui mostraram uma preferéncia de votos pelo PT, enquanto
Santa Catarina, Roraima, Rondonia, Acre, Mato Grosso do Sul, Mato Grosso, Parana, Sdo Paulo

mostraram preferéncia de votos pelo PL.

E importante enfatizar que a componente 2 estd associada a partidos que ndo tiveram
muita relevancia nas elei¢des, dado o baixo nimero de votos obtidos. Portanto, nossa andlise

serd focada exclusivamente componente principal 1, representado por x;.

4.3.3 Explicando a componente principal x;

As varidveis PT e PDT apresentam uma correlagio positiva com a componente principal
X1, enquanto as varidveis PL e MDB tém uma correla¢ao negativa com a componente x;. Isso
significa que a componente representa a preferéncia por partidos progressistas, sendo que uma
baixa preferéncia € representada por estados no lado esquerdo e uma alta preferéncia por estados
no lado direito.

Por outro lado, a componente principal x, ndo € considerada nesta andlise, uma vez que

estd associada a partidos politicos com poucos votos.
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4.3.4 Transformando os escores da componente principal x;

A Figura 11 exibe a posicdo ou escore x;;, em que i indica os estados do Brasil para
a componente x;. Como os valores tem diferente variabilidade nas componentes e queremos
facilitar a interpretacdo, realizamos uma transforma¢do monotonica nos escores. Finalmente,

obtemos valores normalizados entre 0 e 1 por meio da seguinte transformacao:

xi1 — min(X1)

~ max(x;) — min(xy)

<il

Aqui, 0 < z;; <1 representa os escores transformados exclusivamente da componente principal
x1. O vetor x; = (x1j,...,x, j)T representa os escores nao transformados de xi, e os estados sdao
denotados por i = 1,...,27. A Tabela 21 mostra os valores dos escores transformados para a

componente x| no Brasil.

Tabela 21 — Escores transformados da componente x;

UF X1 21
AC -1,951 0,160
AL 0,638 0,481
AP -0,913 0,289
AM -0,711 0,314
BA 2,932 0,765
CE 4,833 1,000
DF -1,256 0,246
ES -0,864 0,295
GO -1,267 0,245
MA 2,729 0,740
MT -1,460 0,221
MS -1,823 0,176
MG -0,023 0,399
PA -0,551 0,334
PB 2,541 0,716
PR -1,321 0,238
PE 2474 0,708
PI 3,330 0,814
RJ -0,335 0,360
RN 2,743 0,741
RS -0,988 0,280
RO -2,077 0,145
RR -3,247 0,000
SC  -2,133 0,138
SP -1,194 0,254
SE 1,572 0,596
TO -0,160 0,382

Seguidamente, a Figura 12 mostra o histograma dos escores transformados da primeira

commbponente nrincinal. com valores variando entre O e 1.
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Figura 12 — Histograma do escore transformado z;

4.3.5 Proposta do modelo de regressao Beta

Posteriormente, considerando os escores transformados entre 0 e 1, sugerimos um modelo
de regressao de resposta limitada. Os dados foram coletados pela AtlasBR (2022). Eles estao
detalhados na Tabela 22, que inclui os principais indicadores de desenvolvimento humano
relacionados ao Brasil, sendo classificados em Renda, Educac¢do e Longevidade, juntamente com

as respectivas unidades federativas.
Explicando o escore 1 da componente x| (preferéncia por partidos progressistas)

O escore transformado para a componente x; dos dados de Brasil é representada como
Zi1, variando entre zero e um. Sejam z11, ..., 227 varidveis aleatorias independentes, onde cada
zit, 1=1,...,27 segue uma distribucdo Beta com media ;| e pardmetro de precisao desconhe-
cido ¢;. O modelo € obtido considerando a funcdo de ligacdo logito, e a média ;| € representada

da seguinte forma:

g(u) = log% = U/ B, = Bi + B»Satide; + B3 Educagdo, 4 B4 Longevidade,
— i1

em que U; = (1,u;1,u;»,u;3) representa as observagdes das covaridveis, e B, = (B1,...,B4) " é

um vetor de pardmetros de regressio desconhecidos (B, € R%).

A Tabela 23 exibe os resultados da regressao utilizando o pacote GAMLSS. Nota-se
que as varidveis Renda e Educacao sdo estatisticamente significativas, pois seus p-valores estao
préximos de zero com 0,000 e 0,002 respectivamente, enquanto a varidvel Longevidade apresenta
um p-valor superior a 0,05. Além disso, os coeficientes dos parametros revelam um impacto

positivo de 19,68 de Educacdo e um impacto negativo de -27,39 de Renda na varidvel resposta.

Em seguida, na Tabela 24, desenvolvemos outro modelo de regressao considerando
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Tabela 22 — Indicadores de desenvolvimento humano do Brasil

UF  Territorialidade Renda Educacdo Longevidade

1 AC Acre 0,655 0,692 0,788
2 AL Alagoas 0,630 0,679 0,748
3 AP Amapi 0,648 0,647 0,778
4 AM Amazonas 0,641 0,720 0,744
5 BA Bahia 0,648 0,659 0,772
6 CE Ceara 0,658 0,766 0,784
7 DF Distrito Federal 0,821 0,817 0,803
8 ES  Espirito Santo 0,715 0,742 0,864
9 GO Goias 0,715 0,742 0,721
10 MA Maranhao 0,603 0,716 0,715
11 MT Mato Grosso 0,720 0,758 0,730
12 MS Mato Grosso do Sul 0,733 0,741 0,751
13 MG Minas Gerais 0,718 0,762 0,846
14 PA Para 0,645 0,686 0,744
15 PB Paraiba 0,653 0,669 0,779
16 PR Parana 0,744 0,780 0,785
17 PE  Pernambuco 0,647 0,721 0,797
18 PI Piaui 0,649 0,698 0,726
19 RJ  Rio de Janeiro 0,759 0,758 0,769
20 RN Rio Grande do Norte 0,69 0,68 0,82
21 RS Rio Grande do Sul 0,767 0,750 0,797
22 RO Rondoénia 0,677 0,694 0,731
23 RR Roraima 0,680 0,673 0,745
24 SC  Santa Catarina 0,759 0,790 0,827
25 SP  Séo Paulo 0,771 0,839 0,810
26 SE  Sergipe 0,662 0,684 0,764
27 TO Tocantins 0,684 0,732 0,779

Tabela 23 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo Beta para o escore transformado da
componente x| no Brasil

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

Intercept. -3,761 4,366 -0,861 0,398
Renda -27,391 6,627 -4,133 0,000
Educagdo 19,676 5,770 3,410 0,002  **
Longevidade 10,437 5,974 1,747 0,094
logito(¢;) 0,023 0,189 0,125 0,902

Nivel de significancia:p < 0,001 *##*’- 0,001 < p <0.01 "#*’; 0,01 < p <0.05 "*’

exclusivamente com essas duas varidveis significativas. Observa-se que, dado que a componente
principal x; indica a preferéncia por partidos progressistas, € cada unidade adicional na varidvel
Renda estd associado a uma diminui¢ao de 24,35 na preferéncia por partidos progressistas,
enquanto cada unidade adicional em Educagdo estd associado a um aumento de 20,85 na

preferéncia pelos partidos progressistas.
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Tabela 24 — Estimativas dos parametros do modelo de regressido Beta sem a varidvel Longevidade

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

Intercept. 1,370 3239 0423 0,676
Renda 24,352 6,630 -3.673 0,001 #**
Educacio 20,853 6,149 3391 0,002
logito(¢;) 0,101 0,189 0,534 0,598

Nivel de significancia:p < 0,001 ****’; 0,001 < p <0.01 "**’; 0,01 < p <0.05 **’

4.3.6 Diagnéstico dos residuos

Na Figura 13, os gréficos de Valores ajustados vs. Residuos (a) e Indice vs. Residuos (b)
indicam homocedasticidade, uma vez que os residuos ndo apresentam nenhum padrao discernivel
em sua dispersado, além disso valores estao distribuidos entre -3 e 2. O grafico Q-Q Normal (d)
revela que todos os residuos quantilicos estdo dentro de limites com 95% de confianga, embora
a densidade mostre uma leve deformacao no lado esquerdo devido a baixa probabilidade de

ocorréncia de residuos quantilicos entre -4 e -2.

a.Valores ajustados vs. Residuos b. indice vs. Residuos

T
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Figura 13 — Diagnéstico de residuos para z; no Brasil

4.4 Discussao final

Em sintese, aplicamos a metodologia proposta aos dados coletados das elei¢des no Brasil,
conforme descrito na etapa 1. Esses dados foram transformados em propor¢des na etapa 2
e, devido as caracteristicas composicionais e suas restricdes inerentes, foram posteriormente
convertidos em razdes logaritmicas na etapa 3. Na etapa 4, identificamos duas componentes
principais que retém a maioria da variancia dos dados. No entanto, observou-se que a maioria
dos votos concentrou-se nos partidos PT e PL.. Assim, com base no biplot, a decisao foi focar
a andlise apenas na componente principal x|, considerada crucial para indicar a preferéncia
por partidos progressistas. Posteriormente, ao observar o espaco dimensional das componentes,

notamos aue as variaveis PT e PDT anresentaram correlacao nositiva com xi1. enauanto PL,
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e MDB mostraram correlacdo negativa. Essas associagdes indicam padrdes interessantes nas

preferéncias politicas dos estados brasileiros, considerando a ideologia politica.

Na etapa 5, obtivemos os escores das regides, apresentando variabilidade distinta em

cada componente. Portanto, na etapa 6, normalizamos os dados para o intervalo unitario.

Para dar continuidade a andlise, na etapa 7, coletamos dados de indicadores que descre-
vem o comportamento da sociedade Brasileira associado a elei¢do de um candidato de governo.
Na etapa 8, empregamos o pacote GAMLSS para obter os valores das estimativas no modelo
de regressao Beta, aplicado aos dados das eleicoes brasileiras de 2022. Os resultados revelam
que apenas a variavel Educacao 1 demonstra significancia estatistica, exibindo uma estimativa
positiva. Isso sugere que estados brasileiros com niveis mais elevados de educagdao tém uma

inclinagdo para preferir partidos progressistas.

Seguidamente, a ao realizar o diagnéstico dos residuos, observamos se o modelo de
regressao Beta proposto ajustou-se adequadamente aos dados brasileiros. Os graficos mostraram
que residuos nao tem um padrdo e eles estdo dispersos de forma homogénea. Além disso, o
QQplot, indicou indicou que os residuos normais quantilicos estdo dentro dos limites com 95%

de confianca.

Finalmente, a andlise também sugere que o comportamento politico da populagcdo do
Brasil e do Peru em relag@o a preferéncia por partidos progressistas ¢ semelhante, uma vez que
a componente x| analisa a preferéncia por partidos progressistas. Um grupo de circunscrigdes
demonstra uma tendéncia a preferéncia por partidos progressistas, enquanto outro grupo mostra
preferéncia por partidos conservadores. Além disso, € vidvel ajustar as etapas e incorporar
indicadores adicionais como covaridveis para os diferentes estados do Brasil, levando em
consideracdo os diversos fatores que influenciam a decisao dos votos, e podemos explorar outros
modelos de regressdo com resposta limitada, a fim de identificar qual se adequa melhor aos

dados disponiveis.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO BIVARIADO VIA
COPULAS: ELEICOES DE PERU

5.1 Introducao

Nesta se¢do, formulamos um modelo de regressao bivariada utilizando copulas para
analisar as eleigdes presidenciais do Peru em 2021. Conforme descrito nos modelos univariados,
ap0s realizar a andlise de componentes principais, obtivemos duas varidveis: a preferéncia pelos
partidos progressistas Z; e a preferéncia pelos partidos tradicionais Z;, assim como as varidveis

explicativas associadas incluem Educacao, Satde e Renda.

Além de examinar os efeitos das varidveis explicativas e a independéncia das varidveis
resposta, buscamos desenvolver uma distribuicao bivariada juntamente com sua estrutura de

dependéncia que possa explicar ambas as variaveis.

Assim, modelar simultaneamente duas varidveis resposta através de cOpulas oferece
uma abordagem computacionalmente vidvel para obter um modelo multivariado no contexto de
regressdo, permitindo a utilizacdo de diferentes estruturas de dependéncia para determinar qual

se ajusta melhor aos dados.

E importante ressaltar que o modelo apresenta duas varidveis resposta com distribui¢oes
marginais Beta, pertencentes a familia exponencial. Consequentemente, precisamos estimar as
médias e os parametros de precisido associados as distribui¢des para, posteriormente, obter o
parametro de dependéncia. O ambiente R oferece diversas ferramentas para modelar esse tipo de

distribui¢do com resposta limitada.

Diversas classes de copulas podem ser utilizadas, como as elipticas e arquimedianas,
conforme mostrado nas Tabela 1 e Tabela 2, que apresentam diferentes estruturas de dependencia,
bem como valores de concordancia 7. Simultaneamente € possivel modelar uma dependéncia

negativa ou positiva por meio de graus de rotacao.
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5.2 Metodologia

As cépulas sao modelos convenientes, computacionalmente flexiveis e eficientes, imple-
mentadas no pacote GAMLSS (Generalized Additive Models for Location, Scale, and Shape) e
utilizadas na funcio copulaReg() no pacote R SemiParBIVProbit. Além disso, os parametros sao
determinados em duas etapas, primeiro para as distribui¢des marginais e depois para a funcao

cOpula.

Seja a func¢do de distribuicao acumulada de duas variaveis aleatérias continuas Z; e Z»,
obtidas da andlise de componentes principais e com valores entre (0, 1). Consideremos também
as covariaveis Saude, Educacao 1, Educacdo 2, Educagdo 3 e Renda obtidas de ONPE (2021).

Seguidamente, o modelo € denotado de forma geral como uma fung¢do de distribuicdo acumulada:

F(Z17Z2|v) = C(FZ] (Zl“ulv‘m)’FZz (ZZ‘;qu(PZ); Cv 9)

em que Zj e Z; sdo varidveis resposta das eleicdes de Peru (preferéncia pelo partido progressista
e preferéncia pelo partido tradicional), Fz, (21|11, 1) € Fz, (z2| U2, ¢2) sdo as distribuicdes margi-
nais das varidveis Z; e Z;, v € o vetor de parametros associados as distribui¢des marginais das
varidveis resposta (i1, 1, Uo, ¢o conjuntamente com os pardmetros associados a cépula £, 0. C é
definida como uma fung¢do c6pula com coeficiente de dependéncia 6, { representa o niimero
de graus de liberdade da cépula t-Student ( unicamente aparece em C e v quando a copula é
empregada), € os parametros em Vv estao conectados com as covariaveis através de preditores
aditivos. Cépulas permitem duas associa¢es de pardmetros em que { pode representar um

coeficiente de dependéncia adicional.

Os parametros do modelo estdo relacionados as covaridveis e coeficientes de regressao
através de preditores aditivos 1’s, também conhecidos como funcdes de ligacdo, que garantem a
manutengao das restricdes dos espacos paramétricos. As equagdes das varidveis resposta sao

escritas como:

m; =U] B, = Bo1 + Bi1 Educaciol, + B Renda;

M2 = Ul—l—ﬁZ = B02a+ﬁ12 Educagéoli

em que B, = (Bo1,B11,B21) € B> = (Bo2, P12) representam as estimativas dos pardmetros asso-
ciados as variaveis resposta, € cada uma mostra as covaridveis que tiveram mais influéncia no

modelo univariado.

A estimacgdo dos parametros para o modelo de cépula com marginais continuas beta é

realizada através da funcdo de log-verossimilhanca, que pode ser escrita como:
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n

1(8) = Y logc(Fz, (zuil iy 91) , Fz, (221l Moi 92): 6) +
i=1

M=

[log fz, (z1i|p1i; 91) +10g f7, (z2i | toi, §2)]
=1

~

em que ¢ € a densidade da cépula (os pardmetros foram suprimidos por simplicidade), dado
or (:)ZC(FZI (Zli)7F22 (ZZi))
p anl (Zu)anz (z2i)

&3 (M20),91 = 851 (M11): 02 = g5, (M21), 6 = 85 (M), em que as fungdes g representam as fun-
¢oes de ligacdo. Além disso, o pardmetro & estd associado aos parimetros ﬁ;} B ;2 . Bo, » Bo,+ Bo-

. Os parametros de distribui¢do sao definidos como: py; = g;ll (N1i), Moi =

0s quais, por sua vez, estdo relacionados aos parametros 1y, i, Mu,i> Mg, » Ne,, € Ne. Seguidamente,
dada a flexibilidade das estruturas dos preditores, o algoritmo de optimizagdo ¢ atrdves da
log-verossimilhanga penalizada /,(6) (MARRA; RADICE, 2017).

Estimamos os pardmetros das distribui¢des marginais e a cOpula, considerando equagdes
associadas as medias, duas aos pardmetros de precisdo e uma equacdo para o parametro de
dependéncia. Para elaborar cada equacdo, consideramos os indicadores de desenvolvimento
humano de Peru (Satde, Educacdo 1, Educacgdo 2, Educacdo 3 e Renda) (ONPE, 2021) que

tiveram maior influéncia em cada variavel resposta do modelo univariado.

Para obter as estimativas, utilizamos a fun¢do copulaReg() do pacote R SemiParBIV-
Probit para modelar as seguintes copulas elipticas e arquimedianas: copula Gaussiana "N",
Frank "F", Ali-Mikhail-Haq "AMH", Farlie-Gumbel-Morgenstern "FGM", e outras c6pulas com
rotacOes para capturar diferentes tipos de dependéncia como, Gumbel com grau de rotagdao 90
"G90", Joe com grau de rotacdo 90 "J90", em que as rotagdes podem apresentar diferentes graus

seja "0", "90", "180"e "270"e permitem modelar dependéncias positivas ou negativas nas caudas.

Os c6digos da metodologia proposta foram desenvolvidos no software R e estdo disponi-
veis na Cédigo-fonte 3. Além disso, podem ser acessado pelo seguinte link: Bivariate regression

via copulas.

5.3 Resultados

Consequentemente, foram desenvolvidos seis tipos de cépulas, cada um com sua estrutura
de dependéncia correspondente. Na Tabela 25, empregamos os critérios AIC e BIC para a sele¢cao
do modelo que melhor descreve os dados, em que o melhor apresenta o menor valor em tais
criterios. Dessa forma, a copula Joe com rotagao de 90° indica o menor valor de AIC com -38.57

e o0 menor valor de BIC com -28.82.
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Tabela 25 — Critério de selecdo de modelos

Cépula AIC BIC
Normal -37,375 -27,624
Frank -38,476 -28,725
Ali-Mikhail-Haq -37,455 -27,704
Farlie-Gumbel-Morgenstern -37,944 -28,193
90° Gumbel -38,300 -28,549
90° Joe -38,568 -28,817

Posteriormente, apresentam-se os resultados das estimativas para a cépula Joe 90°. Na
Tabela 26, € possivel observar que as varidveis Educacdo 1 e Renda demonstram significancia,
exibindo p-valores de 0,003 e 0,000, respectivamente. Além disso, os coeficientes associa-
dos revelam valores proximos aos estimados no modelo univariado, onde Educacao 1 exerce
um impacto positivo, enquanto Renda impacta negativamente na preferéncia pelos partidos

progressistas.

Tabela 26 — Estimativas dos parametros para preferéncia pelos partidos progressistas

Cépula 90° Joe | Estimate  Std. Error z value Pr(>lzl)
Intercept. -1,163 1,494 -0,778 0,436
Educagdo 1 7,497 2,577 2910 0,003  **
Renda -12,026 2,212 -5436 0,000 ***
logito((ﬁl) -1,076 0,261 -4,112 0,000 ***

Nivel de significancia:p < 0,001 "##*’- 0,001 < p <0.01 "**’; 0,01 < p <0.05 "*’

Na Tabela 27, destaca-se a significancia da varidvel Educacgdo 1, cujo p-valor € prati-
camente zero. O coeficiente estimado demonstra proximidade com o valor obtido no modelo
univariado, indicando que Educacdo 1 exerce um impacto negativo na preferéncia pelos partidos

tradicionais.

Tabela 27 — Estimativas dos parametros para preferéncia pelos partidos tradicionais

Cépula 90° Joe | Estimate Std. Error z value Pr(>lzl)

Intercept. 8,493 1,365 6,220 0,000 #**
Educacio 1 -13,343 2,103 -6,343 0,000 ***
10git0(¢32) -1,203 0,269 -4459 0,000 ***

Nivel de significancia:p < 0,001 "**%; 0,001 < p <0.01 "**’; 0,01 < p <0.05 "*’

Na Tabela 28, sdo apresentadas as estimativas para o parametro de dependéncia da cépula
Joe com uma rotagdo de 90°. Conforme evidenciado na Tabela 2, a cépula Joe exibe um parametro
de dependéncia com valores positivos no intervalo (1,e0). Entretanto, ao ser rotacionada em 90°,
esses valores extrapolam esse intervalo. A estimativa obtida, portanto, € -0,559, sugerindo uma
dependéncia negativa moderada. Isso indica que valores elevados na preferéncia pelos partidos

progressistas estao associados a menores preferéncias pelos partidos tradicionais, e vice-versa.
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Adicionalmente, o valor de 7 € calculado por meio de uma transformacao, conforme mostrado

na Tabela 2, também exibindo um valor negativo de -0,243.

Tabela 28 — Estimativa de 0

Copula 90° Joe | Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) T
Intercept. -0,559 0,756 -0,739 0,460 | -0.243

5.4 Discussao final

Em resumo, apds a aplicacdo do método de reducao de dimensdes nos dados eleitorais
do Peru, observamos uma distribui¢do particular das regides. Duas componentes emergiram,
explicando a preferéncia pelos partidos progressistas e pelos partidos tradicionais, respectiva-
mente. Posteriormente, incorporamos varidveis explicativas dos indicadores de desenvolvimento
humano e dada a presenca dessas varidveis em cada componente, aplicamos um modelo de

regressdo bivariada via cépulas para identificar a dependéncia entre as componentes.

As copulas representam uma ferramenta estatistica versétil, proporcionando flexibilidade
computacional. Neste contexto, possibilitam a constru¢do de uma distribui¢ao bivariada para
duas varidveis dependentes limitadas. Diversos pacotes em R foram empregados para realizar
a andlise e adaptar as respostas limitadas no modelo. Além disso, diferentes tipos de copulas,
como cépulas elipticas e arquimedianas, foram explorados, permitindo a identificacdo da cépula

que melhor se ajusta aos dados.

Com base nos critérios AIC e BIC, concluimos que a cépula arquimediana denominada
Joe, com rotagdo de 90°, apresenta o melhor ajuste aos dados. Como resultado, as estimativas
para os parametros associados a cada varidvel explicativa s@o consistentes com os modelos
univariados previamente apresentados, sendo também estatisticamente significativos. Além
disso, obtivemos uma estimativa para o parametro de dependéncia, que possui um valor de
-0,559, indicando uma dependéncia negativa entre a preferéncia pelos partidos progressistas e a

preferéncia pelos partidos tradicionais na presenga das varidveis explicativas.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

A metodologia proposta abrange oito etapas e foi aplicada nas elei¢des presidenciais do
Peru em 2021, utilizando dados apresentados pela ONPE (2021), e nas elei¢cdes do Brasil em
2022, com informagdes fornecidas pelo Tribunal Superior Eleitoral TSE (2022).

Inicialmente, os dados foram transformados em dados composicionais, caracterizados
por valores proporcionais € uma soma constante. No entanto, esses dados possuem restricdes
adicionais, pois estdo em um espago limitado conhecido como Simplex. Essas restricdes tornam
a analise estatistica mais desafiadora, requerendo métodos de transformacgao adequados. Nesse
cendrio, aplicamos o método proposto por Aitchison (1982), que envolve uma transformacao de
razdes logaritmicas para eliminar a dependéncia das varidveis, superando as restricoes menciona-
das. Devido a dimensionalidade dos dados, optamos por realizar uma analise de componentes
principais para reduzir as dimensdes, embora outras técnicas de redu¢do de dimensionalidade,
como a andlise de fatores (AF), também podem ser consideradas. Apds a obten¢do dos escores,
notamos uma variabilidade diferente em cada componente. Como resultado, realizamos uma

transformacdo para valores no intervalo unitario.

Posteriormente, foram coletadas varidveis explicativas relacionadas a fatores sociais na
decisdo de votos. No entanto, € vidvel ajustar esta etapa incorporando varidveis explicativas adici-
onais, como indicadores socioecondmicos, politicos ou ambientais, dependendo da circunscri¢do

estudada.

Em seguida, implementamos um modelo de regressdo Beta Ferrari e Cribari-Neto (2004).
No entanto, vale ressaltar a possibilidade de explorar outros modelos de regressdo com resposta
limitada, onde a varidvel resposta segue uma distribuicdo Simplex (BARNDORFF-NIELSEN;
JORGENSEN, 1991), Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980) e Johnson (JOHNSON, 1949),
visando identificar o que melhor se adequa aos dados disponiveis.

Da mesma forma, no diagnéstico de residuos, utilizamos a andlise de residuos quanti-

licos normalizados (DUNN; SMYTH, 1996). No entanto, € possivel empregar outras técnicas
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adicionais de diagndstico para analisar, identificar pontos influentes e detectar eventuais desvios
do modelo, como leverage generalizado (WEI ez al., 1998) e discrepancia de ajuste (FERRARI;
CRIBARI-NETO, 2004).

Além disso, desenvolvemos um modelo de regressao bivariada adotando a abordagem
das cépulas (NELSEN, 2006) para os dados das elei¢cdes no Peru em 2021. O modelo considera
a correlacdo entre as varidveis de resposta (preferéncia por partidos progressistas e tradicionais)
na presenca de varidveis explicativas. Embora a correlagdo entre as varidveis de resposta nao
é significativa, o modelo evidencia uma relacdo entre elas. Assim também, as varidveis foram
obtidas por meio da andlise de componentes principais, e consequentemente elas sdo linearmente
independentes e ortogonais no espago. No entanto, essa independéncia linear e ortogonal nao
implica independéncia total, uma vez que as regides analisadas estdo préximas umas das outras

e compartilham as mesmas varidveis explicativas.

Portanto, em futuros trabalhos, € possivel desenvolver abordagens alternativas para
analisar a correlacdo entre as regidoes (PRATES et al., 2022) a partir de uma perspectiva espago-
temporal, utilizacdo de campos aleatérios de Markov (PRATES et al., 2015) para lidar com

estruturas de dependéncia e a incorporagao de efeitos aleatérios (PRATES er al., 2013).

Adicionalmente, essa metodologia pode ser aplicada em diversas circunscricdes, como
distritos, regides ou estados, permitindo a compreensio do comportamento politico em diferentes
sociedades. Isso possibilita analisar quais covaridveis determinam a decisdo da populacdo ao
escolher votar em um candidato presidencial. A analise pode ser conduzida tanto sob uma

abordagem cldssica quanto sob uma abordagem bayesiana.
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APENDICE

CODIGOS R

Cédigo-fonte 1 — Codigo do modelo em R das elei¢des peruanas

library(compositions)
library(Hmisc, pos=4)
library(foreign, pos=4)
library(corrplot)
library(ggplot2)
library(readxl)

#1.Dados eleigdes ler turno

setwd (dirname (rstudioapi: :getActiveDocumentContext () $path))
Electionsdata2021 <- read_excel("elections2021 1round.xlsx")
names (Electionsdata2021)
head (Electionsdata2021)

#2.Dados eleigdes 2do turno

setwd (dirname (rstudioapi: :getActiveDocumentContext () $path))
Elections2021 2round <- read excel("Elections2021 2round.xlsx")
Elections2021 2round

#3. Transformagdes

### Transformagdo em proporgdes

Matriz 2round = as.matrix(Flections2021 2round [.c(3.4.5)])
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Matriz 2round_prop =matrix(numeric(25),nrow = 25,ncol =2)
for(i in 1:2){

Matriz_ 2round propl[,i] = Matriz 2round[,i]/Matriz_2round[,3]
}
colnames(Matriz_2round_prop) = c("Partyl","Party2")

data2_2021_prop = as.data.frame(Matriz_2round_prop)
data2_2021_prop

parties=c("PL","FP","RP","AVP" 6 "ACCP","OTHERS","VALID VOTES")

matriz_votes 2021 = as.matrix(Electionsdata2021[,parties])

matriz_prop_2021 =matrix(numeric(25),nrow = 25,ncol = 6)

matriz_prop_2021

for(i in 1:6){
matriz_prop_2021[,i] = (matriz_votes_2021[,i]/matriz_votes_2021[,7])*100

}
matriz_prop_2021

### Transformagdo clr
partiesl=c("PL","FP" "RP","AVP" 6 "ACCP","OTHERS")
matriz_tr_2021 = matrix(numeric(25),nrow = 25,ncol = 6)
colnames(matriz_tr_ 2021)= partiesl
matriz_tr_2021=clr(matriz_prop_2021)

matriz_tr_2021

# 4.Andlise de componentes principais dos dados transformados

TransformedCPA<- princomp(matriz_tr_2021,cor =TRUE)
TransformedCPA$loadings
summary (TransformedCPA)

TransformedCPA$scores

biplot (TransformedCPA,xlab="First Component’,

ylab=’Second Component’,main ="Log contrast PCA scalel")
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# 5. Normalizagdo dos escores

#getAnywhere(biplot.princomp)

lam =((TransformedCPA$sdev))*sqrt(TransformedCPA$n.obs)
lam

#scale !'= 0 >> lam™scale

#scale = 1 so, we say lam = lam, then

lam = lam

scorel = TransformedCPA$scores[,1]/ lam[1]

score?2 =TransformedCPA$scores[,2] / lam[2]

scorel #hist(scorel, main

score2 #hist(score2, main = "Histogram Score 2" ,xlim=c(-0.6,0.6))

### escore 1

scorel_tl <- (scorel - min(scorel))/(max(scorel) - min(scorel))
scorel t1[15]= scorel t1[15]+0.0001

scorel t1[21] =scorel t1[21] -0.0001

scorel_tl1 #hist(scorel_tl, main = "Histograma de zl1",ylim = c(0, 6),xlim

### escore 2

score2 tl <- (score2 - min(score2))/(max(score2) - min(score2))
score2_t1[23]= score2 t1[23]+0.0001

score2_t1[1] =score2_t1[1] -0.0001

score2_t1 #hist(score2_tl, main = "Histograma de z2",ylim = c(0, 6),xlim

par (mfrow=c(1,2))
par (mar=c(2,2,2,2))

# 6. Dados para implementar o modelo

#indicators
setwd (dirname (rstudioapi: :getActiveDocumentContext () $path))
indicators <- as.data.frame(read excel("indicators.xlsx"))

indicators

"Histogram Score 1",x1lim=c(-0.6,0.6))

c(0, 1.0

c(0, 1.0
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indicators = indicators[,c(-1,-2)]
Data_indicators = cbind(indicators,scorel tl,score2 t1 )
Data_indicators

summary (Data_indicators)

# 7. GAMLSS

#packageVersion("gamlss")

###Escorel

I H S S RHENEE H H  H H
library(gamlss)

gamlss_scorel_tl_ml<- gamlss(scorel_tl~HealthINEI+educationINEIl+educationINEI2+Inc

summary(gamlss_scorel tl ml)

gamlss_scorel_tl _m2<- gamlss(scorel_ tl~HealthINEI+educationINEI1+IncomeINEI,family=

summary(gamlss_scorel_tl_m2)

#library(xtable)
#xtable(gamlss_scorel_tl1_m2)
gamlss_scorel_tl m3<- gamlss(scorel_tl~educationINEI1+IncomeINEI,family=BE,data=Dat

summary(gamlss_scorel_tl_m3)

###Escore?
IS NN R
gamlss_score2_tl ml<- gamlss(score2_tl ~ HealthINEI+educationINEIl+educationINEI2+

summary(gamlss_score2_tl ml)

gamlss_score2_tl m2<- gamlss(score2_tl ~ educationINEIl+educationINEI2+IncomeINET,

summary(gamlss_score2_tl m2)

gamlss_score2_tl m3<- gamlss(score2_tl ~ educationINEI1,family=BE,data=Data_indica
summary(gamlss_score2_tl m3)
fitted(gamlss_score2 t1 m3)
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# 8. Diagndstico

par (mfrow=c(2,2))
plot(fitted(gamlss_scorel tl m3),resid(gamlss_scorel tl1 m3),xlab="Fitted values",yl
plot(l:nrow(Data_indicators),resid(gamlss_scorel_t1 m3),xlab="Index",ylab="Residual
plot(density(resid(gamlss_scorel_tl1 _m3)),main="c. Density Estimate")#### graph 3
library(car)

qqPlot (resid(gamlss_scorel_t1 m3), ylab = "Normalized quantile residuals", main ="d

par (mfrow=c(2,2))

plot(fitted(gamlss_score2_tl _m2),residuals(gamlss_score2_tl m2),xlab="Fitted values
plot(1l:nrow(Data_indicators),resid(gamlss_score2_t1_m2),xlab="Index",ylab="Residual
plot(density(resid(gamlss_score2_tl1 m2)),main="c. Density Estimate")#### graph 3

qqPlot(resid(gamlss_score2_tl m2), ylab = "Normalized quantile residuals", main ="d

Cédigo-fonte 2 — Codigo do modelo em R das elei¢des brasileiras

library(compositions)
library(Hmisc, pos=4)
library(foreign, pos=4)
library(corrplot)
library(ggplot2)
library(readxl)

#1.Dados eleigdes ler turno no Brasil

setwd (dirname (rstudioapi: :getActiveDocumentContext () $path))
ElectionsdataBrazil <- read excel("votes2022Brazil.xlsx")
#View(ElectionsdataBrazil)

ElectionsdataBrazil

UF=ElectionsdataBrazill[,1]

State=ElectionsdataBrazill[,2]
#sum(ElectionsdataBrazil[,6])/sum(ElectionsdataBrazil[,10])

#View(FlectionedataBrazil)



APENDICE A. CODIGOS R 82

ElectionsdataBrazil <-ElectionsdataBrazil[,c(-1,-2)]

dim(ElectionsdataBrazil)

Others=as.matrix(ElectionsdataBrazil[,8]) -
(as.matrix(ElectionsdataBrazil[,1]) +as.matrix(ElectionsdataBrazill[,2]) +

as.matrix(ElectionsdataBrazil[,3]) +as.matrix(ElectionsdataBrazill[,4]) )

databrazil<- cbind(as.matrix(ElectionsdataBrazill[,c(1,2,3,4)]),0thers
,ElectionsdataBrazil[,8])

colnames(databrazil)= c("PT","PL","MDB","PDT","OTHERS","TOTAL")
databrazil

#matriz_prop_br =matrix(numeric(27),nrow = 27,ncol = 7)
#matriz_prop_br

col_propl<-(databrazil[,1]/databrazil[,6])*100
col_prop2<-(databrazill[,2]/databrazil[,6])*100
col_prop3<-(databrazil[,3]/databrazil[,6])*100
col_prop4<-(databrazil[,4]/databrazil[,6])*100
col_prop5<-(databrazil[,5]/databrazil[,6])*100

dados1<-cbind (UF,State,databrazil)

#2. Transformagdes

### Transformagdo em proporgdes
matriz_prop_br<-cbind(col_propl,col_prop2,col_prop3,col_prop4,col_prop5)
matriz_prop_br

colnames(matriz_prop_br)= c("PT","PL","MDB","PDT","OTHERS")

matriz_prop_br

matriz_tr_br=clr(matriz_prop_br)

matriz_tr_br

rownames (matriz_tr_br)<-c("AC","AL",6"AP",6"AM" 6 "BA","CE","DF",6"ES",
"GO","MA","MT","MS","MG","PA","PB","PR","PE","PI",
"RJ" "RN"."RS"."RQ"."RR" . "SC" "SP" "SE" "TO")

### Transformagdo clr

TransformedCPA_br<- princomp(matriz_tr_br,cor =TRUE)
summary (TransformedCPA_br)
cargas=TransformedCPA_br$loadings

TransformedCPA br$scores
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par (mfrow = c(1,2))
biplot(TransformedCPA_br,xlab=’First Component’,
ylab=’Second Component’,main ="Biplot of the Brazilian

elections 2022",cex = 0.5)

# 4. Normalizagdo dos escores

lam =((TransformedCPA_br$sdev))*sqrt(TransformedCPA_br$n.obs)
lam

#scale !'= 0 >> lam™scale

lam = lam

scorel br = TransformedCPA _br$scores[,1]/ lam[1]

score2_br =TransformedCPA br$scores[,2] / lam[2]

scorel br

score2_br

#####standardizing scores

scorel tl <- (scorel br - min(scorel br))/(max(scorel br) - min(scorel br))
scorel t1l

scorel t1[23]= scorel t1[23]+0.0001

scorel t1[6] =scorel t1[6] -0.0001

scorel_tl#hist(scorel_t1, main = "Histograma de z1",
ylim = ¢(0, 8), xlim = c(0, 1.0),breaks = 10,
xlab = un, ylab - ||||)

score2 tl1 <- (score2 br - min(score2 br))/(max(score2 br) - min(score2 br))
score2_t1l

score2 t1[6]= score2 t1[6]+0.0001

score2_t1[17] =score2 t1[17] -0.0001

score2_tl#hist(score2_tl, main = "Histograma de z2"

,ylim = c¢(0, 6),x1im = c(0, 1.0),breaks = 10)

#5. Dados para implementar o modelo
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setwd (dirname (rstudioapi: :getActiveDocumentContext () $path))

indicators <- as.data.frame(read excel("IDHbrasil.xlsx"))

UF = indicatorsl[,1]

str(indicators)

summary (indicators)

indicators<- indicators[,c(3,4,5)]
indicators<-cbind(as.numeric(indicators[,1]),as.numeric(indicators([,2]),

as.numeric(indicators[,3]))

colnames(indicators)= c("renda","educagdo","longevidade")
renda = cbind(indicators([,1])
educagdo = cbind(indicators[,2])

longevidade = cbind(indicators[,3])

Data_indicators =as.data.frame(cbind(indicators,scorel t1,score2_tl ))

summary (Data_indicators)

# 6. GAMLSS

library(gamlss)

###Escorel

IS SRR S R R
scorel ml<- gamlss(scorel tl ~ renda+educagio+

longevidade, family= BE,data=Data_indicators )

summary (scorel ml)

scorel_m2<- gamlss(scorel_tl~ rendateducagdo,family=BE,data=Data_indicators )

summary (scorel_m2)

# 7. Diagndstico

par (mfrow=c(2,2))

plot(fitted(scorel_m2),residuals(scorel_m2),xlab="Fitted values",ylab="Residuals",
main="a. Fitted values vs Residuals",

ylim = c(-3,3))#### graph 1
plot(l:nrow(Data_indicators) ,resid(scorel m2),xlab="Index",
ylab="Residuals",main="b. Index vs Residuals",ylim = c(-3,3))#### graph 2
plot(density(resid(scorel_m2)),main="c. Density Estimate")#### graph 3

qqPlot(resid(scorel m2), ylab = "Normalized quantile residuals"
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, main ="d. Normal Q-Q Plot",
ylim =c(-3,3),id=list(method="y", n=25, cex=0.5), )#### graph 4

Cédigo-fonte 3 — Codigo do modelo em R das elei¢cdes Peruanas utilizando copulas

#####Copul asH##H#
library(SemiParBIVProbit)
library(copula)
library(VineCopula)

library(gamlss)
library(compositions)
library(Hmisc, pos=4)
library(foreign, pos=4)
library(corrplot)
library(ggplot2)
library(readxl)
library(psych)

newdata<- read.csv("newdata.csv")
head (newdata)
attach(newdata)#Pacotes

# MODELO 1 VIA COPULAS PARA MODELAR AS MEDIAS E OBTENER VARIANCIAS, THETA E TAU
eq.mu.l <- zl1 ~ educationl+income

eq.mu.2 <- z2 ~ educationl

eq.sigma2.1 <- ~1

eq.sigma2.2 <- ~1

eq.theta <- ~ 1

fl <- list(eq.mu.1l, eq.mu.2, eq.sigma2.1, eq.sigma2.2, eq.theta)
#Gaussian

system.time (outN <- copulaReg(fl,

margins = c("BE", "BE"),

data = newdata, gamlssfit = TRUE))

summary (outN)

system.time (outF <- copulaReg(fl,
marcins = c("BE". "BE"). BivD = "F" .data = newdata. camlssfit = TRUE))
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summary (outF)#sample size small

system.time (outAMH <- copulaReg(fl,

margins = c("BE", "BE"), BivD = "AMH",data = newdata, gamlssfit = TRUE))
summary (outAMH)

system. time (outFGM <- copulaReg(fl,

margins = c("BE", "BE"), BivD = "FGM",data = newdata, gamlssfit = TRUE))
summary (outFGM)

system.time (outG90 <- copulaReg(fl,

margins = c("BE", "BE"), BivD = "G90",data = newdata, gamlssfit = TRUE))
summary (outG90)

system.time (outJ90 <- copulaReg(fl,

margins = c("BE", "BE"), BivD = "J90",data = newdata, gamlssfit = TRUE))

summary (outJ90)

###t#itsummary AIC/BIC
aic =AIC(outN,outF,outAMH, outFGM, outG90,outJ90)
bic = BIC(outN,outF,outAMH, outFGM, outG90,outJ90)



