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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar os espagos de Hardy no espaco euclidiano,
denotados por HP(R"), e sua versao localizdvel h?(R™). Como aplica¢oes, mostraremos
que operadores de Calder6n-Zygmund e pseudo-diferenciais sao limitados em HP(R™) e

hP(R™), respectivamente.

Palavras-chaves:  Operadores de Calderéon-Zygmund, Espacos de Hardy,

Operadores Pseudo-Diferenciais, Analise Harmonica.




ABSTRACT

The purpose of this work is to study the Hardy spaces H?(R™) on euclidean spaces
and your localized version, known as h?(R™). As an application of this theory, we are
going to show that Calderén-Zygmund and pseudo-differential operators are bounded
in H?(R™) and h?(IR™), respectively.

Keywords: Calderén-Zygmund Operators, Hardy Spaces, Pseudodifferential

Operators, Harmonic Analysis.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a teoria geral dos espacos de Hardy, operadores pseudo-
diferenciais e operadores de Calderén-Zygmund. Como aplica¢oes, mostraremos que tais
operadores sao limitados em espacgos de Hardy.

O Capitulo 1 sera destinado a apresentagao de resultados preliminares sobre Teoria
da Medida, Integracao, Espacos LP, Teoria das Distribuicoes e Analise de Fourier.
Embora cada topico citado tenha importancia fundamental para o entendimento do
texto, destacaremos apenas os resultados que serao tteis para os capitulos seguintes (a
maioria das demonstragoes serao omitidas).

O Capitulo 2 é referente a teoria basica de operadores pseudo-diferenciais. Devido ao
carater elementar do texto, buscou-se apenas o entendimento basico de alguns resultados
necesarios para as aplicacoes.

O Capitulo 3 destina-se a teoria geral dos espacos de Hardy HP(R"), sua versao
localizavel h?(R™) e do espago BMO(R™). Neste contexto, na Secao buscamos
inicialmente introduzir a teoria de operadores maximais, em particular definir o
operador maximal de Hardy-Littlewood e provar as principais propriedades como a
continuidade em LP(R™) para p > 1. A necessidade de dedicar uma se¢ao para o
estudo sistemético de tais operadores € a forte ligacao com os espacos de Hardy, uma
vez que dentre as muitas abordagens possiveis, escolheu-se a caracterizacao via funcoes
maximais. Na Se¢ao é realizado o estudo do espago HP(R™), no qual destacamos
suas principais propriedades, completude e a conexao com os espagos LP(R™). Também
apresentaremos uma classe especial de elementos em HP(R"), denominados atomos e
um resultado classico conhecido por Teorema de Decomposi¢cao Atdmica, que permite
decompor elementos de HP(R") para 0 < p < 1 como uma soma enumerével de dtomos.
Analogamente ao que foi desenvolvido para HP(R™), na Secao introduziremos
os espagos de Hardy localizdveis, denotados por h?(R™) e mostraremos propriedades
analogas as vistas na secao anterior. Por fim, na Secao definiremos o espago
BMO(R"™) e mostraremos propriedades elementares que serao tteis no decorrer das
aplicacoes.

O Capitulo 4 ¢ o principal capitulo deste trabalho e tem como objetivo apresentar
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uma aplicacao da teoria de espacos de Hardy para a limitacao de operadores pseudo-
diferenciais e operadores de Calderén-Zygmund. Inicialmente definiremos operadores de
Calderén-Zygmund e sua versao generalizada, denominada por operadores de Calderdn-
Zygmund do tipo o. Adaptando resultados encontrados nas referéncias [7], [2] e [1]
mostraremos que tais operadores sao continuos em HP(R"™), L*(R") — BMO(R") e
LP(R™). Por fim, seguindo a referéncia [15], mostraremos que uma classe particular de
operadores pseudo-diferenciais sdo limitados em h?(R™).

O Apeéndice A é dedicado a expor o contraexemplo de um operador linear que muito
embora seja limitado uniformemente sobre H'-atomos nao se estende continuamente em
H'(R™). A técnica de mostrar a limitagao uniforme de operadores lineares em dtomos
é muito utilizada para inferir a continuidade em espacgos de Hardy.

No Apéndice B mostraremos um resultado denominado Teorema de Decomposicao
de Calderéon-Zygmund, que serda fundamental para provar a continuidade de operadores

de Calderén-Zygmund nos espagos LP(R™).



CAPITULO

1

Preliminares

O objetivo deste capitulo serda de fixar a notacao utilizada ao longo do texto e
fornecer resultados de Teoria da Medida e Integracao, Teoria das Distribuigoes e Andlise
Funcional que serao 1teis posteriormente.

Devido ao carater introdutorio, a maioria das demonstragoes serao omitidas.

1.1 Notacoes

Considere R™" = {(x1,29, -+ ,2,) : x; € R, j = 1,2,--- ,n} o espaco Euclidiano
n-dimensional usual. Um elemento de R™ é denominado vetor e denotado por =z =
(x1, 9, -+ ,x,). Aolongo do texto, C' sempre denotara uma constante positiva e embora
ela seja variavel no decorrer de algumas manipulagoes algébricas, serd sempre colocada
de forma invariante, a menos que exista necessidade de explicitar a natureza de outra
constante.

Com o proposito de facilitar a notacao de derivadas, definimos o = (a1, v, - -+ , ) €
7%, uma n-upla de inteiros nao-negativos, denominado multi-indice. As operacoes com

multi-indices sao dadas a seguir:

@) lol = 3} o

(i) a! = ay!- ag! -+ ayl;
(ili) S < a, é equivalente a 3; < a; para todo j =1, -, n;
(iv) B—a= (B —ai, -, B — ), sempre que § > ;

0 ()= (5) ()



1.1 Notagoes

As derivadas parciais euclidianas sao denotados por d; = F e D; = —id;. Quando
‘r .
J
considerados multi-indices, denotamos 0% = 0g! --- dgm e D% = Dgt - -~ Dy,
Sera 1util ao longo do texto recorrer a férmula de Leibniz e polinomio de Taylor nas

versoes multi-indices que serao enunciadas a seguir:

« _

L o) = X ()0 r@Dato)
B<a B

2. Seja f e C*(R™). Entao para todo N € Z, e z, y € R" é vélido

0“f(x o°
flety) = ), —f.( by 2 ‘ J;(!e—x) v (1.1)

la|<N ) |Bl=N

no qual 0, € |z, z + y[. A expressao (1.1)) é conhecida por polinémio de Taylor

com resto de Lagrange.

1.2 Teoria da Medida e os Espacos L”

Nesta secao apresentaremos as definicoes e resultados de Teoria da Medida,
Integracao e dos Espagos de Lebesgue LP. Todos os resultados expostos foram retirados
e adaptados das referéncias [10] e [21].

Sejam X um conjunto nao vazio e A uma colegao de subconjuntos de X. Dizemos

que A é uma o-dlgebra de X se:

(i) Se Ae A, entdo X\A € A;[]

(ii) Se {A;}jen ¢ uma sequéncia de conjuntos tal que A; € A para todo j € N, entao

UAjeA.

jeN
Uma medida é uma fungao p : A — [0, 0] que satisfaz:

(i) () = 0;

(ii) Se {A;}jen é uma sequéncia de conjuntos disjuntos de A, entao

’ (U A]) = > ul4y).

jeN jeN

Dizemos que uma medida é o-finita se X = U A, no qual p(A;) < o para todo j € N.
jeN

10 complementar de um conjunto A também serd denotado por A°.



1.2 Teoria da Medida e os Espagos L”

Denotaremos por (X,.A) um espago mensuravel e (X, A, 1) um espago de medidaﬂ

Além disso, uma medida satisfaz as propriedades abaixo.

Proposicao 1.2.1. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Entdo

(i) Se Ay, Ay € A € tal que Ay < Ay, entdo u(Ay) < p(As);

(ii) Se {A;}jen € uma sequéncia em A, entdo (U Aj) < Z,LL(A]-).

JjeN jeN
Demonstracao. Ver [10] p. 25.

Sejam (X, A) e (Y, B) espacos mensuraveis e f : X — Y uma fungao. Dizemos que
f é uma funcao (A, B)-mensurdvel se f~!(B) € A para todo B € B, no qual f~! denota
a imagem inversa de f.

Observacao 1.2.1.

(i) Em geral, dizemos que f : R — C € Lebesgue-mensurdvel (ou apenas mensurdvel)
quando for (L, Bc)-mensurdvel, no qual L denota a medida de Lebesgue em R e
Bc a medida de Borel em C;

(ii) Representaremos por M+ = M™*(X, A, u) o espago das fungoes f : X — [0, 0]

mensurdvesis.

Uma funcao é denominada simples se é uma combinacao linear finita de funcoes

caracteristicas de conjuntos mensuraveis, isto é

¥ = Z AjXA;s
j=1

no qual a; € R, A; € A sao conjuntos dois a dois disjuntos para j = 1,...,n e x é dada
por
1, sexeA;
Xa, () = !
0, se v ¢ Aj.

Desta forma, definimos a integral de Lebesgue de uma funcao simples em M™ por

f pdu =) a;u(4y).
X j=1

De maneira natural estenderemos o conceito de integracao para f € M™ e funcoes a
valores complexos. Nesta direcao, o préximo resultado afirma que tais fungoes podem

ser aproximadas por funcoes simples.

2Quando nao for necessdrio explicitar a o-dlgebra considerada, denotaremos apenas por (X, u) um
espaco de medida.



1.2 Teoria da Medida e os Espagos L”

Proposicao 1.2.2. Seja (X, A) um espago mensurdvel.
(a) Se fe M™ entao existe {¢;}jen uma sequéncia de funcgoes simples tal que

(1) 0 < @; < @ji1 < f, para todo j € N;
(i1) ¢;(x) = f(z) quando j — o para todo x € X;

(iit) ¢; — f quando j — oo uniformemente em subconjuntos de X no qual f é

limitada.

(b) Se f: X — C for uma funcdo mensurdvel, entdo eziste {p;}jen uma sequéncia

de funcoes simples tal que

(1) 0 <lp;| <lwjnl <I[f], para todo j € N;
(it) @i(x) — f(z) quando j — oo para todo x € X;

(111) ¢; — [ quando j — oo uniformemente em subconjuntos de X no qual f é

limitada.

Demonstracao. Ver [10] p. 47.

Desta forma, para f € M* definimos a integral de Lebesgue de f com relagao a medida

p por
J fdu = sup {J odp . e M' é uma funcao simples tal que 0 < ¢ < f}
b's X

Definido integracao para func¢oes nao-negativas, o préximo resultado estende este

conceito para funcoes que assumem valores negativos.

Definigao 1.2.1. Sejam (X, A, 1) um espago mensurdvel e f : X — R uma fun¢ao

mensurdvel. As partes positiva e negativa de f sao definidas respectivamente por

[ (x) = max {f(z),0},
f~(x) = max {—f(z), 0}.

Se J frdu e f f-du forem finitas, entao dizemos que f € integravel e definimos
X X

Por outro lado, se g : X — C é uma fun¢ao mensurdvel a valores complexos tal que



1.2 Teoria da Medida e os Espagos L”

Re(g) e Im(g) sdo fungdes integrdveis, entao g € integrdvel e

f gdp = f Re(g)dpu —H'J Im(g)du.
X X X
Seja K = R ou C e defina
L={f:X — Ktal que f é integravel.}
Considere sobre L a relacao de equivaléncia dada por

f~g= f=gqtp

e as classes de equivaléncia

[fl={9: X - Ktal que f =g pu—q.t.p.}

Denotaremos por £!(X) o conjunto
LYX) ={[f]: felL}

munidos das operagoes usuais de soma e produto de funcgoes. Por simplicidade
denotaremos [ f] por f.

Enunciaremos por fim dois resultados classicos sobre convergéncia e integracao.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja { f;}jen uma sequéncia de
fungoes em M™ tais que f; < fj41 para todo j € N e f = lim f; pontualmente = q.t.p.
j—0

Entao

J fdp = .1imf fidp.
X VAR END ¢
50

Demonstracao. Ver [10] p.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {f;}jen uma sequéncia de
fungoes em L1(X) tal que f; — f q.t.p com [ mensurdvel. Além disso, suponha que

exista uma fungdo g € LY(X) tal que para todo v € X e je N

|fi(@)] < g(x).

Entao fe LY(X) e
J fdp = 1imf fidp.
X I=0Jx
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Demonstracao. Ver [10] p. 54.

Como consequéncia do Teorema da Convergéncia Mondtona obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 1.2.1. Seja {f;}jen uma sequéncia em L(X) tal que Zf|f]\du < o0.
jeN

Entao Z f; converge q.t.p a uma fungio em L(X) e

| (2&) =3 > s

jeN
Demonstracao. Ver [10] p. 55.
O préximo resultado, conhecido como Teorema de Fubini-Tonelli, justifica a
permutacao de integrais.

Definigao 1.2.2. Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) espagos de medida. Se E < X xY, para
cada v € X ey €Y fizados, definimos a z-se¢io de E por E, ={yeY : (z,y) € E}
e a y-se¢ao de E por E, = {x € X : (x,y) € E}. Analogamente, se f é uma fun¢do
definida em X x'Y, definimos a z-se¢io f, e a y-se¢ao f, por f.(y) = fy(x) = f(x,y).

Teorema 1.2.3 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sejam (X, M, pu) e (Y,N,v) espacos de

medida o-finitos.

(a) Se f € MT(X xY), entio g(x fo Ydv € M*(X ny Ydu €

M (Y) e
[ st = | [ | f<x,y>du<y>] ()

- J Uf(x, y)du(fc)} dv(y). (1.2)

(b) Se f e LYu x v), entao f.(y) € L (v), e f,(x) € L'(n) g.t.p. Além disso, as
fungoes g(x) = fo(y)dy e LY(u), hy) = ny(a:)d,u e L'(v) e vale a identidade

2.

Demonstracao. Ver [10] p. 67.

No que segue iremos definir os espacos LP, denominados espacos de Lebesgue.

Analogamente & definicao do espaco £, os elementos de LP sao classes de equivaléncia

8
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de funcgoes p-equivalentes e por conveniéncia continuaremos a denotar [f]| apenas por

f.

Definicao 1.2.3. Sejam (X, u) um espago de medida e f : X — C wuma fun¢ao

mensurdvel. Para cada 1 < p < oo definimos

i1y = ([ 17an)”

IP(X) ={f: X — C tal que | f|, < o} .

Para p = o0, definimos

Il = inf {a > 0 u({o s | (@)] > a}) = 0} = esssup| f(a)

LX) ={f: X — C tal que ||f|s < 0} .

Observacao 1.2.2. Para o desenvolvimento deste trabalho estaremos interessados em

X =R" e neste caso omitiremos o dominio de integracao para simplificar a notacao.

Definigao 1.2.4. Considere 0 < p, p' < . Dizemos que p e p' sdo expoentes

conjugados se
1 1 1

p p
Dizemos também que 1 € o expoente conjugado de oo e vice-versa.

No que segue enunciaremos duas propriedades importantes dos espagos LP.

Proposicao 1.2.3 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < o0 e p’ seu expoente
conjugado. Se f e LP e ge L¥, entdo o produto f-ge L' e

1 gl < 1flp - gl

Demonstracao. Ver [10] p. 182.

Proposicao 1.2.4 (Desigualdade de Minkowski). Considere 1 < p < w0 e f,g € LP.

Entdo vale a desigualdade triangular

If +glp < 171y + gl

Demonstracao. Ver [10] p. 183.
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Como consequéncia da desigualdade de Minkowski, mostra-se que (L?, | - [|,) é um
espaco vetorial normado para 1 < p < o0. Além disso, é um espaco de Banach.

No que segue listaremos propriedades importantes dos espacos LP.

Proposicao 1.2.5 (Teorema da Representagao de Riesz). Sejam p e p' expoentes

conjugados tal que 1 < p' < o0. Se f e LY, entio

£l = sup{Uf-g] gl = 1}.

Demonstragao. Ver [10] p. 188.

Proposigao 1.2.6. Sejam 1 < p, p’ < o expoentes conjugados. Entao LP € reflezivo e
(LP)* = Lp/- Além disso, (L')* = L®.

Demonstracao. Ver [10] p. 190.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam (X, M, pu) e
(Y,N,v) espagos de medida o-finitos. Se f = 0 é uma fungao mensurdvel definida

em X xY el <p< o, entao

U U / (x’”d”(y))pdﬂ(f’f)r < f Uf(x,y)’)du(a:)]’l’ du(y).

Demonstracao. Ver [10] p. 194.
Quando considerado o calculo de integrais no R™ para funcoes radiais, serd tutil um

resultado que reduz a uma integracao real.

Proposicao 1.2.7. Seja f uma funcao mensurdvel definida em R™, nao-negativa e
integravel tal que f(x) = g(|z|) para alguma funcio g definida em (0,0) < R, isto é,
radial. Entao

. f(z)dx = o(S™1) fw g(r)r™tdr,

0

no qual o representa a medida de Borel de S™!.

Demonstragao. Ver [10] p. 79.

Observacao 1.2.3. Na proposicao anterior dxr € a mnotacao utilizada quando

consideramos a medida de Lebesgque sobre R™ ou R.

3~ indica dois espacos isometricamente isomorfos.

10



1.2 Teoria da Medida e os Espagos L”

Com o propésito de enunciar um resultado conhecido por Teorema de Lebesgue-

Radon-Nikodym, considere as seguintes definigoes.
Definicao 1.2.5.

(i) Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma medida com sinal é uma fungdo  :

A — [—o0, 0] tal que

(a) () = 0;
(b) p assume apenas uma das grandezas —o0 e o0;

(c) Se {E;}jen € uma sequéncia disjunta de conjuntos em A, entdo
I (U Ej) = > u(Ey),
JjeN jeN
no qual a soma acima converge absolutamente.

(i) Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma medida complexa € uma fung¢dio v : A —
C tal que

(a) v(D) = 0;

(b) Se {E;}ien € uma sequéncia disjunta de conjuntos em A, entdo
v (U Ej) = > v(E)),
JjeN jeN
no qual a série acima converge absolutamente.

(111) Sejam p uma medida positiva e v medida com sinal definidas em uma o-dlgebra
A. Dizemos que v € absolutamente continua com respeito a p, denotado v < pu,
se v(A) =0 para todo A € A tal que u(A) = 0;

(iv) Sejam py e po medidas com sinal definidas em A. Dizemos que iy € jy $GO
mutuamente singular, denotado por py L ps se existem A, Be A com AnB =
tal que X = AU B, A € nulo para py e B € nulo para ps, isto €, u1(E) = 0 para
todo E < A e uo(F) = 0 para todo F' < B.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym). Sejam p uma medida o-finita

positiva e A uma medida complexa definidas em (X, A). Entdo:

(i) Existem N\, e A\s medidas complezas sobre A tal que X = Ny + Ag, Ao K e Ag L p;

11
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(11) Eziste uma tinica fungao h € LY(X) tal que para todo E € A
Ao(B) = f hdj.
B
Demonstracao. Ver [21] p. 121.

O préximo resultado, conhecido por Teorema da Caracterizacao de Riesz, identifica
todos os funcionais lineares continuos definidos em Cy(R™), conhecido como espago das

funcoes que decaem no infinito, isto é
Co(R™) = {f : R" — C continua tal que |f(z)| — 0 quando |z| — oo}.

Propriedades do espago Cy(R™) podem ser consultadas em [21] p. 70.

Definicao 1.2.6. Uma medida de Borel p definida em R™ é denominada regular se

satisfaz:
(i) w(K) < oo, para todo K < R™ compacto;
(ii) p(E) =sup{u(K): K c E, K compacto};
(111) W(E) =inf{u(U): U c E, U aberto}.

Observacao 1.2.4. Uma medida complexa p é denominada reqular quando sua
variagao total |u|, que é uma medida positiva, € reqular (veja [10] p. 93 para a defini¢cao

da variagao total de uma medida compleza).

Teorema 1.2.6 (Teorema da Representacao de Riesz). Se & : Cy(R") — R é um
funcional linear continuo, entao ® pode ser representado por uma unica medida de

Borel complexa e reqular, no sequinte sentido

Be) = | i ¥ o e ColRY).
Demonstracao. Ver [21] p. 130

Denotemos por M(X) o conjunto das medidas regulares finitas de Borel. Entao o
Teorema de Representacao de Riesz afirma que existe um isomorfismo entre M(X) e
Co(X)* (veja em [10] p. 223). Um resultado cldssico afirma que para f € L'(R") a
aplicacao

u(E) = J f(z)dz, E < R"
E

12



1.2 Teoria da Medida e os Espagos L”

define uma medida regular complexa (ou com sinal) e portanto L' (R") < M (R"). Como

consequéncia temos o seguinte resultado.

Coroldrio 1.2.2. L'(R") < Cy(R™)*.

1.3 Teoria das Distribuicoes

A formulagao da Teoria das Distribuigoes teve origem em 1945 pelo matematico
francés Laurent Schwartz e foi motivada por problemas que surgiram na Fisica, como
por exemplo a necessidade de uma formulagao matemaética precisa e rigorosa para a
entao chamada “funcao” delta de Dirac.

Ao longo desta secao €2 < R™ denotara um conjunto aberto e f : {2 — C uma funcao
continua. Definimos o suporte de f, denotado por supp(f) como o fecho do conjunto

{reQ: f(x)+#0}.

Definigao 1.3.1. Denotaremos por CF(Q) o conjunto das fungoes f : Q — C
infinitamente diferencidveis com suporte compacto. Cada f € CP(R"™) é denominada

funcao teste.

Exemplo 1.3.1. Construiremos neste ezemplo uma funcao ¢ € C(R™) tal que ¢ = 0
e Jg@(m)dm = 1. Considere inicialmente f : R - R e a : R” — R fungoes C*(R) e

C*(R™) respectivamente, dadas por

eVt t>0
ft) =
0, t<0

a(z) =1 o

Defina g : R™ — R uma fun¢ao C*(R™) dada por g(x) = (f o a)(z). Note que g = 0,

supp(g) < B[0,1] eJ g(x)dx < 0. Desta forma, basta considerarmos p(zx) = g(x)/C,
Rn

no qual C' = g(x)dx para obtermos a fun¢ao desejada.
Rn

Exemplo 1.3.2. Eziste uma fungio p € CP(R) tal que supp(p) < B(0,2) e p(x) =1
sex € B(0,1).

A construcao da funcao citada no exemplo anterior baseia-se no seguinte resultado:

Proposicao 1.3.1. Seja K < R" um subconjunto compacto. Entao eziste p € CP(R™)

tal que 0 < ¢ < 1 e () =1 em uma vizinhan¢a de K.

13



1.3 Teoria das Distribuigoes

Demonstracao. Ver [17] p. 7.

O préximo resultado estabelece uma conexao entre os espagos C°(R™) e LP(R™) e
como consequéncia mostraremos a invariancia por translagao dos espagos LP(R").
Proposicao 1.3.2. C*(R") ¢ denso em LP(R"™) para 1 < p < 0.

Demonstracao. Ver [21] p. 69.

Proposicao 1.3.3. Seja f € LP(R") para 1 < p < 0. Entdo

i £+ B) = Fl, = 0.

Demonstracao. Pela Proposicao|1.3.2) dado ¢ > 0, existe g € C(R") tal que

€
I gl < & (1)
Como g € CP(R"), pela Desigualdade do Valor Médio obtemos
o+ 1) =gl = [ oo+ ) - g)da
< ]h|pJ sup |¢'(z + th)|Pdx
supp(g) 0<t<1
< C |h]P.
Assim, para |h| suficientemente pequeno obtemos que
€
lg(-+h) —glp < 3 (1.4)

Portanto, utilizando a desigualdade triangular, (1.3)) e (1.4)), obtemos

IFC+R) = flp < IFC+R) =g+ )l + lgC+B) = gly+lg = flo < S+ 5+ 2 ==

]

No que segue apresentaremos a nocao de convergéncia em CZ((). E possivel
estabelecer uma topologia em C*(Q2) tal que a convergéncia coincida com a definida

abaixo ]

Definigao 1.3.2. Dizemos que uma sequéncia {¢;}jen < CL(2) converge a zero em
Cr(Q) se

“Na referéncia [I7] p. 9, mostra-se que a topologia definida em C*(f2) no qual o conceito de
convergéncia coincide com o definido em nao provém de uma métrica.
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1.3 Teoria das Distribuigoes

(i) Eziste um conjunto compacto K < § tal que supp(¢;) < K, para todo j € N;
(11) Para todo o € 77, 0%¢; — 0 uniformemente quando j — .

Tendo definido C(€2) e convergéncia neste espago, estamos com as ferramentas

necessarias para introduzir o conceito de distribuicao.

Definicao 1.3.3. Uma distribuicio em Q0 € um funcional u : CF(2) — C linear e
continuo. A continuidade do funcional u € no sentido da Definicao isto €, se
{¢;}jen converge a zero em CF (), entdo u(¢;) = {u,p;) converge a zero em C (no

sentido usual). Denotaremos o espago das distribuicoes por D'(S2).

Exemplo 1.3.3. SeaeQ e d, : CP(Q2) — C é um funcional dado por 6,(¢) = ¢(a),
entio 6, € D'(2). Se a = 0 denotaremos oy = 0, o qual é denominado delta de Dirac

na origem.

1
loc

Definigao 1.3.4. Seja f uma fung¢iao mensurdvel. Dizemos que f € Lj .(Q) se para

cada compacto K < (Q,

L F(2)|dz < .

(Q) para 1 < p < 0. De fato, seja f e LP(N) e K < ()

um congunto compacto. Por meio da Desigualdade de Hélder obtemos que

Exemplo 1.3.4. [*(Q) c L}

loc

| @i = | 1r@hte)is

< |FIIEYY < oo,

donde seque que f € L} (Q).

loc

Exemplo 1.3.5. Seja f € Li,.(Q). Se Ty : C*(Q2) — C € dado por

Ty(6) = (f, ) = f f(@)p(x)dr, ¥ ¢ € C2(RT),

entdo Ty € D'(QY). Verifiguemos a continuidade uma vez que a linearidade € imediata
por propriedades de integragao. Seja {¢;}jen < CL (L) uma sequéncia convergindo a
zero em CP(R™). Logo, existe um conjunto compacto K < § tal que supp(¢;) < K

para todo 7 € N e podemos supor sem perda de generalidade que f f(z)dz # 0, pois
K
caso contrdrio f(x) =0 g.t.p x € K e portanto (T, ¢;) =0V j e N. Para todo € > 0,

existe jo € N tal que

6;(2)] < ——— VaeKej>jo
fK|f<x>|dx

15



1.3 Teoria das Distribuigoes

Desta forma, para todo 5 = jo temos que

r

[Ty 00l < |[f ()] |;(x)|dx

supp(¢;)

< ;|f(w)| 165(2)de

g
r ’ \f(x)|dx
B |f(z)|dx L

[

<

[

Dizemos que duas distribui¢oes u,v € D’ sao iguais se {u,¢) = (v,$) para toda
¢ € CP(R™).

1
loc

Proposicao 1.3.4. Sejam f,ge L
x € ().

(Q). Entao Ty = T, se, e somente se f = g q.t.p

Demonstragao. Ver [17] p. 11.

Observacao 1.3.1. Por meio do funcional Ty definido no Ezemplo e da
Proposicao , podemos associar o espago L () como um subespago de D’ ()
pela identificacao f =T},

Exemplo 1.3.6. Seja p uma medida de Borel definida em €) e suponha adicionalmente

que W(K) < o para todo conjunto compacto Kﬂ Entao

(1, ) = L bdp, ¥ b e C2() (1.5)

define uma distribui¢ao. Para mostrarmos a continuidade, considere {¢;}jen < CF ()
uma sequéncia convergindo a zero como na Defini¢ao e seja K < € um conjunto
compacto tal que supp(¢;) < K para todo j € N. Assim, para todo € > 0, eziste jo € N
tal que para todo 7 = jo e x € K

€
oi(r)] < .
)| <~
Desta forma, para todo j = jo,
ol < | loldn
€
< wWK), ¥Yi=7
1(K) (%) ’
= ¢, YV J=7.

5Uma medida com esta propriedade é denominada localmente finita.
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1.3 Teoria das Distribuigoes

Podemos definir em D’ operacoes como soma, produto por escalar, produto por uma
funcao C* e derivagao de uma distribuicao. Devido ao carater introdutério desta secao,

limitaremos a apresentacao de tais conceitos que podem ser consultados na referéncia
[17].

Definig¢ao 1.3.5. Seja u € D'(2). Definimos a j-ésima derivada de w para j = 1,--+ ,n
por

<aju7 ¢> = —<U, 8J¢>a v ¢ € CSO(Q>

Analogamente, para todo o € 77},

(0"u, ¢y = (—1)l*l(u, 0°¢), ¥ ¢ € CF(Q).

Exemplo 1.3.7. Considere H : R\{0} — R, denominada func¢ao de Heaviside, dada

por
1 0;

H(z) = , x> 0;

0, =<0.

Como H € L} (R), temos que Ty € D'(R) e portanto podemos calcular a derivada de

H no sentido das distribuicoes. Desta forma, por meio do Teorema Fundamental do

Cdlculo temos que para toda ¢ € CF(R)

r

(0H, ¢)

H(z)0¢p(x)dx

(0
= — | 0¢(x)dx

JO

- m0¢(x)dx, no qual supp(¢) < [—m,m]|
JO

¢(0) = (4, ).

Logo 0H = 6.

Defini¢ao 1.3.6. Dizemos que uma sequéncia {u;}en < D'(2) converge a zero em
D'(Q) se {uj,¢) — 0 em C quando j — o para toda ¢ € CL(2).

Observacgao 1.3.2. E possivel mostrar que muitas nogoes de convergéncia em espacos
(Q) = D'(2). Para

~ . . A . / . . ~ 1
de fungoes implicam em convergéncia em D'(§) via a inclusdao L;,,

maiores detalhes, veja a referéncia [17] p. 55.

1.4 Convolucao

Nesta secao definiremos o conceito de convolucao entre duas funcoes continuas e

estenderemos para os espagos LP(R") e D'(R™).

17



14 Convolugao

Definicao 1.4.1. Sejam f,g : R™ — C fungoes continuas tais que ao menos uma delas

possui suporte compacto. Definimos a operacdao convolucao de f por g como

fg(z) = ff(x —y)g(y)dy = fg(x —y)f(y)dy.

Motivado pela definicao anterior, podemos definir convoluc¢ao de uma distribuicao

por uma funcao teste.

Defini¢ao 1.4.2. Sejam u € D'(R™) e ¢ € CP(R™). Definimos a convolug¢ao de u por

¢ como

ws ¢(x) - (u, &),
no qual ¢,(y) = p(z — y).

Um exemplo interessante é a convolucao da distribuicao delta de Dirac, pois ela se

comporta como uma “funcao identidade” com relacao a esta operagao.
Exemplo 1.4.1. Se ¢ € CP(R"), entdo 6 = p(a) = (0, p(a —-)) = ¢(a).

O proximo resultado exemplifica como a operacao de derivacao se comporta com

relacao a convolugao.

Teorema 1.4.1. Se u e D'(R") e p € CP(R"), entdo u = ¢(x) € C*(R™) e além disso
D¥(ux¢) = (D) *¢p =ux (D), YaeZl.
Demonstracao. Ver [17] p. 62.

Note que na Defini¢ao|[I.4.T|apresentada anteriormente exigimos que pelo menos uma
das funcoes tenha suporte compacto. Nosso objetivo agora serd estender este conceito

para fungoes em LP(R™).

Teorema 1.4.2. Sejam f e L'(R") e g e LP(R™) para 1 < p < 0. Entdo a integral

fegle) = f £ — y)g(y)dy (1.6)

estd bem definida q.t.p v € R™ e além disso vale a desigualdade

1= gl < [ Fl1lgly (1.7)

A desigualdade (1.7)) é conhecida por Desigualdade de Young.
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14

Convolugao

Demonstracao.  Considere inicialmente p = 1. Para mostrar que (1.6) estd bem

definida q.t.p é suficiente verificar que

h@w=fuu—wrmwuy<wq¢p

Do Teorema de Fubini obtemos que

f hz)ds <

”fuu—ynw@wwm
men[vm—ywmw

-
9@ f 1y
[£l:lgly < o

Logo f = g(x) < oo q.t.p. A desigualdade (|1.7]) segue da estimativa

If gl

A

A

Se 1 < p < o0, considere

dx

‘”Jf@—ymwwy

[ [176 =)l lotwlagas
171119l

%@»:fuu—ynmwwwﬁ

De forma andloga ao que foi feito anteriormente, note que

Jhp(a:)dx _

N

| 1t = )l ot pays
J l9(y)IP f |f(z = y)|dwdy

wlfmwwm:
171l
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14 Convolugao

Seja p’ o expoente conjugado de p. Da Desigualdade de Holder segue que

[ 1@ =wawiay = [156 =0 (1f -0 low)) dy

(J !f(:c—y)|dy>pl/ (J16 = |g<y>|pdy)’1’

= 1FIV ()] VP < o0

N

Logo f = g(x) < o q.t.p. Por fim,

wealy = ([|f 1= nowas da:)’l’

([ (Jirte=wltstian)"ar)
i (| hp@)dx);

A ([ [ |g<y>|pdydx)’1’
- 1 (Jlstop [ st - pasy)

1/p 1
IFI 1R g
= | £l:lgl-

N

N

O caso p = o é imediato pois

f\f(x =)l lgW)ldy < [[glool f1-

O
1.5 Transformada de Fourier
Seja f € L'(R™). Definimos a transformada de Fourier de f por
fie) = 2m " [0 f(a)da, (18)

no qual {(x,&) = Z x;€; denota o produto interno usual em R".
j=1
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1.5 Transformada de Fourier

Observagao 1.5.1. A expressio (1.8) € linear e estd bem definida, uma vez que
o) < @n)y [0 |f@lde = [ 17@)ds < =

Proposicao 1.5.1. f € uma funcao continua.
Demonstracao.  Considere {{;};en © R" uma sequéncia tal que & — & quando
j — o0. E suficiente mostrarmos que J?(ﬁj) — ]?(&]) quando j — o0, isto é
(2m) /2 J (e7¥®& — o7 ¥®80) f(1)dx — 0 quando j — oo,
o que é imediato pelo Teorema da Convergéncia Dominada. De fato, defina

hj(a) = (705 — &) f(a),

Temos que para todo j € N as fungbes h; sao integraveis (produto de funcoes
integraveis), h; — 0 pontualmente q.t.p e |h;(x)] < 2|f(z)|, o que completa a

demonstracao.
O

Embora a transformada de Fourier seja definida para fungoes em L'(R™), este espago

nao é invariante pela transformada de Fourier, isto ¢ f € L'(R™) ndo implica que
feL'Rn).

Exemplo 1.5.1. Considere [-1,1] = R. E imediato que a fung¢io Xi-11] € L'(R) e

mostremos que X(-11] ¢ L'(R). De fato, note inicialmente que

oo
an©) = 202 [ e @

—00

1

= (27?)1/2f e " dy
-1

i€ _ it

_ —1/2 €
- ene S

e desta forma

TN 2 (7 |ei£ - €_i§|
J Xig|dé = (2m)7Y J — g d¢
o €]

- 2(2w)—LQ‘[j; sen(&)

ool
no qual a dltima integral € divergente e portanto X—11) ¢ L'(R).

§
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1.5 Transformada de Fourier

A seguir apresentaremos um subespaco de L'(R™) que contém C'*(R") e é invariante

pela transformada de Fourier.

Definigao 1.5.1. Denotamos S(R™), denominado espago de Schwartz, o conjunto das

fungoes f e C*(R™) tais que para quaisquer o, 5 € 2T,

sup [#*DP f(x)] < 0.

zeR™

Geometricamente as fungoes em S(R™) decaem no infinito mais rapidamente do que

qualquer polinomio.

Observacio 1.5.2. Se f € S(R"), entio |f|aps = sup |[x*D°f(z)| define uma semi-
zeR”

norma em S(R™). A familia By = {]-
define uma topologia sobre S(R”)H

ap |la| < N, |B| < N, N € N} de semi-normas

Tendo em vista a observagao anterior, dizemos que a sequéncia {¢;};en converge a
zero em S(R™) se para quaisquer «, § € Z} temos que {:UaDﬁcpj}jeN converge a, zero

uniformemente em x € R”.

Proposicao 1.5.2. Se f € S(R"), entdo lim x*DPf(x) = 0 para quaisquer o, 3 € VAR

|| —c0

Demonstracao. Sejam o € Z7 e e; = (0,---,1,---,0) o j-ésimo vetor canonico.

Como f € S(R"), para todo = € R™ temos que

l2]*2* D7 f(x)] =

Portanto

donde segue o resultado.
m

Exemplo 1.5.2. Note que CP(R") < S(R") e convergéncia em CP(R™) implica em
convergéncia em S(R™). Um exemplo de uma fungdo que estd em S(R™) e ndo possui

suporte compacto é f(x) = el

6Veja o Teorema 1.37 p. 26 da referéncia [20].
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1.5 Transformada de Fourier

Observacgao 1.5.3. Como consequéncia do Exemplo[1.5.9 e da Proposi¢ao[1.5.4 temos
que S(R™) € denso em LP(R™) para 1 < p < 0. Eposswel mostrar também que C(R™)
¢ denso em S(R™) (ver [17] p. 80).

Exemplo 1.5.3. S(R") = LYR"). De fato, seja f € S(R"). Da Definicio [1.5.]]
considerando o € 77 tal que o] = n+1 e f = 0 obtemos que |f(x)| < T para
€T n

todo x € R™\{0}. Assim,

| 1@

z)|dx z)|dx
LKIV( Jldz + L|>1|f( )
< sup |f(2)] |BO.1)| +C f' L

|z|<1 z|>1 ‘x’n+1

= sup |f(x)] |B(0,1)|+C’|S"_1|J r2dr < oo.
1

lz|<1

No préximo resultado, mostraremos algumas propriedades da transformada de

Fourier.

Proposicao 1.5.3. Seja f € S(R"). Entdo para todo o, € Z, € vdlido:
(a) (D°F)(€) = € F1€);
() (D°F) (&) = (=21 (©);
(c) J e S®.

Demonstragao.

(a) Integrando por partes, obtemos

(b) Basta observar que

D*fie) = em e’ (e i)



1.5 Transformada de Fourier

(c) Sejam a, 5 € Z';. Usando (a) e (b), obtemos que

& fle)| -

& (=) £(8)]
(—2)

Da(=2)£(6)].

Uma vez que (—z)°f € S(R"), entdo D*(—z)°f € S(R") e pelo Exemplo [1.5.3]

pertence a L'(R"). Desta forma,

eD (e = sup

—_— ‘

s;le up D(—x)P f(¢§)
= sup fi2n) " [ O D ()
xeR™
< @0 sup [ (D)) do
xeR™
< 2m)"2|D¥(—2)? f|, < oo,

donde segue que f € S(R™).

]

Corolério 1.5.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Se f € L'(R"), entdo f(ﬁ) — 0 quando
€] — 0.

Demonstracao. Para f € S(R") o resultado é valido pois fe S(R™). A generalizagao
para f € L'(R") segue por meio da Observacao [1.5.3|

]

O préximo resultado afirma que a transformada de Fourier é uma aplicacao

continuamente inversivel e estabelece uma formula explicita para a inversa.

Teorema 1.5.1 (Férmula de Inversao da Transformada de Fourier). Seja f € S(R™).

Entao fz f, no qual a operacao V ¢ definida por

~

Fa) = (@m) 2 f G0 F(6)d. (1.9)

Desta forma, f € denominada inversa da transformada de Fourier.

Demonstracao. Ver [17] p. 77.

"A transformada inversa de Fourier também é denotada por F !
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1.5 Transformada de Fourier

Proposicao 1.5.4 (Férmula de Plancherel). Seja f € S(R™). Entdo a aplicagao f — f

pode ser estendida unicamente a um operador unitdrio em L*(R"), isto é

1£l2 = 1112, (1.10)

conhecido por formula de Plancherel.

Demonstragao. Ver [26] p. 20.

Nosso objetivo daqui em diante sera estender o conceito da transformada de Fourier

para funcionais lineares e continuos definidos em S(R")f]

Defini¢ao 1.5.2. Um funcional linear e continuo definido em S(R™) é denominado

distribui¢do temperada. Denotaremos o espago das distribui¢oes temperadas por S'(R™).

Como C¥(R™) é um subespago denso de S(R™) e a restri¢ao de funcionais em S'(R™)
no conjunto CX(R™) define uma distribuigao em D’'(R") temos que S§'(R") < D'(R").

Além disso se u; — 0 em S'(R") quando j — o0, entdao u; — 0 em D'(R™).
Definigao 1.5.3. Se u e §'(R™), entdo definimos a transformada de Fourier de u como
(@, ) = (u, 6y, ¥ p e SR").

Note que como gg e S(R™), entdo a transformada de Fourier de u estd bem definida

e além disso é continua e inversivel em S’'(R™).

8Toda a preocupacao de encontrar um espaco que seja invariante pela transformacao de Fourier tem
importancia na garantia da existéncia desta extensao. Para um estudo mais aprofundado, consulte
[17] p. 73.
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CAPITULO

2

Operadores Pseudo-Diferenciais

O intuito deste capitulo é apresentar, de forma introdutdria, a teoria de operadores

pseudo-diferenciais e suas principais propriedades.

2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpS™(R")
Para motivarmos a definicao de tais operadores, considere o operador diferencial
P(D) dado por
P(D) = Y. a,D", (2.1)

lal<m

no qual a, € C. Associado a ele, considere o simbolo do operador (2.1)) definido como

p&) = ), aal®, E€R™, (2.2)

|o]<m

Nosso objetivo serd reescrever o operador (2.1)) em termos de seu simbolo (2.2)). Assim,

considere ¢ € S(R") e note que

—

PD)pla) = Y au(D79)” ()
lal<m
= Y Wl @)
lal<m
= 3 aalem) ™ [0 a(e)ag
lal<m

- <27r>-“/2fe"<wvf> S ant | ple)de

laf<m

— (2n) fei@@p(g)@(@d@ (2.3)
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpS™(R")

Desta forma, vemos que é possivel expressar um operador diferencial com coeficientes
constantes em termos de seu simbolo fazendo uso da transformada inversa de Fourier.
Em linhas gerais, os operadores pseudo-diferenciais sao aqueles que podem ser
representados na forma . Neste capitulo estaremos interessados em estudar classes
de simbolos mais gerais que , definidos a seguir.

Definigao 2.1.1. Seja m € R. Definimos S™(R™ x R™) = S™(R"™) como o conjunto de
todas as fungoes o(x, &) € CP(R™ x R") tais que para quaisquer multi-indices o, 3 € Z,
existe uma constante Cy, 3 > 0 tal que vale a estimativa

DED}o(r,€)| < Capli + )", ¥ 2, € € R™ (2.4)

Denominamos por m a ordem do simbolo o € S™(R").

Exemplo 2.1.1. O polinomio p(§) = Z & € S™(R™). De fato, como p nao
laj<sm

depende de x basta notar que

o] = o el 5

|oo|<m la]<m

< suplaal Y Gl
ladsm— 1g1<lal<m

< C, ‘f‘m—lﬁl

< Ca (L fg)m P

Exemplo 2.1.2. Toda funcao na classe de Schwartz define um simbolo na classe
S%R™). De fato, se o(§) € S(R™), entdo para todo B € Z" e x € R™ vale que

[D7p(€)] < Ca(1 + €N,

donde segque que ¢ € S°(R™).

Exemplo 2.1.3. O simbolo de Bessel dado por o(&) = (™ = (1+|¢)™* € um
simbolo em S™(R™). De fato, considere m € R, 5 € Z'; e mostremos por indugao sobre

|B| que vale
|(DP0)(€)] < Cunp(1+ €)™ (2:5)

1
Para o caso em que |3| = 0, € suficiente mostrar que (1 + |£]*)2 ~ (1 + [£|) para todo
£ e R™. De fato, note que

L+ EP < (L+]€)? = (1+[€P)7 < (1 +[¢).
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpS™(R")

L+ [¢]
(1+1¢[%)2
que f € limitada e portanto existe uma constante C' > 0 tal que (1+ |¢]) < C(1+ |¢]?)z.
Se [£| > 1, entao

Por outro lado, seja f(§) = uma fungao continua. Assim, para |§| < 1 temos

(L+1ED* = 1+20g + ¢
< 3(1+*),

e portanto (1 + |€]) < v/3(1 + |€]?)z.
Suponha que (2.5)) seja vdlida para todo € Z7 tal que || < ¢ e para todo m € R.

Mostremos que permanece vdlido para v € Z'; satisfazendo |y| = ¢ + 1. De fato,
((D70)(§)] = [D*Djo(§)],

no qual |a| =€ ej=1,2,--- ,n. Note que D;jo (&) = m&;(1+£]2)™=2/2 entdo através

da formula de Leibniz obtemos

DDyl = m 3, () 00+ )

n<a

Utilizando a hipdtese de indugao, existe uma constante Cy,,,, > 0 tal que

KW®@|<QWZ()1+H”WHMW2WW

n<o
= OamZ( ) 1+ |¢[ym-(+laD
n<o
:@mz()u%|hL
n<o

Desta forma, pelo principio da indugao seque que a estivativa (2.5)) é vdlida.

Exemplo 2.1.4. Seja a,(x) € C*(R"™) uma fung¢ao no qual as derivadas de todas as
ordens sdo limitadas. Entao o polindmio p(x,§) = Z ao () € S™(R™). De fato,

|al<m
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpS™(R")

basta observar que

| D2 Dgp(x, )|

2 D;c/aa(x)Dgfa

lal<m

Z C%5 ‘Dgga‘

|| <m

Crs D, 26!<§‘>|§|la—5|

|a|<m é<a
C g™
< Coa(l+ gl

N

N

Definido o que é um simbolo, podemos agora definir um operador pseudo-diferencial

associado a ele.

Definicao 2.1.2. Para cada simbolo o(x,&) € S™(R™) associamos um operador

o(z,D) : S(R") — S(R™) definido por

n

o, Do) = (2m) ™" j GO0z, €)p(€)dE, (2.6)

o qual € denominado operador pseudo-diferencial associado ao simbolo o(x,§).

Denotaremos o conjunto dos operadores pseudo-diferenciais na classe S™(R™) por

OpS™(R™).

Mostremos agora que o operador apresentado em (2.6)) estd bem definido e que de
fato o(z, D)p € S(R™) para p € S(R™).

Lema 2.1.1. Sejam o € S™ (R™) e 7 € S™(R™) simbolos tais que o(x,D) = 7(x, D).
Entdo 0 = T e como consequéncia o operador pseudo-diferencial (2.6) é unicamente

determinado pelo seu simbolo.

Demonstragao. Por hipétese o(z, D) = 7(z, D), entao

fei@@[a(x,s) (@, ©)]@(E)dE = 0, ¥ e S(RY). (2.7)

Como a transformada de Fourier em S(R™) é invertivel e portanto bijetora, obtemos da

equagao (2.7) que

J P[0 (2,€) — (a, E)JW(E)IE = 0, ¥ ¥ € S(RY).
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpS™(R")

Para cada z € R fixo, defina a funcio f,(£) = e®*®[o(x, &) — 7(x,€)] e assim

| rwierde =0, v v e s,
define uma distribuigao temperada. Desta forma, segue da Proposicao [I.3.4] que
f2(§) = ¢ Fo(2,€) = 7(2,€)] =0, Y £ R™.

Como tomamos z € R™ fixo, porém arbitrario, obtemos que o(z,§) — 7(x, &) = 0 para

todo z,£ € R™, o que conclui a demonstragao do lema.

]
Lema 2.1.2. Seja 0 € S™(R"). Entio o(x, D)y € S(R") para toda p € S(R™).
Demonstragao. Mostremos que para toda ¢ € S(R") vale que
sup [z DY (o(z, D)) (z)| < 0. (2.8)

zeR™

Por meio da férmula de Leibniz e integracao por partes, obtemos que

D7 (o(2. D)g) () = (2m)"a° D) ( | ei<x,§>g(x7£)@(§)d€)

= (on) " | DI (a, 1R de

— (2n) e 26 (7) Do )pz (oo nierde

- en e | 3 (f Jereeo D ota )Rl

= e [ 5 (e (@) Dot )pree
v<p

_(C)elge n/zfz ( ) i) o
S<8

x D¢ (D} (o(2,€))E73(€)
— (1)l 2 n/2f§§< >( ) .
x (Dg=° D)o (x,€)) DE (€7 $(€)) dE.

Como o(z,&) € S™(R™), entao

1D DE 0 (2,€)| < Capsn(l + €)™ ~lal+18]
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpS™(R")

Assim,

sup ‘anfa(D,x)(a:)‘ < Z 2 Ca,B,MJ(l + |g])mled+1d] {DS (& @(f))‘ d§ < oo

zeR"” ~<B d<a

uma vez que (&) € S(R™).

Exemplo 2.1.5. Considere o operador diferencial definido por

P(z,D) = > an(x)D",

laj<m

no qual a,(x) € C*(R"™) e tem derivadas de todas as ordens limitadas. Vimos no
Ezxemplo|2.1.4| que o polinémio p(x,§) = Z ao ()% € S™(R™) e portanto P(x,D) €

laf<sm

OpS™(R™).

Observagao 2.1.1. Serd util posteriormente considerar operadores pseudo-diferenciais
o(x, D) cujo dominio € o espago das distribui¢oes temperadas, isto € o(x, D) : S'(R") —
S'(R™). Para isso, considere u € S'(R™), p € S(R") e defina

(o(w, D)u, 0 = <a (2m)""2 f £ 00 (g, £)<p(1:)da:> |

Note que a expressao anterior estd bem definida, uma vez que analogamente ao Lema

[2.1.9, temos que
(2m) /2 J g (x, &)p(z)dr € S(R™).

A seguir apresentaremos alguns resultados fundamentais da teoria de cédlculo de
simbolos de operadores pseudo-diferenciais. Por nao fazer parte do escopo da dissertagao

omitiremos as demonstragdes, que podem ser encontradas na referéncia [26].

Defini¢ao 2.1.3 (Expansao assintética de um simbolo). Seja o € S™(R") e suponha
que exista uma sequéncia de simbolos o; € S™ (R"™), no qual m = mg > my > my >

- >my — —0 quando j — 0, tal que

/-1
o— > o;e SR, VLeZt. (2.9)
§=0

A soma Z o; € denominada expansdao assintotica do simbolo o e € denotada por

7=0
0
g ~ Z Uj.
=0
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Teorema 2.1.1. Sejam mo > my; > mg > --- > m; — —0 quando j — 0 e 0; €
0

S™i(R™).  Entao existe um simbolo o € S™(R"™) tal que o ~ Z oj. Além disso, se
=0

existir um simbolo T com a mesma expansao assintotica, entdo o — T € ﬂ S,

meR

Uma pergunta natural que surge durante o estudo de operadores pseudo-diferenciais
é se a composicao de tais operadores é ainda um operador pseudo-diferencial e se sim,
em qual classe de simbolos ele esta contido. Esta pergunta sera respondida pelo préximo

resultado e tem forte relagao com a expansao assintotica de seu simbolo.

Teorema 2.1.2. Sejam o € S™(R™) e 7 € S™(R"). Entdo a composicio o(x, D) o
7(x, D) € um operador pseudo-diferencial, o qual denotaremos por A(x,D) e \ €

Smitm2(R™) com a sequinte expansao assintotica

—q)lul
A~ (=0 (0ko) (ovr).

|
n=0 K

A classe S™(R") considerada anteriormente é apenas um caso particular de uma
classe mais geral, denominada classe de Hérmander. Definimos S7%5(R™) = S7;(R™ x

R™), p,0 € [0,1] como o espaco das fungoes o(x,§) € C*(R™ x R") tais que
D3 D{o(x,€)] < Cas(L+ )"0, v o, e 2.

Desta forma, o espago de simbolos que introduzimos na Definigao 2.1.1] é um caso
particular quando p = 0 e 6 = 1. De forma totalmente andloga, definimos operadores
pseudo-diferenciais associados a simbolos na classe S%(R”) que serao denotados por
Op ;75(]1%"). Os resultados citados anteriormente possuem versoes para operadores desta
natureza, como o resultado a seguir que trata sobre a composicao de operadores pseudo-

diferenciais para sfmbolos na classe S7';(R").

Teorema 2.1.3. Considere o;(x, D) € OpS;;féj, J =1,2. Suponha que 0 < 9y < p < 1,

com p = min{py, p2}. Entao

o1(x, D) 0 03w, D) = 7(x, D) € OpS;5™*™,

no qual 0 = max{dy,dr}. Além disso, temos a sequinte expansao assintotica
ilul .
7(x,D) ~ Z — (Dgal) (Dtoy) .

©=0 H

Demonstracao. Ver [24] p. 11.
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2.2 Nicleo de um Operador Pseudo-Diferencial

2.2 Ncleo de um Operador Pseudo-Diferencial

O Teorema do Niicleo de Schwartz (ver [16] p. 128) afirma que para toda aplicagao
continua T : C*(Q) — D'(Q2), existe uma unica distribui¢ao K(x,y) : 2 x Q@ — C,

denominada nicleo do operador 7', tal que para toda ¢ € C (),

7) = Lm,y)w(y)dy (2.10)

Nesta secao destacaremos como representar um operador pseudo-diferencial na
forma bem como uma formula explicita para seu nticleo. Por fim, enunciaremos
um resultado cldssico sobre estimativas pontuais do nicleo de um operador pseudo-
diferencial na classe de Hormander.

Por meio da transformada inversa de Fourier, para toda ¢ € S(R™) podemos

reescrever um operador pseudo-diferencial da seguinte forma:

o(z, D)plz) = (2m)™2 j @O0 (2, €)P(€)dE
— (27T)—n/2 AP ( Z<y€> y) d¢

— (2 f ([eereotecrie) ety (211)

Entretanto, nao existe garantia que a integral dada pela identidade acima converge
absolutamente. Para contornar esse problema a ideia é aproximar o(z, ) por simbolos
com suporte compacto, no qual a identidade esteja bem definida.

Seja {o(x,&)}jen < S™(R™) uma sequéncia de simbolos em S™(R™) que converge
pontualmente para o(x,&) € S™(R™) e satisfazem a estimativa uniformemente
em j € N. Entao para toda f € S(R") temos que oj(x,D)f — o(x,D)f para todo
r e R"e j— w. Fixe ¢ € CP(R" x R") uma funcao tal que ¢(0,0) = 1 e defina
o.(x,§) = o(x,&)p(ex,e€). Note que se o(x,&) € S™(R"), entdo o.(x,&) € S™(R™) e
vale a estimativa uniformemente para 0 < e < 1 (omitiremos o calculo).

Desta forma, podemos reescrever como

e—0

o(z, D)p(x) = (27) "2 lim ( | ez‘@—y’@ag(x,a)ds) o(v)dy

Portanto, o nticleo de um operador pseudo-diferencial é dado por

K(z,y) = lim | %0 (z,)dE.

e—0

LA rigor a integral (2.10]) é dada por (T'¢,%) = K (¢ ® 1) para toda ¢, € CF(R").
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2.2 Nicleo de um Operador Pseudo-Diferencial

O préoximo resultado apresenta um controle pontual do nicleo associado a um

operador pseudo-diferencial que é devido a J. Hounie e J. Alvarez em [I].

Teorema 2.2.1. Seja o(x,D) € OpS)s, 0 < p < 1,0 <6 <1 um operador pseudo-
diferencial associado ao simbolo o(x,§) e denote K(x,y) seu nicleo. Entao K(x,y) é
suave fora da diagonal A = {(z,y) € R* xR™: x =y} e valem as sequintes estimativas

pontuais:

(a) Dados o, B € 7, existe Lo € Z, tal que para todo L > Ly, temos

+

sup |z — y|* ’Dg‘DgK(x, y)| < Capon- (2.12)

TFY

(b) Suponha que para algum M € Z, wvale que m + M + n > 0, entdo existe uma

constante Co g tal que

e |DSDyK (2, y)] < Cagle —y[ " MP g 2y (2.13)
a+p|=

Demonstracao. Ver [1] p. 03.
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CAPITULO

3

Espacos de Hardy

Este capitulo tem por objetivo apresentar os espagos de Hardy HP?(R™), sua versao
localizavel h?(R™) e o espago BMO(R"™).

3.1 Preliminares

Nesta secao definiremos e mostraremos propriedades bésicas do operador maximal de
Hardy-Littlewood. Para esta finalidade apresentaremos o conceito de uma aproximagao
da identidade, desigualdades do tipo forte e fraco para operadores e por fim o Teorema

de Interpolagao de Marcinkiewicz. Ao longo desta segao serd utilizada a referéncia [g].

3.1.1 Aproximacgoes da Identidade

Definicao 3.1.1. Seja ¢ uma funcao integravel em R™ tal que ng(m)dm =1 e para

cada t > 0 defina ¢¢(x) =t "¢p(t 'x). A sequéncia {¢1},., ¢ denominada aprozimagao
da identidade.

Proposigao 3.1.1. ¢, — &y em S'(R™) quando t — 0.

Demonstragao. Basta mostrarmos que {¢;, p) — (o, ) quando t — 0 para toda

¢ € S(R™). Por meio de mudanga de varidveis obtemos que

(o, ) = f () o) da = j o(2)p(tz)dz

e o resultado segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Sendo assim,

iny | G(:)p(t2)dz = [ 6(:)p0)dz = ¢(0) = G0

t—
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Observagao 3.1.1. Para qualquer ¢ € S(R™), obtemos que § = p = ¢. Assim, pela

proposicao anterior, para todo x € R™ vale o limite pontual

P_{% ¢ () = o().

O préximo resultado segue na mesma direcao e mostra que a convergéncia também

se verifica em norma | - [|,.

Proposigao 3.1.2. Sejam {¢;}i~0 uma aproximacgao da identidade e f € LP(R™) para
1 <p< . Entao,
12%“@*]0_]6”10 =0,

isto €, ¢y * f — f em norma LP(R™) quando t — 0.

Demonstragao. Por meio da Proposicao [1.3.3, dado e > 0 existe § = §(f) > 0 tal
que se |h| < 6, entdo
5
IFC+m) = Fly < 2. (3.1)

Como fgzﬁ(:c)da: = 1, para t suficientemente pequeno obtemos que

€
d —_ .
Jop 000 < 777 >
Uma vez que

bov f(2) — f(2) = f@@—yﬁwmy—jw@ﬂmm

utilizando a Desigualdade de Minkowski para Integrais e as estimativas (3.2) e (3.1)),
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obtemos que para t suficientemente pequeno
1
oot =11p = ([l f60) - s

-/ ‘ [se)156 1) s@na: pdx);

< | q 6(2) 7| f(z — tz) — f(x)|pdx) "
J
- <J|f (z —tz) (:L’)|pd:13>pdz
J
= \ ] (- —tz) = [l dz
_ fl » 6(2)] £ = t2) — £l dz+f| ) 6()] If(- = t2) — fll, d=
< r‘ < =1z p P dz E P
o 1ODNTFC =22l + 112+ 5 L|<;‘|¢< )
15
< 2| fl, £
< 2fls | CCES f' 6()]
< g,

o que conclui o resultado.

3.1.2 O Teorema de Interpolagcao de Marcinkiewicz

Com a finalidade de estudar a continuidade do operador maximal de Hardy-
Littlewood nos espagos LP(R™), nesta se¢ao desenvolveremos as ferramentas necessarias
para enunciar e demonstrar um resultado conhecido como Teorema de Interpolacao de

Marcinkiewicz

Definicao 3.1.2. Sejam (X, p) = (X, Ay, pn), (Y,v) = (Y, Ay, v) espagos com medida,
={f:Y — C mensurdvel } e T : LP(X, ) — Z um operador linear.

(i) Dizemos que T' € do tipo fraco (p,q) com q < o se existe C' > 0 tal que

q
”J;Jp) . para \ > 0.

V(e S 1Tf) = A) < (©
T é do tipo fraco (p, ) quando T € limitado de LP(X, u) em L*(Y,v).

(i) Dizemos que T € do tipo forte (p,q) se T € um operador limitado de LP(X, ) em
Li(Y,v).
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Observagao 3.1.2. Se T é um operador do tipo forte (p,q), entdo T € do tipo fraco
(p,q). De fato, se Ex ={yeY : |Tf(y)| > A}, entdo

v(Ey) = LAW

T f(y)]?
< JE/\ le/

1
q
< 5 ITSls

1£1)*

Ao longo deste capitulo, serda muito comum o uso de operadores maximais associados

a uma familia de operadores. Definiremos abaixo um tipo de operador maximal especial.

Definig¢ao 3.1.3. Seja {T;}i~0 uma familia de operadores lineares definidos em LP(X).

Denotamos por
T* f(x) = sup |T,f(z)]

t>0

o operador mazximal associado a familia {T}}~o.

Exemplo 3.1.1. Sejam ¢ € S(R™) tal que ngﬁ(a:)da: #0, fe LP(R™). Entao T,f(z) =
f = ¢ define uma familia de operadores e denotaremos por My o operador mazimal

associado a ¢.

Proposicao 3.1.3. Seja {Ti}i~0 uma familia de operadores lineares definidos em
LP(X, p) e
T* f(x) = sup [T, f (x)]-

t>0

Se T* € do tipo fraco (p,q), entdo o conjunto
A={felP(X,p): lm T f(z) = f(x) g.t-p}

¢ fechado em LP(X, ).
Demonstragao. Ver em [§] p. 27.

Definigao 3.1.4. Sejam (X, u) um espago com medida e f : X — C uma fungdo
mensurdvel. A aplicagao ay : (0,00) — [0, 0] definida por

ap(A) = p({z e X |f(2)] > A})

¢ denominada funcao de distribuicao da f.

38



3.1 Preliminares

Proposicao 3.1.4. Seja ¢ : [0,0) — [0,0) uma fun¢ao diferencidvel e crescente tal
que ¢(0) = 0. Entao

L (| f(z))dz = fo ' (Nas(N)dA.

Demonstragao. Denote E\ = {x € X : |f(z)| > A}. Pelo Teorema Fundamental do

Calculo e o Teorema de Fubini obtemos que

o @I
ch(lf(w)l)dx = X(L cb/(A)d)\)dx

_ ; UOOO ¢’()\)XEA(x)d>\> d

[0

- | &' (\) ( L XEA(x)da:)d)\

[

[

JO

o que conclui a demonstracao do resultado.
O

Observagao 3.1.3. Por meio da Proposicao podemos relacionar a norma em

LP(R™) de uma fun¢ao com a sua fungao de distribui¢ao. De fato, basta considerar

d(A) = AP e desta forma

Ji@rras = | * ¥ las ()i

Definigao 3.1.5. Sejam X um espago vetorial de fun¢oes mensurdveis e Z = {g: Y —

C mensurdvel }. Dizemos que T : X — Z ¢é sublinear se:
(1) |T(fr + )Y < [T+ |TF2(y)l, para todo y €Y
(ii) [TO)(W)| = [\l - ITF ()], para todo y € ¥ e X C.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz). Sejam (X, pn), (Y,v)
espacos de medida, 1 < pg < p1 < 0 e T um operador sublinear de LP° (X, pu)+ LP* (X, p)
no conjunto das fungées mensurdveis definidas em Y. Se T € do tipo fraco (po,po) €

fraco (p1,p1), entao T € forte (p,p) para todo py < p < p.

Demonstragao. Nosso objetivo serd mostrar que se pg < p < p1, entao

I Tfl, < Clflp, ¥ f e LP(X).
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Nosso primeiro passo serd demonstrar que cada f € LP(X) com py < p < p; pode ser
escrito na forma f = fy + f1, no qual fy € LP°(X) e f; € LP*(X). Para isso, considere
os conjuntos A ={xe X :|f(z)| >mA} e B={xe X :|f(x)] <mA} noqual A >0 é

uma constante fixada e m sera escolhido posteriormente de forma conveniente. Defina

fo(@) = f(z)xalz) e fi(z) = f(z)xB ().

Afirmagao 3.1.1. fye L (X).

p—Ppo
x
De fato, uma vez que p — pg > 0 obtemos que 17770 < (f( )|> em A. Entao,

mA
| th@reds = [ (e
- | 1@

Lo (420 "

— (mA) pJ |f(z)Pdz < 0.

A

Afirmagao 3.1.2. f; € [P (X).

: f @)\ -
Com efeito, uma vez que p — p; < 0 temos que 17771 < em B. Entao,

mA
| 1h@rde = | (e
- | v@rrra

o Linor (422"

= (mA\)P” pf |f(x)|Pdx < o0.

Observe também que se A < |T'f(x)|, pela sublinearidade obtemos que A <

|T fo(x)| + |T f1(x)| e disto segue que vale a inclusdo

(reX: |Tf(x)|>>\}g{a:eX: |Tf0(x)|>%}u{xeX: |Tf1(x)\>%}.
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Pela subaditividade da medida u, a funcao de distribuicao de T'f pode ser escrita por

arf(A) = p({ze X |Tf(2)]>A})

" ({x eX: [Th(x) > %}) +u ({x eX: [Th(z)| > %})
ary, (%) + ary, <%> . (3.3)

Considere os seguites casos:

N

(i) p1 = oo. Note que f; € L*(X) uma vez que
Ifi(z)] <m\, VzelX.

Como por hipétese T é fraco (0, ), vale que |T fi]ls < C||f1]le. Para este caso,

A
escolhamos m de tal forma que m < 5 © assim || fi[lo < 20 © ITf1]eo < 5

arf, (%) = 0. (3.4)

Também por hipdtese T' é fraco (pog, po), logo existe C’ > 0 tal que

A 20/ Po
orp (5) = (5 10l) (35)

Por fim, da Observacao e das desigualdades (3.3)), (3.4) e (3.5 obtemos que

Portanto,

o0
pf N g (A)dA
0

ro0

N larg, <5> i\
0 2
e )\p—l

([ mar) o
0 X
(0

A=1=po < L | f(a:)\poda:) ix
0
r [f(z)|/m

) J "m0y | da
X 0

- e[ e (1)

X m

ClfI5-

ITs13

N
Q

N
Q

N
Q

N
Q

N
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(ii) p1 < oo. Por hipétese T' é fraco (po,po) e (p1,p1), entao

A C Po
orp (5) < (Sl (3.6)

by C pP1
s (3) = (S ) (37)

Novamente pela Observagao e das desigualdades (3.3)), (3.6) e (3.7 obtemos

que

o0
ITiE = p f NV (A)dA

© A © A
pf N Lag s (—) A +pf N <—> d\
0 2 0 2
0
CJ AP=Po~1 U |f(x)|p°dx) d\
0 A

+C L "y (L | f(x)ypldx> d

[f ()]

— (JL | ()P (L " )\P‘Po‘ld/\> da
+C L |f () (L() Ap‘pl‘ldA> dx

m

= ¢ 1@l o | @i
- clf,

N

A

o que completa a demonstracao do teorema.

3.1.3 O Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Apresentaremos nesta secao o caso particular de um operador maximal associado a

uma familia de operadores, denominado operador maximal de Hardy Littlewood, que

foi introduzido pela primeira vez em 1930 por Godfrey H. Hardy e John E. Littlewood

para o caso n = 1. A generalizacao para o espaco n-dimensional é devida a N. Wiener,

J. Marcinkiewicz e A. Zygmund em 1939.

Com o auxilio do Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz, apresentado na secao

anterior, provaremos a limitagdo em norma LP(R") do operador maximal de Hardy-

Littlewood. A importancia deste estudo vem do fato do operador maximal de Hardy-

Littlewood ser majorante de certas funcoes maximais usadas na caracterizacao dos
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espacos de Hardy, que serao definidos posteriormente.

Seja f € L}, ,(R™). Definimos a fungao maximal de Hardy-Littlewood por

Mf(x) =su J )|d
/() T>E\er\ (@) y)ldy.
Note que Mf é uma fungdo mensurdvel, uma vez que o conjunto E, = {x €

R™ : Mf(z) > A} é aberto para todo A > 0. Com efeito, basta observar que
Ey = (Mf) '\ o[ e a aplicagao g definida por

1) = (5] e, Ol = 0(e7)

é continua em R™ x (0,0). Para verificar a continuidade, considere (z;,7;) — (x¢,70)
e mostremos que g(z;j,7;) — g(xo,70) quando j — 00. COMO XB(z,r;) — XB(xo.ro) ©

XB(z;,r;) ¢ limitada, pelo Teorema da Convergencia Dominada seque que

1
Yldy = ———— [f(y)ldy,
ZE], T] ‘ J B(zj,r;) |B<ZL’0, T0>| B(zo,ro)

o que completa a demonstracao da continuidade.
Denote por M(R™) e conjunto das fungoes mensurdveis definidas em R™ a valores

complexos. De forma natural, define-se o operador maximal de Hardy-Littlewood por

M : L (R") — M(R")

3.8
f —  MJ. (3:8)

Observe que se tomarmos ¢(z) = |B(0,1)| ' xp5@1)(x) e f = 0, obtemos

(@1 = f)(x)

I
—
S
s
|

Portanto, para este caso em particular, o operador maximal de Hardy-Littlewood pode

ser interpretado como o supremo de uma aproximacao da identidade, isto é

M f(x) = sup (¢r = f) (z).

t>0
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De modo equivalente, o operador maximal de Hardy-Littlewood pode também ser
definido por meio de cubos. Com efeito, denote por Q(z,¢) < R™ o cubo centrado em
(R") - M(R™) dado por

z e lado ¢ e considere o operador M : L} .

M f(2) = sup

1
G o, O 9)

Uma vez que a medida de Lebesgue de cubos e bolas sao comparaveis em R", existem

constantes ¢, > 0 e C,, > 0 tais que
enM' f(z) < Mf(x) < C,M'f(2), (3.10)

mostrando assim que os operadores definidos em (3.8]) e (3.9) sao equivalentes.
O proéximo resultado diz respeito sobre o controle de uma aproximagao da identidade

pelo operador maximal de Hardy-Littlewood.

1
loc

Proposicao 3.1.5. Sejam f € L; .(R") e ¢ uma fun¢ao positiva, radial, ndo-crescente

(com respeito ao raio) e integravel. Entao
sup (¢ + f)(@)] < |61 M (z).
>

Demonstragao. Assuma inicialmente que ¢ é uma funcao simples, isto é, pode ser

escrita na forma

¢ = Z i X B(zj,ri)
j=1

no qual a; > 0 e B(z;,r;) n B(z;,r;) = & para 1 <i # j < m. Assim,

i (55 sy

1 m
m J 2 : X B(z—tzj,r;t) (y)f(y>dy

(= )] =

tn

moo
<22 7o)y
j=1 B(:(:fta:j,rjt)
_ Sl ) | £ (w)ldy
j=1 tn ‘B(JS —txj, rjtﬂ B(z—txj,rjt)

N
ngE

<
Il
—

a;|B(xj, )| - M f(x).

O mesmo argumento vale para ¢,. Para o caso geral, basta observar que ¢ pode ser

aproximada por fungoes simples.
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[]

O préximo lema, conhecido como recobrimento de Vitali, serd uma ferramenta

importante na demonstracao do préximo resultado.

Lema 3.1.1 (Recobrimento de Vitali). Seja B = {By, Bs, -+ , By} uma colegao finita

de bolas em R™. Entao existe uma subcolegao disjunta {Bi, Bia, -+ , By} < B tal que

U2
j=1

Demonstracao. Denote por B* a bola com mesmo centro de B e raio 3 vezes maior.

k
<3" ) |Byl.
j=1

Como B é uma colecao finita, escolha B;; como sendo a bola de B que possui maior raio.
Considere agora o conjunto B = {B € B\B;; : B n B;; = J}. Pela maximalidade do
raio de B;;, qualquer bola que intercepta B;; deve estar contida em B};. Repetindo o
mesmo processo com o conjunto B3’ escolhemos B;,. Como o conjunto B é finito, se esse
processo for repetido intimeras vezes ele ird terminar e suponha que no final obtemos a
colegao {Bj1, Bia, - , Bir.}. Desta forma,

m
U3
j=1

k
<

U5
1

Jj=

k k
< > IB5l =3" ) IBil-
j=1 j=1

O

Teorema 3.1.2. O operador maximal de Hardy-Littlewood € do tipo fraco (1,1) e forte
(p.p), para 1 <p < .

Demonstracao. Pelo Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz, é suficiente mostrar
que M f é fraco (1,1) e forte (o0, ).

(a) Mf é forte (o0,00). Seja f e L*(R"). Fixado x € R™, para todo r > 0 vale que

1

=l
TRl fldy < |If ldy
B Y= B0 Sy

Como x € R™ é arbitrario, entao |M f(x)| < | f|«» para todo x € R", donde segue
que [Mflo < [|f]lo-

(b) M f é fraco (1,1). Denote por E\ = {x € R": |M f(z)| > A}. Nosso objetivo serd

mostrar que para alguma constante C' > 0 vale a estimativa

BN\ < C @
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Como FE) é um conjunto aberto, para cada x € F) existe B(x,r,) < E,, isto é

1
B — .
Bl o, O =3 Bl <5 [ iy

Seja K < FE) um conjunto compacto qualquer. Como K < U B(z,r;), pela

TeF)
compacidade de K, existe uma subcobertura finita tal que

K c U B
j=1
no qual B; = B(z;,7,,). Aplicando o Lema a esta subcobertura, existe uma
subcolecao disjunta { By, --- By} < {J;_, B} tal que

Uz

j=1

K| <

k 3n
<3 Byl < 2 Zj Yldy < —f|f )/ dy.
j=1

Uma vez que |E)\| = sup{|K|: K c E\, K compacto} (ver [10] p. 70) e o

conjunto compacto K ¢é arbitrario, segue o resultado.
O

Observagao 3.1.4. Note que se f € L'(R") e f # 0, entdo M f ¢ L'(R™). De fato,
como f € LY(R™), entdo eriste B(0, R) = R™ tal que

f FWldy > e > 0.
B(0,R)

Note que se tal condi¢ao nao fosse satisfeita para toda bola B(0, R), entdo a integral de
f seria nula q.t.p em x € B(0, R) e como R > 0 € arbitrdrio teriamos f = 0 q.t.p em
R"™. Considere x € R™ tal que |x| > R. Desta forma B(0, R) < B(x,2|x|) e portanto

M = d
@ MBMJN Dldy
> y)ldy
(x 2|I| |J xzm)
- T Y] |f(w)ldy
|B<$72|13|>’ B(0,R)
£
2 B
| B(, 2||)]
£
< T
|z["

donde seque que M f ¢ L'(R™).
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Como aplicacao do Teorema |3.1.2|iremos apresentar a demonstragao de um resultado

conhecido por Teorema da Diferenciacao de Lebesgue.

Corolério 3.1.1 (Teorema da Diferenciagao de Lebesgue). Seja f € L}, (R"™). Entdo
1 y)dy = t.p. 3.11
ri%l+|er|fm )dy = f(x), ¢.t.p (3.11)

Demonstracao. Suponha sem perda de generalidade que f > 0 e provaremos

inicialmente para o caso em que f é continua. Fixado B, = B(0,r), por meio da
continuidade uniforme de f em B, obtemos que para todo £ > 0 existe § > 0 tal que se

ly| < ¢, entao
[fle—y) = fl@)] <e

Assim para todo s < rg, no qual ry = min {J, r} obtemos que

‘yésyf [f(x_?J)—f(x)]dy'é ’és’ N —y) = fla)ldy <e,

o que mostra a validade do resultado para este caso.

Suponha agora que f € L'(R"). Para cada r > 0 defina a familia de operadores

T, f(x) = ﬁ JB fla

e note que T*f(z) = sup T, f(x) = M f(x). Assim, pelo Teorema [3.1.2{ obtemos que
t>0
T*f(x) é do tipo fraco (1,1) e pela Proposigao o conjunto

={fe L'R"): lim T,f(z) = f(x) ¢-t.p}

é fechado em L'(R™). Note que o conjunto das funcoes continuas de suporte compacto
estd contido em A e é denso em L'(R"). Sendo A fechado, segue o resultado para
fe LA®).

Por fim, considere f € L}, (R"). Defina f;(x) = f(x)xs, para j € Ne B; = B(0, ).

Note que f; € L*(R™), uma vez que

J|fj|d37 < JBj |f(z)|dx < 0.

Assim, pelo caso anterior obtemos que se x € B;

lim L filr —y)dy = f;(x)

r—0+t |B | B,
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em R™\Ej, no qual |E;| = 0 (convergéncia q.t.p). Definindo E = U E;, em R"\E vale
jeN
que ’
1

S N flx —y)dy = f(z),

e também |E| < Z |Ej| = 0= |E| = 0, completando a demonstracao para o caso geral.
jeN

]

3.2 Espacos de Hardy H?(R")

O estudo dos epagos de Hardy teve inicio entre 1910 e 1920 no contexto de séries de
Fourier e funcoes holomorfas de uma variavel complexa. O tratamento n-dimensional
foi desenvolvido na década de 1950 por Elias M. Stein e Guido L. Weiss.

Os espagos de Hardy HP(R™) para p > 0 sao espagos funcionais de distribuigoes
temperadas que generalizam os espagos de Lebesgue LP(R™). Iremos mostrar que
quando p > 1, tais espacos sdo equivalentes ao LP(R") e para 0 < p < 1, fornecem
um potencial substituto. Outro fato relevante da importancia do estudo de HP(R")
para 0 < p < 1, comparado ao LP(R"), é a existéncia de dual ndo-trivial. Os espagos
duais de H?(R"™), conhecidos como espagos de Holder ou Lipschitz, nao serao objeto de
estudo neste trabalho e tal relagdo pode ser consultada em [11] p. 289.

Neste trabalho, definiremos os espagos HP(R™) por meio de fun¢oes maximais e
provaremos suas principais propriedades. Sera enunciado o Teorema de Caracterizacao
Maximal, que fornece abordagens aquivalentes para o tratamento dos elementos em
HP(R™) e por fim enunciaremos o Teorema de Decomposi¢ao Atdémica de HP(R™) para
0<p<l

3.2.1 Caracterizacao e Propriedades

Definigao 3.2.1. Considere ® € S(R") e f € S'(R™). Associado a ®, definimos a

funcao mazimal de f por

Mg f(x) = sup |(f = By)(z)]. (3.12)

t>0
Dizemos que f € HP(R™), denominado espago de Hardy, para 0 < p < o0 se existe
¢ € S(R") com fgb(:c)d:c # 0 tal que Myf € LP(R™). Para o caso p = o definimos
H*(R") = L*(R").
Iremos enunciar uma propriedade importante dos espagos HP(R™), cuja

demonstragao sera postergada pois é uma consequéncia do Teorema de Caracterizagao

Maximal, que seré enunciado no fim desta secao.
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Proposicao 3.2.1. f € HP(R") se, e somente se, para toda € S(R™) com Jg@(:r)dx #*
0 temos que M, f € LP(R™).

Com objetivo de estabelecer uma “norma” no espaco HP(R"™), definiremos

inicialmente o conceito de quasi-norma.

Definicao 3.2.2. Uma quasi-norma em um espago vetorial X sobre um corpo real ou

complexo é uma fungao || - | — [0,0) que satisfaz:
(i) |z| = 0 se, e somente se x = 0;
(ii) | z| = |a| - |z|, para todo x € X e a € C ou R,

(111) Existe uma constante C' =1 tal que para quaisquer x1,xs € X,

[0 + 22| < O] + [2]).

Além disso, dizemos que X € p-subaditivo se para todo x1,x5 € X wale
|1 + 2" < flza [P + 2.
Uma quasi-norma induz uma topologia no espaco X por meio da distancia
d(zy,w2) = |21 — 22",

se o espaco for p-subaditivo. O espaco X € denominado quasi-Banach se for completo

com a métrica definida anteriormente.
Exemplo 3.2.1. O funcional || - |, para 0 < p <1 define uma quasi-norma.

Para cada f € HP(R") com p > 0 defina o funcional

[ £l = [|Mos flp- (3.13)

Mostraremos no fim desta segao, com o auxilio do Teorema de Caracterizagao Maximal,
que (3.13) define uma norma em HP(R") para p > 1 e uma quasi-norma quando 0 <
p < 1. Como para 0 < p < 1, temos que

(a+bP <d®+V, Yab>0,

entao HP(R™) é um espago p-subaditivo. De forma natural, definimos a métrica em
HP(R™) por
) If=glme, sep=1;
d<f7 g) = P
|f = gllw, se 0 <p <1,
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que induz sobre este espaco uma topologia.
O préximo resultado diz respeito sobre a equivaléncia entre H?(R") e LP(R™) para

p > 1.
Teorema 3.2.1. Se p > 1, entao HP(R") = LP(R™) e as normas sao compardveis.

Demonstracao. Seja f € LP(R"). Como LP(R") < §'(R™) para p > 1 (ver em [I7],
p. 80), basta mostrarmos que M,f € LP(R™) para toda ¢ € S(R™) com §¢(x)dr #
0. Considere ¢ € C*(R") radial, positiva e nao-crescente com J ¢(z)dr = 1. Pela

Proposigao [3.1.5] para todo x € R™ temos

sup [(f = ¢)(x)] < Cs M f ().

t>0

Assim, pela desigualdade anterior e pelo Teorema vale que
[Moflp < Co|Mfllp < C|fllp < 0, (3.14)

donde segue que M, f € LP(R™) e portanto f € HP(R").
Suponha por outro lado que f € HP(R") e seja {t;};en € Ry uma sequéncia tal que
t; — 0 quando j — 0. Defina fj(z) = (¢1, * f)(7) e assim

[1n@ras = [16,« Nl

< [sul(o« )Pz
t>0
— IMflp <0, ¥ jeN,

Assim, f; € LP(R™) para todo j € N, isto é, {f;}jen < B[0,C] = {f € L*(R™) : ||f], <
C'} para alguma constante C' > 0. Como LP(R™) é reflexivo se 1 < p < o entdo
toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia que converge na topologia fraca (veja

Teorema 3.18 p. 69 da referéncia [5]). Assim, existe uma subsequéncia {fj, }ren tal que

fio = [ %60, — fo, foe LP(R"),

isto é
J(f ¢;.)(2)g(x)dx — Jfo z)dz, ¥ g e LP(R™)* = LP (R™).

Como S(R"™) = L¥(R™), temos que f*¢,, — fo em S’(R™). Por outro lado fx¢;, — f
em S'(R™) e pela unicidade do limite temos que f = f, € LP(R").
Por fim, mostremos que as normas sao equivalentes. Da desigualdade (3.14)) obtemos
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que |Myfl, < C|f|,- Por outro lado, como

|f (@) < |f(2) = (@0« ) (@) + (e ) ()],

tomando ¢ — 0, obtemos da Proposigao [3.1.2[ que |f(z)| < lir%\gbt « f(z)] < Myf(x).
Portanto, | £, < My f ],

O

A equivaléncia do teorema anterior nao se verifica para p = 1, entretanto é possivel
mostrar que H'(R") < L'(R").

Teorema 3.2.2. H'(R") < LY(R") e | flli < | f]wm-
Demonstragao. Se fe H!'(R"), entao para ¢ € S(R™) com fgb(x)dx = 1 temos que

My f(z) € L*(R™). Note que,

Mafle = [sup(7 o) (w)lds

t>0

>[I e a@lde, i >0
= [fx i, VE>0.
Portanto,
[f = ells < [Mpfly < C, ¥t =>0. (3.15)

Seja {t;}jen < Ry uma sequéncia tal que t; — 0 quando j — 0. Pela desigualdade
(3.15) obtemos que ||f * ¢, |1 < C para todo j € N, isto é, {f * ¢, }jen = B[0,C] =
{fe L'(R"): |f]|: < C}. Como L'(R") = Cy(R™)*, por meio do Teorema de Banach-

Alaoglu (ver [3] p. 66) existe uma subsequéncia {f = ¢, }ren tal que
[ ¢tjk = Qe Co(R™)*
quando k — oo, isto &,
[ (7o))@ — a(0), ¥ g€ o).

Pelo Teorema [I.2.0] existe uma tunica medida regular complexa de Borel, denotada por

i, tal que
j (f = 6, )(@)g(x)dz — f g du, ¥ ge Co(RM), (3.16)
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

quando k — co. Em particular, como S(R™) < Cy(R™), de (3.16) obtemos que

|7 oet@in - [ dn v oe sE) 3.17)

Note que f * ¢y, — f em S'(R™) quando k — o e pela unicidade do limite, f = p em
S'(R™). Do Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym [1.2.5 considerando A a medida de
Lebesgue, existem medidas complexas i, € ps com p, < A, ps L A tal que g = pg + ps.

Além disso, existe uma tinica h € L'()\) tal que

1a(E) = L hd) = L h(z)dz,

para todo conjunto £ < R™ Lebesgue-mensuravel.
Afirmacao 3.2.1. ;=0 < AE)=0= u(E) =0.

Mostremos inicialmente que a equivaléncia da Afirmacao [3.2.1] é verdadeira.
Suponha que A(E) = 0 = p(F) = 0, e tome X um conjunto Lebesgue mensurédvel
qualquer. Como A L pug, temos que existem conjuntos A e B Lebesgue-mensuraveis tais

que R" = Au B, us é nula em A e A é nula em B. Desta forma,

“S(X) = #s(XmB}
= (X 0 B) = p.(X nB)
— 0.

A implicacao inversa é imediata, o que conclui a demonstracao da afirmacao.

Assim, mostremos que u, = 0 fazendo uso da observacao anterior. Suponha, sem
perda de generalidade que p é positiva e sendo ela regular, basta mostrarmos que para
qualquer compacto K tal que A(K') = 0, temos pu(K) = 0. Considere {ty}en < CF(R™)
tal que: [

(i) ¥y =0,V LeN;
(ii) Para todo ¢ € N, ¢y(z) = 1 em uma vizinhanga de K e é nula caso contrério;
(iii) 1y — xx quando ¢ — oo. Em particular,

tim [ v dp = (). (3.18)

LA existéncia desta sequéncia serd mostrado na Observacao apos a demonstragao.
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

Dado € > 0, de (3.18]) segue que existe 5 € N tal que
w(K) < deﬂl + % A (3.19)
e de (3.17)), existe ko € N tal que

foo

Combinando as desigualdades (3.19) e (3.20]) obtemos que

<

‘ﬂh@ﬁwwwm

+ g k> ko, (3.20)

+e, Vk=k,el =1l

k) < | o i

< JM¢f(x)1/Jg(:v)d:v +eV iz
Tomando ¢ — oo obtemos
JM¢f(x)1/Jg(:v)dx — J M,f(x)dz =0,
K

pois A(K) = 0. Desta forma p(K) < e, e como £ > 0 é arbitrario segue que u(K) = 0.

Assim, temos que 1 = 0 e
W(E) = pa(E) = L h(z)dz para h e L'(A).
Por fim, para ¢ € S(R")
G.0) = 1.6) = [ @y = | d()hla)de = .,

donde segue que f € L'(R"™). Por fim, como j& mostramos que f € L'(R™), considere

¢ € S(R") tal que fgzﬁ(x)dx # 0. Como

F@] = @)= (@) + (f + d)a)
< (@) = (F = 00)(a)| + |sup(f = 6r)(a)

temos que para 0 <t < d, ¢; € uma aproximagao da identidade, logo

1 £llx

N

If = (f*oc)|i+| Stgg (f = o)l

< e+ | fla
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

Tomando € tendendo a zero segue o resultado.
]

Observagao 3.2.1. A construgao da sequéncia {1;}en baseia-se no Coroldrio 2.2 p.
07 da referéncia [17]. Para cada k € N, considere o conjunto aberto Q) = {x €
R™ : d(x,K) < 1/k} e o compacto K;, = Qai. Aplicando o resultado citado, para
cada k € N eziste 1y, € CL () tal que

(ii) v =1 em uma vizinhanga Vj, de Ky tal que Vi, < Q.
Por construgdo, € imediato que klim () = xk ().
-

Conforme visto no resultado anterior, f € H'(R") pode ser identificado com uma
fungao em L'(R™) e o préximo resultado mostra que distribuigoes em H'(R™) possuem

a propriedade de momento nulo.
Proposigao 3.2.2. Se f e H'(R"), entdo ff(x)dx =0.

Demonstragao. Se f € H'(R"), como consequéncia do Teorema temos que
f € LYR"). Conforme visto nas preliminares, a transformada de Fourier estd bem

definida em L'(R™) e portanto ¢ suficiente mostrarmos que

fm):ffumxzu

Note que para qualquer ¢ € S(R™) temos que

~ ~ L — ~

O+ (E) = u(€) F(€) = o(tE) F(€) = ¢y * F(0) = 6(0)f(0). (3.21)

—_—

Considere ¢ € S(R™) tal que fgb(x)da: = 1. Desta forma QAS(O) = 1 e portanto ¢; = f(0) =
f(O) Assim, para todo £ € R"

~ —_—

1F(0) = = F| = | = F(0) — &1 % F(E)]
— (2n) " f (¢t*f)(fv)dl’—fe_“w’@(@*f)(ﬂf)dx

= (27?)_"/2

f“—@”“ﬁﬂ@*fﬂﬂif

< @ [=e Sl - ol
< @mwﬂfu—gw@m@ﬂ@m
= g(9).
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

Considere {{;}jen © R™\{0} uma sequéncia tal que §; — 0 quando j — 0. Em

particular, da desigualdade anterior

~ e —_

1f(0) — = f(&)] <g(§), VieN
Afirmacgao 3.2.2. lim g(§;) = 0.
j—o

De fato, para cada x € R™ obtemos que

lim [1 — e %% | My f(2) = 0

Jj—©

e além disso |1 — e @& | My f(z) < (1 + |e™ %@ )My f(x) = 2Myf(z). Uma vez que
por hipétese f € H'(R"), entao M, f(x) € L'(R") e a afirmagao segue pelo Teorema da

Convergéncia Dominada. Assim, dado € > 0, existe jo € N tal que

~ e —

1f(0) == f(&)| <e, Vji=joet>D0.

Em particular, fixando j; > jg, para todo t > 0 temos que

1(0) — o(t€;,) f(&)] < e (3.22)

Por fim, uma vez que ¢ € S(R™), temos que QAS(tfjl) — 0 quando t — . Tomando
t — oo na desigualdade ((3.22), segue que

~

f(0)f <&, Ve>0,

o que conclui a demonstracao.
[

Observacao 3.2.2. A proposi¢io anterior mostra que H'(R™) estd contido
estritamente em L'(R™), uma vez que existem fungoes em L'(R™) cuja integral ndo

¢ nula.
O préximo resultado mostra a completude do espaco HP(R"™).
Teorema 3.2.3. HP(R"), p > 0 € completo.

Demonstracao.  Considere inicialmente o caso em que p > 1. Como HP(R™) =
LP(R™) e este por sua vez é completo, o resultado segue, pois do Teorema as

normas | My f||, e || f[l, sdo equivalentes.
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

Se 0 < p < 1, considere {f;}en uma sequéncia de Cauchy em HP(R"), isto é, dado
e > 0, existe N € N tal que

d(fkafm) = ka - me%p <ég, v kam = N.

Lembre-se que para f € §'(R") e ¢ € S(R"), a convolugao ¢é definida por (f = ¢)(z) =
<f7 ¢($ - )> ASSim?

(fi = fn) = (0)] = [{fx = Fins &) = |{fis &) — {fims B))-

Denote por

My f(y) = sup sup |(f = ¢¢)(2)] (3.23)

>0 |z—y|<t

a versao nao-tangencial de My f. Se |y| < 1, entdo tomando ¢ = 1 em ({3.23]) obtemos
que

M:f(y) = sup |(f*¢)(x)].

¢ ly—z|<1

Como |y| < 1, ent@o em particular

M:;f(y) = |(f *¢)(0)].

Desta forma, da desigualdade anterior obtemos que

(fr — fm) = 0(0)] < My (fi= Fu)y). ¥ Iyl < 1. (3.24)

e também ¢ vdlido que ||M:Zf||p < [[Myfl, (ver [22] p. 95). Elevando a desigualdade
(3.24) a poténcia p e integrando em B = B(0,1) obtemos,

o d) = P < ﬁ f My (i~ fu ()
< 75y ) Mt P
= Gy fk—fmw
< CAMyU— )l

< Colfo = il

Desta forma, {f;}jen ¢ uma sequéncia de Cauchy em S’(R"), que é completo, logo
existe f € S'(R™) tal que f; — f em S'(R") quando j — . Resta agora mostrar que
f e H?(R"). Considere fi, € {f;}jen € como f = (f — fx) + fi, basta mostrarmos que

f— fr € H?(R™). Uma vez que a sequéncia é de Cauchy, podemos assumir sem perda
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

de generalidade que
HfJ - fj+1H};IP < 2_j7 j = 1727 e

Como f; — f em §'(R"), entéo para todo ¢t > 0 fixado

8

[ = fr =) = {Fier = fis el = ')>‘

k

J

I
1PMs

(f]+1 fj) * ¢y(x)

<.
Il

My(fir1 — f;)(z).

N
'MS

i=k

Tomando o supremo em ¢t > 0 na desigualdade anterior obtemos que

o]

(f fk Z f]-‘rl )( )

Portanto,

| My(f = fo)l2 Z | My (fr41 — 2 »,

donde segue que f € HP(R"), completando a demonstragcao.

]

Observagao 3.2.3. Ao longo da demonstracdo anterior fica evidente que convergéncia

em HP(R™) implica convergéncia em S'(R™).

A seguir definiremos os conceitos necessarios para enunciar o Teorema de
Caracterizagao Maximal de HP(R™), que fornece alternativas para definir distribuicoes
temperadas em HP(R™) e permite uma maior abordagem para questoes futuras.

Sempre que f € S'(R") e ¢ € S(R™), a convolugao f = ¢ estd bem definida e é dada
por

fro(a) =00 =),

Entretanto, uma das caracterizagoes do espaco HP(R™) (que faz a conexao com fungoes
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harmonicas) faz-se necessario considerar convolugbes do tipo f = PtE| no qual

Cn
(T + JaP)

P(z) - reR"

e ¢, > 0 é uma constante tal que JP(x)d:v = 1. Como P € L'(R"), nao ¢ garantido
a boa definicao da convolucao f = P,. Para contornar este problema, consideraremos
a seguir a definicao de um subconjunto das distribuicoes temperadas onde faz sentido

tomar convolugoes do tipo f = P;.

Definicao 3.2.3. Dizemos que f € S'(R") é uma distribuicdo limitada se f = ¢ €
L*(R"), para toda ¢ € S(R™).

Desta forma, se f é uma distribuicao limitada e g € L*(R"™), definimos a convolugao

fxg por

U«a@i@»&@:fu*@mmww, (3.25)

no qual ¢(z) = ¢(—z). Note que

\U#mdﬂ<f*@wfwkwdx<w,

donde segue que a distribuicao estd bem definida e é limitada.

A seguir, definiremos duas outras fungoes maximais necessarias para enunciar o
Teorema de Caracterizagao Maximal do espaco HP(R™). Note que a fungao maximal
definida em leva em consideragao apenas uma aproximagao da identidade (isto
é, apenas uma funcao ¢ € S(R")), neste sentido definiremos a grand fungdo maximal,
que de certa forma generaliza a anterior pois baseia-se em uma colecao de fungoes
em S(R"). Sejam F = {| - |a,3}; uma colegao finita de semi—normaﬂ em S(R") e
Sr={peSR") : |¢llajs, <1, V|-|a,p € F}. Entdo definimos a grand funcao

2P(x) =t™"P (%) ¢é denominado nucleo de Poisson e estd relacionado ao problema de Dirichlet

para a equacdo de Laplace no semi-plano R = {(z,¢) e R"*! : ¢ > 0}, dada por

Au=0
u=fem 6R7}r+1.

Se f e C*®(R™) n L*(R"), entao a solugao do problema anterior é dada por u(z,t) = (f = P;)(x).
3Lembre que as seminormas em S(R") sdo dadas por

[¢llap = sup [z*07¢(x)|.
zeR™
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

maximal por

Mz (z) = sup My f ().

Por fim, se f é uma distribuicao limitada, seja

u(:v,t) = (f * Pt)(w)7

o qual é conhecido como integral de Poisson de f. Definimos a fun¢gao maximal nao-

tangencial de u por

u*(z) = sup |u(y,?)],
(y,t)el(x)

no qual I'(z) = {(z,t) e R" xR, : |z — 2| <t} denota o cone centrado em z e abertura
1.

Teorema 3.2.4 (Teorema de Caracterizagao Maximal). Sejam f € S'(R™) e p > 0.

Sao equivalentes:
(a) Existe ¢ € S(R™) com J(b(m)dm # 0 tal que Myf € LP(R™);
(b) Existe uma cole¢ao finita de semi-normas F tal que Mxf € LP(R");
(c) f € uma distribuicao limitada e u* € LP(R").

Demonstracao. Ver em [22] p. 92.

Como consequéncia do Teorema de Caracterizacao Maximal, dizemos que f €
HP(R™) se qualquer condigao do Teorema for satisfeita.

Tendo enunciado o Teorema de Caracterizacao Maximal, iremos agora demonstrar
a Proposicao e mostrar que |f||g» é de fato uma norma para p > 1 e uma

quasi-norma para 0 < p < 1.

Demonstracao. [Proposicao [3.2.1] Suponha que f € S'(R™) é tal que para toda
¢ € S(R") com Jgo(x)dx # 0 temos M, f € LP(R™). Entao f satisfaz condicao (a) do
Teorema de Caracterizagao e portanto f € HP(R").

Por outro lado, se f € HP(R™), pela condi¢ao (b) do Teorema de Caracterizagao

Maximal, existe um conjunto finito de semi-normas Fy = {| - 4,5, }; tal que Mxf(z) €

LP(R™). Seja ¢ € S(R") com Jgp(x)dx # 0ec = max{|¢|a s}, 7 = 1,2,---,N.
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

Obviamente, temos que ¢/c € Sz, e desta forma, para todo z € R”

e Mpf(x) = e sup|(f = @i)(z)

t>0
sup

wl(1-2)
Me f(x)

sup My f(x) = Mg, f(x),
PESFEN

N

donde segue que M, f(x) e LP(R™).
[

Observacao 3.2.4. Como consequéncia da demonstracao do Teorema de Caracteriza-
¢ao Mazimal (referéncia [22]) mostra-se que os funcionais |Myf|,, |Mxzf|, e |u*| sdo
equivalentes e portanto qualquer um deles pode ser considerado como norma do espaco
HP(R™).

Proposicao 3.2.3. Seja f € HP(R™). Entdo | f|u» = |Myfll, define uma norma para

p =1 e uma quasi-norma para 0 < p < 1.

Demonstracao. Sejap = 1 e mostremos que || f| g» define uma norma, isto é, satisfaz

as seguintes propriedades:

(i) f=0 < |flgr = 0. E imediato da definicio que se f = 0, entdo || f]z» = 0.
Suponha que f € HP(R™) e |f|ur = 0, entdo pela Observagao segue que
|Mxzf|, = 0 e portanto Mxzf(x) = 0 q.t.p. Desta forma, temos que para toda
Ve Sx, (f+Y)(r) =0 q.t.p, isto é

(fi(x—+))=0qtp.

Basta mostrarmos que para toda ® € S(R") temos (f,®) = 0 q.t.p. Note que

existe € > 0 tal que e® € Sz, e assim
fre®(x)=0qtp= f=P(x)=0q.t.p.

Portanto f = 0.

(i) |afllae = || - | flar, V a € R. Desta forma tal propriedade é imediata uma vez

que o operador My f é sublinear.

(iii) | f1 + folur < | filue + | fo|me- Imediato pois o operador My f é sublinear.

O caso 0 < p < 1 é andlogo uma vez que | - |, ¢ uma quasi-norma.
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

3.2.2 Decomposicao Atomica

Nesta segao apresentaremos uma classe importante de distribuigoes em HP(R™).
Como ja vimos anteriormente que HP(R™) = LP(R") para p > 1, daqui em diante

estaremos sempre nos referindo a 0 < p < 1.

Definicao 3.2.4. Um HP—dtomo (ou apenas dtomo) é uma fun¢ao mensurdvel a(x)

que satisfaz:
(i) supp(a) = B(xo,7), para alguma bola B(xg,r);
(i3) |al|e < |B(wo,7)|”V? q.t.p (condi¢do de tamanho);

(1i1) fxﬁa(m)dm = 0, para todo € Z" tal que |B| < [n(p~' —1)| (condi¢io de

momento), no qual |w| denota o maior inteiro menor ou igual w.

Note que se ¢ = 1, entdao a € L1(R™). Com efeito,

lalt = f alx)|'da

j ala)|de
B(zo,r)
Jals, | Blxo, )]

| B(o, )| "% B(xo, )]
|B(x077ﬂ)|1_q/p7

NN

e portanto

SIS

lally < 1B(xo, )| (3.26)

Levando esse fato em consideragao, podemos definir de forma mais geral um (p, ¢, s)-
dtomo apenas substituindo na Definigao a condi¢ao de tamanho e a de momento

por
e 11
(i) flaly < [B(xo, )|+ 7;
(iii)’ Jxﬁa(a:)cm =0, para todo || < scom s> |n(p~' —1)].

Desta forma, a Definicao apresenta um (p, o0, s)-dtomo e neste trabalho estaremos
interessados em considerar atomos deste tipo.
No préximo resultado veremos que um dtomo pertence a H?(R"™) e sua HP-norma é

uniformemente limitada, isto é, independe do dtomo considerado.
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3.2 Espacos de Hardy HP(R™)

Observacao 3.2.5. Para obtermos a limitagao uniforme em norma dos HP-dtomos,
podemos supor sem perda de generalidade que os dtomos sao suportados em bolas
centradas na origem. Isto vem do fato de que a norma |- |, € invariante por translacoes
e se a(x) é um dtomo suportado na bola B(xg,r), entao n(z) = a(x — xo) € um dtomo

cujo suporte estd contido em B(0,7).

Proposigao 3.2.4. Se a(x) é um HP-dtomo, entio a € HP(R™) e sua norma é
uniformemente limitada sobre todos os HP-atomos, isto é, existe uma constante C,, , > 0

dependendo apenas de n e p tal que
|alge = | Mpall, < Chp, ¥ a HP-dtomo.

Demonstracao. Seja 0 < ¢ € C(R") suportada na bola unitaria com Jgﬁ(:c)d:c =1

Nosso objetivo serd mostrar que J[M¢a(z)]pd1’ < Cpp, no qual a(z) é um atomo

arbitrario suportado na bola B = B(0,r) e C,, > 0 é uma constante que independe
do suporte do atomo considerado. Seja B* = B(0,2r) e a seguinte decomposi¢ao do

espaco R",

Jn [Mya(z)]Pde = JB* [Mya(z)]Pdx + J [Mya(z)|Pdz.

Rn\B*

(I) Estimativa de J [Mya(z)]Pdx. Usando a condicdo de tamanho do atomo,

B*
obtemos
Mya(z) = stu%)) fa(x—y)@(y)dy‘
>
< supf la(z = y)| |ou(y)ldy
t>0
< |B|7YP suth"gb (Q) dy
t>0 t
— |,
Portanto,

| ra@ya < 518
B*

S Cn,p?
uma vez que |B*| < |B|.

(IT) Estimativa de f [Mya(z)]Pdx. Usando a condi¢do de momento nulo do
Rn\B*
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atomo, podemos escrever

0“¢(0)

al

<a*¢t><x>=fa<y> b —y)— ¥ (z— )" | dy,
|| <Np

no qual

Rryn) = ol —9)— Y, T20 e

o] <Np

¢ o resto do polinomio de Taylor de grau N, = [n (% — 1)J (na variavel y) da
fungao ¢;(x — y) centrado na origem. Além disso, temos a seguinte estimativa

para o resto de Lagrange

|y|Np+1

Npt+n+1”

[Bn,1(y)l < ©

Como estamos supondo y € B, x € R"\ B* e ¢ suportada na bola unitéria, temos

que t > % Desta forma,
(a*¢e)(z)] = a(y) Ry, +1(y)dy
B
< | latw)l 1R, s(o)ldy
B
Np+1
~1/ ly| ™
S O|B| pJB th+n+1dy
Np+1
—1/ rer
S C|B| pJB th+n+1dy
Np+1
_ ~ip (T
- OB (i ) 181
7;%+N,,+n+1
n *
= Cw, VrzelR \B .
Portanto,

J [M¢a(:v)]pda: < C T—n-i—p(Np-i-n—i-l)J ‘x’—p(Np—i-n—i-l)dz
R7\ B* R7\ B*
0
= O T—n+p(Np+n+1)J w—p(Np+n+1)+n—1dw
2r
C T—n"rp(Np+’I’L+1)T—p(Np+TL+1)+n

= Cn,pa
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no qual a condi¢ao de integrabilidade se verifica pois n(p™' — 1) =1 < N, <
n(p~t —1),logo =p(N, + n+1) +n—1< —1.

Por fim, das estimativas (I) e (II) segue o resultado.
[

Tendo definido um HP-atomo e mostrado suas principais propriedades, o proximo

resultado segue na diregdo de apresentar uma decomposicao atomica de HP(R™).

Proposicao 3.2.5. Sejam {a;}en uma colegao de HP-dtomos e {\;}jen uma sequéncia

de numeros complexos tal que Z |\j|P < oo. Entdo a série
jeN

f=>Na (3.27)

jeN

converge em S'(R™) e em HP(R™), f e HP(R") e

| fllar < C (Z |Ajl”>

jeN
Demonstragao.  Suponha inicialmente que a soma (3.27)) é finita e denote fy =
N

Z Aja;. Pela sublinearidade de M, obtemos

J=1

N N
My(fn) = My (Z Aj%) Z | Aj[ My (ay).
j=1 i=1
Como 0 < p < 1, pela sub-aditividade,
N p N
<Z ’)\j|M¢(aj)> < X N P[My(aj)1P.
j=1 j=1

Integrando ambos os lados da desigualdade anterior e por meio da Proposicao |3.2.4

obtemos que
[Drsv@ras < f > WMo, @)

.
2 AP < o0
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Analogamente decorre que, para todo M > N temos

M
Iy = fulb = C D) NP <e,

j=N+1

0
pois a série Z |\;|P é convergente em C e portanto é de Cauchy. Desta forma, fy é de
j=1
Cauchy e pelo Teorema converge em HP(R") para f em HP(R"). Pela Observacao
3.2.3| a convergéncia também acontece em S’'(R™). Uma vez que temos a convergéncia

em S'(R"), por meio da Proposicao obtemos que

Dlah

jeN

p

e

HpP

2 a1 AP

jeN

YN,

jeN

IN

A

o que completa a demonstragao.
m

A implicagdo inversa é conhecida como Teorema de Decomposicao Atomica do
espago HP(R™) e a demonstragao serd omitida pois nao faz parte do objetivo principal
deste trabalho.

Teorema 3.2.5. Seja 0 < p < 1. Entao toda f € HP(R™) pode ser escrita como uma

soma de dtomos que convergem em norma HP e

DN < Gl f e

jeN
Demonstracao. Ver em [22] p. 107.

Observacao 3.2.6. Note que o Teorema anterior nao garante a unicidade da

decomposi¢do atomica de f e HP(R™).

Da Proposigao do Teorema e da Observagao temos que

[ flae ~ >IN0

jeN

inf ) |7,

jeN

lle
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no qual o infimo é tomado sobre todas as decomposi¢oes atomicas possiveis.
Como aplicagao do Teorema de decomposi¢ao atomica, mostraremos que o conjunto

de todas as combinagoes lineares finitas de HP-atomos é um subconjunto denso de
HP(R™).

Corolario 3.2.1. Seja A o conjunto de todas as combinacgoes lineares finitas de HP-

dtomos. Entao A é um subconjunto denso de HP(R™)

Demonstracao. Seja f e HP(R™). Pelo Teorema(3.2.5| f = Z Aja; com Z AP < 0.
jeN jeN

k
Denote por {Sk = Z )\jaj} uma sequencia em A. Entao,
j=1 keN

p

0
D1 Na

j=k+1

If = Skl

HP

0
C Y NPT

j=k+1

N

3.3 Espacos de Hardy Localizaveis h?(R")

Segundo D. Goldberg em [12], muito embora o espaco HP(R") seja um bom
substituto para o espago LP(R™) quando p < 1, algumas propriedades vélidas para os

espagos de Lebesgue nao sao estendidas para H?(R") quando p < 1, como por exemplo:
(i) H?(R™) nao contém S(R");

(ii) HP(R™) nao ¢ um espago semi-local, isto ¢, se f € HP(R™) e ¢ € CP(R"), entdo

f® pode nao pertencer a HP(R");
(iii) HP(R™) nao estd bem definido em variedades;
(iv) Operadores pseudo-diferenciais em geral nao sao limitados em H?(R™).

Motivado por estas questoes, D. Goldberg definiu, em 1979 na referéncia [12], para
cada p > 0 uma nova classe de espagos, denominados espagos de Hardy localizaveis
e denotado por hP(R"™), que contém HP(R"™) e nao possui os problemas listados
anteriormente.

Analogamente ao que foi desenvolvido para o espago HP(R™), nesta segao
iremos definir o espago hP(R™), listar algumas propriedades e provar o Teorema
de Decomposicao Atomica em hP(R™). Para tal desenvolvimento, utilizaremos as

referéncias [12] e [13].
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3.3.1 Caracterizacao e Propriedades

Com o objetivo de definir os espagos hP(R") e enunciar um Teorema de
Caracterizagao Maximal inspirado em HP(R™), iremos inicialmente introduzir algumas
funcoes maximais, que sao basicamente restrigoes daquelas definidas na secao anterior.

Sejam f € S'(R™) e ¢ € S(R™). Definimos a fungao maximal truncada de f associada
a ¢ por
mof(x) = sup |(f @) (x)].

0o<t<1

Definigao 3.3.1. Dizemos que f € h?(R™) se existe ¢ € S(R™) com J¢(3§)d.ﬁlﬁ # 0 tal
que mgyf € LP(R™).

Denotemos por grand funcao maximal associada a m, o operador

maf(2) = sup mo (),

no qual Sr = {e SR"): |plasg <1, V| |asgeF} e F é uma familia finita de
seminormas em S(R™). A versao nao tangencial da fun¢do maximal truncada é dada
por

me f(z) = sup  sup |¢r = f(y)]-

0<t<l |z—y|<t
Teorema 3.3.1 (Teorema de Caracterizacdo Maximal em h?(R")). Sejam f € S'(R™)

ep > 0. Sao equivalentes:

(a) Existe ¢ € S(R™) com J(b(x)dx # 0 tal que myf € LP(R™);

(b) Existe uma cole¢io F tal que mxf € LP(R™);

(¢) Para toda ¢ € S(R™) com Jqﬁ(az)daz # 0, temos que myf € LP(R™).
Demonstracao. Ver [12] p. 31.
Desta forma, dizemos que f € hP(R™) se qualquer condigdo do Teorema for

satisfeita.

Andlogo a HP(R™), definimos a “norma” em h?(R™) por

[ £l = ms flp-

A completude de h?(R™) se verifica de forma anédloga ao caso H?(R™) cuja a métrica é
dada por
If = gl}, se0<p<1;
d(f,9) = "
If = glne, sep>1.
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3.3 Espacos de Hardy Localizaveis h”(R")

O proximo resultado afirma que A?(R™) é uma extensao de H?(R").
Proposigao 3.3.1. H?(R") < h?(R™) parap >0 e |- | < |- | e

Demonstragao. Por propriedade de supremo, obtemos que

sup |f = ¢(7)] < Stgglf*cbt(w)h

0<t<1

Assim para todo x € R”,
mef(x) < My f(x)

e portanto
Imeflp < [ Mo flp- (3.28)

Se f € HP(R™), entao |Myf|, < C e da desigualdade (3.28]) segue que ||myfll, < C e
portanto f € h?(R™).

]

Observacao 3.3.1. Da proposicao anterior e do Teorema temos que LP(R") c
hP(R™) quando p > 1. De forma andloga a demonstragio do Teorema mostra-se
que h?(R™) < LP(R™) e portanto h?(R™) = LP(R") = HP(R") para p > 1.

Exemplo 3.3.1. A distribuicio § € h*(R) se 0 < p < 1. Com efeito, considere
¢ € CL([—1,1]) e note que

6 pp(z) = (6, ¢u(x—))
- % é (%) . (3.29)

Uma vez que ¢(x) = 0 para |z| = 1, entdo ¢(x/t) = 0 para |x| = t, e por isso

assumiremos que |x| < t. Desta observagao e da igualdade ([3.29)) obtemos que

(med)" (z) = sup (6 )" (x)

0<t<1
B T
< s oo (2)
0<t<1 t

N

[Pl l5, |2l <t

Assim,
1
| by w)de < jo1, [ Jal v < o
R -1

se 0 <p<l1.
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3.3 Espacos de Hardy Localizaveis h”(R")

3.3.2 Decomposi¢cao Atoémica em h”(R")

Andlogamente ao espaco HP(R™), podemos exibir um teorema de decomposigao
atomica em AP(R"™).  Definiremos a seguir os hP-dtomos, cuja definicao difere

ligeiramente daquela apresentada anteriormente para H?(R™).

Defini¢ao 3.3.2. Seja a(x) uma fung¢ao mensurdvel definida em R™. Dizemos que a é

um hP-dtomo (ou apenas dtomo) se existe uma bola B(xg,r) < R™ tal que
(i) supp(a) = B(xo,7);
(ii) e < |B(zo,m)|/7;

(i) Ser <1, entdo para todo o € Z" tal que |a| < [n(p~' —1)]
f:z:"‘a(:z:)dac =0.

Observacao 3.3.2. Note que se v = 1 a condigao de momento nulo nao € exigida,
diferentemente da definicao dada em HP(R™). Obviamente se a(x) é um HP-dtomo,

entao também € um hP-dtomo.

Nosso objetivo daqui em diante sera apresentar um teorema de decomposicao
atomica andloga ao do espago HP(R™) para h?(R™). Nesta dire¢ao, o préximo resultado

estabelece uma conexao entre os dois espagos.

Lema 3.3.1. Seja f € h?(R™) para 0 < p < 1. Entao existe u € HP(R") e v €
C*(R™) n h?(R™) tal que f = u+ v. Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que

[ulee + vl < C[flln-
Demonstragao. Considere inicialmente as seguintes fungoes auxiliares:

(i) pe CF(R") tal que supp(p) < B(0,2), p(§) = 1 para [¢] < 1;

(i) p(x) = @(z) e S(R™), no qual ~ denota a transformada inversa de Fourier;

A~ ~

(iii) ¢ € S(R™) com supp(¢) < B(0,1) e ¢(x) = 1 quando |z| < 1/2

Assim, definimos as distribuicoes u e v por

w@) = flx) = (f=p)x)
v(x) = (f*p)(2)

e claramente temos f = u + v.

4A existéncia desta funcdo é garantida por meio da transformada inversa de Fourier.
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3.3 Espacos de Hardy Localizaveis h”(R")

Afirmagao 3.3.1. {p* ¢;},_,<; € um conjunto limitado em S(R™).

De fato, para cada 8 € Z't ¢ N > 0, uma vez que {p * ¢;},_,., ¢ uma aproximacao

da identidade, segue que
D(px @) ==> D?(p), em S(R").

Assim, em particular [D?p x ¢y(x) — DPp(z)| — 0 quando ¢t — 0 e como p € S(R"),

existe uma constante Cg x > 0 tal que

|DPp« gu(x)] < |[D’pxdu(x) — D°p(x)| + |DPpl
< Cyn(1+z))™, ¥V NeZ

Desta forma, para todo |a] < N obtemos a estimativa

o Dﬁ % < C ﬂ
‘a: ( P ‘bt) (x)‘ 57N(1+|$‘)N
_ ]!
SO A N
||V
< Ogy——i—
PN+ )N
< C/&N.

Como N é tomado de forma arbitraria, segue que a estimativa anterior é valida para
todo a, B € Z. Portanto, {p * ¢, },_,<; ¢ limitado segundo as seminormas de S(R"), o
que completa a demonstracao da afirmacao.

Considere F uma familia finita de seminormas (dada pelo Teorema de

Caracterizagao).  Pela Afirmacao existe uma constante C' > 0 tal que
{Cp+*di}gyeq © Sr. Assim, para todo 0 <t <1

ILf = (p# ¢)](2)] < C™'mrf ().
Tomando o supremo na desigualdade anterior obtemos que
M¢U(I) < C_lmfo(I)7 (330)

uma vez que myv(z) = sup [(f * p) * ¢¢](x). Desta forma concluimos que v € C*(R")n

0<t<1
hP (R™).
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3.3 Espacos de Hardy Localizaveis h”(R")

Falta agora mostrarmos que u € HP(R™). Note que

wxgy = (uxg)”

(1-¢)o(t)]| - (3.31)

Como supp(%) < B(0,1) e 1 —p(§) =0se |£] <1, segue que (3.31)) é nula parat >1e
portanto meu = Mgu. Desta forma,

lalfr = lulhe = 1 = vl
< [ flke + vl
< |flhe + IR

C'll £ (3.32)

Das desigualdades (3.30)) e (3.32) segue que
lulze + [v]ne < Cf -

]

O préximo resultado é conhecido por Teorema de Decomposigao Atdomica de h?(R™)
e faremos uso do lema anterior e do Teorema de Decomposigao Atomica de HP(R™)

para demonstra-lo.

Teorema 3.3.2. Seja f € h?(R™) para 0 < p < 1. Entdo existe uma sequéncia {a;}jen

de hP-dtomos e uma sequéncia de nimeros complexos {\;}jen com Z |\;|P < oo tal que
jeN

f = Z )\jaj.

jeN
Além disso, > [N;P < | fI,
jeN
Demonstracao. Pelo Lema podemos escrever f = u + v, no qual u € HP(R") e
ve C*(R™) n hP(R™). Do Teorema de Decomposigao Atdomica de H?(R™) obtemos que
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3.3 Espacos de Hardy Localizaveis h”(R")

existe uma sequéncia {a;};en de HP-atomos tal que

u = Z Aja; com Z NP < Clul ge.

jeN jeN

Da desigualdade (3.32]), obtemos que

2P < CJf -
jeN
Como HP-atomos sao hP-atomos, resta mostrar que v possui uma decomposicao atomica
em hP(R™).
Seja {Q,}jen uma familia de cubos cujo centro pertence a Z™ e lado ¢ = 2 tais que
Ujen @ = R™. Lembre que v = f = p, no qual p € S(R") foi definido no lema anterior.

Considere para cada j € N a funcao

[ p(z)
bi(x) =3 Q17 |f * pllr=(qy
0, sex ¢ Q.

, se T € Q)

Note que |Q;| é invariante para todo j € N, uma vez que todos os cubos possuem lado

constante £ = 2. O caso em que [p * f||L=(q,) = 0 é desprezado. Além disso, defina
1
Y =1Qj7If * pllr=(q)-

E imediato da definicdo que b; é um hP-atomo e resta mostrar que Yjen 1P < Cl flne-

Seja pr(x) = p(x + r). Entao para x € Q;

sup |(f = p,)(0)] = sup|{f,p.(0—"))|
re€Q; rEQ;

= sup [{f, p(r =)l

'I’EQ]'

= sup |(f = p)(r)]

TEQj

= |(f+p)(z)l

Desta forma temos que

sup [(f « p)(@)| < sup [(f = pr)(0)]. (3.33)
2€Q); reQ;

Como (f = p,)(0) = (f * pr—y)(y) e r—y € Q quando 1,y € Q;, no qual ) denota o cubo
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3.3 Espacos de Hardy Localizaveis h”(R")

centrado na origem e ¢ = 4, obtemos que

sup [ (f * pr)(0)] < sup (f # ps)(y), se y € Q. (3.34)
TEQj s€Q
Como {ps}seq ¢ uma familia limitada em S(R™) temos que existe uma constante C' >
0 e uma familia finita de seminormas F (fornecida pelo Teorema de Caracterizacao

Maximal) tal que {Cps}seg < Sr. Entao

Sup [(f = ps) (W) < C7'mrf(y), y € Q;. (3.35)

Assim, das Desigualdades (3.33)), (3.34) e (3.35) temos que

If oty = sup|(f=p)(@)lP
erj

< sup |(f = pr)(0)
reQ);

< sup|(f * ps)(y) [P
seqQ

< CHmzf)(y), ye Q. (3.36)
Integrando a desigualdade ([3.36]) em y € (); obtemos

P
1f = plie g, < 10 Jo (mzf)(y)dy.

Portanto

Dl Qi D 1F e,

jeN jeN
< vy | ey
jeNYQj

s Ol

o que conclui a demonstracao.

3.4 O espaco BMO

O espagco BMO(R"), também conhecido como espaco de John-Nirenberg, foi
apresentado pela primeira vez em 1961 por Fritz John e Louis Nirenberg. Um resultado

importante, devido a Charles Fefferman e Elias Stein em [9], afirma que o dual de
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HY(R") é o BMO(R™), mostrando assim uma conexao importante com os espagos de
Hardy. Em termos gerais, da mesma forma que o espago HP(R") representa um bom
substituto para os espacos de Lesbesgue LP(R™) quando 0 < p < 1, o espago BMO(R")
pode ser interpretado como um substituto para L*(R™). Vamos agora apresentar o
espago BMO(R™) de forma introdutéria e provar algumas propriedades bésicas que
serao uteis posteriormente. Para um estudo mais detalhado do assunto, consulte a
referéncia [22] Capitulo IV.

Sejam f € L] (R™) e Q < R" um cubo qualquer. Denotamos por

1
fo=1g L f(y)dy,

a média da fungdo f no cubo Q. Caracterizamos por M# f(z) a fun¢io maximal sharp

definida por

MF (@) = s @ JQ (@) — folde, (3.37)

no qual o supremo é tomado sobre todos os cubos () < R™ que contém x. Dizemos que
f e BMO(R") = BMO se a funcio M# f € L*(R"), isto é, f possui variagao média

limitada. Mais precisamente,

BMO = {fe L, (R"): M*fe L”R")}.

loc

De forma natural, espera-se que o funcional |M# f||,, defina uma norma em BMO,
porém em geral este nao satisfaz a condi¢do || f|symo = 0 < f = 0. De fato, se f uma
fungao constante q.t.p, entdo M# f(x) = 0 mas obviamente f # 0. Para contornar
este problema, basta quocientar o BMO pelo espaco das fungoes constantes, isto é

I f1lBrmo = || f2 Bamo se e somente se fi — fo for uma fungao constante. Assim,

| flero = M7 f, (3.38)

define uma norma em BMO.

Exemplo 3.4.1. Toda fun¢ao limitada pertence a BMO, isto é L*(R") € BMO e vale

também a inclusao em norma. De fato, note que | |f — fol < 2|Q| | fllw e portanto
Q

I fBaro < 2|/ f |-

O préximo resultado diz que a fungao maximal definida em (3.37) é controlada

pontualmente pelo operador maximal de Hardy-Littlewood.

Proposicao 3.4.1. Exziste uma constante C,, > 0 tal que
M# f(z) < C,M f(z),
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3.4 O espago BMO

no qual M f denota o operador maximal de Hardy-Littlewood.

Demonstragao. Mostraremos que a desigualdade vale para M’ f(z) definida em (3.9)
com C,, = 2. De fato,

1 1
SQgg@fQ\f(y) — foldy Sup oy (L\f(y)!de\fQ!dw)

1
_ — d
25up 15 Jg'f(y)' Y

= 2M'f(x).

N

A generalizagao segue da desigualdade (3.10) uma vez que M'f(z) < C, M f(z).
[

O préximo resultado serd relevante para obter uma caracterizagao alternativa do
espaco BMO.

Proposicao 3.4.2. Se f € BMO, entao
SIflavo < supint = [ [f(2) ~alds <]
= BMO X Sup il —— ) —alar = BMO-
2 Q aeC |Q| Q

Demonstracao. Diretamente da definicao segue que

Sgpigéﬁ j@ 1F(z) — aldz < sgpﬁ L (2) — foldz < | flsao.

Para mostrarmos a desigualdade que resta, note que para todo a € C, |f(z) — fo| <

|f(x) —a| + |a — fgl|. Integrando em @), obtemos

L |f(x) = foldr < 2JQ |f(x) — a|dz.

Dividindo ambos os lados por |@Q|, tomando o infimo sobre todo a € C e por fim o

supremo sobre todo () 3 x, obtemos
s o | 1£0) ~ foldo < supint oo [ [f(@) — ald
—sup — z) — Joldr < supinf — x) — aldx,
2 ¢ Q| Jg @ «=C|Ql Jo

e a conclusao da proposicao segue imediatamente pela definicao de supremo.
m

A proposigao anterior define uma norma equivalente a |- || gpo € também nos fornece

uma informacgao importante sobre a natureza nos elementos de BMO, isto é f € BMO
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se existe uma constante ag (que pode depender de @) tal que

ﬁ L () — agldz < C, (3.39)

no qual C' é independente de ().
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CAPITULO

4

Aplicacoes

Como aplicacoes da teoria apresentada, neste capitulo provaremos que algumas
classes de operadores lineares como os de Calderén-Zygmund e pseudo-diferenciais sao

continuos em espacos de Hardy.

4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

De forma geral, estamos interessados em estudar operadores 7' : S(R") — S'(R™)

da forma

JK z,y) f(y)dy, x ¢ supp(f), (4.1)

associados a funcao K(z,y) € C*(R™ x R"\A), A = {(z,y) e R* x R" : = = y} que

satisfaz a seguinte propriedade
020K (z,y)| < A |z —y[ 1P 2 2y (4.2)

para todo o, f € Z". A funcao K(z,y) é denominada ntcleo (ou kernel) do operador
T e usaremos a notacao 1" = Tk quando desejarmos enfatizar o nicleo K associado ao

operador T'.
Observacao 4.1.1.

(i) Nicleos que satisfazem a condi¢ao (4.2)) sao denominados kernels de Calderdn-

Zygmund ou kernels integral singular;

(i1) Operadores do tipo (4.1)) associados a nicleos que satisfazem a hipdtese (4.2)) e sao
limitados em L*(R™) sdo denominados operadores de Calderdn-Zygmund segundo

a nomenclatura da referéncia [22] p. 289;
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

(111) Veremos adiante que a condigcdo (4.2) sobre K pode ser substituida por hipdteses

mais fracas e a nomenclatura continuard igual;

(iv) Vale ressaltar que wm operador de Calderon-Zygmund ndo € wunicamente
determinado pelo nicleo associado a ele. De fato, considere o operador identidade
Id. Temos que Id é um operador de Calderon-Zygmund associado ao nicleo
K(z,y) = 0, uma vez que para x ¢ supp(f) temos que Idf(x) = 0, enquanto
que o operador nulo também € associado ao mesmo nicleo. Entretanto, um
resultado bem conhecido garante que se dois operadores de Calderon-Zygmund
sao associados ao mesmo nicleo, entdo a diferenca entre eles é pontualmente um
operador multiplicagao, isto € T f(x) = a(x)f(x) no qual a € L*(R™) (veja [8] p.
101).

Uma pergunta natural que surge no estudo dos operadores de Calderén-Zygmund
é procurarmos por condi¢oes minimas sobre o nicleo K (z,y) para que a extensao do
operador em L?(R"), quando possivel, faca sentido. A resposta sera enunciada abaixo

e estd intimamente relacionada com a estimativa (4.2)).

Proposicao 4.1.1. Seja K(x,y) um nicleo tal que
K (2,9 = Clz— g™, C>0.

Entao nao existe nenhum operador T associado ao nicleo K(x,y) que seja limitado em
L?*(R™).

Demonstracao. Ver [22] p. 289.

No préximo exemplo definiremos uma classe importante de operadores, denominados
multiplicadores, que sob certas condiges adicionais (que serao vistas posteriormente)

sao operadores de Calderén-Zygmund.

Exemplo 4.1.1. Seja m € L*(R"). Associado a m definimos o operador T,,,

denominado operador multiplicador, dado por

—— ~

Tnf(&) =m(&)f(§), V fe SR

no qual m(§) € denominado multiplicador. Note que por meio da transformada de

Fourier inversa, a relacao anterior pode ser reescrita em termos de uma convolucgao,
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

isto €

~

Tof(e) = (20" [ e Om)fe)de
= G [ o) ([0 ay ) as
= [ (en [ serom@ie) ay
- [ K@ nrwa

no qual K = m. Neste caso K(z,y) = K(x —y) e desta forma, um multiplicador € um
caso particular de operador do tipo convolucao.

Como m € L*(R™), entao por meio do Teorema de Plancherel obtemos que
T, € limitado em L*(R™). De fato,

11 = | |[Tat@| ¢ = [ m©F©) de < miZ1s1

Observagao 4.1.2. Todo operador que pode ser representado na forma T f(x) = K =
f(x) € denominado do tipo convolugcdo. Muitos autores também o denominam por
integral singular do tipo convolugcao. A rigor, uma integral singular do tipo convolugao

¢ uma aplicacao da forma

lim . K(z —y)p(y)dy = v.p. (K) ¢(z).

Por ora consideraremos K € C*(R™\{0}) um niicleo do tipo convolugdo. A seguir
exigiremos condigoes mais fracas sobre o nicleo com relagdo a que foi inicialmente
proposta em e permitira, por exemplo, um melhor tratamento sobre o estudo da
continuidade de tais operadores nos espagos LP(R™). Suponha que K satisfaga alguma

das seguintes propriedades:

(i) Existe A, > 0 tal que |09K (z)] < Au]z|™ 719, para todo « € Z7;

[y

(i) Existe A > 0 tal que |[K(z —y) — K(z)| < A e
xn

v > 0;

,noqual [z| = clyl,c>1e

(iii) Existe A > 0 tal que se ¢ > 1, entao

J |K(z —y) — K(z)|dx < A.
|z|>cly]
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Observacgao 4.1.3. Note que a hipdtese (i) é a condicao (4.2)) para K(z,y) = K(z—y)

e de forma andloga estd relacionada com a extensao do operador em L*(R™).

Mostremos que a hipétese (iii), conhecida por condigao de Hormander, é a mais fraca

dentre as propostas acima. Mais especificamente (i) = (ii) e (i) = (iii).
Afirmagao 4.1.1. (i) = (ii).

De fato, por meio da Desigualdade do Valor Médio e da hipétese (i) obtemos que

[K(z—y)—K(=)| < sup [K'(2)]-]y|
z€[z,x—y|
rnfl . ’

< A sup |z Y|

z€[z,x—y]

|y

S e

no qual a tdltima desigualdade verifica-se pois z = x — (1 — t)y para t € [0, 1], logo

\Y
£l
|
=
|
=
=

2]

I
7 N
—_
|

—_
o
~
N———
8

Afirmagao 4.1.2. (ii) = ().

Com efeito, basta notar que

f K@ —y) - K(@)lde < Al f 2| " de
|z|=cly| |z|=c|y|
o0
_ A s J 1y
clyl
< A

No que segue, além da hipétese (iii) sobre o nicleo, mostraremos que uma condigao

adicional torna
Tf(a) = K » f0) = | K(o =) 1@y, | e SE)

um operador de Calderén-Zygmund e mostraremos sua limitagdo como operador

estendido em LP(R"™) para 1 < p < oo. Considere inicialmente o seguinte lema:

Lema 4.1.1. Seja K um nicleo integravel. Se Tk € do tipo fraco (1,1) e forte (2,2),
entao T € do tipo forte (p,p) para 1 < p < 0.
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Demonstracao.  Pelo Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz, T' é tipo forte

(p,p) para 1 < p < 2. Basta apenas verificarmos quando p > 2. Considere p’ tal que

—+ — =1com 1 < p <2 Do Teorema de Representacao de Riesz|1.2.5, para toda
p P
feLP(R") e ge LP (R™) temos que
11, = sw || Tf(@)g()is
lglly <1

e portanto basta mostrarmos que para toda g € 1 (R™)

UTf(ﬁ)g(x)de < Cllgly 1715 (4.3)

Por meio do Teorema de Fubini, uma vez que K é integravel, podemos reescrever o
Y Y
primeiro termo da desigualdade (4.3]) da forma

| Tr@gtaan -

)
)
=
] fW)Trg(y)dy, (4.4)

no qual K (z) = K(—z). Note também que IT#9l, = |Tgl,, uma vez que a norma em
LP(R™) é invariante por transla¢oes. Desta forma, como T é do tipo forte (p/,p’), por
meio das desigualdades de Holder e (4.4]), obtemos que

\ [rr@o@ar < 151y 1720l
— 11, 19l
< CIfl, gl

o que completa a demonstracao.

Teorema 4.1.1. Seja T" um operador definido por

Tfx) = f K(x— ) f(y)dy, feS®)
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no qual o nucleo K satisfaz:

(a) K € L(R);

0, K(z—y) — K(2)lde < A, ¢ > 1.

|z[=clyl

Entao T é um operador limitado de LP(R™) em LP(R™) para 1 < p < o0.

Demonstragdo. Como K € L*(R™) e JK(x)dx = IA((O) segue que K é integravel e
desta forma estamos nas condigoes do Lema [£.1.1] Assim, é suficiente mostrarmos que
T é do tipo fraco (1,1) e forte (2,2). A limitacao em L?*(R™) segue da hipdtese (a) e do
Teorema de Plancherel. De fato, para f € L*(R") n L*(R™) obtemos que

ITfls = |TF]

- ([’

[E ]l £112 < C £l

N

A generalizacao segue do fato de L?(R") n L}(R™) ser denso em L*(R").
Mostremos agora que T é fraco (1,1). Da Decomposigao de Calderén-Zygmund
B.0.1, existe uma familia de cubos diadicos disjuntos {Q;}jen tal que se denotarmos

Q= U Q; e F = R™Q, vale que:

jeN
(i) [f(z)| < AsexeF;
(i) |2 < %
(i) A < @ L‘ f()|de < 27X,
Defina

f(x), se x e F,
glz) =4 1 .
|Q]| fQj ‘f(y)’dya se x € Q]

e note que esta bem definido pois os cubos {Q;}jen sdo disjuntos. Logo f = g + b, no

1
qual b = Z bjebj(z) = | f(z) — —J |f(y)|dy | xq, (7). Desta forma, para mostrar
e~ Q] Jo,
T é fraco (1,1) é suficiente que

foers irota) = 3} < Sisn (45)
e {:1: eR": |Th(z)| > g} < %!fh- (4.6)
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

Afirmagao 4.1.3. ge L*(R") e |g[3 < A\4™ + 1) f]:.

De fato, usando (i), (ii) e (iii) da Decomposigao de Calderén-Zygmund obtemos

P
198 = | l9@)Pde + f 9(o)da
JF
= |m+2j x)|dx
JE jeN
- 2
= x)|2dx + J \f(y)|dy | dx
JF % ‘Q]’ Qj
:
< |f(x) |d$+ZJ (2" \)?
JF jeN

N

Af|ﬂ@ux+4uﬂq
F
< @+ DA

Como ja foi mostrado anteriormente que o operador T é forte (2,2), em particular é
fraco (2,2). Assim, da Afirmacao seque que

{:BG]R”: |Tg(:x)|>%}‘ < (% |g|2>2

C
S

Resta agora mostrar a estimativa (4.6). Para cada cubo @, cujo didmetro serd

denotado por dj, associamos um cubo dilatado Q7 com diametro dado por dj = 27d;

e QF = UQ;‘ Considere [{z € R": |Th(x)| > A\/2}| = |A1| + | Az, no qual A; = {z €
jeN

Q* . |Th(x)| > N2} e Ay = {x e R"™\Q* : |Tb(x)| > \/2}. Diretamente do item (ii) da

Decomposicao de Calderén-Zygmund, obtemos que

<|Jej<clJe

jeN jeN

C
4 << Il

Para obtermos uma desigualdade semelhante para |As| considere z; o centro do cubo

(); e para todo j € N observe que

f j b(x)dr = JQ
_ L
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

Afirmagao 4.1.4. J |K(z —y) — K(x — zj)|de < A, para todo y € @Q);.

De fato, note que como R™\ Q* = ﬂ(R”\Q;"), podemos reduzir a estimativa acima
jeN
substuindo R™\ Q* por R"\Qj. Se x € R"M\QF e y € Qj, entdo |z — z;| > 2|y — 2| e
portanto, a afirmacao segue diretamente da hipétese (b).
Assim, por meio da igualdade (4.7)) obtemos

Th(z) — J K

= S K@ by

]EN JQj

= Y K@) - K- ) )dy + K - %) L by (y)dy

jeN Y@

= S [ Ky K )y

jeNY@Qj

Logo, da Afirmacao e da estimativa anterior obtemos

f |Tb(z)|dx = J dx
Rn\ Q% Rn\ Q%

ZJ — K(z — 2)]b;(y)dy

jeN

< B, g fy =0 K2l s
- X J, 1w j o =)~ e 5ldocy
< C y)|d

X, b
e ld

DINEE
= 20 [ Iy
< Clfih

Portanto,
1 20
Ag <+ j o)z < 2 11,
)\ Rn\Q* )\

concluindo a demonstracao do teorema.
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

Voltando para o exemplo do multiplicador, estamos interessados em exibir condigoes
sobre m(&) para que o nucleo associado a m satisfaga hipéteses como em (i) e (iii).
Desta forma, seremos capazes de utilizar o Teorema [£.1.1] para concluir a continuidade

em LP(R™) para operadores do tipo multiplicadores.
Proposicao 4.1.2. Seja m um multiplicador. Entao

(a) Se m € CP(R™\{0}) e existe Ay > 0 tal que |0¢m()] < Aul¢|™1 para todo
a €%, entao K € C*(R"\{0}) e satisfaz

+

02K ()] < Aqlz| ™7,

x

para todo o € 21 .

(b) Se m e C*(R™\{0}) satisfaz as condi¢des anteriores para 0 < |a| < € e [(] > 2,
entao K € L} (R™{0}) e

j K(z—y) — K(2)ldz < A,
|z|=2]y|

para todo y # 0.

Demonstracao. Sejane CP(R™) tal que n(§) = 1se [¢] <1en(§) =0se [ = 2.
Adicionalmente defina 6(&) = n(§) — n(2¢). Desta forma, obtemos que

0

1= ) 6(27¢), para & #0. (4.8)

Note que por construgao supp(d) < {£ € R™: % < |€] < 2} e portanto supp{d(277-)}
{€ e R* . 271 < €] < 2771}, Para verificar a validade da igualdade (4.8]), basta

observar que
4

D16(2798) = =27 + n(27Y¢).

i=t

Tomando ¢ — —0 e £ — o0 segue que n(2-¢*1¢) — 0 e n(27%) — 1.
Desta forma, por meio da identidade (4.8) podemos reescrever m(£) como uma soma

de multiplicadores suportados em anéis da seguinte forma

m(E) = D, m&)dR7E) = 3 my().

j=—00 j=—00

Vimos que para cada multiplicador m(&), existe um nicleo associado definido por

K(x) = (2m)"™? Jem’@m(f)df.
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

De forma analoga, defina para cada m;(§) o nicleo
K;(z) = (2m) /2 Jei@’@mj (&)de.

Note que, como Z K; — K no sentido das distribui¢oes, é suficiente mostrar que (a) e
J

(b) sao vélidas para Z K;.

J

(a) Mostremos que para todo a € Z,

DK (@)] < Aq |2 lo
J

Note inicialmente que para j fixo e M > 0 inteiro vale a estimativa
|05 K ()] < Apgnla] =M 297D, (4.9)

De fato, considere /5 € Z'} tal que || = M. Assim

XK,x) = C f €0 O m, () de

x_cﬂ f 0¢ (") m; (€)de
cC [,
] f B0 (€7 m; ) (§)de. (4.10)

10

0

Da férmula de Leibniz obtemos que

2Em)e) = Y (ﬁ)afwwazmj(o

r<p v
-3 (D), )@ -eaaqmo,

e desta forma

‘af(ﬁamj)(é)‘ < €Y fgflepi-h
r<p
< Ol (4.11)
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Assim, de (4.10]) e (4.11]) obtemos que

R @) < Clal ™ [ [ogteme)]

A

C Jal™ f eflel-M g
supp(my)

27+1
< C |x|_MJ plel=M+n=1q,.
271

< C || Moitn=Mlal)

o que completa a demonstracao da estimativa (4.9)).
Assim, através da estimativa (4.9) com M = 0 obtemos

Y EK @ < Y el

27 <|z|~1 2i<|z|~t

N

Por outro lado, para M > n + |a| obtemos

D, K@) < oMy it

27> |z|-1 23 >|a|~1

< Aa |:L'|_M|:L‘|_(n+|a|_M)

= A, |x|—n—\a|7

o que completa a demonstracao.

Por meio da relagao [/(\J = m; e da Identidade de Plancherel obtemos para todo

vEeZy,
f (i) K () dee = f azmy(©)f de.

Assim, se v é tal que |y| = M vale que
J‘|x|MKj($)‘2 dr < A 2"272M  para todo 0 < M < /. (4.12)
Para mostrarmos (4.12)), observemos que

|07m;(€)] < Al¢|™M
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e desta forma

A

Vo (£} —2M
Jlam@lae < | - jera

272M | supp(m)|

N

< 272]M2n]

Seja. a > 0 um numero real arbitrario que sera escolhido de forma
convenientemente. Através da desigualdade de Holder e da estimativa (4.12)) com
M = 0 obtemos

fmsa 1K (@)lde = JKJ’@)XBw,a)(ﬂﬁ)dw

< [B(0,a)|2] K2 1
- B0l [IK@Pdr)

n
< a22

o2

(4.13)

De forma anéloga, para M =/

™

Jlx|>a‘Kj($)|dw - f opr G (@)lde

|z|>a ’x|M

< ( f (|x|M|Kj<rc>|>2df>J (fu (W)C@

g . >

[N
[NIES

~—

(D) (11)
Por meio da desigualdade (4.12]) obtemos que

ng

)< A2z279M (4.14)
A estimativa da integral (II) segue da seguinte identificagao

o0
J ‘ZL”_Qde _ ‘Sn—l‘ J 7"_2M+n_1d’l",
|z|>a a

no qual a convergencia da integral acima se verifica uma vez que § < M. Desta

forma,
—2M+4n
2

(1) ~ a (4.15)
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Por fim, obtemos
—2M+n
2

J K ()|dz < 2% 2-7Mg
|z|>a
Tomando a = 277 para cada j fixado, obtemos de (4.13)) e (4.16) que
J|Kj(m)|dzv <C.
De forma andloga (veja [22] p. 247) é vélida a estimativa
f|é’xin(m)| dr < A2 parai=1,2-- n.
Da Desigualdade do Valor Médio,
Ky(a — ) — K@) < sup (00K (@ — )]yl

1<i<n

para algum ¢ €]0, 1[. Assim, utilizando a desigualdade (4.17)) obtemos

f]Kj(x—y)—Kj(x)] < y| sup J\@xin(x—ty)\dm

1<i<n

< A2yl

Desta forma, decompondo

D, ey - Klds = 31+ 3

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

no qual Z e Z representam a soma dos indices j tal que 27 < |y|~! e 27 > |y|!

1 2

respectivamente. Assim, através da desigualdade (4.18) e do critério da integral

para convergéncia de séries, obtemos

Zf K (e —y) - Ky@)lde < 327y
1 Jlz[=2ly| 1

log, |yt ‘
=yl >
j=—00
log, |y|~*
< ]y|f 2%dx
—00
o log, [y|™*
< IME
-0
= C.
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

De forma andloga, através das estimativas (4.14]) e (4.15]) segue que

B Kl < 2% | K

< 2 2% oMy TR
2
= 2y M N (5 )
2
< C,

o que conclui a demonstracao do item (b).
[

Observagao 4.1.4. A referéncia [23] mostra que todo operador linear e limitado T :
LP(R™) — LY(R"™) 1 < p,q < o0 que comuta com translagoes pode ser caracterizado por
uma integral singular do tipo convolugao, isto €, existe uma unica u € 8'(R™) tal que
T(p) = u=y, para toda ¢ € S(R™). Este resultado (veja [23] p. 26) por si so justifica

a importancia do estudo deste tipo de operador.
Sao exemplos de operadores multiplicadores:

Exemplo 4.1.2. Para f € S(R"™) considere o operador

R;f(x) = ¢, lim U f(a—y)dy,

e—0 ly|>e |y|n+1

noquall <j<nec, =T (”T“) 71’("“)/2. Denominaremos R;f a transformada de

Riesz da funcgio f. E bem conhecido (veja [§] p. 76) que para f € L2(R™) vale que

R - ~ifie)
Desta forma R;f = K; = f, no qual K;(y) = p.v Cn|y|yTj+1-

Exemplo 4.1.3. Para f € S(R), definimos a transformada de Hilbert o operador

Hf(x) = ! lim Mdy.

Te0y>e Y

Desta forma, podemos reescrever o operador na forma (veja [8] p. 51)

HJ(€) = —i sqn(€)f(€).

!Por nao estar nos objetivos deste trabalho, omitiremos a definicio e propriedades da funcdo I' que
podem ser consultadas em [10] p. 58.
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

Observagao 4.1.5. Note que os Exemplos e sao operadores de Calderdn-

Zygmund, uma vez que m € L*(R") e portanto sao limitados em L*(R™).

De forma natural, as condigdes (i), (ii) e (iii) discutidas no inicio desta se¢do sao
estendidas para um nucleo K(z,y) definido em R™ x R™ A. Suponha que K(z,y)

satisfaca alguma das seguintes propriedades:

(") Existe C' > 0 tal que |K(x,y)| < , T FY;

|z —y|"

(ii") Existem C'>0e 0 < <1 tais que

ly — 2|

K - K —|K - K SO
[K(z,y) = K(z, 2)| = [K(y, ) = K(z,2)| C =

Y

se |z — 2| = 2ly — 2|;

(ili") Existe C' > 0 tal que

J_ iy |(|K(a:,y) — K(z,2)| — |K(y,z) — K(z,2)|)dz < C.

De forma andloga podemos demonstrar que a condicdo (iii)’ é mais fraca que (i)’ e (ii)’;
tal condicao é denominada condicao de Hormander.

Seguindo a terminologia de J. Alvarez e M. Milman em [2], definiremos a seguir
operadores de Calderén-Zygmund do tipo o, que é essencialmente uma generalizacao

do operador de Calderén-Zygmund padrao visto anteriormente.

Definicao 4.1.1. Dizemos que K(z,y) € C(R™ x R™\A) € um nicleo do tipo o se

(i) Eziste C' > 0 tal que |K(z,y)| < , T F Y

|z —y|”
(ii) Existe C >0 e0 <~y <1 tal que
]K(x,y)—K(yc,zﬂ—I—]K(y,a:)—K(z,x)] <C

para |x — z| = 2|y — 2|7 e algum 0 < o < 1.

Note que um niicleo do tipo o satisfaz a condi¢do de Hérmander (iii’). De fato,

j_ R (|K(z,y) — K(x,2)| + |K(y,z) — K(z,2)|)dz <
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< Cly— z|VJ %dm
je—zfz2ly—2l |2 — 277
o0

= C |y—Z|VJ e tdr
2ly—z|”

< C

Observacao 4.1.6. Note que se 0 = 1 obtemos um operador de Calderon-Zygmund

padrao.

Definigao 4.1.2. Dizemos que T : S(R") — S'(R™) € um operador de Calderdn-
Zygmund do tipo o se

TVTx)i‘[waﬂﬂfQDd%

formalmente é

(Tf,g) = fJK(fv, y)[(y)g(x)dydzr, f,ge S(R")

e além disso
(i) K(x,y) € um nicleo do tipo o;
(ii) T pode ser estendido continuamente a um operador em L*(R™).

Exemplo 4.1.4. Considere um operador pseudo-diferencial Op gfé(Rn) tal que 0 < p <
L0<d<lep>d. Sem<—n(l—p)/2, entdo o nicleo associado a tais operadores

satisfaz
j o )~ K2 K 2) K ) e < O
T—z|>2|y—z|P

e portanto define um operador de Calderon-Zygmund do tipo 0 < p < 1. Veja referéncia
A p. 7.

A seguir apresentaremos os principais resultados que serao objetos de estudo nesta
secao e tratam da limitacao de operadores de Calderén—Zygmundﬂ do tipo o em HP(R™)
para um certo pg < p < 1 e em L*(R") — BMO. Apresentaremos inicialmente os

resultados e na sequéncia suas respectivas demonstragoes.

Teorema 4.1.2 (Chang e Lee, [7]). Seja 0 < o <1 e suponha que o nicleo K satisfaz

as sequintes condigoes:

2Por simplicidade apresentaremos os teoremas para operadores do tipo convolucdo. Na préxima
secao apresentaremos uma classe especial de operadores com nicleos da forma K (z, y) que sao limitados
em espagos de Hardy.
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(i) K e L*(R");

(i1) |K(z —y) — K(z)|de < Cy o™, para todo o = 2 e algum 6 > 0.

lz|=alyl
Entao o operador T : HP(R") — HP(R") definido por
Tf(z)=| Klz—y)fly)dy
]Rn
¢ limitado para pg < p <1, no qual 0 < py < 1 € um parametro que depende de 6.

A seguir apresentamos o caso limite quando p = o0.

Teorema 4.1.3. Seja 0 < 0 < 1 e suponha que o nicleo K satisfaca as sequintes

condicoes:
(i) K e L*(R");
(1) f K (x —y) — K(z)|de < Cy o™, para todo a = 2 e algum 0 > 0.
|z|=aly|”

1 1
(111) Para (1—0)% <p< g, T é um operador limitado de LY em L?, no qual — = §+é
q n

Entao o operador T : L*(R") — BMO(R") definido por
Tf(z)= | Klz—y)f(y)dy
Rn
¢ limitado.
Observe que no caso anterior é exigido sobre o operador T" uma limitagao do tipo

LYR™) — L*(R™). Seguindo a nomenclatura de [2], operadores que satisfazem o item

(iv) do teorema anterior sio denominados fortemente do tipo o. [J

4.1.1 Demonstragao do Teorema 4.1.2| para o = 1

Antes da demonstracao do teorema, facamos um comentério sobre a limitagdo de
operadores lineares em espagos de Hardy usando o Teorema de Decomposicao Atomica.
Marcin Bownik mostrou na referéncia [4] que em geral nao é suficiente verificar que um
operador linear é limitado uniformemente sobre HP-atomos para inferir que a limitagao
se estende para todo o espaco. Como contraexemplo, ele apresentou um funcional linear
definido em um subespago denso de H!(R"), que embora seja limitado uniformemente

sobre todos H'-4tomos, nao se estende limitadamente para H'(R") (veja o Apéndice|[B]).

3Note que se o = 1 entdo escolhendo 8 = 0 temos que ¢ = 2 e desta forma obtemos a hipétese
original para operadores de Calderén-Zygmund padrao.
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Por outro lado, suponha que 7' : §'(R") — S’'(R") seja um operador linear e continuo
em S’(R™). Mostremos que se T' é uniformemente limitado em HP-dtomos, entao T
é um operador limitado em HP?(R"). De fato, seja f € HP(R"). Pelo Teorema [3.2.5]

existe uma sequéncia de HP-atomos {a;}jen € {\;}jen coeficientes complexos tais que

f = 2/\]'@]', com Z ‘)\j|p < 0,

jeN jeN

no qual a convergéncia da série que define f acima é dada em HP(R™) e

consequentemente em S’'(R™). Como 7' é um operador linear obtemos que
N N
T (Z )\j&j) = Z )\jTCLj.
j=1 j=1

N
Afirmamos que {T (Z )\jaj> } ¢ uma sequéncia de Cauchy em HP(R™). De fato,
j=1 NeN

suponha sem perda de generalidade que N > M e assim

N M N
T (Z )\j@j) - T (Z )\j@j) Z )\jT(lj
=1 j=1

j=M+1

HP Hp
N
< 3 NlITa
j=M+1
N ’
< C( > |/\j|p>
j=M+1
< g

uma vez que 2 |\;|" é convergente e portanto as somas parciais definem uma sequéncia
jeN
de Cauchy em C. Como HP(R™) é um espago completo, entao existe g € HP(R") tal

que
N
T (Z )\jdj) — (g
j=1

em HP(R") quando N — oo. Da Observagao obtemos que a convergéncia acima
também acontece em S’(R™). Desta forma, pela continuidade do operador 7" em S'(R™)

e a unicidade do limite temos que

N
T <Z Aja]) —Tf

j=1
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em HP(R™) quando N — oo. Assim, para N suficientemente grande e £ > 0 arbitrario

N N
T fllgr = |Tf-T (Z Aj%‘) +|T (Z )\jaj)
Jj=1 Hp Jj=1 Hp
N
< €+ Z ‘)\j|HTajHHP(]Rn)
j=1
1
N P
< e+C <Z |Aj|p>
j=1

< e+ Ol flar@n,

donde segue a limitagdo do operador em HP(R™) tomando & tendendo a zero. A

observacao segue anéloga trocando HP(R™) por h?(R™).
Observacao 4.1.7.

(i) Os Teoremas 7.8 e 7.9 da referéncia [11] p. 322-323 garantem que € suficiente
provar a limita¢ao uniforme sobre HP-atomos para concluir que o operador de

Calderdn-Zygmund é continuo em HP(R™).

(ii) Na prozima secdo estaremos interessados em mostrar a continuidade de
operadores pseudo-diferenciais OpS; §(R™) com a € [0,n) e 0 < § <1 em espagos
localizaveis de Hardy por meio da limitacdo uniforme do operador sobre dtomos.
Para isto, note que OpS; §(R") sdo continuos em S'(R™) (veja [22] p. 233) e a
generalizagao deste fato para 0 < § < 1 seque do Lema 1.1 da referéncia [2])] p.
03.

Também sera necessario ao longo da demonstragao do Teorema |4.1.2| um resultado

conhecido por Lema de Kolmogorovﬁ enunciado a seguir.

Lema 4.1.2. Sejam T um operador do tipo fraco (1,1), 0 < p <1 e E um conjunto de

medida finita. Entao existe uma constante C, > 0 tal que

| mr@ras<c, sy,
E

Demonstracao. Por meio da Observacao e da desigualdade do tipo fraco (1,1)

4Veja a referéncia [§] p. 102

95



4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

obtemos
j Ti@)Pde = p j N Uz E: [Tf(z)] > AldA
FE 0

* C
< o[ xtmin{i Sl o

0

C|fl/|E| 0
~ f N YEIdA +C |f] p f N2\
0 Clfl/1E|

= G [EI"If|.

]

Conforme observado anteriormente, limitaremos a demonstragao do Teorema [4.1.2]
para o caso em que ¢ = 1 e manteremos a notacao 0 < ¢ < 1 para posteriormente

discutir possiveis extensoes da demonstracao para 0 < o < 1.

Demonstracao. [Teorema [4.1.2 para o = 1]

Pelo que foi discutido anteriormente basta provarmos que o operador é limitado
uniformemente sobre atomos para estabelecer a continuidade em HP(R"™). Seja a(z)
um HP-atomo suportado na bola B = B(0,¢). Por simplicidade de notacao, considere
A(z) = a* K(z) a restrigdo do operador 1" sobre HP-dtomos e A*(z) = MyA(z) =
iug) |(¢ = A)(x)| o operador maximal associado a A. Nosso objetivo serd mostrar que
>

|A|%» é uniformemente limitada sobre HP-dtomos, isto é

f |A* (2) [P — JB* |A* () Pdz + JR LAera <o (4.20)

< J

M) (11)

no qual B* = B(0,4¢) e C > 0 é uma constante que independe do dtomo considerado.
Para a estimativa de (I), lembre que o operador maximal A*(x) é majorado pela
fungdo maximal de Hardy-Littlewood, que por sua vez é continua em L*(R") e o
operador de convolugdo A(z) é limitado em L*(R") (veja Teorema[d.1.1). Assim segue

que
|4%]> < CJlAl2 < Cllalls. (4.21)
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

Desta forma, por meio das desigualdades de Holder e (4.21)), obtemos que

| w@pds = [(4@Pxwe(a) xao @)
|| <4t

[ (A*)P x|z x| =
P P

N

p

( | |A*<x>|2dx) (467"
|z|<4e
CoJALL (467"

Cnplals (4€7) =
C,, (51 n(1-5)
Chp-

INCININ

Para a integral (II), observe inicialmente que

r

oA = |[outa =) ([ - 2at2)i:) dy‘

r

= [‘gbt(x—y) (J
= F¢t($—y) (J

oKy~ 2) - Ktz + Ky [ a(z)dz) dy\

r

G~ 2) - Kld:) dy'

|z|<¢

- [[aw( | K =y =) = Ko - iz .

(-

Denote

Iz —y) = j| AOIKE —y— )~ K=yl

e assim temos que

() = f' _AEIK =) - K@l

Considere By, = {xr € R" : 2/ < |2 < 2814} para k > 2 e por meio da hipétese (iii)
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Operadores de Calderéon-Zygmund

obtemos que J € L'(By) para cada k fixo. De fato

Lek |J(x)|dx

Note também que

< ka JZKE la(2)| |K(x — z) — K(x)|dzdx

VAN

aooj J |K(x — 2) — K(x)|dzdx
Bk |Z|Sf
[

< ”””’f K(z — 2) — K(2)|dad>
|z|<e J2ki<|z| <2k 10

—n/ [
< P
|z|<l J|z|=2k¢

—n/ [
< ¢ |
|z|<l J|x|=2k|z|7

|K(x — z) — K(x)|dzdz

K(x —z) — K(z)|dzdz

< ¢ n(l—%)szﬁ'

A*(x)

sup |, « A(z)|

t>0

sup
t>0

j@@wm—yw4
1

|J (= y)ldy

ly|<t

sup —
t>0 t

MJ(x),

no qual MJ(x) denota o operador maximal de Hardy-Littlewood da fungao J. Como ja

voi mostrado no capitulo anterior, o operador maximal de Hardy Littlewood ¢ do tipo

fraco (1, 1), assim por meio do Lema de Kolmogorov com J € L'(B},) obtemos que

| wa@pas < cisg
By,

p
LY(Bg)
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

Desta forma,

A* () Pdx < M(J)(z)|Pdx
LM' () LM\ () ()|

f () Pde

Bl 1%

/A I
Q Il
Ds el

k)

k=2
e}
< OZ (ng) (1— p2 kOpgn(p 1)
k=2
0
_ Clen(lfp)Jrn(p 1) Z [p(6+n)—n]
) k=2
= C ) 2 MO, (4.22)
k=2
n s’ ~
Tomando p > —— = py, a soma (4.22)) serd convergente e segue a conclusao do

0+n
Teorema para o = 1

Observacao 4.1.8.

(i) Observe que a demonstracdo anterior para 0 < o < 1 nao € vdlida para o caso de
dtomos suportados em bolas com ¢ < 1. Mais especificamente, nao seria possivel
aplicar a hipdtese (iii) e mostrar que J € L'(By,) jd que |x| > 2|z| ndo implica

que |a| > 2|2)°;

(i) Uma possivel estratégia seria decompor a integral (4.20) de acordo com o raio
da bola no qual o atomo estd suportado, mas neste caso somente a limitacao em
L*(R™) do operador T ndo € suficiente para controlar a integral (I) salvo se algum

hipétese do tipo LY — L? for assumida a priori.

4.1.2 Demonstracao do Teorema [4.1.3

Demonstragao. [Teorema |4.1.3]
Seja f € L*(R™) e suponha sem perda de generalidade que ) é um cubo qualquer
centrado na origem e diametro d. Suponha adicionalmente que d < 1. Associado a ele,

considere * o cubo centrado na origem cujo diametro é igual a d* = 27d°. Denote

fi = fxox, f2 = fxmrmg+ e portanto f = fi+ fo. Além disso, T'f(x) = T fi(x)+T fao(x).
Mostremos, inicialmente, que a aplicagao estd bem definida, isto é T'f(z) € BMO, o
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

que ¢ verificado via a caracterizacao desenvolvida em (3.39)). Note inicialmente que
1 1
o | 1Tf(@) = Colde = | [Tfi(z) + [T fa(z) — Cqlldx
Qf Jg QI Jo

1
@ fQ ol

N

+— | |Tfa(x) — Coldx (4.23)

no qual Cg denota uma constante que serd escolhida de forma conveniente. Vamos
inicialmente estimar a integral (I). De acordo com a hipétese (iv) 7" é um operador
continuo de L4(R") em L*(R™), o que implica que (consequéncia do Teorema de
Representacao de Riesz T é limitado de L*(R") em L7(R"™), no qual ¢’ é o

conjugado de ¢. Assim, aplicando a Desigualdade de Holder obtemos que

1 1
= L ThG = o | P o

< QI YT Ay

< C QI Y fil

= O |flol@l7 Q%2

= C|flelQle5 (4.24)
Note que por hipdtese 152 < g < %e% = %—i—g, entao %4—%—1 = §+%1 = g—kTU > 0.

Desta forma, como d < 1 obtemos de (4.24])
1 g 1_
] f@ T fi(@)|de < C|flod> s ™" < C | f]eo- (4.25)
Para estimarmos (II), considere a constante

Co = T,(0) = f K (—y) faly)dy,
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

que ¢ finita pois por hipétese K € L*(R™\{0}). De fato,

N

f K(~9)| |fo(v)ldy

£l j K (—y)|dy
R\ Q
1ol K < o0.

UK(—y)fa(y)dy‘

N

N

Afirmacao 4.1.5. Se x € (), entdo

X — — —y)|dy < xr — - - d7
o =) = Ky < 35 [ G 0) — Kl

no qual A; = 27|z|” < |y| < 201 |z|°.

De fato, é suficiente mostrar que se y € R"\Q*, entao |y| > 2|z|?. Como y € R™\Q*,

27d°
entao |y| > 7 e também |z| < d, logo d” > |z|?. Desta forma
21d” _ 27Jal”
lyl > > 2|z|”.
NI
Usando a afirmagao anterior, obtemos
[ 1) Colae = [ |[ 2ttt =) - K-
Q JQ

dx

f FWIE @ — y) — K(—y)ldy
R\ Q

L

N

f f W) 1Kz — y) — K(~y)|dydz
Re\Q

e || 1K= 0) = K ()l

1710 j@ (Z j Kz —y) - K(—y>|dy> da

< Ifle JQ <2 022—1‘9> da
j=1

< ClQL [l (4.26)

N

N

Portanto, substituindo (4.25) e (4.26) em (4.23) obtemos

o f IT(f)(@) - Calda < C|f] < =, (4.27)
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4.1 Operadores de Calderéon-Zygmund

donde segue T'f(x) € BMO. Uma vez que a norma em BMO é o infimo das constantes
que limitam o operador maximal definido em ([3.37), entao é imediato de (4.27) que

ITfllro < C| flws

o que conclui a demonstracao da limitacao do operador T para o caso particular de
cubos cujo diametro d < 1.

Para o caso em que d > 1, a demonstracao é analoga e serd apenas esbocada.
Considere Q* o cubo centrado na origem e diametro d* = 27d, f; e f; como
anteriormente. A diferenca é que agora usaremos a estimativa em L*(R") de f; ao

invés da hipétese (iv). Note que,

J|f1(13)|2d56 = J|f<x>XQ*(SU>|2d.CL’

_ j (@) Pxon(@)de
171217

N

Por meio da hipétese (ii) obtemos que T limitado em L*(R"). De fato, para f €
LYR™) A L2(R"), temos que Tf = K » f = K f. Assim, pela identidade de Plancherel
(L.10),

1121
C|f:
Clf-

17112

Nl

Como LY(R™) n L?(R™) é denso em L?(R") segue que T' é forte (2,2). Desta forma,

ITAl5 < ClAl: < CIAIZIQ™ < ClfILIQI

A estimativa da integral (IT) segue de forma anéloga.

4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em h’(R")

O estudo da continuidade de operadores pseudo-diferenciais em h?(R"™) para 0 <
p < 1 iniciou-se em 1979 por D. Goldberg, na referéncia [12], para operadores na classe
OpSY o(R™). M. Taylor estabeleceu no ano 2000 (ver [25]) a continuidade de operadores
OpSY s(R™) em h'(R™) para 0 < 6 < 1, que em 2009 foi generalizado para h?(R™)
0 < p <1 porR. Kapp e J. Hounie em [I§].
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em h?(R")

Nosso objetivo nesta secao sera mostrar que a classe de operadores pseudo-

diferenciais OpS; §(R™), no qual @ € [0,n) sdo continuos de hP(R") em hPa (R™) no
1 1

qual a =n (— — —> para 0 < p < 1. Este resultado foi provado por G. Hoepfner, R.

p D
Kapp e T. Picon na referéncia [I5] e generaliza os resultados anteriores.

Para tal finalidade, serd necessario um resultado prévio que aborda a limitagao de
tais operadores nos espagos LP(R™), que serd enunciado a seguir e cuja demonstragao

sera omitida e apenas citada para consulta.

Teorema 4.2.1. Sejam b(x, D) € OpS;§(R"), com0<d<1lel<p<gq<o0. Entio
b(x, D) € do tipo forte (p,q) quando

G-3)
azn|l—-——-1.
b q

Demonstracao. Ver [1], p. 13.

O resultado principal desta se¢cao é enunciado a seguir.

1 1
Teorema 4.2.2. Sejam 0 < p < 1, a € [0,n) e p’ tal que « = n <— — —) Entao

p P
b(z, D) € OpS;§(R") para 0 <0 <1 é um operador continuo de h*(R™) em hPa (R™).

Demonstracao. Considere inicialmente a € (0,n) e escolha r € (1,0) de modo que

Sejam a(x) um hP-dtomo suportado no cubo @ = Q(0,¢) e denote por Q* = Q(0,2¢).

Para simplificar a notagao, denote
Ta = b(z, D)a — (27)~"/2 f O, €)5(€)dE.

Nosso objetivo serd mostrar que |myT'a|,x < C independente do atomo considerado.

Para isso considere

f \mgTa(z)[P>de = J imgTa(z)[Psda +J |mgTa(z)[Psda

(D (IT)

Note inicialmente que:

(i) T: L"(R") — L'&(R™) é uma aplicacio continua pelo Teorema [4.2.1}
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em h?(R")

(i) mef(r) < Myf(x) < CyM f(z) q.t.p em x € R, no qual M f denota o operador

maximal de Hardy-Littlewood;
(iii) M f(x) é continua em L*(R") para 1 < s < o0 pelo Teorema [3.1.2]

Considere v = r¥*/p e note que v > 1 pois

Por meio das observacoes anteriores, da Desigualdade de Holder e da definicao de um

hP-adtomo obtemos para (I) a estimativa

f imgTa(z)|Pode = J ImgTa(z)[P*x o (x)dx
Q* R

< | (mgTa)™ |y [xoxl/e-1)

1 1—1
= <J |m¢Ta(x)]p27dx> ’ (f XQ*(x)dx>
= <f|m¢Ta > |Q* |1_7
= [mgTalys S Q¥
< HM(Ta)Hi’g Q>
< O|Tal’s |Q*'
< Clalp® (@'~

p* ﬁ >I<1—l
< CH@H“\Q! \Q! v
< Q™ QI IQ*IH

Chp,

)

no qual (), , ¢ uma constante que independe do dtomo. Para o caso em que a = 0
a mesma ideia se aplica considerando v = 2/p* > 1 e omitiremos as manipulagoes
algébricas pois sao analogas as anteriores.

Para a estimativa da integral (II), considere inicialmente uma importante

observacao.

Observacao 4.2.1. Sejam a > 0 e b(z, D) € OpS;§(R") com simbolo b(z,§) €
S5 (R™). Pela Proposigio b(z, D) é um operador limitado em L*(R™). Para
cada 0 <t < 1, denote por b*(x, D) o operador

FeS(R") = ¢y« b(z, D)f, ¢eSERM.
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em h?(R")

Uma vez que

utilizando a formula de inversao da transformada de Fourier obtemos que

bof() = (am) " [ 609 (6757) (€)ae

~

= () [ d@0d, ) fle)de

~

— (2m) 2 [ @@ 0de) fleae.

J

Note que a(tf) € SYo(R™), pois como b€ S(R™), temos

D7d(tg)|

19 |(D%3) 1¢)|
Ct'm(l + |t§|>—lﬂ\
Ctlﬁl(t + |t§|)—\6|
C(1+ eV,

NN

Assim, ¢yx f € OpSY o(R™) com simbolo %(té) para 0 <t < 1 e portanto b*(x, D) é obtido
compondo a esquerda o operador f — ¢+ f com b(x, D). Pelo Teorema de Composi¢ao

de Operadores Pseudo-Diferenciais obtemos que b'(z, D) € OpSy 5.

Considere
I = J b! (, D)alPadx.

Nosso objetivo serd mostrar que I < C uniformemente em ¢ e independente do hP-

atomo escolhido. A estimativa de (II) segue deste caso, uma vez que

b'(z, D)a| = |¢; = b(z, D)a| < sup |¢y = b(x, D)a| = myb(x, D)a. (4.28)

0<t<1

Dividiremos o restante da demonstragao em dois casos. Suponha inicialmente que o
atomo a(z) estd suportado em um cubo de lado ¢ < 1 e portanto satisfaz a condigao
de momento da Definigao [3.3.2] Seja b'(z, D) o operador descrito na Observagio [.2.1]

e denote por K'(z,-) o niicleo associado a ele. Desta forma, por meio da condigao de
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em h?(R")

momento nula do atomo, podemos reescrever o operador na forma

b'(z,D)a = (Kt(:c,y)a(y)dy

y’y

[vI<Np

R'(z,y)a(y)dy, (4.29)

(&
L o O

J

no qual R'(z,y) denota o resto do polinomio de Taylor centrado na origem. Utilizando

a formula do resto de Lagrange do polinomio de Taylor, obtemos

§
Ri(z,y) = ) DgKt(x,Gy)%,

[v[=Np+1

no qual 0, € B(0,y). Assim,

Y
Riey)| = | ) DyK'(a,6,)%
Hi=Np+1 7
I
3 |ng;<t(x,9y)\|y|‘7
| =Np1 T
= C ™" > |D]K(x,6,)|
[v|=Np+1
< oty IDYK (2,6,)).

Iy|=Np+1

N

Usando a estimativa (2.13) com M = 5| = N, + 1, m = —a, p = 1 e o fato de que
|z —0,| < C |z —y|paray e Q, z ¢ Q* e 0, na bola que circunscreve o cubo ) obtemos

que

sup‘Rt(:v,y)‘ < Cehetl Z Sup‘D;Kt(a:,Hy)‘
veQ [r1=Np+1 Y50

N

C«ngJrl ‘.1' _ eyyf(Np+lfoz+n)

N

CngJrl |I _ y|f(Np+1fa+n) )

Desta forma,

¥ < | suplR ()] alw)ldy
Q Ve

CENP+1|Q|17%|J; o y|—(Np+1—a+n)’

N
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em h?(R")

It < Co®erbpz| | (1-5)rk f |z — y|(Np+lmatmpl gy (4.30)

Uma vez que N, > n(1l/p —1) — 1, entdo

Ny+n—a+1 > ﬁ—oz
p
%)
= n _— —
p n
n
T

Desta forma
—(Np+1—a+n)p;+n—1<—ﬁ*p;+n—1<0
p

07

e portanto a integral dada em (4.30]) converge. Da Proposigao |1.2.7] obtemos

I < C‘Q‘(1_%)pzg(NP+1)pz£7(Np+1*Oé+n)pz+n

C gn(l—%)pf;+(Np+1)p§—(Np+l—a+n)pgj+n

Chp-

Portanto, mostramos que I§ < C,,, uniformemente em 0 < t < 1 e independente da
escolha do atomo, o que completa a demonstracao do caso ¢ < 1.

Por fim, suponha que o d4tomo a(z) esteja suportando em um cubo @ centrado em
zo e lado £ > 1. Neste caso |a(z)| < |Q|7'/P e portanto |a], < 1. Para x € R"\Q* e
y € @, temos que |z —y| ~ |z —xo| e |r —y| = £/2 > 1/2. Aplicando a Proposigao
paraa=L=0 m=0,p=1eL>max{n/p¥, Ly}, obtemos

a
¥'(2, D)a| = Jﬁm—yﬁK%aw—lﬂzw
Q |z — y|

C
— | |a(y)|d
T, o
C

|z — xo|F

Q' %, x e RMQ",

N

uniformemente em 0 < ¢ < 1. Assim, da desigualdade (4.28]),

¢

|z — x| L

Q" 7, z e RMNQ".

meTa(z) <
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em h?(R")

Desta forma,

J imgTa(x)|Pade < C]Q|(1_%)p3 J |z — xo| FPad.

Como L > n/p}, temos que —(Lp) +n — 1 < 0 e portanto

J imgTa(z)Pade < C’|Q\(1_%)p‘>i f |z — xo|Pada
RM\Q* RM\Q*
C Q| foo po ity
2¢
(1_1) ®_ [k
C gn P Pa Pa TN

A

< Cn’[”

no qual a dltima passagem se justifica pois L > n/p} implica que

1 1
n<1——>pZ—LpZ+n < np} (1——>
p ~—— p
—. _—

>0 —_—"
<0

< 0

el>1.
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APENDICE

A

O contraexemplo de M. Bownik

Neste apéndice mostraremos a existéncia de um funcional linear definido em um
subespaco denso de H'(R™) que embora seja limitado sobre todos os H'-4tomos, nao
pode ser estendido de forma continua a H'(R"). A construcao baseia-se na referéncia
[4].

Seja ©F(R") o espaco de todas as combinacoes lineares finitas de funcdes f € L*(R")

tais que:
(i) supp(f) < B(wo,r), para algum 2o € R" e r > 0;
(i) [fleo < [B(wo, )77
(iii) Jxaf(m)dx = 0 para todo |o| < k.

Note que se 0 < p < 1 e k = [n(p' — 1)], entdo OF(R") é um espago
de combinacoes lineares finitas de HP-atomos e do Corolario [3.2.1] é um subespago
denso de HP(R"). Considere sobre ©F(R"), como subespaco de HP(R"), as seguintes

quasi-normas referentes a decomposicoes atomicas infinitas e finitas

1

e P o0
| £l zp 00 = inf (Z ])\j|p> c f= Z Ajaj; a; é um HP — dtomo

j=1 7j=1

N b N
| flle <oo = inf (Z |)\j|p> cf= Z Aja;; a; ¢ um HP —dtomo e N e N 3,
=1

J=1

no qual o infimo é tomado sobre todas as decomposicoes atomicas. Do Teorema de
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Decomposicao Atomica, se f € HP(R") temos que |f|g» é compardvel a ||f|lgr o €
consequentemente também é vélido para toda f € ©F(R") com k > |n(p~* — 1)].

O resultado principal deste apéndice baseia-se na construcao do resultado abaixo,
devido a Y. Meyer, no qual afirma que a observacao anterior nao permanece valida se

substituirmos a quasi-norma | - |gr o por || - || ge <co-

Lema A.0.1. Suponha que 0 < p < 1 ek > |n(p™* —1)|. Entdo, para todo ¢ > 0

arbitrariamente pequeno, existe f € OF(R™) tal que

[flr0 <& el fllap <o = 1.

Demonstracao. Ver [4] p. 3537.
Também sera necessario um resultado de Andlise Funcional relacionado a extensao

de funcionais lineares, conhecido por Teorema de Hahn-Banach.
Teorema A.0.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial sobre R ou
Cep: E— R um funcao que satisfaca
p(Ax) = Mp(z), VeeFEeA>0
plx+y) < plx)+ply), Vo, ye k.
Considere também G < E um subespacgo vetorial e g : G — R um funcional linear tal

que
g(x) < p(z), Vzed.

Entao, existe um funcional linear f definido em E que estende g, isto é f(x) = g(x)
para todo x € G e também
f(x) < pl), ¥ 2 e E.

Demonstracao. Ver [5] p. 01.

Teorema A.0.2. Eziste um funcional linear T definido em ©°(R™) tal que

(A < [ flat <s ¥V f € O°(RY)
o qual ndo admite extensio a um funcional linear continuo em H'(R™), isto €,

Tl
p e
fEOO(R™) Hf”Hl,oo

Em particular, T é uniformemente limitado sobre todos os H'-dtomos, isto é, se a é
um H'-dtomo qualquer, entdo
I'(a) < 1.



Demonstracao. Seja {z;}jen © R™ uma sequéncia qualquer tal que B(x;,1) n
B(z;,1) = & para todo i # j. Do Lema|A.0.1} para cada j € N considere a; € ©°(R")

suportado na bola B(xz;,1) que satisfaz
1
laj |0 < ;¢ lajlm <o = 1.

Como consequéncia da demonstracao do Lema|A.0.1, para cada bola B(x;, 1) é possivel
considerar uma colegao de bolas disjuntas { B} }ren © B(x;,1) tal que U; = |, Bl 6
denso em B(xj,1) e |Uj| = Y, | Bi| < ceP. Além disso os dtomos satisfazem o seguinte

controle q.t.p para x € B(xj, 1)

¢ >
1B(0,1)]

e em particular para x € U; no qual ¢ ¢ uma constante independente de j € N.

laj(x)] = 0 (A.1)

Considere
V = span{a;(z) : je N} c ©°(R").

Desta forma, se f € V', entao existe N € N tal que

N
f = Z Cj(lj
j=1

e para tal f temos que

N N
Hf”H1,<oo = inf {Z |>‘j‘ Cf= Z )‘jaj}
j=1

J=1

N
j=1

Por outro lado, suponha que f possa ser representada por uma outra decomposi¢ao

atomica finita e sem perda de generalidade escreva

N
f=> A,
j=1
no qual cada b; ¢ um H'-dtomo suportado na bola B; = B(z;,1). Assim, da
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desigualdade ({A.1]) e de propriedades de atomo b; obtemos que

N

O 1 |Z|CJ|XU < Z‘Cﬂ |a;(2)[xv, (%)
= |f($)|

N

21l 1bs(@)]

Al 105 lloox B, () die

N
i

N
1=

j=1
N
< X INHIBI X, (@)
7=1
= g(x).
M
Pelo fato de g ser uma funcao continua q.t.p, exceto possivelmente na familia U 0B;
j=1
e U; ser denso em B(z;,1), temos que
g(x) B0.1 ‘ Z|CJ|XB @,)(7) q.t.p v e R™

Assim, integrando a expressao anterior obtemos que

N N
C
JWW ~ B0, 1) JZ 31X, 1 (@)dz = ¢ 3 lej],
) j=1 j=1

e desta forma

N N
Xl < [ dw—JZIA 1B, s e = SN (A9
=1 =1

Combinando as desigualdades (A.2)) e (|A.3) obtemos

N N
e Yol < DI < Il e < D Il (A4)
j=1 j=1 '

=

Defina em V' o funcional linear dado por

Z ¢;, no qual f(x Z cja;(z
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Das desigualdades (A.4)) temos que
N
|L(f)| < Z |cj| < HfHH1,<007
j=1

isto ¢, o funcional L ¢é limitado em um subespago V' de ©°(R") equipado com a norma
| - |at<w € |L|| < 1. Pelo Teorema de Hanh-Banach, L possui uma extensao a um

funcional linear em ©°(R"), denotado por T', tal que

PO < [l <co-
Como |I'(a;j)| < ajllm o < 1/7, segue que

L)l e

lajlerr oo

donde segue que T ndo é continuo em ©°(R™).
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APENDICE

B

Decomposicao de Calderon-Zygmund

Nosso objetivo neste apéndice sera apresentar o Teorema de Decomposicao de
Calderén-Zygmund, ferramenta importante para o estudo da limitacao de operadores
integrais singulares nos espagos LF(R™). Todo o desenvolvimento deste apéndice pode

ser consultado na referéncia [§].

Definicao B.0.1. Para cada k € Z e z € Z" considere a familia Q) = U Qre, no qual
LeN

1
Qre < R™ representa o cubo semiaberto a direita com vértice em (ﬁz> Cada cubo

Qe € denominado cubo diddico.

Diretamente da defini¢ao anterior verifica-se as seguintes propriedades sobre os cubos
diddicos:
(i) Fixado uma familia Qy, para todo x € R existe um unico cubo Q4 € Qy tal

que = € Qg € além disso Qi e, N Qre, = & para todo £y # (1;

(ii> Sejam Qk1,€1 € Qk1 € ka,fz € Qk2‘ Entao Qkhfl kaz,@ = (Jou Qkhel - Qk2,€2 (OU.
Qkots < Qryty), isto é, dados dois cubos diadicos quaisquer, eles serdo disjuntos

ou certamente um estara estritamente contido no outro;

(iii) Um cubo diddico Q4 € Qp esta contido em um tnico cubo diddico Qs € Q;

para cada j < k e Qj contém 2" cubos diadicos da familia Q..

Definigao B.0.2. Dada f € L} (R"), definimos a esperanca condicional de f com

loc

relacao a familia de cubos didadicos Qy por
. 1
Bt = 3 (o [ 7)) xato) (B.1)
o, QI Jg
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Observacao B.0.1. Note que a soma da expressio (B.1) estd bem definida uma vez

que para cada x € R™ existe apenas um cubo diddico da familia Qy que o contém.

Proposicao B.0.1. Se Q) = UQW e fe LY Q) entdo
LeN

L B f(2)dz L F(@)da.

Demonstracao. Como os cubos de uma mesma familia sao disjuntos e da Proposi¢ao

obtemos que
L Erf(z)dz = (Ekf(a:)xg(x)dx
— [ Bt @) Y vau @)

v leN

=[S Bef@)xa., (0)ds

Y teN

- f B f(2)xa, (2)da

LeN

= ZJ ( ! f (y)dy) XQp, ()dx
LeN

Qrel Jor.,

1
— %\; <m o00s f(y)dy> JXQk’[($>dx

= Y| fwady

¢eN Y Qe

= L f(y)dy.

Definigao B.0.3. Se f e L} (R"), definimos a funcio maximal diddica por

loc

Maf(x) = sup|Eyf(x)].

keZ

Proposicao B.0.2.
(i) O operador Myf é do tipo fraco (1,1);

(ii) Se f e L .(R") entdo

loc
lim Eif(x) = f(x), ¢.t.p.

k—+0

Demonstracao. Ver [§] p. 33.
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Lema B.0.1. Se f e L'(R"), entdo
lim Eyf(z) =0.
k——00

Demonstracao. Dado z € R" existe um tnico cubo Qre, € Qi tal que x € Q-

Assim,
1

= fla)de < 2" fli -0
|Qk,fo| Qk,éo

quando k — —oo.

]

Por fim, obtemos o resultado conhecido como Teorema de Decomposicao de

Calderén-Zygmund.

Teorema B.0.1 (Teorema de Decomposi¢ao de Calderén-Zygmund). Sejam f > 0
uma fungao integrdvel e A > 0. Entdo, existe uma sequéncia {Q;}jen de cubos diddicos

disjuntos (podem pertencer a familias distintas) tais que

(i) f(z) <\ qtpsex¢ UQj;

jeN
1
(i) g]@j < 5lflh
i) A< —— | f(z)dz < 272,
|QJ‘ Qj

Demonstragao. Dado A > 0, considere para cada k € Z o conjunto
Qp={zeR": Ef(x)>XNe E;f(z) < Asej <k},

isto é, x € O se Eyf(x) for a primeira esperanca condicional de f maior que A. Note

que:
(1) {Q%}rez s@o conjuntos disjuntos;
(ii) Q4 pode ser escrito como uma uniao de cubos diddicos da familia Qy.

Denote por
F)\ = {.Z' e R": Mdf(.CE) > )\}

Desta forma segue que

By =% (B.2)
keZ
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De fato, diretamente da definicao obtemos que €2, < F\ para todo k € Z, donde segue
que
U Qk e F,\.

keZ
Por outro lado, se x € F) entao da defini¢ao de supremo existe kg € Z tal que Ej, f(z) >
A. Como klim Eyf(z) =0, existe ky € Z tal que ky < ko e E; f(z) < A paratodo j < k.
——00

Desta forma, podemos escolher ky com ki < ko < kg tal que
E@f(l’) >Ae E]f(ZL’) < )\, VJ < ]{32.

Assim, temos que F) < €,, 0 que conclui a demonstracao da igualdade (B.2)). Conforme

visto, UQk ¢ uma familia enumeravel de cubos diadicos e desta forma obtemos a

keZ
sequéncia {Q);} en exigida pelo teorema.

Da Proposigao item (i) e da igualdade (B.2)) obtemos que

UQj

jeN

= [{xeR": Myf(x) > N}

N

1
X Hf”h

donde segue a parte (ii) do teorema.
Se x ¢ U Q)j entao x ¢ F) e de (B.2)) obtemos que z ¢ €, para todo k € Z e portanto

jeN

Erf(x) < A. Da Proposigao item (ii) segue
fl@) <A qtp,

o que demonstra a parte (i) do teorema.
Por fim, seja x € (); € {1, para algum ko € Z. Diretamente da definicao do conjunto

2k, temos que
1
Qj Qj

donde segue a primeira desigualdade de (iii). Para cada j € N, considere @j o cubo

f(@)de = By, f(z) > A,

concentrico a @; cujo lado é duas vezes maior. Note que como ); contém @);, entao

ele pertence (ou é comparavel) a um cubo de uma familia {2, com k& < ky. Logo pela
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definicao de €2, temos que a média de f no cubo @j é no maximo A. Portanto,

1 Q;] 1
— dr < —~ — d
Q] o, 1S 0] 15 Je, T
= " d
f@jf(m) v
< 2"\,

o que conclui a demonstracao do teorema.
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