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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
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Operadores de Calderón-Zygmund,

Pseudo-Diferenciais e Espaços de Hardy

Claudio Henrique Machado Vasconcelos Filho

Orientador: Prof. Dr. Tiago Henrique Picon

Dissertação apresentada ao Programa de

Pós-Graduação em Matemática da Univer-
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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar os espaços de Hardy no espaço euclidiano,

denotados por HppRnq, e sua versão localizável hppRnq. Como aplicações, mostraremos

que operadores de Calderón-Zygmund e pseudo-diferenciais são limitados em HppRnq e

hppRnq, respectivamente.

Palavras-chaves: Operadores de Calderón-Zygmund, Espaços de Hardy,

Operadores Pseudo-Diferenciais, Análise Harmônica.



ABSTRACT

The purpose of this work is to study the Hardy spaces HppRnq on euclidean spaces

and your localized version, known as hppRnq. As an application of this theory, we are

going to show that Calderón-Zygmund and pseudo-differential operators are bounded

in HppRnq and hppRnq, respectively.

Keywords: Calderón-Zygmund Operators, Hardy Spaces, Pseudodifferential

Operators, Harmonic Analysis.
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3.3.2 Decomposição Atômica em hppRnq . . . . . . . . . . . . . . 69

3.4 O espaço BMO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4 Aplicações 77
4.1 Operadores de Calderón-Zygmund . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.1.1 Demonstração do Teorema 4.1.2 para σ “ 1 . . . . . . . . 93
4.1.2 Demonstração do Teorema 4.1.3 . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em hppRnq . . . . . . . . . . . . . 102

A O contraexemplo de M. Bownik 109

B Decomposição de Calderón-Zygmund 114

Referências Bibliográficas 119
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Introdução

Neste trabalho estudaremos a teoria geral dos espaços de Hardy, operadores pseudo-

diferenciais e operadores de Calderón-Zygmund. Como aplicações, mostraremos que tais

operadores são limitados em espaços de Hardy.

O Caṕıtulo 1 será destinado a apresentação de resultados preliminares sobre Teoria

da Medida, Integração, Espaços Lp, Teoria das Distribuições e Análise de Fourier.

Embora cada tópico citado tenha importância fundamental para o entendimento do

texto, destacaremos apenas os resultados que serão úteis para os caṕıtulos seguintes (a

maioria das demonstrações serão omitidas).

O Caṕıtulo 2 é referente a teoria básica de operadores pseudo-diferenciais. Devido ao

caráter elementar do texto, buscou-se apenas o entendimento básico de alguns resultados

necesários para as aplicações.

O Caṕıtulo 3 destina-se a teoria geral dos espaços de Hardy HppRnq, sua versão

localizável hppRnq e do espaço BMOpRnq. Neste contexto, na Seção 3.1 buscamos

inicialmente introduzir a teoria de operadores maximais, em particular definir o

operador maximal de Hardy-Littlewood e provar as principais propriedades como a

continuidade em LppRnq para p ą 1. A necessidade de dedicar uma seção para o

estudo sistemático de tais operadores é a forte ligação com os espaços de Hardy, uma

vez que dentre as muitas abordagens posśıveis, escolheu-se a caracterização via funções

maximais. Na Seção 3.2 é realizado o estudo do espaço HppRnq, no qual destacamos

suas principais propriedades, completude e a conexão com os espaços LppRnq. Também

apresentaremos uma classe especial de elementos em HppRnq, denominados átomos e

um resultado clássico conhecido por Teorema de Decomposição Atômica, que permite

decompor elementos de HppRnq para 0 ă p ď 1 como uma soma enumerável de átomos.

Analogamente ao que foi desenvolvido para HppRnq, na Seção 3.3 introduziremos

os espaços de Hardy localizáveis, denotados por hppRnq e mostraremos propriedades

análogas as vistas na seção anterior. Por fim, na Seção 3.4 definiremos o espaço

BMOpRnq e mostraremos propriedades elementares que serão úteis no decorrer das

aplicações.

O Caṕıtulo 4 é o principal caṕıtulo deste trabalho e tem como objetivo apresentar
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0.0

uma aplicação da teoria de espaços de Hardy para a limitação de operadores pseudo-

diferenciais e operadores de Calderón-Zygmund. Inicialmente definiremos operadores de

Calderón-Zygmund e sua versão generalizada, denominada por operadores de Calderón-

Zygmund do tipo σ. Adaptando resultados encontrados nas referências [7], [2] e [1]

mostraremos que tais operadores são cont́ınuos em HppRnq, L8pRnq ´ BMOpRnq e

LppRnq. Por fim, seguindo a referência [15], mostraremos que uma classe particular de

operadores pseudo-diferenciais são limitados em hppRnq.

O Apêndice A é dedicado a expor o contraexemplo de um operador linear que muito

embora seja limitado uniformemente sobre H1-átomos não se estende continuamente em

H1pRnq. A técnica de mostrar a limitação uniforme de operadores lineares em átomos

é muito utilizada para inferir a continuidade em espaços de Hardy.

No Apêndice B mostraremos um resultado denominado Teorema de Decomposição

de Calderón-Zygmund, que será fundamental para provar a continuidade de operadores

de Calderón-Zygmund nos espaços LppRnq.

2



Caṕıtulo

1
Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo será de fixar a notação utilizada ao longo do texto e

fornecer resultados de Teoria da Medida e Integração, Teoria das Distribuições e Análise

Funcional que serão úteis posteriormente.

Devido ao caráter introdutório, a maioria das demonstrações serão omitidas.

1.1 Notações

Considere Rn “ tpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq : xj P R, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu o espaço Euclidiano

n-dimensional usual. Um elemento de Rn é denominado vetor e denotado por x “

px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq. Ao longo do texto, C sempre denotará uma constante positiva e embora

ela seja variável no decorrer de algumas manipulações algébricas, será sempre colocada

de forma invariante, a menos que exista necessidade de explicitar a natureza de outra

constante.

Com o propósito de facilitar a notação de derivadas, definimos α “ pα1, α2, ¨ ¨ ¨ , αnq P

Zn`, uma n-úpla de inteiros não-negativos, denominado múlti-́ındice. As operações com

multi-́ındices são dadas a seguir:

(i) |α| “
n
ÿ

j“1

αj;

(ii) α! “ α1! ¨ α2! ¨ ¨ ¨αn!;

(iii) β ď α, é equivalente a βj ď αj para todo j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n;

(iv) β ´ α “ pβ1 ´ α1, ¨ ¨ ¨ , βn ´ αnq, sempre que β ě α;

(v)

ˆ

α

β

˙

“

ˆ

α1

β1

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

αn
βn

˙

, se β ď α.
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1.1 Notações

As derivadas parciais euclidianas são denotados por Bj “
B

Bxj
e Dj “ ´iBj. Quando

considerados multi-́ındices, denotamos Bα “ Bα1
x1
¨ ¨ ¨ Bαnxn e Dα “ Dα1

x1
¨ ¨ ¨Dαn

xn .

Será útil ao longo do texto recorrer a fórmula de Leibniz e polinômio de Taylor nas

versões multi-́ındices que serão enunciadas a seguir:

1. Dαpfgqpxq “
ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

DβfpxqDα´βgpxq.

2. Seja f P C8pRnq. Então para todo N P Z` e x, y P Rn é válido

fpx` yq “
ÿ

|α|ăN

Bαfpxq

α!
yα `

ÿ

|β|“N

Bβfpθxq

β!
yβ, (1.1)

no qual θx P sx, x ` yr. A expressão (1.1) é conhecida por polinômio de Taylor

com resto de Lagrange.

1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

Nesta seção apresentaremos as definições e resultados de Teoria da Medida,

Integração e dos Espaços de Lebesgue Lp. Todos os resultados expostos foram retirados

e adaptados das referências [10] e [21].

Sejam X um conjunto não vazio e A uma coleção de subconjuntos de X. Dizemos

que A é uma σ-álgebra de X se:

(i) Se A P A, então XzA P A; 1

(ii) Se tAjujPN é uma sequência de conjuntos tal que Aj P A para todo j P N, então
ď

jPN

Aj P A.

Uma medida é uma função µ : AÑ r0,8s que satisfaz:

(i) µpHq “ 0;

(ii) Se tAjujPN é uma sequência de conjuntos disjuntos de A, então

µ

˜

ď

jPN

Aj

¸

“
ÿ

jPN

µpAjq.

Dizemos que uma medida é σ-finita se X “
ď

jPN

Aj no qual µpAjq ă 8 para todo j P N.

1O complementar de um conjunto A também será denotado por Ac.
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1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

Denotaremos por pX,Aq um espaço mensurável e pX,A, µq um espaço de medida2.

Além disso, uma medida satisfaz as propriedades abaixo.

Proposição 1.2.1. Seja pX,Aq um espaço mensurável. Então

(i) Se A1, A2 P A é tal que A1 Ă A2, então µpA1q ď µpA2q;

(ii) Se tAjujPN é uma sequência em A, então µ

˜

ď

jPN

Aj

¸

ď
ÿ

jPN

µpAjq.

Demonstração. Ver [10] p. 25.

Sejam pX,Aq e pY,Bq espaços mensuráveis e f : X Ñ Y uma função. Dizemos que

f é uma função pA,Bq-mensurável se f´1pBq P A para todo B P B, no qual f´1 denota

a imagem inversa de f .

Observação 1.2.1.

(i) Em geral, dizemos que f : RÑ C é Lebesgue-mensurável (ou apenas mensurável)

quando for pL,BCq-mensurável, no qual L denota a medida de Lebesgue em R e

BC a medida de Borel em C;

(ii) Representaremos por M` .
“ M`pX,A, µq o espaço das funções f : X Ñ r0,8s

mensuráveis.

Uma função é denominada simples se é uma combinação linear finita de funções

caracteŕısticas de conjuntos mensuráveis, isto é

ϕ “
n
ÿ

j“1

ajχAj ,

no qual aj P R, Aj P A são conjuntos dois a dois disjuntos para j “ 1, . . . , n e χ é dada

por

χAjpxq “

#

1, se x P Aj

0, se x R Aj.

Desta forma, definimos a integral de Lebesgue de uma função simples em M` por

ż

X

ϕ dµ
.
“

n
ÿ

j“1

ajµpAjq.

De maneira natural estenderemos o conceito de integração para f P M` e funções a

valores complexos. Nesta direção, o próximo resultado afirma que tais funções podem

ser aproximadas por funções simples.

2Quando não for necessário explicitar a σ-álgebra considerada, denotaremos apenas por pX,µq um
espaço de medida.
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1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

Proposição 1.2.2. Seja pX,Aq um espaço mensurável.

(a) Se f PM` então existe tϕjujPN uma sequência de funções simples tal que

(i) 0 ď ϕj ď ϕj`1 ď f , para todo j P N;

(ii) ϕjpxq Ñ fpxq quando j Ñ 8 para todo x P X;

(iii) ϕj Ñ f quando j Ñ 8 uniformemente em subconjuntos de X no qual f é

limitada.

(b) Se f : X Ñ C for uma função mensurável, então existe tϕjujPN uma sequência

de funções simples tal que

(i) 0 ď |ϕj| ď |ϕj`1| ď |f |, para todo j P N;

(ii) ϕjpxq Ñ fpxq quando j Ñ 8 para todo x P X;

(iii) ϕj Ñ f quando j Ñ 8 uniformemente em subconjuntos de X no qual f é

limitada.

Demonstração. Ver [10] p. 47.

Desta forma, para f PM` definimos a integral de Lebesgue de f com relação a medida

µ por

ż

X

fdµ
.
“ sup

"
ż

X

ϕdµ : ϕ PM` é uma função simples tal que 0 ď ϕ ď f

*

.

Definido integração para funções não-negativas, o próximo resultado estende este

conceito para funções que assumem valores negativos.

Definição 1.2.1. Sejam pX,A, µq um espaço mensurável e f : X Ñ R uma função

mensurável. As partes positiva e negativa de f são definidas respectivamente por

f`pxq “ max tfpxq, 0u,

f´pxq “ max t´fpxq, 0u.

Se

ż

X

f`dµ e

ż

X

f´dµ forem finitas, então dizemos que f é integrável e definimos

ż

X

fdµ
.
“

ż

X

f`dµ´

ż

X

f´dµ.

Por outro lado, se g : X Ñ C é uma função mensurável a valores complexos tal que

6



1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

Repgq e Impgq são funções integráveis, então g é integrável e

ż

X

gdµ
.
“

ż

X

Repgqdµ` i

ż

X

Impgqdµ.

Seja K “ R ou C e defina

L “ tf : X Ñ K tal que f é integrável.u

Considere sobre L a relação de equivalência dada por

f „ g ô f “ g q.t.p

e as classes de equivalência

rf s “ tg : X Ñ K tal que f “ g µ´ q.t.p.u

Denotaremos por L1pXq o conjunto

L1
pXq “ trf s : f P Lu

munidos das operações usuais de soma e produto de funções. Por simplicidade

denotaremos rf s por f .

Enunciaremos por fim dois resultados clássicos sobre convergência e integração.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Convergência Monótona). Seja tfjujPN uma sequência de

funções em M` tais que fj ď fj`1 para todo j P N e f “ lim
jÑ8

fj pontualmente x q.t.p.

Então

ż

X

fdµ “ lim
jÑ8

ż

X

fjdµ.

Demonstração. Ver [10] p. 50.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Convergência Dominada). Seja tfjujPN uma sequência de

funções em L1pXq tal que fj Ñ f q.t.p com f mensurável. Além disso, suponha que

exista uma função g P L1pXq tal que para todo x P X e j P N

|fjpxq| ď gpxq.

Então f P L1pXq e
ż

X

fdµ “ lim
jÑ8

ż

X

fjdµ.
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1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

Demonstração. Ver [10] p. 54.

Como consequência do Teorema da Convergência Monótona obtemos o seguinte

resultado.

Corolário 1.2.1. Seja tfjujPN uma sequência em L1pXq tal que
ÿ

jPN

ż

|fj|dµ ă 8.

Então
ÿ

jPN

fj converge q.t.p a uma função em L1pXq e

ż

X

˜

ÿ

jPN

fj

¸

dµ “
ÿ

jPN

ż

X

fjdµ.

Demonstração. Ver [10] p. 55.

O próximo resultado, conhecido como Teorema de Fubini-Tonelli, justifica a

permutação de integrais.

Definição 1.2.2. Sejam pX,M, µq e pY,N , νq espaços de medida. Se E Ă XˆY , para

cada x P X e y P Y fixados, definimos a x-seção de E por Ex “ ty P Y : px, yq P Eu

e a y-seção de E por Ey “ tx P X : px, yq P Eu. Analogamente, se f é uma função

definida em X ˆ Y , definimos a x-seção fx e a y-seção fy por fxpyq “ fypxq “ fpx, yq.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sejam pX,M, µq e pY,N , νq espaços de

medida σ-finitos.

(a) Se f P M`pX ˆ Y q, então gpxq “

ż

fxpyqdν P M`
pXq, hpyq “

ż

fypxqdµ P

M`
pY q e

ż

fdpµˆ νq “

ż
„
ż

fpx, yqdνpyq



dµpxq

“

ż
„
ż

fpx, yqdµpxq



dνpyq. (1.2)

(b) Se f P L1pµ ˆ νq, então fxpyq P L1pνq, e fypxq P L1pµq q.t.p. Além disso, as

funções gpxq “

ż

fxpyqdν P L1
pµq, hpyq “

ż

fypxqdµ P L1
pνq e vale a identidade

(1.2).

Demonstração. Ver [10] p. 67.

No que segue iremos definir os espaços Lp, denominados espaços de Lebesgue.

Analogamente à definição do espaço L1, os elementos de Lp são classes de equivalência

8



1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

de funções µ-equivalentes e por conveniência continuaremos a denotar rf s apenas por

f .

Definição 1.2.3. Sejam pX,µq um espaço de medida e f : X Ñ C uma função

mensurável. Para cada 1 ď p ă 8 definimos

}f}p “

ˆ
ż

X

|f |pdµ

˙
1
p

e

LppXq “ tf : X Ñ C tal que }f}p ă 8u .

Para p “ 8, definimos

}f}8 “ inf ta ě 0 : µptx : |fpxq| ą auq “ 0u
.
“ ess sup

xPX
|fpxq|

e

L8pXq “ tf : X Ñ C tal que }f}8 ă 8u .

Observação 1.2.2. Para o desenvolvimento deste trabalho estaremos interessados em

X “ Rn e neste caso omitiremos o domı́nio de integração para simplificar a notação.

Definição 1.2.4. Considere 0 ă p, p1 ă 8. Dizemos que p e p1 são expoentes

conjugados se
1

p
`

1

p1
“ 1.

Dizemos também que 1 é o expoente conjugado de 8 e vice-versa.

No que segue enunciaremos duas propriedades importantes dos espaços Lp.

Proposição 1.2.3 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 ď p ď 8 e p1 seu expoente

conjugado. Se f P Lp e g P Lp
1

, então o produto f ¨ g P L1 e

}f ¨ g}1 ď }f}p ¨ }g}p1 .

Demonstração. Ver [10] p. 182.

Proposição 1.2.4 (Desigualdade de Minkowski). Considere 1 ď p ď 8 e f, g P Lp.

Então vale a desigualdade triangular

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p.

Demonstração. Ver [10] p. 183.

9



1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

Como consequência da desigualdade de Minkowski, mostra-se que pLp, } ¨ }pq é um

espaço vetorial normado para 1 ď p ď 8. Além disso, é um espaço de Banach.

No que segue listaremos propriedades importantes dos espaços Lp.

Proposição 1.2.5 (Teorema da Representação de Riesz). Sejam p e p1 expoentes

conjugados tal que 1 ď p1 ă 8. Se f P Lp
1

, então

}f}p1 “ sup

"
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

f ¨ g

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

: }g}p “ 1

*

.

Demonstração. Ver [10] p. 188.

Proposição 1.2.6. Sejam 1 ă p, p1 ă 8 expoentes conjugados. Então Lp é reflexivo e

pLpq˚ – Lp
1

.3 Além disso, pL1q˚ “ L8.

Demonstração. Ver [10] p. 190.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam pX,M, µq e

pY,N , νq espaços de medida σ-finitos. Se f ě 0 é uma função mensurável definida

em X ˆ Y e 1 ď p ă 8, então

„
ż
ˆ
ż

fpx, yqdνpyq

˙p

dµpxq


1
p

ď

ż
„
ż

fpx, yqpdµpxq


1
p

dνpyq.

Demonstração. Ver [10] p. 194.

Quando considerado o cálculo de integrais no Rn para funções radiais, será útil um

resultado que reduz a uma integração real.

Proposição 1.2.7. Seja f uma função mensurável definida em Rn, não-negativa e

integrável tal que fpxq “ gp|x|q para alguma função g definida em p0,8q Ă R, isto é,

radial. Então
ż

Rn
fpxqdx “ σpSn´1

q

ż 8

0

gprqrn´1dr,

no qual σ representa a medida de Borel de Sn´1.

Demonstração. Ver [10] p. 79.

Observação 1.2.3. Na proposição anterior dx é a notação utilizada quando

consideramos a medida de Lebesgue sobre Rn ou R.

3– indica dois espaços isometricamente isomorfos.
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1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

Com o propósito de enunciar um resultado conhecido por Teorema de Lebesgue-

Radon-Nikodym, considere as seguintes definições.

Definição 1.2.5.

(i) Seja pX,Aq um espaço mensurável. Uma medida com sinal é uma função µ :

AÑ r´8,8s tal que

(a) µpHq “ 0;

(b) µ assume apenas uma das grandezas ´8 e 8;

(c) Se tEjujPN é uma sequência disjunta de conjuntos em A, então

µ

˜

ď

jPN

Ej

¸

“
ÿ

jPN

µpEjq,

no qual a soma acima converge absolutamente.

(ii) Seja pX,Aq um espaço mensurável. Uma medida complexa é uma função ν : AÑ
C tal que

(a) νpHq “ 0;

(b) Se tEjujPN é uma sequência disjunta de conjuntos em A, então

ν

˜

ď

jPN

Ej

¸

“
ÿ

jPN

νpEjq,

no qual a série acima converge absolutamente.

(iii) Sejam µ uma medida positiva e ν medida com sinal definidas em uma σ-álgebra

A. Dizemos que ν é absolutamente cont́ınua com respeito a µ, denotado ν ! µ,

se νpAq “ 0 para todo A P A tal que µpAq “ 0;

(iv) Sejam µ1 e µ2 medidas com sinal definidas em A. Dizemos que µ1 e µ2 são

mutuamente singular, denotado por µ1 K µ2 se existem A,B P A com AXB “ H

tal que X “ AYB, A é nulo para µ1 e B é nulo para µ2, isto é, µ1pEq “ 0 para

todo E Ď A e µ2pF q “ 0 para todo F Ď B.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym). Sejam µ uma medida σ-finita

positiva e λ uma medida complexa definidas em pX,Aq. Então:

(i) Existem λa e λs medidas complexas sobre A tal que λ “ λa`λs, λa ! µ e λs K µ;

11



1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

(ii) Existe uma única função h P L1pXq tal que para todo E P A

λapEq “

ż

E

hdµ.

Demonstração. Ver [21] p. 121.

O próximo resultado, conhecido por Teorema da Caracterização de Riesz, identifica

todos os funcionais lineares cont́ınuos definidos em C0pRnq, conhecido como espaço das

funções que decaem no infinito, isto é

C0pRn
q
.
“ tf : Rn

Ñ C cont́ınua tal que |fpxq| Ñ 0 quando |x| Ñ 8u.

Propriedades do espaço C0pRnq podem ser consultadas em [21] p. 70.

Definição 1.2.6. Uma medida de Borel µ definida em Rn é denominada regular se

satisfaz:

(i) µpKq ă 8, para todo K Ă Rn compacto;

(ii) µpEq “ suptµpKq : K Ă E, K compactou;

(iii) µpEq “ inftµpUq : U Ă E, U abertou.

Observação 1.2.4. Uma medida complexa µ é denominada regular quando sua

variação total |µ|, que é uma medida positiva, é regular (veja [10] p. 93 para a definição

da variação total de uma medida complexa).

Teorema 1.2.6 (Teorema da Representação de Riesz). Se Φ : C0pRnq Ñ R é um

funcional linear cont́ınuo, então Φ pode ser representado por uma única medida de

Borel complexa e regular, no seguinte sentido

Φpϕq “

ż

Rn
ϕdµ, @ ϕ P C0pRn

q.

Demonstração. Ver [21] p. 130

Denotemos por MpXq o conjunto das medidas regulares finitas de Borel. Então o

Teorema de Representação de Riesz afirma que existe um isomorfismo entre MpXq e

C0pXq
˚ (veja em [10] p. 223). Um resultado clássico afirma que para f P L1pRnq a

aplicação

µpEq
.
“

ż

E

fpxqdx, E Ă Rn

12



1.2 Teoria da Medida e os Espaços Lp

define uma medida regular complexa (ou com sinal) e portanto L1pRnq ĂMpRnq. Como

consequência temos o seguinte resultado.

Corolário 1.2.2. L1pRnq Ă C0pRnq˚.

1.3 Teoria das Distribuições

A formulação da Teoria das Distribuições teve origem em 1945 pelo matemático

francês Laurent Schwartz e foi motivada por problemas que surgiram na F́ısica, como

por exemplo a necessidade de uma formulação matemática precisa e rigorosa para a

então chamada “função” delta de Dirac.

Ao longo desta seção Ω Ď Rn denotará um conjunto aberto e f : Ω Ñ C uma função

cont́ınua. Definimos o suporte de f, denotado por supppfq como o fecho do conjunto

tx P Ω : fpxq ‰ 0u.

Definição 1.3.1. Denotaremos por C8c pΩq o conjunto das funções f : Ω Ñ C
infinitamente diferenciáveis com suporte compacto. Cada f P C8c pRnq é denominada

função teste.

Exemplo 1.3.1. Construiremos neste exemplo uma função ϕ P C8c pRnq tal que ϕ ě 0

e

ż

ϕpxqdx “ 1. Considere inicialmente f : R Ñ R e α : Rn Ñ R funções C8pRq e

C8pRnq respectivamente, dadas por

fptq “

#

e´1{t, t ą 0

0, t ď 0

e

αpxq “ 1´ }x}2.

Defina g : Rn Ñ R uma função C8pRnq dada por gpxq “ pf ˝ αqpxq. Note que g ě 0,

supppgq Ă Br0, 1s e

ż

Rn
gpxqdx ă 8. Desta forma, basta considerarmos ϕpxq “ gpxq{C,

no qual C “

ż

Rn
gpxqdx para obtermos a função desejada.

Exemplo 1.3.2. Existe uma função ϕ P C8c pRq tal que supppϕq Ď Bp0, 2q e ϕpxq “ 1

se x P Bp0, 1q.

A construção da função citada no exemplo anterior baseia-se no seguinte resultado:

Proposição 1.3.1. Seja K Ă Rn um subconjunto compacto. Então existe ϕ P C8c pRnq

tal que 0 ď ϕ ď 1 e ϕpxq “ 1 em uma vizinhança de K.

13



1.3 Teoria das Distribuições

Demonstração. Ver [17] p. 7.

O próximo resultado estabelece uma conexão entre os espaços C8c pRnq e LppRnq e

como consequência mostraremos a invariância por translação dos espaços LppRnq.

Proposição 1.3.2. C8c pRnq é denso em LppRnq para 1 ď p ă 8.

Demonstração. Ver [21] p. 69.

Proposição 1.3.3. Seja f P LppRnq para 1 ď p ă 8. Então

lim
|h|Ñ0

}fp¨ ` hq ´ f}p “ 0.

Demonstração. Pela Proposição 1.3.2, dado ε ą 0, existe g P C8c pRnq tal que

}f ´ g}p ă
ε

3
. (1.3)

Como g P C8c pRnq, pela Desigualdade do Valor Médio obtemos

}gp¨ ` hq ´ g}pp “

ż

Rn
|gpx` hq ´ gpxq|pdx

ď |h|p
ż

supppgq

sup
0ătă1

|g1px` thq|pdx

ď C |h|p.

Assim, para |h| suficientemente pequeno obtemos que

}gp¨ ` hq ´ g}p ă
ε

3
(1.4)

Portanto, utilizando a desigualdade triangular, (1.3) e (1.4), obtemos

}fp¨ ` hq ´ f}p ď }fp¨ ` hq ´ gp¨ ` hq}p ` }gp¨ ` hq ´ g}p ` }g ´ f}p ă
ε

3
`
ε

3
`
ε

3
“ ε.

No que segue apresentaremos a noção de convergência em C8c pΩq. É posśıvel

estabelecer uma topologia em C8c pΩq tal que a convergência coincida com a definida

abaixo.4

Definição 1.3.2. Dizemos que uma sequência tφjujPN Ă C8c pΩq converge a zero em

C8c pΩq se

4Na referência [17] p. 9, mostra-se que a topologia definida em C8c pΩq no qual o conceito de
convergência coincide com o definido em 1.3.2 não provém de uma métrica.
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1.3 Teoria das Distribuições

(i) Existe um conjunto compacto K Ă Ω tal que supppφjq Ď K, para todo j P N;

(ii) Para todo α P Zn`, Bαφj Ñ 0 uniformemente quando j Ñ 8.

Tendo definido C8c pΩq e convergência neste espaço, estamos com as ferramentas

necessárias para introduzir o conceito de distribuição.

Definição 1.3.3. Uma distribuição em Ω é um funcional u : C8c pΩq Ñ C linear e

cont́ınuo. A continuidade do funcional u é no sentido da Definição 1.3.2, isto é, se

tφjujPN converge a zero em C8c pΩq, então upφjq
.
“ xu, φjy converge a zero em C (no

sentido usual). Denotaremos o espaço das distribuições por D1pΩq.

Exemplo 1.3.3. Se a P Ω e δa : C8c pΩq Ñ C é um funcional dado por δapφq “ φpaq,

então δa P D1pΩq. Se a “ 0 denotaremos δ0 “ δ, o qual é denominado delta de Dirac

na origem.

Definição 1.3.4. Seja f uma função mensurável. Dizemos que f P L1
locpΩq se para

cada compacto K Ă Ω,
ż

K

|fpxq|dx ă 8.

Exemplo 1.3.4. LppΩq Ă L1
locpΩq para 1 ď p ď 8. De fato, seja f P LppΩq e K Ă Ω

um conjunto compacto. Por meio da Desigualdade de Hölder obtemos que

ż

K

|fpxq|dx “

ż

Ω

|fpxq|χKpxqdx

ď }f}p|K|
1{p1

ă 8,

donde segue que f P L1
locpΩq.

Exemplo 1.3.5. Seja f P L1
locpΩq. Se Tf : C8c pΩq Ñ C é dado por

Tf pφq
.
“ xf, φy “

ż

Ω

fpxqφpxqdx, @ φ P C8c pRn
q,

então Tf P D1pΩq. Verifiquemos a continuidade uma vez que a linearidade é imediata

por propriedades de integração. Seja tφjujPN Ă C8c pΩq uma sequência convergindo a

zero em C8c pRnq. Logo, existe um conjunto compacto K Ă Ω tal que supppφjq Ď K

para todo j P N e podemos supor sem perda de generalidade que

ż

K

fpxqdx ‰ 0, pois

caso contrário fpxq “ 0 q.t.p x P K e portanto xTf , φjy “ 0 @ j P N. Para todo ε ą 0,

existe j0 P N tal que

|φjpxq| ă
ε

ż

K

|fpxq|dx

, @ x P K e j ě j0.
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1.3 Teoria das Distribuições

Desta forma, para todo j ě j0 temos que

|xTf , φjy| ď

ż

supppφjq

|fpxq| |φjpxq|dx

ď

ż

K

|fpxq| |φjpxq|dx

ă
ε

ż

K

|fpxq|dx

¨

ż

K

|fpxq|dx

“ ε.

Dizemos que duas distribuições u, v P D1 são iguais se xu, φy “ xv, φy para toda

φ P C8c pRnq.

Proposição 1.3.4. Sejam f, g P L1
locpΩq. Então Tf “ Tg se, e somente se f “ g q.t.p

x P Ω.

Demonstração. Ver [17] p. 11.

Observação 1.3.1. Por meio do funcional Tf definido no Exemplo 1.3.5 e da

Proposição 1.3.4 , podemos associar o espaço L1
locpΩq como um subespaço de D1pΩq

pela identificação f – Tf .

Exemplo 1.3.6. Seja µ uma medida de Borel definida em Ω e suponha adicionalmente

que µpKq ă 8 para todo conjunto compacto K.5 Então

xµ, φy “

ż

Ω

φdµ, @ φ P C8c pΩq (1.5)

define uma distribuição. Para mostrarmos a continuidade, considere tφjujPN Ă C8c pΩq

uma sequência convergindo a zero como na Definição 1.3.2 e seja K Ă Ω um conjunto

compacto tal que supppφjq Ă K para todo j P N. Assim, para todo ε ą 0, existe j0 P N
tal que para todo j ě j0 e x P K

|φjpxq| ă
ε

µpKq
.

Desta forma, para todo j ě j0,

|xµ, φjy| ď

ż

K

|φj|dµ

ă
ε

µpKq
µpKq, @ j ě j0

“ ε, @ j ě j0.

5Uma medida com esta propriedade é denominada localmente finita.
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1.3 Teoria das Distribuições

Podemos definir em D1 operações como soma, produto por escalar, produto por uma

função C8 e derivação de uma distribuição. Devido ao carater introdutório desta seção,

limitaremos a apresentação de tais conceitos que podem ser consultados na referência

[17].

Definição 1.3.5. Seja u P D1pΩq. Definimos a j-ésima derivada de u para j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n

por

xBju, φy
.
“ ´xu, Bjφy, @ φ P C

8
c pΩq.

Analogamente, para todo α P Zn`,

xB
αu, φy

.
“ p´1q|α|xu, Bαφy, @ φ P C8c pΩq.

Exemplo 1.3.7. Considere H : Rzt0u Ñ R, denominada função de Heaviside, dada

por

Hpxq “

#

1, x ą 0;

0, x ă 0.

Como H P L1
locpRq, temos que TH P D1pRq e portanto podemos calcular a derivada de

H no sentido das distribuições. Desta forma, por meio do Teorema Fundamental do

Cálculo temos que para toda φ P C8c pRq

xBH,φy “ ´

ż

HpxqBφpxqdx

“ ´

ż 8

0

Bφpxqdx

“ ´

ż m

0

Bφpxqdx, no qual supppφq Ă r´m,ms

“ φp0q “ xδ, φy.

Logo BH “ δ.

Definição 1.3.6. Dizemos que uma sequência tujujPN Ă D1pΩq converge a zero em

D1pΩq se xuj, φy Ñ 0 em C quando j Ñ 8 para toda φ P C8c pΩq.

Observação 1.3.2. É posśıvel mostrar que muitas noções de convergência em espaços

de funções implicam em convergência em D1pΩq via a inclusão L1
locpΩq Ă D1pΩq. Para

maiores detalhes, veja a referência [17] p. 55.

1.4 Convolução

Nesta seção definiremos o conceito de convolução entre duas funções cont́ınuas e

estenderemos para os espaços LppRnq e D1pRnq.
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1.4 Convolução

Definição 1.4.1. Sejam f, g : Rn Ñ C funções cont́ınuas tais que ao menos uma delas

possui suporte compacto. Definimos a operação convolução de f por g como

f ˚ gpxq
.
“

ż

fpx´ yqgpyqdy “

ż

gpx´ yqfpyqdy.

Motivado pela definição anterior, podemos definir convolução de uma distribuição

por uma função teste.

Definição 1.4.2. Sejam u P D1pRnq e φ P C8c pRnq. Definimos a convolução de u por

φ como

u ˚ φpxq ¨ xu, rφxy,

no qual rφxpyq “ φpx´ yq.

Um exemplo interessante é a convolução da distribuição delta de Dirac, pois ela se

comporta como uma “função identidade” com relação a esta operação.

Exemplo 1.4.1. Se φ P C8c pRnq, então δ ˚ φpaq “ xδ, φpa´ ¨qy “ φpaq.

O próximo resultado exemplifica como a operação de derivação se comporta com

relação a convolução.

Teorema 1.4.1. Se u P D1pRnq e φ P C8c pRnq, então u ˚ φpxq P C8pRnq e além disso

Dα
pu ˚ φq “ pDαuq ˚ φ “ u ˚ pDαφq, @ α P Zn`.

Demonstração. Ver [17] p. 62.

Note que na Definição 1.4.1 apresentada anteriormente exigimos que pelo menos uma

das funções tenha suporte compacto. Nosso objetivo agora será estender este conceito

para funções em LppRnq.

Teorema 1.4.2. Sejam f P L1pRnq e g P LppRnq para 1 ď p ď 8. Então a integral

f ˚ gpxq “

ż

fpx´ yqgpyqdy (1.6)

está bem definida q.t.p x P Rn e além disso vale a desigualdade

}f ˚ g}p ď }f}1}g}p. (1.7)

A desigualdade (1.7) é conhecida por Desigualdade de Young.
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Demonstração. Considere inicialmente p “ 1. Para mostrar que (1.6) está bem

definida q.t.p é suficiente verificar que

hpxq “

ż

|fpx´ yq| |gpyq|dy ă 8 q.t.p.

Do Teorema de Fubini obtemos que

ż

hpxqdx ď

ż ż

|fpx´ yq| |gpyq|dydx

“

ż

|gpyq|

ż

|fpx´ yq|dxdy

ď

ż

|gpyq|}f}1dy

“ }f}1}g}1 ă 8.

Logo f ˚ gpxq ă 8 q.t.p. A desigualdade (1.7) segue da estimativa

}f ˚ g}1 “

ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fpx´ yqgpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď

ż ż

|fpx´ yq| |gpyq|dydx

ď }f}1}g}1.

Se 1 ă p ă 8, considere

hppxq “

ż

|fpx´ yq| |gpyq|pdy.

De forma análoga ao que foi feito anteriormente, note que

ż

hppxqdx “

ż ż

|fpx´ yq| |gpyq|pdydx

“

ż

|gpyq|p
ż

|fpx´ yq|dxdy

ď }f}1

ż

|gpyq|pdx

“ }f}1}g}
p
p.
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Seja p1 o expoente conjugado de p. Da Desigualdade de Hölder segue que

ż

|fpx´ yq| |gpyq|dy “

ż

|fpx´ yq|
1
p1

´

|fpx´ yq|
1
p |gpyq|

¯

dy

ď

ˆ
ż

|fpx´ yq|dy

˙
1
p1
ˆ
ż

|fpx´ yq| |gpyq|pdy

˙
1
p

“ }f}
1{p1

1 rhppxqs
1{p
ă 8.

Logo f ˚ gpxq ă 8 q.t.p. Por fim,

}f ˚ g}p “

ˆ
ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fpx´ yqgpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

˙
1
p

ď

ˆ
ż
ˆ
ż

|fpx´ yq| |gpyq|dy

˙p

dx

˙
1
p

ď }f}
1{p1

1

ˆ
ż

hppxqdx

˙
1
p

“ }f}
1{p1

1

ˆ
ż ż

|fpx´ yq| |gpyq|pdydx

˙
1
p

“ }f}
1{p1

1

ˆ
ż

|gpyq|p
ż

|fpx´ yq|dxdy

˙
1
p

“ }f}
1{p1

1 }f}
1{p
1 }g}p

“ }f}1}g}p.

O caso p “ 8 é imediato pois

ż

|fpx´ yq| |gpyq|dy ď }g}8}f}1.

1.5 Transformada de Fourier

Seja f P L1pRnq. Definimos a transformada de Fourier de f por

pfpξq
.
“ p2πq´n{2

ż

e´ixx,ξyfpxqdx, (1.8)

no qual xx, ξy
.
“

n
ÿ

j“1

xjξj denota o produto interno usual em Rn.
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Observação 1.5.1. A expressão (1.8) é linear e está bem definida, uma vez que

| pfpξq| ď p2πq´n{2
ż

|e´ixx,ξy| |fpxq|dx “

ż

|fpxq|dx ă 8.

Proposição 1.5.1. pf é uma função cont́ınua.

Demonstração. Considere tξjujPN Ă Rn uma sequência tal que ξj Ñ ξ0 quando

j Ñ 8. É suficiente mostrarmos que pfpξjq Ñ pfpξ0q quando j Ñ 8, isto é

p2πq´n{2
ż

pe´ixx,ξjy ´ e´ixx,ξ0yqfpxqdxÑ 0 quando j Ñ 8,

o que é imediato pelo Teorema da Convergência Dominada. De fato, defina

hjpxq “ pe
´ixx,ξjy ´ e´ixx,ξ0yqfpxq.

Temos que para todo j P N as funções hj são integráveis (produto de funções

integráveis), hj Ñ 0 pontualmente q.t.p e |hjpxq| ď 2|fpxq|, o que completa a

demonstração.

Embora a transformada de Fourier seja definida para funções em L1pRnq, este espaço

não é invariante pela transformada de Fourier, isto é f P L1pRnq não implica que
pf P L1pRnq.

Exemplo 1.5.1. Considere r´1, 1s Ă R. É imediato que a função χr´1,1s P L
1pRq e

mostremos que pχr´1,1s R L
1pRq. De fato, note inicialmente que

pχr´1,1spξq “ p2πq´1{2

ż 8

´8

e´ixξχr´1,1spxqdx

“ p2πq´1{2

ż 1

´1

e´ixξdx

“ p2πq´1{2 eiξ ´ e´iξ

iξ

e desta forma

ż 8

´8

ˇ

ˇ

pχr´1,1s

ˇ

ˇ dξ “ p2πq´1{2

ż 8

´8

ˇ

ˇeiξ ´ e´iξ
ˇ

ˇ

|ξ|
dξ

“ 2p2πq´1{2

ż 8

´8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

senpξq

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dξ,

no qual a última integral é divergente e portanto pχr´1,1s R L
1pRq.
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A seguir apresentaremos um subespaço de L1pRnq que contém C8c pRnq e é invariante

pela transformada de Fourier.

Definição 1.5.1. Denotamos SpRnq, denominado espaço de Schwartz, o conjunto das

funções f P C8pRnq tais que para quaisquer α, β P Zn`,

sup
xPRn

|xαDβfpxq| ă 8.

Geometricamente as funções em SpRnq decaem no infinito mais rapidamente do que

qualquer polinômio.

Observação 1.5.2. Se f P SpRnq, então }f}α,β “ sup
xPRn

|xαDβfpxq| define uma semi-

norma em SpRnq. A famı́lia BN “ t}¨}α,β : |α| ď N, |β| ď N, N P Nu de semi-normas

define uma topologia sobre SpRnq.6

Tendo em vista a observação anterior, dizemos que a sequência tϕjujPN converge a

zero em SpRnq se para quaisquer α, β P Zn` temos que
 

xαDβϕj
(

jPN converge a zero

uniformemente em x P Rn.

Proposição 1.5.2. Se f P SpRnq, então lim
|x|Ñ8

xαDβfpxq “ 0 para quaisquer α, β P Zn`.

Demonstração. Sejam α P Zn` e ej “ p0, ¨ ¨ ¨ , 1, ¨ ¨ ¨ , 0q o j-ésimo vetor canônico.

Como f P SpRnq, para todo x P Rn temos que

ˇ

ˇ|x|2xαDβfpxq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

xα`2ejDβfpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

j“1

ˇ

ˇxα`2ejDβfpxq
ˇ

ˇ

ď Cα,β.

Portanto
ˇ

ˇxαDβfpxq
ˇ

ˇ ď
Cα,β
|x|2

,

donde segue o resultado.

Exemplo 1.5.2. Note que C8c pRnq Ĺ SpRnq e convergência em C8c pRnq implica em

convergência em SpRnq. Um exemplo de uma função que está em SpRnq e não possui

suporte compacto é fpxq “ e´|x|
2

.

6Veja o Teorema 1.37 p. 26 da referência [20].
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1.5 Transformada de Fourier

Observação 1.5.3. Como consequência do Exemplo 1.5.2 e da Proposição 1.3.2 temos

que SpRnq é denso em LppRnq para 1 ď p ă 8. É posśıvel mostrar também que C8c pRnq

é denso em SpRnq (ver [17] p. 80).

Exemplo 1.5.3. SpRnq Ă L1pRnq. De fato, seja f P SpRnq. Da Definição 1.5.1

considerando α P Zn` tal que |α| “ n ` 1 e β “ 0 obtemos que |fpxq| ă
C

|x|n`1
, para

todo x P Rnzt0u. Assim,

ż

|fpxq|dx “

ż

|x|ď1

|fpxq|dx`

ż

|x|ą1

|fpxq|dx

ď sup
|x|ď1

|fpxq| |Bp0, 1q| ` C

ż

|x|ą1

1

|x|n`1

“ sup
|x|ď1

|fpxq| |Bp0, 1q| ` C|Sn´1
|

ż 8

1

r´2dr ă 8.

No próximo resultado, mostraremos algumas propriedades da transformada de

Fourier.

Proposição 1.5.3. Seja f P SpRnq. Então para todo α, β P Zn`, é válido:

(a) {pDαfqpξq “ ξα pfpξq;

(b)
´

Dβ
pf
¯

pξq “ {p´xqβfpξq;

(c) pf P SpRnq.

Demonstração.

(a) Integrando por partes, obtemos

zDαfpξq “ p2πq´n{2
ż

e´ixx,ξyDαfpxqdx

“ p2πq´n{2
ż

ξαe´ixx,ξyfpxqdx

“ ξα pfpξq.

(b) Basta observar que

Dβ
pfpξq “ p2πq´n{2Dβ

ˆ
ż

e´ixx,ξyfpxqdx

˙

“ p2πq´n{2
ż

p´xqβe´ixx,ξyfpxqdx

“ {p´xqβfpξq.
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1.5 Transformada de Fourier

(c) Sejam α, β P Zn`. Usando (a) e (b), obtemos que

ˇ

ˇ

ˇ
ξαDβ

pfpξq
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
ξα {p´xqβfpξq

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

{Dαp´xqβfpξq
ˇ

ˇ

ˇ
.

Uma vez que p´xqβf P SpRnq, então Dαp´xqβf P SpRnq e pelo Exemplo 1.5.3,

pertence a L1pRnq. Desta forma,

sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ
ξαDβ

pfpξq
ˇ

ˇ

ˇ
“ sup

xPRn

ˇ

ˇ

ˇ

{Dαp´xqβfpξq
ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p2πq´n{2
ż

e´ixx,ξyDα
rp´xqβfpxqsdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď p2πq´n{2 sup
xPRn

ż

ˇ

ˇDα
rp´xqβfpxqs

ˇ

ˇ dx

ď p2πq´n{2}Dα
p´xqβf}1 ă 8,

donde segue que pf P SpRnq.

Corolário 1.5.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Se f P L1pRnq, então pfpξq Ñ 0 quando

|ξ| Ñ 8.

Demonstração. Para f P SpRnq o resultado é válido pois pf P SpRnq. A generalização

para f P L1pRnq segue por meio da Observação 1.5.3.

O próximo resultado afirma que a transformada de Fourier é uma aplicação

continuamente inverśıvel e estabelece uma fórmula expĺıcita para a inversa.

Teorema 1.5.1 (Fórmula de Inversão da Transformada de Fourier). Seja f P SpRnq.

Então
q

pf “ f , no qual a operação q

7 é definida por

qfpxq “ p2πq´n{2
ż

eixx,ξyfpξqdξ. (1.9)

Desta forma, qf é denominada inversa da transformada de Fourier.

Demonstração. Ver [17] p. 77.

7A transformada inversa de Fourier também é denotada por F´1
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1.5 Transformada de Fourier

Proposição 1.5.4 (Fórmula de Plancherel). Seja f P SpRnq. Então a aplicação f ÞÑ pf

pode ser estendida unicamente a um operador unitário em L2pRnq, isto é

} pf}2 “ }f}2, (1.10)

conhecido por fórmula de Plancherel.

Demonstração. Ver [26] p. 20.

Nosso objetivo daqui em diante será estender o conceito da transformada de Fourier

para funcionais lineares e cont́ınuos definidos em SpRnq.8

Definição 1.5.2. Um funcional linear e cont́ınuo definido em SpRnq é denominado

distribuição temperada. Denotaremos o espaço das distribuições temperadas por S 1pRnq.

Como C8c pRnq é um subespaço denso de SpRnq e a restrição de funcionais em S 1pRnq

no conjunto C8c pRnq define uma distribuição em D1pRnq temos que S 1pRnq Ă D1pRnq.

Além disso se uj Ñ 0 em S 1pRnq quando j Ñ 8, então uj Ñ 0 em D1pRnq.

Definição 1.5.3. Se u P S 1pRnq, então definimos a transformada de Fourier de u como

xpu, φy
.
“ xu, pφy, @ φ P SpRn

q.

Note que como pφ P SpRnq, então a transformada de Fourier de u está bem definida

e além disso é cont́ınua e inverśıvel em S 1pRnq.

8Toda a preocupação de encontrar um espaço que seja invariante pela transformação de Fourier tem
importância na garantia da existência desta extensão. Para um estudo mais aprofundado, consulte
[17] p. 73.
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Caṕıtulo

2
Operadores Pseudo-Diferenciais

O intuito deste caṕıtulo é apresentar, de forma introdutória, a teoria de operadores

pseudo-diferenciais e suas principais propriedades.

2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpSmpRnq

Para motivarmos a definição de tais operadores, considere o operador diferencial

P pDq dado por

P pDq “
ÿ

|α|ďm

aαD
α, (2.1)

no qual aα P C. Associado a ele, considere o śımbolo do operador (2.1) definido como

ppξq “
ÿ

|α|ďm

aαξ
α, ξ P Rn. (2.2)

Nosso objetivo será reescrever o operador (2.1) em termos de seu śımbolo (2.2). Assim,

considere ϕ P SpRnq e note que

P pDqϕpxq “
ÿ

|α|ďm

aαpzDαϕq q pxq

“
ÿ

|α|ďm

aαpξ
α
pϕq q pxq

“
ÿ

|α|ďm

aαp2πq
´n{2

ż

eixx,ξyξαpϕpξqdξ

“ p2πq´n{2
ż

eixx,ξy

¨

˝

ÿ

|α|ďm

aαξ
α

˛

‚

pϕpξqdξ

“ p2πq´n{2
ż

eixx,ξyppξqpϕpξqdξ. (2.3)
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpSmpRnq

Desta forma, vemos que é posśıvel expressar um operador diferencial com coeficientes

constantes em termos de seu śımbolo fazendo uso da transformada inversa de Fourier.

Em linhas gerais, os operadores pseudo-diferenciais são aqueles que podem ser

representados na forma (2.3). Neste caṕıtulo estaremos interessados em estudar classes

de śımbolos mais gerais que (2.2), definidos a seguir.

Definição 2.1.1. Seja m P R. Definimos SmpRn ˆRnq
.
“ SmpRnq como o conjunto de

todas as funções σpx, ξq P C8pRnˆRnq tais que para quaisquer multi-́ındices α, β P Zn`,

existe uma constante Cα,β ą 0 tal que vale a estimativa

ˇ

ˇ

ˇ
Dα
xD

β
ξ σpx, ξq

ˇ

ˇ

ˇ
ď Cα,βp1` |ξ|q

m´|β|, @ x, ξ P Rn. (2.4)

Denominamos por m a ordem do śımbolo σ P SmpRnq.

Exemplo 2.1.1. O polinômio ppξq “
ÿ

|α|ďm

aαξ
α
P SmpRn

q. De fato, como p não

depende de x basta notar que

ˇ

ˇ

ˇ
Dβ
ξ ppξq

ˇ

ˇ

ˇ
ď sup

|α|ďm

|aα|
ÿ

|α|ďm

|Dβξα|

ď sup
|α|ďm

|aα|
ÿ

|β|ď|α|ďm

Cα |ξ|
|α|´|β|

ď Cα |ξ|
m´|β|

ď Cα p1` |ξ|q
m´|β|.

Exemplo 2.1.2. Toda função na classe de Schwartz define um śımbolo na classe

S0pRnq. De fato, se ϕpξq P SpRnq, então para todo β P Zn` e x P Rn vale que

|Dβϕpξq| ď Cβp1` |ξ|q
´|β|,

donde segue que ϕ P S0pRnq.

Exemplo 2.1.3. O śımbolo de Bessel dado por σpξq “ xξym
.
“ p1` |ξ|2q

m{2
é um

śımbolo em SmpRnq. De fato, considere m P R, β P Zn` e mostremos por indução sobre

|β| que vale
ˇ

ˇpDβσqpξq
ˇ

ˇ ď Cm,βp1` |ξ|q
m´|β|. (2.5)

Para o caso em que |β| “ 0, é suficiente mostrar que p1` |ξ|2q
1
2 „ p1 ` |ξ|q para todo

ξ P Rn. De fato, note que

1` |ξ|2 ď p1` |ξ|q2 ñ p1` |ξ|2q
1
2 ď p1` |ξ|q.
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpSmpRnq

Por outro lado, seja fpξq “
1` |ξ|

p1` |ξ|2q
1
2

uma função cont́ınua. Assim, para |ξ| ď 1 temos

que f é limitada e portanto existe uma constante C ą 0 tal que p1`|ξ|q ď Cp1`|ξ|2q
1
2 .

Se |ξ| ą 1, então

p1` |ξ|q2 “ 1` 2|ξ| ` |ξ|2

ă 3p1` |ξ|2q,

e portanto p1` |ξ|q ď
?

3p1` |ξ|2q
1
2 .

Suponha que (2.5) seja válida para todo β P Zn` tal que |β| ď ` e para todo m P R.

Mostremos que permanece válido para γ P Zn` satisfazendo |γ| “ `` 1. De fato,

|pDγσqpξq| “ |DαDjσpξq| ,

no qual |α| “ ` e j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. Note que Djσpξq “ mξjp1`|ξ|
2qpm´2q{2, então através

da fórmula de Leibniz obtemos

DαDjσpξq “ m
ÿ

ηďα

ˆ

α

η

˙

pDηξjqD
α´η

“

p1` |ξ|2qpm´2q{2
‰

.

Utilizando a hipótese de indução, existe uma constante Cα,m ą 0 tal que

|pDγσqpξq| ď Cα,m
ÿ

ηďα

ˆ

α

η

˙

p1` |ξ|q1´|η|p1` |ξ|qm´2´|α|`|η|

“ Cα,m
ÿ

ηďα

ˆ

α

η

˙

p1` |ξ|qm´p1`|α|q

“ Cα,m
ÿ

ηďα

ˆ

α

η

˙

p1` |ξ|qm´|γ|.

Desta forma, pelo prinćıpio da indução segue que a estivativa (2.5) é válida.

Exemplo 2.1.4. Seja aαpxq P C
8pRnq uma função no qual as derivadas de todas as

ordens são limitadas. Então o polinômio ppx, ξq “
ÿ

|α|ďm

aαpxqξ
α
P SmpRn

q. De fato,
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpSmpRnq

basta observar que

ˇ

ˇDγ
xD

δ
ξppx, ξq

ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|α|ďm

Dγ
xaαpxqD

δ
ξξ
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

|α|ďm

Cγ,δ
ˇ

ˇDδ
ξξ
α
ˇ

ˇ

“ Cγ,δ
ÿ

|α|ďm

ÿ

δďα

δ!

ˆ

α

δ

˙

|ξ||α|´|δ|

ď Cγ,α|ξ|
m´|δ|

ď Cγ,αp1` |ξ|q
m´|δ|.

Definido o que é um śımbolo, podemos agora definir um operador pseudo-diferencial

associado a ele.

Definição 2.1.2. Para cada śımbolo σpx, ξq P SmpRnq associamos um operador

σpx,Dq : SpRnq Ñ SpRnq definido por

σpx,Dqϕpxq “ p2πq´n{2
ż

Rn
eixx,ξyσpx, ξqϕ̂pξqdξ, (2.6)

o qual é denominado operador pseudo-diferencial associado ao śımbolo σpx, ξq.

Denotaremos o conjunto dos operadores pseudo-diferenciais na classe SmpRnq por

OpSmpRnq.

Mostremos agora que o operador apresentado em (2.6) está bem definido e que de

fato σpx,Dqϕ P SpRnq para ϕ P SpRnq.

Lema 2.1.1. Sejam σ P Sm1pRnq e τ P Sm2pRnq śımbolos tais que σpx,Dq “ τpx,Dq.

Então σ “ τ e como consequência o operador pseudo-diferencial (2.6) é unicamente

determinado pelo seu śımbolo.

Demonstração. Por hipótese σpx,Dq “ τpx,Dq, então

ż

eixx,ξyrσpx, ξq ´ τpx, ξqspϕpξqdξ “ 0, @ ϕ P SpRn
q. (2.7)

Como a transformada de Fourier em SpRnq é invert́ıvel e portanto bijetora, obtemos da

equação (2.7) que

ż

eixx,ξyrσpx, ξq ´ τpx, ξqsψpξqdξ “ 0, @ ψ P SpRn
q.
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpSmpRnq

Para cada x P Rn fixo, defina a função fxpξq “ eixx,ξyrσpx, ξq ´ τpx, ξqs e assim

ż

fxpξqψpξqdξ “ 0, @ ψ P SpRn
q,

define uma distribuição temperada. Desta forma, segue da Proposição 1.3.4 que

fxpξq “ eixx,ξyrσpx, ξq ´ τpx, ξqs “ 0, @ ξ P Rn.

Como tomamos x P Rn fixo, porém arbitrário, obtemos que σpx, ξq ´ τpx, ξq “ 0 para

todo x, ξ P Rn, o que conclui a demonstração do lema.

Lema 2.1.2. Seja σ P SmpRnq. Então σpx,Dqϕ P SpRnq para toda ϕ P SpRnq.

Demonstração. Mostremos que para toda ϕ P SpRnq vale que

sup
xPRn

ˇ

ˇxαDβ
x pσpx,Dqϕq pxq

ˇ

ˇ ă 8. (2.8)

Por meio da fórmula de Leibniz e integração por partes, obtemos que

xαDβ
x pσpx,Dqϕq pxq “ p2πq´n{2xαDβ

x

ˆ
ż

eixx,ξyσpx, ξqpϕpξqdξ

˙

“ p2πq´n{2xα
ż

Dβ
x re

ixx,ξyσpx, ξqspϕpξqdξ

“ p2πq´n{2xα
ż

ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

Dγ
xpe

ixx,ξy
qDβ´γ

x pσpx, ξqqpϕpξqdξ

“ p2πq´n{2xα
ż

ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

ξγeixx,ξyDβ´γ
x pσpx, ξqqpϕpξqdξ

“ p2πq´n{2
ż

ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

ξγDα
ξ

`

eixx,ξy
˘

Dβ´γ
x pσpx, ξqqpϕpξqdξ

“ p´1q|α|p2πq´n{2
ż

ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

eixx,ξy ˆ

ˆDα
ξ

`

Dβ´γ
x pσpx, ξqqξγ pϕpξq

˘

dξ

“ p´1q|α|p2πq´n{2
ż

ÿ

γďβ

ÿ

δďα

ˆ

β

γ

˙ˆ

α

δ

˙

eixx,ξy ˆ

ˆ
`

Dα´δ
ξ Dβ´γ

x σpx, ξq
˘

Dδ
ξ pξ

γ
pϕpξqq dξ.

Como σpx, ξq P SmpRnq, então

ˇ

ˇDα´δ
ξ Dβ´γ

x σpx, ξq
ˇ

ˇ ď Cα,β,δ,γp1` |ξ|q
m´|α|`|δ|.
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2.1 Operadores Pseudo-Diferenciais OpSmpRnq

Assim,

sup
xPRn

ˇ

ˇxαDβ
xσpD, xqpxq

ˇ

ˇ ď
ÿ

γďβ

ÿ

δďα

Cα,β,δ,γ

ż

p1` |ξ|qm´|α|`|δ|
ˇ

ˇDδ
ξ pξ

γ
pϕpξqq

ˇ

ˇ dξ ă 8

uma vez que pϕpξq P SpRnq.

Exemplo 2.1.5. Considere o operador diferencial definido por

P px,Dq “
ÿ

|α|ďm

aαpxqD
α,

no qual aαpxq P C8pRnq e tem derivadas de todas as ordens limitadas. Vimos no

Exemplo 2.1.4 que o polinômio ppx, ξq “
ÿ

|α|ďm

aαpxqξ
α
P SmpRn

q e portanto P px,Dq P

OpSmpRnq.

Observação 2.1.1. Será útil posteriormente considerar operadores pseudo-diferenciais

σpx,Dq cujo domı́nio é o espaço das distribuições temperadas, isto é σpx,Dq : S 1pRnq Ñ

S 1pRnq. Para isso, considere u P S 1pRnq, ϕ P SpRnq e defina

xσpx,Dqu, ϕy
.
“

B

pu, p2πq´n{2
ż

eixx,ξyσpx, ξqϕpxqdx

F

.

Note que a expressão anterior está bem definida, uma vez que analogamente ao Lema

2.1.2, temos que

p2πq´n{2
ż

eixx,ξyσpx, ξqϕpxqdx P SpRn
q.

A seguir apresentaremos alguns resultados fundamentais da teoria de cálculo de

śımbolos de operadores pseudo-diferenciais. Por não fazer parte do escopo da dissertação

omitiremos as demonstrações, que podem ser encontradas na referência [26].

Definição 2.1.3 (Expansão assintótica de um śımbolo). Seja σ P SmpRnq e suponha

que exista uma sequência de śımbolos σj P S
mjpRnq, no qual m “ m0 ą m1 ą m2 ą

¨ ¨ ¨ ą mj Ñ ´8 quando j Ñ 8, tal que

σ ´
`´1
ÿ

j“0

σj P S
m`pRn

q, @ ` P Z`. (2.9)

A soma
8
ÿ

j“0

σj é denominada expansão assintótica do śımbolo σ e é denotada por

σ „
8
ÿ

j“0

σj.
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Teorema 2.1.1. Sejam m0 ą m1 ą m2 ą ¨ ¨ ¨ ą mj Ñ ´8 quando j Ñ 8 e σj P

SmjpRnq. Então existe um śımbolo σ P Sm0pRnq tal que σ „
8
ÿ

j“0

σj. Além disso, se

existir um śımbolo τ com a mesma expansão assintótica, então σ ´ τ P
č

mPR

Sm.

Uma pergunta natural que surge durante o estudo de operadores pseudo-diferenciais

é se a composição de tais operadores é ainda um operador pseudo-diferencial e se sim,

em qual classe de śımbolos ele está contido. Esta pergunta será respondida pelo próximo

resultado e tem forte relação com a expansão assintótica de seu śımbolo.

Teorema 2.1.2. Sejam σ P Sm1pRnq e τ P Sm2pRnq. Então a composição σpx,Dq ˝

τpx,Dq é um operador pseudo-diferencial, o qual denotaremos por λpx,Dq e λ P

Sm1`m2pRnq com a seguinte expansão assintótica

λ „
ÿ

µě0

p´iq|µ|

µ!

`

B
µ
ξ σ

˘

pB
µ
xτq .

A classe SmpRnq considerada anteriormente é apenas um caso particular de uma

classe mais geral, denominada classe de Hörmander. Definimos Smρ,δpRnq
.
“ Smρ,δpRn ˆ

Rnq, ρ, δ P r0, 1s como o espaço das funções σpx, ξq P C8pRn ˆ Rnq tais que

|Dα
xD

β
ξ σpx, ξq| ď Cα,βp1` |ξ|q

m´ρ|β|`δ|α|, @ α, β P Zn`.

Desta forma, o espaço de śımbolos que introduzimos na Definição 2.1.1 é um caso

particular quando ρ “ 0 e δ “ 1. De forma totalmente análoga, definimos operadores

pseudo-diferenciais associados a śımbolos na classe Smρ,δpRnq que serão denotados por

OpSmρ,δpRnq. Os resultados citados anteriormente possuem versões para operadores desta

natureza, como o resultado a seguir que trata sobre a composição de operadores pseudo-

diferenciais para śımbolos na classe Smρ,δpRnq.

Teorema 2.1.3. Considere σjpx,Dq P OpS
mj
ρj ,δj

, j “ 1, 2. Suponha que 0 ď δ2 ă ρ ď 1,

com ρ “ mintρ1, ρ2u. Então

σ1px,Dq ˝ σ2px,Dq “ τpx,Dq P OpSm1`m2
ρ,δ ,

no qual δ “ maxtδ1, δ2u. Além disso, temos a seguinte expansão assintótica

τpx,Dq „
ÿ

µě0

i|µ|

µ!

`

Dµ
ξ σ1

˘

pDµ
xσ2q .

Demonstração. Ver [24] p. 11.
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2.2 Núcleo de um Operador Pseudo-Diferencial

2.2 Núcleo de um Operador Pseudo-Diferencial

O Teorema do Núcleo de Schwartz (ver [16] p. 128) afirma que para toda aplicação

cont́ınua T : C8c pΩq Ñ D1pΩq, existe uma única distribuição Kpx, yq : Ω ˆ Ω Ñ C,

denominada núcleo do operador T , tal que para toda ϕ P C8c pΩq,

Tϕpxq “

ż

Ω

Kpx, yqϕpyqdy.1 (2.10)

Nesta seção destacaremos como representar um operador pseudo-diferencial na

forma (2.10) bem como uma fórmula explicita para seu núcleo. Por fim, enunciaremos

um resultado clássico sobre estimativas pontuais do núcleo de um operador pseudo-

diferencial na classe de Hörmander.

Por meio da transformada inversa de Fourier, para toda ϕ P SpRnq podemos

reescrever um operador pseudo-diferencial da seguinte forma:

σpx,Dqϕpxq “ p2πq´n{2
ż

eixx,ξyσpx, ξqpϕpξqdξ

“ p2πq´n{2
ż

eixx,ξyσpx, ξq

ˆ
ż

e´ixy,ξyϕpyqdy

˙

dξ

“ p2πq´n{2
ż
ˆ
ż

eixx´y,ξyσpx, ξqdξ

˙

ϕpyqdy. (2.11)

Entretanto, não existe garantia que a integral dada pela identidade acima converge

absolutamente. Para contornar esse problema a ideia é aproximar σpx, ξq por śımbolos

com suporte compacto, no qual a identidade (2.11) esteja bem definida.

Seja tσjpx, ξqujPN Ă SmpRnq uma sequência de śımbolos em SmpRnq que converge

pontualmente para σpx, ξq P SmpRnq e satisfazem a estimativa (2.4) uniformemente

em j P N. Então para toda f P SpRnq temos que σjpx,Dqf Ñ σpx,Dqf para todo

x P Rn e j Ñ 8. Fixe φ P C8c pRn ˆ Rnq uma função tal que φp0, 0q “ 1 e defina

σεpx, ξq “ σpx, ξqφpεx, εξq. Note que se σpx, ξq P SmpRnq, então σεpx, ξq P S
mpRnq e

vale a estimativa (2.4) uniformemente para 0 ă ε ď 1 (omitiremos o cálculo).

Desta forma, podemos reescrever (2.11) como

σpx,Dqϕpxq “ p2πq´n{2 lim
εÑ0

ż
ˆ
ż

eixx´y,ξyσεpx, ξqdξ

˙

ϕpyqdy.

Portanto, o núcleo de um operador pseudo-diferencial é dado por

Kpx, yq “ lim
εÑ0

ż

eixx´y,ξyσεpx, ξqdξ.

1A rigor a integral (2.10) é dada por xTφ, ψy “ Kpφb ψq para toda φ, ψ P C8c pRnq.
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2.2 Núcleo de um Operador Pseudo-Diferencial

O próximo resultado apresenta um controle pontual do núcleo associado a um

operador pseudo-diferencial que é devido a J. Hounie e J. Alvarez em [1].

Teorema 2.2.1. Seja σpx,Dq P OpSmρ,δ, 0 ă ρ ď 1, 0 ď δ ă 1 um operador pseudo-

diferencial associado ao śımbolo σpx, ξq e denote Kpx, yq seu núcleo. Então Kpx, yq é

suave fora da diagonal ∆ “ tpx, yq P RnˆRn : x “ yu e valem as seguintes estimativas

pontuais:

(a) Dados α, β P Zn`, existe L0 P Z` tal que para todo L ě L0, temos

sup
x‰y

|x´ y|L
ˇ

ˇDα
xD

β
yKpx, yq

ˇ

ˇ ă Cα,β,n. (2.12)

(b) Suponha que para algum M P Z` vale que m `M ` n ą 0, então existe uma

constante Cα,β tal que

sup
|α`β|“M

ˇ

ˇDα
xD

β
yKpx, yq

ˇ

ˇ ď Cα,β|x´ y|
´pm`M`nq{ρ, x ‰ y (2.13)

Demonstração. Ver [1] p. 03.
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Caṕıtulo

3
Espaços de Hardy

Este caṕıtulo tem por objetivo apresentar os espaços de Hardy HppRnq, sua versão

localizável hppRnq e o espaço BMOpRnq.

3.1 Preliminares

Nesta seção definiremos e mostraremos propriedades básicas do operador maximal de

Hardy-Littlewood. Para esta finalidade apresentaremos o conceito de uma aproximação

da identidade, desigualdades do tipo forte e fraco para operadores e por fim o Teorema

de Interpolação de Marcinkiewicz. Ao longo desta seção será utilizada a referência [8].

3.1.1 Aproximações da Identidade

Definição 3.1.1. Seja φ uma função integrável em Rn tal que

ż

φpxqdx “ 1 e para

cada t ą 0 defina φtpxq “ t´nφpt´1xq. A sequência tφtutą0 é denominada aproximação

da identidade.

Proposição 3.1.1. φt Ñ δ0 em S 1pRnq quando tÑ 0.

Demonstração. Basta mostrarmos que xφt, ϕy Ñ xδ0, ϕy quando t Ñ 0 para toda

ϕ P SpRnq. Por meio de mudança de variáveis obtemos que

xφt, ϕy “

ż

t´nφpt´1xqϕpxqdx “

ż

φpzqϕptzqdz

e o resultado segue pelo Teorema da Convergência Dominada. Sendo assim,

lim
tÑ0

ż

φpzqϕptzqdz “

ż

φpzqϕp0qdz “ ϕp0q “ xδ0, ϕy.
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Observação 3.1.1. Para qualquer ϕ P SpRnq, obtemos que δ ˚ ϕ “ ϕ. Assim, pela

proposição anterior, para todo x P Rn vale o limite pontual

lim
tÑ0

φt ˚ ϕpxq “ ϕpxq.

O próximo resultado segue na mesma direção e mostra que a convergência também

se verifica em norma } ¨ }p.

Proposição 3.1.2. Sejam tφtutą0 uma aproximação da identidade e f P LppRnq para

1 ď p ă 8. Então,

lim
tÑ0
}φt ˚ f ´ f}p “ 0,

isto é, φt ˚ f Ñ f em norma LppRnq quando tÑ 0.

Demonstração. Por meio da Proposição 1.3.3, dado ε ą 0 existe δ “ δpfq ą 0 tal

que se |h| ă δ, então

}fp¨ ` hq ´ f}p ă
ε

2
. (3.1)

Como

ż

φpxqdx “ 1, para t suficientemente pequeno obtemos que

ż

|z|ě δ
t

φpzqdz ă
ε

4}f}p
. (3.2)

Uma vez que

φt ˚ fpxq ´ fpxq “

ż

φtpx´ yqfpyqdy ´

ż

φpzqfpxqdz

“

ż

φpzq rfpx´ tzq ´ fpxqs dz,

utilizando a Desigualdade de Minkowski para Integrais e as estimativas (3.2) e (3.1),
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3.1 Preliminares

obtemos que para t suficientemente pequeno

}φt ˚ f ´ f}p “

ˆ
ż

|φt ˚ fpxq ´ fpxq|
p

˙
1
p

“

ˆ
ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φpzq rfpx´ tzq ´ fpxqs dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

˙
1
p

ď

ż
ˆ
ż

|φpzq|p|fpx´ tzq ´ fpxq|pdx

˙
1
p

dz

“

ż

|φpzq|

ˆ
ż

|fpx´ tzq ´ fpxq|pdx

˙
1
p

dz

“

ż

|φpzq| }fp¨ ´ tzq ´ f}p dz

“

ż

|z|ě δ
t

|φpzq| }fp¨ ´ tzq ´ f}p dz `

ż

|z|ă δ
t

|φpzq| }fp¨ ´ tzq ´ f}p dz

ď

ż

|z|ě δ
t

|φpzq| r}fp¨ ´ tzq}p ` }f}ps dz `
ε

2

ż

|z|ă δ
t

|φpzq|

ď 2}f}p

ż

|z|ě δ
t

|φpzq| `
ε

2

ż

|z|ă δ
t

|φpzq|

ă ε,

o que conclui o resultado.

3.1.2 O Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz

Com a finalidade de estudar a continuidade do operador maximal de Hardy-

Littlewood nos espaços LppRnq, nesta seção desenvolveremos as ferramentas necessárias

para enunciar e demonstrar um resultado conhecido como Teorema de Interpolação de

Marcinkiewicz

Definição 3.1.2. Sejam pX,µq “ pX,A1, µq, pY, νq “ pY,A2, νq espaços com medida,

Z “ tf : Y Ñ C mensurável u e T : LppX,µq Ñ Z um operador linear.

(i) Dizemos que T é do tipo fraco pp, qq com q ă 8 se existe C ą 0 tal que

ν pty P Y : |Tfpyq| ą λuq ď

ˆ

C
}f}p
λ

˙q

, para λ ą 0.

T é do tipo fraco pp,8q quando T é limitado de LppX,µq em L8pY, νq.

(ii) Dizemos que T é do tipo forte pp, qq se T é um operador limitado de LppX,µq em

LqpY, νq.
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Observação 3.1.2. Se T é um operador do tipo forte pp, qq, então T é do tipo fraco

pp, qq. De fato, se Eλ “ ty P Y : |Tfpyq| ą λu, então

νpEλq “

ż

Eλ

1dν

ď

ż

Eλ

|Tfpyq|q

λq
dν

ď
1

λq
}Tf}qq

ď

ˆ

C
}f}p
λ

˙q

.

Ao longo deste caṕıtulo, será muito comum o uso de operadores maximais associados

a uma famı́lia de operadores. Definiremos abaixo um tipo de operador maximal especial.

Definição 3.1.3. Seja tTtutą0 uma famı́lia de operadores lineares definidos em LppXq.

Denotamos por

T ˚fpxq
.
“ sup

tą0
|Ttfpxq|

o operador maximal associado a famı́lia tTtutą0.

Exemplo 3.1.1. Sejam φ P SpRnq tal que

ż

φpxqdx ‰ 0, f P LppRnq. Então Ttfpxq “

f ˚ φt define uma famı́lia de operadores e denotaremos por Mφ o operador maximal

associado a φ.

Proposição 3.1.3. Seja tTtutą0 uma famı́lia de operadores lineares definidos em

LppX,µq e

T ˚fpxq “ sup
tą0
|Ttfpxq|.

Se T ˚ é do tipo fraco pp, qq, então o conjunto

A “ tf P LppX,µq : lim
tÑt0

Ttfpxq “ fpxq q.t.pu

é fechado em LppX,µq.

Demonstração. Ver em [8] p. 27.

Definição 3.1.4. Sejam pX,µq um espaço com medida e f : X Ñ C uma função

mensurável. A aplicação af : p0,8q Ñ r0,8s definida por

af pλq “ µptx P X : |fpxq| ą λuq

é denominada função de distribuição da f .
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Proposição 3.1.4. Seja φ : r0,8q Ñ r0,8q uma função diferenciável e crescente tal

que φp0q “ 0. Então
ż

X

φp|fpxq|qdx “

ż 8

0

φ1pλqaf pλqdλ.

Demonstração. Denote Eλ “ tx P X : |fpxq| ą λu. Pelo Teorema Fundamental do

Cálculo e o Teorema de Fubini obtemos que

ż

X

φp|fpxq|qdx “

ż

X

˜

ż |fpxq|

0

φ1pλqdλ

¸

dx

“

ż

X

ˆ
ż 8

0

φ1pλqχEλpxqdλ

˙

dx

“

ż 8

0

φ1pλq

ˆ
ż

X

χEλpxqdx

˙

dλ

“

ż 8

0

φ1pλqµpEλqdλ

“

ż 8

0

φ1pλqaf pλqdλ,

o que conclui a demonstração do resultado.

Observação 3.1.3. Por meio da Proposição 3.1.4 podemos relacionar a norma em

LppRnq de uma função com a sua função de distribuição. De fato, basta considerar

φpλq “ λp e desta forma

ż

|fpxq|pdx “ p

ż 8

0

λp´1af pλqdλ.

Definição 3.1.5. Sejam X um espaço vetorial de funções mensuráveis e Z “ tg : Y Ñ

C mensurável u. Dizemos que T : X Ñ Z é sublinear se:

(i) |T pf1 ` f2qpyq| ď |Tf1pyq| ` |Tf2pyq|, para todo y P Y ;

(ii) |T pλfqpyq| “ |λ| ¨ |Tfpyq|, para todo y P Y e λ P C.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz). Sejam pX,µq, pY, νq

espaços de medida, 1 ď p0 ă p1 ď 8 e T um operador sublinear de Lp0pX,µq`Lp1pX,µq

no conjunto das funções mensuráveis definidas em Y. Se T é do tipo fraco pp0, p0q e

fraco pp1, p1q, então T é forte pp, pq para todo p0 ă p ă p1.

Demonstração. Nosso objetivo será mostrar que se p0 ă p ă p1, então

}Tf}p ď C}f}p, @ f P L
p
pXq.
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Nosso primeiro passo será demonstrar que cada f P LppXq com p0 ă p ă p1 pode ser

escrito na forma f “ f0 ` f1, no qual f0 P L
p0pXq e f1 P L

p1pXq. Para isso, considere

os conjuntos A “ tx P X : |fpxq| ą mλu e B “ tx P X : |fpxq| ď mλu no qual λ ą 0 é

uma constante fixada e m será escolhido posteriormente de forma conveniente. Defina

f0pxq “ fpxqχApxq e f1pxq “ fpxqχBpxq.

Afirmação 3.1.1. f0 P L
p0pXq.

De fato, uma vez que p´ p0 ą 0 obtemos que 1p´p0 ă

ˆ

|fpxq|

mλ

˙p´p0

em A. Então,

ż

X

|f0pxq|
p0dx “

ż

A

|fpxq|p0dx

“

ż

A

|fpxq|p01p´p0dx

ă

ż

X

|fpxq|p0
ˆ

|fpxq|

mλ

˙p´p0

dx

“ pmλqp0´p
ż

X

|fpxq|pdx ă 8.

Afirmação 3.1.2. f1 P L
p1pXq.

Com efeito, uma vez que p´ p1 ă 0 temos que 1p´p1 ď

ˆ

|fpxq|

mλ

˙p´p1

em B. Então,

ż

X

|f1pxq|
p1dx “

ż

B

|fpxq|p1dx

“

ż

B

|fpxq|p11p´p1dx

ď

ż

X

|fpxq|p1
ˆ

|fpxq|

mλ

˙p´p1

dx

“ pmλqp1´p
ż

X

|fpxq|pdx ă 8.

Observe também que se λ ă |Tfpxq|, pela sublinearidade obtemos que λ ă

|Tf0pxq| ` |Tf1pxq| e disto segue que vale a inclusão

tx P X : |Tfpxq| ą λu Ď

"

x P X : |Tf0pxq| ą
λ

2

*

Y

"

x P X : |Tf1pxq| ą
λ

2

*

.
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Pela subaditividade da medida µ, a função de distribuição de Tf pode ser escrita por

aTf pλq “ µ ptx P X : |Tfpxq| ą λuq

ď µ

ˆ"

x P X : |Tf0pxq| ą
λ

2

*˙

` µ

ˆ"

x P X : |Tf1pxq| ą
λ

2

*˙

“ aTf0

ˆ

λ

2

˙

` aTf1

ˆ

λ

2

˙

. (3.3)

Considere os seguites casos:

(i) p1 “ 8. Note que f1 P L
8pXq uma vez que

|f1pxq| ď mλ, @ x P X.

Como por hipótese T é fraco p8,8q, vale que }Tf1}8 ď C}f1}8. Para este caso,

escolhamos m de tal forma que m ă
1

2C
e assim }f1}8 ď

λ

2C
e }Tf1}8 ă

λ

2
.

Portanto,

aTf1

ˆ

λ

2

˙

“ 0. (3.4)

Também por hipótese T é fraco pp0, p0q, logo existe C 1 ą 0 tal que

aTf0

ˆ

λ

2

˙

ď

ˆ

2C 1

λ
}f0}p0

˙p0

. (3.5)

Por fim, da Observação 3.1.3 e das desigualdades (3.3), (3.4) e (3.5) obtemos que

}Tf}pp “ p

ż 8

0

λp´1aTf pλqdλ

ď C

ż 8

0

λp´1aTf0

ˆ

λ

2

˙

dλ

ď C

ż 8

0

λp´1

λp0

ˆ
ż

X

|f0pxq|
p0dx

˙

dλ

ď C

ż 8

0

λp´1´p0

ˆ
ż

A

|fpxq|p0dx

˙

dλ

ď C

ż

X

|fpxq|p0

˜

ż |fpxq|{m

0

λp´1´p0dλ

¸

dx

“ C

ż

X

|fpxq|p0
ˆ

|fpxq|

m

˙p´p0

dx

ď C}f}pp.
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(ii) p1 ă 8. Por hipótese T é fraco pp0, p0q e pp1, p1q, então

aTf0

ˆ

λ

2

˙

ď

ˆ

C0

λ
}f0}p0

˙p0

(3.6)

e

aTf1

ˆ

λ

2

˙

ď

ˆ

C1

λ
}f1}p1

˙p1

. (3.7)

Novamente pela Observação 3.1.3 e das desigualdades (3.3), (3.6) e (3.7) obtemos

que

}Tf}pp “ p

ż 8

0

λp´1aTf pλqdλ

ď p

ż 8

0

λp´1aTf0

ˆ

λ

2

˙

dλ` p

ż 8

0

λp´1aTf1

ˆ

λ

2

˙

dλ

ď C

ż 8

0

λp´p0´1

ˆ
ż

A

|fpxq|p0dx

˙

dλ

`C

ż 8

0

λp´p1´1

ˆ
ż

B

|fpxq|p1dx

˙

dλ

“ C

ż

X

|fpxq|p0

˜

ż
|fpxq|
m

0

λp´p0´1dλ

¸

dx

`C

ż

X

|fpxq|p1

˜

ż 8

|fpxq|
m

λp´p1´1dλ

¸

dx

“ C

ż

X

|fpxq|p0 |fpxq|p´p0dx` C

ż

X

|fpxq|p1 |fpxq|p´p1dx

“ C}f}pp,

o que completa a demonstração do teorema.

3.1.3 O Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Apresentaremos nesta seção o caso particular de um operador maximal associado a

uma famı́lia de operadores, denominado operador maximal de Hardy Littlewood, que

foi introduzido pela primeira vez em 1930 por Godfrey H. Hardy e John E. Littlewood

para o caso n “ 1. A generalização para o espaço n-dimensional é devida a N. Wiener,

J. Marcinkiewicz e A. Zygmund em 1939.

Com o aux́ılio do Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz, apresentado na seção

anterior, provaremos a limitação em norma LppRnq do operador maximal de Hardy-

Littlewood. A importância deste estudo vem do fato do operador maximal de Hardy-

Littlewood ser majorante de certas funções maximais usadas na caracterização dos
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espaços de Hardy, que serão definidos posteriormente.

Seja f P L1
locpRnq. Definimos a função maximal de Hardy-Littlewood por

Mfpxq “ sup
rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq|dy.

Note que Mf é uma função mensurável, uma vez que o conjunto Eλ “ tx P

Rn : Mfpxq ą λu é aberto para todo λ ą 0. Com efeito, basta observar que

Eλ “ pMfq´1sλ,8r e a aplicação g definida por

px, rq ÞÑ
1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq|dy
.
“ gpx, rq

é cont́ınua em Rn ˆ p0,8q. Para verificar a continuidade, considere pxj, rjq Ñ px0, r0q

e mostremos que gpxj, rjq Ñ gpx0, r0q quando j Ñ 8. Como χBpxj ,rjq Ñ χBpx0,r0q e

χBpxj ,rjq é limitada, pelo Teorema da Convergência Dominada seque que

1

|Bpxj, rjq|

ż

Bpxj ,rjq

|fpyq|dy Ñ
1

|Bpx0, r0q|

ż

Bpx0,r0q

|fpyq|dy,

o que completa a demonstração da continuidade.

Denote por MpRnq e conjunto das funções mensuráveis definidas em Rn a valores

complexos. De forma natural, define-se o operador maximal de Hardy-Littlewood por

M : L1
locpRnq Ñ MpRnq

f ÞÑ Mf.
(3.8)

Observe que se tomarmos φpxq “ |Bp0, 1q|´1χBp0,1qpxq e f ě 0, obtemos

pφt ˚ fqpxq “

ż

φtpx´ yqfpyqdy

“

ż

t´n

|Bp0, 1q|
χBp0,1q

´x´ y

t

¯

fpyqdy

“
1

|Bp0, tq|

ż

Bpx,tq

fpyqdy

“
1

|Bpx, tq|

ż

Bpx,tq

fpyqdy.

Portanto, para este caso em particular, o operador maximal de Hardy-Littlewood pode

ser interpretado como o supremo de uma aproximação da identidade, isto é

Mfpxq “ sup
tą0
pφt ˚ fq pxq.
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De modo equivalente, o operador maximal de Hardy-Littlewood pode também ser

definido por meio de cubos. Com efeito, denote por Qpx, `q Ă Rn o cubo centrado em

x e lado ` e considere o operador M 1 : L1
locpRnq ÑMpRnq dado por

M 1fpxq “ sup
`ą0

1

|Qpx, `q|

ż

Qpx,`q

|fpyq|dy. (3.9)

Uma vez que a medida de Lebesgue de cubos e bolas são comparáveis em Rn, existem

constantes cn ą 0 e Cn ą 0 tais que

cnM
1fpxq ďMfpxq ď CnM

1fpxq, (3.10)

mostrando assim que os operadores definidos em (3.8) e (3.9) são equivalentes.

O próximo resultado diz respeito sobre o controle de uma aproximação da identidade

pelo operador maximal de Hardy-Littlewood.

Proposição 3.1.5. Sejam f P L1
locpRnq e φ uma função positiva, radial, não-crescente

(com respeito ao raio) e integrável. Então

sup
tą0
|pφt ˚ fqpxq| ď }φ}1Mfpxq.

Demonstração. Assuma inicialmente que φ é uma função simples, isto é, pode ser

escrita na forma

φ “
m
ÿ

j“1

ajχBpxj ,rjq,

no qual aj ą 0 e Bpxj, rjq XBpxi, riq “ H para 1 ď i ‰ j ď m. Assim,

|pφ ˚ fqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

tn

ż

Rn
φ
´x´ y

t

¯

fpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

tn

ż

Rn

m
ÿ

j“1

ajχBpx´txj ,rjtqpyqfpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

m
ÿ

j“1

aj
tn

ż

Bpx´txj ,rjtq

|fpyq|dy

“

m
ÿ

j“1

aj ¨ |S
n´1| ¨ ptrjq

n

tn
¨

1

|Bpx´ txj, rjtq|

ż

Bpx´txj ,rjtq

|fpyq|dy

ď

m
ÿ

j“1

aj|Bpxj, rjq| ¨Mfpxq.

O mesmo argumento vale para φt. Para o caso geral, basta observar que φ pode ser

aproximada por funções simples.
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O próximo lema, conhecido como recobrimento de Vitali, será uma ferramenta

importante na demonstração do próximo resultado.

Lema 3.1.1 (Recobrimento de Vitali). Seja B “ tB1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bmu uma coleção finita

de bolas em Rn. Então existe uma subcoleção disjunta tBi1, Bi2, ¨ ¨ ¨ , Biku Ă B tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ď

j“1

Bj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 3n
k
ÿ

j“1

|Bij|.

Demonstração. Denote por B˚ a bola com mesmo centro de B e raio 3 vezes maior.

Como B é uma coleção finita, escolha Bi1 como sendo a bola de B que possui maior raio.

Considere agora o conjunto B1 “ tB P BzBi1 : B X Bi1 “ Hu. Pela maximalidade do

raio de Bi1, qualquer bola que intercepta Bi1 deve estar contida em B˚i1. Repetindo o

mesmo processo com o conjunto B1, escolhemos Bi2. Como o conjunto B é finito, se esse

processo for repetido inúmeras vezes ele irá terminar e suponha que no final obtemos a

coleção tBi1, Bi2, ¨ ¨ ¨ , Biku. Desta forma,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ď

j“1

Bj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k
ď

j“1

B˚ij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

k
ÿ

j“1

|B˚ij| “ 3n
k
ÿ

j“1

|Bij|.

Teorema 3.1.2. O operador maximal de Hardy-Littlewood é do tipo fraco p1, 1q e forte

pp, pq, para 1 ă p ď 8.

Demonstração. Pelo Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz, é suficiente mostrar

que Mf é fraco p1, 1q e forte p8,8q.

(a) Mf é forte p8,8q. Seja f P L8pRnq. Fixado x P Rn, para todo r ą 0 vale que

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq|dy ď }f}8
1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

1dy

“ }f}8.

Como x P Rn é arbitrário, então |Mfpxq| ď }f}8 para todo x P Rn, donde segue

que }Mf}8 ď }f}8.

(b) Mf é fraco p1, 1q. Denote por Eλ “ tx P Rn : |Mfpxq| ą λu. Nosso objetivo será

mostrar que para alguma constante C ą 0 vale a estimativa

|Eλ| ď C
}f}1
λ

.
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Como Eλ é um conjunto aberto, para cada x P Eλ existe Bpx, rxq Ă Eλ, isto é

1

|Bpx, rxq|

ż

Bpx,rxq

|fpyq|dy ą λô |Bpx, rxq| ă
1

λ

ż

Bpx,rxq

|fpyq|dy.

Seja K Ă Eλ um conjunto compacto qualquer. Como K Ă
ď

xPEλ

Bpx, rxq, pela

compacidade de K, existe uma subcobertura finita tal que

K Ă

m
ď

j“1

Bj,

no qual Bj “ Bpxj, rxjq. Aplicando o Lema 3.1.1 a esta subcobertura, existe uma

subcoleção disjunta tBi1, ¨ ¨ ¨Biku Ă t
Ťm
j“1Bju tal que

|K| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ď

j“1

Bj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 3n
k
ÿ

j“1

|Bij| ă
3n

λ

k
ÿ

j“1

ż

Bij

|fpyq|dy ď
3n

λ

ż

|fpyq|dy.

Uma vez que |Eλ| “ sup t|K| : K Ă Eλ, K compactou (ver [10] p. 70) e o

conjunto compacto K é arbitrário, segue o resultado.

Observação 3.1.4. Note que se f P L1pRnq e f ‰ 0, então Mf R L1pRnq. De fato,

como f P L1pRnq, então existe Bp0, Rq Ă Rn tal que

ż

Bp0,Rq

|fpyq|dy ě ε ą 0.

Note que se tal condição não fosse satisfeita para toda bola Bp0, Rq, então a integral de

f seria nula q.t.p em x P Bp0, Rq e como R ą 0 é arbitrário teŕıamos f “ 0 q.t.p em

Rn. Considere x P Rn tal que |x| ą R. Desta forma Bp0, Rq Ă Bpx, 2|x|q e portanto

Mfpxq “ sup
rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq|dy

ě
1

|Bpx, 2|x|q|

ż

Bpx,2|x|q

|fpyq|dy

ě
1

|Bpx, 2|x|q|

ż

Bp0,Rq

|fpyq|dy

ě
ε

|Bpx, 2|x|q|

Á
ε

|x|n
,

donde segue que Mf R L1pRnq.
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Como aplicação do Teorema 3.1.2 iremos apresentar a demonstração de um resultado

conhecido por Teorema da Diferenciação de Lebesgue.

Corolário 3.1.1 (Teorema da Diferenciação de Lebesgue). Seja f P L1
locpRnq. Então

lim
rÑ0`

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

fpyqdy “ fpxq, q.t.p. (3.11)

Demonstração. Suponha sem perda de generalidade que f ě 0 e provaremos

inicialmente para o caso em que f é cont́ınua. Fixado Br “ Bp0, rq, por meio da

continuidade uniforme de f em ĎBr obtemos que para todo ε ą 0 existe δ ą 0 tal que se

|y| ă δ, então

|fpx´ yq ´ fpxq| ă ε.

Assim para todo s ă r0, no qual r0 “ min tδ, ru obtemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|Bs|

ż

Bs

rfpx´ yq ´ fpxqsdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|Bs|

ż

Bs

|fpx´ yq ´ fpxq|dy ă ε,

o que mostra a validade do resultado para este caso.

Suponha agora que f P L1pRnq. Para cada r ą 0 defina a famı́lia de operadores

Trfpxq “
1

|Br|

ż

Br

fpx´ yqdy

e note que T ˚fpxq “ sup
tą0

Trfpxq “ Mfpxq. Assim, pelo Teorema 3.1.2 obtemos que

T ˚fpxq é do tipo fraco p1, 1q e pela Proposição 3.1.3 o conjunto

A “ tf P L1
pRn

q : lim
rÑ0`

Trfpxq “ fpxq q.t.pu

é fechado em L1pRnq. Note que o conjunto das funções cont́ınuas de suporte compacto

está contido em A e é denso em L1pRnq. Sendo A fechado, segue o resultado para

f P L1pRnq.

Por fim, considere f P L1
locpRnq. Defina fjpxq “ fpxqχBj para j P N e Bj “ Bp0, jq.

Note que fj P L
1pRnq, uma vez que

ż

|fj|dx ď

ż

ĎBj

|fpxq|dx ă 8.

Assim, pelo caso anterior obtemos que se x P Bj

lim
rÑ0`

1

|Br|

ż

Br

fjpx´ yqdy “ fjpxq
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em RnzEj, no qual |Ej| “ 0 (convergência q.t.p). Definindo E “
ď

jPN

Ej, em RnzE vale

que

lim
rÑ0`

1

|Br|

ż

Br

fpx´ yqdy “ fpxq,

e também |E| ď
ÿ

jPN

|Ej| “ 0 ñ |E| “ 0, completando a demonstração para o caso geral.

3.2 Espaços de Hardy HppRnq

O estudo dos epaços de Hardy teve ińıcio entre 1910 e 1920 no contexto de séries de

Fourier e funções holomorfas de uma variável complexa. O tratamento n-dimensional

foi desenvolvido na década de 1950 por Elias M. Stein e Guido L. Weiss.

Os espaços de Hardy HppRnq para p ą 0 são espaços funcionais de distribuições

temperadas que generalizam os espaços de Lebesgue LppRnq. Iremos mostrar que

quando p ą 1, tais espaços são equivalentes ao LppRnq e para 0 ă p ă 1, fornecem

um potencial substituto. Outro fato relevante da importância do estudo de HppRnq

para 0 ă p ă 1, comparado ao LppRnq, é a existência de dual não-trivial. Os espaços

duais de HppRnq, conhecidos como espaços de Hölder ou Lipschitz, não serão objeto de

estudo neste trabalho e tal relação pode ser consultada em [11] p. 289.

Neste trabalho, definiremos os espaços HppRnq por meio de funções maximais e

provaremos suas principais propriedades. Será enunciado o Teorema de Caracterização

Maximal, que fornece abordagens aquivalentes para o tratamento dos elementos em

HppRnq e por fim enunciaremos o Teorema de Decomposição Atômica de HppRnq para

0 ă p ď 1.

3.2.1 Caracterização e Propriedades

Definição 3.2.1. Considere Φ P SpRnq e f P S 1pRnq. Associado a Φ, definimos a

função maximal de f por

MΦfpxq
.
“ sup

tą0
|pf ˚ Φtqpxq|. (3.12)

Dizemos que f P HppRnq, denominado espaço de Hardy, para 0 ă p ă 8 se existe

φ P SpRnq com

ż

φpxqdx ‰ 0 tal que Mφf P L
ppRnq. Para o caso p “ 8 definimos

H8pRnq
.
“ L8pRnq.

Iremos enunciar uma propriedade importante dos espaços HppRnq, cuja

demonstração será postergada pois é uma consequência do Teorema de Caracterização

Maximal, que será enunciado no fim desta seção.
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Proposição 3.2.1. f P HppRnq se, e somente se, para toda ϕ P SpRnq com

ż

ϕpxqdx ‰

0 temos que Mϕf P L
ppRnq.

Com objetivo de estabelecer uma “norma” no espaço HppRnq, definiremos

inicialmente o conceito de quasi-norma.

Definição 3.2.2. Uma quasi-norma em um espaço vetorial X sobre um corpo real ou

complexo é uma função } ¨ } Ñ r0,8q que satisfaz:

(i) }x} “ 0 se, e somente se x “ 0;

(ii) }α x} “ |α| ¨ }x}, para todo x P X e α P C ou R,

(iii) Existe uma constante C ě 1 tal que para quaisquer x1, x2 P X,

}x1 ` x2} ď Cp}x1} ` }x2}q.

Além disso, dizemos que X é p-subaditivo se para todo x1, x2 P X vale

}x1 ` x2}
p
ď }x1}

p
` }x2}

p.

Uma quasi-norma induz uma topologia no espaço X por meio da distância

dpx1, x2q
.
“ }x1 ´ x2}

p,

se o espaço for p-subaditivo. O espaço X é denominado quasi-Banach se for completo

com a métrica definida anteriormente.

Exemplo 3.2.1. O funcional } ¨ }p para 0 ă p ă 1 define uma quasi-norma.

Para cada f P HppRnq com p ą 0 defina o funcional

}f}Hp
.
“ }Mφf}p. (3.13)

Mostraremos no fim desta seção, com o aux́ılio do Teorema de Caracterização Maximal,

que (3.13) define uma norma em HppRnq para p ě 1 e uma quasi-norma quando 0 ă

p ă 1. Como para 0 ă p ă 1, temos que

pa` bqp ď ap ` bp, @ a, b ą 0,

então HppRnq é um espaço p-subaditivo. De forma natural, definimos a métrica em

HppRnq por

dpf, gq
.
“

#

}f ´ g}Hp , se p ě 1;

}f ´ g}pHp , se 0 ă p ă 1,
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que induz sobre este espaço uma topologia.

O próximo resultado diz respeito sobre a equivalência entre HppRnq e LppRnq para

p ą 1.

Teorema 3.2.1. Se p ą 1, então HppRnq “ LppRnq e as normas são comparáveis.

Demonstração. Seja f P LppRnq. Como LppRnq Ă S 1pRnq para p ą 1 (ver em [17],

p. 80), basta mostrarmos que Mφf P L
ppRnq para toda φ P SpRnq com

ş

φpxqdx ‰

0. Considere φ P C8c pRnq radial, positiva e não-crescente com

ż

φpxqdx “ 1. Pela

Proposição 3.1.5, para todo x P Rn temos

sup
tą0
|pf ˚ φtqpxq| ď CφMfpxq.

Assim, pela desigualdade anterior e pelo Teorema 3.1.2 vale que

}Mφf}p ď Cφ}Mf}p ď C}f}p ă 8, (3.14)

donde segue que Mφf P L
ppRnq e portanto f P HppRnq.

Suponha por outro lado que f P HppRnq e seja ttjujPN Ă R` uma sequência tal que

tj Ñ 0 quando j Ñ 8. Defina fjpxq “ pφtj ˚ fqpxq e assim

ż

|fjpxq|
pdx “

ż

|pφtj ˚ fqpxq|
pdx

ď

ż

sup
tą0
|pφt ˚ fqpxq|

pdx

“ }Mφf}
p
p ă 8, @ j P N.

Assim, fj P L
ppRnq para todo j P N, isto é, tfjujPN Ă Br0, Cs

.
“ tf P LppRnq : }f}p ď

Cu para alguma constante C ą 0. Como LppRnq é reflexivo se 1 ă p ă 8 então

toda sequência limitada possui uma subsequência que converge na topologia fraca (veja

Teorema 3.18 p. 69 da referência [5]). Assim, existe uma subsequência tfjkukPN tal que

fjk “ f ˚ φtjk á f0, f0 P L
p
pRn

q,

isto é
ż

pf ˚ φjkqpxqgpxqdxÑ

ż

f0pxqgpxqdx, @ g P L
p
pRn

q
˚
“ Lp

1

pRn
q.

Como SpRnq Ă Lp
1

pRnq, temos que f˚φtk Ñ f0 em S 1pRnq. Por outro lado f˚φtk Ñ f

em S 1pRnq e pela unicidade do limite temos que f “ f0 P L
ppRnq.

Por fim, mostremos que as normas são equivalentes. Da desigualdade (3.14) obtemos
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que }Mφf}p ď C}f}p. Por outro lado, como

|fpxq| ď |fpxq ´ pφt ˚ fqpxq| ` |pφt ˚ fqpxq|,

tomando t Ñ 0, obtemos da Proposição 3.1.2 que |fpxq| ď lim
tÑ0
|φt ˚ fpxq| ď Mφfpxq.

Portanto, }f}p ď }Mφf}p.

A equivalência do teorema anterior não se verifica para p “ 1, entretanto é posśıvel

mostrar que H1pRnq Ă L1pRnq.

Teorema 3.2.2. H1pRnq Ă L1pRnq e }f}1 ď }f}H1.

Demonstração. Se f P H1pRnq, então para φ P SpRnq com

ż

φpxqdx “ 1 temos que

Mφfpxq P L
1pRnq. Note que,

}Mφf}1 “

ż

sup
tą0
|pf ˚ φtqpxq|dx

ě

ż

|pf ˚ φtqpxq|dx, @ t ą 0

“ }f ˚ φt}1, @ t ą 0.

Portanto,

}f ˚ φt}1 ď }Mφf}1 ă C, @ t ą 0. (3.15)

Seja ttjujPN Ă R` uma sequência tal que tj Ñ 0 quando j Ñ 8. Pela desigualdade

(3.15) obtemos que }f ˚ φtj}1 ď C para todo j P N, isto é, tf ˚ φtjujPN Ă Br0, Cs “

tf P L1pRnq : }f}1 ď Cu. Como L1pRnq Ă C0pRnq˚, por meio do Teorema de Banach-

Alaoglu (ver [5] p. 66) existe uma subsequência tf ˚ φtjk ukPN tal que

f ˚ φtjk
˚
á Φ P C0pRn

q
˚

quando k Ñ 8, isto é,

ż

pf ˚ φtjk qpxqgpxqdxÑ Φpgq, @ g P C0pRn
q.

Pelo Teorema 1.2.6, existe uma única medida regular complexa de Borel, denotada por

µ, tal que
ż

pf ˚ φtjk qpxqgpxqdxÑ

ż

g dµ, @ g P C0pRn
q, (3.16)
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quando k Ñ 8. Em particular, como SpRnq Ă C0pRnq, de (3.16) obtemos que

ż

pf ˚ φtjk qpxqϕpxqdxÑ

ż

ϕ dµ, @ ϕ P SpRn
q. (3.17)

Note que f ˚ φtjk Ñ f em S 1pRnq quando k Ñ 8 e pela unicidade do limite, f “ µ em

S 1pRnq. Do Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym 1.2.5, considerando λ a medida de

Lebesgue, existem medidas complexas µa e µs com µa ! λ, µs K λ tal que µ “ µa` µs.

Além disso, existe uma única h P L1pλq tal que

µapEq “

ż

E

hdλ
.
“

ż

E

hpxqdx,

para todo conjunto E Ă Rn Lebesgue-mensurável.

Afirmação 3.2.1. µs ” 0 ô λpEq “ 0 ñ µpEq “ 0.

Mostremos inicialmente que a equivalência da Afirmação 3.2.1 é verdadeira.

Suponha que λpEq “ 0 ñ µpEq “ 0, e tome X um conjunto Lebesgue mensurável

qualquer. Como λ K µs, temos que existem conjuntos A e B Lebesgue-mensuráveis tais

que Rn “ AYB, µs é nula em A e λ é nula em B. Desta forma,

µspXq “ µspX XBq

“ µpX XBq ´ µapX XBq

“ 0.

A implicação inversa é imediata, o que conclui a demonstração da afirmação.

Assim, mostremos que µs ” 0 fazendo uso da observação anterior. Suponha, sem

perda de generalidade que µ é positiva e sendo ela regular, basta mostrarmos que para

qualquer compacto K tal que λpKq “ 0, temos µpKq “ 0. Considere tψ`u`PN Ă C8c pRnq

tal que: 1

(i) ψ` ě 0, @ ` P N;

(ii) Para todo ` P N, ψ`pxq “ 1 em uma vizinhança de K e é nula caso contrário;

(iii) ψ` Ñ χK quando `Ñ 8. Em particular,

lim
`Ñ8

ż

ψ` dµ “ µpKq. (3.18)

1A existência desta sequência será mostrado na Observação 3.2.1, após a demonstração.
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Dado ε ą 0, de (3.18) segue que existe `0 P N tal que

µpKq ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

ψ`dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ε

2
, @ ` ě `0 (3.19)

e de (3.17), existe k0 P N tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

ψ`dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pf ˚ φtjk qpxqψ`pxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ε

2
, @ k ě k0. (3.20)

Combinando as desigualdades (3.19) e (3.20) obtemos que

µpKq ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pf ˚ φtjk qpxqψ`pxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ε, @ k ě ko e ` ě `0

ď

ż

Mφfpxqψ`pxqdx` ε @ ` ě `0.

Tomando `Ñ 8 obtemos

ż

Mφfpxqψ`pxqdxÑ

ż

K

Mφfpxqdx “ 0,

pois λpKq “ 0. Desta forma µpKq ă ε, e como ε ą 0 é arbitrário segue que µpKq “ 0.

Assim, temos que µs “ 0 e

µpEq “ µapEq “

ż

E

hpxqdx para h P L1
pλq.

Por fim, para φ P SpRnq

xf, φy “ xµ, φy “

ż

φpxqdµ “

ż

φpxqhpxqdx “ xh, φy,

donde segue que f P L1pRnq. Por fim, como já mostramos que f P L1pRnq, considere

φ P SpRnq tal que

ż

φpxqdx ‰ 0. Como

|fpxq| “ |fpxq ´ pf ˚ φtqpxq ` pf ˚ φtqpxq|

ď |fpxq ´ pf ˚ φtqpxq| ` | sup
tą0
pf ˚ φtqpxq|

temos que para 0 ă t ă δ, φt é uma aproximação da identidade, logo

}f}1 ď }f ´ pf ˚ φtq}1 ` } sup
tą0
pf ˚ φtq}1

ď ε` }f}H1 .
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Tomando ε tendendo a zero segue o resultado.

Observação 3.2.1. A construção da sequência tψjujPN baseia-se no Corolário 2.2 p.

07 da referência [17]. Para cada k P N, considere o conjunto aberto Ωk “ tx P

Rn : dpx,Kq ă 1{ku e o compacto Kk “ sΩ2k. Aplicando o resultado citado, para

cada k P N existe ψk P C
8
c pΩkq tal que

(i) 0 ď ψk ď 1;

(ii) ψk ” 1 em uma vizinhança Vk de Kk tal que Vk Ă Ωk.

Por construção, é imediato que lim
kÑ8

ψkpxq “ χKpxq.

Conforme visto no resultado anterior, f P H1pRnq pode ser identificado com uma

função em L1pRnq e o próximo resultado mostra que distribuições em H1pRnq possuem

a propriedade de momento nulo.

Proposição 3.2.2. Se f P H1pRnq, então

ż

fpxqdx “ 0.

Demonstração. Se f P H1pRnq, como consequência do Teorema 3.2.2 temos que

f P L1pRnq. Conforme visto nas preliminares, a transformada de Fourier está bem

definida em L1pRnq e portanto é suficiente mostrarmos que

pfp0q “

ż

fpxqdx “ 0.

Note que para qualquer φ P SpRnq temos que

{φt ˚ fpξq “ pφtpξq pfpξq “ pφptξq pfpξq ñ{φt ˚ fp0q “ pφp0q pfp0q. (3.21)

Considere φ P SpRnq tal que

ż

φpxqdx “ 1. Desta forma pφp0q “ 1 e portanto {φt ˚ fp0q “

pfp0q. Assim, para todo ξ P Rn

| pfp0q ´{φt ˚ fpξq| “ |{φt ˚ fp0q ´{φt ˚ fpξq|

“ p2πq´n{2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pφt ˚ fqpxqdx´

ż

e´ixx,ξypφt ˚ fqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ p2πq´n{2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

p1´ e´ixx,ξyqpφt ˚ fqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď p2πq´n{2
ż

|1´ e´ixx,ξy||pφt ˚ fqpxq|dx

ď p2πq´n{2
ż

|1´ e´ixx,ξy|Mφfpxqdx

.
“ gpξq.
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Considere tξjujPN Ă Rnzt0u uma sequência tal que ξj Ñ 0 quando j Ñ 8. Em

particular, da desigualdade anterior

| pfp0q ´{φt ˚ fpξjq| ď gpξjq, @ j P N.

Afirmação 3.2.2. lim
jÑ8

gpξjq “ 0.

De fato, para cada x P Rn obtemos que

lim
jÑ8

|1´ e´ixx,ξjy|Mφfpxq “ 0

e além disso |1 ´ e´ixx,ξjy|Mφfpxq ď p1 ` |e
´ixx,ξjy|qMφfpxq “ 2Mφfpxq. Uma vez que

por hipótese f P H1pRnq, então Mφfpxq P L
1pRnq e a afirmação segue pelo Teorema da

Convergência Dominada. Assim, dado ε ą 0, existe j0 P N tal que

| pfp0q ´{φt ˚ fpξjq| ă ε, @ j ě j0 e t ą 0.

Em particular, fixando j1 ě j0, para todo t ą 0 temos que

| pfp0q ´ pφptξj1q
pfpξj1q| ă ε. (3.22)

Por fim, uma vez que pφ P SpRnq, temos que pφptξj1q Ñ 0 quando t Ñ 8. Tomando

tÑ 8 na desigualdade (3.22), segue que

| pfp0q| ă ε, @ ε ą 0,

o que conclui a demonstração.

Observação 3.2.2. A proposição anterior mostra que H1pRnq está contido

estritamente em L1pRnq, uma vez que existem funções em L1pRnq cuja integral não

é nula.

O próximo resultado mostra a completude do espaço HppRnq.

Teorema 3.2.3. HppRnq, p ą 0 é completo.

Demonstração. Considere inicialmente o caso em que p ą 1. Como HppRnq “

LppRnq e este por sua vez é completo, o resultado segue, pois do Teorema 3.2.1 as

normas }Mφf}p e }f}p são equivalentes.
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Se 0 ă p ď 1, considere tfjujPN uma sequência de Cauchy em HppRnq, isto é, dado

ε ą 0, existe N P N tal que

dpfk, fmq “ }fk ´ fm}
p
Hp ă ε, @ k,m ě N.

Lembre-se que para f P S 1pRnq e φ P SpRnq, a convolução é definida por pf ˚ φqpxq “

xf, φpx´ ¨qy. Assim,

|pfk ´ fmq ˚ rφp0q| “ |xfk ´ fm, φy| “ |xfk, φy ´ xfm, φy|.

Denote por

M˚

φ
fpyq

.
“ sup

tą0
sup
|x´y|ăt

|pf ˚ φtqpxq| (3.23)

a versão não-tangencial de Mφf . Se |y| ă 1, então tomando t “ 1 em (3.23) obtemos

que

M˚

φ
fpyq ě sup

|y´x|ă1

|pf ˚ φqpxq|.

Como |y| ă 1, então em particular

M˚

φ
fpyq ě |pf ˚ φqp0q|.

Desta forma, da desigualdade anterior obtemos que

|pfk ´ fmq ˚ rφp0q| ďM˚

rφ
pfk ´ fmqpyq, @ |y| ă 1. (3.24)

e também é válido que }M˚

φ
f}p ď }Mφf}p (ver [22] p. 95). Elevando a desigualdade

(3.24) a potência p e integrando em B “ Bp0, 1q obtemos,

|xfk, φy ´ xfm, φy|
p
ď

1

|B|

ż

B

M˚

φ
pfk ´ fmq

p
pyqdy

ď
1

|B|

ż

M˚

φ
pfk ´ fmq

p
pyqdy

“ Cn}M˚

φ
pfk ´ fmq}

p
p

ď Cn}Mφpfk ´ fmq}
p
p

ď Cn}fn ´ fm}
p
Hp .

Desta forma, tfjujPN é uma sequência de Cauchy em S 1pRnq, que é completo, logo

existe f P S 1pRnq tal que fj Ñ f em S 1pRnq quando j Ñ 8. Resta agora mostrar que

f P HppRnq. Considere fk P tfjujPN e como f “ pf ´ fkq ` fk, basta mostrarmos que

f ´ fk P H
ppRnq. Uma vez que a sequência é de Cauchy, podemos assumir sem perda
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de generalidade que

}fj ´ fj`1}
p
Hp ď 2´j, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

Como fj Ñ f em S 1pRnq, então para todo t ą 0 fixado

|xf ´ fk, φtpx´ ¨qy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

j“k

xfj`1 ´ fj, φtpx´ ¨qy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

j“k

pfj`1 ´ fjq ˚ φtpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

j“k

Mφpfj`1 ´ fjqpxq.

Tomando o supremo em t ą 0 na desigualdade anterior obtemos que

Mφpf ´ fkqpxq ď
8
ÿ

j“k

Mφpfj`1 ´ fjqpxq.

Portanto,

}Mφpf ´ fkq}
p
p ď

8
ÿ

j“k

}Mφpfj`1 ´ fjq}
p
p ď

8
ÿ

j“k

2´j ă 8,

donde segue que f P HppRnq, completando a demonstração.

Observação 3.2.3. Ao longo da demonstração anterior fica evidente que convergência

em HppRnq implica convergência em S 1pRnq.

A seguir definiremos os conceitos necessários para enunciar o Teorema de

Caracterização Maximal de HppRnq, que fornece alternativas para definir distribuições

temperadas em HppRnq e permite uma maior abordagem para questões futuras.

Sempre que f P S 1pRnq e φ P SpRnq, a convolução f ˚ φ está bem definida e é dada

por

f ˚ φpxq “ xf, φpx´ ¨qy.

Entretanto, uma das caracterizações do espaço HppRnq (que faz a conexão com funções

57
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harmônicas) faz-se necessário considerar convoluções do tipo f ˚ Pt,
2 no qual

P pxq ¨
cn

p1` |x|2qpn`1q{2
, x P Rn

e cn ą 0 é uma constante tal que

ż

P pxqdx “ 1. Como P P L1pRnq, não é garantido

a boa definição da convolução f ˚ Pt. Para contornar este problema, consideraremos

a seguir a definição de um subconjunto das distribuições temperadas onde faz sentido

tomar convoluções do tipo f ˚ Pt.

Definição 3.2.3. Dizemos que f P S 1pRnq é uma distribuição limitada se f ˚ φ P

L8pRnq, para toda φ P SpRnq.

Desta forma, se f é uma distribuição limitada e g P L1pRnq, definimos a convolução

f ˚ g por

xf ˚ g, φy
.
“ xf ˚ rφ, rgy “

ż

pf ˚ rφqpxqrgpxqdx, (3.25)

no qual rφpxq “ φp´xq. Note que

|xf ˚ g, φy| ď }f ˚ rφ}8

ż

|gp´xq|dx ă 8,

donde segue que a distribuição (3.25) está bem definida e é limitada.

A seguir, definiremos duas outras funções maximais necessárias para enunciar o

Teorema de Caracterização Maximal do espaço HppRnq. Note que a função maximal

definida em (3.12) leva em consideração apenas uma aproximação da identidade (isto

é, apenas uma função φ P SpRnq), neste sentido definiremos a grand função maximal,

que de certa forma generaliza a anterior pois baseia-se em uma coleção de funções

em SpRnq. Sejam F “ t} ¨ }αj ,βjuj uma coleção finita de semi-normas3 em SpRnq e

SF “ tϕ P SpRnq : }ϕ}αj ,βj ď 1, @ } ¨ }αj ,βj P Fu. Então definimos a grand função

2Ptpxq “ t´nP
´x

t

¯

é denominado núcleo de Poisson e está relacionado ao problema de Dirichlet

para a equação de Laplace no semi-plano Rn`1
` “ tpx, tq P Rn`1 : t ą 0u, dada por

"

∆u “ 0
u “ f em BRn`1

` .

Se f P C8pRnq X L8pRnq, então a solução do problema anterior é dada por upx, tq “ pf ˚ Ptqpxq.
3Lembre que as seminormas em SpRnq são dadas por

}φ}α,β “ sup
xPRn

ˇ

ˇxαBβφpxq
ˇ

ˇ.
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maximal por

MFpxq
.
“ sup

φPSF

Mφfpxq.

Por fim, se f é uma distribuição limitada, seja

upx, tq “ pf ˚ Ptqpxq,

o qual é conhecido como integral de Poisson de f . Definimos a função maximal não-

tangencial de u por

u˚pxq
.
“ sup
py,tqPΓpxq

|upy, tq|,

no qual Γpxq “ tpz, tq P RnˆR` : |x´ z| ď tu denota o cone centrado em x e abertura

1.

Teorema 3.2.4 (Teorema de Caracterização Maximal). Sejam f P S 1pRnq e p ą 0.

São equivalentes:

(a) Existe φ P SpRnq com

ż

φpxqdx ‰ 0 tal que Mφf P L
ppRnq;

(b) Existe uma coleção finita de semi-normas F tal que MFf P L
ppRnq;

(c) f é uma distribuição limitada e u˚ P LppRnq.

Demonstração. Ver em [22] p. 92.

Como consequência do Teorema de Caracterização Maximal, dizemos que f P

HppRnq se qualquer condição do Teorema 3.2.4 for satisfeita.

Tendo enunciado o Teorema de Caracterização Maximal, iremos agora demonstrar

a Proposição 3.2.1 e mostrar que }f}Hp é de fato uma norma para p ě 1 e uma

quasi-norma para 0 ă p ă 1.

Demonstração. [Proposição 3.2.1] Suponha que f P S 1pRnq é tal que para toda

ϕ P SpRnq com

ż

ϕpxqdx ‰ 0 temos Mϕf P L
ppRnq. Então f satisfaz condição (a) do

Teorema de Caracterização e portanto f P HppRnq.

Por outro lado, se f P HppRnq, pela condição (b) do Teorema de Caracterização

Maximal, existe um conjunto finito de semi-normas FN “ t} ¨ }αj ,βjuj tal que MFfpxq P

LppRnq. Seja ϕ P SpRnq com

ż

ϕpxqdx ‰ 0 e ε “ maxt}ϕ}αj ,βju, j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , N .
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Obviamente, temos que ϕ{ε P SFN e desta forma, para todo x P Rn

ε´1Mϕfpxq “ ε´1 sup
tą0
|pf ˚ ϕtqpxq|

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

´

f ˚
ϕt
ε

¯

pxq
ˇ

ˇ

ˇ

“ Mϕ
ε
fpxq

ď sup
φPSFN

Mφfpxq “MFNfpxq,

donde segue que Mϕfpxq P L
ppRnq.

Observação 3.2.4. Como consequência da demonstração do Teorema de Caracteriza-

ção Maximal (referência [22]) mostra-se que os funcionais }Mφf}p, }MFf}p e }u˚} são

equivalentes e portanto qualquer um deles pode ser considerado como norma do espaço

HppRnq.

Proposição 3.2.3. Seja f P HppRnq. Então }f}Hp “ }Mφf}p define uma norma para

p ě 1 e uma quasi-norma para 0 ă p ă 1.

Demonstração. Seja p ě 1 e mostremos que }f}Hp define uma norma, isto é, satisfaz

as seguintes propriedades:

(i) f “ 0 ô }f}Hp “ 0. É imediato da definição que se f “ 0, então }f}Hp “ 0.

Suponha que f P HppRnq e }f}Hp “ 0, então pela Observação 3.2.4 segue que

}MFf}p “ 0 e portanto MFfpxq “ 0 q.t.p. Desta forma, temos que para toda

ψ P SF , pf ˚ ψqpxq “ 0 q.t.p, isto é

xf, ψ px´ ¨qy “ 0 q.t.p.

Basta mostrarmos que para toda Φ P SpRnq temos xf,Φy “ 0 q.t.p. Note que

existe ε ą 0 tal que εΦ P SF , e assim

f ˚ εΦpxq “ 0 q.t.p ñ f ˚ Φpxq “ 0 q.t.p.

Portanto f “ 0.

(ii) }αf}Hp “ |α| ¨ }f}Hp , @ α P R. Desta forma tal propriedade é imediata uma vez

que o operador Mφf é sublinear.

(iii) }f1 ` f2}Hp ď }f1}Hp ` }f2}Hp . Imediato pois o operador Mφf é sublinear.

O caso 0 ă p ă 1 é análogo uma vez que } ¨ }p é uma quasi-norma.
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3.2.2 Decomposição Atômica

Nesta seção apresentaremos uma classe importante de distribuições em HppRnq.

Como já vimos anteriormente que HppRnq “ LppRnq para p ą 1, daqui em diante

estaremos sempre nos referindo a 0 ă p ď 1.

Definição 3.2.4. Um Hp´átomo (ou apenas átomo) é uma função mensurável apxq

que satisfaz:

(i) supppaq Ă Bpx0, rq, para alguma bola Bpx0, rq;

(ii) }a}8 ď |Bpx0, rq|
´1{p q.t.p (condição de tamanho);

(iii)

ż

xβapxqdx “ 0, para todo β P Zn` tal que |β| ď tn pp´1 ´ 1qu (condição de

momento), no qual twu denota o maior inteiro menor ou igual w.

Note que se q ě 1, então a P LqpRnq. Com efeito,

}a}qq “

ż

Rn
|apxq|qdx

“

ż

Bpx0,rq

|apxq|qdx

ď }a}q8|Bpx0, rq|

ď |Bpx0, rq|
´q{p

|Bpx0, rq|

“ |Bpx0, rq|
1´q{p,

e portanto

}a}q ď |Bpx0, rq|
1
q
´ 1
p . (3.26)

Levando esse fato em consideração, podemos definir de forma mais geral um pp, q, sq-

átomo apenas substituindo na Definição 3.2.4 a condição de tamanho e a de momento

por

(ii)’ }a}q ď |Bpx0, rq|
1
q
´ 1
p ;

(iii)’

ż

xβapxqdx “ 0, para todo |β| ď s com s ě tn
`

p´1
´ 1

˘

u .

Desta forma, a Definição 3.2.4 apresenta um pp,8, sq-átomo e neste trabalho estaremos

interessados em considerar átomos deste tipo.

No próximo resultado veremos que um átomo pertence a HppRnq e sua Hp-norma é

uniformemente limitada, isto é, independe do átomo considerado.
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Observação 3.2.5. Para obtermos a limitação uniforme em norma dos Hp-átomos,

podemos supor sem perda de generalidade que os átomos são suportados em bolas

centradas na origem. Isto vem do fato de que a norma } ¨}p é invariante por translações

e se apxq é um átomo suportado na bola Bpx0, rq, então ηpxq “ apx´ x0q é um átomo

cujo suporte está contido em Bp0, rq.

Proposição 3.2.4. Se apxq é um Hp-átomo, então a P HppRnq e sua norma é

uniformemente limitada sobre todos os Hp-átomos, isto é, existe uma constante Cn,p ą 0

dependendo apenas de n e p tal que

}a}Hp “ }Mφa}p ď Cn,p, @ a H
p-átomo.

Demonstração. Seja 0 ď φ P C8c pRnq suportada na bola unitária com

ż

φpxqdx “ 1.

Nosso objetivo será mostrar que

ż

rMφapxqs
pdx ď Cn,p, no qual apxq é um átomo

arbitrário suportado na bola B “ Bp0, rq e Cn,p ą 0 é uma constante que independe

do suporte do átomo considerado. Seja B˚ “ Bp0, 2rq e a seguinte decomposição do

espaço Rn,

ż

Rn
rMφapxqs

pdx “

ż

B˚
rMφapxqs

pdx`

ż

RnzB˚
rMφapxqs

pdx.

(I) Estimativa de

ż

B˚
rMφapxqs

pdx. Usando a condição de tamanho do átomo,

obtemos

Mφapxq “ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

apx´ yqφtpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
tą0

ż

|apx´ yq| |φtpyq|dy

ď |B|´1{p sup
tą0

ż

t´nφ
´y

t

¯

dy

“ |B|´1{p.

Portanto,

ż

B˚
rMφapxqs

pdx ď |B|´1
|B˚|

À Cn,p,

uma vez que |B˚| À |B|.

(II) Estimativa de

ż

RnzB˚
rMφapxqs

pdx. Usando a condição de momento nulo do
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átomo, podemos escrever

pa ˚ φtqpxq “

ż

apyq

»

–φtpx´ yq ´
ÿ

|α|ďNp

Bαφtp0q

α!
px´ yqα

fi

fl dy,

no qual

RNp`1pyq “ φtpx´ yq ´
ÿ

|α|ďNp

Bαφtp0q

α!
px´ yqα

é o resto do polinômio de Taylor de grau Np “

Y

n
´

1
p
´ 1

¯]

(na variável y) da

função φtpx ´ yq centrado na origem. Além disso, temos a seguinte estimativa

para o resto de Lagrange

|RNp`1pyq| ď C
|y|Np`1

tNp`n`1
.

Como estamos supondo y P B, x P RnzB˚ e φ suportada na bola unitária, temos

que t ě |x|
2

. Desta forma,

|pa ˚ φtqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

B

apyqRNp`1pyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

B

|apyq| |RNp`1pyq|dy

ď C|B|´1{p

ż

B

|y|Np`1

tNp`n`1
dy

ď C|B|´1{p

ż

B

rNp`1

tNp`n`1
dy

“ C|B|´1{p

ˆ

rNp`1

tNp`n`1

˙

|B|

“ C
r´

n
p
`Np`n`1

|x|Np`n`1
, @ x P Rn

zB˚.

Portanto,

ż

RnzB˚
rMφapxqs

pdx ď C r´n`ppNp`n`1q

ż

RnzB˚
|x|´ppNp`n`1qdx

“ C r´n`ppNp`n`1q

ż 8

2r

w´ppNp`n`1q`n´1dw

“ C r´n`ppNp`n`1qr´ppNp`n`1q`n

“ Cn,p,
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no qual a condição de integrabilidade se verifica pois npp´1 ´ 1q ´ 1 ă Np ď

npp´1 ´ 1q, logo ´ppNp ` n` 1q ` n´ 1 ă ´1.

Por fim, das estimativas (I) e (II) segue o resultado.

Tendo definido um Hp-átomo e mostrado suas principais propriedades, o próximo

resultado segue na direção de apresentar uma decomposição atômica de HppRnq.

Proposição 3.2.5. Sejam tajujPN uma coleção de Hp-átomos e tλjujPN uma sequência

de números complexos tal que
ÿ

jPN

|λj|
p
ă 8. Então a série

f “
ÿ

jPN

λjaj (3.27)

converge em S 1pRnq e em HppRnq, f P HppRnq e

}f}Hp ď C

˜

ÿ

jPN

|λj|
p

¸
1
p

.

Demonstração. Suponha inicialmente que a soma (3.27) é finita e denote fN “
N
ÿ

j“1

λjaj. Pela sublinearidade de Mφ, obtemos

MφpfNq “Mφ

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸

ď

N
ÿ

j“1

|λj|Mφpajq.

Como 0 ă p ď 1, pela sub-aditividade,

˜

N
ÿ

j“1

|λj|Mφpajq

¸p

ď

N
ÿ

j“1

|λj|
p
rMφpajqs

p.

Integrando ambos os lados da desigualdade anterior e por meio da Proposição 3.2.4

obtemos que

ż

rMφfNpxqs
pdx ď

ż N
ÿ

j“1

|λj|
p
rMφajpxqs

pdx

ď C
N
ÿ

j“1

|λj|
p
ă 8.

64



3.2 Espaços de Hardy HppRnq

Analogamente decorre que, para todo M ě N temos

}fN ´ fM}
p
Hp “ C

M
ÿ

j“N`1

|λj|
p
ă ε,

pois a série
8
ÿ

j“1

|λj|
p é convergente em C e portanto é de Cauchy. Desta forma, fN é de

Cauchy e pelo Teorema 3.2.3 converge em HppRnq para f em HppRnq. Pela Observação

3.2.3, a convergência também acontece em S 1pRnq. Uma vez que temos a convergência

em S 1pRnq, por meio da Proposição 3.2.4 obtemos que

}f}pHp “

›

›

›

›

›

ÿ

jPN

ajλj

›

›

›

›

›

p

Hp

ď
ÿ

jPN

}aj}
p
Hp |λj|

p

ď C
ÿ

jPN

|λj|
p,

o que completa a demonstração.

A implicação inversa é conhecida como Teorema de Decomposição Atômica do

espaço HppRnq e a demonstração será omitida pois não faz parte do objetivo principal

deste trabalho.

Teorema 3.2.5. Seja 0 ă p ď 1. Então toda f P HppRnq pode ser escrita como uma

soma de átomos que convergem em norma Hp e

ÿ

jPN

|λj|
p
ď C2}f}Hp .

Demonstração. Ver em [22] p. 107.

Observação 3.2.6. Note que o Teorema anterior não garante a unicidade da

decomposição atômica de f P HppRnq.

Da Proposição 3.2.5, do Teorema 3.2.5 e da Observação 3.2.6 temos que

}f}Hp „
ÿ

jPN

|λj|
p

– inf
ÿ

jPN

|λj|
p,
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3.2 Espaços de Hardy HppRnq

no qual o ı́nfimo é tomado sobre todas as decomposições atômicas posśıveis.

Como aplicação do Teorema de decomposição atômica, mostraremos que o conjunto

de todas as combinações lineares finitas de Hp-átomos é um subconjunto denso de

HppRnq.

Corolário 3.2.1. Seja Λ o conjunto de todas as combinações lineares finitas de Hp-

átomos. Então Λ é um subconjunto denso de HppRnq

Demonstração. Seja f P HppRnq. Pelo Teorema 3.2.5 f “
ÿ

jPN

λjaj com
ÿ

jPN

|λj|
p
ă 8.

Denote por

#

Sk “
k
ÿ

j“1

λjaj

+

kPN

uma sequência em Λ. Então,

}f ´ Sk}
p
Hp “

›

›

›

›

›

8
ÿ

j“k`1

λjaj

›

›

›

›

›

p

Hp

ď C
8
ÿ

j“k`1

|λj|
p kÑ8
ÝÑ 0.

3.3 Espaços de Hardy Localizáveis hppRnq

Segundo D. Goldberg em [12], muito embora o espaço HppRnq seja um bom

substituto para o espaço LppRnq quando p ă 1, algumas propriedades válidas para os

espaços de Lebesgue não são estendidas para HppRnq quando p ă 1, como por exemplo:

(i) HppRnq não contém SpRnq;

(ii) HppRnq não é um espaço semi-local, isto é, se f P HppRnq e φ P C8c pRnq, então

fφ pode não pertencer a HppRnq;

(iii) HppRnq não está bem definido em variedades;

(iv) Operadores pseudo-diferenciais em geral não são limitados em HppRnq.

Motivado por estas questões, D. Goldberg definiu, em 1979 na referência [12], para

cada p ą 0 uma nova classe de espaços, denominados espaços de Hardy localizáveis

e denotado por hppRnq, que contém HppRnq e não possui os problemas listados

anteriormente.

Analogamente ao que foi desenvolvido para o espaço HppRnq, nesta seção

iremos definir o espaço hppRnq, listar algumas propriedades e provar o Teorema

de Decomposição Atômica em hppRnq. Para tal desenvolvimento, utilizaremos as

referências [12] e [13].
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3.3.1 Caracterização e Propriedades

Com o objetivo de definir os espaços hppRnq e enunciar um Teorema de

Caracterização Maximal inspirado em HppRnq, iremos inicialmente introduzir algumas

funções maximais, que são basicamente restrições daquelas definidas na seção anterior.

Sejam f P S 1pRnq e φ P SpRnq. Definimos a função maximal truncada de f associada

a φ por

mφfpxq
.
“ sup

0ătď1
|pf ˚ φtqpxq|.

Definição 3.3.1. Dizemos que f P hppRnq se existe φ P SpRnq com

ż

φpxqdx ‰ 0 tal

que mφf P L
ppRnq.

Denotemos por grand função maximal associada a mφ o operador

mFfpxq
.
“ sup

φPSF

mφfpxq,

no qual SF “ tϕ P SpRnq : }ϕ}α,β ď 1, @ } ¨ }α,β P Fu e F é uma famı́lia finita de

seminormas em SpRnq. A versão não tangencial da função maximal truncada é dada

por

m˚

φ
fpxq

.
“ sup

0ătď1
sup
|x´y|ăt

|φt ˚ fpyq|.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Caracterização Maximal em hppRnq). Sejam f P S 1pRnq

e p ą 0. São equivalentes:

(a) Existe φ P SpRnq com

ż

φpxqdx ‰ 0 tal que mφf P L
ppRnq;

(b) Existe uma coleção F tal que mFf P L
ppRnq;

(c) Para toda φ P SpRnq com

ż

φpxqdx ‰ 0, temos que mφf P L
ppRnq.

Demonstração. Ver [12] p. 31.

Desta forma, dizemos que f P hppRnq se qualquer condição do Teorema 3.3.1 for

satisfeita.

Análogo a HppRnq, definimos a “norma” em hppRnq por

}f}hp
.
“ }mφf}p.

A completude de hppRnq se verifica de forma análoga ao caso HppRnq cuja a métrica é

dada por

dpf, gq “

#

}f ´ g}php , se 0 ă p ď 1;

}f ´ g}hp , se p ą 1.
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3.3 Espaços de Hardy Localizáveis hppRnq

O próximo resultado afirma que hppRnq é uma extensão de HppRnq.

Proposição 3.3.1. HppRnq Ă hppRnq para p ą 0 e } ¨ }hp ď } ¨ }Hp.

Demonstração. Por propriedade de supremo, obtemos que

sup
0ătď1

|f ˚ φtpxq| ď sup
tą0
|f ˚ φtpxq|.

Assim para todo x P Rn,

mφfpxq ďMφfpxq

e portanto

}mφf}p ď }Mφf}p. (3.28)

Se f P HppRnq, então }Mφf}p ď C e da desigualdade (3.28) segue que }mφf}p ď C e

portanto f P hppRnq.

Observação 3.3.1. Da proposição anterior e do Teorema 3.2.1 temos que LppRnq Ă

hppRnq quando p ą 1. De forma análoga a demonstração do Teorema 3.2.1 mostra-se

que hppRnq Ă LppRnq e portanto hppRnq “ LppRnq “ HppRnq para p ą 1.

Exemplo 3.3.1. A distribuição δ P hppRq se 0 ă p ă 1. Com efeito, considere

φ P C8c pr´1, 1sq e note que

δ ˚ φtpxq “ xδ, φtpx´ ¨qy

“
1

t
φ
´x

t

¯

. (3.29)

Uma vez que φpxq “ 0 para |x| ě 1, então φpx{tq “ 0 para |x| ě t, e por isso

assumiremos que |x| ă t. Desta observação e da igualdade (3.29) obtemos que

pmφδq
p
pxq “ sup

0ătď1
pδ ˚ φtq

p
pxq

ă sup
0ătď1

|x|´pφp
´x

t

¯

ď |x|´p}φ}p8, |x| ă t.

Assim,
ż

R
pmφδq

p
pxqdx ď }φ}p8

ż 1

´1

|x|´pdx ă 8

se 0 ă p ă 1.
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3.3.2 Decomposição Atômica em hppRnq

Análogamente ao espaço HppRnq, podemos exibir um teorema de decomposição

atômica em hppRnq. Definiremos a seguir os hp-átomos, cuja definição difere

ligeiramente daquela apresentada anteriormente para HppRnq.

Definição 3.3.2. Seja apxq uma função mensurável definida em Rn. Dizemos que a é

um hp-átomo (ou apenas átomo) se existe uma bola Bpx0, rq Ă Rn tal que

(i) supppaq Ă Bpx0, rq;

(ii) }a}8 ď |Bpx0, rq|
´1{p;

(iii) Se r ă 1, então para todo α P Zn` tal que |α| ď tnpp´1 ´ 1qu

ż

xαapxqdx “ 0.

Observação 3.3.2. Note que se r ě 1 a condição de momento nulo não é exigida,

diferentemente da definição dada em HppRnq. Obviamente se apxq é um Hp-átomo,

então também é um hp-átomo.

Nosso objetivo daqui em diante será apresentar um teorema de decomposição

atômica análoga ao do espaço HppRnq para hppRnq. Nesta direção, o próximo resultado

estabelece uma conexão entre os dois espaços.

Lema 3.3.1. Seja f P hppRnq para 0 ă p ď 1. Então existe u P HppRnq e v P

C8pRnq X hppRnq tal que f “ u` v. Além disso, existe uma constante C ą 0 tal que

}u}Hp ` }v}hp ď C}f}hp .

Demonstração. Considere inicialmente as seguintes funções auxiliares:

(i) ϕ P C8c pRnq tal que supppϕq Ď Bp0, 2q, ϕpξq “ 1 para |ξ| ď 1;

(ii) ρpxq “ qϕpxq P SpRnq, no qual q denota a transformada inversa de Fourier;

(iii) φ P SpRnq com suppppφq Ď Bp0, 1q e pφpxq “ 1 quando |x| ă 1{2.4

Assim, definimos as distribuições u e v por

upxq “ fpxq ´ pf ˚ ρqpxq

vpxq “ pf ˚ ρqpxq

e claramente temos f “ u` v.

4A existência desta função é garantida por meio da transformada inversa de Fourier.

69



3.3 Espaços de Hardy Localizáveis hppRnq

Afirmação 3.3.1. tρ ˚ φtu0ătď1 é um conjunto limitado em SpRnq.

De fato, para cada β P Zn` e N ą 0, uma vez que tρ ˚ φtu0ătď1 é uma aproximação

da identidade, segue que

Dβ
pρ ˚ φtq

tÑ0
ÝÑ Dβ

pρq, em SpRn
q.

Assim, em particular
ˇ

ˇDβρ ˚ φtpxq ´D
βρpxq

ˇ

ˇ Ñ 0 quando t Ñ 0 e como ρ P SpRnq,

existe uma constante Cβ,N ą 0 tal que

ˇ

ˇDβρ ˚ φtpxq
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇDβρ ˚ φtpxq ´D
βρpxq

ˇ

ˇ`
ˇ

ˇDβρ
ˇ

ˇ

ď Cβ,Np1` |x|q
´N , @ N P Z.

Desta forma, para todo |α| ď N obtemos a estimativa

ˇ

ˇxα
`

Dβρ ˚ φt
˘

pxq
ˇ

ˇ ď Cβ,N
|xα|

p1` |x|qN

ď Cβ,N
|x||α|

p1` |x|qN

ď Cβ,N
|x|N

p1` |x|qN

ď Cβ,N .

Como N é tomado de forma arbitrária, segue que a estimativa anterior é válida para

todo α, β P Zn`. Portanto, tρ ˚ φtu0ătď1 é limitado segundo as seminormas de SpRnq, o

que completa a demonstração da afirmação.

Considere F uma famı́lia finita de seminormas (dada pelo Teorema de

Caracterização). Pela Afirmação 3.3.1, existe uma constante C ą 0 tal que

tCρ ˚ φtu0ătď1 Ă SF . Assim, para todo 0 ă t ď 1

|rf ˚ pρ ˚ φtqspxq| ď C´1mFfpxq.

Tomando o supremo na desigualdade anterior obtemos que

mφvpxq ď C´1mFNfpxq, (3.30)

uma vez quemφvpxq “ sup
0ătď1

rpf ˚ ρq ˚ φtspxq. Desta forma concluimos que v P C8pRnqX

hppRnq.
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Falta agora mostrarmos que u P HppRnq. Note que

u ˚ φt “ pzu ˚ φtq q

“

´

pu pφt

¯

q

“

´

pu pφpt¨q
¯

q

“

”´

pf ´zf ˚ ρ
¯

pφpt¨q
ı

q

“

”´

pf ´ pf pρ
¯

pφpt¨q
ı

q

“

”

pf p1´ ϕq pφpt¨q
ı

q (3.31)

Como suppppφq Ď Bp0, 1q e 1´ ϕpξq “ 0 se |ξ| ď 1, segue que (3.31) é nula para t ě 1 e

portanto mφu “Mφu. Desta forma,

}u}pHp “ }u}php “ }f ´ v}
p
hp

ď }f}php ` }v}
p
hp

ď }f}php ` C
´1
}f}php

“ C 1}f}php . (3.32)

Das desigualdades (3.30) e (3.32) segue que

}u}Hp ` }v}hp ď C}f}hp .

O próximo resultado é conhecido por Teorema de Decomposição Atômica de hppRnq

e faremos uso do lema anterior e do Teorema de Decomposição Atômica de HppRnq

para demonstrá-lo.

Teorema 3.3.2. Seja f P hppRnq para 0 ă p ď 1. Então existe uma sequência tajujPN

de hp-átomos e uma sequência de números complexos tλjujPN com
ÿ

jPN

|λj|
p
ă 8 tal que

f “
ÿ

jPN

λjaj.

Além disso,
ÿ

jPN

|λj|
p
ď }f}php

Demonstração. Pelo Lema 3.3.1 podemos escrever f “ u` v, no qual u P HppRnq e

v P C8pRnq X hppRnq. Do Teorema de Decomposição Atômica de HppRnq obtemos que
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existe uma sequência tajujPN de Hp-átomos tal que

u “
ÿ

jPN

λjaj com
ÿ

jPN

|λj|
p
ď C}u}Hp .

Da desigualdade (3.32), obtemos que

ÿ

jPN

|λj|
p
ď C}f}hp .

Como Hp-átomos são hp-átomos, resta mostrar que v possui uma decomposição atômica

em hppRnq.

Seja tQjujPN uma famı́lia de cubos cujo centro pertence a Zn e lado ` “ 2 tais que
Ť

jPNQj “ Rn. Lembre que v “ f ˚ ρ, no qual ρ P SpRnq foi definido no lema anterior.

Considere para cada j P N a função

bjpxq “

$

&

%

f ˚ ρpxq

|Qj|
1{p }f ˚ ρ}L8pQjq

, se x P Qj;

0, se x R Qj.

Note que |Qj| é invariante para todo j P N, uma vez que todos os cubos possuem lado

constante ` “ 2. O caso em que }ρ ˚ f}L8pQjq “ 0 é desprezado. Além disso, defina

γj “ |Qj|
1
p }f ˚ ρ}L8pQjq.

É imediato da definição que bj é um hp-átomo e resta mostrar que
ř

jPN |γj|
p ď C}f}hp .

Seja ρrpxq
.
“ ρpx` rq. Então para x P Qj

sup
rPQj

|pf ˚ ρrqp0q| “ sup
rPQj

|xf, ρrp0´ ¨qy|

“ sup
rPQj

|xf, ρpr ´ ¨qy|

“ sup
rPQj

|pf ˚ ρqprq|

ě |pf ˚ ρqpxq|.

Desta forma temos que

sup
xPQj

|pf ˚ ρqpxq| ď sup
rPQj

|pf ˚ ρrqp0q|. (3.33)

Como pf ˚ ρrqp0q “ pf ˚ ρr´yqpyq e r´ y P Q quando r, y P Qj, no qual Q denota o cubo
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centrado na origem e ` “ 4, obtemos que

sup
rPQj

|pf ˚ ρrqp0q| ď sup
sPQ

pf ˚ ρsqpyq, se y P Qj. (3.34)

Como tρsusPQ é uma famı́lia limitada em SpRnq temos que existe uma constante C ą

0 e uma famı́lia finita de seminormas F (fornecida pelo Teorema de Caracterização

Maximal) tal que tCρsusPQ Ă SF . Então

sup
sPQ

|pf ˚ ρsqpyq| ď C´1mFfpyq, y P Qj. (3.35)

Assim, das Desigualdades (3.33), (3.34) e (3.35) temos que

}f ˚ ρ}pL8pQjq “ sup
xPQj

|pf ˚ ρqpxq|p

ď sup
rPQj

|pf ˚ ρrqp0q|
p

ď sup
sPQ

|pf ˚ ρsqpyq|
p

ď C´1
pmFfq

p
pyq, y P Qj. (3.36)

Integrando a desigualdade (3.36) em y P Qj obtemos

}f ˚ ρ}pL8pQjq ď
C´p

|Qj|

ż

Qj

pmFfq
p
pyqdy.

Portanto

ÿ

jPN

|γj|
p
“ |Qj|

ÿ

jPN

}f ˚ ρ}pL8pQjq

ď C´p
ÿ

jPN

ż

Qj

pmFfq
p
pyqdy

À C}f}php ,

o que conclui a demonstração.

3.4 O espaço BMO

O espaço BMOpRnq, também conhecido como espaço de John-Nirenberg, foi

apresentado pela primeira vez em 1961 por Fritz John e Louis Nirenberg. Um resultado

importante, devido a Charles Fefferman e Elias Stein em [9], afirma que o dual de
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H1pRnq é o BMOpRnq, mostrando assim uma conexão importante com os espaços de

Hardy. Em termos gerais, da mesma forma que o espaço HppRnq representa um bom

substituto para os espaços de Lesbesgue LppRnq quando 0 ă p ď 1, o espaço BMOpRnq

pode ser interpretado como um substituto para L8pRnq. Vamos agora apresentar o

espaço BMOpRnq de forma introdutória e provar algumas propriedades básicas que

serão úteis posteriormente. Para um estudo mais detalhado do assunto, consulte a

referência [22] Caṕıtulo IV.

Sejam f P L1
locpRnq e Q Ă Rn um cubo qualquer. Denotamos por

fQ “
1

|Q|

ż

Q

fpyqdy,

a média da função f no cubo Q. Caracterizamos por M#fpxq a função maximal sharp

definida por

M#fpxq
.
“ sup

QQx

1

|Q|

ż

Q

|fpxq ´ fQ|dx, (3.37)

no qual o supremo é tomado sobre todos os cubos Q Ă Rn que contém x. Dizemos que

f P BMOpRnq
.
“ BMO se a função M#f P L8pRnq, isto é, f possui variação média

limitada. Mais precisamente,

BMO “ tf P L1
locpRn

q : M#f P L8pRn
qu.

De forma natural, espera-se que o funcional }M#f}8 defina uma norma em BMO,

porém em geral este não satisfaz a condição }f}BMO “ 0 ô f “ 0. De fato, se f uma

função constante q.t.p, então M#fpxq “ 0 mas obviamente f ‰ 0. Para contornar

este problema, basta quocientar o BMO pelo espaço das funções constantes, isto é

}f1}BMO “ }f2}BMO se e somente se f1 ´ f2 for uma função constante. Assim,

}f}BMO
.
“ }M#f}8, (3.38)

define uma norma em BMO.

Exemplo 3.4.1. Toda função limitada pertence a BMO, isto é L8pRnq Ă BMO e vale

também a inclusão em norma. De fato, note que

ż

Q

|f ´ fQ| ď 2|Q| }f}8 e portanto

}f}BMO ď 2}f}8.

O próximo resultado diz que a função maximal definida em (3.37) é controlada

pontualmente pelo operador maximal de Hardy-Littlewood.

Proposição 3.4.1. Existe uma constante Cn ą 0 tal que

M#fpxq ď CnMfpxq,
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no qual Mf denota o operador maximal de Hardy-Littlewood.

Demonstração. Mostraremos que a desigualdade vale para M 1fpxq definida em (3.9)

com Cn “ 2. De fato,

sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|fpyq ´ fQ|dy ď sup
QQx

1

|Q|

ˆ
ż

Q

|fpyq|dy `

ż

Q

|fQ|dx

˙

“ 2 sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|fpyq|dy

“ 2M 1fpxq.

A generalização segue da desigualdade (3.10) uma vez que M 1fpxq ď CnMfpxq.

O próximo resultado será relevante para obter uma caracterização alternativa do

espaço BMO.

Proposição 3.4.2. Se f P BMO, então

1

2
}f}BMO ď sup

Q
inf
aPC

1

|Q|

ż

Q

|fpxq ´ a|dx ď }f}BMO.

Demonstração. Diretamente da definição segue que

sup
Q

inf
aPC

1

|Q|

ż

Q

|fpxq ´ a|dx ď sup
Q

1

|Q|

ż

Q

|fpxq ´ fQ|dx ď }f}BMO.

Para mostrarmos a desigualdade que resta, note que para todo a P C, |fpxq ´ fQ| ď

|fpxq ´ a| ` |a´ fQ|. Integrando em Q, obtemos

ż

Q

|fpxq ´ fQ|dx ď 2

ż

Q

|fpxq ´ a|dx.

Dividindo ambos os lados por |Q|, tomando o ı́nfimo sobre todo a P C e por fim o

supremo sobre todo Q Q x, obtemos

1

2
sup
Q

1

|Q|

ż

Q

|fpxq ´ fQ|dx ď sup
Q

inf
aPC

1

|Q|

ż

Q

|fpxq ´ a|dx,

e a conclusão da proposição segue imediatamente pela definição de supremo.

A proposição anterior define uma norma equivalente a }¨}BMO e também nos fornece

uma informação importante sobre a natureza nos elementos de BMO, isto é f P BMO
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3.4 O espaço BMO

se existe uma constante aQ (que pode depender de Q) tal que

1

|Q|

ż

Q

|fpxq ´ aQ|dx ď C, (3.39)

no qual C é independente de Q.
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Caṕıtulo

4
Aplicações

Como aplicações da teoria apresentada, neste caṕıtulo provaremos que algumas

classes de operadores lineares como os de Calderón-Zygmund e pseudo-diferenciais são

cont́ınuos em espaços de Hardy.

4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

De forma geral, estamos interessados em estudar operadores T : SpRnq Ñ S 1pRnq

da forma

Tfpxq
.
“

ż

Kpx, yqfpyqdy, x R supppfq, (4.1)

associados a função Kpx, yq P C8pRn ˆ Rnz∆q, ∆ “ tpx, yq P Rn ˆ Rn : x “ yu que

satisfaz a seguinte propriedade

ˇ

ˇB
α
xB

β
yKpx, yq

ˇ

ˇ ď A |x´ y|´n´|α|´|β|, x ‰ y (4.2)

para todo α, β P Zn`. A função Kpx, yq é denominada núcleo (ou kernel) do operador

T e usaremos a notação T
.
“ TK quando desejarmos enfatizar o núcleo K associado ao

operador T .

Observação 4.1.1.

(i) Núcleos que satisfazem a condição (4.2) são denominados kernels de Calderón-

Zygmund ou kernels integral singular;

(ii) Operadores do tipo (4.1) associados a núcleos que satisfazem a hipótese (4.2) e são

limitados em L2pRnq são denominados operadores de Calderón-Zygmund segundo

a nomenclatura da referência [22] p. 289;
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

(iii) Veremos adiante que a condição (4.2) sobre K pode ser substituida por hipóteses

mais fracas e a nomenclatura continuará igual;

(iv) Vale ressaltar que um operador de Calderón-Zygmund não é unicamente

determinado pelo núcleo associado a ele. De fato, considere o operador identidade

Id. Temos que Id é um operador de Calderón-Zygmund associado ao núcleo

Kpx, yq “ 0, uma vez que para x R supppfq temos que Idfpxq “ 0, enquanto

que o operador nulo também é associado ao mesmo núcleo. Entretanto, um

resultado bem conhecido garante que se dois operadores de Calderón-Zygmund

são associados ao mesmo núcleo, então a diferença entre eles é pontualmente um

operador multiplicação, isto é Tfpxq “ apxqfpxq no qual a P L8pRnq (veja [8] p.

101).

Uma pergunta natural que surge no estudo dos operadores de Calderón-Zygmund

é procurarmos por condições mı́nimas sobre o núcleo Kpx, yq para que a extensão do

operador em L2pRnq, quando posśıvel, faça sentido. A resposta será enunciada abaixo

e está intimamente relacionada com a estimativa (4.2).

Proposição 4.1.1. Seja Kpx, yq um núcleo tal que

|Kpx, yq| ě C|x´ y|´n, C ą 0.

Então não existe nenhum operador T associado ao núcleo Kpx, yq que seja limitado em

L2pRnq.

Demonstração. Ver [22] p. 289.

No próximo exemplo definiremos uma classe importante de operadores, denominados

multiplicadores, que sob certas condições adicionais (que serão vistas posteriormente)

são operadores de Calderón-Zygmund.

Exemplo 4.1.1. Seja m P L8pRnq. Associado a m definimos o operador Tm,

denominado operador multiplicador, dado por

yTmfpξq “ mpξq pfpξq, @ f P SpRn
q

no qual mpξq é denominado multiplicador. Note que por meio da transformada de

Fourier inversa, a relação anterior pode ser reescrita em termos de uma convolução,

78



4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

isto é

Tmfpxq “ p2πq´n{2
ż

eixx,ξympξq pfpξqdξ

“ p2πq´n{2
ż

eixx,ξympξq

ˆ
ż

e´ixy,ξyfpyqdy

˙

dξ

“

ż
ˆ

p2πq´n{2
ż

eixx´y,ξympξqdξ

˙

fpyqdy

“

ż

Kpx´ yqfpyqdy,

no qual pK “ m. Neste caso Kpx, yq
.
“ Kpx´ yq e desta forma, um multiplicador é um

caso particular de operador do tipo convolução.

Como m P L8pRnq, então por meio do Teorema de Plancherel 1.5.4 obtemos que

Tm é limitado em L2pRnq. De fato,

}Tmf}
2
2 “

ż

ˇ

ˇ

ˇ

yTmfpξq
ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ “

ż

ˇ

ˇ

ˇ
mpξq pfpξq

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ ď }m}28}f}
2
2.

Observação 4.1.2. Todo operador que pode ser representado na forma Tfpxq “ K ˚

fpxq é denominado do tipo convolução. Muitos autores também o denominam por

integral singular do tipo convolução. A rigor, uma integral singular do tipo convolução

é uma aplicação da forma

lim
εÑ0

ż

|x´y|ąε

Kpx´ yqϕpyqdy
.
“ v.p. pKqϕpxq.

Por ora consideraremos K P C8pRnzt0uq um núcleo do tipo convolução. A seguir

exigiremos condições mais fracas sobre o núcleo com relação a que foi inicialmente

proposta em (4.2) e permitirá, por exemplo, um melhor tratamento sobre o estudo da

continuidade de tais operadores nos espaços LppRnq. Suponha que K satisfaça alguma

das seguintes propriedades:

(i) Existe Aα ą 0 tal que |BαxKpxq| ď Aα|x|
´n´|α|, para todo α P Zn`;

(ii) Existe A ą 0 tal que |Kpx ´ yq ´Kpxq| ď A
|y|γ

|x|n`γ
, no qual |x| ě c|y|, c ą 1 e

γ ą 0;

(iii) Existe A ą 0 tal que se c ą 1, então

ż

|x|ěc|y|

|Kpx´ yq ´Kpxq|dx ď A.
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

Observação 4.1.3. Note que a hipótese (i) é a condição (4.2) para Kpx, yq “ Kpx´yq

e de forma análoga está relacionada com a extensão do operador em L2pRnq.

Mostremos que a hipótese (iii), conhecida por condição de Hörmander, é a mais fraca

dentre as propostas acima. Mais especificamente (i) ñ (ii) e (ii) ñ (iii).

Afirmação 4.1.1. (i) ñ (ii).

De fato, por meio da Desigualdade do Valor Médio e da hipótese (i) obtemos que

|Kpx´ yq ´Kpxq| ď sup
zPrx,x´ys

|K 1
pzq| ¨ |y|

ď A sup
zPrx,x´ys

|z|´n´1
¨ |y|

ď A
|y|

|x|n`1
,

no qual a última desigualdade verifica-se pois z “ x´ p1´ tqy para t P r0, 1s, logo

|z| ě |x| ´ p1´ tq|y|

ě |x| ´ p1´ tq
|x|

c

“

ˆ

1´
1´ t

c

˙

|x|.

Afirmação 4.1.2. (ii) ñ (iii).

Com efeito, basta notar que

ż

|x|ěc|y|

|Kpx´ yq ´Kpxq|dx ď A |y|γ
ż

|x|ěc|y|

|x|´n´γdx

“ A |y|γ|Sn´1
|

ż 8

c|y|

r´γ´1dr

À A.

No que segue, além da hipótese (iii) sobre o núcleo, mostraremos que uma condição

adicional torna

Tfpxq “ K ˚ fpxq “

ż

Kpx´ yqfpyqdy, f P SpRn
q

um operador de Calderón-Zygmund e mostraremos sua limitação como operador

estendido em LppRnq para 1 ă p ă 8. Considere inicialmente o seguinte lema:

Lema 4.1.1. Seja K um núcleo integrável. Se TK é do tipo fraco p1, 1q e forte p2, 2q,

então T é do tipo forte pp, pq para 1 ă p ă 8.
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

Demonstração. Pelo Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz, T é tipo forte

pp, pq para 1 ă p ď 2. Basta apenas verificarmos quando p ą 2. Considere p1 tal que
1

p
`

1

p1
“ 1 com 1 ă p1 ă 2. Do Teorema de Representação de Riesz 1.2.5, para toda

f P LppRnq e g P Lp
1

pRnq temos que

}Tf}p “ sup
}g}p1ď1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Tfpxqgpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e portanto basta mostrarmos que para toda g P Lp
1

pRnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Tfpxqgpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C }g}p1 }f}p. (4.3)

Por meio do Teorema de Fubini, uma vez que K é integrável, podemos reescrever o

primeiro termo da desigualdade (4.3) da forma

ż

Tfpxqgpxqdx “

ż

gpxq

ˆ
ż

Kpx´ yqfpyqdy

˙

dx

“

ż

fpyq

ˆ
ż

Kpx´ yqgpxqdx

˙

dy

“

ż

fpyq

ˆ
ż

rKpy ´ xqgpxqdx

˙

dy

.
“

ż

fpyqT
rKgpyqdy, (4.4)

no qual rKpxq “ Kp´xq. Note também que }T
rKg}p “ }Tg}p, uma vez que a norma em

LppRnq é invariante por translações. Desta forma, como T é do tipo forte pp1, p1q, por

meio das desigualdades de Hölder e (4.4), obtemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Tfpxqgpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}p }T rKg}p1

“ }f}p }Tg}p1

ď C}f}p }g}p1 ,

o que completa a demonstração.

Teorema 4.1.1. Seja T um operador definido por

Tfpxq “

ż

Kpx´ yqfpyqdy, f P SpRn
q
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

no qual o núcleo K satisfaz:

(a) pK P L8pRnq;

(b)

ż

|x|ěc|y|

|Kpx´ yq ´Kpxq|dx ď A, c ą 1.

Então T é um operador limitado de LppRnq em LppRnq para 1 ă p ă 8.

Demonstração. Como pK P L8pRnq e

ż

Kpxqdx “ pKp0q segue que K é integrável e

desta forma estamos nas condições do Lema 4.1.1. Assim, é suficiente mostrarmos que

T é do tipo fraco p1, 1q e forte p2, 2q. A limitação em L2pRnq segue da hipótese (a) e do

Teorema de Plancherel. De fato, para f P L2pRnq X L1pRnq obtemos que

}Tf}2 “ }xTf}2

“

ˆ
ż

| pKpξq pfpξq|2dξ

˙1{2

ď } pK}8}f}2 ď C}f}2.

A generalização segue do fato de L2pRnq X L1pRnq ser denso em L2pRnq.

Mostremos agora que T é fraco p1, 1q. Da Decomposição de Calderón-Zygmund

B.0.1, existe uma famı́lia de cubos diádicos disjuntos tQjujPN tal que se denotarmos

Q “
ď

jPN

Qj e F “ RnzQ, vale que:

(i) |fpxq| ď λ se x P F ;

(ii) |Q| ď }f}1
λ

;

(iii) λ ă
1

|Qj|

ż

Qj

|fpxq|dx ď 2nλ.

Defina

gpxq “

$

&

%

fpxq, se x P F ;
1

|Qj|

ż

Qj

|fpyq|dy, se x P Qj

e note que está bem definido pois os cubos tQjujPN são disjuntos. Logo f “ g ` b, no

qual b “
ÿ

jPN

bj e bjpxq “

˜

fpxq ´
1

|Qj|

ż

Qj

|fpyq|dy

¸

χQjpxq. Desta forma, para mostrar

T é fraco p1, 1q é suficiente que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

x P Rn : |Tgpxq| ą
λ

2

*
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

λ
}f}1 (4.5)

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

x P Rn : |Tbpxq| ą
λ

2

*
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

λ
}f}1. (4.6)
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

Afirmação 4.1.3. g P L2pRnq e }g}22 ď λp4n ` 1q}f}1.

De fato, usando (i), (ii) e (iii) da Decomposição de Calderón-Zygmund obtemos

}g}22 “

ż

F

|gpxq|2dx`

ż

Q
|gpxq|2dx

“

ż

F

|gpxq|2dx`
ÿ

jPN

ż

Qj

|gpxq|2dx

“

ż

F

|fpxq|2dx`
ÿ

jPN

ż

Qj

˜

1

|Qj|

ż

Qj

|fpyq|dy

¸2

dx

ď

ż

F

|fpxq| ¨ |fpxq|dx`
ÿ

jPN

ż

Qj

p2nλq2dx

ď λ

ż

F

|fpxq|dx` 4nλ2
|Q|

ď p4n ` 1qλ}f}1.

Como já foi mostrado anteriormente que o operador T é forte p2, 2q, em particular é

fraco p2, 2q. Assim, da Afirmação 4.1.3 seque que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

x P Rn : |Tgpxq| ą
λ

2

*
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ

C

λ
}g}2

˙2

ď
C

λ
}f}1.

Resta agora mostrar a estimativa (4.6). Para cada cubo Qj, cujo diâmetro será

denotado por dj, associamos um cubo dilatado Q˚j com diâmetro dado por d˚j “ 27dj

e Q˚ “
ď

jPN

Q˚j . Considere |tx P Rn : |Tbpxq| ą λ{2u| “ |A1| ` |A2|, no qual A1 “ tx P

Q˚ : |Tbpxq| ą λ{2u e A2 “ tx P RnzQ˚ : |Tbpxq| ą λ{2u. Diretamente do item (ii) da

Decomposição de Calderón-Zygmund, obtemos que

|A1| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

jPN

Q˚j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

jPN

Qj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

λ
}f}1.

Para obtermos uma desigualdade semelhante para |A2| considere zj o centro do cubo

Qj e para todo j P N observe que

ż

Qj

bpxqdx “

ż

Qj

fpxqdx´

ż

Qj

gpxqdx

“

ż

Qj

fpxqdx´

ż

Qj

˜

1

|Qj|

ż

Qj

fpyqdy

¸

dx

“ 0. (4.7)
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

Afirmação 4.1.4.

ż

RnzQ˚
|Kpx´ yq ´Kpx´ zjq|dx ď A, para todo y P Qj.

De fato, note que como RnzQ˚ “
č

jPN

pRn
zQ˚j q, podemos reduzir a estimativa acima

substuindo RnzQ˚ por RnzQ˚j . Se x P RnzQ˚j e y P Qj, então |x ´ zj| ą 2|y ´ zj| e

portanto, a afirmação segue diretamente da hipótese (b).

Assim, por meio da igualdade (4.7) obtemos

Tbpxq “

ż

Kpx´ yqbpyqdy

“
ÿ

jPN

ż

Qj

Kpx´ yqbjpyqdy

“
ÿ

jPN

ż

Qj

rKpx´ yq ´Kpx´ zjqsbjpyqdy `Kpx´ zjq

ż

Qj

bjpyqdy
looooomooooon

“0

“
ÿ

jPN

ż

Qj

rKpx´ yq ´Kpx´ zjqsbjpyqdy.

Logo, da Afirmação 4.1.4 e da estimativa anterior obtemos

ż

RnzQ˚
|Tbpxq|dx “

ż

RnzQ˚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPN

ż

Qj

rKpx´ yq ´Kpx´ zjqsbjpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď
ÿ

jPN

ż

RnzQ˚

ż

Qj

|Kpx´ yq ´Kpx´ zjq| |bjpyq|dydx

“
ÿ

jPN

ż

Qj

|bjpyq|

ż

RnzQ˚
|Kpx´ yq ´Kpx´ zjq|dx

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

ă8

dy

ď C
ÿ

jPN

ż

Qj

|bjpyq|dy

“ 2C
ÿ

jPN

ż

Qj

|fpyq|dy

“ 2C

ż

Q
|fpyq|dy

ď C}f}1.

Portanto,

|A2| ď
1

λ

ż

RnzQ˚
|Tbpxq|dx ď

2C

λ
}f}1,

concluindo a demonstração do teorema.
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

Voltando para o exemplo do multiplicador, estamos interessados em exibir condições

sobre mpξq para que o núcleo associado a m satisfaça hipóteses como em (i) e (iii).

Desta forma, seremos capazes de utilizar o Teorema 4.1.1 para concluir a continuidade

em LppRnq para operadores do tipo multiplicadores.

Proposição 4.1.2. Seja m um multiplicador. Então

(a) Se m P C8pRnzt0uq e existe Aα ą 0 tal que
ˇ

ˇBαξmpξq
ˇ

ˇ ď Aα|ξ|
´|α| para todo

α P Zn`, então K P C8pRnzt0uq e satisfaz

|B
α
xKpxq| ď Aα|x|

´n´|α|,

para todo α P Zn`.

(b) Se m P C`pRnzt0uq satisfaz as condições anteriores para 0 ď |α| ď ` e t`u ą n
2
,

então K P L1
locpRnzt0uq e

ż

|x|ě2|y|

|Kpx´ yq ´Kpxq|dx ď A,

para todo y ‰ 0.

Demonstração. Seja η P C8c pRnq tal que ηpξq “ 1 se |ξ| ď 1 e ηpξq “ 0 se |ξ| ě 2.

Adicionalmente defina δpξq “ ηpξq ´ ηp2ξq. Desta forma, obtemos que

1 “
8
ÿ

j“´8

δp2´jξq, para ξ ‰ 0. (4.8)

Note que por construção supppδq Ă tξ P Rn : 1
2
ď |ξ| ď 2u e portanto supptδp2´j¨qu Ă

tξ P Rn : 2j´1 ď |ξ| ď 2j`1u. Para verificar a validade da igualdade (4.8), basta

observar que
ÿ̀

j“`1

δp2´jξq “ ´ηp2´`
1`1ξq ` ηp2´`ξq.

Tomando `1 Ñ ´8 e `Ñ 8 segue que ηp2´`
1`1ξq Ñ 0 e ηp2´`ξq Ñ 1.

Desta forma, por meio da identidade (4.8) podemos reescrever mpξq como uma soma

de multiplicadores suportados em anéis da seguinte forma

mpξq “
8
ÿ

j“´8

mpξqδp2´jξq
.
“

8
ÿ

j“´8

mjpξq.

Vimos que para cada multiplicador mpξq, existe um núcleo associado definido por

Kpxq “ p2πq´n{2
ż

eixx,ξympξqdξ.
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

De forma análoga, defina para cada mjpξq o núcleo

Kjpxq “ p2πq
´n{2

ż

eixx,ξymjpξqdξ.

Note que, como
ÿ

j

Kj Ñ K no sentido das distribuições, é suficiente mostrar que (a) e

(b) são válidas para
ÿ

j

Kj.

(a) Mostremos que para todo α P Zn`,

ÿ

j

|B
α
xKjpxq| ď Aα |x|

´n´|α|.

Note inicialmente que para j fixo e M ě 0 inteiro vale a estimativa

|B
α
xKjpxq| ď AM,α,n|x|

´M 2jpn´M`|α|q. (4.9)

De fato, considere β P Zn` tal que |β| “M . Assim

B
α
xKjpxq “ C

ż

ξαeixx,ξymjpξqdξ

»
C

xβ

ż

B
β
ξ pe

ixx,ξy
qξαmjpξqdξ

»
C

xβ

ż

eixx,ξyBβξ pξ
αmjqpξqdξ. (4.10)

Da fórmula de Leibniz obtemos que

B
β
ξ pξ

αmjqpξq “
ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

B
β´γ
ξ pξαqBγξmjpξq

“
ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙ˆ

α

β ´ γ

˙

pβ ´ γq!ξα´β`γBγξmjpξq,

e desta forma

ˇ

ˇ

ˇ
B
β
ξ pξ

αmjqpξq
ˇ

ˇ

ˇ
ď C

ÿ

γďβ

|ξ||α´β`γ|´|γ|

ď C |ξ||α|´M . (4.11)
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Assim, de (4.10) e (4.11) obtemos que

|B
α
xKjpxq| ď C |x|´M

ż

ˇ

ˇ

ˇ
B
β
ξ pξ

αmjqpξq
ˇ

ˇ

ˇ
dξ

ď C |x|´M
ż

supppmjq

|ξ||α|´Mdξ

ď C |x|´M
ż 2j`1

2j´1

r|α|´M`n´1dr

À C |x|´M2jpn´M`|α|q,

o que completa a demonstração da estimativa (4.9).

Assim, através da estimativa (4.9) com M “ 0 obtemos

ÿ

2jď|x|´1

|B
α
xKjpxq| À

ÿ

2jď|x|´1

2jpn`|α|q

ď Aα |x|
´n´|α|.

Por outro lado, para M ą n` |α| obtemos

ÿ

2ją|x|´1

|B
α
xKjpxq| À |x|´M

ÿ

2ją|x|´1

2jpn`|α|´Mq

ď Aα |x|
´M
|x|´pn`|α|´Mq

“ Aα |x|
´n´|α|,

o que completa a demonstração.

(b) Por meio da relação xKj “ mj e da Identidade de Plancherel obtemos para todo

γ P Zn`,
ż

|pixqγKjpxq|
2 dx “

ż

ˇ

ˇB
γ
ξmjpξq

ˇ

ˇ

2
dξ.

Assim, se γ é tal que |γ| “M vale que

ż

ˇ

ˇ|x|MKjpxq
ˇ

ˇ

2
dx ď A 2nj2´2jM , para todo 0 ďM ď `. (4.12)

Para mostrarmos (4.12), observemos que

ˇ

ˇB
γ
ξmjpξq

ˇ

ˇ ď A|ξ|´|γ|
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e desta forma

ż

ˇ

ˇB
γ
ξmjpξq

ˇ

ˇ

2
dξ ď

ż

supppmjq

|ξ|´2Mdξ

ď 2´2jM
|supppmjq|

À 2´2jM2nj.

Seja a ą 0 um número real arbitrário que será escolhido de forma

convenientemente. Através da desigualdade de Hölder e da estimativa (4.12) com

M “ 0 obtemos

ż

|x|ďa

|Kjpxq|dx “

ż

KjpxqχBp0,aqpxqdx

ď |Bp0, aq|
1
2 }Kj}2

“ |Bp0, aq|
1
2

ˆ
ż

|Kjpxq|
2dx

˙
1
2

ď a
n
2 2

nj
2 . (4.13)

De forma análoga, para M “ `

ż

|x|ąa

|Kjpxq|dx “

ż

|x|ąa

|x|M

|x|M
|Kjpxq|dx

ď

ˆ
ż

`

|x|M |Kjpxq|
˘2
dx

˙
1
2

loooooooooooooomoooooooooooooon

(I)

˜

ż

|x|ąa

ˆ

1

|x|M

˙2

dx

¸
1
2

looooooooooooomooooooooooooon

(II)

.

Por meio da desigualdade (4.12) obtemos que

(I) ď A 2
nj
2 2´jM . (4.14)

A estimativa da integral (II) segue da seguinte identificação

ż

|x|ąa

|x|´2Mdx “ |Sn´1
|

ż 8

a

r´2M`n´1dr,

no qual a convergência da integral acima se verifica uma vez que n
2
ă M . Desta

forma,

(II) » a
´2M`n

2 . (4.15)

88



4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

Por fim, obtemos
ż

|x|ąa

|Kjpxq|dx À 2
nj
2 2´jMa

´2M`n
2 . (4.16)

Tomando a “ 2´j para cada j fixado, obtemos de (4.13) e (4.16) que

ż

|Kjpxq|dx ď C.

De forma análoga (veja [22] p. 247) é válida a estimativa

ż

|BxiKjpxq| dx ď A 2j, para i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. (4.17)

Da Desigualdade do Valor Médio,

|Kjpx´ yq ´Kjpxq| ď sup
1ďiďn

|BxiKjpx´ tyq| |y|,

para algum t Ps0, 1r. Assim, utilizando a desigualdade (4.17) obtemos

ż

|Kjpx´ yq ´Kjpxq| ď |y| sup
1ďiďn

ż

|BxiKjpx´ tyq| dx

ď A 2j|y|. (4.18)

Desta forma, decompondo

ÿ

j

ż

|x|ě2|y|

|Kjpx´ yq ´Kjpxq|dx “
ÿ

1

`
ÿ

2

, (4.19)

no qual
ÿ

1

e
ÿ

2

representam a soma dos ı́ndices j tal que 2j ď |y|´1 e 2j ą |y|´1

respectivamente. Assim, através da desigualdade (4.18) e do critério da integral

para convergência de séries, obtemos

ÿ

1

ż

|x|ě2|y|

|Kjpx´ yq ´Kjpxq|dx ď
ÿ

1

2j|y|

“ |y|

log2 |y|
´1

ÿ

j“´8

2j

ď |y|

ż log2 |y|
´1

´8

2xdx

ď |y|
2x

ln 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log2 |y|
´1

´8

“ C.
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De forma análoga, através das estimativas (4.14) e (4.15) segue que

ÿ

2

ż

|x|ě2|y|

|Kjpx´ yq ´Kjpxq|dx ď 2
ÿ

2

ż

|x|ě|y|

Kjpxqdx

ď 2
ÿ

2

2
nj
2 2´jM |y|

´2M`n
2

“ 2 |y|
`n
2
´M

ÿ

2

2jp
n
2
´Mq

ď C,

o que conclui a demonstração do item (b).

Observação 4.1.4. A referência [23] mostra que todo operador linear e limitado T :

LppRnq Ñ LqpRnq 1 ď p, q ď 8 que comuta com translações pode ser caracterizado por

uma integral singular do tipo convolução, isto é, existe uma única u P S 1pRnq tal que

T pϕq “ u ˚ ϕ, para toda ϕ P SpRnq. Este resultado (veja [23] p. 26) por si só justifica

a importância do estudo deste tipo de operador.

São exemplos de operadores multiplicadores:

Exemplo 4.1.2. Para f P SpRnq considere o operador

Rjfpxq “ cn lim
εÑ0

ż

|y|ąε

yj
|y|n`1

fpx´ yqdy,

no qual 1 ď j ď n e cn “ Γ
`

n`1
2

˘

π´pn`1q{2.1 Denominaremos Rjf a transformada de

Riesz da função f . É bem conhecido (veja [8] p. 76) que para f P L2pRnq vale que

yRjfpξq “ ´i
ξj
|ξ|

pfpξq.

Desta forma Rjf “ Kj ˚ f , no qual Kjpyq “ p.v cn
yj

|y|n`1
.

Exemplo 4.1.3. Para f P SpRq, definimos a transformada de Hilbert o operador

Hfpxq “
1

π
lim
εÑ0

ż

|y|ąε

fpx´ yq

y
dy.

Desta forma, podemos reescrever o operador na forma (veja [8] p. 51)

yHfpξq “ ´i sgnpξq pfpξq.
1Por não estar nos objetivos deste trabalho, omitiremos a definição e propriedades da função Γ que

podem ser consultadas em [10] p. 58.
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Observação 4.1.5. Note que os Exemplos 4.1.2 e 4.1.3 são operadores de Calderón-

Zygmund, uma vez que m P L8pRnq e portanto são limitados em L2pRnq.

De forma natural, as condições (i), (ii) e (iii) discutidas no ińıcio desta seção são

estendidas para um núcleo Kpx, yq definido em Rn ˆ Rnz∆. Suponha que Kpx, yq

satisfaça alguma das seguintes propriedades:

(i’) Existe C ą 0 tal que |Kpx, yq| ď
C

|x´ y|n
, x ‰ y;

(ii’) Existem C ą 0 e 0 ă γ ď 1 tais que

|Kpx, yq ´Kpx, zq| ´ |Kpy, xq ´Kpz, xq| ď C
|y ´ z|γ

|x´ z|n`γ
,

se |x´ z| ě 2|y ´ z|;

(iii’) Existe C ą 0 tal que

ż

|x´z|ě2|y´z|

p|Kpx, yq ´Kpx, zq| ´ |Kpy, xq ´Kpz, xq|q dx ď C.

De forma análoga podemos demonstrar que a condição (iii)’ é mais fraca que (i)’ e (ii)’;

tal condição é denominada condição de Hörmander.

Seguindo a terminologia de J. Alvarez e M. Milman em [2], definiremos a seguir

operadores de Calderón-Zygmund do tipo σ, que é essencialmente uma generalização

do operador de Calderón-Zygmund padrão visto anteriormente.

Definição 4.1.1. Dizemos que Kpx, yq P CpRn ˆ Rnz∆q é um núcleo do tipo σ se

(i) Existe C ą 0 tal que |Kpx, yq| ď
C

|x´ y|n
, x ‰ y;

(ii) Existe C ą 0 e 0 ă γ ď 1 tal que

|Kpx, yq ´Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´Kpz, xq| ď C
|y ´ z|γ

|x´ z|n`
γ
σ

,

para |x´ z| ě 2|y ´ z|σ e algum 0 ă σ ď 1.

Note que um núcleo do tipo σ satisfaz a condição de Hörmander (iii’). De fato,

ż

|x´z|ě2|y´z|σ
p|Kpx, yq ´Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´Kpz, xq|q dx ď
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ď C |y ´ z|γ
ż

|x´z|ě2|y´z|σ

1

|x´ z|n`
γ
σ

dx

“ C |y ´ z|γ
ż 8

2|y´z|σ
r´

γ
σ
´1dr

À C.

Observação 4.1.6. Note que se σ “ 1 obtemos um operador de Calderón-Zygmund

padrão.

Definição 4.1.2. Dizemos que T : SpRnq Ñ S 1pRnq é um operador de Calderón-

Zygmund do tipo σ se

Tfpxq
.
“

ż

Kpx, yqfpyqdy,

formalmente é

xTf, gy “

ż ż

Kpx, yqfpyqgpxqdydx, f, g P SpRn
q

e além disso

(i) Kpx, yq é um núcleo do tipo σ;

(ii) T pode ser estendido continuamente a um operador em L2pRnq.

Exemplo 4.1.4. Considere um operador pseudo-diferencial OpSmρ,δpRnq tal que 0 ă ρ ď

1, 0 ď δ ă 1 e ρ ą δ. Se m ď ´np1´ ρq{2, então o núcleo associado a tais operadores

satisfaz

ż

|x´z|ą2|y´z|ρ
r|Kpx, yq ´Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´Kpz, xq|s dx ď C

e portanto define um operador de Calderón-Zygmund do tipo 0 ă ρ ď 1. Veja referência

[1] p. 7.

A seguir apresentaremos os principais resultados que serão objetos de estudo nesta

seção e tratam da limitação de operadores de Calderón-Zygmund2 do tipo σ em HppRnq

para um certo pθ ă p ď 1 e em L8pRnq ´ BMO. Apresentaremos inicialmente os

resultados e na sequência suas respectivas demonstrações.

Teorema 4.1.2 (Chang e Lee, [7]). Seja 0 ă σ ď 1 e suponha que o núcleo K satisfaz

as seguintes condições:

2Por simplicidade apresentaremos os teoremas para operadores do tipo convolução. Na próxima
seção apresentaremos uma classe especial de operadores com núcleos da forma Kpx, yq que são limitados
em espaços de Hardy.
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(i) pK P L8pRnq;

(ii)

ż

|x|ěα|y|σ
|Kpx´ yq ´Kpxq|dx ď C2 α

´θ, para todo α ě 2 e algum θ ą 0.

Então o operador T : HppRnq Ñ HppRnq definido por

Tfpxq “

ż

Rn
Kpx´ yqfpyqdy

é limitado para pθ ă p ď 1, no qual 0 ă pθ ď 1 é um parâmetro que depende de θ.

A seguir apresentamos o caso limite quando p “ 8.

Teorema 4.1.3. Seja 0 ă σ ď 1 e suponha que o núcleo K satisfaça as seguintes

condições:

(i) pK P L8pRnq;

(ii)

ż

|x|ěα|y|σ
|Kpx´ yq ´Kpxq|dx ď C2 α

´θ, para todo α ě 2 e algum θ ą 0.

(iii) Para p1´σq
n

2
ď β ă

n

2
, T é um operador limitado de Lq em L2, no qual

1

q
“

1

2
`
β

n

Então o operador T : L8pRnq Ñ BMOpRnq definido por

Tfpxq “

ż

Rn
Kpx´ yqfpyqdy

é limitado.

Observe que no caso anterior é exigido sobre o operador T uma limitação do tipo

LqpRnq ´ L2pRnq. Seguindo a nomenclatura de [2], operadores que satisfazem o item

(iv) do teorema anterior são denominados fortemente do tipo σ. 3

4.1.1 Demonstração do Teorema 4.1.2 para σ “ 1

Antes da demonstração do teorema, façamos um comentário sobre a limitação de

operadores lineares em espaços de Hardy usando o Teorema de Decomposição Atômica.

Marcin Bownik mostrou na referência [4] que em geral não é suficiente verificar que um

operador linear é limitado uniformemente sobre Hp-átomos para inferir que a limitação

se estende para todo o espaço. Como contraexemplo, ele apresentou um funcional linear

definido em um subespaço denso de H1pRnq, que embora seja limitado uniformemente

sobre todos H1-átomos, não se estende limitadamente para H1pRnq (veja o Apêndice B).

3Note que se σ “ 1 então escolhendo β “ 0 temos que q “ 2 e desta forma obtemos a hipótese
original para operadores de Calderón-Zygmund padrão.
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Por outro lado, suponha que T : S 1pRnq Ñ S 1pRnq seja um operador linear e cont́ınuo

em S 1pRnq. Mostremos que se T é uniformemente limitado em Hp-átomos, então T

é um operador limitado em HppRnq. De fato, seja f P HppRnq. Pelo Teorema 3.2.5,

existe uma sequência de Hp-átomos tajujPN e tλjujPN coeficientes complexos tais que

f “
ÿ

jPN

λjaj, com
ÿ

jPN

|λj|
p
ă 8,

no qual a convergência da série que define f acima é dada em HppRnq e

consequentemente em S 1pRnq. Como T é um operador linear obtemos que

T

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸

“

N
ÿ

j“1

λjTaj.

Afirmamos que

#

T

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸+

NPN

é uma sequência de Cauchy em HppRnq. De fato,

suponha sem perda de generalidade que N ěM e assim

›

›

›

›

›

T

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸

´ T

˜

M
ÿ

j“1

λjaj

¸
›

›

›

›

›

Hp

“

›

›

›

›

›

N
ÿ

j“M`1

λjTaj

›

›

›

›

›

Hp

ď

N
ÿ

j“M`1

|λj|}Taj}Hp

ď C

˜

N
ÿ

j“M`1

|λj|
p

¸
1
p

ď ε,

uma vez que
ÿ

jPN

|λj|
p é convergente e portanto as somas parciais definem uma sequência

de Cauchy em C. Como HppRnq é um espaço completo, então existe g P HppRnq tal

que

T

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸

Ñ g

em HppRnq quando N Ñ 8. Da Observação 3.2.3 obtemos que a convergência acima

também acontece em S 1pRnq. Desta forma, pela continuidade do operador T em S 1pRnq

e a unicidade do limite temos que

T

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸

Ñ Tf
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em HppRnq quando N Ñ 8. Assim, para N suficientemente grande e ε ą 0 arbitrário

}Tf}HP “

›

›

›

›

›

Tf ´ T

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸
›

›

›

›

›

Hp

`

›

›

›

›

›

T

˜

N
ÿ

j“1

λjaj

¸
›

›

›

›

›

Hp

ď ε`
N
ÿ

j“1

|λj|}Taj}HppRnq

ď ε` C

˜

N
ÿ

j“1

|λj|
p

¸
1
p

ď ε` C}f}HppRnq,

donde segue a limitação do operador em HppRnq tomando ε tendendo a zero. A

observação segue análoga trocando HppRnq por hppRnq.

Observação 4.1.7.

(i) Os Teoremas 7.8 e 7.9 da referência [11] p. 322-323 garantem que é suficiente

provar a limitação uniforme sobre Hp-átomos para concluir que o operador de

Calderón-Zygmund é cont́ınuo em HppRnq.

(ii) Na próxima seção estaremos interessados em mostrar a continuidade de

operadores pseudo-diferenciais OpS´α1,δ pRnq com α P r0, nq e 0 ď δ ă 1 em espaços

localizáveis de Hardy por meio da limitação uniforme do operador sobre átomos.

Para isto, note que OpS´α1,0 pRnq são cont́ınuos em S 1pRnq (veja [22] p. 233) e a

generalização deste fato para 0 ď δ ă 1 segue do Lema 1.1 da referência [24] p.

03.

Também será necessário ao longo da demonstração do Teorema 4.1.2 um resultado

conhecido por Lema de Kolmogorov4 enunciado a seguir.

Lema 4.1.2. Sejam T um operador do tipo fraco p1, 1q, 0 ă p ă 1 e E um conjunto de

medida finita. Então existe uma constante Cp ą 0 tal que

ż

E

|Tfpxq|pdx ď Cp |E|
1´p
}f}p1.

Demonstração. Por meio da Observação 3.1.3 e da desigualdade do tipo fraco p1, 1q

4Veja a referência [8] p. 102
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obtemos

ż

E

|Tfpxq|pdx “ p

ż 8

0

λp´1
|tx P E : |Tfpxq| ą λu|dλ

ď p

ż 8

0

λp´1 min

"

|E|,
C

λ
}f}1

*

dλ

“ p

ż C}f}1{|E|

0

λp´1
|E|dλ` C }f}1 p

ż 8

C}f}1{|E|

λp´2dλ

“ Cp |E|
1´p
}f}1.

Conforme observado anteriormente, limitaremos a demonstração do Teorema 4.1.2

para o caso em que σ “ 1 e manteremos a notação 0 ă σ ď 1 para posteriormente

discutir posśıveis extensões da demonstração para 0 ă σ ă 1.

Demonstração. [Teorema 4.1.2 para σ “ 1]

Pelo que foi discutido anteriormente basta provarmos que o operador é limitado

uniformemente sobre átomos para estabelecer a continuidade em HppRnq. Seja apxq

um Hp-átomo suportado na bola B “ Bp0, `q. Por simplicidade de notação, considere

Apxq “ a ˚ Kpxq a restrição do operador T sobre Hp-átomos e A˚pxq “ MφApxq “

sup
tą0
|pφt ˚ Aqpxq| o operador maximal associado a A. Nosso objetivo será mostrar que

}A}pHp é uniformemente limitada sobre Hp-átomos, isto é

ż

|A˚pxq|pdx “

ż

B˚
|A˚pxq|pdx

looooooomooooooon

(I)

`

ż

RnzB˚
|A˚pxq|pdx

looooooooomooooooooon

(II)

ă C, (4.20)

no qual B˚ “ Bp0, 4`q e C ą 0 é uma constante que independe do átomo considerado.

Para a estimativa de (I), lembre que o operador maximal A˚pxq é majorado pela

função maximal de Hardy-Littlewood, que por sua vez é cont́ınua em L2pRnq e o

operador de convolução Apxq é limitado em L2pRnq (veja Teorema 4.1.1). Assim segue

que

}A˚}2 ď C}A}2 ď rC}a}2. (4.21)
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Desta forma, por meio das desigualdades de Hölder e (4.21), obtemos que

ż

|x|ď4`

|A˚pxq|pdx “

ż

p|A˚pxq|pχB˚pxqqχB˚pxqdx

ď }pA˚qpχB˚} 2
p
}χB˚} 2

2´p

“

ˆ
ż

|x|ď4`

|A˚pxq|2dx

˙
p
2

p4`nq
2´p
2

ď Cn,p}A}
p
2 p4`

n
q
2´p
2

ď Cn,p}a}
p
2 p4`

n
q
2´p
2

ď Cn,p `
np p2´1q `np1´

p
2q

“ Cn,p.

Para a integral (II), observe inicialmente que

|φt ˚ Apxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φtpx´ yq

ˆ
ż

Kpy ´ zqapzqdz

˙

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φtpx´ yq

ˆ
ż

apzqrKpy ´ zq ´Kpyqsdz `Kpyq

ż

apzqdz

˙

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φtpx´ yq

ˆ
ż

|z|ď`

apzqrKpy ´ zq ´Kpyqsdz

˙

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φtpyq

ˆ
ż

|z|ď`

apzqrKpx´ y ´ zq ´Kpx´ yqsdz

˙

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Denote

Jpx´ yq “

ż

|z|ď`

apzqrKpx´ y ´ zq ´Kpx´ yqsdz,

e assim temos que

Jpxq “

ż

|z|ď`

apzqrKpx´ zq ´Kpxqsdz.

Considere Bk “ tx P Rn : 2k` ď |x| ď 2k`1`u para k ě 2 e por meio da hipótese (iii)
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

obtemos que J P L1pBkq para cada k fixo. De fato

ż

Bk

|Jpxq|dx ď

ż

Bk

ż

|z|ď`

|apzq| |Kpx´ zq ´Kpxq|dzdx

ď }a}8

ż

Bk

ż

|z|ď`

|Kpx´ zq ´Kpxq|dzdx

ď `´n{p
ż

|z|ď`

ż

2k`ď|x|ď2k`1`

|Kpx´ zq ´Kpxq|dxdz

ď `´n{p
ż

|z|ď`

ż

|x|ě2k`

|Kpx´ zq ´Kpxq|dxdz

ď `´n{p
ż

|z|ď`

ż

|x|ě2k|z|σ
|Kpx´ zq ´Kpxq|dxdz

ď ` np1´
1
pq2´kθ.

Note também que

A˚pxq “ sup
tą0
|φt ˚ Apxq|

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φtpyqJpx´ yqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
tą0

1

tn

ż

|y|ďt

|Jpx´ yq|dy

“ MJpxq,

no qual MJpxq denota o operador maximal de Hardy-Littlewood da função J . Como já

voi mostrado no caṕıtulo anterior, o operador maximal de Hardy Littlewood é do tipo

fraco p1, 1q, assim por meio do Lema de Kolmogorov com J P L1pBkq obtemos que

ż

Bk

|MJpxq|pdx ď C|Bk|
1´p
}J}pL1pBkq

.

98



4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

Desta forma,

ż

|x|ą4`

|A˚pxq|pdx ď

ż

|x|ą4`

|MpJqpxq|pdx

“

8
ÿ

k“2

ż

Bk

|MpJqpxq|pdx

ď C
8
ÿ

k“2

|Bk|
1´p
}J}pL1pBkq

ď C
8
ÿ

k“2

p2k`qnp1´pq2´kθp`npp´1q

“ C`np1´pq`npp´1q
8
ÿ

k“2

2´krppθ`nq´ns

“ C
8
ÿ

k“2

2´krppθ`nq´ns. (4.22)

Tomando p ą
n

θ ` n
.
“ pθ, a soma (4.22) será convergente e segue a conclusão do

Teorema para σ “ 1.

Observação 4.1.8.

(i) Observe que a demonstração anterior para 0 ă σ ă 1 não é válida para o caso de

átomos suportados em bolas com ` ă 1. Mais especificamente, não seria posśıvel

aplicar a hipótese (iii) e mostrar que J P L1pBkq já que |x| ą 2|z| não implica

que |x| ą 2|z|σ;

(ii) Uma posśıvel estratégia seria decompor a integral (4.20) de acordo com o raio

da bola no qual o átomo está suportado, mas neste caso somente a limitação em

L2pRnq do operador T não é suficiente para controlar a integral (I) salvo se algum

hipótese do tipo Lq ´ L2 for assumida a priori.

4.1.2 Demonstração do Teorema 4.1.3

Demonstração. [Teorema 4.1.3]

Seja f P L8pRnq e suponha sem perda de generalidade que Q é um cubo qualquer

centrado na origem e diâmetro d. Suponha adicionalmente que d ď 1. Associado a ele,

considere Q˚ o cubo centrado na origem cujo diâmetro é igual a d˚ “ 27dσ. Denote

f1 “ fχQ˚ , f2 “ fχRnzQ˚ e portanto f “ f1`f2. Além disso, Tfpxq “ Tf1pxq`Tf2pxq.

Mostremos, inicialmente, que a aplicação está bem definida, isto é Tfpxq P BMO, o
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

que é verificado via a caracterização desenvolvida em (3.39). Note inicialmente que

1

|Q|

ż

Q

|Tfpxq ´ CQ|dx “
1

|Q|

ż

Q

|Tf1pxq ` rTf2pxq ´ CQs|dx

ď
1

|Q|

ż

Q

|Tf1pxq|dx
looooooooomooooooooon

(I)

`
1

|Q|

ż

Q

|Tf2pxq ´ CQ|dx
loooooooooooooomoooooooooooooon

(II)

(4.23)

no qual CQ denota uma constante que será escolhida de forma conveniente. Vamos

inicialmente estimar a integral (I). De acordo com a hipótese (iv) T é um operador

cont́ınuo de LqpRnq em L2pRnq, o que implica que (consequência do Teorema de

Representação de Riesz 1.2.5) T é limitado de L2pRnq em Lq
1

pRnq, no qual q1 é o

conjugado de q. Assim, aplicando a Desigualdade de Hölder obtemos que

1

|Q|

ż

Q

|Tf1pxq|dx “
1

|Q|

ż

|Tf1pxq|χQpxqdx

ď |Q|
1
q
´1
}Tf1}q1

ď C |Q|
1
q
´1
}f1}2

“ C }f}8|Q|
1
q
´1
|Q˚|

1
2

“ C }f}8|Q|
1
q
`σ

2
´1. (4.24)

Note que por hipótese 1´σ
2
ď

β
2
ă 1

2
e 1
q
“ 1

2
`
β
n
, então σ

2
` 1

q
´1 “ β

n
` σ´1

2
“

β
n
´ 1´σ

2
ě 0.

Desta forma, como d ď 1 obtemos de (4.24)

1

|Q|

ż

Q

|Tf1pxq|dx ď C}f}8d
σ
2
` 1
q
´1
ď C }f}8. (4.25)

Para estimarmos (II), considere a constante

CQ “ Tf2p0q “

ż

Kp´yqf2pyqdy,
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

que é finita pois por hipótese K P L1pRnzt0uq. De fato,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Kp´yqf2pyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

|Kp´yq| |f2pyq|dy

ď }f}8

ż

RnzQ˚
|Kp´yq|dy

ď }f}8}K}1 ă 8.

Afirmação 4.1.5. Se x P Q, então

ż

RnzQ˚
|Kpx´ yq ´Kp´yq|dy ď

8
ÿ

j“1

ż

Aj

|Kpx´ yq ´Kp´yq|dy,

no qual Aj “ 2j|x|σ ă |y| ă 2j`1|x|σ.

De fato, é suficiente mostrar que se y P RnzQ˚, então |y| ą 2|x|σ. Como y P RnzQ˚,

então |y| ą
27dσ
?

2
e também |x| ă d, logo dσ ą |x|σ. Desta forma

|y| ą
27dσ
?

2
ą

27|x|σ
?

2
ą 2|x|σ.

Usando a afirmação anterior, obtemos

ż

Q

|Tf2pxq ´ CQ|dx “

ż

Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

f2pyqrKpx´ yq ´Kp´yqsdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

“

ż

Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

RnzQ˚
fpyqrKpx´ yq ´Kp´yqsdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď

ż

Q

ż

RnzQ˚
|fpyq| |Kpx´ yq ´Kp´yq|dydx

ď }f}8

ż

Q

ż

RnzQ˚
|Kpx´ yq ´Kp´yq|dydx

ď }f}8

ż

Q

˜

8
ÿ

j“1

ż

Aj

|Kpx´ yq ´Kp´yq|dy

¸

dx

ď }f}8

ż

Q

˜

8
ÿ

j“1

C22´jθ

¸

dx

ď C|Q| }f}8. (4.26)

Portanto, substituindo (4.25) e (4.26) em (4.23) obtemos

1

|Q|

ż

Q

|T pfqpxq ´ CQ|dx ď C}f}8 ă 8, (4.27)
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4.1 Operadores de Calderón-Zygmund

donde segue Tfpxq P BMO. Uma vez que a norma em BMO é o ı́nfimo das constantes

que limitam o operador maximal definido em (3.37), então é imediato de (4.27) que

}Tf}BMO ď C}f}8,

o que conclui a demonstração da limitação do operador T para o caso particular de

cubos cujo diâmetro d ď 1.

Para o caso em que d ą 1, a demonstração é análoga e será apenas esboçada.

Considere Q˚ o cubo centrado na origem e diâmetro d˚ “ 27d, f1 e f2 como

anteriormente. A diferença é que agora usaremos a estimativa em L2pRnq de f1 ao

invés da hipótese (iv). Note que,

ż

|f1pxq|
2dx “

ż

|fpxqχQ˚pxq|
2dx

“

ż

|fpxq|2χQ˚pxqdx

ď }f}28|Q
˚
|.

Por meio da hipótese (ii) obtemos que T limitado em L2pRnq. De fato, para f P

L1pRnq X L2pRnq, temos que xTf “{K ˚ f “ pK pf . Assim, pela identidade de Plancherel

(1.10),

}Tf}2 “ } pK}2} pf}2

ď C} pf}2

“ C}f}2.

Como L1pRnq X L2pRnq é denso em L2pRnq segue que T é forte p2, 2q. Desta forma,

}Tf1}
2
2 ď C}f1}

2
2 ď C}f}28|Q

˚
| ď C}f}28|Q|.

A estimativa da integral (II) segue de forma análoga.

4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em hppRnq

O estudo da continuidade de operadores pseudo-diferenciais em hppRnq para 0 ă

p ď 1 iniciou-se em 1979 por D. Goldberg, na referência [12], para operadores na classe

OpS0
1,0pRnq. M. Taylor estabeleceu no ano 2000 (ver [25]) a continuidade de operadores

OpS0
1,δpRnq em h1pRnq para 0 ď δ ă 1, que em 2009 foi generalizado para hppRnq

0 ă p ď 1 por R. Kapp e J. Hounie em [18].
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em hppRnq

Nosso objetivo nesta seção será mostrar que a classe de operadores pseudo-

diferenciais OpS´α1,δ pRnq, no qual α P r0, nq são cont́ınuos de hppRnq em hp
˚
αpRnq no

qual α “ n

ˆ

1

p
´

1

p˚α

˙

para 0 ă p ď 1. Este resultado foi provado por G. Hoepfner, R.

Kapp e T. Picon na referência [15] e generaliza os resultados anteriores.

Para tal finalidade, será necessário um resultado prévio que aborda a limitação de

tais operadores nos espaços LppRnq, que será enunciado a seguir e cuja demonstração

será omitida e apenas citada para consulta.

Teorema 4.2.1. Sejam bpx,Dq P OpS´α1,δ pRnq, com 0 ď δ ă 1 e 1 ă p ď q ă 8. Então

bpx,Dq é do tipo forte pp, qq quando

α ě n

ˆ

1

p
´

1

q

˙

.

Demonstração. Ver [1], p. 13.

O resultado principal desta seção é enunciado a seguir.

Teorema 4.2.2. Sejam 0 ă p ď 1, α P r0, nq e p˚α tal que α “ n

ˆ

1

p
´

1

p˚α

˙

. Então

bpx,Dq P OpS´α1,δ pRnq para 0 ď δ ă 1 é um operador cont́ınuo de hppRnq em hp
˚
αpRnq.

Demonstração. Considere inicialmente α P p0, nq e escolha r P p1,8q de modo que

1

r˚α
“

1

r
´
α

n
P

ˆ

0,
1

2



.

Sejam apxq um hp-átomo suportado no cubo Q “ Qp0, `q e denote por Q˚ “ Qp0, 2`q.

Para simplificar a notação, denote

Ta
.
“ bpx,Dqa “ p2πq´n{2

ż

eixx,ξybpx, ξqpapξqdξ.

Nosso objetivo será mostrar que }mφTa}p˚α ď C independente do átomo considerado.

Para isso considere

ż

Rn
|mφTapxq|

p˚αdx “

ż

Q˚
|mφTapxq|

p˚αdx
loooooooooomoooooooooon

(I)

`

ż

RnzQ˚
|mφTapxq|

p˚αdx
loooooooooooomoooooooooooon

(II)

Note inicialmente que:

(i) T : LrpRnq Ñ Lr
˚
αpRnq é uma aplicação cont́ınua pelo Teorema 4.2.1;
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em hppRnq

(ii) mφfpxq ď Mφfpxq ď CφMfpxq q.t.p em x P Rn, no qual Mf denota o operador

maximal de Hardy-Littlewood;

(iii) Mfpxq é cont́ınua em LspRnq para 1 ă s ď 8 pelo Teorema 3.1.2.

Considere γ “ r˚α{p
˚
α e note que γ ą 1 pois

1

p
ą

1

r
ñ

1

p
´
α

n
ą

1

r
´
α

n
ñ

1

p˚α
ą

1

r˚α
.

Por meio das observações anteriores, da Desigualdade de Hölder e da definição de um

hp-átomo obtemos para (I) a estimativa

ż

Q˚
|mφTapxq|

p˚αdx “

ż

Rn
|mφTapxq|

p˚αχQ˚pxqdx

ď } pmφTaq
p˚α }γ }χQ˚}γ{pγ´1q

“

ˆ
ż

|mφTapxq|
p˚αγdx

˙
1
γ
ˆ
ż

χQ˚pxqdx

˙1´ 1
γ

“

ˆ
ż

|mφTapxq|
r˚αdx

˙

p˚α
r˚α

|Q˚|1´
1
γ

“ }mφTa}
p˚α
r˚α
|Q˚|1´

1
γ

ď }MpTaq}
p˚α
r˚α
|Q˚|1´

1
γ

ď C}Ta}
p˚α
r˚α
|Q˚|1´

1
γ

ď C}a}p
˚
α
r |Q˚|1´

1
γ

ď C}a}p
˚
α
8 |Q|

p˚α
r |Q˚|1´

1
γ

ď C|Q|
´p˚α
p |Q|

p˚α
r |Q˚|1´

1
γ

“ Cn,p,

no qual Cn,p é uma constante que independe do átomo. Para o caso em que α “ 0

a mesma ideia se aplica considerando γ “ 2{p˚α ą 1 e omitiremos as manipulações

algébricas pois são análogas as anteriores.

Para a estimativa da integral (II), considere inicialmente uma importante

observação.

Observação 4.2.1. Sejam α ě 0 e bpx,Dq P OpS´α1,δ pRnq com śımbolo bpx, ξq P

S´α1,δ pRnq. Pela Proposição 4.2.1, bpx,Dq é um operador limitado em L2pRnq. Para

cada 0 ă t ď 1, denote por btpx,Dq o operador

f P S 1pRn
q ÞÑ φt ˚ bpx,Dqf, φ P SpRn

q.

104



4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em hppRnq

Uma vez que

pφtpξq “ p2πq´n{2
ż

e´ixx,ξyφtpxqdx

“ p2πq´n{2
ż

e´ixx,ξy
1

tn
φ
´x

t

¯

dx

“ p2πq´n{2
ż

e´ixy,tξyφpyqdy

“ pφptξq,

utilizando a fórmula de inversão da transformada de Fourier obtemos que

φt ˚ fpxq “ p2πq´n{2
ż

eixx,ξy
´

{φt ˚ f
¯

pξqdξ

“ p2πq´n{2
ż

eixx,ξy pφtpξq pfpξqdξ

“ p2πq´n{2
ż

eixx,ξypφptξq pfpξqdξ.

Note que pφptξq P S0
1,0pRnq, pois como pφ P SpRnq, temos

ˇ

ˇ

ˇ
Dβ

pφptξq
ˇ

ˇ

ˇ
“ t|β|

ˇ

ˇ

ˇ
pDβ

pφqptξq
ˇ

ˇ

ˇ

ď Ct|β|p1` |tξ|q´|β|

ď Ct|β|pt` |tξ|q´|β|

“ Cp1` |ξ|q´|β|.

Assim, φt˚f P OpS
0
1,0pRnq com śımbolo pφptξq para 0 ă t ď 1 e portanto btpx,Dq é obtido

compondo à esquerda o operador f ÞÑ φt ˚f com bpx,Dq. Pelo Teorema de Composição

de Operadores Pseudo-Diferenciais obtemos que btpx,Dq P OpS´α1,δ .

Considere

I t2 “

ż

RnzQ˚
|btpx,Dqa|p

˚
αdx.

Nosso objetivo será mostrar que I t2 ď C uniformemente em t e independente do hp-

átomo escolhido. A estimativa de (II) segue deste caso, uma vez que

|btpx,Dqa| “ |φt ˚ bpx,Dqa| ď sup
0ătď1

|φt ˚ bpx,Dqa| “ mφbpx,Dqa. (4.28)

Dividiremos o restante da demonstração em dois casos. Suponha inicialmente que o

átomo apxq está suportado em um cubo de lado ` ď 1 e portanto satisfaz a condição

de momento da Definição 3.3.2. Seja btpx,Dq o operador descrito na Observação 4.2.1

e denote por Ktpx, ¨q o núcleo associado a ele. Desta forma, por meio da condição de
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momento nula do átomo, podemos reescrever o operador na forma

btpx,Dqa “

ż

Q

Kt
px, yqapyqdy

“

ż

Q

¨

˝Kt
px, yq ´

ÿ

|γ|ďNp

Dγ
yK

t
px, 0q

yγ

γ!

˛

‚apyqdy

.
“

ż

Q

Rt
px, yqapyqdy, (4.29)

no qual Rtpx, yq denota o resto do polinômio de Taylor centrado na origem. Utilizando

a fórmula do resto de Lagrange do polinômio de Taylor, obtemos

Rt
px, yq “

ÿ

|γ|“Np`1

Dγ
yK

t
px, θyq

yγ

γ!
,

no qual θy P Bp0, yq. Assim,

ˇ

ˇRt
px, yq

ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|γ|“Np`1

Dγ
yK

t
px, θyq

yγ

γ!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

|γ|“Np`1

ˇ

ˇDγ
yK

t
px, θyq

ˇ

ˇ

|y||γ|

γ!

“ C |y|Np`1
ÿ

|γ|“Np`1

ˇ

ˇDγ
yK

t
px, θyq

ˇ

ˇ

ď C`Np`1
ÿ

|γ|“Np`1

ˇ

ˇDγ
yK

t
px, θyq

ˇ

ˇ.

Usando a estimativa (2.13) com M “ |β| “ Np ` 1, m “ ´α, ρ “ 1 e o fato de que

|x´ θy| ď C |x´ y| para y P Q, x R Q˚ e θy na bola que circunscreve o cubo Q obtemos

que

sup
yPQ

ˇ

ˇRt
px, yq

ˇ

ˇ ď C`Np`1
ÿ

|γ|“Np`1

sup
yPQ

ˇ

ˇDγ
yK

t
px, θyq

ˇ

ˇ

ď C`Np`1
|x´ θy|

´pNp`1´α`nq

ď C`Np`1
|x´ y|´pNp`1´α`nq.

Desta forma,

ˇ

ˇbtpx,Dqa
ˇ

ˇ ď

ż

Q

sup
yPQ

|Rt
px, yq| |apyq|dy

ď C`Np`1
|Q|1´

1
p |x´ y|´pNp`1´α`nq,
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e

I t2 ď C`pNp`1qp˚α |Q|p1´
1
pqp

˚
α

ż

RnzQ˚
|x´ y|´pNp`1´α`nqp˚αdx. (4.30)

Uma vez que Np ą np1{p´ 1q ´ 1, então

Np ` n´ α ` 1 ą
n

p
´ α

“ n

ˆ

1

p
´
α

n

˙

“
n

p˚α
.

Desta forma

´pNp ` 1´ α ` nqp˚α ` n´ 1 ă ´
n

p˚α
p˚α ` n´ 1 ă 0

e portanto a integral dada em (4.30) converge. Da Proposição 1.2.7, obtemos

I t2 ď C |Q|p1´
1
pqp

˚
α`pNp`1qp˚α`´pNp`1´α`nqp˚α`n

“ C `np1´
1
pqp

˚
α`pNp`1qp˚α´pNp`1´α`nqp˚α`n

“ Cn,p.

Portanto, mostramos que I t2 ď Cn,p uniformemente em 0 ă t ď 1 e independente da

escolha do átomo, o que completa a demonstração do caso ` ď 1.

Por fim, suponha que o átomo apxq esteja suportando em um cubo Q centrado em

x0 e lado ` ą 1. Neste caso |apxq| ď |Q|´1{p e portanto }a}8 ď 1. Para x P RnzQ˚ e

y P Q, temos que |x´ y| „ |x´ x0| e |x´ y| ě `{2 ě 1{2. Aplicando a Proposição 2.12

para α “ β “ 0, m “ 0, ρ “ 1 e L ą max tn{p˚α, L0u, obtemos

|btpx,Dqa| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Q

|x´ y|LKt
px, yq

apyq

|x´ y|L
dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

|x´ x0|
L

ż

Q

|apyq|dy

ď
C

|x´ x0|
L
|Q|1´

1
p , x P Rn

zQ˚,

uniformemente em 0 ă t ď 1. Assim, da desigualdade (4.28),

mφTapxq ď
C

|x´ x0|
L
|Q|1´

1
p , x P Rn

zQ˚.
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4.2 Operadores Pseudo-Diferenciais em hppRnq

Desta forma,

ż

RnzQ˚
|mφTapxq|

p˚αdx ď C|Q|p1´
1
p
qp˚α

ż

RnzQ˚
|x´ x0|

´Lp˚αdx.

Como L ą n{p˚α, temos que ´pLp˚αq ` n´ 1 ă 0 e portanto

ż

RnzQ˚
|mφTapxq|

p˚αdx ď C|Q|p1´
1
p
qp˚α

ż

RnzQ˚
|x´ x0|

´Lp˚αdx

“ C |Q|p1´
1
p
qp˚α

ż 8

2`

r´Lp
˚
α`n´1dr

ď C `np1´
1
p
qp˚α´Lp

˚
α`n

ď Cn,p,

no qual a última passagem se justifica pois L ą n{p˚α implica que

n

ˆ

1´
1

p

˙

p˚α ´ Lp
˚
α ` n ă np˚α

loomoon

ą0

ˆ

1´
1

p

˙

looomooon

ă0

ă 0

e l ě 1.
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Apêndice

A
O contraexemplo de M. Bownik

Neste apêndice mostraremos a existência de um funcional linear definido em um

subespaço denso de H1pRnq que embora seja limitado sobre todos os H1-átomos, não

pode ser estendido de forma cont́ınua a H1pRnq. A construção baseia-se na referência

[4].

Seja ΘkpRnq o espaço de todas as combinações lineares finitas de funções f P L8pRnq

tais que:

(i) supppfq Ă Bpx0, rq, para algum x0 P Rn e r ą 0;

(ii) }f}8 ď |Bpx0, rq|
´1{p;

(iii)

ż

xαfpxqdx “ 0 para todo |α| ď k.

Note que se 0 ă p ď 1 e k ě tnpp´1 ´ 1qu, então ΘkpRnq é um espaço

de combinações lineares finitas de Hp-átomos e do Corolário 3.2.1 é um subespaço

denso de HppRnq. Considere sobre ΘkpRnq, como subespaço de HppRnq, as seguintes

quasi-normas referentes a decomposições atômicas infinitas e finitas

}f}Hp,8
.
“ inf

$

&

%

˜

8
ÿ

j“1

|λj|
p

¸
1
p

: f “
8
ÿ

j“1

λjaj; aj é um Hp
´ átomo

,

.

-

e

}f}Hp,ă8
.
“ inf

$

&

%

˜

N
ÿ

j“1

|λj|
p

¸
1
p

: f “
N
ÿ

j“1

λjaj; aj é um Hp
´ átomo e N P N

,

.

-

,

no qual o ı́nfimo é tomado sobre todas as decomposições atômicas. Do Teorema de
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Decomposição Atômica, se f P HppRnq temos que }f}Hp é comparável a }f}Hp,8 e

consequentemente também é válido para toda f P ΘkpRnq com k ě tnpp´1 ´ 1qu.

O resultado principal deste apêndice baseia-se na construção do resultado abaixo,

devido a Y. Meyer, no qual afirma que a observação anterior não permanece válida se

substituirmos a quasi-norma } ¨ }Hp,8 por } ¨ }Hp,ă8.

Lema A.0.1. Suponha que 0 ă p ď 1 e k ě tnpp´1 ´ 1qu. Então, para todo ε ą 0

arbitrariamente pequeno, existe f P ΘkpRnq tal que

}f}Hp,8 ă ε e }f}Hp,ă8 “ 1.

Demonstração. Ver [4] p. 3537.

Também será necessário um resultado de Análise Funcional relacionado a extensão

de funcionais lineares, conhecido por Teorema de Hahn-Banach.

Teorema A.0.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaço vetorial sobre R ou

C e p : E Ñ R um função que satisfaça

ppλxq “ λppxq, @ x P E e λ ą 0

ppx` yq ď ppxq ` ppyq, @ x, y P E.

Considere também G Ă E um subespaço vetorial e g : G Ñ R um funcional linear tal

que

gpxq ď ppxq, @ x P G.

Então, existe um funcional linear f definido em E que estende g, isto é fpxq “ gpxq

para todo x P G e também

fpxq ď ppxq, @ x P E.

Demonstração. Ver [5] p. 01.

Teorema A.0.2. Existe um funcional linear Γ definido em Θ0pRnq tal que

|Γpfq| ď }f}H1,ă8, @ f P Θ0
pRn

q

o qual não admite extensão a um funcional linear cont́ınuo em H1pRnq, isto é,

sup
fPΘ0pRnq

|Γpfq|

}f}H1,8

“ 8.

Em particular, Γ é uniformemente limitado sobre todos os H1-átomos, isto é, se a é

um H1-átomo qualquer, então

Γpaq ď 1.
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Demonstração. Seja txjujPN Ă Rn uma sequência qualquer tal que Bpxi, 1q X

Bpxj, 1q “ H para todo i ‰ j. Do Lema A.0.1, para cada j P N considere aj P Θ0pRnq

suportado na bola Bpxj, 1q que satisfaz

}aj}H1,8 ă
1

j
e }aj}H1,ă8 “ 1.

Como consequência da demonstração do Lema A.0.1, para cada bola Bpxj, 1q é posśıvel

considerar uma coleção de bolas disjuntas tBj
kukPN Ă Bpxj, 1q tal que Uj “

Ť

kPNB
j
k é

denso em Bpxj, 1q e |Uj| “
ř

kPN |B
j
k| ă cεp. Além disso os átomos satisfazem o seguinte

controle q.t.p para x P Bpxj, 1q

|ajpxq| ě
c

|Bp0, 1q|
ą 0 (A.1)

e em particular para x P Uj no qual c é uma constante independente de j P N.

Considere

V “ spantajpxq : j P Nu Ă Θ0
pRn

q.

Desta forma, se f P V , então existe N P N tal que

f “
N
ÿ

j“1

cjaj

e para tal f temos que

}f}H1,ă8 “ inf

#

N
ÿ

j“1

|λj| : f “
N
ÿ

j“1

λjaj

+

ď

N
ÿ

j“1

|cj|. (A.2)

Por outro lado, suponha que f possa ser representada por uma outra decomposição

atômica finita e sem perda de generalidade escreva

f “
N
ÿ

j“1

λjbj,

no qual cada bj é um H1-átomo suportado na bola Bj
.
“ Bpxj, 1q. Assim, da
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desigualdade (A.1) e de propriedades de átomo bj obtemos que

c

|Bp0, 1q|

N
ÿ

j“1

|cj|χUjpxq ď

N
ÿ

j“1

|cj| |ajpxq|χUjpxq

“ |fpxq|

ď

N
ÿ

j“1

|λj| |bjpxq|

ď

N
ÿ

j“1

|λj| }bj}8χBjpxqdx

ď

N
ÿ

j“1

|λj| |Bj|
´1χBjpxq

.
“ gpxq.

Pelo fato de g ser uma função cont́ınua q.t.p, exceto possivelmente na famı́lia
M
ď

j“1

BBj,

e Uj ser denso em Bpxj, 1q, temos que

gpxq ě
c

|Bp0, 1q|

N
ÿ

j“1

|cj|χBpxj ,1qpxq q.t.p x P Rn.

Assim, integrando a expressão anterior obtemos que

ż

gpxqdx ě
c

|Bp0, 1q|

ż N
ÿ

j“1

|cj|χBpxj ,1qpxqdx “ c
N
ÿ

j“1

|cj|,

e desta forma

c
N
ÿ

j“1

|cj| ď

ż

gpxqdx “

ż N
ÿ

j“1

|λj| |Bj|
´1χBjpxqdx “

N
ÿ

j“1

|λj|. (A.3)

Combinando as desigualdades (A.2) e (A.3) obtemos

c
N
ÿ

j“1

|cj| ď
N
ÿ

j“1

|λj| ď }f}H1,ă8 ď

N
ÿ

j“1

|cj|. (A.4)

Defina em V o funcional linear dado por

Lpfq
.
“

N
ÿ

j“1

cj, no qual fpxq “
N
ÿ

j“1

cjajpxq P V.
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Das desigualdades (A.4) temos que

|Lpfq| ď
N
ÿ

j“1

|cj| ď }f}H1,ă8,

isto é, o funcional L é limitado em um subespaço V de Θ0pRnq equipado com a norma

} ¨ }H1,ă8 e }L} ď 1. Pelo Teorema de Hanh-Banach, L possui uma extensão a um

funcional linear em Θ0pRnq, denotado por Γ, tal que

|Γpfq| ď }f}H1,ă8.

Como |Γpajq| ď }aj}H1,8 ă 1{j, segue que

|Γpajq|

}aj}H1,8

ą j, @ j P N,

donde segue que Γ não é cont́ınuo em Θ0pRnq.
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Apêndice

B
Decomposição de Calderón-Zygmund

Nosso objetivo neste apêndice será apresentar o Teorema de Decomposição de

Calderón-Zygmund, ferramenta importante para o estudo da limitação de operadores

integrais singulares nos espaços LppRnq. Todo o desenvolvimento deste apêndice pode

ser consultado na referência [8].

Definição B.0.1. Para cada k P Z e z P Zn considere a famı́lia Qk
.
“

ď

`PN

Qk,`, no qual

Qk,` Ă Rn representa o cubo semiaberto a direita com vértice em

ˆ

1

2k
z

˙

. Cada cubo

Qk,` é denominado cubo diádico.

Diretamente da definição anterior verifica-se as seguintes propriedades sobre os cubos

diádicos:

(i) Fixado uma famı́lia Qk, para todo x P Rn existe um único cubo Qk,`0 P Qk tal

que x P Qk,`0 e além disso Qk,`0 XQk,`1 “ H para todo `0 ‰ `1;

(ii) Sejam Qk1,`1 P Qk1 e Qk2,`2 P Qk2 . Então Qk1,`1XQk2,`2 “ H ou Qk1,`1 Ă Qk2,`2 (ou

Qk2,`2 Ă Qk1,`1), isto é, dados dois cubos diádicos quaisquer, eles serão disjuntos

ou certamente um estará estritamente contido no outro;

(iii) Um cubo diádico Qk,`0 P Qk está contido em um único cubo diádico Qj,`1 P Qj

para cada j ă k e Qk contém 2n cubos diádicos da famı́lia Qk`1.

Definição B.0.2. Dada f P L1
locpRnq, definimos a esperança condicional de f com

relação a famı́lia de cubos diádicos Qk por

Ekfpxq
.
“

ÿ

QPQk

ˆ

1

|Q|

ż

Q

fpxqdx

˙

χQpxq. (B.1)
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Observação B.0.1. Note que a soma da expressão (B.1) está bem definida uma vez

que para cada x P Rn existe apenas um cubo diádico da famı́lia Qk que o contém.

Proposição B.0.1. Se Ω “
ď

`PN

Qk,` e f P L1pΩq então

ż

Ω

Ekfpxqdx “

ż

Ω

fpxqdx.

Demonstração. Como os cubos de uma mesma famı́lia são disjuntos e da Proposição

1.2.1 obtemos que

ż

Ω

Ekfpxqdx “

ż

EkfpxqχΩpxqdx

“

ż

Ekfpxq
ÿ

`PN

χQk,`pxqdx

“

ż

ÿ

`PN

EkfpxqχQk,`pxqdx

“
ÿ

`PN

ż

EkfpxqχQk,`pxqdx

“
ÿ

`PN

ż

˜

1

|Qk,`|

ż

Qk,`

fpyqdy

¸

χQk,`pxqdx

“
ÿ

`PN

˜

1

|Qk,`|

ż

Qk,`

fpyqdy

¸

ż

χQk,`pxqdx

“
ÿ

`PN

ż

Qk,`

fpyqdy

“

ż

Ω

fpyqdy.

Definição B.0.3. Se f P L1
locpRnq, definimos a função maximal diádica por

Mdfpxq
.
“ sup

kPZ
|Ekfpxq|.

Proposição B.0.2.

(i) O operador Mdf é do tipo fraco p1, 1q;

(ii) Se f P L1
locpRnq então

lim
kÑ`8

Ekfpxq “ fpxq, q.t.p.

Demonstração. Ver [8] p. 33.
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Lema B.0.1. Se f P L1pRnq, então

lim
kÑ´8

Ekfpxq “ 0.

Demonstração. Dado x P Rn existe um único cubo Qk,`0 P Qk tal que x P Qk,`0 .

Assim,

Ekfpxq “
1

|Qk,`0 |

ż

Qk,`0

fpxqdx ď 2kn}f}1 Ñ 0

quando k Ñ ´8.

Por fim, obtemos o resultado conhecido como Teorema de Decomposição de

Calderón-Zygmund.

Teorema B.0.1 (Teorema de Decomposição de Calderón-Zygmund). Sejam f ě 0

uma função integrável e λ ą 0. Então, existe uma sequência tQjujPN de cubos diádicos

disjuntos (podem pertencer a famı́lias distintas) tais que

(i) fpxq ď λ q.t.p se x R
ď

jPN

Qj;

(ii)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

jPN

Qj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

λ
}f}1;

(iii) λ ă
1

|Qj|

ż

Qj

fpxqdx ď 2nλ.

Demonstração. Dado λ ą 0, considere para cada k P Z o conjunto

Ωk “ tx P Rn : Ekfpxq ą λ e Ejfpxq ď λ se j ă ku,

isto é, x P Ωk se Ekfpxq for a primeira esperança condicional de f maior que λ. Note

que:

(i) tΩkukPZ são conjuntos disjuntos;

(ii) Ωk pode ser escrito como uma união de cubos diádicos da famı́lia Qk.

Denote por

Fλ
.
“ tx P Rn : Mdfpxq ą λu.

Desta forma segue que

Fλ “
ď

kPZ

Ωk. (B.2)
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De fato, diretamente da definição obtemos que Ωk Ă Fλ para todo k P Z, donde segue

que
ď

kPZ

Ωk Ă Fλ.

Por outro lado, se x P Fλ então da definição de supremo existe k0 P Z tal que Ek0fpxq ą

λ. Como lim
kÑ´8

Ekfpxq “ 0, existe k1 P Z tal que k1 ă k0 e Ejfpxq ď λ para todo j ď k1.

Desta forma, podemos escolher k2 com k1 ă k2 ď k0 tal que

Ek2fpxq ą λ e Ejfpxq ď λ, @ j ă k2.

Assim, temos que Fλ Ă Ωk2 , o que conclui a demonstração da igualdade (B.2). Conforme

visto,
ď

kPZ

Ωk é uma famı́lia enumerável de cubos diádicos e desta forma obtemos a

sequência tQjujPN exigida pelo teorema.

Da Proposição B.0.2 item (i) e da igualdade (B.2) obtemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

jPN

Qj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |tx P Rn : Mdfpxq ą λu|

ď
1

λ
}f}1,

donde segue a parte (ii) do teorema.

Se x R
ď

jPN

Qj então x R Fλ e de (B.2) obtemos que x R Ωk para todo k P Z e portanto

Ekfpxq ď λ. Da Proposição B.0.2 item (ii) segue

fpxq ď λ, q.t.p,

o que demonstra a parte (i) do teorema.

Por fim, seja x P Qj P Ωk0 para algum k0 P Z. Diretamente da definição do conjunto

Ωk0 temos que
1

Qj

ż

Qj

fpxqdx “ Ek0fpxq ą λ,

donde segue a primeira desigualdade de (iii). Para cada j P N, considere rQj o cubo

concentrico a Qj cujo lado é duas vezes maior. Note que como rQj contém Qj, então

ele pertence (ou é comparável) a um cubo de uma famı́lia Ωk com k ă k0. Logo pela
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definição de Ωk0 temos que a média de f no cubo rQj é no máximo λ. Portanto,

1

|Qj|

ż

Qj

fpxqdx ď
| rQj|

|Qj|

1

| rQj|

ż

rQj

fpxqdx

“ 2n
ż

rQj

fpxqdx

ă 2nλ,

o que conclui a demonstração do teorema.
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