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RESUMO

CUNHA, R. O. Modelo Hierarquico Bayesiano Nao Paramétrico Aplicado em Modelagem
de Topicos. 2024. 89 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Ciéncias de Computacdo e
Matemdtica Computacional) — Instituto de Ciéncias Matemdticas ¢ de Computacao — ICMC-USP
e ao Departamento de Estatistica — DEs-UFSCar, Sao Carlos — SP, 2024.

Dada a crescente necessidade e importancia da andlise de dados textuais no ramo da inteligéncia
artificial, modelos que possam compreender melhor a linguagem humana e lidar com dados
ndo estruturados tém ganhado cada vez mais relevancia. Neste trabalho, desenvolvemos um
estudo sobre o Processo Hierarquico de Dirichlet (HDP) na modelagem de topicos textuais,
explorando seus aspectos praticos ao aplicd-lo em um conjunto de dados (corpus) de processos
juridicos, compostos por trés tipos de procedimentos distintos. Discorremos sobre as principais
propriedades do HDP, sobre a dtica Bayesiana, assumindo que os dados sejam oriundos de uma
distribuicdo de probabilidade Multinomial, baseados no modelo de representacao textual de
bag-of-words, comumente utilizado em processamento de linguagem natural. Procedemos ainda
com algumas técnicas de pré-processamento textual, que resultaram em documentos (dados)
mais parcimoniosos, € com um estudo de simulagdo para verificar a performance do modelo.
Ao fim do trabalho, apresentamos os resultados das aplicagoes realizadas e discutimos sobre a
problematica da analise de dados em jurimetria.

Palavras-chave: Modelo Nao Paramétrico Bayesiano, Processo Hierarquico de Dirichlet, Juri-
metria, Modelagem de Tépicos Textuais..






ABSTRACT

CUNHA, R. O. Nonparametric Bayesian Hierarchical Model Applied to Topic Modeling.
2024. 89 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Ciéncias de Computacdo e Matemadtica

Computacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo — ICMC-USP e ao
Departamento de Estatistica — DEs-UFSCar, Sao Carlos — SP, 2024.

Given the growing need and importance of analyzing textual data in the field of artificial
intelligence, models that can better understand human language and deal with unstructured data
are increasingly relevant gains. In this work, we developed a study on the Hierarchical Dirichlet
Process (HDP) in modeling textual topics, exploring its practical aspects by applying it to a
data set (corpus) of legal processes, composed of three types of different procedures. We will
discuss the main properties of HDP, from a Bayesian perspective, assuming that the data comes
from a Multinomial probability distribution, based on the bag-of-words textual representation
model, commonly used in natural language processing . We also proceeded with some textual
pre-processing techniques, which resulted in more parsimonious documents (data), and with
a simulation study to verify the model’s performance. At the end of the work, we present the
results of the applications carried out and discuss the issues of data analysis in jurimetry.

Keywords: Non-Parametric Bayesian Model, Hierarchical Dirichlet Process, Topic Modeling,
Jurimetry..
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CAPITULO

INTRODUCAO

O estudo da linguistica é uma area que apresenta inumeros desafios para analise, pro-
cessamento e modelagem de dados, uma vez que a lingua (seja ela falada, escrita, ou composta
por uma colecdo de simbolos visuais) consiste em uma fonte ndo estruturada de informagao.
Enquanto na Computacdo o Processamento de Linguagem Natural (NLP, do inglés Natural
Language Processing) tem explorado técnicas para tratar, processar € minerar tais dados, na Es-
tatistica modelos bayesianos ndo paramétricos t€ém sido uma excelente alternativa na solu¢do dos
principais problemas da linguistica. Neste trabalho, iremos discorrer sobre o modelo hierdarquico
nao paramétrico por Processo de Dirichlet (conhecido simplesmente como Processo Hierdrquico

de Dirichlet) como método para modelagem de topicos textuais.

Processos Hierdrquicos de Dirichlet (HDP, do inglé€s Hierarchical Dirichlet Process)
consiste em um modelo de associa¢do mista para andlise de agrupamentos, ndao supervisionada,
de dados textuais. O mesmo pressupde um nimero infinito de topicos (grupos), que sdo compar-
tilhados sobre uma estrutura de dependéncia hierdrquica entre seus processos. Sua estrutura é
formada de processos aleatérios denominados Processos de Dirichlet, desenvolvidos por Fer-
guson (1973) e Sethuraman (1994), e estendida por Teh e Jordan (2009) para sua estrutura

hierdrquica conjugada.

Devido a técnicas computacionais derivadas do método de Monte Carlo para Cadeias
de Markov (MCMC), aliadas a estrutura conjugada das densidades envoltas no processo, o
HDP tornou-se computacionalmente conveniente. Através de um amostrador de Gibbs, por
exemplo, € possivel obter amostras da sua distribuicao a posteriori que, diferentemente de outros
processos, realiza sorteios sobre uma distribuicao de distribui¢des, Neal (2000). Em outras
palavras, a medida aleatdria nos processos do modelo efetua sorteios sobre uma distribui¢ao
de probabilidade, cujas massas pontuais também sao densidades. O ajuste do HDP por Gibbs
também pode ser representado por abstragdes como o processo de quebra-bastdo (stick-breaking)

e pelos processos de restaurantes de chineses, fomentados em Teh (2010) sobre o Processo
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de Dirichlet e estendido para o HDP, posteriormente, em Teh e Jordan (2009). Quanto aos
parametros envoltos no HDP, Liu e Nandram (2022) apresentou alguns métodos de determina-
los, todos envolvendo de alguma forma amostragem por rejei¢ao, possibilitando atualiza-los ao

longo do processo.

Outra contribui¢dao importante estd presente no trabalho de Frank, Greenberg e Lindner
(2020). Nele, o autor ndo s6 explora as diferentes estruturas conjugadas da distribui¢do a priori
sobre a verossimilhanca, como expde a construcdo de suas respectivas funcdes preditivas. Tais
distribui¢des sdo importantes, uma vez que elas atualizam as camadas latentes dos processos
do HDP, responsdveis pelos agrupamentos, em cada nivel hierdrquico e a cada iteracdo do

amostrador de Gibbs.

Das principais caracteristica do HDP, apresentadas por Teh e Jordan (2009), destacamos
a sua capacidade de representar o processo, sobre uma distribui¢do continua conjugada, por
uma forma discretizada do mesmo. Esta caracteristica, além de nos auxiliar na compreensao das
realizacdes sobre uma distribuicdo probabilistica de distribuicdes, nos revela a forma com que os

elementos textuais, agrupados pelos topicos, sdo intercambidveis entre 0S mesmos.

Quanto aos dados, motivados pela aplicacdo de técnicas estatistica no campo juridico
(disciplina esta conhecida Jurimetria, Nunes (2019)), usamos um corpus de processos juridi-
cos, composto por 18799 documentos, para aplicarmos o HDP como modelo de topicos. Os
documentos foram divididos em tré€s grupos, segundo o procedimento aplicado em cada pro-
cesso: procedimento ordindrio (10471 documentos); procedimento sumdrio (2051 documentos)
e procedimento especial (6277 documentos). Dentre as etapas de tratamento dos dados, o pré-
processamento textual mostrou-se extremamente importante, ndo so pelas particularidades da
lingua portuguesa, como pelas caracteristicas dos textos juridicos, fazendo com que os métodos
apresentados por Palmer (2010) fossem adequados a todo o contexto. Além disso, o método
de incorporacao textual escolhido, TF-IDF (Term Frequency Inverse Document Frequency),
apresentado por Gibbons e Chakraborti (2014), mantém a mensuragdo dos elementos textuais

através de frequéncias de palavras (em NLP denominadas de tokens).

Com a aplicagdo do modelo nos dados, analisamos os topicos obtidos € mensuramos
sua qualidade através da métrica de coeréncia, apresentada em Roder, Both e Hinneburg (2015),
que tem como principio mensurar o quanto um tépico € consistente em relacao aos seus termos.
Sobre as andlises, percebemos que os topicos mostravam-se bastante interessante quanto aos
temas indicados pelos fokens, além do modelo ter apresentado bons resultados de convergéncia
quanto a log-verossimilhanga calculada em cada iteracdo. Porém, consideramos a coeréncia
calculada sobre cada um dos topicos como indicio de eventuais desafios que o modelo encontra
em relacdo ao tipo de dado na drea juridica, nos levando a apresentar propostas de representacao

textual capazes de considerar o contexto e ndo somente a frequéncia relativa das palavras.

Para isso, estruturamos o trabalho da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos o

arcabouco tedrico: uma breve revisiao sobre Estatistica Bayesiana; seguido da constru¢ao do
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Processo de Dirichlet (DP) e como geramos o modelo HDP a partir de DP’s; e finalizando com
estratégias computacionais com o amostrador de Gibbs. Em seguida, no Capitulo 3, contextuali-
zamos o uso do HDP na modelagem de topicos; apresentamos métodos de pré-processamento e
representacdo textual sobre o uso da frequéncias das palavras; e tratamos das preditivas, usadas
na atualizac@o das amostras de topicos pelo processo, sobre a estrutura probabilistica conveniente
para os dados. J4 no Capitulo 4, tratamos do uso do modelo nos dados juridicos e analisamos seus
resultados. Finalmente, tomando os resultados analisados, propomos uma extensao do trabalho

aqui desenvolvido, Capitulo 5.
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CAPITULO

METODOLOGIA

2.1 Estatistica Bayesiana

Fazer inferéncia sobre um conjunto de dados requer quantificar as incertezas envoltas nos
experimentos que geram tais dados. Dessa forma, a Inferéncia Bayesiana utiliza de uma estrutura
de modelos probabilisticos como arcabougo para representar diferentes graus de incerteza sobre

as quantidades de interesse (parametros) do processo.

Considerando um conjunto de n > 0 elementos em X, onde X € uma variavel aleatdria
pertencente ao espaco amostral ), sendo X1,X>,...,X, ensaios independentes e identicamente
distribuidos (i.i.d.) conforme X. Tomando quantidades de interesse desconhecidas (parametros)
0 =(61,6,,...,0,), para 0 < p < n, pertencentes ao espaco paramétrico ® do modelo. Podemos
codificar as incertezas sobre esses parametros através da sua probabilidade conjunta especificada

por dois elementos Esteves, Izbicki e Stern (2021):

* A probabilidade marginal, ou distribui¢o a priori, dos parimetros, denotada por f(6).
Sendo esta responsavel por sumarizar, probabilisticamente, as informacdes conhecidas em

torno desses parametros (hipdteses).

* A distribui¢do amostral condicionada 6 e denotada por f(x|0). Isto é, a fungdo de veros-
similhanga que atualiza as hipéteses quantificadas pela priori, codificando a informagado

sobre O presente nos dados.

Ao serem combinados, esses elementos estabelecem a estrutura do Teorema de Bayes.

IO (l6)
Jo I, fx(x0)£(8)d8

Onde f(0|x) é denominada como distribui¢do a posteriori e contém toda a incerteza que deseja-

f(G‘X: (Xl,)Cz,...,xn)) (2.1)

mos mensurar sobre 0 .
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Segundo Gelman et al. (2021), a quantidade fx (x) = [ [T fx (xi|0)f(6)d0 trata-se da
distribui¢do marginal de X, denominada como distribuicdo preditiva a priori (ou simplesmente,
distribuicdo preditiva). Por sua vez, esta ndo depende de quaisquer 6 e pode ser tratada como

uma constante, ja que a integragdo em f(0|X =x) = 1 . No entanto, a distribui¢do preditiva pode

ser bastante udtil uma vez que, ao observamos uma amostra X = (x,x2,...,X,), podemos prever
observagdes futuras X = (X;41,%,42,- -, Xn+m)> para m > 0, ao condiciond-las em x. Assim
obtemos,

ot f(x1>x27"'7xn+m)

f(XlX) - f(xl,xz, . ,xn)

_ JoIT={" fx(xi|0)£(6)d6
 JoITL, fx(xi0)f(6)a6

it [T, fx (x0)£(6)
:10, do
/ 1 A0 o) r(e)ae

n+m
/ H fx(xi|0,x)f(0|x)d6 (por 2.1)

i=n+1

= [ &) (6lx)a6. (2.2)

Onde [o f(X]0)f(0|x)d0 trata-se da distribuicdo preditiva a posteriori. Futuramente, essa
distribuicdo nos serd valiosa ao estimar quantidades pelo processo hierdrquico, via algoritmo de

Gibbs em sua etapa de atualizagdo.

Apesar da utilidade da distribui¢do preditiva ao prever novas observacdes, vimos que ela
depende exclusivamente dos dados observados e, em alguns casos, € possivel determina-la sem

calcular diretamente seu valor. Podemos simplificar a equacao (2.1) da seguinte forma:

Definicio 1. Sejam f(-) e g(-) fun¢des de distribui¢cdes de probabilidade e seja C € R uma

constante, tal que f(x) = Cg(x), para algum x observado. Dizemos que:

f(x) o< g(x).
Portanto,

f(6]x) °<Hf )fx (x:]0). (2.3)

2.1.1 Familia de Distribuicées Conjugadas

Anteriormente vimos as implicac¢des a cerca das distribui¢des que constituem o Teorema
de Bayes, sobre tudo a distribui¢@o preditiva. Discutimos brevemente que esta pode ser util no
célculo de predi¢des de dados futuros e, para uma gama de modelos estatisticos, ela pode ser

facilmente obtida permitindo a simplificacdo do Teorema em (2.3).
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A proporcionalidade da equacao (2.3) € determinada pela seguinte defini¢ao:

Definicao 2. Considere P uma familia de funcdes, ndo-negativas e integraveis, sobre ®, tome

ainda a densidade condicional f(x|6). Dizemos que,
P é conjugada para f(x|0) se, para todo x € x, f(x|0)f(6) € P.

Isto é, se os dados possuem uma distribui¢do tal qual sua verossimilhanga f(x|6) e a sua priori
em 6 esta contida no conjunto P, tal que P é a familia de distribui¢cdes conjugadas para f(x|0),
entdo sua posteriori também estard em P, Esteves, Izbicki e Stern (2021). Esse fato nos permite
calcular diretamente a posteriori, uma vez que conhecemos a integral de todas as fungdes em P,

fazendo de P um recurso computacionalmente conveniente.

Podemos estender a Definicao 2 para uma amostra i.i.d. pelo Lema que se sucede:

Lema 1. Dado 6 um vetor de parametros de interesse e sejam Xi,X>,...,X,, uma amostra
aleatéria i.i.d. da varidvel X, com densidade fx(x|0). Se P é conjugada para f(x;|0) entdo P

também serd conjugada para f(x1,x2,...,X,|0).

Demonstracdo. Demonstrado, por indugdo, em Esteves, Izbicki e Stern (2021). [

A seguir, apresentaremos algumas prioris conjugadas que serdo fundamentais ao decorrer

do nosso estudo (o Anexo A contém a defini¢do das distribui¢des de probabilidade utilizadas).

BETA CONJUGADA

Seja X ~ Bin(n,0) e f(6) dada por

f(0)=M0*'(1—-0)>"' a4 bM>0.

1{(&3;2)’ percebemos que 8 ~ Beta(a,b). Ainda se f(60) € P, entdo f(0) é

conjugada de f(x|6), uma vez que f(6|x) também pertence a P.

Se tomarmos M =

Portanto, para

X|6 ~ Bin(n,0)
0 ~ Beta(a,pB), para(a,f) = (a,b)
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obtemos que

_ f(6)5(10)
f(8lx) = )

_ B(a,p)e* ' (1-0)F 1 (1) ex(1—0) )

" JoB(a,B)0%-1(1—0)F-1 (") 6(1—6)—*d6’ para B(a, ) =

B 90‘+x—1(1 _ 6)ﬁ+n—x—1

- f® 9a+x—1(1 — 9)ﬁ+n*x71d9

B(a', B0+ "1(1 — g)Btn—x-1 -
B(o,B) fo 0% 1(1— 0)B+nx-14g’ para (@ ,B )= (a+x,B+n—x)

= B(o/,B)0% ' (1-0)F ", pois /®B(oc’,ﬁ/)9“/1(1 _ o) lap = 1.

Finalmente,

0|X NBeta(Oz/ —a+xp =B+n—x).

Além disso, considerando uma manipulag¢do andloga a executada anteriormente, podemos deter-

minar trivialmente que

1 [(a+p) (n\L(e+x)I(B+n—x)
flx) = Ble, ﬁ>() BB r<a>r<ﬁ>(x) Dla+p+n)

DIRICHLET CONJUGADA

Seja X = (X1,Xp,...,Xx) € x um vetor aleatério e 0 = (61,6,,...,6;) € ® um vetor de pardme-
tros, para k € N*. Se X|0 ~ Mult(n,0) e f(0) é dada por

cHe“f Vo >0e 29 =1
j=1
1T Do)

T(E)_ o)
para f(X]|60) se para

Ao tomarmos C = notamos que 6 ~ Dir(a). Dizemos entdo que f(6) € P é conjugada

X|0 ~ Mult(n,0)
6 ~ Dir(a)

temos, analogamente ao caso Beta-Binomial,
f(0)f(x]6)
f(x)
_ H] 1 J
f@H] 1 ]
B(a )Hj 1 6; /Hlj—lr(o‘;‘>

- . para B(a)—
B(o) JoITo, 07 Va0’ N )

FOIX = (x1,x2,...,3)) =

(X]+Xj—1)

(otj+xj—

Dao
Olj—l—xj‘—l)

eoc —Oc]—i—xj

(o 1)

k
(@) [Te;”
j=l

I'a+p)
I'(a)I(B)
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Isto €,

f(6|X) € P: 6|X ~ Dir(c =a+x)

2.2 Estatistica Bayesiana Nao Paramétrica

Em estatistica, o significado de “ndo paramétrico” € em geral atribuido a técnicas e
modelos cuja estrutura paramétrica ndo € fixa. Isto nos faz atribuir distribui¢des de probabilidade

acerca desses parametros e como eles se relacionam com as covaridveis consideradas.

A aplicabilidade de métodos estatisticos ndo paramétricos deve-se, principalmente,
ao fato de ndo fazerem uso de fortes pressupostos ou necessitarem de estruturas rigidas em
relacdo as dependéncias a respeito dos parametros, Gibbons e Chakraborti (2014). No entanto, a
flexibilidade que os modelos ndo paramétricos incorporam em sua estrutura faz com que a sua
complexidade seja quase ilimitada. Isso estabelece um trade-off entre dimensionalidade, uma
vez que esta cresce em relacdo a complexidade dos dados, e suaviza problemas de subajuste,
Briscoe e Feldman (2011).

Em aprendizado de maquinas, modelos bayesianos nao paramétricos ganham destaque,
uma vez que sua abordagem, além de estabelecer condi¢des que naturalmente flexibilizam as
suposicdes a respeito dos parametros através de sua distribuicao a priori, possibilita estimar
0s parametros a posteriori mitigando o sobreajuste do modelo, Teh (2010). Por sua vez, as
distribui¢cdes a priori em modelos bayesianos ndo paramétricos possuem uma estrutura ligei-
ramente diferente. Geralmente, essas distribui¢des sao escolhidas sobre um suporte contendo
distribui¢des de probabilidade pertencentes a familias paramétricas, delimitando o escopo e a
inferéncia realizada pelo modelo. Em vez disso, modelos bayesianos ndo paramétricos expandem
esse suporte ao espago que contenha todas as distribui¢des de probabilidade possiveis, mas ainda

mantendo os célculos de suas posterioris tratdveis.

Dentre os modelos e métodos bayesianos ndao paramétricos disponiveis, apresentamos o
que talvez seja o mais popular, o Processo de Dirichlet. Além de sua popularidade, o Processo de
Dirichlet nos serd de grande valia para o entendimento do modelo hierdrquico que discutiremos

na Secdo 2.3.

2.2.1 Processo de Dirichlet

Segundo Teh (2010), o Processo de Dirichlet trata-se de um processo estocastico definido
em um espago de fungdes, onde cada passo € dado por uma distribui¢do aleatéria extraida
desse espaco. Em outras palavras, trata-se de um espaco de probabilidades ® definido por uma
distribuicao sobre medidas de probabilidade que contém certas propriedades especiais. Assim,
uma amostra sobre um Processo de Dirichlet € interpretada como um sorteio de distribui¢coes

aleatorias.
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Formalmente, sobre Ferguson (1973), temos:

Definicao 3. Sejam ® um espaco mensuravel, .7 uma o-dlgebra em ® e H uma medida ndo-nula,
ndo-negativa e finitamente aditiva sobre (®, 7). Tomando & uma constante positiva e G uma
medida aleatdria de probabilidade sobre o espago de probabilidades (®,.e7,H), dizemos que
G € um Processo de Dirichlet sobre (®,.27) com pardmetro « se, parak = 1,2, ... e para todo

Ay € o7, a distribuigdo conjunta dos G(Ay) r>1 segue uma Distribui¢do de Dirichlet:
(G(A1),...,G(Ay)) ~ Dir(aH(Ay),...,aH(Ay)).

Em notagdo, G ~ DP(ot,H)

A partir da Definicao 3, Ferguson (1973) e Sethuraman (1994) mostraram, através do
Teorema de Consisténcia de Kolmogorov, a existéncia de um processo estocdstico que a satisfaca
e que G é, de fato, uma probabilidade sobre R, com probabilidade 1.

Além disso a estrutura do processo nos mostra que o conjunto de medidas aleatdrias,
indexados por G, compartilham de uma medida aleatdria base comum, H, sobre um nivel de
concentracdo o. A Figura 1 apresenta o esquema do Processo de Dirichlet, onde x; representa o

dado observacional e I o conjunto de indices de i.

Figura 1 — Esquema do Processo de Dirichlet

=

I

2

m

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, mostramos algumas propriedades importantes que nos auxilia no entendimento
do Processo bem como estabelecem uma relacdo entre os parametros & € H do mesmo. As

demonstracdes de todos os resultados apresentados encontram-se no Anexo B.
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Proposi¢io 1. Tomando By =A;e By =AjUA U ---UA;_1UA;j; 1 U---UA, V{AJ-}’]‘-:] €.

e k € N*. Pela definicdo de um Processo de Dirichlet temos que
(B(),Bl) ~ Dil"(OC()H(Bo), OCIH(Bl))

mas também
(Bo,Bl) ~ Beta(OtoH(Bo), OClH(Bl)).

Lema 2. Considerando X, X, ..., X; varidveis aleatérias independentes, tais que X; ~ Gama(c;),Vj =
1,2,...,ke k € N*, entao

X X .
- b TR ~ Dir(oy,...,04)
Zj:IXj ijlxj

Proposicdo 2. Sejam G um Processo de Dirichlet em (®, <7, H), com pardmetro o, e VA € 7.
Se H(A) = 0, entdo G(A) = 0 com probabilidade 1. Por sua vez, se H(A) > 0, entdo G(A) > 0

com probabilidade 1. Além disso,

Proposicao 3. Sobre um Processo de Dirichlet, G, definido no espaco de probabilidades
(®,47,H), com pardmetro o, e VA € 7, temos que,

H(A)(1-H(A))
(x+1)

Var[G(A)] =

Lema 3. Se (Y1,...,Y) ~ Dir(oy,...,0), entdo
(Yla s Y2, Vi1 +Yk> ~ Di}"(al, oy Og—2, 01 —|—(Xk),
para k € N*.

Lema 4. Se (Y1,...,Y) ~ Dir(oy,...,04) e T é uma permutagdo de {1,2,...,k}, entdo

(Ya(1)s- -+ Yage) ~ Dir (g1, -, Or(x))

para k € N*.

A Proposi¢do 1 e o Lema 2 estabelecem relacdes entre o Processo de Dirichlet com
outras distribui¢des de probabilidade (o caso especial do Processo de Dirichlet quando temos
apenas dois conjuntos, resultando no Processo Beta, e a construcao do Processo de Dirichlet

pela normalizacdo de um processo gama, respectivamente). Enquanto as Proposi¢cdes 2 e 3
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estabelecem uma relacdo entre H e «. Percebemos, a partir das duas dltimas preposicdes, que
valores elevados de o implica na diminui¢c@o da variancia do processo, fazendo com que o
seja entendido como uma parametro de concentra¢do. Dessa forma, se H ¢ uma medida de
probabilidade aleatdria, definida sobre um dominio de distribui¢cdes, intuitivamente temos que
quando @ — e entdo G(A;) = H(A;),VA; € o/, j=1,...,k e k € N* (discutiremos mais sobre

0 parametro o na Subsec¢do 2.2.4).

Por fim, quanto aos Lemas 3 e 4, ambos apontam comportamentos importantes da
distribuicdo de Dirichlet que culminam na aditividade e permutabilidade do processo, Teh (2010),

presentes, por exemplo, em problemas de clusterizacdo discutidos futuramente neste trabalho.

2.2.2 Inferéncia Bayesiana sobre um Processo de Dirichlet

Teh (2010) nos apresenta a constru¢ao de um Processo de Dirichlet sobre a ética Bayesi-

ana. Seja um Processo de Dirichlet
(G(A1),....G(Ar)) ~ Dir(aH(Ay), .., aH(Ay)),

onde G € uma distribui¢do aleatdria de probabilidade sobre ® e Ay, ..., Ay sdo particdes em O,
tal como na Defini¢do 3. Considere {6,...,6;}, YOy € ® e para N € N*, uma sequéncia de

realizacOes independentes de G.

Sabemos que G € uma distribui¢ao sobre ® e portanto {91-}?]:1 € 0. Estamos interessados
em determinar a distribuicdo de G dada a sequéncia de realizacdes {Gi}fi 1- Isto €, desejamos

obter a distribui¢@o a posteriori do processo.

DISTRIBUICAO A POSTERIORI DE UM PROCESSO DE DIRICHLET

Para determinarmos a distribui¢ao a posteriori de G, vamos considerar a distribui¢do
a priori G ~ DP(a,H). Entdo tomemos n; = #{i : 6; € A;}, onde n;, representa o nimero de

vezes que {6; € Ay} ocorre, de modo que

k
G(Aj) =1
j=1

k
Ynj=N
j=1
Se considerarmos

(n1,n2,...,n) | (G(A1),G(A2),...,G(Ax)) ~ Mult (N;G(Ay),...,G(Ay))
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€ uma vez que

p(61,....6n8|G(A1),...,G(Ar) ) p(6|G(A1),...,G(Ax))

I
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= HG(Aj)nl’
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onde 8g,(A;) = L(g,c,}- Pela conjugagdo entre as distribui¢des de Dirichlet e Multinomial, visto

na Secdo 2.1, temos
(G(A1),...,G(Ap))|(61,...,65) ~ Dir(aH (A1) +ni,...,0tH (Ag) + ny).

A partir do resultado anterior, vamos reescrever os parametros da distribuicdo em fun¢do de uma
distribuicio G e uma parimetro o , obtendo o G (A j)=0aH(A;j)+n;.
Se tomarmos
G (A))=E[G(A))61,...,6n]
aH(A)) + XY | 86,(4))

oH(®)+N
_ aH(Aj)+nj .
 a+N
€, por sua vez, Oc, = o+ N, entdo
(G(A1),...,G(AL))|(B1,...,6x) ~ Dir(e G (Ay),..., & G (Ay)). (2.4)

Uma vez que o resultado 2.4 € valido para qualquer parti¢ao finita e mensuravel de ®, como
mostrado em Sethuraman (1994), a distribui¢do a posteriori de G, observados {Gi}fi 1 €0,¢

também um processo de Dirichlet dado por

(2.5)

aH N,(Sg
G|(61,...,0y) ~DP | a+N =1
|( 15 7N) ( + ,a—I—N—’_ (X—f—N)

DISTRIBUICAO PREDITIVA DE UM PROCESSO DE DIRICHLET

Novamente, vamos considerar um Processo de Dirichlet, G ~ Dir(c,H), e tomemos

a mesma sequéncia de realizagdes extraida desse processo, {6,6,,..., 0y}, tal como definida
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anteriormente. Vimos na Se¢do 2.1 que podemos obter a distribui¢cdo preditiva por meio de um

processo estocdstico. Dessa forma, seja Oy uma observacao futura do Processo de Dirichlet

sobre uma amostra de tamanho N e seja 6;|G ~ G, parai = 1,...,N, temos que
f(On41 €A|6y,...,6y) :/f<9N+1 €A|G)dfc(Gl6,...,0n), paraA C ©
= [G()dfs(GI6,....0n)
:E[G(A)|91,...,9N], VO, € A
1 N
= oaH(A)+Y) 6g(A) |, or2.5,
v GUIGR M) p

Assim, por Teh (2010),

1 N
0 O1,....,.00 ~—— [ aH+) 8 |. 2.6
101, .., On oc+N( i;e, (2.6)
Em suma, pelo resultado acima, toda vez que o parametro de concentracdo o — 0, ou se o
tamanho da amostra N € suficientemente maior que «, a preditiva se aproxima da distribui¢ao

empirica sobre os dados.

Ainda sobre Teh (2010), a distribui¢do preditiva, diferentemente de modelos continuos,
possui massa pontual localizada na amostra observada {0y,...,0y}. Além disso, a rela¢do 2.6
nos indica que, com probabilidade oH;N’ sorteios em G poderdo assumir valores idénticos aos
ja observados, de modo que a propria distribui¢do G possui massas pontuais. No caso de uma
sequéncia de observacdes de G suficientemente longa, os valores dos sorteios subsequentes
serdo dados por uma ponderacdo das massas pontuais, implicando a G uma distribuicao discreta.
Esse dltimo fato pode ser entendido melhor ao discutirmos as abstracdes do processo que serao

discutidas na Subsec¢de 2.2.3.

2.2.3 Abstracées do Processo de Dirichlet

Na literatura, encontramos algumas abstracdes sobre o Processo de Dirichlet que melho-
ram a compreensao do mesmo. Nesta Secdo trataremos de duas delas, o processo de quebra-bastao
(Strick-Breaking) e o processo de restaurantes chineses. Veremos que a primeira nos oferece um
melhor entendimento sobre a caracteristica discreta sobre G. Ja a segunda, fomenta o uso do

Processo de Dirichlet como uma técnica/modelo de agrupamento.

STICK-BREAKING

Anteriormente, haviamos comentado como o Processo de Dirichlet pode ser visto, por

intuicdo, como uma soma ponderada de massas pontuais em G. Tal fato é construido segundo

il

Sethuraman (1994) por um processo nomeado de “quebra de bastdo"(Stick-Breaking Process).
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Tomemos a seguinte estrutura:
Bjla ~ Beta(1,a), para j =1,2,...,k

k-1
T = Br _I_Il(l - Bj)-
i

A abstragdo consiste em considerarmos um bastdo de comprimento unitdrio. Em seguida
partimos o bastdo no ponto f3;, atribuindo a r; 0 comprimento restante do bastdo. Recursivamente,
partimos o bastdo no préximo ponto f3; e até obtermos as 7; propor¢des ao consumir todas as [

particdes do bastdo a cada iteracao.

A Figura 2 ilustra o processo descrito, onde a cada iteracdo, ou quebra do bastdo, associa

um 7 a uma realizacao 9,;” em H, sendo H € uma func¢ao suave.

Figura 2 — Processo Stick-Breaking

1- B
:/32 H(Q*)
1- 52
[ ; g |
1- (s 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, tomando
0, ~H
G= Z 7L'k59]:6,
k=1
as k proporgdes sio utilizadas como probabilidade de sorteio para as respectivas realizagdes 6
em H. Isto €, a existéncia de 6;" (indicada pela fun¢do 59;) que tem probabilidade associada ao

seu respectivo 7, nos permite obter realizagdes independentes em G. Isso nos mostra que as

realizacdes de um Processo de Dirichlet constituem em um processo discretizado.

PROCESSO DE RESTAURANTE CHINES

Vimos que o processo de Stick-Breaking abstrai e evidencia a propriedade de discre-
tizacdo do Processo de Dirichlet. Tal caracteristica é bastante 1til no uso do Processo para

agrupamentos e uma abstracdo andloga pode ser feita por uma representacdo de um Processo de

' Nesse ponto do texto, € importante recobrarmos a ideia de que 6 e 6" sdo medidas aleatdrias extraidas

de suas respectivas distribuicoes, G e H.
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Restaurante Chinés (CRP, do inglés Chinese Restaurant Process). Nessa representacdo possui-
mos um restaurante com um ndmero infinito de mesas que podem comportar um nimero infinito
de clientes (denotados por 0), esquematizado pela Figura 3(a). Cada mesa servird um tnico prato
(indexado por 6%), definido pelo primeiro cliente que se sentar nela. O carddpio do restaurante
também contém um ndmero infinito de pratos a serem servidos, tal como representado por uma
distribui¢@o na Figura 3(b). Cada cliente que entra no restaurante escolherd uma mesa para se
sentar, caso a mesa ja exista ele desfrutard do prato que a mesma estard servindo; caso contrario,
uma nova mesa serd posta e este poderd selecionar um novo prato para ser servido. Esse processo,

presente como um todo na Figura 3, ocorre iterativamente ao longo do tempo.

Figura 3 — Processo de Restaurante Chinés

D A HE)

X >0, >
p
A 0 | |* T
2 g, b G(9) 0. 04 0,
(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor.

A abstracdo descreve como clientes xp,...,Xxy que se associam aos seus respectivos
assentos ou suas respectivas extracoes de G, 0y,...,0y; as mesas como as extragdes sobre H,
0/,...,6;; e o carddpio como a prépria distribui¢do H. Além disso, o CRP propde que a decisdo

dos clientes sobre as escolhas de uma mesa e consequentemente do prato ocorrerd segundo a
popularidade das mesas existentes (nimero de assentos ocupados) e do parametro o do Processo
de Dirichlet. Por fim, em relacdo ao ndmero de clusters, Teh (2010) apresenta resultados que
mostram o crescimento logaritmico do nimero de agrupamentos no processo quando N aumenta,
condizendo com a ideia de que clusters populares tendem a ficar cada vez mais populares ao

longo do tempo.

Novamente, assumindo H uma fun¢@o continua suave e considerando 6y, ..., 6;, para
k € N*, realizacOes extraidas de H. Se 0y,...,0y, para N > k, realizagdes sobre G e n; o
nimero de realizagdes em G associadas a um 6;", como definido na Subseg¢do 2.2.2. Entdo, para
G ~ DP(a,H), as realizacdes de G estdo submetidas a 6;,...,0;", de modo que a distribuigao

preditiva do processo possa ser reescrita como

1 k

0 01,....,.00 ~—— | 0H+ ) n;op+ |. 2.7
N+161,. .., On TEN j:Zl]ej (2.7)

A estrutura 2.7 evidencia que a sele¢ao de um 6,", a partir de um 6y ; é proporcional

a n;. A medida que algum n; cresce, percebemos que a probabilidade de se obter uma nova
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realizacao sobre H se torna cada vez menor, ja que a mesma € fixa e proporcional a «, e que a
probabilidade de sele¢do do k-ésimo elemento em H aumenta (em outras palavras, um cluster 6;

com muitos elementos 6; associados, tende a ficar maior e mais provdvel).

2.2.4 Analise do Parametro de Concentracdo o

Na Subsecdo 2.2.1, vimos que o parametro ¢ estd associado a variancia de um Processo
de Dirichlet, pela Preposicdo 3, em relagcdo a distribui¢do base H, fazendo com que o seja
interpretado como um parametro de concentracao sobre H, Teh (2010). A Figura 4 nos ajuda a
perceber o efeito do pardmetro sobre o processo para um tamanho fixo de amostra. Baseando-nos
no método de Stinck-Breaking e tomando H ~ N(0;1) como fung¢io base de um Processo de

Disrichlet, variamos alguns valores de o para simulagao do processo focadas nas realizacao de
0; em G, fixando N = 100000 e k = 100.

80000 -
70000 80000
60000 -
60000
50000

40000 4
40000

30000

20000 -

20000 A
10000 j
0- T T T T T T 0 —
-2.0 -1 . . . . . .

30000 A

35000 4

25000

30000 A

20000 1

15000 4

10000 4

5000

4 _—3 -1
(©)a=10 (d) o = 100

Figura 4 — Simulagdo de um Processo de Dirichlet usando o método de Stick-Breaking, sobre H ~ N(0;1)
e variagdes do pardmetro de concentragdo .

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notamos que o aumento de ¢ faz com que as realizacdes de G reflitam melhor as

distribuic@o base H, isto &, para o = 100, como mostrado na Figura 4d, a distribuicao de G se
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aproxima a de H ~ N(0; 1). Por sua vez, quando o é pequeno, como na Figura 4a, percebemos

um afastamento da distribui¢do base H.

Dado o comportamento e o efeito de o sobre o Processo, podemos voltar nossa atenc¢ao
em uma forma adequada de determinar tal parametro. Liu e Nandram (2022) discutiu trés métodos
amostrais para estimacdo de &. O primeiro deles é denominado de Método de Amostragem por
Rejeicdo Adaptativa. Baseado em Gilks e Wild (1992), neste método determinamos uma funcdo
logaritmica sobre a densidade de o, digamos ¢ = In o, e tomamos uma distribuicdo a priori 7(¢)
com posteriori (@ |k), onde k indexa o ndmero de realiza¢des distintas sobre H, como denotado
anteriormente. A partir disso realizamos amostragem por rejeicao, tal qual em Ripley (1987),
que consiste em selecionar aleatoriamente pontos subsequentes sobre um dominio ou uma regido
cartesiana bidimensional. A cada selecdo verificamos se o ponto estd sob a regido da densidade em
questdo, 7(+), e caso isso ndo ocorra o rejeitamos. Logo, a cada unidade amostral bem sucedida
a posteriori € atualizada aproximando-se da verdadeira densidade logaritmica, reduzindo assim
a chance de rejeicao de pontos subsequentes. Ha algumas limitagdes em torno deste método,
segundo Liu e Nandram (2022), uma delas € a garantia da log-concavidade de n(¢) e w(¢|k), o
que ndo é problematico por si sé (o autor, inclusive, apresenta duas prioris convenientes para
0 processo), mas implica que estas distribui¢cdes sejam estritamente unimodais. Além disso,
as avaliagdes do método de rejeicao sao normalmente muito caras computacionalmente em

determinadas aplicacdes (Amostragem de Gibbs, por exemplo).

O segundo método consiste em amostragem por Misturas de Distribuicdes Gamma.
Inicialmente proposto por Escobar e West (1995), o método consiste na adi¢do de uma varidvel
latente que associa o a algum dos k elementos de mistura. A partir das distribuicdo a priori
e a posteriori sobre essa varidvel latente e utilizando alguma técnica amostral, geralmente
baseadas em Monte Carlo em Cadeia de Marcov (MCMC), obtemos realizagdes de ¢ sobre uma
distribuicio Gamma do modelo de misturas®. No entanto, segundo Liu e Nandram (2022), uma
preocupagdo em relacdo ao Método Gamma € que este forneca uma distribui¢do de amostragem
pelo menos bimodal a o, enquanto uma densidade unimodal é preferida, além do mesmo exigir

o uso de uma priori Gamma informativa, o que necessitaria de mais validacdes no método.

O terceiro e ultimo método apresentado por Liu e Nandram (2022) é um dos mais
conhecidos métodos de geracdo de varidveis aleatdrias, a Razdo de Uniformes. A partir de uma
observacao gerada uniformemente sobre um dominio, podemos obter uma amostra a posteriori
para a. Em linhas gerais, determinamos duas varidveis aleatorias independentes U e V, tais
que U,V ~U(0;1). A razdo % ¢ calculada para cada sorteio obtido das varidveis aleatorias e
entdo usada como observacao da distribuicao de interesse (¢). Neste caso, a regra usada para
determinar o valor de a segundo o método é baseada na priori e posteriori T(@) e m(o|k),

respectivamente.

2 Liu e Nandram (2022) traz uma abordagem do método onde a varidvel latente inserida no processo é

configurada como p = ﬁ correspondendo a Cor (x;,x;), para i # j, de um Processo de Dirichlet.
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Liu e Nandram (2022) ainda apresenta um estudo de simulacdo onde compara e analisa
os trés métodos citados. Em suas andlises, apesar de todos os métodos apresentarem resultados
razodveis para o, baseados na convergéncia a distribui¢io base, a método de Razio de Uniformes
foi o mais acurado dentre eles. Sendo assim, escolhemos este método para determinar ¢ neste
trabalho (os detalhes de como definimos k e quais distribuicdes foram atribuidas aos parametros

de concentragdo, envolvidos no método final, serdo discutidos na Secao 3.2).

2.3 Modelos Bayesianos Hierarquicos Nao Paramétricos

Aplicacdes estatisticas envolvendo multiplos parametros que sdo relacionados de alguma
maneira pela estrutura do processo (experimento), exigem um modelo de probabilidade conjunta
para que estes reflitam as dependéncias envolvidas. Estruturas hierdrquicas sdo uma excelente
alternativa na modelagem de tal problema, uma vez que os resultados desse processo podem
ser modelados condicionalmente em certos pardmetros, que por sua vez recebem um desenho
probabilistico em termos de novos parametros, Gelman ef al. (2021). A modelagem hierdrquica
nos auxilia a compreender e encapsular problemas multiparamétricos, desenvolver saidas com-
putacionais eficazes e, sobre tudo, evitar problemas de overfitting, pois buscam uma distribui¢dao

populacional para estruturar alguma dependéncia nos pardmetros.

Outra motivacdo no uso de modelos hierdrquicos estd na sua independéncia condicional,
na qual um conjunto de parametros € acoplado fazendo com que suas distribui¢cdes dependam
de um parametro subjacente compartilhado. Essas distribui¢des sdo muitas vezes consideradas
idénticas, com base em uma afirmacao de permutabilidade garantidas pelo Teorema de Finetti,
Teh e Jordan (2009).

Vimos na Secdo 2.2 que modelos bayesianos ndo paramétricos incluem parametros
com dimensdo ndo fixa, além dos pardmetros de escala e localiza¢do, de modo que valemos da
modelagem hierarquica para especificar as distribui¢des sobre esses parametros. Podemos ver

esta aplicagcdo sobre um Processo de Dirichlet
G ~ DP(o,H),

notamos que além do pardmetro de concentracao o (que geralmente parte de uma distribui¢do a
priori para sua obtenc¢do, como vimos na Subsecdo 2.2.4), a distribui¢do base H € muitas vezes
considerada uma distribui¢ao paramétrica e seus parametros também sao dotados de distribuicdes

a priori.

Nessa Secao discutiremos a modelagem hierdrquica em Estatistica Bayesiana ndo paramé-
trica, mais especificamente sobre um Processo de Dirichlet. Em suma, trataremos a distribuicao
base como uma distribui¢cdo ndo paramétrica, vista agora como um sorteio aleatdrio de alguma
distribuicdo de medidas. A essa estrutura damos o nome de Processo Hierdrquico de Dirichlet
(HDP, do inglés Hierarchical Dirichlet Process).
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2.3.1 Processo Hierarquico de Dirichlet

Até agora discutimos sobre o Processo de Dirichlet e sua aplicagdo como modelo de
agrupamento quando sua componente 6, € uma varidvel aleatdria discreta de cardinalidade
desconhecida, uma vez que o Processo possui uma caracteristica de discretizacdo. Dentre os
modelos de agrupamentos com esta componente caracteristica, destacamos o Processo Hierar-
quico de Dirichlet (HDP). Neste modelo detemos de inimeros grupos, cada qual incorpora uma
variavel discreta, de cardinalidade desconhecida, e das quais desejamos vincular entre os grupos

(em outras palavras, compartilhar clusters), Teh e Jordan (2009).

Defini¢io 4. Tome uma cole¢do de Processo de Dirichlet indexados por Gg € Gjc3, onde J
¢ um conjunto contdvel de indices, definidos em um espago de probabilidade comum (®, Q).
Considere H como uma medida base do Processo. Denominamos como Processo Hierdrquico de

Dirichlet (HDP) a seguinte estrutura

Goly,H ~ DP(y,H)
Gjla,Gy ~ DP(a,Gy) para j € J, (2.8)

para o e Y os respectivos parametros de concentragdo dos Processo de Dirichle indexados.

Pela Definicao 4, percebemos que o modelo HDP vincula medidas de probabilidades
aleatdrias (Go vinculada as medidas G, para todos os grupos dentro do conjunto de indices J),
permitindo que elas compartilhem uma medida base (H), também aleatéria. Em outras palavras,
0 modelo induz o compartilhamento de realiza¢Ges, ou dtomos, entre as medidas aleatorias G,

uma vez que cada uma herda seu conjunto de &tomos do mesmo Gy.

Ainda pela Definicdo, ao considerarmos uma hierarquia de dois niveis o conjunto de
atomos no nivel superior (Go|7y, H), ¢ compartilhado por toda a hierarquia, isto é, cada G; recebe
um Processo de Dirichlet como distribui¢do a priori do processo com medida base Gy, que
se modifica ao longo das iteragdes. Enquanto um modelo de multinivel hierdrquico permite
uma estrutura de dependéncia mais rica dos pesos dos 4tomos (ou seja, 0 conjunto raiz nao €
simplesmente replicado para seus nos filhos). A partir dessa leitura, Teh e Jordan (2009) nos
mostra que o Processo Hierarquico de Dirichlet pode ser usado como distribuicao a priori dos
fatores de agrupamento com a seguinte estrutura

01G, "~ G;
xj'ilejiwfgﬁ para jegeie€l, (2.9)

onde 6j; € o fator correspondente a i-€sima observagao do j-€simo grupo (x;), sendo I o conjunto
de indices de i, e fp;, € uma fungdo densidade de probabilidade. A Figura 5 ilustra o HDP com 2

niveis de hierarquia sobre esta estrutura.
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Figura 5 — Esquema gréfico do Processo Hierdrquico de Dirichlet

26

@

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.2 Inferéncia sobre o Processo Hierarquico de Dirichlet

Vimos na Subsec¢do 2.2.2 como obtivemos a distribui¢do a posteriori de um Processo de

Dirichlet através da conjugada da distribuicao de Dirichlet. A mesma ideia se aplica no modelo

hierdrquico, porém vamos aborda-la de uma forma um pouco diferente.

Inicialmente, vamos assumir fg com priori conjugada em H, tal como em Teh e Jordan

(2009), e tomemos as seguintes notagdes:

0 = {Gﬁ}jes,i c; S0 uma sequéncia de realizagoes do j-¢simo Processo (G ), para cada

observagao xj;;

0* — {9;}} o sdo uma sequéncia de realizacdes distintas sobre G, onde £ denota o
7 Jjed.le

conjunto de indices destas realizagoes;

0** = {9,;**} 1. g S30 uma sequéncia de realizagdes distintas sobre H, onde K € o

numero total destas realizacdes;

n = {n jlk} € a sequéncia do nimero de observagcdes em cada um dos #J Processos,
associados aos seus respectivos #£ subgrupos compartilhados pelos seus respectivos K

grupose ) nj=N;
jeg,lel

j
k=1,...K

m
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*m= {mjk} ¢ a sequéncia do nimero de observacdes agrupadas em cada um dos seus #J
Processos, compartilhados pelos seus respectivos K grupos e .ZN mjx =M.
JET
k=1,...K
A partir disso, vamos discutir duas abstra¢des do processo, tal como realizado para o

Processo de Dirichlet, para que entdo determinarmos a posteriori do mesmo.

STICK-BREAKING

Discutimos que a abstragdo do Processo de Dirichlet via processo de ‘quebra-bastao’
nos dd uma representacio concreta sobre a caracteristica discreta do Processo. A mesma ideia
e representacao sao estendidas para o HDP. Vamos considerar inicialmente a representacdo do
nivel superior do modelos hierdrquico, onde Gy ~ DP(y,H ). Como a distribui¢do a priori de Gy
€ dada por um Processo de Dirichlet, temos uma estrutura similar a apresentada na Subsecao
2.2.3,

oo

Go =) Mg,
k=1

tal que

Bk|y ~ Beta(1,7y), parak=1,2,...
k—1

=B [T(1—B)
=1

6, |H ~ H.

A grande diferenga encontra-se na constru¢do de G ;. Como G; condicionalmente também
¢ distribuida segundo um Processo de Dirichlet, teremos a replicacio da estrutura anterior, porém

com dependéncia aos 7y,
Gj= Y e
k=1

tal que

k
Viklot, ... i~ Beta | am, o —a ) m |, parak=1,2,...
i=1

k-1
Nje = Vi [J(1—vi).
=1

Neste caso, a abstragdo consiste em considerar um bastdo de comprimento unitirio que
serd partido no ponto f, a cada iteracao. Da quebra do bastdo, o restante do seu comprimento,
indexado por 7, sera entdo compartilhado ao j-ésimo jogador. Este bastao compartilhado se
tornard um novo bastdo de referéncia para o jogador em questdo e serd quebrado no ponto vk,
obtendo assim um novo comprimento 7 ;. O processo se repete iterativamente para todos os

jogadores envolvidos.
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PROCESSO DE RESTAURANTES CHINESES

Na Subsecdo 2.2.3 vimos que as probabilidades marginais do Processo de Dirichlet
podiam ser descritas como um processo de restaurante chinés. Esta mesma abstracdo existe para
o caso do HDP, ela € denominada de Franquia de Restaurantes Chineses (CRF, do inglés Chinese

Restaurant Franchise).

Neste caso, ocorre um processo de restaurante chinés em cada um dos restaurantes
considerados: cada cliente que chegar ao j-€simo restaurante pode sentar-se em uma mesa ja
existe, que serve um determinado prato, ou solicitar uma nova mesa e escolher um prato novo que
ainda ndo estd sendo servido no restaurante, como representado na Figura 6(b). Cada restaurante,
por sua vez, responde a uma matriz que orquestra os pratos compartilhados entre eles de acordo
com o numero de mesas que servem o determinado prato, a partir de um carddpio em comum,
Figura 6(a).

No caso de Gy restaurantes, o acoplamento entre eles € feito por meio de uma ma-
triz representada por Gy. Nela, ocorre o gerenciamento dos pratos extraidos do cardapio H
e compartilhados entre todos os restaurantes. Segundo Teh e Jordan (2009), rotule o i-ésimo
cliente do j-€simo restaurante com uma variavel aleatdria 6;; que € distribuida de acordo com
G . Da mesma forma, seja 9;."1 uma varidvel aleatdria correspondente a 1-ésima mesa do j-ésimo
restaurante; a realizagc@o dessas varidveis € feita de forma aleatdria, independente e identicamente
distribuida (i.i.d.) conforme Gy. Finalmente, os pratos sdo variaveis i.i.d. 6,*, distribuidas de

__ p**3

acordo com a medida base H. Acoplamos essas varidveis da seguinte forma 6;; = j*l =07
Jt J

Figura 6 — Processos de Franquia de Restaurante Chinés

&
H |
0
l | &) O\
b 0
A IA IA 0, 0 15
G, | B
2] x * i
12 0 * 0
23 9:1 13 ‘ 922
) o |
21 ! €] 0
A * w 21 23
622 ) § 624
(a) § (b)

Fonte: Elaborada pelo autor.

3 Adicionamos os subindices ji em jI para indicar que ndo estamos considerando realizagdes distintas

em Gy, mas sim as realiza¢Oes obtidas para cada uma das 6;;.
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Griffiths et al. (2003) mostra que o CRF captura as probabilidade marginais do HDP
ao integrar as medidas aleatérias G; € Gy do processo. Dessa forma estaremos produzindo
um conjunto de distribui¢des condicionais sobre as varidveis 0j; e 9].*1, respectivamente, como

apresentadas pelo autor,

< onj a
0i10i1,...,0;i1,a, Gy~ L G
]1‘ Jlse - Yji—1, 4,0 I_Z;OH'HJ'” eﬂ+a+nj.. 0
05105,...,0% SO OUR LI S A (2.10)
A B Bt 0 2, 700 T '

Lembrando que 7 € a quantidade de clientes no j-€simo restaurante, que sentaram-se na l-€sima
mesa e pediram o k-€simo prato, m j; € a quantidade de mesas no j-€simo restaurante servindo o

k-ésimo prato e K € o maior indice dentre a colecdo de pratos ja pedidos.

Notamos que, similar ao processo de restaurante chinés da Subse¢ao 2.2.3, temos aqui as
probabilidades de sorteio para uma mesa e um prato servido em algum momento no processo,
bem como as probabilidade de se efetuar um sorteio inédito através das distribui¢des Gg e
H, compartilhadas em seus respectivos niveis. [sso mostra a caracteristica de discretiza¢do no
processo, de modo que as probabilidades envolvidas sdo proporcionais a frequéncia dos clientes
e das mesas entre cada restaurante em relacdo a toda franquia e entre cada pedido em relagdo a

toda franquia, respectivamente.

2.3.3 Estrutura a Posteriori do Processo Hierarquico de Dirichlet

Vamos tomar a Franquia de Restaurantes Chineses (CRF) anterior de modo que H seja

uma distribuicdo continua, por suposi¢ao, fazendo com que as realiza¢des 8** sejam tnicas. A
partir da integracdo 2.10 das medidas aleatérias G produzimos um Restaurante Chin€s para cada
J-ésimo grupo, bem como uma sequéncia de sorteios i.i.d. da medida base Gy, que sdo usados
recursivamente na integracdo da mesma. Assim, o estado do CRF consiste nos rétulos dos pratos
., amesa [;i, em que o i-ésimo cliente se senta, e o prato k;/ servido na I-ésima mesa. Como
funcdes de estado do CRF, temos também o nimero de clientes e mesas n e m, respectivamente,

e os rétulos de clientes 0;; e mesas ;1’ todos definidos no inicio da Subsecao 2.3.2.

Sobre Teh e Jordan (2009), tomando a distribuicao de G condicionada as realizagdes
iid 0% = {ijlﬁ } fazendo com que Gy seja independente do resto do CRF, pois os restaurantes
interagem com Gy apenas através dos 6* i.i.d.. Assim a posteriori do processo sobre Gy segue,

como Vvisto na Subsecdo 2.2.2, para um Processo de Dirichlet:

}/H+%m.k59k**
Gy ’}/,H,G*NDP Y+ ) mi, (2.11)
Js

Observamos que os valores para m e 8** sdo determinados dado 6*, uma vez que sao o valor de

contagem e rétulos tnicos (pois, por suposi¢cdo, H € continua), respectivamente, sobre 6*. Pela
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Defini¢ao 4, uma amostra de 2.11 pode ser extraida da seguinte forma:

ﬁOvBlv' .- 7ﬁk”y’G70* ~ Dir(Y7m~la s 7m-k>
GOnew ’ ,}/7 H ~ DP(’}’? H) Y
k
G() = ﬁoGonew + Z ﬁl 591**.
=1
Isto é, a posteriori para Go ¢ uma mistura de rétulos 0** de extracdes independentes de um
DP(y,H).

Por fim, a posteriori para G; segue a posteriori de um Processo de Dirichlet usual,

Subseg¢do 2.2.2, dado a sua medida base G e amostras i.i.d. 0;.

(XG() + %nj.k&;g*

Gila.Go, 0, ~DP| a+Y ny. 2.12)
i / ;:’ J 06+ZZI‘,<nj1k

Analogamente a Gy, n;.. € 6** s@o o valor de contagem e rétulos Unicos, respectivamente, sobre

0;, podemos amostrar de 2.12 tal como:

njo,nﬂ,...,njk]oc,ej ~ Dir (Otﬁo,aﬁl —{-I’lj.l,...,OCﬁk—Fl’lj.k)

Gjnew‘a? GO ~ Dp(aﬁ()? GOnew)’
k
Gj = thoG_/'new + Z 717j1591**.
I=1
De modo que o processo para obten¢do da posteriori € védlido para todo j € . Observamos
também que G; é uma mistura de rétulos 6** e uma extragio independente de um DP, que herda

Po e o indexa ao seu pardmetro de concentracdo o.

Um outro ponto discutido por Teh e Jordan (2009) consiste na divisdo de um HDP
em uma “‘parte discreta” e uma “parte continua” devido a esse processo de integracdes sobre
Go e G; mostrado pelos autores. A “parte discreta” consiste em rétulos com valores unicos
(6**), associando pesos diferentes a estes rétulos para cada DP. A “parte continua”, por sua
vez, é um sorteio separado de um HDP com a mesma estrutura hierarquica do HDP original e
medida de base global H, mas com parametros de concentracdo alterados. Isto é, ela consiste na
estrutura de distribuicOes relacionadas entre a série infinita de rétulos sorteados i.i.d. sobre H € a

verossimilhanga dos dados.

2.3.4 Aplicacoes do Modelo Hierarquico de Dirichlet

O Modelo HDP tem uma ampla gama de aplicacdes, no entanto trés delas se destacam. A
primeira consiste no uso do modelo como método de busca, ou Recuperacdo da Informacdo (IR,
do inglés Information Retrieval). A importancia dos motores de busca modernos tem colocado

em foco um problema clédssico no campo da IR, em como deve ser representada uma colecio de
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documentos para que documentos relevantes possam ser devolvidos em resposta a uma consulta.
Cowans (2004) desenvolveu um estudo onde mostrou que o HDP fornece justificativas estatistica
para a intuigdo por tras da representacao textual conhecida como frequéncia do termo—inverso
da frequéncia nos documentos tf-idf (do ingl€s term frequency—inverse document frequency). A
intuicdo geral é que a relevancia de um documento para uma consulta deve ser proporcional a
frequéncia dos termos de consulta que ele contém (“frequéncia do termo”), mas que os termos
de consulta que aparecem em muitos documentos devem ser reduzidos, uma vez que sao menos
informativos (“frequéncia inversa nos documentos”). Em seu estudo, o autor denota x;; como a
i-€sima palavra no j-€simo documento para algum corpus de documentos, onde o intervalo de
xj; € um vocabuldrio discreto ® e H € a medida base de probabilidade sobre este vocabulario.
A partir disso, ele define um score de relevancia capaz de ordenar documentos mais relevantes

dado um termo de busca.

Uma outra aplicacdo muito relevante do HDP consiste em fornecer uma distribui¢cdo
baseada em parametros latentes e ndo nos dados observados. O faseamento de haplétipos € um
problema em genética que pode ser formulado como um modelo estatistico de mistura, como
apresentado por Stephens, Smith e Donnelly (2001). O problema consiste em um conjunto
de M marcadores bindrios ao longo de um cromossomo. Os cromossomos humanos vém em
pares, entdo denotamos 6;; e 8;; como os vetores de marcadores de valor bindrio para um par de
cromossomos de um i-ésimo individuo. Esses vetores sdo chamados de haplétipos e os elementos
desses vetores sao chamados de alelos. Um gendtipo x;, por sua vez, € um vetor que registra o
par ndo ordenado de alelos para cada marcador; isto €, a associacdo dos alelos ao cromossomo
€ perdida. O problema do faseamento de haplétipos € restaurar haplétipos (que sdo uteis para
prever associacdes de doencgas) de gendtipos (que sdo prontamente testados experimentalmente,
enquanto os haplétipos nao sdo). Assim, dado um conjunto de haplétipos de uma populagao
populagido, cujo conjunto tem cardinalidade desconhecida, este problema pode ser formulado
como um problema de modelagem de mistura DP onde um cluster € um haplétipo, tal como

mostra o autor.

Finalmente, sua terceira aplicacdo concentra-se em modelos de tépicos ou agrupamentos
textuais. No decorrer do trabalho, ja haviamos citado esse tipo de aplicagdo quando tratamos
dos métodos de abstragdo para um DP e um HDP. Agora, mais especificamente sobre Blei et al.
(2003), o HDP pode ser utilizado e visto como uma generaliza¢do de um modelo de mistura finita
em que cada ponto de dados esta associado a multiplas retiradas de um modelo de mistura, e
ndo a uma unica retirada. Para motivar a formulacdo do modelo de topico, considere o problema
de modelar as ocorréncias de palavras em um conjunto de processos juridicos (por exemplo,
para fins de classificacdo de processos futuros). Uma metodologia simples de agrupamento pode
tentar colocar cada processo em um unico agrupamento. Mas pareceria mais ttil poder classificar
processos de acordo com “topicos”. Por exemplo, um processo pode ser principalmente sobre
causa trabalhista, mas também pode referir-se a problemas de saide do requerente e a assedio

moral e psicolégico ao mesmo. Além disso, como este exemplo sugere, seria util poder atribuir



2.3. Modelos Bayesianos Hierdrquicos Ndo Paramétricos 43

valores numéricos ao grau em que um artigo trata cada topico. E exatamente esta aplicacao,
incluindo o contexto de Jurimetria tomado como exemplo, que concentraremos nossos esfor¢os

e trataremos nos Capitulos seguintes.

2.3.5 Meétodo Computacional para um Modelo Hierarquico de Diri-
chlet

O processo de inferéncia sobre o HDP pode ser estruturado sobre métodos computaci-
onais de amostragem via algoritmo de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Dentre
os algoritmos baseados em MCMC, a amostragem de Gibbs é o mais adequado para modelos
hierarquicos, dado a sua facilidade em avaliar as distribui¢des condicionais envolvidas no HDP,
de modo a trabalhar com suas conjugadas, tornando-o computacionalmente conveniente, Sucar
(2015). Em termos gerais, a ideia do amostrador de Gibbs € tornar um problema multivariado em
uma sequéncia de problemas univariados baseados nas distribui¢des condicionais, de modo que
ao iteramos o processo produziremos uma Cadeia de Markov. Isso nos permite obter amostras
de uma distribuicao a posteriori desconhecida e, através destas amostras, obter estimativas das

caracteristicas da distribui¢do objetivo.

Baseando-nos em Neal (2000) e Heinrich (2011), tomemos a abstragdo da franquia
de restaurantes chineses como plano de fundo da representacio do HDP. Vamos assumir a
sequéncia de varidveis {L ﬁ'}j €3,i=1,...n; AU€ indexam a mesa na qual o cliente xj; se sentou e
. ., . -4
{K il }j €3i=1,m; & varidvel que indexa o prato que o mesmo pediu.” Note que pelo processo de
franquia de restaurantes chineses temos trés alternativas para cada i-ésimo cliente iao chegar em

seu respectivo j-€simo restaurante:

* Sentar-se em uma mesa ja ocupada e, consequentemente, se servir do prato servido na

mesma;,

* Sentar-se em uma nova mesa e solicitar um prato que j4 estd sendo servido em algumas

das outras mesas do restaurante;

* Sentar-se em uma nova mesa e pedir um prato que ainda nao foi servido no restaurante.

4 Enquanto L,K sfo varidveis usadas no processo para atribuir amostras da mesa e do prato pedido pelo
cliente 6;;, 6" ¢ 6™ sdo as representagdes das massas pontuais (amostrada sobre Go, H, respectiva-
mente) dessas varidveis, que indicam quais distribui¢des estamos considerando para este cliente em
questao.
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Estes trés casos ocorrem dispondo das seguintes probabilidades:

( —Xji
o n. —Xji
Lji=I com probabilidade o< —5(];,- /i f’ (xji)
n;. +o 7/
i e
Lji = lnew,Kjy,,, = k com probabilidade o< _xﬁ.‘ ( T,‘C’}i ) fi i (xji) (2.13)
n;. +o \m. " +Yy
. v
Lji = lpew,Kji,,, = knew com probabilidade o< ,Xg ,Q;i ) kmi (xji)
L n;. +a \m. "~ +y

onde o subscrito new indica a execu¢do de um novo sorteio ainda ndo visto por ambos os niveis,
0 sobrescrito —xj; indica que estamos considerando todos os clientes exceto o xj; € n,m sdo as

quantidades tal qual definidas na Subsecdo 2.3.2.

Teh e Jordan (2009) introduziu atualizagdes para o amostrador de Gibbs sobre uma
estrutura geral de HDP, onde a distribui¢do de x;; para algum cluster k, dado todas as outras

observacdes, ¢ definida como
J fope (xji) BISRCS (x0) h(6;%)d O}
JUFEJ

T T o G OV

Ji#ji

(2.14)

S (i) =

para h(-), fg:+(-) densidades conjugadas de H e fy, respectivamente, tal como apresentado em
2.8 €2.9. No Capitulo 3, daremos detalhes sobre esta distribuicdo (preditiva) f~ "/ ao indexarmos

distribui¢des de probabilidade especificas para / e fop+

Da mesma forma, as atualizagdes para algum prato & ;, associado ao j-€simo restaurante

e a l-ésima mesa, ocorrem sobre as seguintes probabilidades:

- l ..
—xji

J
Kjy=k  com probabilidade o m’i@;;.iﬂ fo T xilLii=1)

(2.15)

new

Kji = kney  com probabilidade o —L— f /' (x;;|Lji =1)
m.. /'+7/

Heinrich (2011) descreveu o algoritmo do processo de modo que o adaptamos para a abstracao

de CRF como mostra o Algoritmo 1.

No que diz respeito do custo computacional das atualiza¢des de Gibbs sobre o processo de
CREF, Teh e Jordan (2009) nos apresenta que, em geral, o custo € dado pela recorréncia do célculo
das probabilidades condicionais marginais f(). Isto ocorre cerca de (1 +Mr.; +#Kj;), onde
M, ;e #Kj; sdo o nimero total de mesas e pratos, respectivamente, em todos os restaurantes
exceto o j-ésimo. O que resulta em uma desvantagem em casos onde o nimero de niveis
hierdrquicos € grande. Uma outra desvantagem do método pelo CRF, apontada pelo autor, estd no
acoplamento da amostragem nos varios restaurantes (uma vez que todos os DP’s estdo integrados).
Este acoplamento dificulta a obten¢do de um amostrador CRF para certos modelos (por exemplo,
o HDP-HMM). Sendo necessario construir amostradores que utilizem uma representagao mista

de CRP e stick-breaking para dissociar os DP’s envolvidos.
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Por fim, existem inimeros métodos de avaliacdo e andlises a cerca do amostrador de
Gibbs e sua convergéncia. Neste sentido, focaremos nossos esforcos na andlise de diagnostico de
convergéncia do método, Capitulo 4, como tratado Gamerman (1996). Através de um estudo
simulado, iremos verificar sede fato atingimos a convergéncia com relagdo a func@o objetivo
H, utilizando para isso a log-verossimilhanga, € ao nimero de restaurantes K estipulados pelo
processo. Como o processo € Markoviano esperado que a medida em que o nimero de iteragdes
aumenta, o método se aproxima da condi¢ao de equilibrio convergindo, aproximadamente e a

partir de uma determinada iteracdo, para a métrica desejada.

Algoritmo 1 — Amostrador de Gibbs para HDP sobre CRF

Requer: Vetor de clientes { ¥}
INICIALIZACAO
#K € N*
zerar as quantidades associadas a n e m.
laco todos os restaurantes j € J:
lago todos os clientes i = 1,2,...,n;:
amostrar um prato indexado por z; ; = k*, por 2.15
incrementar as quantidades m ., n
fim laco
fim laco
amostrar L j;, por 2.13

AMOSTRADOR GIBBS
enquanto critério de parada faca
laco todos os restaurantes j € J:
lago todos os clientes i = 1,2,...,n;:
decrementar as quantidades m i, n jji
amostrar um prato k*, por 2.15
se k* €{1,2,...,K} entdo
incrementar as quantidades m i, 7 ji
amostrar Lj;, por 2.13
senao
criar e incrementar as quantidades m . ik,
amostrar Lj; = l;¢y, por 2.13
fim se
fim laco
fim laco
fim enquanto
verifique a convergéncia
retorne os resultados
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CAPITULO

MODELOS DE TOPICOS

A comunica¢do humana tem sido um tdpico de grande interesse na computagdo, uma
Vvez que a mesma ocorre, majoritariamente, pelo uso de linguas naturais. Na anélise linguistica
de um texto em linguagem natural digital € preciso definir a unidade de formacdo do documento
(letras, palavras e sentencgas) para que possamos realizar uma boa interpretagcdo de seus sinais. No
entanto essa tarefa € drdua, ja que a lingua natural dispde de uma estrutura bastante complexa, ndo
raramente apresentando ambiguidades dependendo do contexto tratado, sem contar os diversos

idiomas e varia¢des linguisticas regionais.

O Processamento de Linguagem Natural (NLP, do inglés Natural Language Processing)
¢ a drea da ciéncia da computacdo focada na geracdo e compreensdo destas linguas, sendo grande
parte de seu desafio tratar tais ambiguidades, Palmer (2010). Atualmente encontramos uma vasta
colecdo de técnicas, capaz de de coletar e preparar corporas de forma automadtica, convertendo-as
em estruturas mensuraveis. Dentre as técnicas mais difundidas para processamento textual,
traremos as baseadas em frequéncia de palavras, ou tokens, que sdo mais simples quanto as
regras que constituem a estrutura dos dados e tendem a gerar representacoes esparsas de dados
numéricos, Qader, Ameen e Ahmed (2019) e Das e Chakraborty (2018).

Além de técnicas de processamento textual, o campo da modelagem deste tipo de dados
¢ bastante vasto e desejado por dreas que, até entdo, ndo utilizavam de grande aparato estatistico
e computacional para desenvolvimento de suas tecnologias. Dentre os modelos de NLP, temos
interesse especifico em modelos de topicos ou de associacao mista. Segundo Griffiths et al.
(2003) e Erosheva e Fienberg (2005), este tipo de modelo é uma generalizacdo de um modelo de
mistura finita em que cada ponto de dados estd associado a multiplas retiradas de um modelo de
mistura, € ndo a uma unica retirada. Como vimos, o HDP é uma excelente ferramenta para esse
tipo de modelagem, sobre tudo por sua estrutura nao paramétrica que flexibiliza a determina¢do

prévia do nimero de tépicos.

Neste Capitulo, apresentaremos algumas técnicas populares de processamento textual
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que nos ajudam a simplificar a complexidade dos dados e nos garante uma boa representa¢ao
numérica (mensurdvel), Secdo 3.1, de modo que as distribui¢des desejadas para modela-los
sobre HDP sejam bastante adequadas. E por fim, retomamos ao HDP e apresentamos como sua

estrutura, dada a modelagem de topicos, é formada na Se¢ao 3.2.

3.1 Pré-Processamento e Elementos Textuais

Segundo Palmer (2010) o pré-processamento textual pode ser dividido em duas etapas.
A primeira consiste na triagem de documentos, cujo processo consiste na coleta dos textos e,
em alguns casos, a conversdo dos mesmos em estruturas bem definidas. Atualmente a triagem
¢ bastante facilidade, pois nao raro encontramos APIs capazes de acessar datasets e extrair
deles documentos textuais bem definidos. No entanto, em alguns casos onde os textos podem
apresentar alguma restri¢do, codigo de ética ou informagdes sensiveis (por exemplo, textos na

jurimetria) que dificultam seu acesso ou sua defini¢do.

A segunda etapa consiste na segmentagao textual, nela temos o trabalho de converter
o conjunto de documentos, denominado em NLP de corpus ou corpora, em segmentos bem
definidos e limitados. Cada uma destes elementos, representados pelas palavras, correspondem

ao que denominamos de foken e seu processo de segmentacdo é denominado de tokenizacdo.

Podemos ainda aplicar etapas correlacionadas a segmentacdo que sdo importantes no
pré-processamento para a obten¢do de documentos mais parcimoniosos. Vamos destacar quatro

delas:

* Normalizacao - envolve a mesclagem de diferentes formas de escrita de um tnico foken
em uma forma canonica normalizada. Nesta etapa, além do case-sensitive (maitisculas e
minusculas) e eliminacao de caracteres especiais, também € realizada a correspondéncia

de abreviaturas e acrOnimos a seus tokens.

* Eliminacao de sfop words - consiste em fokens de ligacdo, identificados gramaticalmente
como artigos, conjuncdes € proposicoes. No entanto, as stop words podem variar segundo
o contexto empregado. Na recuperagdo de informacao (Information Retrieval), palavras
muito curtas tendem a ser classificadas como stop words, assim alguns verbos, os pro-
nomes e alguns termos de negécio (como unidades de medida, por exemplo) podem ser

considerados como tal.

* Lematizacdo - consiste no processo de deflexionar uma palavra/token, empregado no
contexto onde a flexdo da palavra nao € relevante (processo de tagueamento e uso de

indices, por exemplo).

* N-grama - em suma, é uma técnica de agrupamento de n fokens segundo a correlacdo e/ou

frequéncia que esses aparecem (sequencialmente) no texto. Em portugués, por exemplo,
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palavras conjuntas como ‘“‘guarda-roupa(que perderd seu hifen no processo de normaliza-
¢d0) e “bem humorado"podem gerar os bi-gramas: “guarda_roupa"e “bem_humorado".
Haé muitas formas quantitativas de determinar se um conjunto de tokens pode tornar-se um
n-grama, o método mais comum, no entanto, consiste na informa¢ao mutua normalizada

pontual (nPMI, do inglés Normalized Pointwise Mutual Information).

Apesar de ser uma etapa recorrentemente utilizada, a segmentacdo nao deve ser uma
regra. Luhn (1960) ja havia discutido a cautela de sua utilizacao, visto que o uso de eliminagdo
de stop words e da lematizacdo podem impactar métodos de processamento textual que levam em
consideracao o contexto das palavras e ndo somente sua posicao no documento. Isso ocorre, por
exemplo, em textos pequenos, onde qualquer fragmento textual € importante para a captacdo do
contexto e da informa¢do do documento como um todo. Entdo, textos curtos podem se beneficiar
do uso de stop words, Ja4 que muitas vezes estas sdo empregadas como ligacdes semanticas
entre as unidades textuais. Nesse mesmo sentido, no que diz respeito a lingua portuguesa, a
lematizag@o apresenta péssimos resultados na modelagem textual, isso porque boa parte dos
lematizadores sao funcionais para o inglés. E aqueles que s@o mais adequados para a lingua
portuguesa brasileira produzem lemas estranhos ou ambiguos (isso ocorre, geralmente, quando
um mesmo radical gera palavras que ora se apresenta como verba, ora como adjetivo, por

exemplo).

3.1.1 Representacao Textual Baseado em Frequéncia

Discutimos um pouco sobre técnicas de pré-processamento que nos auxiliam na obtencao
de um dado textual mais conciso. Agora precisamos determinar técnicas que transformara
esse texto um uma estrutura mensurdvel e conveniente para entdo serem modelados. Em NLP,
encontramos uma vasta gama de modelos responséveis por esse morfismo, transformando uma
unidade textual em um vetor numérico de modo que haja algum tipo preservagdo de estrutura.
Neste caso, a unidade textual pode variar (letras, palavras, sentengas ou frases inteiras) e que o
texto final, obtido apds o pré-processamento, deve estar estruturado tal que essas unidades sejam

identificadas como tokens.

Dado a sua simplicidade e sua facilidade de implementacdo, iremos tratar de duas técnicas
consideradas de one-hot encoding. Em aprendizado de maquina, one-hot encoding € um processo
que transforma unidades de dados em sinais positivos, dado sua existéncia sobre alguma conjunto
de regras, ou em sinais negativos, caso ele ndo seja observado sobre as mesmas regras, McTear,
Callejas e Griol (2016). As técnicas baseadas em one-hot encoding que sao mais comumente
usadas em NLP sdo o modelo de Bag of Words e Term Frequency—Inverse Document Frequency

(TF-IDF), sendo esta dltima apresentada anteriormente na Subsecao 2.3.4.
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BAG OF WORDS

A primeira representa¢do textual por incorporagdo € dada por um modelo bastante simples
e que baseia-se na frequéncia dos fokens ao longo de todo o documento, McTear, Callejas e Griol
(2016). Denominada bag of words (BoW), essa representaciao é computacionalmente féacil de
se obter e, geralmente, exige pouco pré-processamento textual (fokenizagdo e remogdo de stop

words").

Segundo Qader, Ameen e Ahmed (2019), o BoW é comumente aplicado em problemas
de deteccdo de objetos, classificacdo de imagens, reconhecimento de eventos e, para nosso
caso, em problemas de classificacdo de documentos. Em todos estas aplicacdes, no entanto, o
BoW contabiliza a frequéncia de cada palavra (token) valida em cada documento, segundo o
vocabuldrio do corpus, construindo um vetor com a frequéncia de todos os tokens do vocabulario
naquele documento. Uma importante caracteristica desse tipo de representagao textual, segundo
o0 autor, € que ela se baseia em uma colecao nao ordenada de tokens, de modo que seja ignorado
ou perdido qualquer noc¢@o ndo trivial de gramdtica (constru¢des semanticas e contexto, por

exemplo), capturando apenas a multiplicidade das palavras.

Ainda sobre Qader, Ameen e Ahmed (2019), sua estrutura é baseada na unido disjunta
de dois documentos (“sacos’), somando as multiplicidades de cada elemento (“palavra™). O

exemplo a seguir modela dois documentos segundo um modelo de BoW:

’ Nem todos aqueles que vagam estao perdidos. ‘

Bag 1: {nem: 1, vagam: 1, todos: 1, estdo: 1, aqueles: 1, perdidos: 1}

’ Vocé pode encontrar coisas que perdeu, mas nunca as coisas que abandonou. ‘

Bag 2: {vocé: 1, pode: 1, coisas: 2, perdeu: 1, abandonou: 1, nunca: 1, encontrar: 1 }

No entanto, em implementacdes mais atuais, ¢ comum atribuir indices aos fokens que compde
o vocabulario do corpus como alternativa ao uso do diciondrio. Essa estratégia, conhecida
como hashing trick, foi apresentada por Weinberger et al. (2010) e € muito utilizada no ambito

computacional para poupar uso de memoria na armazenagem do diciondrio.

TF-IDF

Uma outra técnica de representacdo textual bastante similar ao bag of words € denominada
de TF-IDF (Term Frequency Inverse Document Frequency), comentada brevemente na Subsecdo
2.3.4. Enquanto o BoW olha unicamente para as frequéncias dos tokens nos documentos, dando

pesos altos a palavras muito frequentes, o TF-IDF € quase uma extensdo natural do BoW ja

' A remogdo de stop words é quase obrigatdria no uso do modelo de Bag of Words, uma vez que a

frequéncia destas €, geralmente, muito alta, implicando em problemas em modelos de agrupamento, por
exemplo, que gerard topicos apenas com stop words dada sua frequéncia nos documentos analisados.
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que, apesar de ainda considerar a frequéncia de tokens nos documentos, 0 mesmo pondera tais
frequéncias pela raridade dos tokens no corpus. Em outras palavras, os documentos ainda serdo
representados por vetores (sejam eles baseados no vocabulario, ou no sistema de indices, citados
anteriormente), mas a frequéncia dos fokens serd ponderada pelo inverso de suas frequéncias em

todos os documentos.

Tomando Das e Chakraborty (2018), consideremos / o conjunto de indices que compde
0 vocabulédrio de um corpus, contendo j = 1,2,...,J documentos; w como a varidvel que
indexa a frequéncia absoluta das palavras/fokens dos textos; n; o nimero de palavras do j-€simo
documento e m;c; 0 nimero de documentos que contenham a i-ésima palavra presente no
vocabulério. Temos que,

TF = Y7 IDF:ln(l—l— )
n;j Mmijey

TF-IDF = TF x IDF.

€ portanto

Notamos que o TF-IDF de fato pode ser entendido por uma extensao do BoW, ja que a parcela
TF de seu calculo nada mais € que a normalizacdo das frequéncias do BoW. Além disso a
ponderacdo nos apresenta uma outra interpretacao sobre a importincia de cada foken para cada
texto. Digamos que a palavra i € I é muito frequente em diversos documentos, isso implica
que esta palavra diz muito pouco de algum desses documentos, ja que ela € muito comum em
todo corpus. Em contrapartida, se a frequéncia desta palavra € alta para o documento j, mas
ela aparece em quase nenhum documento além dele, dizemos entdo que a palavra i traz muita

informacdo contextual ao este documento.

3.2 Processo Hierarquico de Dirichlet na Modelagem de
Topicos Textuais
Vamos retomar ao modelo HDP visto na Secao 2.3, dado por

Goly,H ~ DP(y,H)
Gj|(X,G() NDP(aaGO)

6;ilGj ~ G
xj,-|9ji~F9j,-, (31)
para cada documento j € J ¢ para cada palavra/token i = 1,...,n;. Comentamos anteriormente

que uma das aplicacdes do HDP consiste no agrupamento textual e, devido a sua caracteristica
nao-paramétrica, ele o faz inferindo a quantidade de grupos pelo processo e compartilhando

informacdo intra e entre eles.
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Em NLP é comum tratarmos o processo de agrupamento textual por modelagem de
tépicos, onde entendemos por topicos os rétulos atribuidos a cada grupo que pretendem explicar
o conteudo textual contido neles. Na Subsecado 2.3.4, motivamos o processo de modelagem de
topicos considerando o problema de identificar as temadticas por trds de processos juridicos nos
baseando nas ocorréncias de palavras dos mesmos (resultando, por exemplo, na catalogacao de
novos processos). Enquanto uma metodologia simples de agrupamento tenta colocar cada artigo
em um Unico agrupamento, o HDP propde uma classificacao cruzada de artigos de acordo com
topicos, Teh e Jordan (2009). Isto €, um artigo pode ser principalmente sobre um tema, mas

compartilha de outros tépicos afins.

Este efeito de compartilhamento de topicos, nos permite mensurar 0 grau em que um
documento trata cada topico obtido. Para isso, vamos definir um tépico como uma distribuicao
de probabilidade de palavras, extraidas de um vocabulério, ou diciondrio, V. Na Sec¢do 2.3
discutimos sobre a especificacdo completa do HDP que, ndo por acaso, nos fornece uma estrutura
que compartilha os pesos atribuidos aos tépicos 6;* em todos os niveis, de forma que o nivel
filho herde os pesos do nivel mae. Além disso, os tépicos devem ser vinculados para que os
mesmos possam aparecer em documentos diferentes. Percebemos que na especificacio do HDP,
em 3.1, os sorteios feitos sobre Gg sdo compartilhados entre as distribui¢des aleatdrias G ;. Isso

resulta em uma cole¢do (ou mistura) de modelos para cada documento.

Ainda na Secdo 2.3, ao aludirmos sobre a inferéncia do HDP, percebemos que o processo
de sorteios sobre as distribuicdes em cada nivel hierarquico sofrem atualiza¢des de acordo com
a frequéncia da unidade amostral em cada nivel. Em outras palavras, a posteriori do processo
leva em conta a frequéncia das palavras em cada documento, bem como a frequéncia com que
cada uma € alocada no conjunto de distribui¢des de cada documento. Analogamente, o processo
também considera a frequéncia com que cada tépico aparece no corpus no DP do nivel Gy. Sobre
esse perspectiva, notamos que a forma com que o HDP representa suas unidades textuais coincide

com os métodos de BoW e TI-IDF apresentados anteriormente, baseando-se em frequéncias.

Para a aplicacdo do HDP sobre a modelagem de t6picos, em NLP, consideremos: J o
conjunto de indices de documentos; xj; a i-€sima unidade textual do j-€simo documento; V como
o tamanho do vocabuldrio de todo o corpus; k o indice do t6pico, onde 6, € sua massa pontual
que representa sua distribui¢do sobre o vocabuldrio (isto €, 67 € um sorteio em H); finalmente,
0ji e G;k sdo, respectivamente, as varidveis latentes de agrupamento dos niveis das unidades
textuais e dos documentos, onde ambas seguem um Processo de Dirichlet com seus respectivos

parametros.

Por fim, retomando a estrutura na funcao fk_ i (equacao 2.14), Frank, Greenberg e
Lindner (2020) apresenta uma solu¢do para a mesma ao definirmos a estrutura de distribuicdes de
probabilidade a cerca da aplicacdo do HDP em tdpicos textuais. Esse resultado nos possibilita usar

2.14 como atualizac¢do das amostras dentro do processo de Gibbs. Ja vimos que H (distribui¢ao
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base do processo) pode ser conjugada em fg;*, na Subsecdo 2.3.2, entdo ao definirmos
fg}:* (le') ~ Mult(n, 6,2‘*)
h(6c") ~ Dir(y),

a probabilidade em que Xj; € gerada por um topico k, baseando-nos em Frank, Greenberg e
Lindner (2020), é tal que

D(y+n) +1)0 (Ny+ n]:ji)
C(y+ng) ) 0 (Ny+n +1)

Algumas notagdes consideradas até agora foram adaptadas para o resultado anterior a fim de

(3.2)

presar uma notagdo mais parcimoniosa. Desse modo, v = x;; € tido como indice associado
a varidvel observada na iteragdo em questdo, k € o indice do k-ésimo tdpico associado a i-
ésima observacao, do j-€simo documento, agrupada sobre o 1-€simo conjunto e w € o indice
de associag@o a todas as observagdes x;/, para j',i" # j,i. Detalhes do desenvolvimento de 3.2

podem ser encontrados no Anexo C.

Da mesma forma, precisamos atualizar a amostra para o caso de x; ser gerado por um

novo topicos, kue,,. Analogamente ao processo anterior, podemos obté-lo através de

£ () o CNYT(Y+ DTz T(Y)
e F(Ny+DIL.I(7)

Também sobre Frank, Greenberg e Lindner (2020), € importante salientar que € compu-

(3.3)

tacionalmente recomendavel o calculo de 3.2 e 3.3 aplicando-se a funcao logaritmica netas, uma

vez que isso torna-se conveniente a tratabilidade das fun¢des Gamma.

3.2.1 Método de Determinacao dos Parametros de Concentracao o
ey

Anteriormente, abordamos trés métodos de estima¢do do parametro de concentragdo
de um DP (Subsecao 2.2.4). Baseando-nos no que foi discutido e nos resultados obtidos pelas
andlises de Liu e Nandram (2022), iremos obter & e 7y a partir do método de razao de Uniformes.
Para isso, consideramos

U,V ~U(0,1),

tais que U e V sdo i.i.d.

Consideremos 7 > 0 um parametro de concentragdo arbitrario, tal que

1
n(T)=—=
¢ sua priori ndo informativa, segundo Liu e Nandram (2022), a tal passo que
*0(7)

hm) = a(h) = Fr 1)
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¢ descrita como sua distribuicdo a posteriori para o0 processo.

Logo, para amostrar um valor de 7 seguimos com o Método da Razdo de Uniformes

sobre o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2 — Razdo de Uniformes para Obtencao de um Parametro de Concentragio T
Inicieb=1ed=1
Gere u e v independentemente de U (0,b) e U(0,d)
Tome 7% = -
se u”> < h(7*) entdo
T=1"
senao
Atualize b = sup - \/h(7*) e d = sup T/ h(T*)
fim se

Percebemos que o método em questao tem dependéncia em k, isso o torna particular-
mente interessante pois nos possibilita atualizar os parametros de concentracao do HDP a cada
indexacdo de novo tépico ou a cada extragdo de um tépico existente. E muito comum, Petitjean
F. (2018), definirmos um k inicial igual ao nimero total de documentos do corpus para iniciali-
zarmos o HDP e, consequentemente, para obtermos o e y. Logo, seguimos com esta estrutura

em nossas aplicacoes.
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CAPITULO

APLICACAO DO PROCESSO HIERARQUICO
DE DIRICHLET NA MODELAGEM DE
TOPICOS EM PROCESSOS JURIDICOS

Anteriormente, discutimos sobre como o HDP é uma excelente ferramenta para modelar
tOpicos textuais gracas a sua estrutura ndo paramétrica. Nos ultimos anos, o campo juridico tem se
beneficiado com a Estatistica, uma vez que esta fornece metodologias s6lidas de andlise descritiva
e inferéncia, sobre tudo com seus modelos baseados em probabilidade para extrapolagdo de
resultados e mensuracdo de incertezas. Desse modo, a modelagem de tépicos por HDP encontra
um campo fértil na Jurimetria, disciplina resultante da aplicacdo de métodos estatisticos na
andlise de processos e fatos juridicos, como motivamos na Subse¢do 2.3.4. Assim o modelo atua
no agrupamento dos processos juridicos da seguinte maneira: definimos um tépico como uma
distribuic@o de probabilidade entre um conjunto de palavras retiradas do algum vocabulério que
compoe o corpus de processos. Cada processo, por sua vez, € um documento modelado como
uma distribui¢cao de probabilidade entre topicos (em geral, um documento estara associado a

varios topicos).

Neste Capitulo, faremos uma rapida introducdo ao conceito de Jurimetria e discutiremos
um pouco mais sobre a aplicacdo da modelagem de tpicos na drea, Secdo 4.1. Nas Se¢des 4.2,
4.3 e 4.4 partiremos para descri¢do dos dados de aplicagdo do modelo, seguido da descri¢do
dos métodos de processamento textual empregados e da discussdo sobre a métrica de andlise de

resultados, respectivamente. E finalmente, na Secdo 4.5 analisaremos os resultados da aplicacao.

4.1 Conceito de Jurimetria

E notdrio que a estatistica como ferramenta analitica, descritiva e inferencial, tem grande

importancia nas mais diversas dreas cientificas. Dentro do contexto juridico, além destes im-
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portantes fatores, a estatistica ainda ganha outras funcionalidades. Nunes (2019) define como
Jurimetria a disciplina do conhecimento que utiliza a metodologia estatistica para investigar o
funcionamento de uma ordem juridica. Nesse sentido, o que se refere a andlise descritiva de
populagdes, a Jurimetria permite o estudo do comportamento coletivo dos agentes juridicos,
possibilitando o isolamento das caracteristicas destes sujeitos de Direito do comportamento de
cada individuo. Isto €, se no ambito juridico um “sujeito de direito” € utilizado para se referir ao
cidaddo ndo apenas como pessoa fisica, mas incluindo-o em entidades coletivas, como empresas,
associacgdes civis e organizagdes nido-governamentais. Dessa forma, a estatistica possibilita

dissociar, em sua forma descritiva, o comportamento dos individuos do fato social.

Ja em seu fator inferencial, a Jurimetria, em todo seu arcabouco estatistico, possibilita
prever reacOes coletivas diante de alteragdes no ambiente social através de modelos probabilis-
ticos. Tornando-se possivel ndo s6 estabelecer fatores causais e generalizar resultados, como
controlar incertezas no Direito. Isto €, contribui para a mitigacdo da dubiez juridica por parte
dos operadores do Direito (por exemplo, os juizes trabalhando para controlar e prever os efeitos
da sua decisao de forma a fazer justica). Como resultado, a Jurimetria ao estabelecer a analise
dos comportamentos coletivos em funcao das normas juridicas, permite a compreensao sobre o
funcionamento do Direito e viabiliza a criacdo de modelos capazes de aproximar os resultados

produzidos pela ordem juridica das expectativas e aspiragdes sociais, Nunes (2019).

Portanto, o objetivo da Jurimetria € a investigagdo do funcionamento da ordem juridica,
isto é, do conjunto de normas juridicas que busca influenciar o comportamento humano através da
aplicacdo de sanc¢des. Neste sentido, modelos de topicos sdo ferramentas eficazes no estudo destas
ordens através de seus resultados e do agrupamento 16gico de seus temas e comportamentos.
Poudyal, Gongalves e Quaresma (2019), por exemplo, apresentaram uma proposta para identificar
automaticamente argumentos em documentos legais. Em sua abordagem, utilizaram um algoritmo
de agrupamento Fuzzy c-means (FCM) com proposta de avaliar com um conjunto de decisdes
Jjurisprudenciais do Tribunal Europeu dos Direitos Humanos (CEDH), revelando resultados

bastante promissores.

Da mesma forma, pretendemos aplicar o modelo de topicos por HDP no contexto juridico,
afim de obter tépicos informativos que possibilite acessar de forma mais objetiva e informativa
processos segundo o procedimento juridico aplicado. Esse tipo de agrupamento nos permite, por
exemplo, associar temas recorrentes sobre cada procedimento, bem como entender quais temas
tendem a parecer juntos a partir do processo analisado. Além deste perfil analitico, através do
modelo poderiamos entender a partir de um novo processo em andamento, qual seria(m) seu(s)
topico(s) correlato(s), o que ajudaria operadores de Direito a mitigar suas incertezas e controlar

o resultado do processo com base naqueles encontrados pelo(s) topico(s).
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4.2 Datasets

Consideramos um conjunto de dados composto por um corpus sobre sentencas judiciais
separadas em trés classe de procedimentos: ordindrio, sumario e juizado especial civel. Geral-
mente os procedimentos se diferenciam pelo tempo processual e pela pena aplicada sobre cada
um, dado o julgamento. Processos Ordindrios € Sumadrios sdo casos de procedimentos comuns
na jurisdicdo, Badar6 (2019). Geralmente tratam de casos com maior celeridade processual,
caracterizadas por um ritmo menos formal e por solu¢des rapidas que lidem em beneficio das
partes (os valores envolvidos nas causas desse tipo de processo sdo baixos). Diferenciam-se
de acordo com os prazos de audiéncias e recursos aplicados no processo. Em contrapartida,
Processos de Juizado Especial Civel geralmente sdo casos mais complexos com ganhos maiores.
Tais processos t€ém como atribui¢do conciliar, processar e julgar as causas cujos valores ndo
ultrapassem 40 saldrios-minimos. Suas causas sao mais especificas e mais longas de serem
apuradas, geralmente envolvendo crimes contra honra, propriedade imaterial e, em alguns casos,

crimes funcionais e dolosos.

Além dos tipos de procedimentos, o conjunto de dados conta com as seguintes covaria-

veis:

* magistrado - nome dos juizes responsaveis pelos respectivos processos.
* assunto - drea na qual o processo foi realizado.

* txt - consiste no documento propriamente dito. Cada texto possui um sintetizacao
do processo, informagdes sobre recursos (se houver) e a sentenga do mesmo dada pelo
seu respectivo juiz. Os textos apresentam um cabecalho e ndo sdo raros a presenga de

informagdes sensiveis (como nome e documento do requerente, por exemplo).
A partir disto, temos por objetivo obter agrupamentos textuais tais que:

* Nos permita explorar os temas identificados pelos topicos que compdes o corpus, sumari-

zando assim os tipos de processos por assunto.

* Possibilitem extrair, previamente, tendéncias sobre a sentenca de um novo processo,

baseada nas andlises dos topicos obtidos pelo corpus juridico atual.

» Cataloguem de forma automadtica o corpus, facilitando sua consulta e compreensao.

4.3 Pré-Processamento

Dado as técnicas de pré-processamento textual, discutidas na Se¢do 3.1, tomamos 0s

seguintes passos para tratar os dados textuais:
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* Normalizacao - eliminamos caracteres especiais, como simbolos e acentuacao das pala-

vras, e eliminamos case-sensitive, deixando todos os fokens em minuscula.

Stop words - retirada de tokens de ligacdo (artigos, conjuncdes e proposicdes) e unidades
de medidas.

Informacoes sensiveis - também eliminamos tokens que contenham informagdes sensiveis,

como dados pessoais, nomes dos envolvidos e afins.

* Bigrama - o processo de bigrama foi aplicado de forma sistemdtica para construir fokens
especiais. Dentro do contexto juridico, citacdes de Leis e Artigos sdo recorrentes em
textos e aplicacdo de sentengas. Afim de conservar a informagdo contida nesses elementos,
aplicamos regras baseadas em regex (expressao regular) que primeiro, identifica a palavra
“lei” e suas variacdes no documento e, dado sua identificacdo, busca pelo nimero ou
acronimo referido a ela. Em seguida, aplicamos o mesmo processo para a palavra “artigo”
e suas variacoes. Por fim, com os fokens de “lei”e “artigo” gerados, unimos ambos em
um unico foken ja que os Artigos, no Direito, s6 fazem sentido se acompanhados da Lei
que os executa (por sua vez, as Leis tém sentido préprio e determinantes). Como resultado,

geramos um foken “lei_artigo” e um token “lei”. Abaixo temos um exemplo:

[...] sentenca nos termos do pardgrafo 4° do art 20 do cédigo de processo civil

condicionado aos termos do art 12 da lei 1060.

Tokens Especiais:
1-{‘lei_cpc_artigo_20’, ‘lei_cpc’}
2-{‘lei_1060_artigo_12’, ‘lei_1060’}

* Remocio de repeticao de estruturas léxicas - também aplicamos regex para remover
repeti¢des 1éxicas correspondentes as cabecalhos e expressdes padronizadas dos textos

juridicos.

4.4 Meétrica de Avaliacao: Coeréncia

Uma das principais métricas de qualidade de tépicos € conhecida, em NLP, como coerén-
cia. Dizemos que um conjunto de fatos, em nosso caso de elementos textuais, que constituem
um tépico € coerente se eles se sustentam mutuamente. Isto €, se o topico apresenta um con-
texto capaz de correlacionar todos seus elementos. A grande questdo nesse caso estd em como
quantificar a coeréncia de um conjunto de elementos textuais. Roder, Both e Hinneburg (2015)

apontam alguns aspectos para estabelecer tal medida:

* Comparar cada elemento com todos os outros;

» Comparagio par a par de elementos;
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* Comparar subconjuntos disjuntos de elementos entre si.

O interesse na medida de coeréncia surgiu com a mineracdo de texto, uma vez que
modelos de tépicos e outros métodos de aprendizado nao supervisionados ndo oferecem ga-
rantias sobre a interpretabilidade de seus resultados. Em termo gerais, modelos de topicos sao
representados, geralmente, por conjuntos de palavras (elementos textuais) rotuladas de forma
nao supervisionada. Nesse sentido a medida de coeréncia classifica cada tépico quanto a sua

compreensibilidade.

Complementar aos possiveis aspectos apresentados por Roder, Both e Hinneburg (2015),
que nos oferece esquemas para comparar elementos textuais, podemos considerar também
métodos Uteis para estimar probabilidades de palavras e normalizar comparagdes numéricas.
Neste sentido, o autor explora as principais estruturas que unificam ambos aspectos e define

métricas de coeréncia.

Dentre as principais as principais métricas de coeréncia, destacam-se:

* Cycy - score de coeréncia baseado em janelas deslizantes e na informag¢do mutua pontual
de todos os pares de fokens, usando as principais n palavras por topicos. As janelas sdo
construidas a partir de um processo pré-treinado sobre um corpus de mais de 2 milhdes de

artigos da Wikipedia.

* Cumass - este score calcula a coeréncia simplesmente pela frequéncia com que duas

palavras aparecem juntas no corpus.

* C,pmI - Neste caso, a coeréncia é calculada baseada na distincia entre vetores de contexto
de cada palavra, ou por sua informag¢ao pontual mitua (PMI), e normalizando tal medida,

a fim de obter valores no intervalo [—1;1].

Os dois primeiros scores, dadas as aplicagOes sobre os corpus em questdo, se mostram inade-
quados. O primeiro, devido ao método pré-treinado sobre documentos de lingua inglesa; e o
segundo por basear-se em frequéncias conjuntas entre palavras, sendo influenciado por textos

com estruturas léxicas repetidas.

Portanto, tomamos como métrica de avaliagdo para os nossos modelos a coeréncia
baseada em informacdo pontual mutua normalizada. Essa baseia-se em vetores de contexto (V)
para cada palavra principal do tépico. Um vetor de contexto de uma palavra x € definido usando
contagens de coocorréncias de determinados tokens em janelas de tamanho 10, selecionadas
simetricamente ao redor de x. Segundo o autor, a maior correlagdo com classificagcdes de coeréncia
de topicos avaliados por humanos (padrao ouro) foi encontrada ao definir os elementos desses

vetores como nPMI,
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Vi = (nPMI(xi,xl),nPMI(x,-,xz), ey BPMI (X, %1 ), nPMI (x;,Xi11), - .. ,nPMI(xi,xn))

Apos a obtencao dos vetores, a C,ppyy € calculada segundo a soma das medidas de

similaridade por cosseno entre os vetores de cada palava:

2 n—1 n
Copmi = A1) Y, Y cos(vivy).

i=1 j=i+1

Dado sua normalizag@o e a restri¢do de seus valores no intervalo [—1; 1], interpretamos
seus sinais em trés intervalos. Valores de coeréncia que tendem a — 1, imprimem uma completa
dissociacdo de palavras que descrevem o tépico, gerando tépicos sem ou com quase interpretabi-
lidade. Em contra partida, quando a coeréncia tende a 1, observamos uma alta interpretabilidade
dos tépicos e uma fécil identificacdo dos assuntos. Por fim, quando os valores de coeréncia
ficam em torno de zero, isso implica independéncia entre as palavras que compde o tépico em
questdo, em geral, os topicos podem apresentar alguma interpretabilidade, mas sdo acarretados

de palavras com alta frequéncia e pouco significado de contexto.

4.5 Resultados

Ajustamos os modelos de HDP, apds o processamento de dados, sobre cada um dos
corpus estratificados, segundo o procedimento juridico aplicado, dos textos processuais. Para isso,
contamos com a biblioteca tomotopy, em Python, desenvolvida por Fenstermacher, Schneider e

bab2mi (2021), suficientemente otimizada para o ajuste dos modelos.

No geral, para cada estrato, consideramos um & inicial igual ao nimero de documentos
presentes em cada estrato. Durante o processo medimos o nimero de tépicos e calculamos a
distribuicdo marginal pelo método livre de verossimilhanga, Rodrigues, Nott e Sisson (2020)
para analisar a convergéncia do processo. Em suma, segundo os autores, o valor do logaritmo de
verossimilhanca para cada iteragdo pode ser interpretado como uma pontuagdo de convergéncia
do algoritmo. Uma vez que ele se estabiliza a partir de uma iteragcdo, entdo temos que o nimero
de iteragdes € suficiente para extrair os topicos do conjunto de dados. Os valores das métricas em
questao eram obtidos a cada 10 iteragdes do processo. Sobre o processamento computacional,
tomamos um burn-in, definido analiticamente, de 600 iteracdes (onde, a partir deste, observamos
certa estabilidade do processo para todos os estratos), e atribuimos um limite minimo de iteragdes
validas do processo igual a 1000 para que pudéssemos avaliar a convergéncia do modelo sobre

as métricas em questdo.

A respeito da andlise e interpretacdo dos topicos, para cada estrato apresentamos um

gréafico de dispersao do topicos e as tabelas contendo as palavras chaves de cada um deles. Para



4.5. Resultados 61

melhorar a visualizacdo e interpretacdo dos mesmos, adicionamos a regra de considerar tépicos
com, ao menos, 1% de proporcdo de cobertura do corpus (o Apéndice D trds os gréficos de
dispersodes ao considerar todos os topicos ajustados). Neste mesmo sentido, removemos as top 50
tokens mais frequentes em cada um dos ajustes (listamos tais fokens no Apéndice E) no intuito de
elimina expressoes repetitivas que geralmente ndo agregam informacgao ao texto e pode interferir
negativamente na constru¢ao de um tépico. Por fim, apresentamos o valor médio de coeréncia,

calculado segundo o método discutido anteriormente.

No geral, apesar de uma coeréncia proxima de zero (indicando independéncia nas
palavras que compde os topicos), em todos os trés casos, o0 modelo apresentou certa consisténcia
na obtencdo de topicos e gerou um bom entendimento sobre as temdticas envoltas em cada tipo

de procedimento.
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PROCESSOS POR PROCEDIMENTO DE JUIZADO ESPECIAL CIVIL

Neste estrato contamos com 6277 documentos € um vocabuldrio contendo 847296
palavras distintas. Ao final do processo obtivemos os parametros de concentracdo o = 0.0280 e
Y = 20.5050, com um ntimero total de 122 tépicos encontrados, e uma coeréncia média entre 0s
tépicos de C,pprr = —0.0444. A Figura 7 apresenta a convergéncia sobre a log-verossimilhanga
e sobre o nimero de topicos, considerando o burn-in de 600 iteragdes, mostrando que em ambos

os casos houve estabilidade nos valores.

Log-Likelihood
N Topics

118

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Iteration Iteration

(a) Convergéncia pelo método livre de verossimilhanga. (b) Convergéncia pelo niimero de tépicos.

Figura 7 — Estudo de convergéncia sobre o corpus de processos com aplicacdo de procedimento especial
civil.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 8, encontramos o grafico de dispersao dos tépicos para aqueles com cobertura
maior ou igual a 1% do corpus. Resumidamente, cada ponto/“bolha” representa um tépico, onde
o0 seu tamanho capta a cobertura ou a concentracdo de informagao baseada no corpus considerado.
A distancia entre os pontos/“bolhas” indicam o quéo distintos os tépicos sao uns dos outros. No
geral, € desejado que o topicos apresentem tanho similar e que esteja bem distribuidos sobre
as componentes do plano, isto €, que ndo ocorram interse¢oes e/ou sobreposicdes entre eles.
Podemos notar que neste caso um emaranhado de topicos se sobrepuseram enquanto os topicos
1,2,5,9 apontam uma boa distin¢do de de informacdo entre eles, presando pelo comportamento

desejavel do grafico.

Finalmente, a Tabela 1 trds a lista de palavras chave para cada tépico. Aqui percebemos
alguns topicos bastante relevantes quanto ao nivel de informagdo. O Tépico 15, por exemplo,
parece trazer o cerne do problema nos processos, vinculado a plano de saude e sua falta de
cobertura em casos de reembolso. Da mesma forma, os Tépicos 6 e 18 parecem apresentar como
o requerente se sente diante o problema, o que indica prejuizo financeiro ao mesmo. Dos os

Topicos 1,2,5,9, citados anteriormente, destacam-se:

» Tépico 1 - temas relacionados a instituicdes publicas.
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» Tépico 2 - temas relacionados a instituicdes financeiras e cobranca de tarifas.

» Tépico 5 - execugado de bens do devedor pelo fiador (segundo Cédigo de Processo Civil
artigo 794).

Figura 8 — Representac@o dos tdpicos para documentos de processos sobre procedimentos de juizado
especial civel segundo suas componente.

Intertopic Distance Map (via multidimensional scaling)
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 1 — Palavras chave dos principais tépicos para processos sobre procedimentos de juizado especial

civel.

Tépicos | Palavras Chave

Toépico 0 | debito, linha, banco, servicos, qualquer

Toépico 1 | cento, cinco, porque, processuais, negativacao

Toépico 2 | tarifa, cmn, tac, abertura, instituicao

Topico 3 | etapa, primeira, recolhido, minimo, calcular

Topico 4 | devera, jurisdicao, fins, primeiro, advogado

Toépico 5 | cautelas, praxe, lei_cpc_artigo_794, inciso, oportunamente
Toépico 6 | existencia, devedores, cadastro, inscricao, ofendido

Toépico 7 | pedidos, apontamento, vitima, passara, alude

Topico 8 | recursal, levandose, consideracao, tecnica, corrigido

Toépico 9 | desentranhamento, constantes, constante, egregia, fichamemoria
Topico 10 | cartao, senha, saque, saques, banco
Topico 11 | prescricao, condenado, lei_1160_artigo_4, pagar, lei_1160
Toépico 12 | banco, art55, originais, desentranhandose, pertencentes
Topico 13 | acordo, homologo, produza, juridicos, efeitos
Topico 14 | observado, sobre, minimo, lei_cc_lei_1160_artigo_4, contar
Topico 15 | saude, cobertura, plano, clausula, reajuste
Topico 16 | individuo, normalidade, psicologico, antecipado, sofrimento
Toépico 17 | conflito, colegio, capital, encontro, contratual
Topico 18 | lesao, tristeza, personalissimo, desconforto, filho

Fonte: Dados da pesquisa.



4.5. Resultados 65

PROCESSOS POR PROCEDIMENTO ORDINARIO

Quanto aos processos ordindrios contamos com um total de 10471 documentos e um
vocabulario contendo 4327807 tokens distintos. Encontramos os valores dos parametros de
concentracdo o = 0.0085 e y = 15.1870, ao final do processo, bem como um total de 100

tépicos e coeréncia média de C,py; = 0.0323.

A Figura 9 mostra a convergéncia do processo, considerando o burn-in de 600 iteracao

para o método livre de verossimilhanga e para o ndmero de tépicos.
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(a) Convergéncia pelo método livre de verossimilhanga. (b) Convergéncia pelo niimero de tépicos.

Figura 9 — Estudo de convergéncia sobre o corpus de processos com aplica¢do de procedimento ordindrio.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando a dispersao dos principais topicos no grafico, apresentado na Figura 10. notamos
um comportamento mais préximo ao esperado (tépicos com relativamente um mesmo tamanho e

separados).

Por fim, a Tabela 2 traz as palavras chave para os topicos em questido. O Tépico 3, por
exemplo, trata de problemas trabalhistas em seus direitos. Outro topico que se destaca, o Topico 0,
traz consigo temas ligados a financiamento e pagamento por amortiza¢do de dividas. E o Topico
12, o mais afastado dentro todos, carrega o emprego do artigo 794 (Cédigo de Processo Civil),
de execugdo de bens, sobre leis de transito (ao se avaliar as demais palavras do Tépico). Esse
ultimo topico analisado levanta um cardter importante dos tokens especias. Como geralmente
Leis e Artigos s@o usados na execugdo de um processo, muitos deles se repetiram em diferentes
tépicos desde que partilhem de um contexto semelhante. A primeiro momento isto parece um
problema, porém € um reflexo na prética de como as palavras podem intercambiarem-se sobre os

diferentes topicos.
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Figura 10 — Gréfico de dispersdo dos topicos, para processos com procedimento ordindrio adotado, se-
gundo suas componentes.

Intertopic Distance Map (via multidimensional scaling)
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 2 — Palavras chave dos principais topicos para processos sobre procedimentos ordinério.

Toépicos | Palavras Chave

Toépico 0 | comissao, tarifa, remuneratorios, permanencia, encargos

Toépico 1 | cartao, requerida, inexigibilidade, responsabilidade, cadastros
Topico 2 | responsabilidade, culpa, inscricao, requerida, vitima

Toépico 3 | descontos, desconto, folha, vencimentos, salario

Toépico 4 | tarifa, abertura, tac, agrg, bancario

Toépico 5 | comissao, permanencia, nacional, grifei, financeiro

Toépico 6 | saude, cobertura, tratamento, medico, plano

Toépico 7 | tarifas, tarifa, amortizacao, capital, comissao

Topico 8 | saude, plano, lei_9656, lei_9656_artigo_31, aposentado

Toépico 9 | : boafe, encargos, objetiva, capital, norma
Topico 10 | responsabilidade, culpa, risco, agente, civil
Topico 11 | acoes, integralizacao, participacao, dividendos, subscricao
Toépico 12 | exequente, homologo, lei_cpc_artigo_794, levantamento, extinta
Topico 13 | tarifa, abusividade, confira, provisoria, ano
Topico 14 | poupanca, caderneta, plano, ipc, indice
Topico 15 | aposentadoria, previdencia, complementacao, economus, beneficio

Fonte: Dados da pesquisa.
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PROCESSOS POR PROCEDIMENTO SUMARIO

Finalmente sobre os processos sumdrios temos um total de 2051 documentos € um
vocabulario com 505413 tokens distintos. Encontramos os valores dos parametros de concen-
tracdo a = 0.0261 e y = 22.7480, um total de 104 tépicos distintos e coeréncia média de

Cnpmr = —0.0649.

A convergéncia do processo é mostrada na Figura 11, aproximadamente, a partir da
iteracdo de nimero 400 pelo o método livre de verossimilhanca (considerando o burn-in de 600

iteracoes).
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(a) Convergéncia pelo método livre de verossimilhanga. (b) Convergéncia pelo niimero de tépicos.

Figura 11 — Estudo de convergéncia sobre o corpus de processos com aplicag@o de procedimento ordinério.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste estrato foi onde nos deparamos com tépicos “dominantes”, isto €, topicos que
tem um tamanho desproporcionalmente maior que os demais, caso dos Topicos 0, 1, no gréfico
de dispersdo da Figura 12. Isso pode ocorrer quando temos um excesso de fokens com alto
frequéncia, mas com “pouco valor” (entenda-se por “pouco valor”, expressdes que sdo utilizadas
por praxe em um determinado contexto, como o juridico), além de variacdes de uma mesma

palavra devido a sua flexao de lexical (feminino, masculino, singular, plural).

Apesar disso, o Tépico 5, segundo a Tabel 4, apresenta uma tematica claramente ligada
a ajuste de juros e corre¢Oes de inflacdo pelo Indice de Precos ao Consumidor (IPC) sobre
cardenetas. Aqui, novamente encontramos um tépico ligado a execugdo de bens (Tépico 2).
Tal tépico foi sistematicamente encontrado em todos os trés estratos e representado de forma
muito caracteristica no grifico de dispersao (sempre isolado dos demais). Isso é especialmente

interessante, pois mostra a consisténcia do modelo em corpus diferentes.
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Figura 12 — Distribui¢do dos tépicos de processos sumdrios segundo componentes.

Intertopic Distance Map (via multidimensional scaling)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 3 — Palavras chave dos principais topicos para processos sobre procedimentos sumério.

Toépicos | Palavras Chave

Toépico 0 | responsabilidade, requerida, cartao, protecao, conta
Toépico 1 | capitalizacao, comissao, tarifa, encargos, permanencia
Topico 2 | exequente, levantamento, expecase, lei_cpc_artigo_794, execucao
Toépico 3 | plano, saude, lei_9656, mesmas, lei_9656_artigo_31
Toépico 4 | saude, tratamento, cobertura, medico, plano

Toépico 5 | poupanca, caderneta, indice, ipc, correcao

Toépico 6 | equilibrio, clausulas, exigidos, contratuais, regime
Topico 7 | responsabilidade, culpa, risco, atividade, requerida
Topico 8 | acoes, integralizacao, participacao, prescricao, subscricao
Toépico 9 | agrg, rel, cerceamento, min, eresp
Topico 10 | seguranca, boafe, juridica, nacional, ano

Fonte: Dados da pesquisa.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Ap6s discorrer sobre a estrutura por trds do modelo de Processos Hierarquicos de Di-
richlet (HDP) e levantar as problemadticas sobre o processamento e andlise de dados textuais,
exploramos o desempenho do HDP aplicado em um corpus juridico. Neste contexto, os documen-
tos tinham por caracteristicas tokens especiais que identificam fortemente o tema do processo em
questdo; estruturas contendo repeti¢ao 1éxicas que consistiam em padrdes repetidos em quase
todos os documentos (como um cabegalho contendo informagdes sensiveis do requerente); e
uma falta de padronizacdo entre a estrutura do texto quanto a suas secdes e modos de execucao,
mesmo tratando-se de um mesmo procedimento conduzido pelo mesmo magistrado. Aplicamos
um tratamento que pretendia mitigar efeitos negativos destas caracteristicas para que entao o cor-
pus fosse representado por vetores numéricos baseados na frequéncia das palavras e finalmente

processados pelo modelo.

Apesar da consisténcia em nosso fluxo de trabalho, recebemos valores de coeréncia ruins
que indicam uma inconsisténcia nos topicos, isto é, indica que as palavras que os compdes sao
bastante diversas fazendo com que os topicos fossem pouco informativos. Contrariando a métrica
de avaliacdo escolhida, percebemos que os principais tépicos, aqueles que cobriam ao menos 1%
do vocabulo do corpus, apresentaram interpretagdes interessante sobre as temdticas abordadas
por ele. Logo, apesar de considerarmos bastante razodveis os resultados obtidos, suficientes para
contribuir significativamente como ferramenta em Jurimetria, podemos levantar alguns efeitos

que consigam minimizar a contradi¢do encontrada.

O primeiro, e 0 mais importante, seria quanto ao pré-processamento. Ao trabalharmos
com os fokens especiais vimos uma melhora significativa nos resultados dos testes executados
sobre uma amostra do corpus, teste estes que faziam parte da validagdao do cddigo e do processo
em si. O tratamento das Leis e Artigos no contexto juridico mostrou-se extremamente valioso
na identificacdo de tdpicos. Antes de o aplicarmos, observamos cerca de 3 topicos por estrato e

apos sua aplicagdo aumentamos a detec¢do de topicos para, aproximadamente, 100 por estrato.
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Entao, buscar melhorias no sentido de incorporar palavras ou expressdes proprias e com valor
alto em significado no contexto juridico (como o casos de Leis e Artigos) é uma boa maneira de
assegurar a qualidade dos dados e torna-los mais “consumiveis” por técnicas mais simples de

representacdo textual, como a aplicada no trabalho.

Outro ponto decorre diretamente da representacdo textual no processo. Sabemos que
uma estrutura textual é composta de inimeros elementos, sendo a coesdo e coeréncia dois
dos mais importantes. Enquanto a coeréncia trata do sentido 16gico textual, a coesdo trata da
estrutura gramatical de sentencas ao longo do texto. Fato é que ambos sdo imprescindiveis para o
entendimento do texto. Logo, uma estrutura de representagdo textual que respeite e acople esses
elementos tende a gerar resultados em estruturas numéricas mais valiosas. O que ndo ocorre na
representacdo por TF-IDF, ja que esta se baseia na frequéncia da palavra, se se quer importar-se

com a posicao das mesmas no texto.

Por fim, podemos levantar outras métricas e criar estruturas que nos possibilitem avaliar
os topicos de diferentes formas. Uma boa métrica de andlise conjunta a coeréncia é¢ a medida de
perplexidade. Trata-se da mensuracdo da bondade do modelo de tépicos ao prever novos dados,
refletindo sua capacidade de generalizagdo. Nesse sentido, aplicar um método supervisionado
em parte do conjunto de dados, onde para isso a rotulagao de tépicos em cada documento deve
ocorrer de forma manual e por um especialista, também pode gerar melhores percepcdes sobre o

comportamento dos tépicos ao longo do modelo HDP.

Trabalhos Futuros

Baseado nas observagdes anteriores, propomos melhorias no processo para trabalhos
futuros. Desejando captar melhor o contexto presente nos documentos e melhorar a representagdo
textual para o modelo de HDP, nossa primeira proposta € substituir a representacao TF-IDF por
vetores de embeddings via modelo FastText, apresentado em Zhang et al. (2020) e Athiwaratkun,
Wilson e Anandkumar (2018). Esse tipo de modelo consegue construir vetores de representacao
textual baseados no posicionamento das palavras e na correlagdo entre ela e sua vizinhanga,
ainda permitindo a constru¢do de vetores por palavras. Com essa nova representacao em maos,
precisamos entdo adequar as distribui¢des de probabilidade do modelo que reflitam os dados
mais adequadamente. Nesse sentido, podemos trabalhar com o modelo normal ao justificarmos o
uso dessa distribui¢do sobre a média dos vetores de embeddings das palavras de um documento.
Logo, a representa¢do do documento seria um tnico vetor que € entdo incorporada a distribui¢io
normal para que conseguimos construir uma conjugada adequada gerando entdo um modelo
HDP-GMM (Hierarchy of Dirichlet Process Gaussian Mixture Models), similar ao proposto
proposto em Rinaldi e Pozzo (2021). Com isso, esperamos trazer uma melhora no processo

gerando tépicos com uma coeréncia significativamente melhor.
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ANEXO

DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Distribuicao Binomial

Seja X uma varidvel aleatdria, dizemos que X segue uma distribui¢do binomial com parametros

neNe 6 €0,1], se, para todo X assumindo valores {0,1,2,...,n}, temos

fx(x[n,0) = (Z) 05 (1—6)"""1m12,.n)s

onde 1 € uma funcao indicadora, assumindo 1 se sua condi¢dao é cumprida e 0 caso contrario.
Em notagdo, X ~ Bin(n,0).

Distribuicao Beta

Seja X uma v.a. que assume valores no intervalo [0, 1]. Considere os pardmetros o, 3 > 0,

dizemos que X tem distribuicdo Beta se

fx(xle, B) = %x Y =P o

Em notagdo, X ~ Beta(a,f3).

Distribuicao Mutinomial

Considere um experimento onde Xi,X>,...,X; denotam a ocorréncia de k € N eventos de
interesse com probabilidade 6, 65, ..., 6, sujeitos a le‘-zl 6 = 1. Considere ainda n € N ensaios
independentes desse experimento. Dizemos que o vetor aleatério X = (X1,Xp,...,X;) tem
distribuicdo multinomial com pardmetros n,0 = (0;,6,,...,6;) se
T(n+1) £
X1,X2,...,X|n, 0
Sx(xr,x2,. 0,20 n, 0) = H T4 1) 1—11 $4_ vjmn}

onde I' é a fungdo gama, tal que para todo valor inteiro positivo n definidos I'(n) = (n—1)!. Em
notagdo, X ~ Mult(n,0).
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Distribuicao Dirichlet

Seja X = (X1,Xp,...,X;) um vetor aleatério condicionado a Z’J‘-Zl xj = 1. Considere um vetor de

pardmetros o = (&, 0, ..., 0%),Vo; > 0. Dizemos que X tem distribui¢do de Dirichlet se

DEA o) g

ij ]1{):]}:1)51‘:1}'

fX(Xl,Xz, .. ,Xk|06) =
H’]‘.le“(aj) =1

Em notagdo X ~ Dir(a).
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ANEXO

DEMONSTRACOES DE RESULTADOS

Proposi¢iio 4. Tomando By =Aje By =AjUA U --UA;_jUAj11 U---UA, V{Aj}’;-:l c o

e k € N*. Pela defini¢do de um Processo de Dirichlet temos que
(B(),B]) ~ Dil’(OC()H(B()), OC]H(B] ))
mas também

(B(),B]) ~ Bel‘a(OC()H(B()), O£1H(Bl)).

Demonstra¢do. Dado a defini¢do de By e By, onde B; é complementar a By, e se (Bg,Bj) ~
Dir(opH (By), 01 H(By)), considere que 6y, 6; € O sdo observagdes de H(By),H (B;), respecti-

vamente. Entao

Jra(Bo).11(5,) (60, 01 0, H) = o O Tze=n
- F(ao+0¢1) ap—1 o —
“Fagria)® T e

onde 1 € a func¢do indicadora que define o dominio da distribuicao.

Portanto, (Bg,B1) ~ Beta(awH (By), 0 H(By)). O

Lema 5. Considerando X, X, ..., X varidveis aleat6rias independentes, tais que X; ~ Gama(c;),Vj =
1,2,...,ke k € N*, entdo

X X .
- b TR ~ Dir(oy,...,04)
Z_j:l Xj Zj:l Xj

Demonstragdo. Tome Z = Z’;zl X, sabemos que Z ~ Gama(Z’;:1 aj) pela propriedade da soma

de varidveis aleatdrias independentes gama.
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Considerando que Y; = %, parai=1,2,...,k— 1, vamos tomar a seguinte relacdo

Xi=Y,Z,Vi
k—1
Xe=2z|1-)Y Y|,
i=1
Pelo métodos Jacobiano temos que
Z 0 0 Y|
o zZz 0 ... Y,
J=| 0 0 Zz .. Y3 =z
z -z -z .. (-1tin)

tal que

fY,Z(}’l»)%- "7yk—laz) :fX(xlv"'vxk)|J|

k—1 k=1
= [1/x0i2) fx, (Z (1 - Zy;-)) d
i=1 =1

Por fim, pela densidade marginal temos

fY()’la}’L--w)’k—l):/O Sz, y25 -+, Yk-1,2)dz

(oy—1)
1—‘ k_ o k— _ —
— M H (e —1) Z , (B.1)
1= T(e)) i i=1
ou seja, B.1 tem distribui¢do de Dirichlet uma vez que Zk L Yit <1 — Zk | y,) = 1. Reescrevendo

(1 — Zi‘ ]1 Y) X" =Y}, temos entio

D(X5oy o) £

I1 (aj=1)

fY(y17y27"'7yk): Y; 1 1 =1

H];':I C(a)) j=i’ {Zjoyi=1}

segue uma Distribui¢do Dirichlet com pardmetros {o j}lj‘.zl. U

Proposicio 5. Sejam G um Processo de Dirichlet em (®, .o/, H), com parimetro , e VA € <7
Se H(A) = 0, entdo G(A) = 0 com probabilidade 1. Por sua vez, se H(A) > 0, entdo G(A) > 0
com probabilidade 1. Além disso,

E[G(A)] = H(A)

Demonstragdo. Tomando a Proposicéo 1, sabendo que (A,A¢) ~ Beta(aH(A), aH(A€)), temos

que
oH(A) _H(A)

G = Gy + uaoy) ~ He)
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Proposicao 6. Sobre um Processo de Dirichlet, G, definido no espaco de probabilidades
(®,47,H), com pardmetro o, e VA € <7, temos que,

H(A)(1-H(A))

Var|G(A)| =
Gl ="
Demonstragdo.
ElGA)| (1 -E[GA
VarlGay] — EICAL (1~ ElGA)
o+1
HA)(1-H(A
= ( >((x—|—1 ( )), pela Preposicao 2.
N
Lema 6. Se (Y],...,Yk) NDiI’(OCl,...,OCk), entao
Y, Y2, Y1 +Yi) ~ Dir(eu, ..., @2, 01 + %),
para k € N*.
Demonstragdo. Tomamos (Y1, ...,Y) varidveis aleatdrias, tais que ¥; = %, sendo Y;,X;
j=14]

definidos segundo o Lema 2, para j = 1,... k. Assim (Y1,...,Y, 2, Y1 +Y;) é tal que

Xi—1+ X

Y =Y +Y = By
Zj:lXj

Sabemos ainda que
X1+ X ~ Gama(oy—1 + o),

isto €, ainda mantemos a propriedade do Lema 2, mesmo com a soma das varidveis. Portando,

ainda pelo Lema 2, temos que

X Xi—2  Xp—1+Xi
3 RRR ey =
Zj:]Xj Zj:lxj Zj:lXj

(Y1,.... Y0, Y +Y') = ( ) ~ Dir(ay,...,0_2,0'),

para o = Q_1 + 0. O
Lema7. Se (Y1,...,Y) ~ Dir(oy,...,04) e © é uma permutagdo de {1,2,...,k}, entdo

(Ye(1)s- > Ya(r) ~ Dir (Qg(1)s- -+, Crry)

para k € N*.

Demonstragdo. Ver Ferguson (1973). [
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ANEXO

ATUALIZACAO DO AMOSTRADOR DE
GIBBS SOBRE A DISTRIBUICAO PREDITIVA

Baseados em Frank, Greenberg e Lindner (2020), vamos considerar

f(xij|0k) o< Py ~ Multi(n, ¢y)
B H§:1F(Yj)

h(9x) ~ Dir(y) = ﬁn‘f’vﬂ BN = r(gh, )

onde ¢ = 6", por simplifica¢do; v = x;; indica diretamente as observag¢des x;i em todo seu
dominio, tal que #v = N; ¢y, € o nucleo da funcdo de verossimilhanca de v em funcio de
¢y; finalmente ¢, sdo os parAmetros da distribui¢cdo conjugada A(-) sobre todo o dominio das

observacdes (na aplicacdo de topicos textuais, sobre todo o vocabulario).

Usando a equagdo 2.14 como atualizac¢do dos sorteios no amostrador de Gibbs e substi-

tuindo os elementos anteriores na mesma, temos

_ ff¢k (xﬁ) [Hj’i’#jif% (xj’i’) h(‘Pk)} dfx
S [z fo (i) h(90)] d

_ fftbk (xji) [TT72i Ovh(9x)] dor
J [z Oevh(00)) doy

fi (i)

Vamos reescrever a relagdo j'i’ # ji como w de tal modo que w represente o conjunto de todas



84 ANEXO C. Atualizagdo do Amostrador de Gibbs sobre a Distribuicdo Preditiva

as observacoes x it €XCeto X ji. Entao,

[ o [HW o 1, 0. 1] do

Fe 7 (i) o<
| [Hw o 1, %1} dée

f B0l 97 {HW# 0 Ty 01 ]d«pk

1l [chp”kw I, <z>,1;1} doy

n,. —H/ n, +y 1 1
— kv H kw ] d‘l)k}
{/ [W#v f {H ¢nkW “y- 1} Ao,

Reescrevendo as integrais em relag@o a fungcdes Gamma, temos para o primeiro termo do produto

1 () L+ g+ D s Dy, 1
C (S [yl |+ [vemd 1)) | [11, 0047 g,
T+ D Iepy Ty 1
IO A 2R EEV R B
) T D)y T+ ) 1
r(Ny+n 7 +1) [Thoos " ag,

Analogamente, para o segundo termo do produto

D(y+ng) + DITypy Dy +n) | T (Z0 [r+ml])

e ) = r(Ny+mci41) ML (v+m.)
oy - { T DT | (N7 en)
Lo F(Ny+n,:fi+1) HWF(}/Jrn,;j")

Finalmente, rearranjando os termos entre o produto, obtemos

7+nkv” +1)r (Ny+nk‘”> oty Ty +17")

£ (i) = E vy ) r (1)) (C.1)
[T r (V)
- Ny+nk”+1> F<y+nk‘vj">

C(y+n) +1)0 (Ny+n,:ﬁ)
T (y-+ngd )T (Ny+n 7+ 1)
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ANEXO

D

GRAFICOS DE DISPERSAO COMPLETOS

Figura 13 — Distribuicio dos todos os tépicos de processos sobre procedimento sumario.
Intertopic Distance Map (via multidimensional scaling)

PC2

Marginal topic distribution

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 14 — Distribui¢do dos todos os tdpicos de processos sobre procedimento de juizado especial civil.

Intertopic Distance Map (via multidimensional scaling)

PC2
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83 %
yd
50
= 74 45 108
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18
PC1
1
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Marginal topic distribution

2%

5%

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 15 — Distribuicao dos todos os tépicos de processos sobre procedimento ordindrio.

Intertopic Distance Map (via multidimensional scaling)
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Marginal topic distribution 24 64
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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ANEXO

TOKENS REMOVIDOS DO PROCESSO DE
MODELAGEM DE TOPICOS POR HDP

Tabela 4 — Lista dos Top 50 tokens desconsiderados na modelagem de t6picos por cada estrato considerado.

Estrato Palavras Excluidas

Procedimento Especial Civil | nao, valor, autora, parte, autos, lei_9099, autor, termos,
pagamento, lei_cpc, partes, dano, julgo, credito, sentenca, re-
curso, julgado, dias, prazo, moral, indenizacao, danos, caso,
apos, prova, pedido, assim, transito, acao, morais, inicial,
deve, forma, bem, contrato, desde, processo, juros, custas,
servico, justica, condenacao, preparo, conforme, nome, data,
desta, favor, dispensado, honorarios
Procedimento Ordinario nao, juros, contrato, autor, valor, autora, acao, pagamento,
direito, lei_cpc, credito, banco, recurso, dano, parte, danos,
pedido, cobranca, autos, caso, indenizacao, sao, moral, prova,
taxa, partes, termos, nome, assim, especial, morais, capitali-
zacao, bem, relacao, forma, tribunal, sobre, inicial, justica,
deve, sendo, julgamento, documentos, servicos, contratos,
fato, pois, lei_cdc, conta, debito
Procedimento Sumario nao, juros, autor, contrato, valor, autora, acao, lei_cpc, au-
tos, pagamento, direito, credito, parte, banco, danos, pedido,
dano, indenizacao, termos, cobranca, caso, julgo, nome, par-
tes, moral, prova, morais, sao, recurso, relacao, assim, inicial,
forma, bem, documentos, deve, inciso, debito, sobre, taxa,
pois, servicos, sendo, tutela, tribunal, fato, ainda, justica,
julgamento, lei_cdc

Fonte: Dados da pesquisa.
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