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Resumo

Neste estudo, em primeiro lugar, sao introduzidas as ideias, conceitos e principios basicos
da Relatividade Restrita, para ajudar a compreender a construgao da Relatividade Geral.
O segundo capitulo é uma introducao ao formalismo matemético da Relatividade Geral,
como a derivada covariante, tensor de Riemann e transporte paralelo. No proximo capitulo
é mostrado a construcao da equacao de Einstein por uma abordagem classica. Os dois
ultimos capitulos sao para apresentar as duas primeiras solu¢oes da equagao de Einstein,
a primeira é a solucao de Schwarzschild, que traz a precessao do periélio de Merctrio
e o surpreendente resultado: a existéncia de buracos negros. O ultimo, trata-se de uma
solucao dada por Einstein, que consiste em linearizar sua equacao usando uma pequena
perturbagao na métrica. Esta solucao mostra a existéncia de ondas gravitacionais no

espago-tempo, como sao produzidas, como se propagam e como detecta-las.

Palavras-chaves: Relatividade Geral; Equacao de Einstein; Solu¢ao de Schwarzschild;

Buracos Negros; Gravidade Linearizada; Ondas Gravitacionais.



Abstract

In this study, firstly, it’s introduced the basics ideas, concepts and principles of Special
Relativity, to help understand the construct of General Relativity. The second chapter
is an introduction to the mathematical formalism of General Relativity, as the covariant
derivative, Riemann’s tensor, parallel transport,etc. The next chapter is showed the
construct of Einstein’s equation by a classical approach. The last two chapters are to
present the firsts two solutions of Einstein’s equation, the first is the Schwarzschild’s
solution, which brings the precession of Mercury’s perihelion correction, and the amazing
result, the existence of black hole. The last one, is about a solution gives by Einstein, which
consist of linearize his equation by using a small perturbation in the metric, these solution
shows the existence of gravitational waves in the spacetime, how they are produced, how

they propagate, and how to detect them.

Key-words: General Relativity; Einstein Equations; Schwarzschild solution; Black Holes ;

Linearized Gravity; Gravitational Waves.
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1 Introducao

Gravidade é uma das quatro forgas fundamentais da natureza, e tem sido objeto de estudos
por séculos pela humanidade. Isaac Newton em 1687 publica seu livro "Principia", no qual
colabora para o entendimento do que seria a gravidade, e como ela agiria nos corpos, sejam

eles aqui na Terra ou no Universo.

Depois de mais de dois séculos, o fisico alemao Albert Einstein dd uma nova forma para
o entendimento das leis do movimento, ao verificar que as transformagoes de Galileu
nao estavam condizentes com o Eletromagnetismo. Surge entdo uma teoria baseada em
principios que iria se mostrar invariante sob as leis do Eletromagnetismo, indicando uma
nova relacao entre referenciais inerciais na qual o tempo deixa de ser absoluto, o que implica
em comportamentos diferentes e anti-intuitivos, como os efeitos da dilatagao do tempo
e da contracao do espaco. Assim nasce a Relatividade Especial em 1905, mas ainda sem
incorporar a gravidade. S6 10 anos depois é que Einstein escreve uma equagao que mudaria
e ajudaria a entender os fendmenos astrofisicos e todo o funcionamento do Universo [1], ao

considerar a gravidade de acordo com os principios da Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Geral, é regida pelas equagoes de Einstein, uma equagao tensorial
que nao é facil de resolver. Ela descreve como o espago-tempo se comporta quando ha
uma fonte de matéria ou energia, e assim ¢é possivel determinar qual seria a érbita de uma

particula nas proximidades, ou o que acontece num colapso gravitacional.

Felizmente, apenas alguns meses depois, Karl Schwarzschild, um fisico alemao, numa
trincheira na Primeira Guerra Mundial, conseguiria uma solucao exata, que levaria em
outros resultados importantes e desafiadores para a fisica. Em 1916, Einstein, nao sabendo
como resolver exatamente a sua equacao, realizou uma aproximacao, que a resolvia de
uma maneira aproximada. Felizmente também essa solucao, 100 anos depois, resultaria na
descoberta direta das ondas gravitacionais, e na comprovacao de que dois objetos massivos

(buracos negros, estrela de neutréons), poderiam gerar ondas no espago-tempo.

A motivacao e objetivo desse trabalho foi entender a Relatividade Geral, a equacao que
a descreve, e como foi formulada, entender as duas primeiras solugoes, que até hoje sao

usadas e estao sendo testadas para comprovar a validade da teoria.
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2 Relatividade Especial

Antes de propriamente falar sobre a Relatividade Geral (RG), é 1itil e necessario introduzir
a Relatividade Especial, que ajudara no desenvolvimento da RG, definindo alguns conceitos

e resultados que sdo importantes para comprender a RG e suas implicagoes. [2, 3, 4].

2.1 Principios da Relatividade

A Relatividade Especial é construida a partir de dois principios fundamentais, um proposto
inicialmente por Galileu (mas generalizado por Einstein), e outro idealizado por Einstein.
O principio de Galileu refere-se as leis da mecanica, e o principio de Einstein ira referir-se

a todas as leis da fisica.

Principio da Relatividade 1: "As leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais
inerciais".

Esse principio deixa claro que nao ha referenciais preferenciais.

Principio da Relatividade 2: "A velocidade da luz (c) é a mesma em todos os referenciais
inerciais'

Esses dois principios sao as bases para o desenvolvimento da relatividade especial e para
as transformacgoes de Lorentz, que nos dao a nova relagao entre referenciais inerciais.
Como agora a velocidade da luz deve ser constante, diferentes observadores nao irdo mais

concordar com a simultaneidade dos eventos (a passagem do tempo é diferente para eles,

de forma a manter o valor de ¢ constante).

2.2 Transformacoes de Lorentz

As transformagdes de Lorentz dizem como realizar uma transformacao entre dois referenciais

inerciais, sendo que ela generaliza as transformacoes de Galileu (2.1).

t =t

T =x — vt

=y , (2.1)
2=z

As transformagoes de Lorentz irdo recuperar as transformagoes de Galileu quando for

analisado uma dindmica nao relativistica, ou seja, v < ¢. O seguinte conjunto de equagoes
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é chamado de transformacoes de Lorentz (2.2)

t'=~(t = (v/c)r)

' =y (x —vt)
=y (2.2)
2=z

sendo v := (1 — (v/c)?)~V/2.

Para velocidades v =~ ¢ é possivel notar alguns efeitos, que se tornam despreziveis quando
v < ¢, como por exemplo a dilatacao do tempo e a contragao do espaco, ou seja, uma
particula se movimentando em um referencial S, tendo seu tempo medido em um referencial

S’ terd um tempo medido maior que o tempo no seu referencial.

Exemplo 2.2.1 Um exemplo da ocorréncia da dilatacao temporal e da contracao espacial.
A particula mion tem seu tempo de vida aproximadamente de 2.0us, medido em seu
referencial. Grande parte dessas particulas sao criados a 15 km de altitude, com velocidades
na ordem de 0.99¢, velocidade tal que os efeitos relativisticos tem que ser considerados.
Usando a relagao de que At' = ~At, onde At' é o tempo medido no referencial do
observador, e At € o tempo medido no referencial do mion, o tempo de meia-vida do
maion relativistico € cerca de At' = 110us, nesse referencial o mion ird levar mais tempo
para decair, consequentemente percorrerd uma distancia maior, a partir de AL = AL’ /~,

e chegard até a superficie da Terra.

2.3 Geometria da Relatividade Especial

Na geometria Euclidiana pode-se medir distancias entre dois pontos proximos utilizando o

elemento de linha dado por:

2.3.1 Distancia na Relatividade Especial
ds* = da* + dy* + dz* (2.3)

A distancia é medida entre a diferenca entre as coordenadas no espaco tridimensional, mas
na relatividade especial o tempo é tratado como uma dimensao também, entao incluindo

o tempo no elemento de linha a distancia no espaco-tempo é dado por

ds* = — & dt* + da* + dy* + dz*, (2.4)

chamado normalmente de espaco-tempo de Minkowski, ou espaco-tempo plano?
1

(1) H4 duas possiveis convengoes de sinais para a equagao 2.4, a que foi utilizada com a componente
temporal tendo sinal negativo e outra com a coordenada temporal tendo sinal positivo. O sinal positivo
para o tempo é normalmente utilizado em Fisica de Particulas. Para esse trabalho é utilizado a
convencao do tempo com sinal negativo.
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2.3.2 Meétrica

A métrica na geometria da relatividade especial pode ser escrita como um tensor métrico,
com dois indices, sendo um objeto simétrico g,, que admite como inverso outro tensor

simétrico.

Para métrica do espaco-tempo de Minkowski, ao invés de g escreve-se a letra 7, sendo
escrita como
ds® = 1, dz"dx” (2.5)

Essa nova notacao de indices serda de suma importancia para o desenvolvimento da RG,
na qual as letras gregas vao de 0 a 3, com o 0 sendo a coordenada temporal e 1 a 3 as
coordenadas espaciais. Aqui também introduzimos a convencao da soma de Einstein, na

qual indices repetidos em cima e embaixo sdo somados em todos os seus valores possiveis.

Pode-se representar a métrica na forma matricial. No caso de Minkowski tem-se:

-1 0 0 O
0 1 00
v — s 2.6
U 0 0 1 0 ( )
0 0 0 1

2.3.3 Cone de Luz

Como a geometria do espacgo-tempo nao é uma geometria Euclidiana, pode-se encontrar
que a distancia entre dois pontos proximos 2.4, é positiva, negativa ou zero. Quando
esse intervalo for ds? > 0 diz-se que ele possui separacao do tipo-espaco, se a diferenca
for ds*> < 0 entdo os pontos possuem separacio do tipo-tempo, e para o caso em que
ds? = 0 entdo eles possuem separacao do tipo-nula ou do tipo-luz (o caminho que a luz
percorrera no espago), ou seja, esses pontos estao conectados por raios de luz se movendo

com velocidade c¢. Resumindo, pode-se escrever da seguinte maneira:

ds® > 0 — tipo-espaco,
ds* = 0 — tipo-luz, (2.7)

ds? < 0 — tipo-tempo.

E possivel também fazer uma representacao grafica, representado na figura 1, assumindo

que ¢ = 1 na coordenada t.
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Figura 1 — Cone de Luz
At

Futuro

Cone de Luz

P tipo luz

presente A4 0O tipo espaco
S
& K

passado

Fonte: Figura produzida pelo autor

2.4 Dinamica Relativistica

A leis da mecanica Newtoniana precisam ser alteradas para serem condizentes com os
principios da relatividade descritos no comeco desse capitulo. Vamos deixar de tratar
0 espago como sendo tridimensional com uma medida de tempo absoluto e passar a
tratar o espago-tempo como quadridimensional, com o tempo incluido nas transformagcoes
entre referenciais. Para isso utiliza-se um novo conjunto de notagoes para representar as

grandezas dindmicas, as quais seguem abaixo [4].

2.4.1 \Vetores

A definicao de vetores no espago quadridimensional seguird da mesma forma como sao
definidos no espaco tridimensional. E possivel representa-los com uma letra em negrito u,
para diferenciar dos vetores em trés dimensoes que sdo representados como sendo u . As

componentes do quadrivetor podem ser escritas compactamente como
u=(u") =u"é, (2.8)

Essa forma indica que esta havendo uma soma sobre os indices sobrescritos e subscritos.
Os indices gregos vao de 0 a 3, e os indices romanos de 1 a 3. O termo &, representa os
vetores de base. Essa notagao pode ser chamada de notacao covariante, quando os indices

forem sobrescritos sao chamados de contravariantes.
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2.4.2 Quadrivelocidade

Na relatividade especial a velocidade é chamada quadrivelocidade, sendo um quadrivetor
no qual as componentes u® sao as derivadas da posi¢ao ao longo do tempo proprio 2.9
(tempo proprio: o tempo medido pela prépria particula), considerando que essa particula
esteja se movendo numa linha de mundo (caminho por onde a particula percorrerd o
espago-tempo quadridimensional), e adotando por facilidade que ¢ = 1
oo
dr

A equacao 2.9 d4 o vetor tangente a cada instante da particula ao se movimentar pela linha

(2.9)

de mundo. Caso a particula esteja num referencial inercial, usando a relagdo do tempo (t)

e do tempo proprio (7), pode-se escrever as componentes de sua quadrivelocidade

L dt 1

ut = = — - 2.10
dr \/ﬁ ( )
Assim, é possivel escrever as coordenadas espaciais como sendo
d dx dt %
=220 (2.11)

Ta T wd e
Utilizando uma forma mais resumida escrevendo 2.9 e usando v, da seguinte forma

u® = (7,7V). (2.12)

Algo importante tirado das relagoes acima é a condi¢ao de normalizacao dada por

dz* dz”
2.4.3 Forca, Momentum e Energia

Escrevendo agora o analogo para a for¢a Newtoniana na mecanica relativistica:
du

m— =
dr

Para energia e o momentum pode-se escrever as seguintes equagoes.

£ (2.14)

p =mu (2.15)
Onde as componentes temporais e espaciais sao escritas da seguinte forma

' m mV

Uma importante propriedade dessa definicao do quadrimomentum, segue da equacao 2.15
e da 2.13.

(2.16)

pl=p-p=-m- (2.17)
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Também pode-se escrever o quadrimomentum como sendo

p* = (E,p) = (my,myV) (2.18)

A equacao 2.18 relaciona o momentum e a Energia, sendo p! = p° = E e p os trés
momentum nas dire¢oes espaciais (ps, py,p:). A equagdo 2.17 pode ser solucionada para

que seja possivel chegar na seguinte relacao para a Energia
E = (m*+4 p?)'/? (2.19)

A partir da equagao acima pode-se chegar a uma das equagdes mais famosas de toda fisica:
quando considerada uma particula em repouso, e restabelecendo o valor de ¢, chega-se na
expressdo E = mc?. Nas referéncias [3, 2] é possivel encontrar mais resultados e dedugoes

para a Relatividade Especial.
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3 Geometria de um Espaco-Curvo

Nesse capitulo serd feita uma introducédo sobre a geometria de um espago-curvo que é
utilizada na geometria diferencial e na geometria Riemanniana, trazendo as ferramentas
matematicas necessarias para sua descri¢cao. Com isso sera possivel entender a Relatividade

Geral e seus resultados. As principais referéncias para esse capitulo sdo [4, 5, 6, 7].

3.1 Variedades Diferenciavéis

Para estudar os espacos onde haja curvatura os matematicos trabalharam por bons anos
para desenvolver uma teoria de dnalise (diferenciagdo, integragéo). Assim foram criados
os "manifolds"ou como chamados em portugués variedades que possuem curvatura ou
nao. Quando uma superficie ou variedade é curva, ao analisar uma pequena regiao, ela
pode ser considerada plana, o que contribui muito para os calculos, ja que se pode usar
o calculo diferencial usual. Caracterizando uma variedade escreve-se M", denotando que
essa variedade tem n dimensoes, e suas coordenadas podem ser representadas como sendo
(x',.....,2"). Uma das variedades mais conhecidas e muito utilizadas pelos fisicos ¢ a esfera,
que é representada como sendo uma variedade S?, também hé o torus T2. Localmente a

variedade M é um R".

As variedades diferenciavéis serao espacos onde haverda uma diferenciabilidade e uma
continuidade da funcao que a descreve. A superficie de uma esfera é diferenciavél em
todo o local, ou seja, nao tem se pontos onde a derivada nao exista. Com isso definimos
vetores e campos vetoriais em cada ponto da superficie. Seja uma curva diferenciavél
a(t) = (x',...2™). A derivada dessa curva o/(t) dara o vetor tangente em cada ponto dela.
Pode-se construir um plano tangente em cada ponto do espacgo, sendo esse plano formado

pelos vetores pertecentes a superficie ou a variedade.

3.1.1 Vetores Duais

Um vetor dual w é uma transformacao linear que ira levar vetores para niimeros reais, esses
nimeros podem ser representados como w(a) = w,a®. Para cada vetor dual haverd um
vetor correspondente: w(b) = g,pa’b®. A relagio acima pode ser invertida considerando
que a métrica possua uma inversa que possa ser escrita como sendo ¢®°, multiplicando-a
pela métrica tem-se a seguinte relagio: g,z9°° = 5. Através dessa relagao ¢ possivel subir
e descer indices dos vetores e dos tensores. Os vetores com os indices sobrescritos sao
chamados de vetores contravariantes u”, e os vetores com indices subscritos sao chamados

de vetores covariantes Uy
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3.1.2 Tensores

De uma maneira simplificada, pode-se pensar num tensor como um mapa linear de vetores
que leva a um numero real. A métrica é um tensor que define um mapa linear de dois
vetores em um numero. Um vetor é um tensor de rank-1, a métrica usada em RG serd um
tensor de rank-2, quando houver um tensor de rank-3 havera entao 3 vetores levando a
numeros reais, e assim por diante. Pode-se representar um tensor em negrito t, ou como
costuma-se usar em RG com letras maidsculas 7},,, no caso um tensor de rank-2. Pode-se

escrever entao o tensor métrico como sendo
_ np
g(a,b) = g,a"b (3.1)
Pode-se abaixar e subir os indices multiplicando o tensor pela métrica

9w 9" « = Gva (3.2)
Os tensores podem ser transformados da seguinte forma

, 018 0a”
W i O P

(3.3)

essa transformacao é usada para transformagoes entre diferentes sistemas de coordenadas.

3.1.3 Derivadas Covariantes

Diferenciando os vetores espera-se encontrar um tensor de rank-2, dado que o vetor é v, a
derivada para uma variedade é escrita como Vv, cuja as componentes podem ser V,v°,
um dos indices para a direcao do vetor e outro representando a direcao da derivada. A
sua derivada ird envolver a diferenca entre pontos préximos no espago-tempo. Porém, as
operagoes definidas com os vetores (adi¢ao, subtracao, etc) sao definidas em um ponto
nesse espaco, e dois vetores em diferentes pontos vivem em espagos tangentes diferentes, ou
seja, precisa-se de algo que possa fazer com que eles se aproximem, e assim introduzimos o
conceito de transporte paralelo, que ird trazer um dos vetores para o espaco tangente do
outro, tornando possivel fazer os calculos e operagoes matematicas. Essa nogao ¢ definida
também para o espaco curvo, pois locamente no ponto que deseja-se calcular, o espaco é

plano. Entao definimos a chamada Derivada covariante, que pode ser escrita como:

o’
V0P = 5 s v (3.4)

s primeiros termos da derivada covariante vem da mudanca no campo do vetor, de =
O t da d d t d d d tor, de ¢
para x® + dx®, e o segundo termo vem da mudanga na base do vetor. O segundo termo

inclui os chamados simbolos de Christoffel, que podem ser interpretados como sendo a
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conexao entre dois pontos com espacos tangentes diferentes. Os simbolos de Christoffel

podem ser escritos da seguinte forma:

F’B _ 19’8)‘ ((9g,\a 4 ag,w . aga'y> ' (35)

v 92 oxY oxe oz

Onde g é a métrica do espago estudado. Uma demonstracao da origem dos simbolos de
Christoffel pode ser encontrada em [5]. Ao trabalhar num espago plano, os simbolos de
Christoffel sao nulos, sendo uma forma de descobrir se o espaco é curvo ou nao; a derivada
covariante para um espaco plano se reduz a derivada usual, definida em R?. Uma forma

de escrever os simbolos de Christoffel, caso a métrica seja diagonal, é :

« _ 1 OVg
re = Jior (3.6)

Ao trabalhar-se com vetores (ou tensores) de ordem mais alta, adiciona-se mais simbolos

de Christoffel na derivada covariante. Para o caso de um tensor de rank-2
ov*B

oxY

Vo = +T9 07 + T2 v (3.7)

Caso haja um tensor com indices covariantes e contravariantes, a equagao 3.7 é reescrita

da seguinte forma
dvg

a _
Vals = oz

+ 5 vg — TG vy (3.8)

o

3.2 Tensor de Curvatura

Antes de introduzir o tensor de curvatura, que serda o ponto principal nesse capitulo, é
util falar sobre as geodésicas. Geodésicas sao as curvas percorridas pelas particulas no
espago-curvo, desde que estejam livre de forcas que anulem o movimento. Elas sao as
linhas de mundo que extremizam o tempo préprio (tempo medido pelo observador), ou
seja, o menor caminho entre dois pontos contidos em uma variedade curva. Elas podem
ser escritas como sendo

d*z™ ., dzP dx?

dr dr dr
A letra 7 representa o tempo préprio, a equacao 3.9 é um conjunto de 4 equacoes

percorrendo os indices de 0 a 3. Com essa equacao e a métrica apropriada é possivel
descrever o movimento de particulas testes ao redor do Sol (movimento de Mercurio).

As derivadas covariantes nao sao geralmente comutativas, entdo é preciso definir um
comutador sendo VgV, 15—V, ,VgTy. O comutador de duas derivadas covariantes, mede

diferenca entre o primeiro tensor e depois do outro, versus a ordem oposta. Derivando 3.4

VoVVH =0, (VaVH — FgﬁvAw +TH V5V) (3.10)
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A equagao para VgV, V*# ¢é analoga, apenas trocando os indices a <+ 3. Subtraindo 3.10 e

a comutante dela e assumindo que

030,V = D,05V"

encontra-se o seguinte resultado

VaoVaV# = VsV V¥ = (0uT%, — 05T, + Thy T3, — [ Ihs) V7 — 2T0,5 VaAV?  (3.11)

«

Onde defini-se que

Ry = 0aTl, — 0500, + Do, — Taalhs (3.12)

g

O 1ltimo termo de 3.11, é denominado tensor de tor¢ao, como nao ha torcao, o tensor de

Riemann pode-se definir como
Vo VVH = VeV, V= R}V (3.13)

Esse é o chamado tensor de Riemann, e V* é um vetor qualquer. O tensor de Riemann
pode ser escrito em termos da métrica também. Usando o tensor de Riemann totalmente
covariante, se encontra algumas propriedades como: antissimetria nos dois primeiros indices

e nos dois ultimos,
R,uaaﬁ = _Rauaﬁ (314)

¢ invariante sobre troca dos pares de indices, ou seja,
R00p = Rapuo (3.15)

Através de alguns céalculos é possivel encontrar que :
Rsap + Rucps + Rupoa =0 (3.16)

A equacao acima é conhecida como identidade de Bianchi, com essa identidade e as
simetrias e antissimetrias é possivel reduzir o nimero de componentens de 256 termos

para 20 termos apenas.

Vamos encontrar uma equacao para o desvio geodésico, que na Mecanica Newtoniana
descreve a separacao entre vetores. Dada uma diferenca infinitesimal entre duas geodésicas
proximas, ou seja, linhas paralelas, quando essas linhas forem extendidas no espago curvo,
nao se manterdo mais paralelas. Considerando duas geodésicas com V e V' tangentes, a

principio estao proximos um do outro e paralelos, em pontos distintos A e B para V e A’
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Figura 2 — Desvio Geodésico

AN g Desvio geodésico

Fonte: Figura produzida pelo autor baseado em [7]

e B’ para V'. Seja o pardmetro afim de uma geodésica A, ver figura 2. Definindo um vetor

que ligue os pontos da primeira geodésica aos da segunda, denotado por P e P’, a equacdo

para a geodésica num sistema de coordenadas localmente inercial pode ser escrita como
d*x®
d)\?

Os simbolos de Christoffel desaparecem por estarem num espago-plano local. Mas para a

=0 (3.17)

segunda geodésica contida em outro sistema de coordenadas, ha a seguinte equagao para
descrevé-la
" pe g 3.18
+ = :
d)\2 00 ( )
Como os pontos na primeira e segunda geodésicas estao separados pelo vetor P, o lado
direito da equacao acima se reescreve da seguinte forma
d*x®

d\?

+ 05T5, PP =0 (3.19)

Agora a diferenca entre as geodésicas V e V' é apenas a componente do vetor P. Por isso

no ponto A tem se que

d2x d2x
- - - = —0pl'g, PP (3.20)
dX|,_, AN, 00

Na equacao 3.20 foi calculada a mudanca das componentes de P, como nao foi especificado

o sistema de coordenadas, nao ha derivada segunda das componentes, mas sim uma

completa derivada covariante, assim encontra-se que
VyVyP = R* 300P” = RS ;VFV'PP (3.21)

As geodésicas em um espaco plano mantém a separacdo entre si, ja nos espagos curvos nao.
A equagdo 3.21 é chamada de equagdo do desvio geodésico e mostra matematicamente que

as forgas de maré (tidal forces) de um campo gravitacional fazem com que as trajetérias
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das particulas vizinhas divirjam. As forcas de maré podem ser representadas pela curvatura

de um espago-tempo no qual as particulas sigam geodésicas.[7].

3.3 Identidade de Bianchi, tensor de Ricci e escalar de curvatura

Fazendo a diferenciacdo das componentes do tensor de Riemann com respeito a =, num

espago localmente inercial, aparecem identidades diferenciais, que sao denominadas de

identidades de Bianchi como ja visto

ViaRuoap + ViuBRoapy + Vo Ragay = 0 (3.22)

Essa identidade ira valer em qualquer sistema de coordenadas, e através do seu resultado
é possivel chegar a forma final das Equagoes de Einstein (ver Capitulo 4). Definindo outro
tensor que é utilizado na Geometria Riemanniana e faz parte das equagoes de Einstein,

temos o tensor de Ricci:
Raﬁ = R,LL apB = Raﬁﬂy‘guy (323)

Sendo 3.23 uma contragao do tensor de Riemann, no primeiro e no terceiro indice, dado
que o tensor de Riemann é antissimétrico em a e 5 e em p e v, todas essas contragoes
irao sumir ou reduzir para o tensor R,s, sendo a tnica contracao possivel do tensor de
Riemann. Ao contrair o tensor de Ricci pela métrica g,,, obtém-se o escalar de Ricci que é
dado por:

R=g"R, = ¢" 9" Raupv. (3.24)
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4 Equacoes de Einstein

4.1 Principios

Para iniciar a discussao e construcao das equagoes de Einstein, de uma maneira intuitiva
e parecida com a maneira que ele fez em seus artigos de 1915 e 1916 [1], vamos seguir
preferencialmente as referéncias [6, 8], que tém a melhor abordagem e mais didatica para
um primeiro contato com a equagao. E necessério introduzir dois principios que motivaram
Einstein a desenvolver suas equagoes, a partir dos resultados da Relatividade Especial:

Principio da Equivaléncia Fraca e Principio da Equivaléncia de Einstein.

O Principio da Equivaléncia Fraca, aquele que governa a Mecénica Newtoniana, diz que
m; = my, onde m; ¢ a massa inercial e m, a massa gravitacional. Isso diz que o movimento

das particulas testes é universal, independente de suas massas, com aceleracao dada por:

a=-Vo (4.1)

Aqui, ¢ é o potencial gravitacional, sugerindo que ha uma classe de trajetorias através do
espago-tempo onde estao os referenciais inerciais (em inglés "Local Inertial Frames', LIF),
no qual as particulas viajam sem aceleragao. Esse principio ird implicar na condicao de
que nao se pode distinguir os efeitos de um campo gravitacional do efeito de particulas que
estejam num referencial uniformemente acelerado, nao podendo distinguir entre gravidade

ou aceleracao.

Mas ao levar em conta a questao da relatividade especial como apresentada no Capitulo 2,
o conceito de massa perde sua particulariedade, tornando-se uma manifestacao da energia
(E') e momentum (p). Einstein diz ter tido o pensamento mais feliz de sua vida ao pensar
na possibilidade da extrapolacao do 1° principio, e no que essa extrapolagdo culminaria no

desenvolvimento da Relatividade Geral.

A equivaléncia de campo com aceleracao uniforme e um campo gravitacional uniforme,
pode ser ilustrado da seguinte forma. Imagine que haja um laboratério em repouso na
superficie da Terra. Um observador deixa cair um livro e uma caneta, se a massa inercial
e a gravitacional sao iguais, ambos entao caem no chao com aceleracao g. Agora imagine
uma segunda situagao onde esse mesmo observador esteja dentro de um laboratério
viajando pelo espaco, e longe de qualquer fontes de forca gravitacional, e o laboratorio
esteja com aceleragao g. O observador também deixa cair o livro e a caneta ao mesmo
tempo, e ambas chegam no chao com a aceleragdo g. O observador que esteja dentro desse

laboratério fechado nao pode distinguir em qual situacao ele se encontra apenas usando
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esse experimento. Sendo as duas situa¢oes completamente equivalentes.

Entao, "em regides locais (pequenas) do espago-tempo, as leis da fisica se reduzem para
as leis da relatividade especial, ou seja, o espago-tempo se torna plano, sendo impossivel
detectar a existéncia de um campo gravitacional (g) usando apenas experimentos locais".
Assim, surge a ideia da gravidade ser universal, afetando todas as particulas da mesma
maneira. Com isso é possivel generalizar as leis da fisica para os espagos-curvos, por alguns

Passos:

1. Tome uma lei da fisica valida em coordenadas inerciais num espaco-tempo plano.

2. Escreva a lei em coordenadas invariantes em uma forma tensorial, ou seja, expressar
todas as leis da fisica na forma tensorial para que elas tenham a mesma forma inde-
pendente do sistema de coordenadas, isso é conhecido como principio da covariancia

geral

3. Verifique que a lei resultante mantém-se verdadeira em espago-tempo curvo.

4.2 Movimento de particulas no espaco-tempo curvo

Para construir as equagoes de Einstein, primeiramente analisa-se o comportamento de uma
particula no espago-tempo curvo e como sera possivel escrever as equagoes para descrevé-la.
No espago-tempo plano a métrica ¢é 7, métrica de Minkowski. J& para o espago-tempo
curvo, ou de uma forma generalizada, a métrica é g,,,, e trocam-se as derivadas parciais 0,
pelas derivadas covariantes V,, que generalizam o conceito das derivadas como visto no
Capitulo 3 para um espago R". As particulas livres no espago-tempo plano irdo ter suas
trajetorias sendo retas. Ja para a RG, generaliza-se o conceito das geodésicas, o qual se
faz 1til para um espago-tempo arbitrario (que esteja em qualquer sistema de coordenadas).
Quando as particulas-testes ou livres estao sujeitas a agao gravitacional (livres de outras
forgas) elas descreverao seu movimento seguindo geodésicas no espago-tempo. Entao,
sempre serd possivel encontrar um sistema de coordenadas (referencial em queda livre),
em que a particula esteja parada. Esse movimento pode ser descrito utilizando a mecanica

newtoniana, como na equagao (4.2)

d?
d\?2

=0 (4.2)

Porém, essa representagao nao servira para o que é preciso, pois nao serve para um sistema
de coordenadas gerais. Uma equagao tensorial sera necesséaria, dessa maneira ja é possivel

ver a receita dita, aparecendo a necessidade do uso de uma forma tensorial. Embora

. . . M . .
a primeira derivada %\ seja formada por componentes de um vetor bem definido, as
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componentes da segunda derivada nao serao bem definidas. Para achar uma equacao que

seja geral, pode-se fazer o uso da regra da cadeia, escrevendo:

a* dxv . da*
d\2  d\ D d\ (4.3)

Agora é preciso transforma-la numa equacao tensorial passando a derivada parcial para a

derivada covariante 3.4.

dz¥ _ dx* dx? dxt A2+ dx? dx°
3 V e 47 44
Do TV a7 e T e (4:4)

O resultado acima mostra uma generalizacdo do movimento de uma particula-teste em um
referencial qualquer, levando a concluir que a particula estd num movimento geodésico, e
os simbolos de Christoffel trazem todas as forcas inerciais incluidas neles. E necessdrio
mostrar que esse resultado é valido para a gravidade Newtoniana. Assume-se para isso que
as particulas se movimentam com velocidades v < ¢, podendo utilizar a aproximacao em
campos fracos, onde é possivel decompor a métrica que se encontra dentro dos simbolos de
Christoffel escrevendo-a como g,,, = 1, + hy, sendo |h,,| < 1 e estatico (que nao varia
no tempo), onde dyg,, = 0. A partir do fato de que as particulas se movem devagar é

possivel expressar que

dx’ dt
— 4.5
dt < dr (4.5)
entao a equacao da geodésica 3.9 ou 4.4 pode ser escrita como sendo:
Pt () (4.6)
dr? O\dr) '

Usando as consideragoes acima do campo estatico, os simbolos de Christoffel se tornam

relevantes apenas em T',.

1 1
I = 59”/\(60%0 + Jogor — Orgoo) = —59’”@900 (4.7)

A partir do fato de estar em um campo fraco e sabendo que o inverso da métrica g, é
wy o v nv
g =" =h

onde W = n*"n?"h,,, com a métrica de Minkowski ¢ possivel subir ou descer os indices.

O simbolo de Christoffel para a primeira ordem de A, é
1 AN
Thy = —=1n"*Ozhoo [ — 4.8
00 277 AM00 ( dT) (4.8)
A equacao da geodésica se torna:
>zt 1
= 1" Oxhoo- (4.9)

dr? 2
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Usando o fato de que dyhgy = 0, para o indice p = 0 tem-se que

d?t

dr?
O que implica entao que j—i é constante. Para examinar as coordenadas espaciais, recorre-se
que as componentes de 7, sao apenas aquelas de uma matriz identidade 3 x 3 . Por isso

reescrevendo 4.9, chega-se em

2zt 1 [dt\’

Dividindo os dois lados de 4.10 da equacao por (%), consegue-se converter a derivada do

lado esquerdo de 7 — ¢, deixando apenas

d*xt 1
= ~0ihoo. 4.11
arz 27" (4.11)
Vé-se uma similariedade com a teoria da gravitacao de Newton. Comparando a equagao
4.11 com a = —V ¢, elas sao analogas, assim

ou usando a métrica g,
goo = —(1 + 2¢) (4.13)

4.3 Tensor Energia Momentum

Agora vamos generalizar o conceito da fonte de matéria e energia que ira contribuir para a
geracao da curvatura do espaco-tempo. Considerando uma cole¢ao de particulas que vao
constituir um fluido, de modo que haja um referencial onde elas todas estardo em repouso,
denomina-se esse conjunto de "poeira" ou matéria, tal que o observador se movimentando
junto com um elemento de fluido nao observa um movimento aleatério das particulas,
o movimento delas tera a mesma velocidade do elemento do fluido como um todo. A
densidade de repouso é a quantidade de particulas por unidade de volume, sendo medida
no referencial de repouso do elemento de fluido n = % Caso as particulas nao estejam
em repouso num referencial, sua densidade mudaré, devido ao volume que sera reduzido
pelo fator de Lorentz (), logo, é possivel escrever a densidade como sendo nvy. Isso indica
que a densidade de niimero num referencial qualquer pode ser escrita como nu?, onde n é
a densidade de nimero de repouso e u° a primeira componente da quadrivelocidade dos

elementos desse fluido. O quadrivetor pode ser dado por

N¥ = nu* (4.14)
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A componente N* representa o fluxo de particulas através de uma superficie cruzando
uma unidade de area por unidade de tempo. Cada observador pode inferir o contetido da

densidade de fluxo de ntimero de particulas em seu referencial, sendo que

NN =3, N'N" = —n? (4.15)
A poeira foi caracterizada por meio da densidade particulas, mas precisamos identificar a
energia momentum, os quais serao as fontes geradoras da curvatura e consequentemente
do campo gravitacional. Para a relatividade especial, a energia pode ser dada retomando o
valor de ¢, para cada particula sendo m (mc?), e a densidade de energia ¢ escrita € = nm.
Nao é possivel representar a densidade de energia como componente de apenas um vetor,
precisara ser representada por uma componente de um tensor que seja escrito da seguinte
forma T um tensor de rank 2 (0,2). Assim serd possivel generalizar a densidade de

momentum, fluxo de momentum e fluxo de energia num s6 objeto matematico.

Todas essas quantidades estardo contidas neste tensor. A quantidade de T"” da o fluxo da
componente 4 de momentum através de uma superficie ¥ constante; 7% d4 a densidade de
energia; 7% d4 o fluxo de energia através da superficie com z¥ = cte; T™ d4 a densidade da
componente ¢ do momentum; 7% d4 o fluxo de umi através da superficie com 27 constante,
podendo ser pensado como

Ap® = TnsA (4.16)

As componentes T representam o tensor de estresse, a forca exercida sobre uma area.
AF'=TYn;AA (4.17)

Na mecanica cléssica, T% é chamado tensor de estresse. Para a poeira pode-se definir
otensor T = @ N =mnlU @ U = ¢ U @ U, a componente 7% = mn. Escrevendo
componentes do tensor que descrevera a 'poeira' T, = € U*U”. O tensor de energia
momentum é um tensor simétrico, ou seja, ao fazer a inversao dos indices ele nao ira
alterar o sinal. Agora generalizando nao somente para a "poeira', mas para quaisquer
fluidos (fluidos gerais), também levando em consideracdo que essas particulas estejam
com velocidade aleatérias e as varias forcas entre elas poderao contribuir com energias

potenciais, a seguinte interpretacao fisica para as componentes do tensor sera

o T% ¢ a densidade de energia = ¢

o TY é 0 fluxo de energia podendo ser a conducio de calor em um referencial onde a

particula acelerada esteja em repouso por um momento(referencial MCRF ver [7])
e T ¢ a densidade de momentum, que é igual o fluxo de energia

e T% é o tensor de estresse e representa forcas entre elementos de fluidos que sejam

adjacentes.



Capitulo 4. FEquagoes de Finstein 30

Agora ¢é importante mostrar a conservacao dessas quantidades, para que possam realmente

obedecer as leis de conservagao.

4.3.1 Leis de Conservacao

No espaco plano a energia e o momentum sao conservados satisfazendo a equacao 4.18:

oTes
0zh

—0 (4.18)

O indice « representa 4 leis de conservagao, sendo 3 para o momentum e 1 para a energia.

A componente 0 dard a seguinte equagao para a conservacgao

Je =
—+V.t=0 4.19
Onde 7 é a densidade de momentum e € é a densidade de energia. Integrando a equacao
4.19 encontra-se que a taxa de variacao da energia é igual ao fluxo de energia para fora do
volume da superficie que esteja sendo considerada na integracao.
or'

o = 0TV =¢ (420)

A taxa de variacdo do momentum sera uma forca, a densidade de momentum serda uma
densidade de forca denotada por ¢'. J& a densidade de particulas e o fluxo devem variar
ponto a ponto, mas deve ser feito de forma que o seu ntimero total seja conservado.

Escrevendo a equacao da continuidade, ja conhecida no eletromagnetismo por exemplo:

ON
N = 4.21
5 +V 0 (4.21)

Para ver realmente a conservacao do nimero de particulas, integra-se 4.21 num volume V':
d/Nd3 + [ N.dA (4.22)
— x . .
dt Jv v

na qual usa-se o Teorema de Gauss. A primeira integral é o niimero de particulas no
volume V', e a segunda integral é a taxa com que as particulas cruzam a superficie que

cerca o volume, ou seja, o fluxo das particulas.

A expressao diz que a taxa de variacao do niimero de particulas dentro do volume é igual a
taxa que essas particulas irdo cruzar a superficie. Escrevendo o tensor de energia-momentum

para um fluido perfeito no espaco plano tem-se:

™ = (p+p) UMV + pn™” (4.23)

Para um espago curvo troca-se apenas a métrica, usando a métrica mais geral

™ = (p+p) UV + pg" (4.24)
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Onde U* e U” nas duas equagdes acima sao a quadrivelocidade do fluido, p e p sdo as

densidades de energia e momentum.

Dadas as seguintes expressoes acima, o lado direito das equagoes de Einstein esta parcial-
mente construido. Agora precisa-se encontrar o lado esquerdo, que é a parte da geometria
do espacgo-tempo. Nao é possivel derivar as equagoes de Einstein a partir de primeiros

principios, mas pode ser motivada a partir das generalizagoes ja feitas.

4.4 Equacoes de Campo de Einstein

Vamos comecar usando a equacao de Poisson, que é:

V3¢ = 4nGp (4.25)

O objetivo serd generalizar 4.25 para um espago-curvo. O lado direito é generalizado
usando o tensor de energia-momentum 4.24, e para o lado esquerdo é necessario encontrar
algo que tenha as mesmas caracteristicas e seja um operador diferencial de segunda ordem
agindo sobre um potencial (gravitacional). Essa generaliza¢ao tomara a forma de uma
equagao tensorial, respeitando o principio da covaridncia geral. O potencial gravitacional
serd trocado pelo tensor métrico, sendo ggg = —(1 + 2¢), relacionando-se a perturbagao da
métrica com o potencial Newtoniano. Uma forma preliminar da equagao 4.25 pode ser

dada por

[VQQ];W X T;w (4.26)

mas sendo completamente tensorial, ja que o lado esquerdo nos sugere que precisamos de
um tensor simétrico (0,2) que é composto por derivadas de segunda ordem da métrica.
Uma primeira opcao seria a acao do d’Alembertiano [0 = V#V,, na métrica g, mas isto
¢é automaticamente zero pela compatibilidade da métrica. Felizmente, ha uma quantidade
que ja foi apresentada e que é construida a partir das derivadas primeira e segunda da
métrica: o tensor de Riemann 3.14, R* g,,. Relembrando que o tensor de Riemann ¢
construido a partir dos simbolos de Christoffel e das suas derivadas primeiras, e os simbolos
de Christoffel, como visto, sdo construidos da métrica e suas derivadas primeiras, o que faz
com que o tensor de Riemann entao contenha segundas derivadas da métrica g,,. Apesar
do tensor de Riemann nao ter o nimero ideal de indices que é necesséario, sendo um tensor
(1,3), héd uma contragao para que alcance o rank 2, o qual chama-se tensor de Ricci 3.23

(R,w), o qual supoe que as equacoes do campo gravitacional sao

Ruy = KJTMV (4 27)

k ¢ uma constante que serd determinada mais adiante. Einstein primeiramente sugeriu

que poderia ser essa equagao. Porém ela nao conserva a energia. A conservacao da energia
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implicaria que:

VI, =0 (4.28)

VIR, =0 (4.29)
mas a partir da identidade de Bianchi satisfeita pelo tensor de Riemann implica-se que:
1
V#Rw/ - §V,/R (430)

isso implicaria que R = cte o que levaria a R = 0 e que g"*T},,, = 0 sendo uma condi¢ao
muito restritiva para o tensor energia-momentum, levando a condi¢ao de que ele seria
constante através do espaco-tempo. Isto é altamente contraditério ja que para o vacuo
T = 0 e na matéria T # 0, serd necessario ir mais a fundo. Usando a identidade de
Bianchi, e eliminando a equacgao 4.27, obtemos uma nova solugao, onde definimos uma

nova quantidade tensorial

1
v (RW - 2g,WR) ~0 (4.31)
Os termos entre parénteses sao definidos como o tensor de Einstein
1
G =R, — §gw,R (4.32)

o qual ird obedecer agora a conservacao de energia, V*G,, = 0, sendo levado a escrever

entao
GW = K1y, (4.33)

como uma equacao de campo para a métrica. A equacao 4.33 satifaz todos os requisitos
impostos: o lado direito é uma expressao covariante da densidade de energia e momentum
na forma de tensor simétrico (0, 2) sendo conservado; o lado esquerdo é um tensor simétrico
de rank 2 construido a partir da métrica e das suas primeiras e segundas derivadas. Agora
sO falta encontrar a constante x que se encaixe para que as equacoes de Einstein estejam
completa. Para descobrir o valor de x que se ajuste, pode-se usar o limite Newtoniano, pois
as equacoes de Finstein serao uma generalizacao da gravitagao Newtoniana. Contraindo

os dois lados da equacao 4.33 nas quatro dimensoes
R=—xkT (4.34)
e reescrevendo-a de uma maneira diferente obtemos
1
R, = ’f(T;w - iTg;w)a (4.35)

que é a mesma equacao 4.33. Vamos agora aplicar as condi¢oes da gravidade Newtoniana,
onde o campo é fraco, independente do tempo e as particulas (fluido) estdao se movendo

com baixas velocidades. Considere o tensor de energia momentum sendo a fonte de um
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fluido perfeito, como ja visto tem-se que o tensor de energia momentum da "poeira'é dado
por

T, = p UU” (4.36)

Este fluido pode ser um corpo massivo, como a Terra ou o Sol, e vamos trabalhar no

referencial de repouso dele, no qual a quadrivelocidade pode ser escrita como
U* = (U°0,0,0) (4.37)

A componente temporal pode ser fixada usando a condigao de normalizacao g, U*U" = —1.

No limite de campo fraco a componente da métrica é

goo = —1 + hoo
o0 (4.38)
g~ =—1—hg
Usando a condicdo de normalizacio, a componente U° fica
U% = (1 + hgo)'/? (4.39)
Expandindo a expressao acima em primeira ordem de h,,,, tem-se
0 1
U’ =1+ 51100 (4.40)
Colocando a quadrivelocidade em 4.36 e a densidade de energia sendo considerada pequena
(espago-tempo serd plano quando p tender a zero), para a simplificacio U° =1 e Uy = —1,
entao

e as outras componentes desaparecem, nesse limite a energia de repouso serda maior que os
outros termos presentes em 7}, e o foco serd sobre =0 e v = 0. O trago para a menor
ordem pode ser dado por

T = g"To = —Too = —p (4.42)

A partir desses resultados é possivel voltar a 4.35 e substituindo com as devidas aproxima-

coes, o tensor IR, ¢ dado por

1
Ro() = iﬁp (443)

A equacdo acima relaciona as derivadas da métrica contidas em Ry, com a densidade de
energia p. Para encontrar a forma explicita, faz-se o uso da equacio que Ryy = R* gz,

precisando apenas de R’ (9, pois RY g0 = 0. Tendo que o tensor de Riemann seré
R gjo = 9;Th — 0oLy + Ty — TonI (4.44)

O segundo termo na expressao acima é uma derivada no tempo, portanto dadas as

condigoes, assumindo o campo estatico, o termo se anula. O terceiro e quarto termo serao
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negligenciados também, pois sdo da forma (I')?, e I' é de primeira ordem na perturbacio

da métrica, como necessita-se de termos de primeira ordem, fica-se apenas com
N
R 0j0 = ajFDO (445)
Resolvendo, tem-se
i
Roo = R’ 0io

L (4.46)
=0, {2 9" (Gogxr0 + Oogox — 3A900)}

O primeiro e segundo termos sdao derivadas no tempo, entao sao nulos, restando apenas

1 .

= 0; (—292)‘ aAQOO)
1 ...

_ 5513&,33.]100 (4.47)
Lo

— -2
2V 00

[gualando a equacgao 4.43 com a equagao 4.47 no limite Newtoniano encontra-se o seguinte

Roo = — Evzhoo

1 1

iﬁ?p = — §V2h00 (448)
Vzhoo = —kp

A equacao acima é exatamente a equacao de Poisson 4.25, pode-se ver que as equacoes de
Einstein 4.33 retornam ao limite Newtoniano. Partindo de 4.12, sera possivel encontrar a

constante para a equagao de Einstein.

—V%2¢p = —kp
V2 = %
) Py (4.49)
Vi = - = AnGp
V3¢ = 87Gp
Entao, k = 87 G, colocando com todas as constantes kK = 82—46'. Reescrevendo enfim as
equacoes de Einstein em sua forma covariante
1 8t
R, — 3 R, = CTTW (4.50)

usando as unidades geometrizadas, onde G = ¢ = 1 ( nos proximos capitulos serao
adotadas essas unidades, para facilitar o desenvolvimento), chega-se as equagoes de campo

de Einstein, ou as equagoes de campo de Einstein

1
R, — 5 Rgu =81T, (4.51)
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As equagoes de Einstein sao um conjunto de 10 equagdes parciais nao lineares, indepen-
dentes, sendo uma equacao tensorial. Nas palavras de John Archibald Wheeler (fisico
norte-americano que trabalhou com RG): "A matéria diz ao espago-tempo como se curvar
e 0 espago-tempo diz a matéria como se mover'. Parafraseando, essa equacao da a condigao
de explicar como a matéria vai se curvar préximo a um objeto massivo como o Sol, ou uma

Galaxia, dizendo como as particulas irdo se mover ao longo das geodésicas . Em algumas

situacoes sera 1til escrever 4.51 de uma outra forma. Partindo de que R = —T', com R,
ficando da seguinte forma
1
R;w =8r (Tm/ - §T g;w) (452)

Quando as equagoes de Einstein forem tratadas no vacuo, onde 7, = 0 (por exemplo,

exteriormente a uma estrela ou planeta) o lado direito de 4.52 ird zerar e resultard em
R, =0 (4.53)

Como toda a equacao na fisica, o desejo é encontrar a solucao dela, mas 4.51 nao é tao
simples como algumas equagoes encontradas na fisica, por isso precisam ser feitas algumas
simplificagoes, colocando algumas condigoes iniciais. As duas solugoes que serao tratadas
nos proximos capitulos serao a Solugdo de Schwarzschild e a Gravidade Linearizada. A
primeira encontrada pelo fisico alemao Karl Schwarzschild em 1915, logo apds a publicacao
dos trabalhos de Einstein, no qual ele ira tratar de uma solugdao com simetria esférica
(sem rotagdo) no vacuo para a equacao de Einstein. A segunda, proposta pelo préprio
Einstein, trata a métrica como duas partes: a primeira sendo a métrica de Minkowski e a
outra, uma pequena perturbagado. Essa segunda solu¢ao aproximada da origem as Ondas

Gravitacionais.

Obs: Hd outras formas de se chegar nas equagoes de Finstein. A utilizada nesse capitulo
seria a mais intuitiva para um estudante de graduacao que ja tenha visto mecanica cldssica,
mas as referéncias [8, 9] mostram outras formas, talvez mais elegantes, de se chegar nessas

equagoes.
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5 Solucao de Schwarzschild

A partir da solucdo de Schwarzschild sera possivel entender o movimento das particulas
que se movem no vacuo proximas a objetos massivos esféricos. Além disso, a propria
existéncia de buracos negros podera ser obtida, e saberemos a razao da 6rbita do planeta
Merctirio nao poder ser explicada através da Mecanica Newtoniana. As referéncias [8, 4]

foram utilizadas para a compreensao desse assunto.

5.1 Métrica de Schwarzschild

A solucao de Schwarzschild sera a tinica solucao para as equagoes de Einstein no vacuo
esfericamente simétrica. Com ela é possivel descrever o espago-tempo ao redor da Terra
e do Sol (assumindo que as rotagoes sdo pequenas) e também ird levar a descoberta da
existéncia de singularidades fisicas, geradas pelos buracos negros. O desejo é encontrar a
métrica, que descreva a geometria do espago-tempo fora de um objeto massivo esférico
no vacuo, e com as condigoes iniciais mencionadas, sendo que R,,, = 0 (solucao exterior).
Dizer que seja estatico é dizer que a métrica é independente da coordenada temporal,
e que nio tem termos cruzados (dtdz’ + dx'dt) na métrica. Essa tltima condigao faz
sentido ao pensar que ao realizar uma inversao temporal t — —t, o termo ¢ se mantém
invariante, entao a solugao espera-se que seja independente do tempo. Impondo a simetria
esférica, é possivel escrever e métrica de Minkowski nas coordenadas esféricas, tomando

que = = (t,1,60,¢), e escrevendo o elemento de linha correspondente
dsypiy, = —dt* + dr® + r?d6? + r? sin® fd¢? (5.1)

para facilitar a notacao, chame dQ? = df? + sin® fd¢*. Um requisito para que a simetria
esférica seja preservada é que se mantenha a forma do termo d€)?, isso leva com que a
esfera seja perfeitamente circular, o coeficiente do termo d¢? deva ser sin? @ vezes o termo
de df?, mas sendo livre para multiplicar todos o termos por coeficientes separados, desde

que eles sejam apenas fung¢oes da coordenada radial r, como a seguinte expressao
ds? = =M t? + 2P0 g2 4 22402 (5.2)

As fungoes sdo expressas como exponenciais para que a assinatura da métrica nao mude,
usando a mudanga de coordenadas é feita uma simplificacdo para a métrica estatica e
esfericamente simétrica. Antes de usar as equacoes de Einstein, pode-se definir simultanea-
mente as coordenadas e a métrica como fun¢ao destas coordenadas, ou seja, nao sabendo
o que ¢ a coordenada radial realmente, é possivel interpretar a solugdo que esteja em maos.

Definindo uma nova coordenada 7, onde

T=er
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temos que
d
dr = "dr + ' Mrdy = (1 + Td7> Y0 gy (5.3)
r
Agora colocando a métrica na nova variavél definida acima
2 20(r) 742 dy - (28=27) 12 | =2()2
ds® = —e**\dt® + 1+7“d— e Vdre +7°Q (5.4)
r

onde cada funcao de r é uma funcao de 7 de uma maneira 6bvia. Agora renomeando 7 — 7:

—2
(1 + T?) e28=27) _ % (5.5)
r

Nao ha nada que proiba que essa mudanca ocorra, sao apenas rétulos, que nao tem

defini¢oes externas, entao a métrica pode ser escrita como
ds? = —e2) 4 20 g2 4 12402 (5.6)

essa equacio ¢ a mesma que 5.2, exceto pelo fato de que nio ha mais a funcio 27, que foi
eliminada ao escolher a coordenada radial tal que ela nao exista. Considerando a métrica
acima, iremos usar a equagoes de Einstein para encontrar quais sdo as fungoes a(r) e f(r).
A primeira coisa pratica a se fazer é calcular os simbolos de Christoffel. Usando que os
indices (t,7,0,¢) — (0, 1,2,3), calculando para as coordenadas esféricas os simbolos
L 4 <agr6 X JGst agrt)

T -
tr 29

oxt  Ozr  Oxf (5:7)

Essa é a forma como serao calculados os simbolos de Christoffel, ciclando os indices até
encontrar todas as combinagoes possiveis. Felizmente alguns sdo nulos, fazendo o célculo

explicito para um deles temos como exemplo

|
tr 29

oxt  Oxr  Oxt (5.8)

Iy (89rt X 091 agrt)

O primeiro e o terceiro termos, como sao termos fora da diagonal principal, se anulam.

e = Loz (aezam)

2 0,
Fir _ ;6—2a(r)2a/<r)e2a(r) (59)
I =0«

Esse é o primeiro simbolo de Christoffel, e existem mais oito, para os quais é apresentado

abaixo apenas os resultados finais, mas seguem a mesma forma para serem calculados
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1 1
F9 = — r = —28 Fd) —
o = 06 re -
)
I, = —re?sin20 TY, = —sinfcosf Tf, = — (5.10)
i re “" sin 56 sin 6 cos 06 = g

r _ 2(a—p) ro_
I',=e Oy I, =00
Quaisquer combinacoes de indices nao escritos sao nulos, ou sao simétricos aos que ja
estao escritos.

Calculado os I, é possivel descobrir as componentes do tensor de Riemann (a curvatura):

Ry = 0,000.8 — 0?a — (0,a)?
R o = —re 20,1

R 45 = —re”*sin? 0 0,

(5.11)
R g9 =1 20,13
R 4y = re % sin?09,5
RY o0 = (1 — 672ﬂ> sin? 4.
Com as componentes do tensor de Riemann, o tensor de Ricci pode ser calculado
2
Ry = 29|92 +(8,0)* — 0,000, + ~0,a
2
a2 2 <
R,. = —0:a — (0,a)” + 0, 0,0 + T&ﬂ (5.12)
Ryg = 6_2'8[7‘(87,B — 87&)4) — 1] +1
R¢¢ = SiIl2 QRQQ
e por fim, calculando o escalar de curvatura R obtemos
2 1
R==2¢"[02a+ (0,0)" — 0,00,8+ = (0,0 — 0,8) + — (1 — *)] (5.13)
r r

O desejo seria que fosse possivel igualar a zero o tensor de Ricci. J&4 que as componentes

Ry e R, desaparecem independentemente, pode-se escrever entao que,
2(B~a) 2
0=ce Ry + R, = — (0, + 0p) (5.14)
r

A partir disso, chega se que @« = —f + ¢, onde ¢ seria uma constante. Ao colocar esta

constante igual a zero, rescalando a coordenada temporal por ¢ — e~ “t, obtém-se que
a=—4
Retornando ao fato de que Ry = 0, o qual agora é

e (2ro,a+1) =1 (5.15)
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A expressao acima vem de uma regra do produto, a qual seria

O, (re*) =1 (5.16)
Integrando dos dois lados em r, encontramos a seguinte solucao

R
e =1-— (5.17)
r

Onde R, é uma constante, chamada de raio de Schwarzschild, com o = —f e a partir da

equacao acima, a métrica que era procurada fica

d52:—<1—RS>dt2+<1—RS)
r r

H&4 uma melhor forma de resolver onde mantém-se as equagoes Ry = 0 e R, = 0, para

1
dr® + r*d? (5.18)

qualquer valor de R,. Para encontrar o valor de R,, volta-se ao limite de campo fraco,

analisando a componente tt da métrica em volta de um ponto de massa, a qual satisfaz

2M
e (122

r

Portanto , a métrica deve se reduzir ao campo fraco quando r > 2M, mas para a

componente tt as formas sdo as mesmas apenas é necessario identificar que
Ry, =2M
que pode ser pensado como a definicdo para o parametro M. A métrica entao ficara

2M 2M
i = (1= M) g (122
T T

a métrica 5.19 é a métrica de Schwarzschild, sendo M, a massa do objeto que gerard a

1
dr® + r*dQ? (5.19)

curvatura no espaco-tempo. Para o caso de M — 0, o espago serd plano, retornando a
métrica de Minkowski. Uma outra maneira de recuperar a métrica de Minkowski é quando
r — 00, ou seja, a fonte de curvatura esta distante. Nas proximas segoes sera apresentada

as implicagoes dessa métrica, e o que se pode explicar com ela.

5.2  Orbita de particulas testes

Na mecanica Newtoniana, as leis de conservacao estao conectadas a existéncia de simetrias.
Para que a energia seja conservada, a forga precisa ser conservativa, a qual vem da
derivada do potencial e esse mesmo potencial deve ser independente do tempo. Para o
momentum linear ser conservado ao longo de uma direcao particular, o potencial vai
precisar ser constante. Para que o momentum angular seja conservado, o potencial deve

ser esfericamente simétrico. Resumindo: a energia é conservada quando h& uma simetria
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sobre deslocamentos no tempo, o momentum linear é conservado quando hé simetrias
sobre deslocamentos no espago e o momentum angular é conservado quando héa simetrias
nas rota¢oes. Quantidades conservadas para o movimento de particulas testes nao sao
esperadas num espaco-tempo geral onde nao haja simetrias especiais. Uma métrica do
espaco-tempo geral é dependente de todas as quantidades mencionadas acima. Caso haja
simetria no espago-tempo havera a existéncia de uma lei de conservacao, por exemplo, se
a geometria do espaco-tempo ¢ independente do tempo a energia das particulas testes
sera conservada. Para expressar quando uma quantidade é conservada é costume utilizar
na RG a ideia dos vetores de Killing, que irao representar em qual dire¢ao ou em qual
coordenada ha simetria. Nessa direcao a métrica nao mudara, e pode-se denotar esses
vetores como £* = (0,1,0,0) por exemplo. Resolver as equagoes da geodésica para a
métrica de Schwarzschild nao é uma tarefa facil, como dito em [8], para isso é melhor fazer
uso das simetrias presentes nela, as quais corresponderao aos vetores de Killing, sendo
trés para a simetria esférica e um para a translacao temporal, cada um levando a uma
constante de movimento para a particula teste. Algumas propriedades que se pode tirar

sao:

o Independéncia temporal: a métrica é independente de ¢t. Entdao, ha um vetor de

Killing associado a essa simetria, tendo a componente £¢ = (1,0, 0,0).

» Simetria esférica: Sendo a métrica independente de ¢, ela é invariante sobre rotagoes
sobre o eixo z, sendo representado pelo vetor de Killing com componente n® =
(0,0,0,1).

Com isso agora é possivel encontrar como serao as Orbitas das particulas testes, no campo
)

gravitacional gerado pelo objeto de massa M. Sempre hd uma constante de movimento

para a geodésica onde a particula se encontra. Usando da equacao de Lagrange 5.20, onde

a geodésica vem do principio de extremizacao do tempo préprio,

i( or oL
Tdo (8(dxa Jdo) * 8xa> =0 (5.20)

Se a métrica for independente e portanto L uma lagrangeana qualquer e que seja inde-
pendente da coordenada z!, entdao a quantidade dL/dz' = 0, entdo a equagdo 5.20 para o

valor de o = 1 fica
d oL
= ) =0 5.21
do <a(daj1/da)> (5:21)
O que implica em

oL 1 dx” dxP
= i)~ T g gy = et = ¢ 22
d(det/do) — TPTdo G187 Jap€u £-u (5.22)
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sendo entao conservado ao longo da geodésica, define-se que havera entao quantidades

conservadas para qualquer sistema de coordenadas [4, 8], como sendo
€ - u = const. (5.23)

as quantidades ao longo da geodésica serao dadas pela equacao acima, Através da indepen-
déncia temporal e de ¢ do sistema de coordenadas esféricos usado na métrica 5.19 duas

grandezas sao conservadas

2MN dt
‘ Su < r >d7‘ (5:24)
dg
2 2
l=mn-u=rsin GdT (5.25)

Sendo 5.24 a energia conservada (e) e 5.25 o momentum angular (I) conservado. A

conservacao do momentum angular implica que as érbitas estdo num plano. Vamos

considerar que ela esteja no plano equatorial onde o angulo ¢ § = 7 e a velocidade na
dire¢do 6 é u’ = 0. Usando a condicio de normalizagdo g, U*U” = —1, a métrica fica
2M 2M\ !
B (1 B ) (u')? + (1 - ) (") + r*(u?)? = —1 (5.26)
r r
Usando as equagoes 5.24 e 5.25, é possivel eliminar j—i e %, entao a métrica é escrita
2M\ ! oM\ (dr)® 12
—<1—> 62+<1—> i T (5.27)
r r dr r?

Reescrevendo a equacgao acima obtém-se que

) ale-Mes e

2_ , . )
Chamando ¢ = (£=1) sendo uma constante, e e é a energia total por unidade de massa, e
2 ) )

o potencial efetivo fica sendo

1 2M 12 M 2 MP?
Vige(r) == ({1 —— ) [1+ =5 |- 1| =—"4+ — — — 5.29
selr) 2[( r><+r2> ] r+27’2 73 (5.29)
Os termos —% e % sao termos oriundos da solucao classica para um sistema de duas

, ., _ 2, .. . o .
particulas, j4 o termo %l é o termo adicional vindo da métrica de Schwarzschild.

Considerando agora novamente as unidades ¢ e GG, trocando t e 7 para ct e c¢T, o potencial

efetivo fica

1 GM 2 GMI?
Vepelr) =5 | —+ == — ——= | - 5.30
selT) 2 ( r * 2r2 c2r3 > ( )
Analisando a Orbita relativistica é preciso considerar as propriedades do potencial efetivo

M 1
Vefe(T — OO) — 7 Vefe(QM) = _5 (531)
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A partir de 5.29, reescreve-se ela deixando-a da seguinte forma

1 M 12 MIi?
Vepe(r) =5 ——+ 55— 3 (5:32)

a partir da equagao acima é possivel construir a seguinte figura 3 , do potencial efetivo

pela distdncia, onde o valor de M = 1, e para diferentes valores de [/M .
Figura 3 — Potencial efetivo para varios valores do momentum angular /.

Potencial efetivo em funcao do raio
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r
"
Fonte: Figura produzida pelo autor com base em [4]

Para valores grandes de r tem-se que o potencial se aproxima do potencial Newtoniano %,

mas quando r decresce o termo T% oriundo da corregao relativistica comega a ser efetivo.

~ dv, ..
Os extremos para V.. sao encontrados resolvendo T‘jﬁ = (. Teremos um minimo local e

um maximo, cujo o valor do raio circular da érbita pode ser dado por

|+ \/ - 12 (‘%2‘ (5.33)

Nas figuras 4 e 5 temos os quatro tipos de orbitas que podem ser possiveis na geometria

12
T oM

descrita pela métrica de Schwarzschild. Tendo seus potenciais efetivos em fungao de r/M,
e com valores de [/M = 4.3, as linhas horizontais representam o valores de ¢ = (e? — 1)/2.
Na figura 4 vé-se na parte superior duas érbitas circulares, uma instavél e outra estavél,

sendo indicado pelos pontos no gréafico do potencial efetivo. Ja a parte inferior mostra
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uma 6rbita fechada limitada pelas linhas tracejadas. Na figura 5 na parte superior vé-se
uma particula que vem do infinito, orbita o centro de atragao e retorna para o infinito,
na parte inferior a particula também vem do infinito, porém acaba caindo em direcao ao

centro do objeto.

Figura 4 — Orbitas limitadas
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Fonte: Imagem retirada de [4]
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Figura 5 — Orbitas ilimitadas
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Fonte: Imagem retirada de [4]

O exemplo mais simples de uma orbita é a queda livre radial de uma particula vindo do
infinito, com [ = 0 Ela pode vir do infinito com varios valores de energia cinética, mas
comegando por um caso especial, onde a particula se encontra em repouso tendo dt/dr = 1

no infinito, e =1 e [ = 0, a equacao 5.28 fica

1/dr\> M
0:2<d7-> - (5.34)

podendo encontrar agora a quadrivelocidade da componente radial dr/dr, ficando

o= (1207 = () ) (539

da equacgao 5.34,

r'2dr = —(2M)"?dr (5.36)
Integrando os dois lados em r como funcao de 7 o resultado é
_ (3 130 _ \2/3
r(r) = 5 (2M) (1w — 1) (5.37)

onde 7, é uma constante de integracao, a qual fixa o tempo préprio quando r = 0. Para

encontrar o tempo na métrica, é conveniente calcular ¢ como func¢do de r. Calculando

dt/dr, com e = 1
dt oM\ /2 2MN
w_ 122 5.38

dr < r ) ( r ) ( )
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agora integrando obtemos

r

2 3/2 1/2 (7)1/2 +1
r r 2M

t=t,+2M |—
()
2M
Algumas caracteristicas importantes da orbita radial de queda livre podem ser vistas a
partir de 5.37 e 5.39. Da equagdo 5.39 r — 0o e t — —o0, significando que a particula esté
caindo para dentro do infinito. De 5.37 vé-se que de qualquer valor fixo para r na trajetéria,
é preciso entao, apenas um tempo-proprio finito para chegar em r = 2M, mesmo embora
que 5.39 mostre que é tomado uma quantidade infinita da coordenada tempo. Isto é uma

indicacao que as coordenadas na métrica, tem imperfeicoes em r = 2M.

Velocidade de escape: Seja um observador em uma posi¢ao estacionaria num raio
R da coordenada de Schwarzschild , e ele langa um projétil radialmente para fora com
uma velocidade V', como medido pelo seu proprio referencial. Qual deve ser o valor dessa
velocidade para que o projétil chegue ao infinito com velocidade V' = 07 Calculando

primeiro a energia necessaria para que isso ocorra, usando a partir de 5.19, a componente

~1/2
da quadrivelocidade é u!,, = (1 - %) / ,
E = —P - Uops = — MU * Upps = _mgaﬂuaufbs
oNf\ —1/2 (5.40)
= —mgttutuzbs = —m <1 — )
.

No referencial do observador a energia da particula é relacionada com sua velocidade sendo

m <. . . ,
E = JiyT entao igualando as duas energias, a velocidade de escape é

1/2
Vigo = (2M> (5.41)

r

sendo o valor ja conhecido da mecanica classica.

5.2.1 Orbita circulares estavéis

As oOrbitas circulares estaveis irao ocorrer quando r = r,,;,, este raio ira decrescer com o
decrescimento de [/M, mas as 6rbitas estaveis ndo sdo possiveis para raios arbitrariamente
pequenos. De 5.33, a orbita circular estavel mais interna, ou ISCO, ird ocorrer na geometria
de Schwarzschild quando [/M = /12 no raio dado por

risco = 6M (5.42)

A velocidade angular de uma particula numa 6rbita circular, medida com respeito a um

relogio estacionario, sendo 7 o tempo préprio, é a seguinte
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_do_dgjdr 1, 2y (1
= dt — dt)dr — r? (1 r > <e> (5.43)

Usando que ¢ € igual o valor do potencial efetivo no minimo, a equacao fica

2
62:(1—W) <1—|—l2>
r r

e o potencial é minimo no raio da érbita, levando numa relagao entre r e [, ficando com

l 2M\
- =M 1/2<1—> 44
L= () ! (5.4)
A velocidade angular fica
M
0 = 3 (5.45)

sendo andloga a terceira lei de Kepler, o periodo em coordenadas de Schwarzschild é 27 /<Q.

A quadrivelocidade de uma particula em 6rbita circular é
u® =u'(1,0,0,9) (5.46)

a partir do valor de ) é possivel determinar a quadrivelocidade pela condi¢ao de normali-

zagao u - u = —1, sendo u os vetores da quadrivelocidade, sendo escrita como
2M —1/2 3MN 12
ut = (1 - - 7«2Q2> = (1 - ) (5.47)
r r

5.2.2 Forma das orbitas

Para encontrar a forma das érbitas é preciso encontrar r» como funcao de ¢, ou ¢ como

1 (d
e= <r> +Vige (5.48)

funcao de r. Usando que

“ o \dr

onde

do
[ =r?sin® =
r°sin I

resolvendo com # = I, para 3—‘1’, dividindo o primeiro pelo segundo
T

jus
2

dp 1 1 0T, oM 2
e - et L (o (R | D

o sinal ird corresponder a que direcdo em ¢ a particula move com o aumento de r. As

orbitas sao ditas proximas se a magnitude de angulo que varrera na passagem é 27. Se nao
for 27, entdo o ponto de retorno precessionara, e a quantidade de precessao da érbita é

dprec = A¢ — 271, O angulo de varredura entre sucessivos pontos de retorno r; e ro podera

o 2\ 71-1/2
A¢:21/ﬁ ‘:Z [62— (1—25}4) <1+;>] (5.50)

ser escrito
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onde r; e ry s2o pontos onde dr/dr desaparecem ao longo da érbita. Para aplicagbes no

sistema solar, A¢ precisa ser avaliado apenas em ordem 1/c? depois da Newtoniana

2GM 12 2GA4F1_U2

r 72

T2
A¢:%[ é%ﬂ&—m+

Resolvendo e expandindo a integral para encontrar a correcao relativistica de primeira

(5.51)

c2r3

ordem para o resultado Newtoniano, obtemos

GM\?
OPprec = 6T () (5.52)
cl
Com essa precisao pode-se determinar em termos de € (excentricidade) e do eixo maior (a)
do\* (210’

P=|r—) ~|r—] =GMa(l—¢ 5.53
(T d7> (T dt> all =) (5:53)

Assim, é possivel encontrar o angulo da precessao do periélio

6rG M

5¢prec = T (554)

? a(l—e?)
Essa é a precessao relativistica do ponto de retorno da elipse Kepleriana. O efeito se torna
maior para objetos proximos de objetos muito massivos, como o caso de Mercurio. A

precessao da 6rbita de Mercurio acontece numa taxa de 43 arcseg a cada 100 anos.

5.3 Buraco Negro de Schwarzschild

Considerando um colapso gravitacional onde uma estrela, por exemplo, ira colapsar sobre
si mesmo. O corpo colapsante e o espago-tempo fora sao esféricamente simétricos. Sendo o
potencial fora independente do tempo para que a massa seja conservada. Pelo teorema de
Birkhoff, ! pode-se demonstrar que embora a distribuicao de massa é dependente do tempo
a geometria fora do colapso gravitacional esfericamente simétrico é independente do tempo
na geometria de Schwarzschild. Na métrica de Schwarzschild é possivel encontrar duas
singularidades nas coordenadas, uma em r = 2M e outra em r = 0, e é possivel eliminar
as singularidades se elas forem singularidades provenientes do sistema de coordenadas
escolhido, mas se forem singularidades fisicas, é provavel que realmente esteja ocorrendo
algo fisicamente no objeto nesse ponto. Havera dois sistemas de coordenadas que ajudarao
a eliminar a singularidade removivel, o primeiro serd as coordenadas de Eddington-

Finkelstein e o outro as coordenadas de Kruskal-Szekeres.

5.3.1 Coordenadas Eddington-Finkelstein

Nessas coordenadas serd trocada a coordenada temporal £ por uma nova coordenada v
definida por

r
— —1
2M

Esse teorema nao serd demonstrado nesse trabalho mas na referéncia [8] hd uma excelente demonstragao.

t=v—1r—2Mlog (5.55)

1
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Comecando tanto por r < 2M ou r > 2M e transformando ¢t em v, no elemento de linha,
as coordenadas de Eddington-Finkelstein ficam

oM
ds? — — <1 _ T) dv? + 2dvdr + r2(d6® + sin®0d6?) (5.56)

Essa nao é uma nova geometria, é a mesma geometria independente do tempo, e esferica-
mente simétrica, representada pela métrica de Schwarzschild 5.19, e a falta da singularidade
em r = 2M mostra que era apenas uma singularidade nas coordenadas. O elemento de
linha 5.56 servira para descrever a fisica fora, dentro e no raio de Schwarzschild. A nao
existéncia da singularidade em r = 2M mostra que se um observador cair em direcao a
esse raio, nao vera nada de especial no espaco-tempo local. Esse sistema se torna tutil
ao querer estudar o comportamento do colapso gravitacional. Em grandes valores de r a
métrica ird se aproximar da métrica plana, tendo ¢ trocado por v — r, pois o logaritmo em
5.55 se torna negligivel comparado a r. A métrica ndo é diagonal, tendo termos mistos
como ¢, = ¢gry, = 1, pois esse &€ o preco pago por tentar encontrar uma métrica nao
singular fazendo uma conexao entre a fisica em grandes valores e pequenos valores de r. A
métrica nas coordenadas de Schwarzschild e de Eddington-Finkelstein sdo singulares em
r = 0, pois nesse local a curvatura do espago-tempo e as forcas gravitacionais sao infinitas.
Para compreender melhor a forma dessa nova métrica é util construir cones de luz dessa
geometria, entendendo como funcionam os raios de luz radiais. Para isso precisamos das

linhas de mundo para as quais df = d¢ = 0 e ds? = 0. Nesse caso escrevemos 5.56 como

2M
- (1 - ) dv? + 2dvdr = 0 (5.57)

r
Dado que os raios radiais movem se ao longo de curvas onde v = const., de 5.55, vé-se

que para r > 2M os raios de luz estao indo em direcao a singulariedade em r = 0 , pois ¢
aumenta, e r deve decrescer para que v se mantenha constante. Uma outra solugao possivel
é

2M
- (1 - ) dv + 2dr = 0 (5.58)

r

Solucionando a equacio acima para 2. o resultado encontrado é que os raios de luz vao se
dr’

mover em curvas
r
-2 2MI — =1
v (7’ + 0g ’2M

> = const. (5.59)

Quando o raio de luz esta longe do objeto que sera o buraco negro, ou seja r > 2M, o
raio de luz esta saindo, pois segundo a equacao 5.59, t = r + constante como mostra em
5.55. Quando r < 2M os raios estdo entrando pois r diminui para que o v aumente. Ja
em r = 2M os raios de luz serdo estacionarios. A figura 6 é uma representacao de um
diagrama do espaco-tempo para essas coordenadas mostrando as linhas de mundo da
geometria de Schwarzschild, plotadas nas coordenadas de Eddington-Finkelstein. Se os
raios de luz estiverem indo para o infinito em r < 2M eles irdo colapsar na singularidade

em r = (, portanto s6 raios de luz que estejam em r > 2M poderao escapar.
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Figura 6 — Raios de luz em coordenadas de Eddington-Finkelstein
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Fonte: Imagem retirada de [4]

Os outros raios radiais estao se movendo para fora a medida que os valores de r aumentam.
Em contraste, para r < 2M, ambos os raios radiais de luz estdo se movendo para dentro a
medida que os valores de r ficam menores e eventualmente irao chegar na singularidade
em r = 0. Na fronteira de r = 2M ha a separacao das duas regioes, um raio radial se move
para dentro enquanto o outro se mantém estacionario. A superficie em r = 2M divide o
espaco-tempo em duas regides: a regiao fora de r = 2M da qual a luz pode escapar para
infinito e a regiao dentro r = 2M, onde a gravidade é tao forte que nem mesmo a luz pode
escapar. Isto é a definicao caracteristica da geometria de um buraco negro. A superficie em

r = 2M é chamada de horizonte de eventos, ou horizonte do buraco negro.

Esse horizonte estara em r = 2M, sendo uma superficie tridimensional nula, com o vetor
normal na direcao de r e nulo. Uma vez que um observador passe pelo horizonte, nao

ha mais possibilidade de retorno, sendo o horizonte estacionario, nao expandira, e sera
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gerado pelos raios estacionarios. A singularidade » = 0 nao é um lugar no espaco e sim

um instante no tempo

5.3.2 Coordenadas Kruskal-Szekeres

Ha mais um sistema de coordenadas que ira retirar a singularidade de 5.19, mas ela trara
uma perspectiva diferente da fisica no buraco negro de Schwarzschild. Essas coordenadas

serao denotadas por (V,U, 0, ¢), e escrevendo as transformagoes, primeiro para r > 2M,

r 2, t r 2 t
(o & IR R 7 sinh (L 5.60
v (2M 1> emT cosh (4M> v <2M 1) eT sinh (4M> (5.60)

e agora para r < 2M ficara

r \Y2 t r\Y2 . t
v (1 2M> ¢ sinh <4M> v (1 2M> ¢t cosh (4M> (561)
A geometria de Schwarzschild, usando essas coordenadas (trocando ¢ e r por V e U), fica

 32M3
N r

ds?

e~ 20 (—dV? + dU?) + r2(d6? + sin® 0d¢?) (5.62)

Aqui, r é considerado como uma funcao de Ve U, r = r(V,U), definido implicitamente

pela relacao
r ,

1/2
(2M _ 1> e = U2 _ V2 (5.63)
As quais sao derivadas das transformagoes de U e V. A métrica de Kruskal-Szekeres nao ¢é
singular em r = 2M, mostrando de novo que a singularidade na métrica de Schwarzschild
¢ apenas uma singularidade na coordenada. Também ¢é possivel obter um diagrama tipo
cone de luz para representar essa geometria, o diagrama de Kruskal. As linhas com r
constante sdo curvas de constante U? — V2 e por isso hipérboles no plano UV. O valor de

r = 2M corresponde a ambas linhas retas V' = +U. O valor r = 0 corresponde & hipérbole

V=+/U2+1 (5.64)

De maneira similar, as linhas com ¢ constante podem ser colocadas no diagrama de Kruskal

(ver figura 7). Através das transformagoes, encontra para r > 2M

t |4
e parar < 2M
t U
tanh <4M> =v (5.66)

Assim o diagrama fica
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Figura 7 — Diagrama de Kruskal
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Fonte: Imagem retirada de [4]

Linhas com t constante (valor constante de U/V') sdo linhas retas através da origem. O
valor ¢ = 400, corresponde a U = V', em contraste { = —oo corresponde a U = —V. O
valor t = 0 corresponde a linha V =0 parar > 2M e a U =0 para r > 2M. O quadrante
nao pintado do diagrama de Kruskal U > 0, —U <V < U é coberto pelas coordenadas
de Schwarzschild —oo < t < +00, 2M < r < co. A regiao inteira coberta pela coordenada
Eddington-Finkelstein oo < v < 400, 0 < r < 0o ¢ mapeado dentro da parte do diagrama
com V > —U. Essa é a regiao através da qual as linhas de mundo da superficie colapsante
da estrela movem-se , apenas uma parte de fora da superficie da estrela é relevante para o

colapso esférico.

Para todo os valores de (V, U, 6, ¢) a componente gy da métrica é negativa, mas gyy, gag
e gg¢p Sa0 sempre positivas. A direcao ao longo de V' é entao tipo-tempo, e a diregao ao
longo U é sempre tipo-espago. Contrastando isso com as coordenadas de Schwarzschild:
aumentando t é uma direcao tipo-tempo para r > 2M mas um tipo-espago para r < 2M;
aumentando r é uma diregao tipo-espago para r > 2M mas tipo-tempo para r < 2M. Os
raios de luz sao especialmente faceis de analisar nas coordenadas de Kruskal. Raios de luz
radiais movem-se ao longo de curvas nas quais df = d¢ = 0 (radial) e ds* = 0 (nulo). Das

coordenadas de Kruskal, estas sao curvas onde

V = +U =+ const. (5.67)

Os raios de luz radiais se movimentam ao longo de linhas que estao 45° no diagrama de

Kruskal, e os cones de luz em cada ponto no diagrama fazem um angulo de 45° com a



Capitulo 5. Solugdo de Schwarzschild 52

Figura 8 — Linhas de mundo do diagrama de Kruskal
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vertical. As linhas de mundo de particulas sdo tipo-tempo e devem permanecer dentro do
cone de luz, passando através de cada ponto. Linhas de mundo das particulas radiais devem
manter-se dentro das linhas de 45°. Apenas regides sem sombra e levemente sombreadas

no diagrama representam o espago-tempo fora da estrela colapsante.

As propriedades da geometria do buraco negro de Schwarzschild que foram descobertas
nas coordenadas de Eddington-Finkelstein podem ser vistas de uma perspectiva diferente

no diagrama de Kruskal (ver figura 8).

A singularidade em r = 0 é claramente revelada que nao é uma singularidade das
coordenadas, mas sim de origem fisica, sendo uma superficie tipo-espaco. O horizonte em
r = 2M estda a 45° com a linha V' = U, mostrando ser uma superficie gerada pelos raios
de luz radiais, mantendo-se estacionarios em r = 2M. Dentro de r = 2M (acima da linha
V =U), todas as linhas de mundo nulas e do tipo-tempo levam para a singularidade em
r = 0, demonstrando a formacao inevitavel uma vez que a superficie da estrela cruza o
raio de Schwarzschild. Nenhum raio de luz ou linha de mundo tipo-tempo pode escapar de
dentro do horizonte, os eventos 14 dentro se mantém escondidos do observador externo. As
coordenadas de Kruskal revelam mais diretamente as propriedades do buraco negro do que
as coordenadas de Eddington, trazendo representagdes mais uteis da geometria do buraco
negro, embora nao sejam uteis para analisar as érbitas das particulas testes e raios de luz
em grandes distancias desse buraco negro. As coordenadas de Eddington tem a facilidade

de poder trabalhar com elas em analises tanto préximas como longe dos buracos negros.
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6 Ondas Gravitacionais

Nesse capitulo, seréd abordada a solugao usando uma aproximacao na métrica, de maneira
semelhante a utilizada na secdo 4.2, e as referéncias usadas foram [4, 8, 9, 10]. Como visto
no capitulo anterior, resolver as equagoes de Einstein, nao é uma tarefa facil, e simples, pois
lida-se com 10 equacoes diferencias parciais nao lineares, mas uma alternativa é analisar a
solucao da equacao 4.51, para um regime que possa ser quase espaco-tempo plano, para

isso usa-se a equagao 4.53, e lineariza-se ela usando que

Juv = Muw + h,uu (61)
onde 7, ¢ a métrica de Minkowski, a métrica do espaco-tempo plano, e h,, a perturbagao
que serd da ordem de h,, < 1. Essa serd a condicao para que seja possivel linearizar
a equacao 4.51. Assumindo, como no capitulo 4, que estamos longe de qualquer fonte
gravitacional, o campo ¢é fraco e a métrica desviara apenas um pouco da métrica plana - no
Universo é possivel encontrar situagoes semelhantes. Entao, a receita é sempre a mesma,
encontrar os simbolos de Christoffel para essa condig¢ao

1
IV, = §9M(augu/\ + 0902 — OrGuw) (6.2)

Aplicando que g, = N + by € g" = " — h*¥, e substituindo no simbolo de Christoffel

acima, tem-se que,

1
- 5(770)\ - ho)\)(au (77#/\ + hyuny + au(nv/\ + hua) — aA(Thw + h/ﬂ/)) (6.3)
1 )
= 507 @b + By~ Oaly)

O tensor de Ricci ficara, dado que ele pode ser escrito como sendo R, = §7° R0,

1
Ryy = 5000y + 050hip = 00,y — 0, 0,hs) o
- .
= SO o+ ;0,17 , = 3,0,h — Dy,

onde h = n*h,, = h*, e 0 = —9? + V2. Contraindo agora o tensor de Ricci para
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encontrar o escalar de curvatura
4
R=g¢g"R,,

1., . i
= 51" (050,17 o+ 060,17, = 0pOyh — Dhy)

= ;(agauhw + 0,0,h7" — 9,0"h — Oh,y,) (6.5)

1
= 5(0,0,h7 + 0,0,1i" — Th — Oh)

1
= S (B0, h™ + 9y, b — 20h)

resultando em

R = 9,0,k — Oh (6.6)

Agora substituindo tudo nas equagoes de Einstein 4.51, para encontrar quais as equacoes

de campo linearizada, com G =c =1

1
§(ac,ayhff o+ 0,0,h7 , — 9,0,h — Ohyy — 10,000 — Oh) = 87T, 67)

(050,07, + 0,0,k , — 0,0,h — Ohyy — 0, (0,06 — Oh)) = 1677,

Em 6.7, T, € o tensor de energia-momentum calculado na ordem zero em h,,,, com isso a
presenca de matéria pode ser utilizada, mesmo que esteja-se numa métrica quase plana ,
tal que sua magnitude é da mesma ordem da perturbacao, e ele satisfaz a lei de conservacao
ja vista dada por 9,7 = 0. Agora é necessario lidar com o problema da invaridncia de
gauge. Essa questao vira do fato de que ao usarmos a métrica 6.1, nao ¢é especificado qual
sistema de coordenadas é utilizado. Deve haver outro sistema de coordenadas no qual essa
métrica possa ser escrita como a métrica plana, mais uma pequena perturbacao, embora
essa perturbagao seja diferente, e com isso concluimos que essa decomposi¢ao nao é univoca.
Assim, as equagoes de campo nao dardo uma unica solucao: qualquer solucao obtida dessas
equacoes pode gerar novas solugoes através de uma transformagao de coordenadas, essa
caracteristica é assegurada pelo principio da covariancia geral, onde se diz que as leis da

fisica tomam a mesma forma nao importando o sistema de coordenadas.

Precisa-se entao determinar uma transformagao que mantenha h,, univoca, uma possibili-
dade mais geral seria
, —
Ty = T, = Ty + () (6.8)

partindo da lei de transformacao tensorial da métrica

B 51‘; ox!,
G = oz, 8xagpg

entao, h,, pode se transformar da seguinte forma,

h;u/ = h‘,LW - a}t&/ - al/g,u (69)
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onde §, = {,n", a equagao 6.9 é chamada de transformacao de gauge para a gravidade
linearizada. A equacdo 6.7 parece complicada, mas a liberdade de gauge nos ird ajudar a
solucioné-la. Os dois sistemas que serdo discutidos é o gauge harmoénico (semelhante ao

gauge de Lorentz) e o gauge TT. O gauge harmonico serd dado por
9Ty, =0 (6.10)
cujo a forma linearizada pode ser escrita como
1
0"hyy = 58,,h (6.11)

Essa escolha particular de gauge é sempre possivel, pois mesmo que a perturbagao original

h,, nao a obedeca, pode-se usar uma transformacao
h;“/ = h,uu - aufu - aufu

de modo que ela satisfaca 6.11, e realizando a transformacao de coordenada ela seja solugao
de )
0, = 0" hy — 58,, (6.12)

Com o gauge harmonico, é possivel escrever a equacao de Einstein da seguinte forma,

1
O (h/w — 27)Wh> = —167T),, (6.13)

a equacao 6.13 traz a necessidade de introduzir a "perturbacao de trago-reverso", onde

= 1

Py = by — 57],“,h
definindo que h = —h, o gauge harmonico fica entio O*h,, = 0, semelhante ao do
eletromagnetismo (9, A* = 0). Reescrevendo a equacao 6.13 nesse gauge e tomando o

trago-reverso obtemos
Ohy,, = —167T,, (6.14)

que nada mais é do que uma equacao de onda para cada uma das componentes da

perturbacao.

E possivel escrever a equacio 6.13 utilizando um outro gauge, para isso escolhe-se £° tal
que o traco de EW desapareca, ou seja, h = 0. Assim, a perturbacdo do traco reverso e a
perturbacao da métrica coincidem

Py = hyu

Apés, escolhem-se trés funcoes £ tal que h%, impondo isso a condiciao do gauge harmonico,
fica 0°hqg, com hg independente do tempo e correspondente ao potencial Newtoniano da

fonte. Acertando que hgy = 0, tem-se que

hoy=0; —h=0 ; &hy (6.15)
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o qual define o novo gauge, chamado de gauge transverso-sem trago (TT gauge). Estudando
com cuidado as liberdades de gauge, conclui-se de fato que as componentes TT da
perturbacao sao as tnicas a satisfazerem uma equacado de onda, em qualquer sistema de
coordenadas. A métrica nesse gauge é dada como hfg . Esse gauge s6 é possivel no vacuo,
onde

Ohy =0 (6.16)

Caso haja alguma fonte de matéria, é mais 1til o gauge harmonico, tendo a liberdade para

escolher &,, satisfazendo J¢, = 0. A solugao para 6.16, serao ondas planas, onde

hih = eijexp(ik*z,,) (6.17)

onde k* é o quadrivetor de onda, k* = (w/k), onde w é a frequéncia angular da onda,
nesse caso as ondas gravitacionais, e €;; serd o tensor polarizagao da onda. Para ondas
gravitacionais se propagando na direcao z, ao ignorar a parte imaginaria e impondo h;;

simétrico e sem trago, pode-se escrever a seguinte solugao

0 O 0 0
0 hy hy O
hi = 0 h+ ; 0 cos[w(t — 2)] (6.18)
x TRy
0 0 0 0

onde h, e hy sao as amplitudes das ondas gravitacionais em duas polarizagdes. As

componentes 77 de thT , podem ser escritas como
hi" = hief; coslw(t — z)] + hyes cosjw(t — z)] (6.19)

onde

0
;=10 -10 |, (6.20)
0
010
es=1100], (6.21)
000

Agora, veremos o efeito de uma onda gravitacional em uma particula livre em repouso

(1 =0). A equagao da geodésica dessa particula para as coordenadas espaciais é

)

RE - dx® dxP
—_— 4+ ——1] =0 6.22
<d72 thas dr dT) ( )
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os simbolos de Christoffel em o« =0 e § = 0 ficam

1
Lo = 5771“ (Oohyuo + Aohoy — Ouhoo)
. 1. (6.23)
— 80% - iazhgo

como a particula estd em repouso, no gauge TT, I'j, = 0 desaparece. A particula entao
se mantém em repouso (coordenada fixa). Porém, isso ndo deve ser interpretado como
se a passagem das ondas gravitacionais nao tivesse nenhum efeito fixo, ja que em RG a

escolha do sistema de coordenadas é arbitraria. A distancia propria entre duas particulas

que estejam em (29, 0,0) e (—=20,0,0), é L(t) = [*5 \/Gzedx’ = [*5 /1 + hpeda'.

1
L(t) = Ly {1 + §h+ cos wt} (6.24)

ja para particulas em (0, zg,0) e (0, —z0,0)
1
L(t) = Ly [1 - §h+ Cos wt] (6.25)

A distancia prépria entre essas duas particulas muda com o tempo periodicamente e a
variacao ¢ proporciona a amplitude da onda gravitacional. Considerando que haja uma
rotacao de 45°, as expressoes serao entao para a amplitude hy. Por fim, a passagem de
uma onda gravitacional se propagando na dire¢do de um anel de particulas pode ser vista
na Figura 9, onde a primeira polarizacao é para hy e a segunda para hy, mostrando o
comportamento no tempo de massas testes onde as fragoes representam a fracao do periodo

da onda.

Solucionando entao 6.14 para o caso de uma fonte 7),,,, a solucao sera semelhante a encontrar
a solugao para as equacgoes de Maxwell onde [JA* = —4xJ* para o quadripotencial. A

solugao para 6.14 pode ser encontrada usando o método da funcao de Green,

J(t,7) = 4 / S — t_'””y‘y By (6.26)

onde t = z°. A quantidade ¢, =t — |x — y| é chamado de tempo retardado, e o seu uso
¢ devido ao fato de o observador estd distante da fonte, e sua ocorréncia no argumento
de BW implica que a perturbacgao gravitacional se propague com a velocidade da luz no
vacuo. Essa solucao pode ser interpretada como: a pertubagdo no campo gravitacional em
(t,z) é a soma das influéncias da energia e momentum da fonte no ponto (., — y) no
cone de luz no passado. Ao contrario da Mecanica Newtoniana, em que toda dindmica
ocorre instantaneamente, na RG a perturbacao gerada devera levar um certo tempo até

chegar a outro ponto do espaco-tempo.
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Figura 9 — Polariza¢do de uma Onda Gravitacional

A
L

0
Fonte: Imagem retirada de [4]

6.1 Férmula de Quadrupolo

Extrair informacoes sobre a radiacao emitida por uma fonte 7, leva a eliminar a depen-

déncia do tensor de energia-momentum no tempo retardado, e para isso podemos utilizar

uma transformada de Fourier na variavél temporal, para facilitar a solucao da equacgao de

onda. Se Tuu e ﬁuy(w, x) sao respectivamente as transformadas de 7}, e i_LW, reescrevendo
a solucao
h ! / dte™'h,
A € v
M \/ﬂ W
4 , T, —|zr—yl,
:7/dt€zwt/d3y 1% ( |ZE y| y)
|z =y

(6.27)

/dt /d3 e
Ve |l —y| "

zw|x yl
= 4/d3y|x_y|Tyu(w7y)
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Restrigindo agora que a fonte esteja isolada, distante e nao é composta por matéria relati-
vistica, essas aproximacoes serdo adequadas para sistemas que sejam binarios. Colocando
agora o sistema de coordenadas proximo da fonte, é valido trocar |z — y| por r = |z, e

entao é possivel escrever
eiw|m—y| elwr

lz—yl v

Tomando o limite para baixas velocidades onde v < ¢, assume-se que r é praticamente
constante, pois demora muito tempo até que a distancia e o observador tenham alguma

mudanca significativa. Reescrevendo a ultima equacgao 6.27 obtemos
el

- /d?’yTW(w,:v) (6.28)

r

By, =4

Agora é necessario calcular as componentes espaciais de ﬁw,, sendo motivado fisicamente
pelo fato de que 9,7"” = 0, ou seja, ha conservacao de energia, e com isso todas as
integrais sobre 7% sao conservadas e independentes do tempo, ou, de outra maneira, a
transformada de Fourier de 7% com respeito a variavel temporal conterd apenas termos
estaticos (w = 0). Com isso tem-se a parte independente do tempo da métrica, a qual

caracteriza a radiacao que estd contida nas componentes espaciais da perturbacao.

Resolvendo apenas para as componentes espaciais entao,

[ By w,y) = 0y T) — [ dyy 0T) (6.20)
O primeiro termo da integral ird desaparecer pois depende da fonte estar isolada, e o

segundo termo estd relacionado com 7%, uma vez que a lei de conservagao é d,7" = 0.

Quando escrita no espaco de Fourier, fica
ORT™ = iwT (6.30)
Reescrevendo a equacao 6.29,
/dgyfij(w,y) = —iw/d?’y YT
_ _;"U/d3y(yiT0j+ij0i
= =7 [ @l T) — iy @T)
_ }Cﬁ/dsyiyjfoo

Na literatura [8] é comum chamar de "tensor momento de quadrupolo” da distribuicao de

(6.31)

matéria a quantidade
1(t) = / &y T (6.32)
Podendo escrever entao que

— I (6.33)
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e retornando para a dependéncia temporal, a equagao acima fica

2 d?

A equagao acima é chamada férmula de quadrupolo. A onda gravitacional produzida
por um objeto isolado e nao relativistico é portanto proporcional a derivada segunda do

momento de quadrupolo da densidade de energia.

6.2 Energia radiada por uma Onda Gravitacional

A partir da equacao 6.34, que da a amplitude da onda gravitacional longe da fonte de
matéria, usando a definigdo de 6.32, a partir da referéncia [4] . H4 uma expectativa que a
expressao para o fluxo da energia seja quadratico na amplitude da onda. E a luminosidade
Log (poténcia total radiada), na radiagao gravitacional, deve por isso, ser quadratica em
IV ¢ em suas derivadas temporais, sendo uma provavél combincio de I , alternativamente,

pode-se notar que a amplitude de onda em h,,,, é proporcional a I, tendo um fator

2
adicional de w? no fluxo de energia. Log também comporta-se como um escalar sobre
rotacoes e deve ser uma combinacao de 1. Sendo as duas possibilidades possiveis v IZ]
el . Essa combinagio terd que estar fixada pelo fato que nao haja radiacio sendo emitida
de um sistema esfericamente simétrico e por isso nao hé perda de energia. A combinacao
pode ser escrita como

QY =17 — ;5”'1,’: (6.35)
a equacao acima € chamada de tensor reduzido do momento de quadrupolo, o qual desaparece
para simetria esférica ja que é a parte sem trago de 6.32. Lo deve ser portanto proporcional
a Q” Q” A féormula de quadrupolo para a poténcia total radiada média em ondas

gravitacionas é
Loc = g <QUQ ]> (6-36)
a equacao acima ¢é analoga a equacao do eletromagnetismo para a poténcia radiada, embora

no eletromagnetismo seja usado o momento de dipolo. A equacao de quadrupolo pode ser
obtida para um sistema bindrio, onde tem-se as componentes de I¥. Dadas por

Lw = 2M R? cos®(2t) = M R*[1 + cos(2t)],

I, = 2M R?sin(Qt) cos(t) = M R*sin(Qt), (6.37)

I.. = 2M R? sin®(Qt) = M R*[1 — cos(2Qt)]
onde M é a massa do objeto, R o raio da orbita e 2 a frequéncia orbital do objeto, o
traco nesse caso é I¥ = 2M R?, e é independente do tempo, o que faz com que as derivadas
temporais ();; e I;; coincidam. Tomando a terceira derivada temporal de cada componente
I;;, somando seus quadrados e tirando a média num periodo para obter o fator 1/2, o valor
da poténcia radiada é

128
Log = ?MQR“QG (6.38)
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Exemplo 6.2.1 Calculando agora para um caso real a taxa de perda de energia, o qual
rendeu o prémio Nobel em 1993 [11] para Hulse e Taylor, que analisaram um sistema
bindrio chamado PSR B1913 + 16, consistindo de um pulsar e uma estrela de neutrons, e
calcularam a mudanca no periodo da orbita devido a perda de energia emitida pelas ondas
gravitacionais. Na aprorimacio Newtoniana adequada para um sistema nao relativistico, a

energia serd

N2 IR Ve
Fvews = 2 <2MV ) -5 (6.39)

onde V' € a velocidade orbital. Usando a lei de Newton, com P sendo o periodo, obtemos:

v:_1 (27?3)2 - M (6.40)

R R\ P 2R)?2

para relacionar V- com R e a lei de Kepler para um sistema bindrio

o) (32

402 1672

2
7

para qual Q = =%, a qual ird relacionar R com P, a energia para a aprorimagao Newtoniana

fica
(6.42)

ENewt = T 5 =

M?2 1M <4WM>2/3
AR 4

P
O sinal negativo na equagdo acima é devido ao fato de que as orbitas estao ligadas. A
medida que a energia diminui, o periodo também sofrerd uma reducao. Quanto menor o
valor do periodo mais negativa é a energia. Diferenciando a equacao acima com respeito a

variavél t e igualando ao valor de 6.38 (colocando a equag¢do em termos de P).

dENewt
dt

= —Log (6.43)

¢ possivel encontrar a sequinte equagdo para a taza de queda no periodo (P):

P 96 2 M\ °/3
— = oyl () 44
dt 5 P (6.44)
melhorando a equacdo acima
P M\
ar _ —3.4x 107" ( ~ ) (6.45)
dt Me

Para o sistema bindrio que rendeu o prémio Nobel, o qual tem massas aprorimadamente

de 1.4Mg, e um periodo de 7.75h, o valor teorico encontrado € de

dP
o~ 22X 1075 /s (6.46)
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Figura 10 — Sistema Binario PSR B1913+16
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Fonte: Imagem retirada de [4]

Os valores medidos pelo radio telescopio de Arecibo durante trés décadas mostram que
o valor é de —2.422 £ 0.006 x 1072, lembrando que foi considerado que a orbita desse
sistema seja circular, o que jd demonstra uma alta proximidade dos valores. Ao considerar
0s calculos sequndo [10] para uma drbita eliptica, o valor para a taxa de decrescimento do
periodo desse sistema seria de ~ —2.4 x 1072, o qual se aprozima ainda mais do valor
medido. Na figura 10 sdo mostrados os valores medidos ao longo dos anos do decrescimento

do periodo e a curva teorica dada pela RG.
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6.3 Deteccao das Ondas Gravitacionais

Nos capitulos anteriores foram apresentados como as ondas gravitacionais sao geradas, a
solucao para a gravidade linearizada e a energia que ela pode irradiar. Mas como ¢é possivel
detectar essas ondas gravitacionais, que foram emitidas tao distantes de observadores
aqui na Terra? No exemplo acima foi analisada indiretamente a producao de ondas
gravitacionais, mas a questao ¢ detecta-las diretamente, e em 2016, através do experimento
LIGO, isso foi possivel. Nesse trabalho serd apresentado de maneira introdutoéria como
foi possivel determinar diretamente a presenca das ondas gravitacionais sendo emitidas
por um sistema binario de buracos negros coalescendo. Antes é preciso estimar alguns
parametros para obter algumas ordens de grandezas necessarias para saber com que
precisao esse experimento precisa ser construido. Os parametros serao a massa do objeto
(M) ou do sistema, o raio da érbita (R), r a distancia desse objeto ou sistema até a Terra
(laboratério), Ry o raio de Schwarzschild e 2 a frequéncia orbital . A frequéncia desse

objeto e consequetemente da onda produzida é aproximadamente

Q  cR?
essa onda deve ter uma amplitude da ordem de
R

Aplicando estas aproximagoes para um par de buracos negros colidindo, tomando que
tenham massas iguais e sejam da ordem de 10M, estejam a uma distancia de 100Mpc, e

separados por uma distancia que seja de 10R,. Entao,

R, ~ 10*m
R ~ 10°m (6.49)

r~ 10%m

A frequéncia dessa onda gravitacional produzida, serd da ordem de f ~ 102Hz para um
observador aqui na Terra, ja a amplitude da onda que é encontada através de 6.34 ¢é da
ordem de h ~ 1072!. Para detectar esse sistema seria necessario um experimento que
detectasse valores proximos ou menores que esses valores. Nas referéncias [7, 9, 12] sao
apresentados alguns possiveis experimentos, sendo que [9] traz a maior quantidade, apesar
de nao comentar sobre o experimento com o interferémetro. Ja [7] e [12] sdo livros mais

atuais, e citam o interferometro.

O interferometro consiste em medir a mudanca relativa entre a distancia de dois feixes
de laser que percorrem diferentes caminhos. Na figura 11 tem-se um esquema de como
¢ a montagem do interferometro. Ele consiste de um laser que irda enviar um feixe até

um separador, que ird dividir o feixe em dois, que seguirdo caminhos diferentes, um



Capitulo 6. Ondas Gravitacionais 64

perpendicular ao outro. Ao final eles irdo alcancar dois espelhos, que irao refleti-los de volta
ao espalhador, onde irdo se recombinar novamente e serem analisados por um fotodetector.
No fotodetector sera analisada alguma diferenca no padrao de interferéncia formado.
Caso alguma onda gravitacional tenha passado durante o caminho do laser, havera um
deslocamento no padrao de interferéncia. De uma maneira mais fisica, a onda gravitacional

ird alterar as particulas testes como na figura 9, e a energia da onda gravitacional sera

absorvida por elas.

Figura 11 — Esquema de configuracao do LIGO
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Fonte: Imagem retirada de [7]
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A mudanca relativa no caminho do feixa sera dada por

AL
7~

A diferenca sofrida no comprimento do braco do interferdmetro induzira uma mudanca de
fase. Segundo [12] a mudanga esperada com uma onda de magnitude h ~ 1072!, com um
o feixe de laser percorrendo um comprimento de L = 1km, é de AL ~ 107¥m. Caso o
laser tenha um comprimento de onda A = 1.064nm as franjas formadas terao uma pequena
fracio de AL/\ ~ 1072, Como efeito de comparagiao em como esse valor é realmente
pequeno, o valor de A é menor do que o raio de Bohr, que é de 5.29 x 10~ m. A deteccao
de ondas gravitacionais exige grande esforco e avanco cientifico, e levou cerca de 100 anos

apés a publicacao da RG para que fosse possivel ter uma deteccao direta de tal evento.
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7 Conclusao

O objetivo principal desse trabalho foi dar uma visao mais aprofundada de uma das
areas mais belas da fisica a RG, a qual nao é vista num curso de graduacao com tanta
profundidade. Primeiro foi obtida a equacao de Einstein, que descreve como o espago-tempo
se comportard na presenca de fontes de matéria e energia, e como essas fontes irao se
comportar num espago que seja curvo. Vimos também como o tempo e distancia sao
medidos ao redor de um objeto massivo, e como as trajetorias das particulas podem ser

afetadas pela sua presenca.

Depois, como toda a equacao na fisica, busca-se uma solu¢ao, sendo a primeira a solugao de
Schwarzschild, que traz uma correcao para o problema do periélio da érbita de Mercirio que
a gravitacao newtoniana nao conseguia resolver. Através dessa solucao, é possivel descrever
um objeto do qual nem mesmo a luz escaparia, sendo ele o buraco negro, um objeto que
tem uma singularidade de coordenadas (horizonte de eventos) e uma singularidade fisica,

mostrada através das coordenadas de Kruskal.

Por fim, fizemos o estudo da linearizacao da equacao de Einstein, que traz uma aproximagcao
para a equacao e a possibilidade da existéncia de ondas gravitacionais geradas por objetos

massivos e que percorrem todo o espaco-tempo, sendo detectadas diretamente em 2015.

Com tudo isso, foi possivel uma melhor compreensao da RG e de duas solugoes importantes
e ainda muito usadas na fisica atual, possibilitando uma compreensao mais cuidadosa de
um assunto extremamente complexo, mas muito belo. Faz-se mencao que os estudos nao
podem parar apenas nisso, ja que ¢ uma area muito densa com intimeros resultados que
precisam ser melhor estudados e mais aprofundados, como o aprofundamento do estudo
das ondas gravitacionais, a equacgao TOV, as outras métricas que descrevem melhor os

buracos negros reais, e as outras formulacoes da equacao de Einstein.

De forma geral, também salienta-se as boas referéncias para o entendimento de tal area. Por
fim, fica a motivagdo de nao parar de estudar fisica, e nem deixar de querer compreender

mais e mais essa tao bela ciéncia.
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