UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA

Testes Multiplos para Comparacao de Grupos de
Dados Funcionais

Vinicius Santos de Oliveira

Trabalho de Conclusao de Curso






UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA

Testes Multiplos para Comparacao de Grupos de Dados
Funcionais

Vinicius Santos de Oliveira
Orientador: Marcio Luis Lanfredi Viola

Coorientador: Luis Ernesto Bueno Salasar

Trabalho de Conclusao de Curso a ser
apresentado como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de Bacharel em

Estatistica.

Sao Carlos

28 de margo de 2023






Vinicius Santos de Oliveira

Testes Multiplos para Comparacao de Grupos de Dados
Funcionais

Este exemplar corresponde a redacao final do
trabalho de conclusao de curso devidamente
corrigido e defendido por Vinicius Santos de

Oliveira e aprovado pela banca examinadora.

Aprovado em 28 de margo de 2023.

Banca Examinadora

Marcio Luis Lanfredi Viola (Orientador)

Luis Ernesto Bueno Salasar (Coorientador)

Andressa Cerqueira

Marcio Alves Diniz






Resumo

O registro do movimento humano é requisito essencial para estudos que buscam com-
preender o movimento normal e alterado para a proposi¢ao de programas preventivos ou
de reabilitacao das alteracoes do movimento. Em estudos biomecanicos, é comum a analise
do movimento humano a partir de dados angulares de articulagoes que sao registrados ao
longo do tempo. Geralmente, a andlise ¢é realizada a partir do registro dos angulos forma-
dos por uma articula¢do durante uma passada (ciclo), que é o movimento realizado pela
articulagao entre dois toques consecutivos do calcanhar no solo. O intuito de investigar o
equilibrio muscular entre as pernas esquerda e a direita de uma pessoa a partir da analise
das curvas de flexao-extensao obtidas por um mesmo individuo, isto é, o interesse é de-
cidir se hé diferenca entre as distribui¢oes dos dados funcionais dos dois grupos: curvas
de flexao-extensao da perna esquerda e perna direita. Para isto, aplicamos a metodologia
de testes miultiplos com enfoque no p-valor ajustado, que permite o controle adequado
da taxa de erro familiar. Especificamente, os procedimentos de Bonferroni e de Holm
foram utilizados. Obteve-se um ganho relevante na diminui¢do da uniao dos intervalos
que representam as areas de rejeicao da igualdade dos lados (perna esquerda e direita do
mesmo individuo), quando aplicamos uma corregao, pois uma abordagem multipla é mais
coerente para abordar esse problema, ja que uma abordagem usual costuma ser muito
conservadora. Em particular, aplicando os métodos de Bonferroni e de Holm, obteve-se,
respectivamente, uma reducao de até 35% e 34% na fracao do intervalo que representa as
regioes de rejeicao de igualdade entre os lados em comparacao ao método sem aplicagao

de nenhuma corregao.

Palavras-chave: Dados Funcionais, Testes maltiplos, Erro do tipo I familiar, Marcha
humana, P-valor Ajustado, Principio de Fechamento, Procedimento de Bolferroni, Pro-

cedimento de Holm.
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Capitulo 1

Introducao

O registro do movimento humano é requisito essencial para estudos que busquem
compreender o movimento normal e alterado (Ball and Johnson, 1996; Bulgheroni et al.,
1997), e para a proposicao de programas preventivos ou de reabilitacao das alteragoes do
movimento.

Em estudos biomecanicos, é comum a analise do movimento humano a partir de dados
angulares de articulagoes que sao registrados ao longo do tempo. Em particular, o joelho é
uma das articulacoes de maior interesse na area clinica, devido a alta prevaléncia de lesoes
desta articulagao na populacao. Em geral, a analise é realizada a partir do registro dos
angulos formados por esta articulagdo durante uma passada (ciclo), que é o movimento
realizado pela articulagao entre dois toques consecutivos do calcanhar no solo. Durante
o movimento do corpo, sao definidos 3 planos relativos ao corpo humano: plano sagital,
plano frontal e plano transversal, conforme ilustra a Figura 1.1. Relativamente a cada um
destes planos, sdo determinados os seguintes angulos de rotacao: flexdo-extensao (relativo
ao plano sagital), varo-valgo (relativo ao plano frontal) e rotagao interna-externa (relativo
ao plano transversal).

Os angulos de rotagao descritos sao determinados pelo angulo entre dois vetores: um
da coxa e outro da perna. Em nosso estudo, o vetor da coxa foi determinado pelos pontos
epicondilo lateral do fémur e trocanter maior do fémur, enquanto o vetor da perna foi
determinado pelos pontos maléolo lateral e cabeca da fibula, conforme Figura 1.2.

Ao projetar estes vetores nos respectivos planos de movimento, obtemos os respectivos
angulos de rotacao, que vao formar as curvas associadas ao movimento para cada uma
das passadas. A Figura 1.3 ilustra exemplos de curvas de flexao-extensao para diferentes

passadas de um individuo.
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Figura 1.1: Planos de referéncia do corpo humano.
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Figura 1.2: Ilustragao dos vetores da coxa e da perna.
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Figura 1.3: Curvas de Flexao-extensao do joelho padronizadas pela propor¢ao de tempo
decorrido para completar um ciclo.

O angulo de flexao-extensao é aquele que possui um padrao mais bem definido e serd
o foco deste trabalho.

Abordamos este problema pela metodologia estatistica de testes multiplos, uma vez
que temos diferentes grupos (passadas). Cada uma das passadas é representada por uma
curva e queremos descobrir se existe diferenca entre elas. Caso exista, queremos descobrir
em quais instantes de tempo a diferenga ocorre.

No contexto em que multiplos testes de hipoteses sao realizados, é importante con-
siderar métodos que controlem conjuntamente o erro do tipo I, isto é, a probabilidade
de se rejeitar erroneamente alguma hipdétese nula verdadeira. Uma das maneiras mais
utilizada para correcao de multiplicidade é o método de Bonferroni, que consiste em tes-
tar cada uma das n hipdteses individualmente com nivel de significancia a/n. Com este
método, o erro do tipo I, para a familia de testes, é controlado em «. No entanto, este
método é demasiadamente conservador, isto é, a regiao critica é muito restrita quando n
é grande. Para diminuir este problema, diversos outros procedimentos foram propostos
na literatura, entre eles podemos citar o procedimento de Holm (1979).

Em geral, para testar multiplas hipéteses, ¢ comum a consideragao de p-valores ajus-
tados, os quais permitem o controle adequado do erro do tipo I por meio da taxa de erro
familiar.

Neste trabalho, fizemos uma revisao bibliografica abordando os procedimentos de Bol-
ferroni e de Holm, além de métodos de reamostragem para a obtencao de p-valores ajus-

tados (Westfall and Young, 1993). Além disso, os procedimentos de Bolferroni e de Holm



foram aplicados no problema de comparacao da distribuicao de duas amostras de dados
funcionais.

O problema de comparacao de duas amostras de dados funcionais tem sido extensi-
vamente estudado na literatura estatistica (Zhang, 2013; Cuevas et al., 2004; Hall and
Tajvidi, 2002). No entanto, o estudo de testes multiplos, neste contexto, é mais recente

(Pini and Vantini, 2016, 2017; Vsevolozhskaya et al., 2014).

1.1 Objetivos

Este trabalho foi concebido com o intuito de investigar o equilibrio muscular entre
as pernas dominante e nao dominante de uma pessoa a partir da analise das curvas de
flexao-extensao obtidas por um mesmo individuo. Em termos estatisticos, o interesse é
decidir se ha diferenca entre as distribui¢oes dos dados funcionais dos dois grupos: curvas
de flexao-extensao da perna esquerda e perna direita. Caso a conclusao seja de que ha
diferenca estatisticamente significativa entre os grupos, é importante avaliar em quais
instantes da marcha esta diferenca é significativa. A determinacao destes instantes em
que os lados tem diferenca significativa traz informacgoes clinicas importantes a respeito

da assimetria para a articulacao do joelho do paciente.



Capitulo 2

Representacao de Dados Funcionais

A area de pesquisa denominada de “Dados Funcionais” tem recebido grande atengao
da comunidade estatistica nas ultimas décadas devido ao surgimento de equipamentos
de medicao modernos que permitem o registro de dados com frequéncia muito alta, de
forma quase continua ao longo do tempo. De maneira geral, podemos dizer que estamos
lidando com dados funcionais quando a unidade observacional de um experimento pode
ser representada por uma funcao. Em geral, esta fungao estd relacionada a medicao de
uma variavel (ou vdrias) ao longo do tempo.

Embora exista uma funcao subjacente associada a cada unidade observacional, os
dados coletados sao sempre registrados de forma discretizada. Para construir o elo entre os
dados discretizados e suas versoes funcionais, é comum empregarmos técnicas estatisticas
chamadas de suavizacao, que é uma etapa preliminar a analise estatistica inferencial.

Entre as diferentes técnicas de suavizacao que podem ser empregadas, as mais comuns
adotam uma base ortogonal de funcoes, que teoricamente sao capazes de representar
uma ampla gama de fungdes a partir de uma sequéncia de nimeros reais (coeficientes).
Algumas escolhas comuns para as bases de funcao sao a base de Fourier, B-splines, bases
polinomiais e bases wavelet. A base de Fourier é uma das escolhas mais populares quando
se tem fungoes periddicas, que é o caso do conjunto de dados que consideramos neste
trabalho.

O restante deste capitulo esta organizado como segue. Na Secao 2.1 apresentamos
os elementos bésicos do espaco de funcoes L? com enfoque na definicdo de uma base
ortonormal. Na Secao 2.2 apresentamos a base ortogonal de Fourier e, finalmente, na
Secao 2.3 apresentamos o método de suavizacao de minimos quadrados para conversao

dos dados discretizados em dados funcionais.



2.1 Espago de fungoes L*([0,1])

Para nossos propdsitos, consideramos um dado funcional como uma funcao x : [0, 1] —

R. Mais especificamente, suponha que os dados funcionais pertencam ao espaco

L¥([0,1]) = {x :0,1] — R, /1m2(t) dt < +oo},

isto é, o espaco das funcgoes quadrado integraveis.
O espago de fungoes L?([0,1]) é um espago vetorial real em que a soma de fungoes e
o produto por escalar real sao definidos de maneira usual. Para este espaco, em geral,

define-se o seguinte produto interno

(x,y) = /0 x(t) y(t)dt, z,y € L*([0,1]). (2.1)

A partir da nogao de produto interno, definimos o conceito de ortogonalidade entre
fungoes: x e y s@o ditas ortogonais se (x,y) = 0. De forma mais geral, diremos que um
subconjunto X, X C L*([0,1]), é ortogonal caso (z,xs) = 0 para quaisquer 1,79 € X,
T # Xa.

Da defini¢ao de produto interno, dada por (2.1), derivam-se a seguinte norma || - || e

distancia d(-, -) induzida:

o]l = / £(t)2dt, v € I2([0, 1))

d(x,y) = \//0 [(t) — y(t)]?dt, z,y € L*([0,1)).

A seguinte definicao estabelece o importante conceito de sistema ortogonal.

Definicao 2.2 Uma sequéncia (¢;)j50 = (o, ¢1,---.) em L*([0,1]) € chamada de sistema

ortogonal se

(i, p5) =0, para todo i # j.

Se, além disso, ||p;|| = 1 para todo j > 0, dizemos que (¢;)j>0 forma um sistema orto-

normal.

A nocao de sistema ortonormal é fundamental para representacao de funcoes em

L*(]0,1]) de maneira mais simples, possuindo uma analogia direta com os sistemas orto-



normais euclidianos.

Definigao 2.3 Um sistema ortonormal (¢;)j>0 € chamado de base ortonormal se para

cada f € L?([0,1]) e € > 0, existirem mimeros reais ¢y, cy,. .., C, Teais tais que

<e

Hf - e
=0

A Definicao 2.3 nos diz que é possivel obter uma aproximacao de uma funcao f de
L%([0,1]) tao boa quanto se queira a partir de uma combinagao linear das n primeiras

funcoes base.

2.2 Base Ortonormal de Fourier

No caso em que os dados sao peridédicos, é comum se escolher a base ortonormal de

Fourier (¢;);>0, que é dada por

QD[)(t) = 1,
©aj1(t) == V2 sen(2mjt), j=1,2,...,
©2;(t) := V2 cos(2mjt), j=1,2,...,

em que t € [0,1].
Um elemento f € L?([0,1]) é representado de maneira tnica a partir do sistema

ortonormal de Fourier pela sequéncia de seus coeficientes de Fourier, isto é,
f(t):ZCjQOj(t), te [071]7
j=0

em que os ¢;’s sao chamados de coeficientes de Fourier e podem ser obtidos a partir da
relacao

Cj:<f790j>7 ]ZO

Como f € L*([0,1]), temos que || f||* = (f, f) < +00. Pode-se mostrar que

o0

(f.f)=) ¢ < +c.

J=0

Com isso, existe uma correspondéncia um a um entre os elementos do espago L*([0, 1])



e os elementos do espago [?, espago das sequéncias (¢;);>1 que sao quadrado somdveis,
isto é,
o

Zc? < +00.

j=0

Portanto, podemos representar cada funcao de L?([0,1]) a partir de seus coeficientes
de Fourier. Consequentemente, a modelagem probabilistica do espago L?([0, 1]) pode ser

induzida a partir de um modelo probabilistico no espaco das sequéncias de [2.

2.3 Suavizacao de Dados Funcionais

Embora estejamos supondo que um elemento de L*([0, 1]) seja observado, na verdade,

0 que se observa é um conjunto de m pontos discretos (dados brutos)

D={(ti,y;) €[0,1] xR: t; #t;parai#£j, i=1,...,m}.

A conversao de dados brutos D em um elemento de L%([0, 1]) é chamada de suavizagao.
Neste trabalho, suavizamos os dados considerando a sequéncia ortonormal de Fourier a

partir do método de minimos quadrados, que descrevemos a seguir.

Dada uma funcdo f € L2([0,1]), definimos f uma aproximacéo de f, usando os pri-

meiros (2J + 1) elementos da base de Fourier, como

f(t> = ch ij(t)’ te [07 1]7 (2'4)

em que os ¢;’s sao os coeficientes de Fourier e J > 1 uma constante inteira.

O valor de J determina o grau de suavidade da funcao f, sendo que valores pequenos
de J implicam em maior suavidade, enquanto valores grandes em menor suavidade. Em-
bora a escolha de um valor adequado para J seja de extrema importancia para uma boa

representacao dos dados, neste trabalho nao discutimos métodos para fazer tal escolha.

Os coeficientes ¢;’s dados em (2.4) s@o obtidos pela minimizacao da seguinte soma de



quadrados:
m - 2
SQE(e) = Y [ — f(t0)]
k=1
m 2J 9
= Z [yk - C]@J(tk)]
k=1 =0
= (y—Xc)T(y—Xc), (2.5)
em que
yT = (y17 Y2, ... 7ym) 1xm;
CT = (007 C1,Co - .. 7CQJ) 1x(2J41)>
e
eo(t1)  wiltt) @at) -+ o pay(th)
X wo(t2) wilta) @alta) -+ -+ pas(ta)
i eoltm) @w1ltm) @altm) - - p2s(tm) 1 @it

A partir da expressao matricial dada em (2.5), segue que um ponto critico da funcao

SQE(c) deve satisfazer (equagbes normais)

(XTX)c = XTy.

Se a matriz X tiver posto completo, X?X ¢ inversivel. Portanto, o vetor € de coefici-

entes que minimiza SQF(c) é dado por
¢ = (X"X)'X"y. (2.6)

O processo de suavizagao de N conjuntos de dados brutos Dy, Dy, ..., Dy, temos n

observagoes para cada individuo, consiste na aplicagao de (2.6) a cada um destes conjuntos

de dados e pode ser representado pelo seguinte esquema:
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_ 1 .1 1 2J+1
Dy, — ¢ = (¢,cp,...,055) €ER

_ 2 2 2 2J+1
DQ — Cg - (607017"-762J)€]R M

_ N _N N 2J+1

2.4 Analise Descritiva para dois grupos de Dados

Funcionais

Agora apresentamos as ferramentas para analise descritiva dos dados. Em particular,
definimos a média e variancia amostrais funcional e construimos uma regiao empirica que
contém 95% das observagoes funcionais, que seréa chamada de box-plot funcional.

Primeiramente, considere dois processos estocasticos independentes X7 = {X;(t) : t €

[0,1]} e Xo = {Xs(¢) : t € [0,1]} com médias funcionais dadas por

Ml(t) = E[Xl(t)]v le [07 1]7
pa(t) = E[Xo(8)],  t€0,1],

e variancias funcionais dadas por

o1 (t) = Var[X;(t)], t €[0,1],
o3 (t) = Var[X,(t)], teo,1].

Além disso, definimos as médias e variancias funcionais para a diferenga {X5(t) —

Xi(t) : t €[0,1]} como

pp(t) = po(t) — m(t),  t€l0,1],

oh(t) = a2 (t) + o3 (t), teo,1].

Em seguida, considere duas amostras de dados funcionais independentes
Lid
Xl 17X1,27 s aXl,m ~ X17

iid
X217X227‘ N 7X2,TL ~ XQ-



A partir destas amostras, definimos suas médias amostrais como
Y(t)—lzm:X (t) t €[0,1]
1 - m - 12 ) ) )
— 1 —
Xo(t) = - > Xoit), telo1],
j=1

e as variancias amostrais nao viesadas como

1 m

S2(t) = — Z (X)) =X (0)]*,  telo,1],
S3(1) = - ! > i) - %], e o)

Com isso, definimos os estimadores para as médias funcionais i, e fio

fi(t) = X1 (),

fia(t) = X(t),

Como as amostras sao independentes, para cada t € [0, 1] temos que

Var [X,(t) — X1 (t)] = Var [X,(t)] + Var [X(t)]

1 1 & _
== ;Var Xz,j(t)] + — z‘ZI:Var [Xm-(t)]

1, I,
= — t — t
n%( ) + m01< ),

a qual é estimada por

S2(t) = Var [X,(t) — X:(t)]
_ 15‘22(t)+%512(t), teo,1].

n

11
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2.4.1 Regioes de Confianga Empiricas Ponto a ponto
Para amostra funcional X1, X;, ..., X; n,, em que i = 1,2 (grupo), Ny = m, Ny = n,

definimos o quantil «, 0 < a < 1, ponto a ponto, como

¢i(t; ) = inf {(L’ : % ZI(_OO’QE](X@k(t)) > a} , t €0,1],

v k=1

em que ¢t =1, 2.
A regiao de confianga empirica (1 — «), 0 < o < 1, ponto a ponto para a amostra
Xi1, Xio,...,X;n, ¢ aregido R;(1—a) delimitada pelos quantis funcionais ponto-a-ponto

af2el— /2, isto é,
Ri(1—a)={(t,z) € [0,1] x R:g(t;a/2) <z < qi(t;1 —a/2)},

em que ¢t =1, 2.
O conceito de regioes de confianca ponto-a-ponto ¢é utilizado para realizar a estatistica

descritiva dos dados observados.

2.4.2 Regioes de Confianga para Diferenca entre Amostras

Novamente, considere duas amostras independentes,

dos processos X7 = {X;(t) : t € [0,1]} e Xo = {X,(t) : t € [0,1]}.

Para termos ideia da variabilidade em torno de jip, definimos a regiao
Rp(k) = {(t,) € [0,1] x R : ip(t) — kSp(t) <y < fin(t) + kSp(1), ¢ € [0,1]},

em que Sp(t) = /S%(¢), t € [0,1].



Capitulo 3

Testes de igualdade de Distribuicao
entre dois grupos de Dados

Funcionais

Considerando os processos independentes X; = {X;(t) : t € [0,1]} e Xy = {Xs(1) :

t € [0, 1]}, o objetivo deste capitulo é apresentar uma regra de decisdo para a hipdtese
HI: X (t) 2 Xo(t), para todo t € I,

em que [ C [0,1]. O simbolo 2 significa que as duas variaveis aleatérias em questao tém
a mesma distribui¢ao de probabilidade. Portanto, a hipétese HJ ¢é véalida se os processos

X1 e Xy possuem a mesma distribuicao em todo o intervalo I.

A decisdo sobre a rejeicao de H{ é obtida a partir de uma estatistica de teste apropriada

baseada em duas amostras independentes

iid

Xl 1>X1,27 s 7X1,m ~ X17

iid
X217X227’ H 7X2,TL ~ XQ'

As estatisticas de testes adotadas dependem da nocao de distancia entre funcoes em
uma regiao. Tres diferentes distancias sao apresentadas na Secao 3.1, enquanto que na

Secao 3.2 apresentamos a estatistica de teste considerada neste trabalho.
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3.1 Distancias entre funcoes

Primeiramente, considere o espago vetorial real V(I) = {z : I — R} dotado das
operagoes usuais de soma de fungoes e produto por escalar, I C [0,1]. Com relagao a este

espagco, consideramos as seguintes distancias entre funcoes

d{ Il,l'g |]| /|ZE1 |dt
7 1 2
Bona) = o / (21(t) — wa(t))? dt,
I

di(z1, m2) = sup |1 (t) — z2(t)],
tel

em que x1,x2 € V(I), |I| é o comprimento do conjunto I C [0,1]. Observe que estas
distancias desconsideram o comportamento das fungoes x; e x5 fora do intervalo I, o que
estd em acordo com o objetivo de testar a hipétese H!. Além disso, as distancias dJI- ,

j =1,2,3, satisfazem as seguintes propriedades basicas:
(i) di(x1,22) > 0, para todo x1, 2, € V(I);

(if) d!

(1, 72) = 0 se, e somente se, 1,(t) = x3(t) para todo t € I;

(ili) df(z1, ) = d}(z2,21) para todo z1, x5 € V(I);
(1v) d!(ar,25) < d (21, 22) + d! (g, 23) para quaisquer 21, 29,75 € V(I).

Observe que a distancia d!, em uma regidao I = I} U I, com I; N I, = (), satisfaz

d (21, 22) u|/|x1 ()| dt
I {/ 22(8) = 2lt >\dt+/12 [21(t) —xz(t)|dt}
iy L gy
|I|d (21, 29) + |]|d (21, x2).

Analogamente, a distancia dé, em uma regiao I = I; U I, com I; N I, = (), também

satisfaz
|11
1]

| 15|

i o)

dé(ﬂvla%) dh( 175152)
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Por outro lado, a distancia dé, para I = I, U I, I, N I, = (), satisfaz

dé(xl,xg) = sup |z (t) — xo(?)|
tel

= max {Sup |z1(t) — x2(t)|, sup |z1(t) — $2(t)|}

tely tely

= max {d}' (z1,22), d3 (v1,72) } .

Concluimos por indugao finita que se I = I U... U1, com I;N1; = (), para todo i # 7,

entao

1,

Borey) = Wb o + e+ Bdbem), @)
1,

difenan) = DLt oy o) ¢ Blat ey a4 b, 0y (32
7 7 7

di(z1,22) = max {d5! (z1,22), d3 (71, 22), . .., dY (21, 22) } . (3.3)

3.2 Estatistica da Energia

Székely et al. (2004) propdem uma estatistica de teste para comparagao entre duas
populagoes baseado na nogao de e-distancia. Considerando d(-,-) uma distancia sobre
RE F) e Fy fungoes de distribuicao sobre RE, K € N, tais que E[d(X1,0)] < +oo e
E[d(X3,0)] < 400, em que X; ~ Fy e Xy ~ Fy, a e-distancia e(F}, Fy) é definida como

e(Fy, Fy) = 2B[d(X,, X2)] — E[d(X1, X])] — E[d(Xa, X)), (3.4)

em que X1, X| ~ Fi, Xy, X, ~ F5, sendo que X1, X|, X, X} sao vetores aleatérios inde-

pendentes. A e-distancia satisfaz:

(i) e(F, Fy) > 0 para todo Fi, Fy;

(i) e(Fy, Fp) = e(Fy, Fy) para todo Fi, Fy;
(iii) e(Fy, F») = 0 se, e somente se, F} = Fy.

Considerando duas amostras observadas e independentes de X; e X5 dadas por

11,2125+ -5 T1,m,

21,222, --,T2n,
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e as distancias di,d} e di, definidas anteriormente, obtemos as estatisticas T}, TY e T},

como versoes amostrais da e-distancia (3.4), a partir de

n

1 m m 1 n
ka = mm—|— - (nm Zde (21,4, 22,5) e sz (21,3, _ﬁ ; - d£($2,ivm27j)>>

i=1 j=1 i=1 j=1
(3.5)

em que k= 1,2,3.
Portanto, segue das relagoes (3.1) e (3.2) e da definigao da estatistica T}, dada em

(3.5), quese I =1, U...UI, com I[; N I; = (), para todo i # j, entao

I n
’ 1’Th+uTI2+...+| ’TIT

TI
TR o 1]

para k =1,2.

3.3 Regra de Decisao

Uma das formas de analisar a conclusao de um teste de hipoteses é reportar qual o
nivel de significancia o adotado e a decisao tomada de se rejeitar ou nao a hipdtese nula
(Hyp). Se optamos pela rejeicao de Hy, teremos maior seguranca que a decisao tomada foi
correta quanto menor for o valor de o adotado. Uma das formas de se relatar a conclusao
de um teste de hipdtese é apresentar o valor observado de uma estatistica conhecida como
p-valor (Casella and Berger, 2002), que definimos a seguir para o problema de comparagao
de 2 grupos de dados funcionais, em que F' é a distribuicao associada a X; (amostra do

grupo 1) e G a distribuic¢ao associada a X5 (amostra do grupo 2).

Defini¢ao 3.6 Uma estatistica p(X1, X3) € um p-valor se, para quaisquer F,G tais que
F =G (sob Hy), tivermos

IP’(p(Xl,XQ) §a|F,G) < a, para todo 0 < a < 1.

Observe que um teste com nivel de significancia o pode ser obtido em func¢ao de um
p-valor p(x1,x9) ao se rejeitar Hy se, e somente se, p(Xi, Xs) < «, 0 < a < 1. Desta
forma, para que a anélise estatistica esteja completa basta que o estatistico relate o valor
observado p(z1,z3), deixando a cargo de cada pesquisador a escolha do valor de a que

julgar mais apropriado.
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Em geral, um p-valor é obtido a partir de uma estatistica T'(X7, X5) € R, que repre-
senta a discrepancia contida nos dados contra a hipétese nula Hy. O Teorema 3.7 apresenta

uma forma usual de obtenc¢ao de um p-valor associado a uma estatistica T'( X7, X»).

Teorema 3.7 Para cada vetor amostral observado (xy1,x5), definimos

p(r1,2) =  sup P(T(Xl,XQ) > T(x1,29) | F, G). (3.8)
F.G: F=G

A estatistica p(X1, X2) € um p-valor.

Prova Ver Casella and Berger (2002). =

Para a utilizacao do resultado dado no Teorema 3.7 é necessario que se saiba qual é a
distribuigao da estatistica T'(X;, X3) sob Hy. No entanto, no contexto nao paramétrico,
a obtencgao desta distribuicao amostral é dificil. Neste caso, uma solugao proposta por
Fisher (1935) é calcular um p-valor via permutac¢ao. Supondo que T'(xy, z2) seja uma es-
tatistica invariante por permutagao de 1 e x, isto é, T'(z1, x2) = T'(z7, x3) para qualquer
permutagao i de x; e qualquer permutacao x5 de x5, podemos definir o p-valor exato via

permutacao baseado na estatistica 1" como segue.

Definigao 3.9 Para cada vetor amostral observado (x1,x2), definimos o p-valor exato

via permutacao de T como

p(x1,29) = T(x! 2l) > T(a:l,xQ)), (3.10)
n /) IeT
_ ) _ () . 0 _ (. .. A
emqueZ = {I C{1,....m4n}:|I|=m}, 2}’ = (21, 2ia, .- -+ Zinn)s Ty = (Zj1s Zjns - -+ 250
11 < ig < ... < 1y, sao os valores ordenados de I, enquanto j; < ... < j, sao os valores
ordenados de 1¢ = {1, N n} —1I ez=(x1,23) € a amostra combinada de x1 € 3.

A Expressao (3.10) define p(zq,x2) como a proporcao de valores de T avaliada em
todas as permutacoes (z!,2), I € Z, do vetor combinado z = (z1,22) que sdo maiores
ou iguais ao valor observado T'(x1,x2). Intuitivamente, podemos pensar que os valores
T(xzf,zl), I € I, representam realizagoes de T' sob Hy, uma vez que (X{,X1), I € Z,
tem componentes i.i.d sempre que (X7, X5) também tiver componentes i.i.d. Portanto, a

Expressao (3.10) tem uma analogia direta com a Expressao (3.8). O Teorema 3.11 mostra

que a expressao dada em (3.10) é um p-valor, de acordo com a Definigao 3.6.
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Teorema 3.11 Se T'(x1,x2) € invariante por permutacoes de x1 e xo, entdo p(Xi, Xs)

dado em (3.10) € um p-valor.

Prova

Dada a amostra observada (1, z3), podemos escolher ao acaso um conjunto de indices

I ={iy,ig,...,im} € T e definir uma func¢do g : R — [0, 1] como

g(t) =P(T(x1,23) > 1)

:ﬁZI(T(x{,xé)Zt), teR.
n IeZ

Com isso, para cada amostra observada (1, 72), a varidvel aleatéria Uy, ., = g(T(x1, 2}
que satisfaz

P(Up ey < @) < a, para todo a € (0,1).

Portanto, definindo a varidavel U = Uy, x,, temos que

P(U<a)=E

P(Uga]Xl,X2>]

<a, para todo «a € (0, 1).

Apesar da expressao do p-valor exato via permutagao dada em (3.10) ndo depender do
conhecimento da distribuicao amostral de 7' sob Hj, o nimero de permutagoes envolvidas
no somatoério pode ser demasiadamente alto para valores de tamanhos amostrais m e
n moderados, tornando o custo computacional excessivamente alto. Por exemplo, para
m = 15 e n = 15, o nimero de permutagoes no somatoério é 601.080.390 (mais de 600
milhoes!).

Uma solugao para este problema ¢é utilizar uma expressao aproximada por Monte Carlo
para o calculo do p-valor dado em (3.10). Para tanto, suponha que I seja um conjunto

escolhido ao acaso em Z (dado na Definigao 3.9), entdo segue de (3.10) que
p(z1,22) = E [I (T(2f],25) > T(x1,20))] = P(T(af,25) > T(21,22)). (3.12)

Portanto, uma estimado para p(z, x2), dado em (3.12), consiste em selecionar I, I, . . .

)

7IR



elementos ao acaso de Z e definir o valor aproximado de p(z1,x2) como

N 1
P($17$2) = R——i-l

R
k=

1
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1+y [(T(x;k, 75 ,) > Ty, ;cQ))] , (3.13)

em que (x},,25,),...,(x} g, o5 ) sdo as amostras obtidas via permutacdo da amostra

original (z1,22). Um algoritmo para a obtengao de (3.13) é fornecido pelo Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Aproximagao de Monte Carlo do p-valor via permutacao
Entrada:
Amostras x1 = (T11,. .., T1m), T2 = (T21y- .., Tan);
Numero de réplicas R;
Saida: p-valor aproximado p(z1, z2);
1 t < T(x1,22) (Valor de T' para amostra original) ;
2 24 (T1,22) = (X115, %11, %21, - - -, Tam) (@mostra combinada);
3 conta < 0;
4 parar=1,...,R faga
5 Selecione i < iy < - -+ < iy, a0 acaso e sem reposi¢ao de {1,...,m+ n};
6 Defina j; < 75 < --- < J,, os valores ordenados de
{1,...om+n}—{i,...,in};
7 T1* < (Ziy, Zigy -+ Ziy)
8 2" = (241, Zigs - - -1 % )i
9 t* <« T(z1*, x2");
10 se t* >t entao
11 ‘ conta < conta + 1;
12 fim
13 fim
N conta + 1
14 Plar, #2) ¢ —p 7

3.4 Exemplo Ilustrativo (caso bivariado)

Nesta secao, apresentamos um exemplo ilustrativo do céalculo da estatistica da energia,

definida na Sec¢ao 3.2, assim como dos métodos exato e aproximado para obtencao do

p_

valor via permutacao, dados na Secao 3.3, para o caso de 2 grupos de amostras bivariadas.

No exemplo, consideramos a distancia p como sendo a distancia Euclidiana em R2.
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Considere duas amostras de observagoes bivariadas independentes,

Iy = (iU1,1, L1200 7-171,m)a
To = ($2,1> L2.2, -+ 7$2,n),
a amostra combinada
Z = (351,17 L1253 L1m; L2,1,L2,2y -+ - 7x2,n)7

e o vetor de rétulos associado a z

L=l by gy -y b)),

em que [; assume 1 caso a observacao seja proveniente do grupo 1 e assume 2 caso seja

do grupo 2.

A estatistica da energia é dada pela expressao

T(z1,x9) = m+n<ngZp X1, T25) —mizz p(z14, 1) — ) ZZP (w9;, Toj )
i=1 j=1

1 j=1 =1 j=1
(3.14)

A Tabela 3.1 apresenta um exemplo com m = 3 e n = 4, na qual ha o indice de
identificagao de cada observacao (coluna Objeto), os rétulos (coluna Grupo) associados a

cada observagao e as observagoes (coluna Observagao).

Tabela 3.1: Exemplo de dados bivariados em dois grupos de tamanhos m =3 e n = 4.

Objeto Grupo Observacao
1 ll =1 21 = (4, 5

)
2 l2 =1 Z9 = (37 4)
3 l3 =1 zZ3 = (4, 3)
4 L=2 2z =(2 3)
5 l5 =2 25 = (2, 2)
6 l6 =2 26 = (3, 2)
7 l7 =2 27 = (37 1)

A Figura 3.1 dispoe os dados da Tabela 3.1 no plano cartesiano.

Seja D = [d; ;]7x7 & matriz de distancias definida como d; ; = p(z;,2;), 1 < 1,57 < 7.
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n
1
L ]

4- L ]
i
o Grupo
B
C3- . L
L11]
£ * 2
[}

2- B L ]

1- L ]

2.0 25 3.0 35 4.0
Dimensao 1

Figura 3.1: Exemplo de conjunto de dados bivariados com 2 grupos de tamanhos m = 3
en =4.

Para o exemplo dado na Tabela 3.1, temos que D ¢é dada por

0 1,41 2,00 2,83 3,61 3,16 4,12
1,41 0 1,41 1,41 2,24 2,00 3,00
2,00 1,41 0 2,00 2,24 1,41 2,24
D=1283 1,41 2,00 0 1,00 1,41 2,24
3,61 2,24 2,24 1,00 0 1,00 1,41
3,16 2,00 1,41 1,41 1,00 0 1,00
4,12 3,00 2,24 2,24 1,41 1,00 0

Usando os valores da matriz D em (3.14), calculamos o valor da estatistica 7"

3 4

3 4 4
T(x1,22) = ;ZZP(%,% %7 Z P, 215) = 5 i - ZZ/) Tois Taj) =
1= 1

i=1 j=1 1 j=
2x30,26 4x9,66 3x16,13

=7 T 3x7 ax7r 0%

A fim de realizar o teste de permutacao exato, dado na Definigao 3.9, para este conjunto
de dados, apresentamos na Tabela 3.2 os valores da estatistica 1" para todas as possiveis
divisbes da amostra agrupada (21, 22, ...,27) em 2 grupos de tamanhos m = 3 e n = 4,

respectivamente.

A Figura 3.2 mostra as frequéncias absolutas dos valores da estatistica T" calculadas
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para todas as permutacoes dos dados originais. Logo, o p-valor exato da estatistica T é,
facilmente, calculados como 1/35 = 0,03. Portanto, adotando um nivel de significancia

a = 0,05, a igualdade de distribuicao dos dois grupos é rejeitada.

Tabela 3.2: Valores das estatisticas 1" para o conjunto de todas as permutacoes dos dados
originais (em negrito).

Permutacdo Amostras (Grupo 1 - Grupo 2) T

1 1,2,3-4,5,6,7 5,08
2 1,24 - 3,5,6,7 3,91
3 1.2,5 - 3,4,6,7 2,34
4 1,2,6 - 3,4,5.7 2,38
5 1,2,7 - 3,4,5,6 2.1

6 1,34 - 2,5,6,7 2,45
7 1,3,5 - 2,4,6,7 1,57
8 1,3,6 - 2,4,5.7 2,29
9 1,3,7 - 2,4,5,6 2,22
10 14,5 - 2,3,6,7 1,84
11 1,4,6 - 2,3,5,7 1,12
12 14,7 - 2,3,5,6 1,05
13 15,6 - 2,3,4,7 1,00
14 1,5,7 - 2,3,4,6 1.4

15 1,6,7 - 2,345 1,65
16 2,3,4-15,6,7 1,96
17 2,3,5- 1,4,6,7 1,02
18 2,3,6 - 1,4,5,7 1,51
19 2,3,7- 1,4,5,6 1,39
20 24,5 -1,3,6,7 2,26
21 2,46 - 1,35,7 1,3

22 2,4,7-1,3,5,6 1,19
23 2,56 - 1,3,4,7 1,13
24 2,57 - 1,3,4,6 1,49
25 2,6,7- 1,3,4,5 1,49
26 34,5-1,2,6,7 1,49
27 34,6- 1,257 1,21
28 3,4,7-1,2,5,6 1,30
29 3,5,6 - 1,2,4,7 1,72
30 3,57 - 1,2,4,6 2,29
31 3,6,7- 1,245 2,98
32 45.6-1,23,7 2,96
33 4,5,7-1,2,3,6 3,53
34 4,6,7-1,23,5 2,78

35 2,6,7-1,234 4,52
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Frequenciade T

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1 105 1,13 121 13 14 149 151 165 184 21 226 229 2,38 2,78 298 391 5,08

Figura 3.2: Frequéncias absolutas dos valores de T obtidos para todas as permutacoes
dos dados originais. Os valores das estatisticas maiores ou iguais ao valor observado na
amostra original estao destacados em cinza.
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Capitulo 4

Testes Multiplos de comparacao de

dois grupos de Dados Funcionais

Neste capitulo, discutimos aspectos importantes sobre procedimentos para a realizacao
de testes de hipdteses multiplos. Esta discussao é fundamental quando se deseja testar as
hipdteses de igualdade de distribuicao entre 2 grupos de curvas considerando diferentes
intervalos de tempo, isto é, o pesquisador quer detectar quais os instantes do movimento
em que os dois grupos de curvas tém distribuicoes diferentes. Na aplicagao aos dados da
marcha que estamos considerando, esta decisao tem influéncia em possiveis diagnésticos

relacionados a diferencas bilaterais importantes de um mesmo individuo.

4.1 Conceitos basicos sobre Regras de Decisao Multipla

Nesta secao, ilustramos os conceitos estatisticos basicos associados ao problema de se
testar multiplas hipdteses simultaneamente. Inicialmente, considere um modelo estatistico
dado por (X, P), em que X é chamado de espaco das amostrase P = {Py : 0 € O} é uma
familia de distribuicoes de probabilidade para um vetor aleatério X, indexada por 0 € ©,
em que o conjunto © é denominado espago paramétrico.

O espago X contém todos os possiveis pontos amostrais (conjuntos de dados) que
podem ser observados apods a realizacao do experimento aleatério, enquanto o espaco ©
contém todos os possiveis valores do parametro 6, que é considerado desconhecido e fixo
durante o experimento.

Na sequéncia, abordamos procedimentos estatisticos adequados ao problema de se

decidir a respeito de uma colegdo de hipéteses estatisticas H = {H; : i € Q}, em que
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H; C0O,ie@, e um conjunto de indices finito dado por

Q=A{1,...,q},

em que ¢ representa o nimero de hipdteses consideradas. Uma hipdtese H; € H sera con-
siderada wverdadeira caso 8 € H;. Portanto, o conjunto das hipdteses que sao verdadeiras
depende do valor desconhecido #. Com isso, podemos definir para cada 6 € ©, o conjunto

de indices

Qo(0)={ieQ:0¢eH]},

associados as hipoteses que sao verdadeiras. A quantidade de hipdteses verdadeiras é
definida como ¢o(6) = |Qo(#)|, em que |A| representa a quantidade de elementos de um

conjunto A. Neste contexto, temos a seguinte definicao.

Definicao 4.1 Dada uma colecao H de hipdteses estatisticas, uma regra de decisao multipla
para H € uma fungio § : H x X — {0,1} que associa a cada hipotese H € H e cada
ponto amostral x € X um valor §(H,z) € {0,1}, em que o valor 1 indica a rejei¢ao da

hipotese H, enquanto 0 indica nao rejeicao da hipotese H.

Observagao 4.2 Note que cada regra de decisao miltipla 6 : Hx X — {0, 1} determina,
para cada hipotese H € H, uma regra de decisdo marginal oy : X — {0,1} dada por
dp(x) =46(H,z), z € X.

Para cada hipotese H € H, uma regra de decisao multipla d pode acarretar os seguintes

€Irros:

e Erro do tipo I (Falso Positivo): a hipétese é rejeitada quando ela é verdadeira,
isto é,

0ecH e 0(Hz)=1.

e Erro do tipo II (Falso Negativo): a hipGtese nao é rejeitada quando ela é falsa,
isto é,

0¢H e 0(H,x)=0.

A Tabela 4.1 apresenta as diferentes situacoes das hipdteses com respeito ao seu estado
real (verdadeira ou falsa) e a decisao tomada a seu respeito (rejeitada ou nao rejeitada),

na qual:
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V: quantidade de falsos positivos (erros do tipo I);

T: quantidade de falsos negativos (erros do tipo II);

U: quantidade de hipdteses verdadeiras nao rejeitadas;

S: quantidade de hipdteses falsas rejeitadas.

Tabela 4.1: Contagens das diferentes situacoes das hipoteses com respeito ao seu estado

real e a decisdo tomada.

Decisao
Estado Real Total
Rejeitada Nao Rejeitada
Verdadeira V U Qo
Falsa S T q4—qo
Total V+S U+T q

Fonte: Bretz et al. (2010).

Observe que, mesmo apds conhecermos os valores de d(H, x), para todo H € H, isto é,
conhecermos a decisao a respeito de cada uma das hipéteses em H, as variaveis aleatorias
V,U,S e T, presentes na Tabela 4.1, nao podem ser determinadas, uma vez que o estado
real destas hipdteses (verdadeira ou falsa) permanece desconhecido. No entanto, o niimero
total de hipdteses rejeitadas (V +5) e o niimero total de hipéteses nao rejeitadas (U +T))

pode ser determinado do conhecimento dos valores assumidos pela regra de decisao .

4.1.1 Taxas de Erro

Para determinacao da qualidade de uma regra de decisao multipla ¢, as seguintes taxas

de erro sao, comumente, consideradas:

e PCER (Per-comparison Error Rate). O PCER é definido como a proporgao es-
perada de falsos positivos em relacao ao ntimero de hipdteses testadas, que é dado
por

PCER = sup Ejy
=G

q

e FDR (Fulse Discovery Rate). O FDR é definido como a propor¢ao esperada de falsos

positivos em relacao ao numero de hipdteses rejeitadas. Caso nenhuma hipotese
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tenha sido rejeitada, o FDR é definido como 0. Formalmente, podemos definir a

proporcao de falsos positivos W como

v

W =
V+S

Iy issoy- (4.3)

Portanto,

FDR = sup Ep[W].
fco

e FWER (Familywise Error Rate). O FWER é a probabilidade de ocorrer pelo menos

um falso positivo (erro do tipo I), isto é,

FWER = sup Py(V > 0).
e

Teorema 4.4 As taxas de erro PCER, FDR e FWER obedecem a sequinte desigualdade

PCER < FDR < FWER.

Prova Como V 4+ S < ¢, entao

1%
V+S’

IN

caso V 4+ .5 >0,

SRS

IA
o

, caso V + S5 =0,

Q<

em que a segunda desigualdade segue do fato de V' =0 caso V 4+ .5 = 0. Portanto, segue
da definicao de W, dada em (4.3), que

al<
VAN
=

(4.5)

Por outro lado, note que

V=0 :>W:0:I{V>0},

Vv
V>0 = W= m]{v+s>0} <l= I{V>0}7
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o que implica

W < Livsoy- (4.6)

Portanto, segue das desigualdades (4.5) e (4.6), tomando a esperanga e, posterior-

mente, maximizando em relacao a #, a desigualdade do teorema. m

A consequéncia pratica do Teorema 4.4 é que o controle da taxa de erro fornecido pelo
FWER é mais forte do que aquele fornecido pelo FDR, o que por sua vez é mais forte do
que o fornecido pelo PCER. Em outras palavras, para qualquer regra de decisao multipla,
temos que

FWER <a = FDR <a = PCER < a.

Com isto, podemos afirmar que regras de decisao multiplas que controlam a taxa
FWER sao mais conservadoras do que aquelas que controlam as taxas FDR e PCER, no
sentido de que levam, em média, a um menor nimero de hipoteses rejeitadas. Por esta

razao, este trabalho considerou apenas regras de decisao que controlem o FWER.

Para ilustrar a relacdo que ha entre o controle do erro do tipo I para as regras de
decisao marginais e o controle do FWER, consideremos o caso em que as regras de decisao
marginais 1, ..., d, sejam todas independentes entre si e tenham nivel de significancia a.

Entao,

i€Qo
=1- ] P(6: =0)

i€Qo

—1-(1-a)™. (4.7)

Considerando os casos em que o = 0,01; 0,05; 0,1, a Figura 4.1 ilustra o comportamento
da FWER, dada por (4.7), em func¢ao do nimero gy de hipéteses nulas verdadeiras.

Observe que, para todos os valores de « considerados, a FWER se aproxima de 1 a
medida que ¢p aumenta, isto é, embora se mantenha um controle marginal do erro do
tipo I ao nivel «, a taxa de erro FWER nao se mantém sob controle. Por exemplo, se
ha qo = 60 hipdteses nulas verdadeiras, o FWER vale 0,4528, 0,9539 e 0,9982 para os

valores de o = 0,01;0,05;0, 1, respectivamente, assim, quanto maior o a para 0 mesmo
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nimero de hipoteses verdadeiras, maior serd o FWER. . Por outro lado, para que se tenha
um controle da FWER em 0, 05 com ¢g = 60, devemos adotar um « = 0, 0008. Com isto,
podemos perceber o quao conservador é o controle da FWER em situacoes com muitas

hipoteses nulas verdadeiras.

0.8

FWER
0.4
I

0.0
I

0 20 40 60 80 100

qo

Figura 4.1: Grafico da taxa FWER em funcao de ¢y para os valores de a = 0,01; 0,05;
0,1.

Com respeito ao controle da FWER, dizemos que héd um controle fraco caso a FWER
esteja controlada supondo que todas as hipétese nulas Hy, ..., H, sejam verdadeiras. Por
outro lado, dizemos que hd um controle forte caso a FWER esteja controlada qualquer
que seja o conjunto de hipéteses nulas verdadeira Qg(f). No que segue, consideramos

procedimentos que controlem o FWER no sentido forte.

4.2 P-valor ajustado e nao-ajustado

O conceito de p-valor, apresentado na Definicao 3.6, é estendido para o caso em que ha
multiplas hipéteses. As Definicoes 4.8 e 4.9 apresentam os conceitos de p-valor ajustado
e p-valor nao ajustado, que sao importantes para a construcao das regras de decisao

multiplas que controlam a FWER.

Definicao 4.8 Dizemos que uma colegao de estatisticas {puy(X) : H € H} constitui uma

colecao de p-valores nao ajustados para a familia de hipoteses H se, para cada hipotese
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imdividual H € H, tivermos

sup Py (pH(X) < a) < a, para todo o € (0,1).
cH

Defini¢ao 4.9 Dizemos que uma colegao de estatisticas {py(X) : H € H} constitui uma

colecao de p-valores ajustados para a familia de hipoteses H se

sup Py U pr,(X) <a] | <a, para todo o € (0,1). (4.10)
AANECN0)

Caso Qo(0) = 0, definimos a uniao dada em (4.10) como o evento nulo ().

A partir da Definigao 4.9, para cada a € (0,1), podemos definir a regra de decisao

multipla 6 como

1, sepp(z) <a,
5(H,2) = I (p(x) < o) = Pr()
Oa se ﬁH(x) > Q,
em que H € H, x € X. A Expressao (4.10) significa que regra de decisao 0 controla

fortemente a FWER ao nivel a.

Observacao 4.11 De acordo com as Definicoes 4.8 e 4.9, uma colecao de p-valores ajus-
tados {py(X) : H € H} € uma colegao de p-valores nao ajustados. De forma andloga,
podemos afirmar que toda regra de decisao maultipla & que controla a FWER ao nivel «,

também controla o nivel de significancia das regras de decisdo marginais ao nivel c.

4.3 Propriedades das Regras de Decisao Maultiplas

Nesta secao, abordamos algumas propriedades desejaveis para as regras de decisao

multiplas.

Definigao 4.12 (coeréncia) Uma regra de decisao maltipla 6 para uma familia de hipdteses

H € coerente se

HCHH HeHes(Ha)=1 = §H z)=1, z€X.

A Definicao 4.12 informa que uma regra de decisao 9 é coerente sempre que a rejeicao
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de uma hipétese H € H implicar na rejeicao de todas as hipéteses H' € H contidas
em H. Esta é um propriedade légica muito desejavel e que evita sérios problemas de
interpretacao dos resultados obtidos por uma regra de decisao multipla.

Uma outra propriedade desejavel é a consonancia. Antes disso, definimos os conceitos
de colecao fechada, fecho de uma colecao de hipoteses, hipdteses elementares e hipoteses

globais.

Defini¢ao 4.13 Uma coleg¢ao de hipéteses H = {H; : i € Q} € fechada por interse¢ao
caso

Hy =0 ouH;eH, para todo I C Q e I # (),

em que Hy = (\,c; Hi para I € Q e I # 0.

Defini¢ao 4.14 Dada uma cole¢ao de hipéteses H = {H; : i € Q}, definimos o fecho de

H como a colegao de hipoteses

ﬁ:{HI:ﬂHi:IngI%@}. (4.15)

iel
O fecho H ¢ formado por todas as intersecoes de H e satisfaz as seguintes propriedades:

(a) H é uma colecdo de hipdteses fechada por intersecdo, isto é, Hy N H; = Hy,; € H

para todo H;, H; € H;
(b) H C H;
(c) H é fechada por intersecdo se, e somente se, H = H;

(d) A representacio Hj, I C Q, dos elementos de H pode ser ambigua, isto é, é possivel

que I #Je Hr = Hy;
(e) Caso Q seja finito com ¢ elementos, H tem no maximo 27 — 1 elementos.

O conjunto H é parcialmente ordenado de acordo com a relacdo de ordem parcial C,
isto é, podemos afirmar que um elemento H; é menor ou igual a H;, Hy e Hy € H, caso
H; C H;. A partir desta relacao de ordem parcial sobre #, definimos a nocao de elemento

maximal ou hipotese elementar.
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Definigao 4.16 (hipétese elementar) Um elemento Hr € H ¢é uma hipdtese elementar
(elemento mazximal) caso ndo exista nenhum elemento Hy € H tal que H; C Hy e Hy #

H;. Em outras palavras, H; € H é uma hipdtese elementar caso
H; C Hy, HJE% = H;=Hj.

Definicao 4.17 (hipétese global) Um elemento H; € H é uma hipdtese global (ele-
mento minimal) caso nao exista H; € H tal que H; C H; e H, #+ Hjp, isto é, Hy € H é

uma hipotese global caso
H;CH, ,H;ecH — H;=H;.

Definicao 4.18 (consonancia) Uma regra de decisio mailtipla § para a familia H ¢é
consonante se a rejeicdo de uma hipétese Hy € H implica na rejeicdo de pelo menos uma

das hipoteses H;, 1 € I.

Para ilustrar as propriedades de coeréncia e consonancia, além das defini¢oes de
hipéteses elementares e globais, considere a cole¢ao de hipéteses estatisticas H = { Hy, Ho, H3},
tais que, para todo ¢ # j, H; C H; ¢ falso. Com isso, H ¢ uma colecao de hipdteses ele-

mentares. O fecho de H é dado por
H = {H\, Hy, Hs, H1 2y, Hpu 3y, Hyo sy, Hinoy }-

As hipéteses Hy, H, e Hs sao hipSteses elementares de H, enquanto a hipétese H (123} =
H, N HyN Hj é a hipdtese global.

Supondo que uma regra de decisdo multipla sobre H seja coerente e que ela rejeite
Hy, entao também deve rejeitar Hyy oy, Hy1 3y e Hy23. Por outro lado, se uma regra de
decisao multipla ¢ consonante e ela rejeita Hyy 2y = Hy N Hy, entao ela deve rejeitar H;
ou H,.

Uma regra de decisao multipla pode ser coerente sem ser consonante e vice-versa. Por
exemplo, uma regra de decisdao &; sobre H que rejeite apenas H, 5, H; 93 é coerente, mas
nao consonante. De fato, §; é coerente, pois cada hipotese é rejeitada simultaneamente
com todas as outras hipdteses que contidas nela. Porém, é; nao é consonante pois a
hipétese H; o = H; N Hy ¢ rejeitada sem que nem A nem Hy tenham sido rejeitadas. Por

outro lado, uma regra de decisao d, sobre H que rejeite apenas H;, H; 5 é consonante,
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mas nao coerente. De fato, a hipétese H; o = H; N Hy ¢é rejeitada simultaneamente com
uma das hip6teses que a compoe (H;). No entanto, d ndo é coerente, pois deveria rejeitar

todas as hipdteses contidas em [y, mas dentre estas apenas rejeita H s.

4.4 Principio de fechamento

Daqui em diante, consideramos uma colegdo de hipdteses elementares H = {H; :
i € Q} (Q finito), isto é, H; C H; é falso para todo ¢ # j, i,j € (). Adicionalmente,
suponhamos que a cole¢ao de hip6teses H satisfaz a condi¢ao de combinagoes livres (Holm,

1979):

(ﬂHz> N ( ﬂ Hf) #), para todo I C Q, (4.19)

il ielc

isto é, para todo I tal que I C () a validade simultanea de todas as hipdteses H; para

i € I e a falsidade simultanea das hip6teses H; para ¢ ¢ I é uma hipé6tese plausivel.

A partir desta colecao de hipdteses elementares, consideramos o seu fecho H como

ﬂ:{HI:ﬂHZ-:IQQeI;&@}.

el

Com respeito ao fecho #H, suponha que, para cada hipétese H; € H, exista uma regra
de decisdo local 6, com nivel a, o € (0, 1), e que se queira construir uma regra de decisao
miltipla 6 para a colecdo de hipéteses . Uma regra de decisdo multipla § satisfaz o
principio do fechamento proposto por Marcus et al. (1976) caso, para cada H; € H,
tenhamos

d(Hr,x) =1 <= dy,(z) =1 para todo H; C Hy, (4.20)

isto é, 0 rejeita H; € H se, e somente se, todas as hipéteses H; C Hy, H; € H, forem
rejeitadas usando suas respectivas regras de decisao locais. Portanto, o principio do
fechamento fornece um método de construcao de uma regra de decisao multipla a partir

de regras de decisao locais para cada uma das hipéteses H; € H.

Observacao 4.21 A regra de decisdo miltipla § que satisfaz o principio do fechamento
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pode ser obtida pela expressao

3(Hy, ) = min {5HJ(95) H; CHy, I,JC Q},

H eH, x€X.

Teorema 4.22 (Propriedades do principio do fechamento) Se § ¢ uma regra de
decisao mailtipla para H determinada pelo principio do fechamento aplicado a wma familia

de regras de decisao locais todas com nivel o, entao as sequintes propriedades sao vdlidas:

(P1) & ¢ coerente para a famidlia de hipdteses H;

(P2) FWER(9) < a.

Prova

(P1) Suponha que H; C Hy, I,J C Q. Caso § rejeite H;, entdo todas as hipéteses
contidas em H; também sao rejeitadas por suas respectivas regras de decisao locais. Em

particular, isto implica que todas as hipoteses contidas em H; também sao rejeitadas pelas

respectivas regras locais. Portanto, pelo principio de fechamento, segue que 0 rejeita H.

(P2) Seja V(0) = {H; € H : 0 € H;}, 6 € O, o conjunto de hipdteses em H que sdo
verdadeiras. A FWER para ¢ é dada por

FWER(E):sup]Pg( U [S(HI,X):1]>.

0ed Hev(6)

Suponha que 6 € © seja tal que V(0) # (). Neste caso, se existir H; € V(0) tal que

0(Hy,xz) =1 (Hj é um falso positivo), entdo segue do principio do fechamento que

Spo(z) =1, em que HO = ﬂ H;€H,
H;eVv(0)

em que a garantia de que H® € 7 se deve & suposicdo de combinacdes livres de H e a
definicao de .
Portanto,

U [S(H],X) _ 1} C [5H(0) (X) = 1]

H]EV(&)



36

e como as regras locais tem nivel «, segue que

IP>9< g [S(HI,X) - 1}) <Py <5H<o> (X) = 1) < a. (4.23)

Hrev(9)

Caso 6 seja tal que V(0) = 0, entéao

1%( U [S(H, X) = 1]) —0<a (4.24)

HeV(6)

Portanto, segue de (4.23) e (4.24) que

FWER(3) = SupPg( U [S(HI,X) - 1]) <a

0eo HieVv(o)

O Teorema 4.22 mostra que o principio do fechamento constitui um método de cons-
trucao de uma regra de decisao multipla coerente a partir de regras de decisao locais de
nivel «, em que se garante o controle de FWER ao nivel . De forma equivalente, o
principio do fechamento permite a obtengao de p-valores ajustados, {pg, : H; € H}, a

partir de uma colecdo de p-valores ndo ajustados, {ps, : H; € H}, por
PH, = max {pHJ cHjy C HI}.
Como esta definicao, a partir dos p-valores ajustados satisfazendo
pH, < @ <= py, < o para todo H; C Hy,

temos que uma regra de decisdo multipla § sobre H definida como

_ 1, sepy, (r) <a,

0, caso contrario,

satisfaz o principio do fechamento de Marcus et al. (1976), apresentado em (4.20).

A seguir, ilustramos as etapas da construcao de um teste fechado pelo principio do
fechamento de Marcus et al. (1976) com enfoque na construgao dos p-valores ajustados

para as hipoteses elementares H.
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Algoritmo 2: Etapas para construcao do teste fechado usando o principio do
fechamento.

1 Defina a familia de hipdteses elementares H = {Hi NS Q};

2 Defina o fecho de H como

ﬂ:{HI:ﬂHi:IngI#Q)};

el

3 Associe a cada hipétese Hr € H um p-valor pg, (X);
4 Para cada hipétese elementar H; € ‘H, defina o p-valor ajustado

PH;, = Max {pH, H; C Hi};

4.5 Procedimentos de Bonferroni

As regras de decisao multiplas que sao baseadas na desigualdade de Bonferroni para
controlar a FWER ao nivel a sao chamadas de procedimentos de Bonferroni. Nesta
secao, apresentamos dois destes procedimentos: o procedimento classico de Bonferroni e

o procedimento sequencial de Holm (Holm, 1979).

Na sequéncia, consideramos a colecao de hipdteses elementares H = {Hy,...,H,} e

os respectivos p-valores nao ajustados destas hipéteses, pm,, ..., pm,.

4.5.1 Procedimento Classico de Bonferroni

O procedimento classico de Bonferroni de nivel «, 0 < o < 1, consiste em uma regra
de decisao de uma tinica etapa que rejeita a hipétese H; caso py, < a/q,i=1,...,q. Este
procedimento de decisao controla a FWER ao nivel a. Para verificar este fato, suponha
que Qo(0) = {i € Q : H; é verdadeira } e qo(#) = |Qo(f)|. Com isso, a probabilidade de

ocorrer pelo menos uma rejeigao erronea é

P U |:pHi < %} < Z Py (pHi < %) < qo(j)a < a.

i€Qo(0) i€Qo(0)

Desta forma, podemos definir os p-valores ajustados para o procedimento classico de

Bonferroni como

py, = min{l, qpy,}, i=1,...,q, (4.25)
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isto é, o procedimento de decisao classico de Bonferroni de nivel a0 equivale a

Rejeitar H; se pu, < «, parat=1,...,q.

Este procedimento é bastante geral, sendo valido independentemente da estrutura de
correlacao entre os p-valores locais. Apesar desta flexibilidade, o teste é extremamente
conservador, no sentido de que rejeita poucas hipdteses nulas, fazendo com que este teste

também tenha baixo poder.

4.5.2 Procedimento Sequencial de Holm

O procedimento sequencial proposto por Holm (1979) aumenta o poder do procedi-
mento classico de Bonferroni mantendo o controle sobre a FWER. Considere a ordenagao
dos p-valores nao ajustados, p) < ... < p(), € a respectiva ordenacao das hipdteses,

Huy, ..., Hy. O procedimento sequencial de Holm de nivel o é definido como

(a) Nao rejeitar nenhuma hipétese caso

Pa) =

I

Ql_@

(b) Rejeitar as hipéteses Hy), ..., H(; e ndo rejeitar as hipéteses Hji1y, ..., Hy) para

. . 67
- . 7;<—_ .
] max{z P@) q 1—Z}

Teorema 4.26 O procedimento sequencial de Holm de nivel o controla a FWER ao nivel

um valor j dado por

Q.

Prova Seja [y = {i : H; é verdadeira} e gy = |Iy| o nimero de hipdteses nulas que sao
verdadeiras. Caso Iy = (), nao h4 hipdteses nulas verdadeiras e, portanto, a probabilidade
de se rejeitar erroneamente uma hipétese nula é 0. Doravante, considere Iy # ().

Sejal € {1,2,...,q} dado por
[ = min {j e{l,...,q} : pjy = min{py, : i € ]0}}.

Com isto, todas as gy hipdteses nulas verdadeiras estao contidas na familia { Hy, ..., Hy },
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o que implica

Qo <qg+1-—1L (4.27)

Portanto, da definicao do indice [ e do procedimento sequencial de Holm, segue que
pelo menos uma das hipoteses verdadeiras H;, i € I, sera rejeitada se, e somente se, a

hipétese H;y for rejeitada. A rejeicao da hipdtese H(;y implica que

(0% (07

min{py. 1t € Iy} =piH < —— < —,
{pm, o} = PG T+1—1"

em que a ultima desigualdade segue de (4.27).

Consequentemente,

Pg( U [ Rejeitar HZD) <Py <min{pHi 1€y} < ﬂ)

i€lp qo

Observe que o procedimento de Holm estipula uma ordenacao Hy), . .., H 4 das hipdteses
com respeito a prioridade de rejei¢ao, isto ¢, uma hipétese H(; s6 pode ser rejeitada caso
todas as hipoteses H(y),..., H;_1) que a antecedem ja tiverem sido rejeitadas, i > 2.

Portanto, podemos descrever o procedimento de Holm de forma sequencial como:

(i) Na primeira etapa, caso pu) > a/q, a hipétese H(;y nao é rejeitada e o procedi-
mento para sem nenhuma hipétese rejeitada. Caso contrario, Hy) é rejeitada e o

procedimento segue para a proxima etapa;

(ii) Na i-ésima etapa, ¢ > 2, caso p;) > a/(q + 1 — i), a hipétese H(;) nao é rejeitada, o
procedimento para e decide-se por rejeitar apenas as hipéteses Hyy, ..., H(;—1). Caso
contrédrio, em que pyy < af(q + 1 — i), a hipétese H; é rejeitada e o procedimento

segue para a etapa 7 + 1.
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De acordo com isto, a hipdtese H;) ¢ rejeitada se, e somente se,

qpay < a, ..., (¢+1—=1i)pu < «, (4.28)

o que implica que podemos definir os seguintes p-valores ajustados para as hipdteses

ﬁ(i):min{l, max{(q—l—l—j)p(j) :jzl,...,i}}, i=1,...,q.

Observe que o procedimento de Holm rejeitara, no minimo, todas as hipéteses rejeita-
das pelo procedimento classico de Bonferroni. Para verificar tal fato, note que, ao aplicar
o procedimento cldssico de Bonferroni as hipéteses ordenadas Hyy, ..., H,), concluimos

que uma hipotese H;) € rejeitada se, se somente se,
qpa) < Q, .5 4PpE) < Q.

Portanto, pelo critério de rejeicao do procedimento de Holm, dado em (4.28), con-
cluimos que H(; também serd rejeitada pelo procedimento de Holm. Consequentemente,
o procedimento de Holm tem maior poder que o procedimento cldssico de Bonferroni,

preservando a FWER ao nivel a.

Por uma outra perspectiva, podemos deduzir o procedimento de Holm a partir do
principio do fechamento, apresentado na Secao 4.4. Para tanto, suponha que a colecao de
hipdteses elementares H = {Hy, ..., H,} satisfaga a condi¢ao de combinagoes livres, dada

em (4.19), e que o fecho de H seja dado por

ﬂ:{m:ﬂf[i;[c@u%@},

il

em que @ ={1,...,q}.
A partir dos p-valores pp,,...,pn, das hipéteses elementares Hi, ..., H, podemos

definir um p-valor (ndo ajustado) para cada hipétese H; € H, I C Q, como
pu, = || min{pHi (1€ ]},

em que |I| é o nimero de elementos do conjunto .
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Observe que py, € de fato um p-valor para testar H;, pois a desigualdade de Bonferroni

implica que

Po(pu, < o | Hy) ZPG(Q [pHi < %] ‘H1>
S ZM(P}Q < %‘[ﬂ)

el

(6]
=11
7

= Q.

O principio do fechamento estipula que uma hipotese H; deve ser rejeitada se, e so-
mente se, toda hipdtese
Hy=(H;
iel
tal que I C @, ¢ € I, for rejeitada por uma regra de decisao local de nivel «, em particular,

podemos considerar a regra que rejeita Hy se py, < a.

Para obtermos uma simplificacao do procedimento de decisao, considere H;,, ..., H;,
uma reordenagao das hipoteses elementares tal que py, < ... < PH,,, €M que i1, 72, . . ., ig
sao valores distintos pertencentes a @ = {1,...,¢}. A partir disto, concluimos que para
I tal que ¢; € I, temos que

( .
Diy, Set; €1,
. , Di sei; & Iig el
mln{pi:zEI}:< 129 z¢72
\piﬁ Seii¢17i2€]a"'7ij—1¢‘['
Como a hipdtese H;; ¢ rejeitada pelo principio do fechamento se, e somente se,
. . (67 .
mm{pi:zel}gm para todo [ tal que i; € I,
segue que H;, ¢ rejeitada se, e somente se,
< a < <
Diy = 57 Diy = F, o Py = m (4.29)

A regra de decisao obtida em (4.29) é equivalente ao critério de decisdo de Holm
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apresentado anteriormente em (4.28). Portanto, a regra de decisdo de Holm pode ser

considerada como um versao fechada do procedimento classico de Bonferroni.

4.6 Procedimento de teste fechado via Permutacao

Em muitas situagoes de interesse, nao é desejavel fazer suposicoes fortes a respeito de
como os dados sao gerados. Neste contexto, o uso de testes de permutacao é a alternativa
mais indicada. Para executar tal procedimento, basta estipular uma estatistica de teste
que traga evidéncia contra a hipdtese nula a ser testada, sem a necessidade de se deter-
minar a distribuicao amostral desta estatistica sob a hipdtese nula. O procedimento de
teste de hipdteses via permutacao também pode ser aplicado em um contexto em que ha
multiplas hipoteses a serem testadas.

Considere um conjunto finito de hipdéteses elementares

H:{Hi,ieQ}7 Q:{lwza"'7Q}a

e o seu fecho dado por

ﬂ:{H[[gQ,I%(D},

em que

H =(\H, I1<Q.

iel

Para implementacao de um teste miltiplo sobre H que obedeca ao principio do fecha-
mento (procedimento de teste fechado), devemos realizar um teste de nivel o para cada
um dos 27— 1 nés da arvore associada as hipéteses em H. Para um valor de ¢ = |@Q| apenas
moderado, o nimero de testes a serem realizados é extremamente grande. Por exemplo,
para ¢ = 10 é necessério a realizacao de 2! — 1 = 1023 testes. Para minimizar este
esforco computacional, Westfall and Troendle (2008) consideram as seguintes suposigoes

simplificadoras:

(1) Cada hipdtese H; é testada usando a estatistica max; T; = max{T; :i € [}, I CQ e
T; € R;

(2) A distribuicao da estatistica max; 7; é a mesma sob H; e sob Hg, em que I C Q.

A Suposigao (1) considera que haja uma estatistica T; associada a cada hipétese ele-

mentar H;, em que valores grandes desta estatistica fornecem indicios contra a hipdtese
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H;, i € (). A partir disto, uma possibilidade natural é considerar a estatistica max; T;

para testar a hipdtese Hy, I C Q).

A Suposigao (2) afirma que a distribuigao amostral da estatistica max; 7; ¢ a mesma
sob H; ou sob Hg (hipétese global). Esta suposi¢do é denominada de pivotalidade de

subconjunto (subset pivotality).

Admitindo a validade das Suposicoes (1) e (2) e considerando os respectivos valores
observados t1,1s,...,t, das estatisticas T1,75,...,7T;, uma regra de decisao de nivel «

para testar Hy, I C @), é dada por

rejeitar Hy se P <mIaXTi > mlaxti | H1> =P <mIaXTi > mlaxti | HQ> <a. (4.30)

A igualdade em (4.30) segue da suposigao de pivotalidade de subconjunto.

A adogao conjunta das Suposigoes (1) e (2) fornece um procedimento de atalho (short-
cut procedure), que permite testar apenas ¢ hipdteses ao invés das 29 — 1 hipdteses reque-

ridas pelo Principio do Fechamento. A seguir, ilustramos cada passo do procedimento de

atalho.
Primeiramente, considere os respectivos valores observados 1, to, . . . , , das estatisticas
1y, Ts,...,T,. A partir destes valores, sejam i1, ...,7, uma reordenacao do conjunto de

indices Q = {1,2,...,q}, tais que

ta)y =ty >ty =ty > ... >ty =ti,.
De acordo com esta reordenacao, defina Hy = H;,,...,Hy = H;, uma reordenacao
das hipéteses elementares e T(;) = Tj,,...,T(y = T;, uma reordenagao das respectivas

estatisticas associadas a estas hipdteses. Além disso, para cada [ C @, defina

Hiy = [ H):

Jjel

Fixado a, 0 < a < 1, o procedimento de teste fechado para a familia de hipéteses

H={H;:ICQ,I# 0} que controla a FWER ao nivel a ¢ detalhado a seguir.

Passo 1: De acordo com o principio do fechamento, a hipétese H(;) deve ser rejeitada

caso todas as hipéteses H(py tais que I O {1} sejam rejeitadas ao nivel a. Portanto, segue
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da regra de decisao local (4.30) para a hipétese H(p), que H(;y deve ser rejeitada caso
P (m}aXT( ) > maxi | HQ> a, para todo [ 2O {1}. (4.31)

Note que se I D {1}, entdo max;t; = t(). Logo, o critério dado em (4.31) é equiva-

lente a
P <mIaXT(i) >t | HQ> <a, para todo I D {1}. (4.32)
Observe que se I C J, entao a estatistica max; T(; satisfaz a propriedade
P (mjax Tiy > t| HQ> <P (m?X Tiy > t| HQ) ., paratodo t € R. (4.33)
Logo, o critério de decisao (4.32) é equivalente a
P (mgx Ta >ty | HQ) (4.34)

Passo 2: Mais uma vez, de acordo com o principio do fechamento, a hipétese H oy deve
ser rejeitada caso todas as hipoteses H(py com I D {2} sejam rejeitadas ao nivel «, isto é,
caso

P (m}aXT() > maxt( |HQ> < a, para todo I 2O {2}. (4.35)

Observe que, para I C @ tal que I D {2}, temos que

tay, selel,
m]axt(i) =
t(g), se 1 ¢ I

Portanto, considerando a partigdo {51, S2} de {I : {2} C I C @}, dada por

Si={I:12{1,2}},
So={I:1D{2}el¢TI},

temos que (4.35) é equivalente a

P <m?XT(Z~) > tq) | HQ> <« para todo I € S, (4.36)
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P <H112_1XT(Z') >t | HQ> <« para todo I € Sj. (4.37)

Usando a propriedade (4.33), concluimos que os critérios de rejeicao de H ), especifi-

cados por (4.36) e (4.37), sao equivalentes a

P({Ilnax}T(% >t |HQ> (4.38)

P max T >t | H,
<{2, = T )| Q>

Observe que o critério definido por (4.38) é o mesmo que o dado por (4.34) no Passo

1. Logo, a hipdtese H s ¢ rejeitada apenas se a hipétese H(;y também tiver sido.

Passo j: Generalizando os passos anteriores para a etapa j, j = 2,...,q, a hipétese H;
deve ser rejeitada caso todas as hipéteses H(yy com I D {j} sejam rejeitadas ao nivel a,

isto é, caso

P (mIaXT() > m;axt |HQ> < q, para todo I 2 {j}. (4.39)

Analogamente aos passos anteriores, considere a partigao {S51,5,...,5;} do conjunto

{I:{j} CICQ} dada por

Sl - {112 {17]}}7
Sy ={I:12{2,j} e {1} NI =0},

={I:12{k,jte{l,....k=1}NI=0}, k=2,...7.

Com isto, para I C @ tal que I D {j}, temos que

/

t(l), se [ € Sl,

t(g), se [ € SQ,
maxt =
I

\t(k), sel € Sp,k=2,...,7.
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Portanto, o critério de decisao (4.39) é equivalente a

P (maxTyy > t)| Ho) < a

| /\

a, para todo I € 57,

P (mauxT(Z >t |HQ> < a, para todo I € S5,
(4.40)
P (mIaXT(Z-) >t | HQ) < a, para todo I € S, k=2,...,].
Usando a propriedade (4.33), concluimos que o critério (4.40) é equivalente a
P(maxT()>t ’HQ)S
{L...q}
P| max T(; >t |Ho | <«
({27 T ) | Q)
(4.41)
P(maXT(l>t ]HQ)g k=1,...,7.
{k,....q}
Definindo, para cada k =1,...,7,
p(k) =P ( max T(i) > t(k) |HQ) ,
{k,....a}
o critério de rejeicao (4.41) equivale a rejeitar H;) caso
max p(k) < a.
ke{l,....5}
Portanto, para cada j = 1,..., ¢, definimos o p-valor ajustado para testar a hipdtese
H):
pt) = ), 4.42
M (442

A partir de (4.42), observa-se que

P <P <<

o que implica que o conjunto de hipéteses rejeitadas é vazio (caso p*) > a) ou da forma
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{Hqy, ..., Hi} (caso pY < «), em que j satisfaz
j=max{iec {1,...,q}: pY <a}.

Em suma, o Algoritmo 3 explicita o algoritmo para o teste fechado para a familia de

hipéteses em H que controla a FWER ao nivel a.

Algoritmo 3: Procedimento de teste fechado das hipéteses em H

Entrada: Estatisticas observadas: t',... 1
Saida: p-valores ajustados pV), ... pl9;
1 Encontre uma reordenacao iy, 4o, . . ., %, dos indices originais {1,2,..., ¢} que

satisfazem t't > ... > tia ;

2 para k=1 até k = ¢q faca
3 |t i

4 fim

5

Defina as reordenagoes das hipdteses e estatisticas como
HY g H@O 7O 7@ 7@,

6 p+ 0;

7 para k =1 até k = ¢q faca

8 p(k) «~— P (maX{k’m,q} T(i) > t(k) ‘ HQ);

o | 7%« max{pp}:

w0 | pep?;
11 fim

4.7 Procedimento de teste fechado via permutacao
para comparacao da distribuicao de dois grupos

de Dados Funcionais

Considere os processos independentes X; = {X;(t) : t € [0,1]} e Xo = {X(t) : t €
[0, 1]}.
Nesta secao, nosso objetivo é testar simultaneamente as hipoteses Hél, e ,Héq tais

que

Héj :Xl(t)ng(t), para todo t € [}, j=1,....,q,

em que {Iy,...,1,} é uma particdo do intervalo [0,1]. Portanto, o objetivo deste teste
multiplo é detectar os subintervalos I; em que ha uma diferenca significativa entre as

distribuicoes dos processos X; e Xs.
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O procedimento de decisao é baseado em duas amostras independentes dos processos,

denotadas por

e na utilizacdo de uma estatistica de teste T para a hipétese Héj, j=1...,q

As duas amostras de dados funcionais sao suavizadas de acordo com o procedimento
descrito na Secao 2.3 usando K = 2J + 1 coeficientes de Fourier. Portanto, os dados
das amostras dos grupos 1 e 2 podem ser representados pelas matrizes X; = [x}]]mx K €

XQ = [.%'2

z-’j]nxK, apresentadas a seguir:

Coeficientes

observagao | 1 e K

1 L
X, , (4.43)
2 .

Coeficientes

observagao | 1 e K

1 .
X, = . (4.44)
2

A partir das matrizes (4.43) e (4.44), construimos a matriz combinada Z

X

z=1|""

Xo
A obtencdo dos p-valores ajustados p(, . .., p{@ associados as hipSteses Hél, ey Héq é
realizada por meio da aplicacao do Algoritmo 3 usando as estatisticas de teste T, ..., 7Y,

respectivamente. Primeiramente, lembre-se de definir uma reordenacgao 1, 1o, ..., 7, dos
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indices 1, ..., q tais que

R P ) tia,

que permite redefinir as hipdteses e estatisticas como

HY = Hyr L HY = Hye

7O =78 TW =Tl

Para aplicar o Algoritmo 3, é necessario um método para realizar o calculo de p®), apre-

sentado na Linha 8 do algoritmo, cuja expressao é dada por

p® =P ({?%} T > k) ]HQ) ; k=1,...,q. (4.45)

E importante notar que todas as estatisticas p(!), ..., p@ dadas em (4.45), dependem
da amostra observada (1, 5), pois esta amostra determina tanto os valores t™), ¢ . (@)
quanto a reordenacio das estatisticas T, T .. T@_  Portanto, os valores das es-
tatisticas p™,p®, ..., p@ foram obtidos conjuntamente usando uma aproximacdo de

Monte Carlo.

Primeiramente, considere o vetor (7, W @ T (q)) com a mesma distribuicao que
(TW, 7@ .. TW) sob Hg, parar = 1,..., R, R > 1. Entfo, a aproximacio de Monte

Carlo para p¥) é:

Para simulacao de uma réplica (Tr*(l), S ,T:(q)) de (TW, 7@ ... . T@) sob Hy,
inicialmente, considere cada matriz Z; obtida permutando-se as linhas de Z, resultando

em (4.46):
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permutacao 1 . k . q
1 t?1),1 . t?km R 7
T 2 t€1)72 e t?k),z e t?q)ﬁ
3 t?1)73 e t?k),S e tfq)’?)
I 999 tﬁ),ggg e tf/c),ggg e t?q),999 |

A probabilidade p*) é dada por

1000
1
(k) — , Ho| = —— *
P P ({mk’.??;}T(z) >tk | Q> 1000 2 I (max Z(,Wq > t(k)) .

(4.46)



Capitulo 5

Analise de dados da Marcha Humana

5.1 Coleta de Dados

A amostra é constituida de individuos assintomaticos com relacao a dor no joelho.
Tais individuos foram estudantes da Universidade Federal de Sao Carlos, que aceitaram
participar do estudo.

Os critérios de inclusao na amostra foram: individuos do sexo masculino; idade entre
18 e 40 anos; indice de massa corporal abaixo de 30 kg/m?; altura variando entre 1,60 e
1,90m. Ja os critérios de exclusao foram: dor recente na coluna vertebral, joelho, quadril
ou tornozelo; histérico de lesao nos membros inferiores; cirurgia, lesoes e doengas nos
membros inferiores; presenca de sintomas na coluna vertebral, quadril, joelho ou tornozelo
com duragao maior que trés dias no ano precedente; disturbios do equilibrio; discrepancia
real ou aparente no comprimento dos membros inferiores; alteragoes posturais evidentes.
Estes critérios foram estabelecidos para que a amostra fosse a mais homogénea possivel.

O Optotrak é um sistema que registra as posigoes tridimensionais de marcadores re-
flexivos. Os marcadores refletem a luz infravermelha emitida pelo equipamento, a qual
¢ captada por um sensor de posigdo composto por trés cameras conjugadas. O equi-
pamento retorna a posicao tridimensional de cada marcador ao longo do tempo, que,
posteriormente, ¢ convertida em valores angulares.

Em cada individuo, uma das pernas é escolhida e o registro do movimento € feito apds a
colocacao do eletrogoniometro e dos marcadores do Optotrak na perna selecionada. Apds
a montagem dos equipamentos, o individuo caminha sob uma esteira por 90 segundos
em uma velocidade fixa de 5,0 km/h e, apds este periodo, o Optotrak inicia o registro

de dados pelo periodo de 90 segundos. Apds um periodo de descanso, o procedimento é

51
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repetido para a outra perna.

A amostra final consistiu de 16 individuos, sendo que, para cada individuo, foram cole-
tadas as medidas angulares de trés diferentes angulos de rotacao (flexao-extensao, rotacao
medial-lateral e varo-valgo) de cada perna (dominante e ndo dominante) no aparelho Op-
totrak. A perna dominante é determinada pela perna preferencial com que o individuo

chuta uma bola.

5.2 Analise Descritiva de Diferencas Bilaterais

Para comparar os lados dos individuos, calculamos as diferencas das curvas médias
aritmétia dos lados dominante (D) e nao dominante (ND), mostradas na Figura 5.1,
assim como o desvio-padrao destas diferencas. Lembrando que o um ciclo é equivalente a

uma passada.

Diferenca entre D e ND Desvio—padréo da diferenca

15
|

10
|

-5
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Proporcéo do ciclo Proporcéo do ciclo

Figura 5.1: A esquerda: Diferenca das curvas médias dos individuos. A direita: Desvio-
padrao das diferencas médias.

A partir da Figura 5.1, observamos que o maior desvio padrao é de 0,8, associado ao
intervalo [0,2; 0,4] do ciclo, e o segundo maior, cujo valor é 0,7, acorreu durante o intervalo
de [0,8; 1] do ciclo. Em relacdo a diferenga entre as curvas médias dos lados dominante e
nao dominante, o valor da maior diferenga é igual a 15, correspondente ao intervalo [0,6;

0,8] do ciclo.
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Para discriminar os individuos com relacao a diferenca bilateral, precisamos usar al-

guma distancia entre fungoes. Consideremos as distancias dy, ds e dj:

dl(l'l, 1'2) = /0 ‘l’l(t) — .Tg(t)| dt,

do(1, 22) = /0 (21(t) — 22(t))* dt

ds(w1,22) = sup |z1(t) — 22(t)],
te(0,1]

nas quais xy, s : [0,1] — R.

Desta forma, para comparar as diferencas bilaterais dos individuos, a Tabela 5.1 mostra
as distancias entre as curvas médias dos lados dominante (D) e nao dominante (ND). Todas
as distancias apresentadas na tabela abaixo foram obtidas via integragao numérica, com

o uso do comando integrate do software R (R Core Team, 2022).

Tabela 5.1: Distancias di, ds e d3 apresentadas na seccao 3.1 entre as curvas médias dos

lados dominante (D) e ndo dominante (ND) para cada individuo.
Individuo dl d2 d3

244 842 5.50

1.25 199 3.01

4.60 43.88 15.11

4.05 2283 8.13

098 124 201

0.95 1.68 2.99

1.74 4.82 397

206 584 4.45

9 199 730 5.96

10 126 217 2.64

11 0.80 1.02 239

12 156 338 3.36

13 525 3894 11.71

14 237 7.08 4.31

15 1.81 8.08 6.17

16 5.11 37.76 10.77

00 3 O U = W N

Analisando a Tabela 5.1, notamos que o individuo 3 é o que apresenta maior diferenca
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bilateral de acordo com ds e d3, enquanto que o individuo 13 é aquele com a maior
diferenca conforme d;. Por outro lado, o individuo 11 é aquele que apresenta a menor
diferenca bilateral de acordo com d; e ds, enquanto que o individuo 5 é aquele com a
menor diferenca conforme dz. A partir desta andlise, decidimos escolher os individuos 3 e
11 para uma analise mais detalhadas dos procedimentos inferenciais.

Considerando que possuimos 16 individuos na amostra, apresentamos os resultados
para apenas dois sujeitos da amostra, os individuos 3 e 11. Para o individuo 3, foram
registradas 67 curvas de flexao-extensao para o lado dominante e 70 curvas para o lado
nao dominante. Para o individuo 11, foram registradas 70 curvas de flexao-extensao para
o lado dominante e 62 para o lado nao dominante.

A Figura 5.2 mostra as curvas de flexdo-extensao do individuo 3 para os lados do-
minante e nao dominante, obtidas a partir de uma suavizacao de Fourier com K = 13

coeficientes, apresentadas na Secao 2.2

Lado Dominante Lado Nao Dominante

40
40

Angulo
Angulo

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Proporcéo do Ciclo Proporcéo do Ciclo
Figura 5.2: Curvas suavizadas para a perna dominante e nao dominante do individuo 3.

Observando a Figura 5.2, percebemos que a suavizacao ficou bem ajustada em alguns
intervalos. Note que os pontos nos graficos sao as observagoes e as curvas em cinza
claro, as suavizacoes. No lado dominante, as curvas estao bem préximas nos intervalos

[0,0;0,1] e [0,5;0,85], sendo os intervalos [0, 1;0,4] e [0,9;1], aqueles que apresentam
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maior variabilidade.

Ja para o lado nao dominante, as curvas estao bem préximas apenas nos intervalos
[0,00;0,01] e [0,5;0,6], sendo o intervalo [0, 8; 1], aquele que apresenta maior variabili-
dade.

A Figura 5.3 mostra o intervalo quantilico de 95% de confianca para a suavizacao da
perna dominante e nao dominante do individuo 3, mostrado na seccao 2.4. Observamos
que as curvas inferior e superior estao bem préximas da curva média apenas para alguns
intervalos da perna dominante e ndo dominante. O intervalo [0,2; 0,4] é aquele que contém
maior variabilidade no lado dominante e os intervalos [0,1; 0,4] e [0,6; 1], para o lado nao

dominante.

Lado Dominante Lado Nao Dominante

60
60

50
|

40
|
40
|

Angulo
30
Il
Angulo
30
Il

10
|
10
|

-10
-10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Proporcéo do ciclo Proporcéo do Ciclo

Figura 5.3: Intervalo quantilico de 95% de confianca para a suavizacao da perna dominante
e nao dominante do individuo 3.

Considerando a discussao proposta correspondente ao teste de igualdade para duas
amostras, calculamos a diferenca média do angulo de flexao-extensao entre as pernas
dominante e ndo dominante e obtemos o intervalo quantilico de confianca de 95% com o
intuito de ter percepcao da variabilidade entre as curvas.

A diferenga média e o intervalo quantilico sao apresentados na Figura 5.4. Note que,
para o individuo 3, os intervalos contendo o zero sao [0; 0,10], [0,18; 0,21] e [0,82; 0,85].

Agora, analisamos as curvas de flexdo-extensao do individuo 11 para os lados do-
minante e nao dominante. A Figura 5.5 apresenta as curvas obtidas a partir de uma

suavizacao de Fourier com K = 13 coeficientes.
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Diferenca entre médias dos lados (d — nd)

10 15
|
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Proporcao do ciclo

Figura 5.4: Intervalo quantilico de 95% da diferencas entre as pernas dominante e nao
dominante do individuo 3.

Percebemos que a suavizagao ficou bem ajustada apenas em alguns pontos. Nos lados
dominante e ndo dominante as curvas estdo bem préximas no intervalo [0,5; 0,85]. Os

intervalos [0,1; 0,4] e [0,85; 1] apresentam maior variabilidade entre as curvas.
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Figura 5.5: Curvas suavizadas para a perna dominante e nao dominante do individuo 11.

A Figura 5.6 apresenta o intervalo quantilico de 95% de confianca para a diferenca

entre a perna dominante e nao dominante do individuo 11.
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Figura 5.6: Intervalo quantilico de 95% de
dominante e nao dominante do individuo 11.
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confianga para a diferenca entre as pernas
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Na Figura 5.6, em relacao a perna dominante, reparamos que as curvas inferior e
superior estdao préximas da curva média no intervalo de [0,4; 0,9], apresentando maior
variabilidade nos intervalos [0; 0,4] e [0,9; 1]. Para a perna nao dominante, hd mais
incerteza nos intervalos [0,1; 0,45] e [0,9; 1].

A Figura 5.7 mostra o intervalo quantilico de 95% da diferenca entre as pernas do-
minante e nao dominante. Por meio do intervalo quantilico, percebemos uma grande
variabilidade na diferenca entre o angulo de flexao extensao da perna dominante e nao
dominante. Aparentemente existe uma diferenca no angulo de flexdo extensao durante a
passada entre as duas pernas. A magnitude da diferenga vai de 1 a —3 graus.

A diferenca é nula nos intervalos [0,10; 0,30],[0,50; 0,62], [0,70; 0,82] e [0,90; 1,00].

Diferenca entre médias dos lados (d — nd)

Angulo
1

T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Proporcao do ciclo

Figura 5.7: Intervalo quantilico de 95% da diferenca entre as pernas dominante e nao
dominante do individuo 11.
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5.3 Testes de Hipdteses nao Ajustados para a Dife-
renca de Distribuicao Intervalar

Nesta secao, aplicamos o teste apresentado na Se¢ao 3.2 para os individuos 3 e 11 para
os intervalos: [0; 0,01], [0,01; 0,02], ..., [0,99; 1], os quais representam 1% do ciclo da
marcha do individuo, para cada um deles.

O individuo 3 foi escolhido como aquele que apresenta maior diferencga bilateral, con-
forme a andlise descritiva do Capitulo 3. A Tabela 5.2 apresenta as regioes (unides dos
intervalos) em que a hipdtese Hy foi rejeitada para as estatisticas de testes T, (Ly), Ts
(L) e Ty (sup), definidas na Segao 3.2. Além disso, a Figura 5.8 mostra os p-valores para

o individuo 3, considerando as distancias di, ds e ds.

Tabela 5.2: Tabela com uniao dos intervalos que apresentaram diferenca bilateral para o
individuo 3.

Ll L2 sup
Comecgo Final | Comego Final | Comego Final
0.02 0.05 0.03 0.04 0.00 0.06
0.10 0.15 0.09 0.15 0.09 0.16
0.20 1.00 0.21 0.85 0.19 1.00
0.89 1.00

W N =
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Figura 5.8: Os p-valores para o individuo 3 considerando as trés distancias. A linha tra-
cejada cinza representa o nivel de significancia o = 0,05, a linha cheia preta representa o
p-valor associado a distancia d; (L;), a linha tracejada preta representa o p-valor associ-
ado a distancia dy (Ly), enquanto a linha pontilhada preta representa o p-valor associado
a distancia dz (sup).
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Notamos que, para todas as métricas, o final do intervalo da proporcao do ciclo apre-
sentou o zero. Este resultado ja era esperado, considerando o intervalo quantilico com 95%
mostrado na Figura 5.4, na qual percebemos que o final da proporc¢ao do ciclo continha o
Zero.

Para T} (L1), Ty (Ls) e T3 (sup), respectivamente, 88%, 82% e 94% do intervalo que
representam as regioes rejeitadas para a diferenca entre os lados. Portanto, uma grande
parte da fracao do intervalo foi considerada com evidéncia suficiente para a rejeicao da
igualdade bilateral.

O individuo 11 foi escolhido como aquele que apresenta pouca diferenca bilateral, de
acordo com a andlise descritiva do Capitulo 3. A Tabela 5.3 apresenta as regioes (unioes
dos intervalos) em que a hipdtese Hy foi rejeitada para as estatisticas de testes 17 (L),
Ty (Ly) e T5 (sup). Adicionalmente, a Figura 5.9 mostra os p-valores, considerando as

trés distancias.

Tabela 5.3: Tabela com uniao dos intervalos que apresentaram diferenca bilateral para o
individuo 11.

Ly Lo sup

Comeco Final | Comego Final | Comeco Final
0.01 0.14 0.01 0.11 0.00 0.17
0.24 0.51 0.27 0.51 0.22 0.51
0.59 0.76 0.60 0.77 0.59 0.78
0.83 0.96 0.83 0.92 0.82 0.96

W N =

Notamos que, para todas as métricas, o intervalo [0,80; 0,96] teve boa parte do intervalo
da proporcao do ciclo contendo o zero. Este resultado ja era esperado pela analise do
intervalo quantilico com 95%, apresentado na Figura 5.7, na qual percebemos que alguns
intervalos no comeco e no final da proporc¢ao do ciclo continham o zero.

Para T} (L1), Ty (Ls) e T3 (sup), respectivamente, 70%, 60% e 79% do intervalo que
representam as regioes rejeitadas para a diferenga entre os lados. Portanto, uma grande
parte da fracao do intervalo foi considerada com evidéncia suficiente para a rejeicao da

igualdade bilateral. Logo, ha diferenca entre as pernas dominante e nao dominante.
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Figura 5.9: Os p-valores para o individuo 11 considerando as trés distancias. A linha
tracejada cinza representa o nivel de significancia o = 0, 05, a linha cheia preta representa
o p-valor associado a distancia d; (L), a linha tracejada preta representa o p-valor associ-
ado a distancia dy (Ls), enquanto a linha pontilhada preta representa o p-valor associado
a distancia dz (sup).
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Em resumo, os dois individuos (3 e 11) apresentaram uma grande fragdo do intervalo
tendo diferenca entre os lados. Como esperado, o individuo 3 apresenta uma proporcao
maior de rejeicao, considerando todas as métricas. A menor fracao observada foi de 82%,
na medida de distancia Ty (Ls), para o individuo 3 e de 60%, na mesma medida, para
o 11, enquanto que a maior fracao dos intervalos foi de 94%, na medida de distancia T3
(sup), para o individuo 3 e de 79% para o 11, na mesma medida.

Observamos que o menor valor, para os dois individuos, foi observado na medida de

distancia Ty (L9), enquanto que a maior foi observada na distancia T3 (sup).

5.4 Testes de Hipdteses Corrigidos para a Igualdade
de Distribuicao Intervalar

Nesta secao, aplicamos o procedimento de teste apresentado na Secao 4.5 para os
individuos 3 e 11 nos intervalos [0; 0,01], [0,01; 0,02], ..., [0,99; 1], os quais representam,
cada um deles 1% do ciclo da marcha do individuo,para cada um deles. Primeiramente,
utilizamos a correcao de Bonferroni e, posteriormente, a correcao de Holm.

A Tabela 5.4 apresenta as regides (unides dos intervalos) em que a hipdtese Hy foi
rejeitada para as estatisticas de testes T} (L1), 1o (L2) e T3 (sup), considerando o in-
dividuo 3 e a correcao de Bonferroni. Adicionalmente, a Figura 5.10 mostra os p-valores,

considerando as trés distancias para o mesmo sujeito e mesma regra de correcao.

Tabela 5.4: Tabela com uniao dos intervalos que apresentaram diferenca bilateral para o
individuo 3 considerando a correcao de Bonferroni.
Ly Lo sup
Comeco Final | Comeco Final | Comeco Final
1 0.25 0.87 0.25 0.84 0.24 0.99
2 0.90 0.98 0.90 0.98

Para T} (Ly), Ty (Ls) e T3 (sup), respectivamente, 70%, 67% e 75% do intervalo que
representam as regioes rejeitados apresenta diferenca entre os lados. Portanto, uma grande
parte da fracao do intervalo foi considerada com evidéncia suficiente para a rejeicao da

igualdade bilateral.
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Figura 5.10: Os p-valores para o individuo 3 considerando as trés distancias corrigidos
através do procedimento de Bonferroni. A linha tracejada cinza representa o nivel de
significancia o = 0,05, a linha cheia preta representa o p-valor associado a distancia d;
(L), a linha tracejada preta representa o p-valor associado a distancia dy (L2), enquanto
a linha pontilhada preta representa o p-valor associado & distancia dz (sup).
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A Tabela 5.5 apresenta as regides (unioes dos intervalos) em que a hipétese Hy foi
rejeitada para as estatisticas de testes Ty (L1), T2 (L2) e T3 (sup), considerando o in-
dividuo 11 e a correcao de Bonferroni. Adicionalmente, a Figura 5.11 mostra os p-valores,

considerando as trés distancias para o mesmo sujeito e mesma regra de correcao.

Tabela 5.5: Tabela com uniao dos intervalos que apresentaram diferenga bilateral para o
individuo 11 considerando a corre¢ao de Bonferroni.
Ly Lo sup
Comeco Final | Comeco Final | Comeco Final
0.02 0.10 0.03 0.08 0.02 0.10
0.26 0.48 0.29 0.48 0.26 0.49
3 0.62 0.75 0.63 0.75 0.62 0.75
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Figura 5.11: Os p-valores para o individuo 11 considerando as trés distancias corrigidos
por meio do procedimento de Bonferroni. A linha tracejada cinza representa o nivel de
significancia a = 0,05, a linha cheia preta representa o p-valor associado a distancia d;
(L1), a linha tracejada preta representa o p-valor associado a distancia ds (Ls), enquanto
a linha pontilhada preta representa o p-valor associado a distancia ds (sup).

Para Ty (L1), Ty (L) e T3 (sup), respectivamente, 43%, 36% e 44% do intervalo que
representam as regioes rejeitadas para a diferenca entre os lados. Portanto, menos de
50% da fracao do intervalo foi considerada com evidéncia suficiente para a rejeicao da

igualdade bilateral.
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A Tabela 5.6 apresenta as regides (unides dos intervalos) em que a hipdtese Hy foi
rejeitada para as estatisticas de testes T} (L1), Tz (La) e T3 (sup), considerando o individuo
3 e a correcao de Holm. Além disso, a Figura 5.12 mostra os p-valores, considerando as

trés distancias para o mesmo sujeito e mesma regra de corregao.

Tabela 5.6: Tabela com uniao dos intervalos que apresentaram diferenca bilateral para o
individuo 3 considerando a correcao de Holm.
Ly Lo sup
Comeco Final | Comego Final | Comeco Final
1 0.23 0.87 0.25 0.85 0.22 0.99
2 0.90 0.99 0.90 0.99
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Figura 5.12: Os p-valores para o individuo 3 considerando as trés distancias corrigidos
através do procedimento de Holm. A linha tracejada cinza representa o nivel de signi-
ficancia a = 0, 05, a linha cheia preta representa o p-valor associado & distancia d; (L1), a
linha tracejada preta representa o p-valor associado a distancia dy (L), enquanto a linha
pontilhada preta representa o p-valor associado a distancia ds (sup).

Para Ty (L1), Tz (L2) e T3 (sup), respectivamente, 73%, 69% e 77% do intervalo que
representam as regioes rejeitados apresenta diferenca entre os lados. Portanto, uma grande
parte da fracao do intervalo foi considerada com evidéncia suficiente para a rejeicao da

igualdade bilateral.
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A Tabela 5.7 apresenta as regides (unioes dos intervalos) em que a hipétese Hy foi
rejeitada para as estatisticas de testes T} (L1), Ty (Lo) e T3 (sup), considerando o individuo
3 e a correcao de Holm. Adicionalmente, a Figura 5.13 mostra os p-valores, considerando

as trés distancias para o mesmo sujeito e mesma regra de corregao.

Tabela 5.7: Tabela com uniao dos intervalos que apresentaram diferenga bilateral para o
individuo 11 considerando a corre¢ao de Holm.
Ly Lo sup
Comeco Final | Comeco Final | Comeco Final
0.02 0.10 0.03 0.08 0.02 0.10
0.26 0.49 0.29 0.48 0.25 0.49
3 0.62 0.75 0.63 0.75 0.62 0.75
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Figura 5.13: Os p-valores para o individuo 11 considerando as trés distancias corrigidos
através do procedimento de Holm. A linha tracejada cinza representa o nivel de signi-
ficancia a = 0, 05, a linha cheia preta representa o p-valor associado a distancia d; (L1), a
linha tracejada preta representa o p-valor associado a distancia dy (L), enquanto a linha
pontilhada preta representa o p-valor associado a distancia dz (sup).

Para Ty (L1), Ty (L) e T3 (sup), respectivamente, 44%, 36% e 45% do intervalo que
representam as regioes rejeitados apresenta diferenca entre os lados. Portanto, uma parte
inferior a 50% da fracao do intervalo foi considerada com evidéncia suficiente para a

rejeicao da igualdade bilateral.
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Em suma, como esperado, quando aplicamos as correcoes de Bonferroni e Holm, ob-
temos uma uniao de intervalos que representam as regioes rejeitadas menores para a
diferenca entre as passadas para a perna dominante e nao dominante. Logo, os testes
utilizados nesse trabalho, que exercem algum controle sobre o erro familiar, sao mais
criteriosos para rejeitar a hipdtese de igualdade entre as pernas, mantendo um controle
maior sobre o nivel de confianga.

O procedimento de Holm foi o mais restritivo em relagao ao de Bonferroni para o
individuo 11, cuja representacao da uniao dos intervalos rejeitados ao nivel de confianca
a = 5% foram de 44%, 36% e 45%, respectivamente, para L, Ly e Ls. Quando consi-
deramos o procedimento de Bonferroni, obtemos 43%, 36% e 44%, respectivamente, para
Li, Ly e L3, ou seja, temos um ganho de 1% para L;, nenhum ganho para L, e 1% para
L3, mantendo o mesmo nivel de confianca. Ja para a uniao dos intervalos rejeitados sem
correcao, o menor valor para o individuo 11 foi de 60% para L.

O mesmo ocorre para o individuo 3, ou seja, o procedimento de Holm apresentou me-
lhores resultados em relagao ao de Bonferroni, cuja representacao da uniao dos intervalos
rejeitados ao nivel de confianca a = 5% foi de 73%, 69% e 77%, respectivamente, para
Li, Ly e Ly. Quando consideramos o procedimento de Bonferroni, obtemos 70%, 67% e
75%, respectivamente, para Ly, Ly e L3, ou seja, temos um ganho de 3% para L, 2% para
Ly e 2% para Lz, mantendo o mesmo nivel de confianca. J& para a uniao dos intervalos
rejeitados sem correcao, o menor valor foi de 82% para Ls.

Concluimos que a correcao feita, considerando o controle do erro familiar, diminuiu,
consideravelmente, a representacao da uniao dos intervalos rejeitados para a diferenca
entre os lados. Conseguimos melhorar, consideravelmente, a decisao tomada quando uti-
lizamos as correcoes propostas nesse trabalho, Bonferroni e Holm.

Além disso, o procedimento de Holm apresentou o melhor poder de decisdo, man-
tendo o mesmo poder em consideracao ao procedimento de Bonferroni, uma vez que as

representacoes dos intervalos das regioes rejeitadas ficaram iguais ou maiores.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Este trabalho foi estruturado para dar embasamento a um estudo estatistico sobre
o equilibrio muscular entre a perna direita e esquerda por meio de dados angulares de
articulacoes que sao registrados ao longo do tempo. Em geral, a andlise é realizada a
partir do registro dos angulos formados por esta articulagdo durante uma passada (ciclo),
que é o movimento realizado pela articulagao entre dois toques consecutivos do calcanhar
no solo.

Em outras palavras, o intuito foi investigar o equilibrio muscular entre as pernas
esquerda e a direita de uma pessoa a partir da andlise das curvas de flexdo-extensao
obtidas por um mesmo individuo, isto é, o interesse foi decidir se ha diferenca entre as
distribuicoes dos dados funcionais dos dois grupos: curvas de flexdao-extensao da perna
esquerda e perna direita.

Por meio das curvas funcionais de flexao-extensao observadas, apds a suavizagao dos
dados, compararam-se as curvas associadas as pernas direita e esquerda.

Para isto, foi estudada a metodologia de testes multiplos, cujo enfoque é controlar a
taxa de erro familiar. Para esse fim, foram abordados varios conceitos gerais como, por
exemplo, p-valor ajustado, coeréncia, consonancia, principio de fechamento.

Conseguimos observar um ganho relevante na diminui¢ao da uniao dos intervalos que
representam as areas de rejeicao da igualdade dos lados (perna esquerda e direita do
mesmo individuo), quando aplicamos uma corre¢ao. Isso ocorre por qué uma abordagem
multipla é mais coerente para abordar esse problema, ja que uma abordagem usual cos-
tuma ser muito conservadora, uma vez que nao existe uma correcao do nivel de confianca.

Aplicando o método de Bonferroni, obteve-se uma reducao de até 35% na fracao do

intervalo que representa as regioes de rejeicao de igualdade entre os lados em comparacao
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ao método sem aplicacao de nenhuma correcao.

Quando aplicamos o método de Holm, obteve-se uma reducao de até 34% na fracao do
intervalo que representa as regioes de rejeicao de igualdade entre os lados em comparacao
ao método sem aplicacao de nenhuma correcao.

Uma outra alternativa viavel para controlar a taxa de erro familiar é usar o principio de
fechamento e métodos de permutacao para a obtencao do p-valor ajustado, possibilitando
que se tenha mais controle sobre o erro do tipo I.

Apesar desse procedimento ter sido abordado de forma geral na Secao 4.6 e, no con-
texto de comparacao da distribuicao de dois dados funcionais, na Secao 4.7, nao foi possivel
aplicd-lo aos dados de marcha devido a aspectos computacionais, especificamente, em ob-
ter um processo computacionalmente plausivel de ser executado. Desta forma, para estu-
dos futuros, recomenda-se o uso de métodos de permutacao para a obtencao do p-valor

ajustado.
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Apéndice

# COMPARISON OF 2 SAMPLES OF CURVES

HHHHR R

# PACKAGES
require(fda.usc)
require (proxy)
require (mvtnorm)
require (energy)
require(compiler)

library(dplyr)

# PRE-PROCESSING OF RAW DATA

# Load Raw Data Workspace

load("Datasets/Gait_rawdata.RData")

# Creating data.frame with flexion-extension angles obtained from OPTOTRAK

Dados.flx <- subset(Opto.tab, select = -c(vv, rot))

# Smoothing raw data (Bilateral flexion-extension angles of 16 subjects)
K <- 13 # Number of Fourier Basis Functions
processed.data <- vector("list", length = 2xlength(subj_levels))
1<-0
for (subject in subj_levels) {
for (4 in c("Y", "N")) {
1<-1+1
processed.data[[1]]1$subj <- subject
processed.data[[1]]1$dom <- d
cycles <- unique(with(Dados.flx, Dados.flx[(subj == subject) & (dom == d), "cycle"]))

# Fourier Basis expansion
basis.fourier <- create.fourier.basis(c(0,1), K)
Coef <- matrix(0, nrow = K, ncol = length(cycles))
for (i in 1:length(cycles)) {
lin <- with(Dados.flx, which((subj == subject) & (dom == d) & (cycle == i)))
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X <- getbasismatrix(Dados.flx$time[lin], basis.fourier)
Coef[,i] <- solve(crossprod(X), crossprod(X, Dados.flx$flx[1in]))
} # end-for
processed.datal[[1]1]$flx.fd <- fd(Coef, basis.fourier, fdnames = list("Proportion of Cycle", "Cycle", "Angle"))
} #end-for (d)
} # end-for (subj)

# Index table

Index.tab <- t(sapply(processed.data, function(w) c(w$subj, w$dom)))

HHH
# FUNCTIONS

# eqdist.etest (updated from energy package): now returns the permuted test statistic value in ’perm.stat’
eqdist.etest <- function (x, sizes, distance = FALSE, method = c("original", "discoB", "discoF"), R) {
method <- match.arg(method)
if (method == "discoB" || method == "discoF") {
g <- as.factor(rep(l:length(sizes), sizes))
return(disco(x, factors = g, distance = distance, index = 1,
R = R, method = method))
}
nsamples <- length(sizes)
if (nsamples < 2)
return(NA)
if (min(sizes) < 1)
return(NA)
if ('is.null(attr(x, "Size")))
distance <- TRUE
X <- as.matrix(x)
if (NROW(x) != sum(sizes))
stop("nrow(x) should equal sum(sizes)")
if (distance == FALSE && nrow(x) == ncol(x))
warning("square data matrix with distance==FALSE")
d <- NCOL(x)
if (distance == TRUE)
d <- 0
str <- "Multivariate "
if (d == 1)
str <- "Univariate "
if (d == 0)
str <- ""
e0 <- 0
repl <- rep(0, R)
pval <- 1
b <- .C("ksampleEtest", x = as.double(t(x)), byrow = as.integer(1l),
nsamples = as.integer(nsamples), sizes = as.integer(sizes),
dim = as.integer(d), R = as.integer(R), e0 = as.double(e0),
e = as.double(repl), pval = as.double(pval), PACKAGE = "energy")
names (b$e0) <- "E-statistic"

sz <- paste(sizes, collapse = " ", sep = "")
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methodname <- paste(str, length(sizes), "-sample E-test of equal distributions",
sep = ny

n

dataname <- paste("sample sizes ", sz, ", replicates ", R,
sep = " ll)

e <- list(call = match.call(), method = methodname, statistic = b$eO,

p.value = b$pval, perm.stat = b$e, data.name = dataname)
class(e) <- "htest"
e

} # end-function

# rho: return the distances for a partition of the interval [0, 1]
rho <- function(x, y, breaks = NULL, type = c("L1", "L2", "sup")) {
# x, y: numeric vectors (Fourier coefficients)
# breaks: break points in the interval [0,1]
# type: distance type to be used
type <- match.arg(type)
if (length(x) != length(y)) stop("length of coefficients vectors x and y should be equal")
if (length(x) %% 2 != 1) stop("number of basis functions should be an odd number")
if (is.null(breaks)) {
breaks <- c(0, 1)
} else {
if (any((breaks < 0) | (breaks > 1))) stop("values in breaks should lie in [0,1]1")
breaks <- sort(unique(c(0, 1, breaks)))
} # end-if-else
basis.fourier <- create.fourier.basis(c(0,1), length(x))
Fun.x <- fd(matrix(x, ncol = 1), basis.fourier, fdnames = list("Proportion of Cycle", "Cycle", "Angle"))
Fun.y <- fd(matrix(y, ncol = 1), basis.fourier, fdnames = list("Proportion of Cycle", "Cycle", "Angle"))
out <- numeric(length(breaks) - 1)
if (type == "L1") {
dif <- function(t) {abs(eval.fd(t, Fun.x) - eval.fd(t, Fun.y))}
for (k in 1:length(out)) {
out [k] <- integrate(dif, breaks([k], breaks[k+1])$value/(breaks[k+1] - breaks[k])
} # end-for
} else {
if (type == "L2") {
dif <- function(t) {(eval.fd(t, Fun.x) - eval.fd(t, Fun.y)) 2}
for (k in 1:length(out)) {
out [k] <- integrate(dif, breaks[k], breaks[k+1])$value/(breaks[k+1] - breaks[k])
} # end-for
} else { # type == "sup"
dif <- function(t) {abs(eval.fd(t, Fun.x) - eval.fd(t, Fun.y))}
for (k in 1:length(out)) {
out [k] <- optimise(dif, c(breaks[k], breaks[k+1]), maximum = TRUE)$objective
} # end-for
} # end-if-else
} # end-if-else
return(out)

} # end-function

# int.f: returns the integral of f over a partition defined by breaks
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int.f <- function(f, breaks) {
sapply(1: (length(breaks)-1), function(k) integrate(f, breaks[k], breaks[k+1])$value/(breaks[k+1] - breaks[k]))

} # end-function

# max.f: returns the supremum f over a partition defined by breaks
max.f <- function(f, breaks) {
sapply(1: (length(breaks)-1), function(k) optimise(f, c(breaks[k], breaks[k+1]), maximum = TRUE)$objective)

} # end-function

# Dist.rho: returns a matrix (row: a combination of two elements from Z, col: interval)
Dist.rho <- function(X, Y, breaks = NULL, type = c("L1", "L2", "sup")) {
# X, Y: numeric matrices (row: observation, column: coefficient value)
# breaks: break points in the interval [0,1]
# type: distance type to be used
type <- match.arg(type)
if (ncol(X) != ncol(Y)) stop("X and Y matrices should have the same number of columns")
if (is.null(breaks)) {
breaks <- c(0, 1)
} else {
if (any((breaks < 0) | (breaks > 1))) stop("values in breaks should lie in [0,1]")
breaks <- sort(unique(c(0, 1, breaks)))
} # end-if-else
# Data input

m <- nrow(X)

n <- nrow(Y)

K <- ncol(X)
N<-m+n

Z <- rbind(X, Y)

# Fourier smoothing

basis.fourier <- create.fourier.basis(c(0,1), K)
Fun.z <- £fd(t(Z), basis.fourier, fdnames = list("Proportion of Cycle", "Cycle", "Angle"))
# Distance array for each interval
lin <- unlist(lapply(2:N, function(i) i:N))
col <- unlist(lapply(1l:(N-1), function(i) rep(i, N-i)))
M <- cbind(1lin, col)
f.z <- function(t) eval.fd(t, Fun.z)
if (type == "L1") {
out <- apply(M, 1, function(u) {
dif <- function(t) {F.t <- f.z(t); abs(F.t[,ul2]] - F.t[,ul1]1)};
int.f(dif, breaks)
1))
} else {
if (type == "L2") {
out <- apply(M, 1, function(u) {
f <- function(t) dif2(t, u)
dif <- function(t) {F.t <- f.z(t); (F.t[,ul2]] - F.t[,ul1]1])"2};
int.f(dif, breaks)
1))
} else {

out <- apply(M, 1, function(u) {
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dif <- function(t) {F.t <- f.z(t); abs(F.t[,ul2]] - F.t[,ul1l1])};
max.f(dif, breaks)
B
} # end-if-else
} # end-if-else
out <- t(matrix(out, ncol = nrow(M)))
return(out)

} # end-function

# Dist.M: converts a vector u into a distance matrix
Dist.M <- function(u) {
L <- length(u)
if (sqrt(1l + 8%L) - floor(sqrt(l + 8*L)) > 0) stop("the vector can not be converted into a distance matrix")
N <= (1 + sqrt(1 + 8xL))/2
col <- unlist(lapply(1l:(N-1), function(i) rep(i, N-i)))
u.lst <- tapply(u, col, identity)
zeros <- lapply(1:(N-1), function(u) rep(0, times = u))
v <- c(lapply(1:(N-1), function(i) c(zeros[[i]l], u.1lst[[i]])), recursive = TRUE)
v <~ c(v, rep(0,N))
return(as.dist (matrix(v, nrow = N)))

} # end-function

# energy.local: test differences between two samples for a partition of the [0, 1] domain
energy.local <- function(X, Y, breaks = NULL, type = c("L1", "L2", "sup"), R = 999) {
# X, Y: numeric matrices (row: observation, column: coefficient value)
# breaks: break points in the interval [0,1]
# type: distance type to be used
# R: number of replications for permutation test
type <- match.arg(type)
if (ncol(X) !'= ncol(Y)) stop("X and Y matrices should have the same number of columns")
if (is.null(breaks)) {
breaks <- c(0, 1)
} else {
if (any((breaks < 0) | (breaks > 1))) stop("values in breaks should lie in [0,1]")
breaks <- sort(unique(c(0, 1, breaks)))
} # end-if-else

<- nrow(X)

]

n <- nrow(Y)
N<-m+n
Z <- rbind(X, Y)
# Distance matrix for each interval
U <- Dist.rho(X, Y, breaks = breaks, type = type)
out <- vector("list", length(breaks)-1)
for (k in 1:(length(breaks)-1)) {
D <- Dist.M(U[,k])
teste <- eqdist.etest(D, distance = TRUE, sizes = c(m, n), R = R)
out[[k]]$statistic <- as.numeric(teste$statistic)
out [[k]1$p.value <- as.numeric(teste$p.value)
out[[k]]$perm.stat <- as.numeric(teste$perm.stat)

} # end-for (k)
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return(out)

} # end-function

HHHEHHEHEHEHEEEHERHEHRHERHEERHEERHER

# P-VALUES FOR A PARTITION OF THE DOMAIN

# Set-up

alpha <- 0.05 # significance level

R <- 99999 # number of random permutations

breaks <- seq(0, 1, by = 0.01) # break-points for the intervals

subj_sel <- c(3, 11) # selected subjects

# Pvalj refers to the p-values using distance rhoj, j = 1,2,3

# Stat]j refers to the energy statistic using distance rhoj, j = 1,2,3

Pvall <- matrix(0, nrow

Pval2 <- matrix(0, nrow

Pval3 <- matrix(0, nrow

Statl <- matrix(0, nrow

Stat2 <- matrix(0, nrow

Stat3 <- matrix(0, nrow

# Permutation tests for

= length(breaks) - 1, ncol

= length(breaks) - 1, ncol

= length(breaks) - 1, ncol

= length(breaks) - 1, ncol

= length(breaks) - 1, ncol

= length(breaks) - 1, ncol

the selected subjects

for (ind.subj in 1:length(subj_sel)) {

pos.d <- 2+subj_sel[ind.subj] - 1

pos.nd <- 2*subj_sel[ind.subj]
X <- t(processed.
Y <- t(processed.
testel <- energy.
teste2 <- energy.
teste3 <- energy.
Pvali[,ind.
Pval2[,ind.
Pval3[,ind.
Stat1[,ind.
Stat2[,ind.
Stat3[,ind.

} # end-for

save(R, alpha,

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
# set.seed(140481)
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#

subj] <-
subj]l <-
subjl <-
subjl <-
subjl <-

datal[pos.nd]]$flx.fd$coefs)
local(X, Y, breaks = breaks,
local(X, Y, breaks = breaks,
local(X, Y, breaks = breaks,

subj] <- sapply(testel, function(w)

sapply(teste2, function(w)

sapply (teste3, function(w)

sapply(testel, function(w)

sapply(teste2, function(w)

sapply(teste3, function(w)

# Loading p-values calculated

load("Images/Local_perm_tests_new.RData")

# Aggregating the rejected
Regioesl <- vector("list",
Regioes2 <- vector("list",

Regioes3 <- vector("list",

intervals at level alpha

length =

length =

length =

length(subj_sel)
length(subj_sel)
length(subj_sel)

for (ind.subj in 1:length(subj_sel)) {

indl.rej <- which(Pvall[,ind.subj] < alpha)

= length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

= length(subj_sel)) # row: interval, col: subject
= length(subj_sel)) # row: interval, col: subject
= length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

= length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

#+ # O # O H #

= length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

datal[[pos.d]]$flx.fd$coefs) # dominant side

# non-dominant side
type = "L1", R = R)
R)

type = "L2", R
type = "sup", R = R)
w$p.value)
w$p.value)
w$p.value)
w§statistic)
w$statistic)

wstatistic)

subj_sel, breaks, Pvall, Pval2, Pval3, Statl, Stat2, Stat3, file = "Images/Local_perm_tests_new.RData")

) # regions defined by distance 1
) # regions defined by distance 2

) # regions defined by distance 3



ind2.rej <- which(Pval2[,ind.subj] < alpha)
ind3.rej <- which(Pval3[,ind.subj] < alpha)
Labelsl.subj <- rep(1, length(indl.rej))
Labels2.subj <- rep(1, length(ind2.rej))
Labels3.subj <- rep(1, length(ind3.rej))
# Method 1
if (length(Labelsl.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labelsl.subj)) {
if (indl.rej[i] > indl.rejli-1] + 1) {
Labelsl.subj[i] <- Labelsl.subjl[i-1] + 1
} else {
Labelsl.subj[i] <- Labelsl.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiaol <- tapply(indl.rej, Labelsl.subj, identity)
intervl <- lapply(ind.regiaol, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioesi[[ind.subj]] <- matrix(unlist(intervl), ncol = 2, byrow = T)
# Method 2
if (length(Labels2.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labels2.subj)) {
if (ind2.rej[i] > ind2.rejl[i-1] + 1) {
Labels2.subj[i] <- Labels2.subj[i-1] + 1
} else {
Labels2.subj[i] <- Labels2.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiao2 <- tapply(ind2.rej, Labels2.subj, identity)
interv2 <- lapply(ind.regiao2, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioes2[[ind.subjl] <- matrix(unlist(interv2), ncol = 2, byrow = T)
# Method 3
if (length(Labels3.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labels3.subj)) {
if (ind3.rej[i] > ind3.rejl[i-1] + 1) {
Labels3.subj[i] <- Labels3.subjl[i-1] + 1
} else {
Labels3.subj[i] <- Labels3.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiao3 <- tapply(ind3.rej, Labels3.subj, identity)
interv3 <- lapply(ind.regiao3, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioes3[[ind.subjl] <- matrix(unlist(interv3), ncol = 2, byrow = T)

} # end-for (ind.subj)

# PLOT OF UNADJUSTED P-VALUES FOR THE 2 SELECTED SUBJECTS
for (i in subj_sel) {

subject <- subj_levels[il
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pvalsl <- Pvall[, match(i, subj_sel)]

pvals2 <- Pval2[, match(i, subj_sel)]

pvals3 <- Pval3[, match(i, subj_sel)]

fl_name <- paste("Graphs/", subject, "_newpvalues.pdf", sep = "")
pdf (f1_name, width = 10)

plot(breaks, c(0, pvalsl), type = "S", xlab = "Proporgdo do ciclo", ylab = "p-valor", bty = "n", ylim = c(0,1), 1lwd = 1)

lines(breaks, c(0, pvals2), type = "S", 1ty = 2, lwd = 1)

3, lwd = 1.2)

lines(breaks, c(0, pvals3), type = "S", 1ty
abline(h = alpha, col = "gray", lty = 2)
legend("top", c("L1", "L2", "sup"), 1ty = c(1,2,3), 1lwd = c(1,1,1.2),
horiz = T, bty = "n")
dev.off ()
} # end-for (i)

# OBTER 0S PVALORES AJUSTADOS (VIA BONFERRONI) PARA 0S 2 INDIVIDUOS SELECIONADOS

# Pvalj_adj refers to the adjusted p-values using distance rhoj, j = 1,2,3

Pvall_bon <- matrix(0, nrow = length(breaks) - 1, ncol = length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

Pval2_bon <- matrix(0, nrow = length(breaks) - 1, ncol = length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

Pval3_bon <- matrix(0, nrow = length(breaks) - 1, ncol = length(subj_sel)) # row: interval, col: subject
# Bonferroni adjusted p-values
for (ind.subj in seq_along(subj_sel)) {
Pvall_bon[,ind.subj] <- pmin(nrow(Pvall)*Pvall[,ind.subjl, 1)
Pval2_bon[,ind.subj] <- pmin(nrow(Pval2)*Pval2[,ind.subjl, 1)
Pval3_bon[,ind.subj] <- pmin(nrow(Pval3)*Pval3[,ind.subjl, 1)
} # end-for

# PLOT OF BONFERRONI ADJUSTED P-VALUES FOR THE 2 SELECTED SUBJECTS
for (i in subj_sel) {

subject <- subj_levels[i]

pvalsl <- Pvall_bon[, match(i, subj_sel)]

pvals2 <- Pval2_bon[, match(i, subj_sel)]

pvals3 <- Pval3_bon[, match(i, subj_sel)]

fl_name <- paste("Graphs/", subject, "_newpvalues_bon.pdf", sep = "")

pdf (f1_name, width = 10)

plot(breaks, c(0, pvalsl), type = "S", xlab = "Proporgdo do ciclo", ylab = "p-valor", bty = "n", ylim = c(0,1.1), 1lwd = 1)
2, lud = 1)

lines(breaks, c(0, pvals2), type = "S", lty
lines(breaks, c(0, pvals3), type = "S", 1ty = 3, lwd = 1.2)
abline(h = alpha, col = "gray", lty = 2)
legend("top", c("L1", "L2", "sup"), 1lty = c(1,2,3), 1lwd = c(1,1,1.2),
horiz = T, bty = "n")
dev.off ()
} # end-for (i)

# Aggregating the rejected intervals at level alpha
Regioesl_bon <- vector("list", length = length(subj_sel)) # regions defined by distance 1

Regioes2_bon <- vector("list", length = length(subj_sel)) # regions defined by distance 2

Regioes3_bon <- vector("list", length = length(subj_sel)) # regions defined by distance 3



for (ind.subj in 1:length(subj_sel)) {
indl.rej <- which(Pvali_bonl[,ind.subj]l < alpha)
ind2.rej <- which(Pval2_bon[,ind.subj] < alpha)
ind3.rej <- which(Pval3_bonl[,ind.subj] < alpha)
Labelsl.subj <- rep(1, length(indl.rej))
Labels2.subj <- rep(1l, length(ind2.rej))
Labels3.subj <- rep(1, length(ind3.rej))
# Method 1
if (length(Labelsl.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labelsl.subj)) {
if (indl.rejl[i] > indl.rejl[i-1] + 1) {
Labelsl.subj[i] <- Labelsl.subj[i-1] + 1
} else {
Labelsl.subj[i] <- Labelsl.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiaol <- tapply(indl.rej, Labelsl.subj, identity)
intervl <- lapply(ind.regiaol, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioesl_bon[[ind.subjl] <- matrix(unlist(intervl), ncol = 2, byrow = T)
# Method 2
if (length(Labels2.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labels2.subj)) {
if (ind2.rejl[i] > ind2.rejli-1] + 1) {
Labels2.subj[i] <- Labels2.subj[i-1] + 1
} else {
Labels2.subj[i] <- Labels2.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiao2 <- tapply(ind2.rej, Labels2.subj, identity)
interv2 <- lapply(ind.regiao2, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioes2_bon[[ind.subjl] <- matrix(unlist(interv2), ncol = 2, byrow = T)
# Method 3
if (length(Labels3.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labels3.subj)) {
if (ind3.rejl[i] > ind3.rejl[i-1] + 1) {
Labels3.subj[i] <- Labels3.subj[i-1] + 1
} else {
Labels3.subj[i] <- Labels3.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiao3 <- tapply(ind3.rej, Labels3.subj, identity)
interv3 <- lapply(ind.regiao3, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioes3_bon[[ind.subjl] <- matrix(unlist(interv3), ncol = 2, byrow = T)

} # end-for (ind.subj)

# OBTER 0S PVALORES AJUSTADOS (VIA HOLM) PARA 0S 2 INDIVIDUOS SELECIONADOS
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# Pvalj_adj refers to the adjusted p-values using distance rhoj, j = 1,2,3
Pvall_holm <- matrix(0, nrow = length(breaks) - 1, ncol = length(subj_sel)) # row: interval, col: subject
Pval2_holm <- matrix(0, nrow = length(breaks) - 1, ncol = length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

Pval3_holm <- matrix(0, nrow = length(breaks) - 1, ncol = length(subj_sel)) # row: interval, col: subject

# Holm adjusted p-values
for (ind.subj in seq_along(subj_sel)) {
m <- nrow(Pvall)
a<- (m+1) - (1:m)
pvall <- Pvali[, ind.subj]
pval2 <- Pval2[, ind.subj]
pval3 <- Pval3[, ind.subj]
ordeml <- order(pvall); ordeml.inv <- order (ordemil)
ordem2 <- order(pval2); ordem2.inv <- order (ordem2)
ordem3 <- order(pval3); ordem3.inv <- order (ordem3)
pvall.ord <- pvall[ordemi]
pval2.ord <- pval2[ordem2]
pval3.ord <- pval3[ordem3]
pvall.adj <- pmin(1, cummax(a*pvall.ord))
pval2.adj <- pmin(l, cummax(a*pval2.ord))
pval3.adj <- pmin(1l, cummax(a*pval3.ord))
pvall.adj <- pvall.adjlordeml.inv]
pval2.adj <- pval2.adjlordem2.inv]
pval3.adj <- pval3.adjlordem3.inv]
Pvall_holm[,ind.subj] <- pvall.adj
Pval2_holm[,ind.subj] <- pval2.adj
Pval3_holm[,ind.subj] <- pval3.adj
} # end-for

# PLOT OF HOLM ADJUSTED P-VALUES FOR THE 2 SELECTED SUBJECTS
for (i in subj_sel) {
subject <- subj_levels[i]
pvalsl <- Pvall_holm[, match(i, subj_sel)]
pvals2 <- Pval2_holm[, match(i, subj_sel)]
pvals3 <- Pval3_holm[, match(i, subj_sel)]
f1_name <- paste("Graphs/", subject, "_newpvalues_holm.pdf", sep = "")
pdf (f1_name, width = 10)

plot(breaks, c(0, pvalsl), type = "S", xlab = "Proporgdo do ciclo", ylab = "p-valor", bty = "n", ylim = c(0,1.1), 1lwd = 1)

lines(breaks, c(0, pvals2), type = "S", 1lty = 2, lwd = 1)

3, lwd = 1.2)

lines(breaks, c(0, pvals3), type = "S", lty
abline(h = alpha, col = "gray", lty = 2)
legend("top", c("L1", "L2", "sup"), 1ty = c(1,2,3), 1lwd = c(1,1,1.2),
horiz = T, bty = "n")
dev.off ()
} # end-for (i)

# Aggregating the rejected intervals at level alpha

Regioesi_holm <- vector("list", length = length(subj_sel)) # regions defined by distance 1

Regioes2_holm <- vector("list", length = length(subj_sel)) # regions defined by distance 2



Regioes3_holm <- vector("list", length = length(subj_sel)) # regions defined by distance 3
for (ind.subj in 1:length(subj_sel)) {
indl.rej <- which(Pvall_holm[,ind.subj]l < alpha)
ind2.rej <- which(Pval2_holm[,ind.subj] < alpha)
ind3.rej <- which(Pval3_holm[,ind.subj] < alpha)
Labelsl.subj <- rep(1l, length(indl.rej))
Labels2.subj <- rep(1, length(ind2.rej))
Labels3.subj <- rep(l, length(ind3.rej))
# Method 1
if (length(Labelsl.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labelsl.subj)) {
if (indl.rej[i] > indl.rejl[i-1] + 1) {
Labelsl.subj[i] <- Labelsl.subj[i-1] + 1
} else {
Labelsl.subj[i] <- Labelsl.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiaol <- tapply(indl.rej, Labelsl.subj, identity)
intervl <- lapply(ind.regiaol, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioesl_holm[[ind.subj]] <- matrix(unlist(intervl), ncol = 2, byrow = T)
# Method 2
if (length(Labels2.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labels2.subj)) {
if (ind2.rej[i] > ind2.rej[i-1] + 1) {
Labels2.subj[i] <- Labels2.subj[i-1] + 1
} else {
Labels2.subj[i] <- Labels2.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiao2 <- tapply(ind2.rej, Labels2.subj, identity)
interv2 <- lapply(ind.regiao2, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioes2_holm[[ind.subj]] <- matrix(unlist(interv2), ncol = 2, byrow = T)
# Method 3
if (length(Labels3.subj) > 1) {
for (i in 2:length(Labels3.subj)) {
if (ind3.rej[i] > ind3.rejl[i-1] + 1) {
Labels3.subj[i] <- Labels3.subjl[i-1] + 1
} else {
Labels3.subj[i] <- Labels3.subj[i-1]
} # end-if-else
} # end-for (i)
} # end-if
ind.regiao3 <- tapply(ind3.rej, Labels3.subj, identity)
interv3 <- lapply(ind.regiao3, function(u) c(breaks[min(u)], breaks[max(u) + 1]))
Regioes3_holm[[ind.subj]] <- matrix(unlist(interv3), ncol = 2, byrow = T)

} # end-for (ind.subj)
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Grafico

alphal

0.01
alpha2 = 0.05

alpha3 = 0.1

m = 1:100

a<-1-(1 - alphal)™m
al<-1-(1 - alpha2)°m
a2<-1-(1 - alpha3)™m

x12 <- seq(1,100,1)
par(bty="1")

plot(x12, a,main="",
ylab="FWER",
box (bty="1"),type="1",
col="blue",
xlab = "qO0")
lines(x12,al, col="red")
lines(x12,a2,col = "black")
legend("bottomright", legend=c(expression(alpha™"= 0.01")
,expression(alpha™"= 0.05"),expression(alpha™"= 0.1")),
fill=c("black","blue","red"),cex = 0.5,
box(bty = "1"))



