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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma introducao aos Espacos Métricos, partindo da defini¢ao
e exemplos, definindo e entendendo os conceitos primarios deste contexto, como bolas
abertas e fechadas, conjuntos abertos e fechados assim como suas principais propriedades.
A seguir definimos e estudamos convergéncia de sequéncias em espacos métricos. A
partir dos estudos de sequéncias definimos espagos métricos completos. Na parte final do

trabalho ¢é feita uma introdugao aos espagos compactos e a definicao de espacos normados.

Palavras-chave: Espagos Métricos. Conjuntos abertos e fechados. Sequéncias. Espacos

métricos completos. Espacgos compactos. Espacos normados.



Abstract

In this work, we present an introduction to Metric Spaces, starting with the definition
and examples, defining and understanding the primary concepts of this context, such as
open and closed balls, open and closed sets as well as their main properties. context, such
as open and closed balls, open and closed sets, as well as their main properties. Next,
we define and study convergence of sequences in metric spaces. Based on our studies
of sequences, we define complete metric spaces. The final part of the work gives an

introduction to compact spaces and the definition of normed spaces.

Keywords: Metric spaces. Open and closed sets. Sequences. Complete metric spaces.

Compact spaces. Normalized spaces.
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Capitulo

1

Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo dos espagos métricos, tal como sua definicao e
principais conceitos. O objetivo é estudar conceitos mais abstratos e mais gerais do que
os proporcionados na Licenciatura em Matematica ja que os cursos de Espacgos Métricos
e Topologia nao fazem parte da formacao de um licenciando. Mesmo que de forma
introdutéria, é muito interessante conhecer e estudar conceitos mais abstratos a fim de
complementar a formacao.

Apesar das formas mais triviais de realizar “medigoes” entre dois elementos de um
conjunto, existem maneiras incomuns, mas que por sua vez satisfazem as propriedades
para que possam ser classificadas como métricas, como é possivel notar durante o decorrer
deste trabalho.

O trabalho estd organizado em quatro capitulos: Conceitos introdutérios, Espacos
métricos e suas propriedades, Nocoes topologicas em espacos métricos e sequéncias.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos introdutérios que sao usados no
decorrer dos demais capitulos, como a no¢ao de conjuntos enumeraveis, conjuntos finitos
e infinitos e as noc¢oes de supremo e infimo.

Ja no Capitulo 3, iremos apresentar os conceitos iniciais de Espagos Métricos. Em um
primeiro momento faremos um estudo da definicao trabalhando algumas métricas, como
a usual na reta e a métrica zero-um em qualquer conjunto M nao-vazio. Em R" vamos
definir trés maneiras distintas de medir distancias entre dois elementos e demonstrar uma
relagao entre elas.

No Capitulo 4 vamos trabalhar nogoes topoldgicas em espagos métricos, definindo
bolas, conjuntos limitados, e nogoes de conjuntos abertos e fechados, os conceitos de

bolas.
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11

Em nosso Capitulo 5, apresentaremos os conceitos de continuidade e continuidade
uniforma de fungoes. Além do mais, apresentamos alguns resultados que serao uteis nos
capitulos posteriores.

No Capitulo 6, abordaremos os conceitos de convergéncia de sequéncias em espacos
métricos, assim como propriedades de convergéncia e topologia. Finalizando com a
definicao de Sequéncia de Cauchy.

Ja no Capitulo 7, trouxemos a construcao dos niimeros reais a partir de sequéncias de
Cauchy de ntimeros racionais, com o objetivo de demonstrar a completude dos niimeros
reais.

Com isso, em nosso Capitulo 8, tratamos dos espagos métricos completos, os quais
tem a propriedade de toda sequéncia de Cauchy convergir.

Em nossos ultimos dois capitulos 9 e 10, introduzimos, respectivamente, os conceitos

de compacidade e espacos normados.



Capitulo

2

Preliminares

Neste primeiro capitulo, introduziremos alguns conceitos preliminares que servirao
de base para os estudos subsequentes. Para isso, sera necessario abordar temas como
conjuntos finitos e a nog¢ao de supremo e infimo de um conjunto, entre outros conceitos

que serao uteis na obtencao de resultados posteriores.

2.1 Conjuntos finitos e conjuntos enumeraveis

Vamos considerar os conjuntos:

N=1{1,2,3,4,..},

I, ={1,2,3,4,...n},

onde o primeiro é o conjunto dos ntimeros naturais e o segundo, o conjunto dos naturais

de 1 an.

Exemplo 2.1 O conjunto I3 é composto dos nimeros naturais até 3, isto €, I3 = {1,2,3}.

Com base nos dois conjuntos apresentados é possivel definir as noc¢oes de conjunto
finito e conjunto enumeravel.

Intuitivamente, diremos que um conjunto X sera finito se for possivel contar seus
elementos. Ou ainda, se existir n € N de forma que podemos colocar em correspondéncia

um a um cada elemento de X com os elementos de I,,.

Defini¢ao 2.1 (Conjunto finito) Um conjunto X € dito finito se € vazio, ou se, para
algum n € N, existe uma bijecao

f: I, — X

12
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Tomando x1 = f(1),...,x, = f(n), temos entio X = {x1,...,x,}.

Neste caso, diremos que X tem cardinalidade n, isto é, n é o nimero de elementos de
X. O ntmero cardinal é bem definido, o resultado que nos garante a boa definicao é o

corolario seguinte.
Corolario 2.1 Se f:1,, - X eg: I, — X forem bijecoes entao m = n.
Demonstracao (ver [8/, p. 4, Coroldrio 1).
Exemplo 2.2 Seja X = {z € R: |3z + 1| =4}. Qual a cardinalidade de X ?
Solugao Temos que os elementos de X sao as solugoes da equagao

|3z + 1| =4,

ou seja,

f 12 — X
D
1 = —=
3
2 = 1
¢ uma bijecao. [ ]

De forma intuitiva, um conjunto é considerado enumeravel quando é possivel organizar
seus elementos em uma lista de tal forma que seja possivel alcancar qualquer um desses
elementos ao avancarmos suficientemente na lista. Em outras palavras, um conjunto é
enumeravel se for possivel estabelecer uma correspondéncia um a um entre seus elementos

€ 0s numeros naturais.

Definigao 2.2 (Conjunto enumeravel) Diremos que um conjunto X serd enumerdvel

se for finito ou quando existir uma bijecao f: N — X. Diremos que f serd a enumeracao

dos elementos de X.
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Escrevendo

temos X = {1, ...

1.

Exemplo 2.3 O conjunto Ny dos numeros

s Ty e

Solucao De fato, definamos

fiN = N,
n — f(n)=2n-1

X1

X2

Tn

inteiros positivos impares € enumerdvel.

Esquematicamente:

1 2 3 4

R
1357

Verificaremos que de fato f é uma bijecao:

e Notemos que f estd bem definida. Primeiramente, dadon € N, temos f(n) = 2n—1,

que € um impar positivo. Agora, suponhamos que, para m = n € N, tenhamos

f(m) # f(n), dessa forma

f(m) # f(n)
=2m—-1 # 2n—1
=2m # 2n
=m # n,

o que contradiz nossa suposicao inicial. Logo, f estd bem definida.

e f ¢ injetiva. Sejam n,m € N tal que f(n) = f(m), temos entdio

0 que prova que f € injetiva.
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o f € sobrejetora. De fato, se x € Ny, por defini¢cao de niumero impar existe k € Z,

com k >0 tal que x = 2k + 1.

Dessa forma, basta fazern =k +1 €N (pois k > 0), e entao

fn) = flk+1)
= 2k+1)—1
= 2%k+2-1
= 2%k+1

= X.

isto €, dado x impar positivo sempre ezistird um numero natural n tal que f(n) = x,

e portanto, a Im(f) € igual seu contradominio o que faz de f sobrejetora.

Dessa maneira, concluimos que f é uma bijecao e, portanto, o conjunto dos niumeros

impares positivos € enumerdvel. [ ]

Exemplo 2.4 O conjunto dos numeros inteiros Z é enumerdvel.

Solugcao De fato, basta definir a bijecao Esquematicamente:
f:N—=Z por:
1 2 3 4 5 6 7
-1
n2 , se n impar, N
fn) = 0 -1 1 -2 2 -3 3

n
—5 sen par.

De fato f é uma bijecao como verificaremos a sequir:

e [ estda bem definida. De fato, se n for par, entdo pela definicao de nimero par

positivo existe um inteiro k > 0 tal que n = 2k. Dessa forma:

f(n) = f(2k)
2k
2
= —keZ

Analogamente, se n impar, entio dado k' > 0 inteiro, pela defini¢io de nimero
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impar temos que n = 2k’ + 1. Dessa maneira

fln) = [(2K' +1)

2K +1-1
= =5
2K
2

= k' eZ.

Mais que isso dados n,m € N, com n = m, temos dois casos: n,m par ou n,m
impares. Em ambos os casos vamos supor f(n) # f(m). Temos dois casos a

verificar:

— Caso par

— Caso impar

7&—

n # m.

Notamos que em ambos 0s casos chegamos a uma contradi¢do com nossa Suposi¢ao
inicial, n = m. Concluimos que, dados n = m naturais, entdo necessariamente a

imagem Serd a mesma.

o f é ingetora. De fato, tomando m,n € N com paridades diferentes € claro que

m # n, e pela boa definicio de f temos entdo que f(n) # f(m).

Resta verificarmos o caso em que m e n tém a mesma paridade.
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Caso n,m sejam pares distintos, entao | Cason,m sejam impares distintos, entao

pela definicao de numero par existem dis- | pela definicao de nimero impar existem

tintos ky, ko inteiros positivos tais que distintos ks, ks inteiros positivos tais que
n:2k1, n:2k3+1,
m = 2k,. m = 2ky + 1.

Temos entao .
Temos entao

75 k?g k’3 7é k4
& 2k # 2k & 2ks+1 # 2k, +1
= no# m & n # m
et copTm
e 5 # 5 & n;1 7 m2_1
& f(n) # f(m). s f(n) # f(m)

Notemos que esgotamos todos os casos de m # n, e independente do caso concluimos

que f(m) # f(n), implicando assim que f € injetora.

e Resta agora mostrarmos que f € sobrejetora. De fato, dado z um inteiro nao negativo

basta considerarmos o numero impar n = 2z + 1, que € natural. Logo,

2z4+1-—1 2z
—:—:Z’

fln) = 2z +1) = = = 2

e como z é um inteiro nao negativo qualquer geramos entao Z U {0}.

Dado qualquer z € Z—, existe —z € N. Dessa forma, basta considerarmos o numero

par n = 2(—z). Dessa maneira:

Dos dois argumentos anteriores, concluimos que dado um numero inteiro z € 7

eziste n € N tal que f(n) = z.

Dessa maneira, como f € bem definida, e € uma bijecao dos maturais nos inteiros

temos que Z é enumerdvel pela Definicao [2.3 n
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Teorema 2.1 Se X C N, entao X € enumerdvel.

Demonstracao Se X ¢ finito entdao, por definicdo, ele é enumerdvel. Suponha X nao-
finito.
Chamemos de x1 o menor elementcﬂ de X. Denotemos por xo 0 menor elemento do

conjunto

A2 = X\{.Tl}

Apds isso, denotemos w3 como sendo o menor elemento de
A3 = X\{(L’l,l‘g},

e assim por diante.
Definimos [ : N — X, com f(1) = x1, f(2) = x2, assim por diante para os n primeiros

elementos de N. Notemos que

Consideremos A, = X\{f(1),..., f(n)}. Notemos que A, # &, pois X € infinito e
A, CN, isto é, existe um menor elemento x,,1 € A,.
Pela construcao dos elementos de f(1),..., f(n) e de A, temos que f(n) < x para todo

x € A,. Definindo f(n+ 1) := z,41 temos entao
f) < f2) << fln) < fln+1).

A fungao f definida € injetora pela ordenacao de sua imagem. Suponhamos também
que f nao seja sobrejetora, isto €, que exista v € X — f(N). Entdo, x € A, para todo
n €N, isto é

f(n) <z,

para todo n € N, e portanto, f(N) é limitado, o que é uma contradi¢cdo pois s conjuntos
finitos de N sao limitados (ver [§], p. 6, Coroldrio 2), entretanto, f(N) € ilimitado pela

construgao a partir de um conjunto infinito. ]

!Principio da Boa Ordem: todo subconjunto dos naturais possui um menor elemento.
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Corolario 2.2 Se f : X — Y € injetiva e Y enumerdvel, entao X € enumerdvel. Em

particular, todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

Demonstracao Como Y € enumerdvel existe uma bijecao g : Y — N. Consideremos a

composta h =go f: X — N.

Como f e g sdo injetivas, logo, para z,y € X tais que h(x) = h(y), temos:

h(z) = h(y)
= (9o f)(x) = (9o f)y)
= g(f(z)) = 9(f(v))
= f(x) = f(y)

=T = v,

e portanto, h também € injetiva. Dessa maneira, temos que h é uma bijecao de X em um

subconjunto dos naturais, isto é

h:X — h(X)CN.

Como h(X) C N temos pelo Teorema O esquema abaizo pode servir como um
que h(X) € enumerdvel. Logo, existe auxilio para entender a passagem ao lado
i:h(X) =N, X | -1 oz 13 1
1 \J \J \J 3
que € uma bijecio. Dessa forma hMX) | h(x1) h(xe) h(xs) h(xy)
\ \J } } }
¢ uma bijecao, e portanto, X € enumerdvel.

Com efeito, se Y for finito, e f uma injetividade, entao ela € uma bijecao de X sobre
um subconjunto f(X) deY. Como f(X) € subconjunto de um conjunto finito, ele € finito
(ver [8], p. 5, Teorema 2), dessa forma como eziste uma bijecao de X em um conjunto

finito temos que X € também finito.
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Em particular, caso X CY, tomemos a aplicacao inclusao, isto é

f: X = Y
r =
concluindo assim que se X CY, com'Y enumerdvel, entio X é enumerdvel. [ ]

Corolario 2.3 Seja X enumerdvel. Se f: X —Y ¢é sobrejetiva, entao Y enumerdvel.
Demonstracao Seja A C X tal que
f|A A=Y

seja bijetora.

A existéncia de A € garantida pela sobrejetividade de f. Como f pode nao ser injetora,
¢ possivel que mais de um elemento x € X seja associado a um unicoy € Y. Casoy € Y
seja a imagem de um inico x € X definamos f(x) =y, com x € A. Casoy € Y seja
imagem pela f de dois ou mais elementos de X, suponhamos f(x1) = f(xs) = ... =
f(zn) =y, escolhemos um deles, digamos que x1, e adicionamos em A, jd os demais,
{z9,...,x,}, adicionamos a X — A. Repetindo esse processo para todos y € Y, temos
entao que para todo y € Y existe apenas um a € A tal que f(a) = y, e portanto, fla é
bijetora por construcao.

Como A C X, temos que A € enumerdvel pelo Coroldrio . Como f|a € uma bijecdo
temos que existe sua inversa

(fla)™" Y — A,

que € injetiva. Dessa maneira, como A € enumerdvel, concluimos novamente pelo

Coroldrio (2.2 que Y € enumerdvel. ]

Exemplo 2.5 Consideremos os conjuntos X = {a,b,c} e Y = {5,6}, defina f: X - Y

fla) =5,
f(b) =6,
fle) =6,

o diagrama abaizro ilustra a funcdo definida:
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Restringa o dominio para termos uma fungdo bijetora.

Solugao Para termos uma fungao bijetiva € necessdrio entao fazermos uma restri¢dao no
dominio, ou seja, vamos considerar apenas um elemento de X tal que f(x) = 5, e o

mesmo para f(x1) = 6. Consideremos o dominio Dy, = {a,b}. Dessa maneira,

fla

X —Y

temos uma funcgao bijetora. [

Para demonstrarmos que o produto cartesiano de conjuntos enumeraveis é enumeravel
precisamos relembrar o Teorema Fundamental da Aritmética que aqui vamos colocar como

lema por ser um resultado preliminar para o que desejamos demonstrar.

Lema 2.1 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro a > 2 pode ser
escrito como produto de numeros primos. FEsta decomposicdo € unica exceto pela ordem

dos fatores primos.
Demonstracao Ver [J], pagina 6, Teorema 3.1. n
Exemplo 2.6 O numero 1408 expresso em fatores primos é

1408 =2-2-2-2.2.2-2-11 =27 .11.

Corolario 2.4 O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis € um conjunto

enumerduvel.
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Demonstracao Primeiramente vamos demonstrar que N x N é enumerdvel.

De fato, definimos
f*NxN — N

(n,m) ~— 2"3™,

Temos que f € injetiva, pois

2M3M = 9n2gm2 (nl,ml) = (ng,mg),

pelo Lema |2. 1| anterior. Logo pelo Coroldrio temos que N x N é enumerdvel.

Sejam X eY enumerdveis, logo existem

fN=>X e g:N=Y,

bijetivas. Dessa maneira, dado (xz,y) € X XY qualquer, pela sobrejetividade de [ e g

temos
dm € N tal que f(m) = =,

dn € N tal que g(n) = .

Dessa forma, basta definirmos

p:NxN — X xY
(m,n) = (f(m),g(n)),

que € sobrejetiva pelo argumento anterior. Dessa maneira, pelo Coroldrio X xY é

enumeravel. ]

Corolario 2.5 O conjunto Q dos nimeros racionais é enumerdvel.

Demonstragao Lembremos que Q = {™ : m,n € Z,n # 0}.

Consideremos Z* = 7, — {0}. Como Z* C 7Z, e o conjunto dos inteiros é enumerdvel
temos pelo Corolario que Z* € enumerdvel. E, portanto, Z x Z* € enumerdvel pelo
resultado anterior.

Definimos entao

fZxzr — Q

(m,n)

=3
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que € sobrejetora pela definicao do conjunto dos racionais. Concluimos pelo Coroldrio

que Q é enumerdvel. [ ]

Intuitivamente na nocao de conjunto enumerdvel segue que QF, racionais positivos,

podem ser listados da maneira como se segue no esquema abaixo

Note que agrupamos os elementos cuja soma do numerador com o denominador ¢é a

mesma. Eliminando os elementos repetidos temos como resultado a lista

que contém os racionais positivos.

Corolario 2.6 A reuniao de uma familia enumerdvel de conjuntos enumerdveis €

enumeravel.

Demonstracao Sejam X, Xs, ..., X,,, ... conjuntos enumerdveis. Entao, existem bijecoes

fliN — X1
fQIN — X2

fn: N = X,
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Tomemos o conjunto uniao dos conjuntos anteriores, isto é

X = [j Xn.
n=1

No intuito de usar o Coroldrio vamos definir uma funcio g de N x N em X

sobrejetiva.

Dado (m,n) € N x N, a cada n natural Para fixar a ideia, tome n = 1. Logo,
fizado temos que f,(m), com m percorrendo | f1(m), com m € N, descreve o conjunto X;.

0s naturais, obtemos o conjunto X,,.

Dessa forma, definimos entao a aplicagcao g como sendo

g:NxN — X

(m,n) — g(m,n)= f,(m),
e pelo argumento anterior, com n variando, obtemos todos os conjuntos X,,, ou seja,
Im(g) = | J X, =X
n=1
como descrito. Logo, g € sobrejetora e pelo Coroldrio temos que X = |J, 2, X,, ¢

enumeraduvel. ]

Exemplo 2.7 (Um conjunto nao-enumeravel) O intervalo (0,1) dos nimeros reais

é nao-enumerduvel.

Solugao Suponha que o intervalo (0,1) seja enumerdvel. Desta forma, existe uma bije¢cdo
o0 :N = (0,1), e assim podemos listar todos os valores entre (0,1), de modo que o(i) = x;,

para todo i € N, como descreveremos abaizo

r1 = 0,211712%13...
T2 = 0,T21720%03...
To = O,ZL‘31ZE32[E33... onde 0 S Tij S 9.

Ty = 0, Tj1T52T 3.
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Vamos considerar agora o numero real a = 0, ajasas..., onde

Lz #1 L, x99 # 1 Lag #1

ay = , Qg = y a5 = y e
2,.1'11 =1 2,1’22: 1 2,.%'17 =1

Assim temos que a € (0,1), porém a # x;, Vi € N, e portanto, existe um nimero no
intervalo (0,1) que nao estd listado por o, o que é uma contradigao. Concluimos entdo

que (0,1) € nao-enumerdvel. u
Corolario 2.7 O conjunto dos reais é nao enumerdvel.

Demonstracao Suponha que R seja enumerdvel, dessa forma pelo Coroldrio temos
que intervalo (0,1) do exemplo anterior seria enumerdvel, como provamos que ele € nao

enumerdvel, temos entao uma contradi¢cao. Logo, R € nao enumerdvel. [ ]

2.2 Supremo e infimo

Antes de introduzirmos a nocao de supremo e infimo em um subconjunto dos niimeros

reais, vamos iniciar falando de conjuntos limitados em R.
Definicao 2.3 Consideremos X um subconjunto de R.

a) Dizemos que X € limitado superiormente se existir um numero real b tal que x <b
para todo x pertencente a X. Nesse caso, X estd contido no intervalo (—oo, b], onde

b ¢ dito cota superior de X.

b) Dizemos que X € limitado inferiormente se existir um nimero real a tal que a < x
para todo x pertencente a X. Nesse caso, X estd contido no intervalo [a,+00), onde

a € dito cota inferior de X.

c) Se em X forem satisfeitas as condig¢oes (a) e (b) entao diremos que X € limitado.

Ou seja, X € limitado se, e somente se ezistem reais a e b de forma que X C [a,b].

Exemplo 2.8 Consideremos o conjunto X = {x € R : 1 <z < T7}. Verifique se X €

limitado.

Solucao De fato, abaizo temos uma representacao do conjunto X
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— o
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Notemos que 1 € a cota inferior de X e 7 a cota superior. Logo, X € limitado pois

X c[1,7).

1
Exemplo 2.9 Verifique se o conjunto X = {— ‘n € N} é limitado.
n

Solugao Primeiramente, notemos que o conjunto pode ser reescrito da forma

X = {1,1, l}
2 n

Agora, notemos que o conjunto € limitado inferiormente por zero, de fato

W

1
0< —,VneN,
n

além disso

1
neNesl1<nses — <1,
n

1sto €, o conjunto X € também limitado superiormente, logo € limitado tendo 0 como cota

inferior e 1 como cota superior.

Agora que temos em mente a ideia de cota superior e inferior de um conjunto, iremos

definir supremo e infimo de um conjunto.

Definigao 2.4 (Supremo) Seja X C R um conjunto limitado superiormente.

elemento b € R é dito supremo de X se valer:
S.1 Para qualquer x € X temos que x < b.
S.2SeceRex<c VerelX, entao b <c.

Denotaremos b = sup X.

Em outras palavras, temos que o supremo é a menor das cotas superiores de X.

Podemos caracterizar as propriedades S.1 e 5.2 da seguinte maneira

ST — Vee X,z <b,
b=supX &
S2 — Ve>0,dx € Xtalqueb—¢e <z <b.

Um
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Podemos representar essa caracterizagao do supremo geometricamente da seguinte

maneira:

Definigao 2.5 (infimo) Seja Y C R um conjunto limitado inferiormente. Um elemento

a € R € dito infimo de Y se valer:
1.1 Para qualquer y € Y temos que a < y.
L2 SeceRec<y, VyeY, entaoc<a.

Denotaremos a = inf X.

Em outras palavras, temos que o infimo é a maior das das cotas inferiores de Y.
Podemos caracterizar as propriedades I.1 e 1.2 da seguinte maneira
I — YyeYa<y
a=infY & ’
122 — Ve>0,dyeY talquea<zxz<a+e.
Podemos representar essa caracterizacao do infimo geometricamente da seguinte

maneira;:

Observagao 2.1 Caso b = sup X pertenca a X, diremos que b € 0 mdximo de X.

Analogamente se a = inf X pertencer a X, diremos que a € o minimo de X.

Exemplo 2.10 Consideremos X = {—1,2,3,4,10}, determine o infimo e o supremo de

X.

Solugao Temos:

supX =10 e inf X = —1,
que sao, respectivamente, o maxrimo e o minimo do conjunto. [ ]

Exemplo 2.11 O conjunto N C R dos nimeros naturais nao é limitado superiormente.
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Solucao Se N C R fosse limitado superiormente, existiria ¢ = sup N. Pela defini¢cao de
supremo teriamos entao que ¢ — 1 nao seria uma cota superior de N, isto €, existiria n
nos naturais, tal que c —1 <n <c¢, ou ainda c <n+1, masn+1 €N, logo ¢ nao é um

supremo, contradizendo nossa hipotese. Logo, N € ilimitado superiormente. [ ]

1
Exemplo 2.12 Seja Y = {— 'n € N}. Mostre que inf Y = 0.
n

_ S 1 )
Solugao Primeiramente, notemos que — > 0 para todo n natural, ou seja, zero € uma
n
cota inferior de Y. Mostraremos agora que nenhum ¢ > 0 € uma cota inferior de Y. De

fato, suponha que ¢ > 0 seja uma cota inferior para 'Y, entdo teriamos
1
—>c¢,Vn €N.
n

Sabemos que dado ¢ > 0 pelo Exemplo que existe ng natural tal que

1
ng > —,
c
ou ainda,
1
c>— >0,
L
o que contradiz o fato de c ser cota inferior para Y. Logo, inf Y = 0. [ ]

Lema 2.2 Sejam A, B C R conjuntos limitados e ¢ € R. Dessa forma, também sao
limitados os conjuntos A+ B ={c+y:v€AyeB}ec-A={c-x:2 € A}. Além
disso, sup(A+ B) =sup A +sup B e sup(c- A) = ¢ - supA, com ¢ > 0.

Demonstracao Seja a =sup A e b= sup B.
Dado z € A+ B, existem x € A ey € B tais que z = x +y. Como a € cota superior

de A e b ¢ cota superior de B, temos v < a ey <b. Logo,

z=x+y<a+b

Isto mostra que a + b é cota superior de A + B e, em particular, A+ B ¢ limitado

superiormente.
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Provaremos agora que a + b € a menor das cotas superiores de A+ B. De fato, dado

e > 0, qualquer, existem x em A ey em B tal que

8< b €<
a——=-—<x e b— <
5 9 Y,

dai seque que

Cb—S—atb—c<a+
a— = ——=a+b-— x
5 5 Y,

isto €, a +b é a menor das cotas superiores, e portanto,
sup(A+ B) =a+b=sup A+ sup B.
Provemos agora a segunda afirmacao. Tomemos ¢ > 0, o caso ¢ = 0 é trivial. Para
qualquer z pertencente a A temos que
r<supA =a,

dessa maneira

isto é, ¢ - a é uma cota superior do conjunto ¢ - A e, em particular, ¢ - A é limitado

superiormente. Além disso, dado qualquer d menor que ¢ - a temos que

Como a supremo de A, temos que — nao é uma cota superior de A, isto é, existe x
c
pertencente a A tal que

d
- <x<a,

disso concluimos que

d<c-x,

e portanto, d nao é uma cota superior de ¢ - A, e entao

sup(c- A) =c-a=c-supA,
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como queriamos demonstrar. [ ]

Lema 2.3 Seja A C R limitado superiormente e B C A, entdo sup B < sup A.

Demonstracao De fato, como para todo b € B, € dado que b € A, vale b < sup A.

Portanto, da caracterizacao de supremo temos que

sup B < sup A.

Disso, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.8 Sejam f,g: X — R funcoes limitadas. Entao as funcgoes
f+gc- f: X—=RVeeR,

sao limitadas. Além disso,

sup(f +¢g) <sup f+supg e sup(c- f) =c-sup f,c > 0.

Demonstracao Provaremos primeiramente a limitacao de f+g ec-f. Como f e g sao

limitadas, por hipdtese existem ki, ko reais positivos, tais que

[f@)] < kiVeeX,
‘g(ﬂf)| < kQ,Vl’EX,

seja kg = ki + ky. Logo, pela Desigualdade Triangular, temos

[f(@) +g(@)] < [f(@)]+]g(z)|
< k?l + ]{32
= k:()a

para todo x pertencente a X. Dai, temos que f + g € uma funcao limitada. Da mesma

maneira, notemos que

e~ f(@)| =l - |f(@)| < ek,

e portanto, ¢ - f € também limitada.
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Agora, consideremos os conjuntos

A = fX)={f(r): 2 eX]},
B = g(X)={g(z):z X},
C = (f+9X)={f(z) +g(x): 2z X}

e notemos que C C A+ B. Logo, pelo Lema temos sup C' < sup(A + B). Dai,
obtemos que
sup(f+g¢g) = supC
< sup(A+ B)
= supA+supB
= sup f+supf.
Além disso,
sup(cf) — supfe- f(z) € X}
= sup(cA)
= csupA,

quando ¢ > 0. ]

Exemplo 2.13 Consideremos os conjuntos A, B e C' definidos no Coroldrio[2.8. Dé um
exemplo onde f,g implica em C' & A+ B.

Solugcao Consideremos f, g definidas da sequinte maneira

fR — R, g:R — R,

r = x+1, T = =,

teremos entao
f+9:R = R

v = f@)+g(@)=(+1)+(-2) =1
Vejamos que
A = fR)={z+1:2 R} =R,
gR)={-z:2 R} =R,
C = (f+g)®) ={l:zeR}={1},

Sy
I
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ou seja, {1} = C C A+ B. Entretanto, —1 € A+ B, mas —1 ¢ C. Logo,

C¢A+B.



Capitulo

3

Espacos métricos e suas propriedades

3.1 Definicao e exemplos

Tanto no Célculo quanto na Geometria, ainda que estudados de modos elementar e
intuitivo, o papel da nocao de “distancia entre dois pontos” é fundamental, bem como
conceitos que derivam deste contexto: “vizinhanca de um ponto”, “limite de sequéncias”,
dentre muitos outros. Assim, parece razoavel, quando queremos uma generalizacao dos
conceitos do Calculo, da Anélise Matematica e da Geometria, buscarmos também uma
generalizagao do conceito de distancia que independa dos “espagos” em questao.

De forma intuitiva, podemos dizer que um espago métrico é um conjunto no qual temos
uma maneira de medir a distancia entre seus pontos, mais que isso espagos métricos sao
conjuntos munidos de um estrutura onde é possivel conceituar operagoes com limites e
continuidade, como dito anteriormente.

Umas das nocoes de distancias mais usuais é a distancia entre dois pontos no R?,

Sabemos, pela relacao de Pitagoras, que | Figura 3.1: Representagao distancia entre
pontos em R?.

d(m,y)2 = (29 — $1)2 + (y2 — 91)2, Y
Y2p-----mmmmmm - Y

ou seja,

d(z,y) = /(29 — 21)2 + (y2 — 11)?, T B A [-]

\
’ . A . . (A
que é a distancia usual no R% Na Figura T Ty, L

[3.1], temos a representagao dessa métrica. Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

33
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Entretanto, podemos ter mais de uma maneira de medir a distancia. Qualquer funcao

que satisfaga as seguintes propriedades pode ser usada para medir distancias:

e A distancia entre dois pontos nunca é negativa e s6 é zero a distancia de um ponto

a ele mesmo.
e A distancia é simétrica, isto é, a distancia de x até y é igual a distancia de y até y.

e A distancia entre 2 pontos = e z é sempre menor ou igual a soma das distancias de

x até y e de y até z, onde y é um ponto qualquer.

Defini¢ao 3.1 (Métrica) Seja M um conjunto. Uma métrica em M ¢é uma fun¢ao

d: M x M — R,

onde M x M € o produto cartesiano de M por M :

M x M = {(x1,x2) : 1,290 € M},

que associa a cada par ordenado de M x M um nimero real d(x,y), chamado a disténcia

de x ay, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condigoes, para quaisquer x,y,z € M:

d1) d(z,y) >0 ed(z,y) =02 =y; Figura 3.2: Representacao da Desigualdade
Triangular.

d2) d(z,y) = d(y, ),

d3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

A condigao (d3) é denominada “desi-

gualdade triangular” representada na Fi-

gura[3.3.

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Com a definicao de métrica em um conjunto M podemos entao definir o que é um

espago métrico.
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Definigao 3.2 (Espago métrico) Um espago métrico M é um par:

M= (M,d: M x M —R),

onde M € um conjunto e d : M x M — R é uma métrica sobre M.

Com essas definigoes faremos a partir de agora alguns exemplos de métricas.

Exemplo 3.1 (Métrica usual de R) Seja M =R e a fun¢ao

d:RxR — R,

(z,y) = |v—yl

Temos que d é uma métrica em R, denominada métrica usual de R.

Solugao De fato, vamos verificar que sao satisfeitas as condigoes necessdrias para d ser

uma métrica.

d1) Temos, pela definigao de mddulo de nimeros reais que |x| > 0 e |z| =0 < z = 0.

Portanto, d(z,y) = |xr —y| >0 e

d(z,y) = 0 < [r—y[=0

& x—y=0

= r=1y.
d2) Lembremos que (—1)-x = —z, para todo x real. Além do mais, |a-b| = |a|-|b|, com
a,b € R. Desta maneira,
d(z,y) = |z —yl
= |=(y—2)
= [ =1y = 2)|
= ly—xf
= d(y,x).

d3) Primeiramente, vejamos que dados a,b € R, se a +b > 0, entao por defini¢io de

mddulo: |a+ bl =a+b < |a| + |b|.
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Caso contrdrio, a +b < 0, entdo por definicio de mddulo: |a + b = —(a +b) =
—a—b=—a+(=b) <lal+b].

Chamando a = x — z e b = z — y seque que

d(z,y) = |r =y

|z 4+ (=2 +2) + y
(z —2) + (2 —y)|
< Jz—zl+]z -yl
d(z,z) +d(z,y),

que € a desigualdade triangular. [ ]

Exemplo 3.2 (Métrica zero-um) Seja M um conjunto qualquer nao-vazio. A fun¢ao

0, sex =y,
d(z,y) =
17 S€T % y7

satisfaz as propriedades de métrica, e é denominada de métrica zero-um ou métrica

trivial.

Solugao De fato, para isso vamos verificar as condigoes necessdrias para d ser uma

métrica em M.

d1) Para quaisquer x,y pertencentes a M por defini¢ao temos que

0,z =y,

Lz #y,

d(z,y) =

ou seja, independente do caso temos que d(z,y) > 0.

Mais que isso, se d(x,y) = 0 resta x = y, caso contrdrio, se supormos r # y por
defini¢ao teriamos entdao d(x,y) = 1. Reciprocamente, por defini¢ao se x =y entdo

d(z,y) = 0.
d2) Para quaisquer x,y pertencentes a M temos dois casos a considerar.

e Se x =y, entdo por defini¢io d(x,y) =0 = d(y,x).
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e Caso x # y, temos também por definicao que d(x,y) =1 = d(y, x).

Concluimos entao que, independentemente do caso, temos:

d(z,y) = d(y, x).

d3) Dados x,y, z pertencentes a M teremos alguns casos a considerar para verificar a

ultima propriedade da Definicao 5.1,

e r =1y = z. Neste caso temos

d(z,y) = d(z,2) = d(y, 2),

dai
d(z,y) =0<0+0=d(z,z)+d(y, 2).

e x =y exF#z. Aquitemos

dz,y) =0 ed(z,z) =d(y,z) =1,

de onde seque que

d(z,y) =0<1+1=d(z,2)+d(y, =)

e v =2z ¢z#y. Entao

d(z,z) =0 ed(x,y) =d(y,z) =1,

que tmplica em

dz,y) =1<0+1=d(z,z)+d(y, 2).

e Ainda, se y =z e x # y temos

d(y,z) =0 ed(z,y) =d(z,z) =1,
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que tmplica em

dz,y) =1<1+0=d(z,z)+ d(y, 2).

e Casox #y, y+# z ex # z seque que

d(z,y) = d(z,2) = d(y,z) =1,

que 1mplica em

d(z,y) =1<1+1=d(z,z)+dy,z)

Verificamos entdo, que independentemente do caso, temos

d(z,y) < d(z,z)+d(y, 2).

Como foram wverificadas as trés condicoes da Definicao concluimos que d € uma

métrica sobre um conjunto M qualquer nao-vazio. [ ]

Na Figura temos uma representacao da métrica zero-um em um conjunto M nao

vazio.

Figura 3.3: Representacao da métrica zero-

d(z,y) = 0 um em um conjunto M qualquer.
dlx,z) = 1
d(z,u) = 1 Ty
dlz,w) = 1 i,
dlw,z) = 1
dlw,u) = 1
d(z,u) = 1 ow
ol

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Notemos que essa métrica tem a deficiéncia de nao diferenciar a distancia entre pontos
distintos. Por exemplo, se M = R, temos entdo que d(5,6) = d(5,7) = 1, etc.
Consideremos agora o espaco euclidiano R™. Os pontos de R" sao as listas x =

(x1,...,x,), onde cada uma das n coordenadas x; é nimeros real. Vamos definir a distancia
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entre dois pontos em R™ de trés maneiras diferentes, que sao ditas métricas usualmente

utilizadas.

Exemplo 3.3 (Métrica euclidiana) Seja M = R"™. Consideremos a fung¢dao

dp :R"xR" — R,

(@1 ) (W15 0)) = V(@ =)+ (20— ).

Vamos verificar que dg € uma métrica.

Solugao Sejam z,y e z pertencentes a R™, com = = (x1,....,2,),y = (Y1,-.,Yn) €

2= (21,0, 2n). Temos:

d1) Visto que, para qualquer indice i = 1,2, ...,n temos que

Seque que

(1 —y1)° + (B2 —y2)* 4+ + (2 — yn)> > 0.

Mais que isso, se dg(x,y) = 0, entdo

Vi =g+ (=) =0,

Entretanto, notemos que

\/($1—91)2+"'+($n—yn)2 > \/(%-%)2: lz; — il

para todo i = 1,2, ...,n. Dessa forma,

0 = \/(1‘1 - y1)2 +oee (CCTL - yn)2 Z \/(:El - yz)2 = |m’b - yszz - ]-a27 e n,

e, portanto,

Tz, —yl =02, —y=0x=y

para i = 1,...,n. Ou seja, * = (x1,....,x,) = (Y1, ...,Yn) = y. Reciprocamente, se
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T =1y entao

T = Yy,

para t = 1,2,...,n, dessa maneira

—yi:O,ViGN,

dat obtemos

dp(r,y) = (@1 —p)?+- -+ (20 — yn)?
= V0+ - +0
NG
= 0.

d2) Notemos que dados x,y € R", temos

dE(xvy) = (xl ) ©+ (mn - yn)2

(= —2))> + -+ (= (Yn — 70))?
(=D —21)* + -+ (1) (yn — 0)?
(

Y1 — 1)+ (Yo — T0)?

Y
\/
-V
Y

Il
oS

E(y7 ZL’)

d3) Agora consideremos x,y e z pertencentes a R™. Vemos que

(de(z, y))2 = Z(xi - yz’)z

(zi — 2+ 2z — i)’

= Z(%’ + (2 — 2) — i)
>

= D[ — =)+ 2w = =) v + (5 - )]

=1
(51 59 Z T — %) +22 i — 2i)( —yi)+Z(Z_
i=1 i=1
< Z(:vl—zz) +22\$i—zi|\zi—yi’+2(z -
i=1 i=1 i=1
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Pelo Lema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz), seque que

n

(do(z,9)? < > (wi—2)"+2- Y |o—zllz —wl+ ) (2 — )’
=1 =1 i=1

n n n n

< Z(xz - Zi)2 +2- Z(Iz - Zi)2 ) Z(Zz - y¢)2 + Z(Zz - y¢)2

i=1 i=1 =1

( Z(!Ez — %)+ Z(Zz - yz)2>

i=1

IN

Da ltima desigualdade temos entao que
(dp(z,y))* < (dp(z,2) +d(2,9))%,

portanto,

dE(x>y) < dE(x’ Z) + d(Z,y),

e vale a desiqualdade triangular.
Por satisfazer (d1), (d2) e (d3), seque que dg é uma métrica. n
Exemplo 3.4 (Métrica retangular) Seja M = R". Consideremos a fungao

dp :R" xR* — R,

(@1 @), W1, ¥n)) =z =gl + o+ o — | = Z |2 — il
i=1
Vamos verificar que dr é uma métrica.
Solucgao De fato,

d1) Dados v = (x1,....2,),y = (Y1,-,yn) € R™ temos que, para qualquer indice
1=1,2,...,n,

pela definicao usual de modulo de um nimero real. Dessa maneira,

dr(z,y) :Z’iﬂi—yi\ = lzr =yl + -+ o —yn| 20,
i=1
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Além do mais, se dg(z,y) =0, temos

0=dg(z,y) = |v1 — |+ + |20 — Y| > |2 — uil,

para qualquer indice © = 1,...,n. Dessa maneira, seque entdo pela definicao de

modulo que

|z =yl = 0
= -y = 0
< T =Yi,
para 1 =1,....,n. E, portanto, x = y.
Reciprocamente, tomando © =y, temos que
Ty = Yi,
para t = 1,.....,n. Dessa maneira, temos que
Ty —Yi = 07
para i =1,...,n. Dai,
dr(r,y) = |z1—wl+ -+ |20 — Ynl
= [0+ +10]
= 0.
d2) Como
|z =yl = [ = (yi — )]
= [ =1y — =
= |y — il
para qualquer i € {1,...,n}, temos que
dR(xay) = |33’1 - y1| +oe At ‘xn - ynl

= |y1_xl|+"'+‘yn_xn|
= dr(y,x).
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d3) Sejam x = (21, ...,2,) ey = (Y1, ..., Yn) pertencentes a R™. A desigualdade triangular
seque diretamente do fato de que, dado qualquer z = (z1,...,2,) € R", para todo
ie€{l,...,n}, vale

|z — vl <|zi — 2| + |20 — wil,

que € a desigualdade triangular de nimeros reais demonstrada no Exemplo[3.1. Daf,

seque entao

dr(z,y) = Z [z — yil
i—1

IN

S (= =+ Iz wi)
i=1
B z": |z — 2] + zn: |2 — il
i=1 i=1
= dr(z,2) + dr(z,y).
Por satisfazer (d1), (d2) e (d3), seque que dg € uma métrica. n

Exemplo 3.5 (Métrica do méaximo) Seja M = R". Consideremos a fungao

dy :R" xR" — R,
((xla--wxn)?(ylv"vyn)) = max{\a:l—yﬂ,,\xn—yn\}zlrg?g;]azz—m

Vamos verificar que dy; € uma métrica.
Solucao De fato,

d1) Dados x = (x1,...,20),y = (Y1,..,yn) € R™ temos, para qualquer indice i =
1,2,...,n,

pela definicao usual de modulo de um nimero real. Dessa maneira,

dy(z,y) = 1<?<>§L‘5Ui — il >0,

Além do mais, se dy(x,y) =0, temos

0= du(z,y) = max|z; —yi,
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d2)

d3)

como temos que |x; — y;|, com i = 1,...,n sao nimeros nao negativos, entio que
para todo i,

|zi —yi| =0,
o que implica em x = y.

Reciprocamente, se x =y, temos entao que, para todo 1 =1,...,n,
z; —y; =0,

dai obtemos

dy(z,y) = 1<?<>§L’~”Ui —yi| = 0.

Temos que

lzi —yil = | — (i —wa)| = | = Ulys — ] = |ys — w4,

para qualquer i € {1,...,n}, vale

dM(‘T:y) = max{|$1—y1|,...,|xn—yn|}
= max{|y1 — 1|, ., |Yn — x|}

= max|y —

= dy(y,x).

Sejam v = (x1,...,2,),y = (Y1, ..,yn) € R™. A desigualdade triangular segue
diretamente do fato de que, dado qualquer z = (z1,...,2z,) € R", para todo
i€{l,..,n}, vale

|z — vl <|zi — 2| + |20 — wil,

que € a desigualdade triangular de nimeros reais demonstrada no Exemplo|5.1. Em

particular,
max {|z; — il } < max {|z; — =z + |2 — uil}
[Lemalizd
= 121%);{|x7,_ZZ|}+1I£1%)§L{|Z,L—yZ|}’
isto €,

dy(z,y) < du(z, 2) + du(z,y).
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Por satisfazer (d1), (d2) e (d3), seque que dy; € uma métrica. n

Com o objetivo de exemplificar geometricamente as trés distancias definidas

anteriormente, consideremos M = R2. Consideremos os diagramas abaixo:

No caso de dg, que é a medida euclidi-

ana, temos

dp(z,y) = /(22 — 21)% + (y2 — 11)?,

que ¢é a hipotenusa do triangulo determi-

nado como vemos na Figura [3.4]

No caso de dg, que é a métrica retangu-

lar; temos

dr(z,y) = |v1 — 22| + |1 — 12],

que é a soma dos catetos do triangulo deter-

minado como vemos na Figura |3.5]

No caso de dp;, que é a métrica do

maximo, temos

dy(z,y) = max{|z1 — 22, |[y1 — va|},

que é a medida do maior cateto como vemos

na Figura [3.6]

Figura 3.4: Representacao da métrica eucli-
diana em R2.

Yu
L Y

Y- E‘

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Figura 3.5: Representagao da métrica retan-
gular em R2.

Ya
Yofp--mmmmmmmm - Ay

Y p------ []

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Figura 3.6: Representacao da métrica do
méximo em R2.

y,\
Y2p---------------3Y
// |
4 1
// |
// !
|
L7 !
Y1 p--- [-]
X |
| —
€ Ty T

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.
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Podemos relacionar as trés métricas definidas anteriormente por meio do seguinte

resultado.

Proposicao 3.1 Sejam as métricas dg, dg e dy; definidas anteriormente. Sejam x,y €

R™ quaisquer, tem-se

a b c

Demonstracao De fato,
a) Notemos que
dua(,y) = max{lzi — il 1 <8 < n} = [z — g,
para um certo j € {1,....n}. Dai
dy(z,y) = |z —yjl
= V(zj—y;)?

V@ =)+ (g = y)? A (2 — y)?
dg(x,y).

IN

Portanto,

dy(z,y) < dg(z,y).

b) Vejamos que

dp(z,y) = (@1 —3)?+ -+ (20 — yn)?
N R SRR
< \/m B+ o =l + 23 L= 3l [y — ]

i#]
= Va1 =yl + -+ e — ynl)?
= |zi =yl +- + [z — ynl
= dg(7,y).
Portanto,

dp(z,y) < dgr(z,y).
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c) Sabemos que

lz; — ;| <max{|zy — 1], ..., |Tn — Ynl},

para qualquer 1 = 1,2, ...,n. Temos entao

dr(z,y) = |z1—wnl+- -+ |20 — ynl

IN

max{|z; —y| : 1 <i<n}+- - +max{|z; —y;| : 1 <i<n}

Portanto,

dR('Iay) S n- dM(fU,y)

Logo, concluimos que
dM<x7y) < dE(xa y) < dR(xay) <n- dM(aja y):

como queriamos. [ ]

3.2 Meétrica induzida e subespaco

Definicao 3.3 (Métrica induzida) Sejam M = (M,d) um espago métrico e N C M,

com N nao vazio. Podemos definir em N a métrica induzida dy = d [yxn:

dy: NxN — R
(,y) = d(z,y).

Neste caso, dizemos que (N,d) é um subespago métrico de M.

MxM—b g
M x M |Nxn
dn
N x N

Exemplo 3.6 Consideremos (R?,dg) e R como subconjunto de R?, ou seja

R = {(z,0) : z € R}.
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Observemos que a métrica dg restrita a R x R coincide com a métrica do Exemplo

[5.1. De fato,

dp(z,y) = /(z—y)*+(0—0)?
= (z—y)?
= |z -yl

3.3 Produto cartesiano de espacos métricos

Consideremos M e N espacos métricos, cujas métricas indicaremos, respectivamente,

por dys e dy.

Defini¢ao 3.4 O produto cartesiano M x N € o conjunto dos pares ordenados z = (x,y),
onde v € M ey € N. A distancia de z = (x,y) a 2’ = (2',y'), onde 2,2/ € M x N,

definida como:

d(Z,Z,) = \/dN<x7$/)2 + dM(yay/)27 ou
dl('ZvZ/) = dN(‘,E?'T,) + dM(yuy/)J ou
do(z,2') = max{dy(z,2"),du(y,y')},

¢ uma métrica em M x N.

Generalizando, sejam My, My, ..., M, espagcos métricos. O produto cartesiano M =
My x My X -+ X M, € o conjunto das n-uplas x = (x1,a,...,2,), onde x1 € My, x5 €
M, ... x, € M,. Com qualquer uma das trés métricas abaizo:

d(z,y) = du (21,91)? + dagy (22, 42)% + -+ + g, (00, Yn)%,
di(z,2") = dy,(x1,y1) + day (2, y2) + -+ - + dor, (T, Yn),
da(2,2") = max{da, (v1,91), da (¥2,92), - - - Ao, (T, Yn) 1
onde x = (T1,...,2,), Yy = (Y1,...,Yn) € M, 0 conjunto M; x --- X M, € um espaco

métrico.
Exemplo 3.7 Mostre que M x N com a distancia dy define um espaco métrico.
Solucao De fato, para isso, vamos verificar se sao satisfeitas as condicoes de métrica

em dy. Para que M xX N seja um espagco métrico sob dy, € necessario que as sequintes

condi¢coes sejam atendidas:
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d1) Dados v = (x1,11),y = (x2,y2) € M x N, temos

di(z,y) = dy(x1, 22) + dn(y1, y2),

nao negativo, pois dy e dy sao métricas. Além do mais, como dy; e dy sao métricas,

0 = di(z,y) = du(w1,22) + dn (Y1, y2)
<0 = dy(r,z2) +dy(yr, y2)
S0 = du(z1,12) e 0=dn(y1,y2)
ST = To €Y =Yz

=T = .

d2) Dados v = (x1,11),y = (x2,y2) € M x N, temos

di(z,y) = du(z1,22) +dn(yr, 1)
= dy(za, 1) + dy (Y2, Y1)
= dl(yax>7

e, portanto, dy € simétrico.
d3) Para demonstrar que vale a desigualdade triangular em dy, vamos utilizar a

desigualdade triangular valida em dy; e dy. Isto €, dados x = (x1,y1),y =

(332,92),2 = (afz,yg) € M x N temos

di(z,y) Ay (21, 22) + dn (Y1, y2)

[y (21, w3) + dai (23, 22)] + [dn (Y1, ¥3) + dn (Y3, yo)]
dy (@1, 23) + dn (Y1, ys) + da (s, 22) + dn (Y, y2)

= [du(z1, 23) + dn (Y3, y2)] + [du (23, 22) + dn (Y3, 2)]

= di(x,2) +di(z,9).

IN

Como sao satisfeitas as condi¢oes para dy ser uma métrica, temos que (M x N,dy) é

um espago metrico. [ ]

Proposicao 3.2 Sejam d,d; e dy as métricas da Definicao |3.4. Para quaisquer x,y €
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M =M, x---x M,, temos

dy(z,y) < d(z,y) < di(z,y) < n-do(z,y).

Demonstracao Sejam x,y € M e suponha, sem perda de generalidade, que do(z,y) =

dar, (5517 Z/1); assim:

dg(l’,y) = dM1(x17y1)

dr, (95171/1)2
\/dMl (131, yl) + dM2 ('T27 y2) + -+ dMn(xm yn)
= d(z,y).

IN

Além do mais,

[di(@,y)* = [ d(wk,yk)]

k=1
= d(xlvyl) ' Z d(xlmyk) +oee d(xnu yn> : Zd(xka yk)
k=1 k=1
= (d(xlayl))2 + d(SUl,Z/l) ) d(x2>y2) et d(iUl,yl) ) d(xnayn)

—

n—

Foe (A, yn)? + A, ) -

(]

d(ifk, yk)

o
- §(d(mk, yi))? + 2 ; d(wi, yi) - d(zj, y5)
> Sl w)?
- %W
e, portanto,
d(z,y) < di(x,y).
Por fim,

’n,dg(.T,y) = dMl(-Tl,yl)+"'+dM1(x1,y1)
> da (21, 01) + da (T2, yy) + - - + dag, (Tns Un)
- dl('ray)
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Dessa maneira,

dz(l’,y) < d(SL’,y) < dl(xvy) <n- dg(l’,y)

3.4 Espaco de funcoes reais limitadas

Dado X um conjunto nao vazio, uma funcao f : X — R ¢é dita limitada se existir um

nimero real k tal que

(@) <k,

para qualquer x pertencente a X. Indicaremos por B(X,R), o conjunto das funcoes

limitadas de X em R. Para quaisquer f,g € B(X,R) e qualquer o € R definimos
S) (f+9g)(x) = f(x)+ g(x), para todo z € X.
P) (af)(x) = af(z), para todo z € X.

Assim, para que o conjunto B(X,R) seja um espago métrico, basta definir sua métrica

da seguinte forma:

d(f,g) = sup{|f(z) — g(x)[}.

zeX

Na Figura [3.7 temos uma representacao da métrica definida acima.

Figura 3.7: Representacao da métrica do supremo.

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.
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Observemos que, para qualquer z pertencente a X, temos um niimero real | f(z)—g(x)|.
O supremo do conjunto desses nimeros é a distancia entre f e g. A existéncia desse
supremo é garantida pela limitacao de ambas as fungoes. De fato, como f e g sao limitadas,

temos que existem k; e ko nimeros reais, tais que

=
2
A

kh
l9(x)] <k,

para todo x pertencente a X. Pela desigualdade triangular, temos entao

|f(z) —g(x)] < [f(x)]+]9(x)]
< ki 4k
= ks,

para todo x pertencente a X, isto é, o conjunto {|f(x) — g(z)| : x € X} é limitado e,

portanto, admite um supremo.

Proposicao 3.3 Considere o conjunto das fungdes limitadas B(X,R). Logo

d(f,g) = sup{[f(x) — g(x)[}

zeX

¢ uma métrica sobre B(X,R).

Demonstracao Sejam f,g e h fun¢oes pertencentes a B(X,R). Provaremos agora que

sao satisfeitas as condicoes de métrica.

d1) Notemos que d(f,g) > 0 por defini¢ao, pois para cada x pertencente a X, o nimero

real | f(x) — g(x)| € nao-negativo pela defini¢cao de médulo de um nimero real.

Além do mais,
d(f,9) =0 & sup{|f(z) = gx)|} =0
< |f(z) —g(x)] =0,V € X
& flx)=g(x),Vr e X

& f=g.

d2) d(f,q) =d(g, f) seque imediatamente das propriedades de mddulo de nimeros reais.
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De fato, notemos que para qualquer x pertencente a X:

[f(z) = g(x)] = [(=1)-(g(x) = f(2))]

em particular

d(f,g) = itelg{\f(x)—g(fc)!}
= ilelg{\g(x)—f@ﬂ}

= d(g, ).

d3) Dados f,g e h em B(X,R), temos que para qualquer x pertencente a X vale

|f(x) = g(x)] |f(2) = h(z) + h(z) = g(z)|

< |f(@) = h(@)] + [h(z) = g(2)],

logo temos que
sup{|f(x) — g(a)l} < sup{|f(z) — h(x)| + [h(z) = g(x)[}.
Além, do mais, seque do Coroldrio 2.8 que
sup{|f(z) — h(z)| + [h(z) — g()]} < sup{|f(x) = h(z)[} + sup{|h(z) — g(x)]}.
e assim, conclufmos que

i‘ég{'f(‘”) —g(@)[} < ilelg{lf(ﬂf) — h(x)[} + igg{m(x) —g(@)l},

1sto €,

d(f,g) < d(f,h) +d(h, g).

Assim, d € uma métrica no espaco das funcoes limitadas.



Capitulo

4

Nocoes topologicas em espacos métricos

Neste capitulo estudaremos alguns importantes conceitos de espagos métricos,
introduziremos alguns exemplos e suas principais propriedades.
Iniciaremos com a noc¢ao de bola aberta, do qual sera 1til para definir conceitos como

conjuntos abertos e outras nocoes topoldgicas.

Definigao 4.1 (Bola aberta) Sejam M = (M, d) um espago métrico, xy pertencente a

M e um numero real r positivo. A bola aberta de centro xy e raio r é o conjunto
B(xzg,r) ={zx € M : d(x,x9) <71}

Exemplo 4.1 Notemos que em qualquer conjunto M com a métrica zero-um do Exemplo

temos que a bola aberta de centro xy € dada por

M, ser > 1,
B(xg,r) =

{zo}, ser <1,

ou seja, se o raio for maior ou igual a um, a bola aberta coincide com o espago. Caso for

menor que um, temos que a bola aberta é apenas o centro x.

Exemplo 4.2 Esbogaremos agora a bola aberta de centro (0,0) e raio 1 no espago métrico

(R?,dg), em que dg é a métrica euclidiana.

Solugao Sabemos que

B((0,0),1) = {(z,y) € R*:dp((z,y),(0,0)) < 1}

= {(z,y) e R?: /2?2 +y? < 1}.

o4
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Para o esboco, vamos determinar, primeiramente, a curva que delimita a bola aberta,
isto €, os pontos de R? tais que x> +y* = 1, que da geometria sabemos que é a equacao
que representa uma circunferéncia, dessa forma \/x?+ y?> < 1 sao os pontos interiores

da mesma. Na Figura[{.1] temos uma representa¢ao do nosso esbogo. |

Figura 4.1: Representacao da bola aberta com a métrica euclidiana no R2.

Y

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Exemplo 4.3 Esbo¢aremos agora a bola aberta de centro (0,0) e raio 1 no espago métrico

(R%,dR), em que dr € a métrica retangular.
Solugao Sabemos que
B((0,0),1) = {(x,5) € R : dn((z,9),(0,0)) < 1}

= {(zy) eR?: 2+ [yl < 1},

para 0 nosso esboco vamos determinar, primeiramente, a curva que delimita a bola aberta,

isto €, 0s pontos de R? tais que |z| + |y| = 1. Para isso, temos quatro casos a considerar:

1. (z,y) no primeiro quadrante, ou seja, x,y > 0, de modo que a curva que delimita a

bola aberta é dada por 1 = |z|+ |y| =z +y, ou seja, y =1 — x;

2. (z,y) no sequndo quadrante, ou seja, x < 0 e y > 0, de modo que a curva que

delimita a bola aberta € dada por 1 = |x|+ |y| = —x +y, ou seja, y = 1 + x;
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3. (z,y) no terceiro quadrante, ou seja, x < 0 ey < 0, de modo que a curva que

delimita a bola aberta € dada por 1 = |z|+ |y| = —v —y, ou seja, y = —1 — z;

4. (x,y) no quarto quadrante, ou seja, x> 0 ey < 0, de modo que a curva que delimita

a bola aberta € dada por 1 = |z| + |y| =x — vy, ou seja, y = x — 1.

Portanto, no espago métrico (R? dr), uma bola aberta de centro em (0,0) e raio 1 é
constituida por todos os pontos (x,y) internos a curva obtida pela concatenagdao dos quatro

segmentos acima, como visto na Figura[4.3, ]

Figura 4.2: Representaciao da bola aberta com a métrica retangular no R2.

Y

A

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Exemplo 4.4 Esbogaremos agora a bola aberta de centro (0,0) e raio 1 no espago métrico

(R2,dy), em que dy € a métrica do mdzimo.
Solugcao Temos que que a bola aberta que queremos e da forma

B((0,0),1) = {(z,y) € R? 1 du((,y),(0,0)) < 1}
= {(z,y) € R*: max{|z], [y[} < 1}.

Primeiramente, notemos que a curva que delimita a bola aberta € constituida pelos

pontos de R? tais que max{|z|,|y|} = 1, ou seja, o quadrado de vértices (—1,—1), (—1,1),
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(1,—1) e (1,1). Portanto, a bola aberta que queremos sao os pontos interiores ao quadrado

como mostrado na Figura[4.3. ]

Figura 4.3: Representacao da bola aberta com a métrica do maximo no R2.

Y

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Definigao 4.2 (Bola fechada) Sejam M = (M, d) um espago métrico, xo pertencente

a M e um numero real r positivo. A bola fechada de centro xy e raio r é o conjunto

Blzg,r] ={z € M : d(z,z9) <1}.

Definigao 4.3 (Esfera) Sejam M = (M,d) um espa¢o métrico, xo pertencente a M e

um numero real v positivo. A esfera de centro ry e raio r ¢ o conjunto

S(xo,r) ={x € M : d(x,z0) =1}.

Exemplo 4.5 Consideremos o espago métrico (R* dg). A bola fechada de centro
em (0,0) e raio 1 e a esfera de mesmo centro e raio possuem, respectivamente, SGo

representadas como mostram a Figura[].4] e a Figura[].3
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Figura 4.4: Bola fechada, B[(0,0), 1], no R?
com a métrica euclidiana.

Y

.
4

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Figura 4.5: Esfera, S((0,0), 1), no R? com a
métrica euclidiana.

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Notemos que, pelas defini¢coes anteriores, temos

Blzo,r] = B(xo,r) U S(zo,7),

isto é, a bola fechada de centro z( e raio r é

ambas também com centro em x( e raio r.

a uniao disjunta da bola aberta com a esfera,

Como vimos anteriormente, dependendo da métrica, o “aspecto” das bolas pode ser

diferente do ponto de vista da Geometria Elementar. Outros aspectos se alteram ao

compararmos as métricas. Um desses aspectos que se alteram ¢é a area da bola aberta de

centro em (0,0) e raio um em cada métrica.

Pelos Exemplos e a bola de

raio um com centro em (0,0) tem diferentes

aspectos. Além do mais, em cada caso, a area da bola se alterna. Da geometria, temos

que, no primeiro caso, a area da bola é

ja no caso da métrica retangular, temos

Agp, =

R
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e, por ultimo, na métrica do maximo, temos que a area é dada por

AdM = 4'(1'1)
= 4.

Logo, nesse caso, para a bola de raio um e centro em (0,0), a relagao entre as dreas é
AdR < AdE < AdM-

Definicao 4.4 (Espago métrico discreto) Um espagco métrico é dito discreto quando
todo ponto do espago € isolado, isto €, quando existe r > 0 tal que B(a,r) = {a}. Em
outras palavras, além do proprio a, nao existe ponto no espaco que tenha uma distancia

de a inferior a r.

Exemplo 4.6 Qualquer espagos métrico M munido da métrica zero-um é um espaco

métrico discreto.
Solucao De fato, dado a € M qualquer, considerando r < 1 temos

B(a,r) ={x € M : d(z,a) < 1} = {a}.

4.1 Propriedades de bolas abertas
Sejam M = (M, d) um espago métrico, xg,yo € M e r,r1 e ro nliimeros reais positivos.

Proposicao 4.1 Sery < ry, entao B(xg,m1) C B(xg,72).

Demonstracao De fato, dado qualquer x € B(xg,11), temos d(x,xo) < 11 < 19, 0U S€ja,

d(x,x0) < r9, de modo que x € B(xg,19). Assim, B(xg,r1) C B(xg,r2). n

Proposicao 4.2 Dados os pontos xog # yo num espaco métrico, sejam ry > 0 e ro > 0

tais que 1 + 1o < d(x0,Y0). Entao, as bolas abertas B(xg,r1) e B(yo,r2) sao disjuntas.
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Demonstracao Suponhamos que exista z € B(xo,71) N B(yo, r2), entdo pela defini¢do de

bola aberta temos que d(xo,2z) < r1 e d(yo,2) < re. Assim,

d(xo,yo) d(xo, z) + d(yo, 2)

<
< r1+71e
<

d([[‘(), ?JO);

ou seja, concluimos que

d(wo,y0) < d(x0, Y0),

o que € um absurdo. [ ]

Na Figura mostramos uma representacao de bolas disjuntas.

Figura 4.6: Representacao de bolas disjuntas.

1 T2

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

4.2 Conjuntos limitados

Estudaremos nessa sessao uma generalizagao para espacos métricos da nocao de

conjuntos limitados.

Definigao 4.5 (Conjunto limitado) Sejam M um espago métrico e X um subconjunto

nao-vazio de M. Diremos que X € limitado quando existir k, constante positiva, tal que

d(z,y) <k,
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para quaisquer x,y pertencentes a X.
Ao menor desses nimeros k chamamos de didmetro de X e denotamos por diam(X).

Isto €,

diam(X) = sup{d(z,y) : z,y € X}.
Caso X nao seja limitado, escrevemos diam(X) = 0o.
Proposigao 4.3 Se X ¢ limitado e Y C X, entdo Y € limitado e diam(Y") < diam(X).

Demonstracao De fato, como X ¢ limitado, existe k uma constante positiva, tal que
d(z,y) <k,

para quaisquer x,y € X. Dados quaisquer xo,yo € Y, como por hipotese Y estd contido

em X, temos que xg,yo € X, logo
d(zo,y0) <k,
e, portanto, Y € limitado. Além disso, como Y C X, temos pelo Lema[2.3 que
sup{d(zo, %) : Zo,yo € Y} < sup{d(z,y) : z,y € X}.
Logo, pela defini¢ao de diametro, temos
diam(Y") < diam(X).

Proposicao 4.4 Toda bola aberta, de raio €, em wm espago métrico é um conjunto

limitado e seu diametro nao ultrapassa 2. O mesmo vale para bolas fechadas e esferas.

Demonstracao De fato, sejam x,y quaisquer pertencentes a B(a,e). Temos
d(z,a) <e ed(y,a) <e.
Assim, pela desigualdade triangular, temos

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) = d(z,a) + d(y,a) < e+ e = 2¢.
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Analogamente, dados x,y quaisquer pertencentes a Bla, €|, temos

d(z,a) <e ed(y,a) <e.

Assim, pela desigualdade triangular, temos

dz,y) < d(z,a)+d(a,y)

Da mesma forma, sejam x,y € S(a,e), temos que d(x,a) =€ e d(y,a) = e. Logo,

d(z,y) < d(z,a)+d(a,y)
= e¢+¢
= 2e.

E, portanto, temos que toda bola é limitada.

Proposicao 4.5 Sejam X e Y conjuntos limitados em um espago métrico. Entado X UY

¢ limitado.

Demonstracao Caso X = @ ouY = & nada temos que fazer. Supondo ambos diferentes

do vazio, e firando a € X, b € Y, temos pela limitagao de X e Y que existem ki e ko

constantes positivas tais que

d(z,a) < ki,Vre X,
d(y,b) < ky,Vy €Y.

Notemos ainda, pelas propriedade da desigualdade triangular em um espago métrico,

que, para x € X ey € Y quaisquer, temos

d(z,y) < d(z,a)+d(a,y),
d(a,y) < d(a,b)+d(b,y)
Logo, temos que
d(z,y) < d(z,a)+d(a,y)
< d(z,a)+d(a,b) +d(b,y)
< ki +d(a,b) + k.



63

Logo, denotando k = ki + d(a,b) + ko, temos que para todo z,y € X UY

d(z,y) < k.
Logo, X UY € um conjunto limitado. [ ]
4.3 Conjuntos abertos
Definicao 4.6 (Ponto interior) Sejam M = (M,d) um espaco métrico, X um

subconjunto de M e xq € X. Diremos que xoq € um ponto interior de X quando € centro

de uma bola aberta contida em X. Isto €, se existir wm numero real positivo € tal que

B(zg,¢) C X. Como mostrado na Figura[{.7

Figura 4.7: Representacao de ponto interior.

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Observagao 4.1 Caso um ponto nao for interior, denominaremos de ponto nao interior.

Definicao 4.7 (Interior de um conjunto) Sejam M = (M,d) um espago métrico e

X um subconjunto de M. O conjunto de todos os pontos interiores de X é denominado
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interior de X, e denotamos por
int.(X)=X={re M:B(z,e) C X, para algum € > 0}.

Definigao 4.8 (Conjunto aberto) Sejam M = (M,d) um espaco métrico e X um

subconjunto de M. Diremos que X € aberto se, e somente se:
X =int.(X),
ou seja, X € aberto se, e somente se, para todo xo € X existir e > 0 tal que B(xg,e) C X.

Definigao 4.9 (Fronteira) Sejam M = (M,d) um espago métrico e X um subconjunto
de M. O conjunto de todos os pontos xqg € M tais que toda bola aberta de centro x
contém pelo menos um ponto de X e um ponto do complementar M — X ¢é dito fronteira

de X. Denotaremos a fronteira por 0X. Como mostrado na Figura[{.§.

Figura 4.8: Representacao ponto de fronteira.

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Observagao 4.2 Notemos que a fronteira de X, pela Definicao[{.9, pode também conter

pontos que nao estao em X.
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Observagao 4.3 Além do mais, notemos que os conjuntos int.(X) e 0X sao disjuntos

pelas definicoes.

Proposicao 4.6 Sejam M = (M,d) um espagco métrico e X C M. Tem-se que
int.(X) C X.

Demonstracao Dado qualquer xo pertencente ao interior de X, temos que existe €
positivo tal que B(zg,e) C X. Como xq pertence a B(xg,¢€), seque que xg € X. Como

tomamos xy qualquer em int.(X), temos entdo provado o resultado. [ ]

Observagao 4.4 Notemos que o contrdrio, X C int.(X), nem sempre € verdade como

veremos no exemplo a sequir.
Exemplo 4.7 Considere o intervalo [0,1) C R, determine sua fronteira e o seu interior.

Solugao Provaremos que o int.([0,1)) = (0,1) e 9(]0,1)) = {0,1}. De fato, dado x
pertencente a (0,1), tomando

e =min{z,1 —z},

temos que (v —e,x + €) estd contido em (0, 1).
Além do mais, 0 e 1 nao sao pontos interiores. De fato, qualquer intervalo aberto de
centro em 0, contém pontos negativos e positivos. Além disso, qualquer intervalo aberto de

centro em 1, contém niumeros menores que 1, e maiores. Por exemplo, tomando r = 1/2,

1 1 13
1——14+=-)=(=2
(1-51+3)=(53)

que contém pontos menores e maiores que 1. Dessa maneira, como qualquer intervalo

temos o intervalo

aberto, de centro em 0 ou centro em 1, contém pontos de (0,1) e pontos de R/(0,1),
temos que 0,1 € 9([0,1)).
Além do mais, dado y um niumero real negativo, notemos que ele nao pertence a

fronteira de [0,1). De fato, basta tomarmos

e entdo (y — &,,y + €,) nao possui intersecio com [0,1) e, portanto, y ¢ int.(X).
Analogamente, para nimeros reais positivos maiores que 1, temos que 0s mesmos nao

pertencem a fronteira de [0,1). Dessa maneira, int.([0,1)) = (0,1) e 9([0,1)) = {0,1}. =
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Proposicao 4.7 Em qualquer espago métrico, uma bola aberta B(a,e) € um conjunto

aberto.

Demonstragao Para isso, vamos provar
que B(a,e) = int.(B(a,e)). Notemos que
int.(B(a,£)) C Bla,e) pela Proposigao [{.6
Basta mostrarmos entdo que B(a,e) C

int.(B(a,¢)).

Consideremos x pertencente a B(a,¢).

Por defini¢io d(a,x) < €. Notemos que
g1 =¢—d(a,x),

¢ um numero real positivo. Vamos provar
que B(z,e1) estd contido em B(a,e). De
fato, dado y pertencente a B(x,e1), temos

que d(z,y) < €1, e portanto,
d(a,y) < d(a,2)+d(z,y) < d{a,z)+2) = ¢,

isto é, y pertence a B(a,€). Como tomamos

y qualquer em B(xz,e1), temos entio que

B(z,e1) C Bla,e). Como x € qualquer em
B(a,¢e), temos que B(a,e) C int.(B(a,¢)),

e portanto, B(a,e) = int.(B(a,¢)). n

Na Figura [4.9] temos uma representacao da
construcao realizada na demonstracao.

Figura 4.9: Representacao de um ponto in-
terior a bola aberta.

ce----
=
®
=
Be

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Corolario 4.1 Para todo X C M temos que int.(X) € aberto em M.

Demonstracao De fato, pela Proposi¢ao temos que int.(int.(X)) C int.(X). Basta

provarmos que int.(X) C int.(int.(X)).
Seja a € int.(X).

Entao, existe € > 0 tal que B(a,e) C X. Para todo x pertencente

a B(a,¢e), temos pela Proposi¢ao que existe €1 tal que B(x,e1) C Bla,e), isto é,

B(z,e1) C X. Disso, concluimos que todo ponto x pertencente a B(a,e) € interior a X,

ou seja, que B(a,e) C int.(X).
Notemos entdo que a € int.(int.(X)).
int.(X) C int.(int.(X)).

aberto.

Dessa maneira, temos int.(X) =

Como tomamos a qualquer, concluimos que

int.(int.(X)) e, portanto, um
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Proposicao 4.8 O conjunto vazio (¢) e o conjunto universo (M) sdo conjuntos abertos.

Demonstracao Para um conjunto A nao ser aberto, deve existir um x € A tal que para

todo € > 0 ocorre que

B(z,e) € A.

No caso do conjunto wvazio, tal elemento x nao existe, logo o vazio é aberto por

vacuidade. Jd no caso do conjunto universo, temos que para todo x € M, vale
B(z,e) C M,

o que nos faz concluir que M também é um conjunto aberto. [ ]

Exemplo 4.8 Seja M um espago métrico. O conjunto {a} é um conjunto aberto em M

se, e somente se, a € um ponto isolado.

Solugao De fato, se {a} € aberto, entio para todo x € {a} existe ¢ > 0 tal que

B(z,e) C {a}. Entao, eziste e, > 0, de maneira que
B(a,e1) C {a},
e como {a} C B(a,e,) temos que

B(a,e,) = {a},

e, portanto, pela Defini¢do [{.4] temos que a é um ponto isolado.
Reciprocamente, se a é um ponto isolado em M entao, novamente, pela Defini¢ao 4.4,
existe r > 0, tal que B(a,r) = {a}, ou ainda, B(a,r) C {a}. Notemos entio que para

todo x em {a}, existe ¢ =1 > 0 tal que B(x,e) C {a}. Logo, {a} é aberto. n

Dentre os resultados acerca de conjuntos abertos destacamos os dois que se seguem

abaixo.
Proposigao 4.9 Seja il a cole¢ao dos subconjuntos abertos de um espago métrico. Entao:

1. Se Ay, ..., A, € Y, entio A;N...N A, € . (A intersecao de um nimero finito de

conjuntos abertos é um conjunto aberto.)
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2. Se Ay € U para todo \ € L, entao A = U Ay € . (A reuniao de uma familia

AeL
qualquer de conjuntos abertos € um conjunto aberto.)

n

Demonstracao 1. Seja x € ﬂAj. Desta maneira, x € Aj, para todo j = 1,...,n.
j=1

Como esses conjuntos sao abertos, temos que existem €1, ..., €, positivos, de forma que

B([E,&l) C Al,
B(JT,EQ) C AQ,

B(z,e,) C A,.

Tomemos

e = min {¢;}.
= n

7=1,...,

Dai, temos
B(z,e) C B(x,e;) C Ay,

B(xz,e) C B(x,ey) C Ay,

B(z,e) C B(x,e,) C A,

ou seja,

e, como tomamos x um ponto arbitrario em A;N...NA,, temos que o conjunto € aberto.
2. Seja a € A qualquer. Entao, existe ao menos um indice A em L tal que a € Aj.

Como A, € aberto, por hipdtese, temos que existe € > 0 tal que
B(a,e) C A,,
como A, estd contido em A temos entao que
Bla,e) C A,
e, portanto, A € um conjunto aberto, pois todo ponto pertencente a A € interior. [ ]

Observagao 4.5 Notemos que no item (1) da Proposi¢do temos a intersegao finita
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de conjuntos abertos. A intersecao infinita de abertos nem sempre serd um aberto, como

VETEMOS 1o 6xempl0 a seguir.

1 1
Exemplo 4.9 Consideremos M = R. Prove que ﬂ (a ——,a+ —) nao € aberto em R.
neN

Solucao De fato, mostraremos que

1 1
ﬂ (a— H’CH_ ﬁ) = {a}.
neN

1
Primeiramente, notemos que <a— —,a+ —) ¢ uma bola aberta em R para todo
n n

n € N. E, portanto, pela Proposi¢do[{.7, temos que

(o)
a——,a+ —
n n

¢ um conjunto aberto, para todo natural n.

(=)
aela——,a+—|,
n n

Agora, notemos que

para todo n natural. Logo,

{a} < <a—%,a+%).

neN

1 1
Suponhamos que exista b em ﬂ (a — —,a-+ —) , diferente de a. Logo,
n n
neN

1
|b—a] < —,Vn € N.
n

Dado € > 0, como o conjunto dos niumeros naturais nao € limitado superiormente pelo

Ezxemplo temos que existe ng natural tal que

1
ng > —,
£

ou ainda
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Logo,
1
0<|b—al<— <e¢,
o
1sto €,
b=a,
e portanto,

N (a—%,a—i—%) = {a}.

neN
Além do mais, notemos que a, com a métrica usual em R, nao € ponto isolado e,

portanto, pelo Fxemplo temos que {a} nao € aberto. [ ]

Coroldrio 4.2 Sejam M = (M,d) um espago métrico e A um subconjunto de M. Temos

que A € aberto se, e somente se, € uma reunido de bolas abertas.

Demonstracao De fato, se A € uma reuniao de bolas abertas, entdo A € aberto em M
pela Proposicao [{.7 e do item 2 da Proposi¢io [{.9

Reciprocamente, se A € aberto, entdo, para cada x pertencente a A, existe um €, > 0
de forma que

B(x,e,) C A,
ou ainda

JB.cA (4.1)

Além do mais, notemos que {x} estd contido na bola aberta B(z,e,) e, assim,

Uizt c | B..
€A T€EA
Além disso, o conjunto A € a reunido dos seus elementos, logo

A=|J{z} c | B (4.2)

€A €A

e portanto, por e temos que

A=JB..

T€EA

isto €, A € uma reuniao de bolas abertas. [ ]
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4.3.1 Conjuntos abertos na reta

Para finalizarmos a secao de conjunto abertos, vamos apresentar uma aplicagao no
espago dos reais. Iniciaremos definindo formalmente o que é um intervalo na reta com
o objetivo de demonstrar que todo conjunto X aberto em R é a uniao de uma classe

enumeravel de intervalos abertos.

Defini¢ao 4.10 (Intervalo na reta) Um intervalo é um subconjunto I C R tal que,

Va,be I, sea <c<b, entao c € I.

Observemos que se X C R for aberto, entao dado = € X, existe ¢, positivo tal que
(x — ez,x + £,) C X. Dessa forma, temos que a familia de intervalos Fx, = {I C X :
I é um intervalo aberto com x € I} é nao vazia. Dali, vamos denotar por I, a uniao de

todos os intervalos abertos que contém x e estao contidos em X, isto é

I, = U I.

IE}-XZ

Provaremos a seguir que o conjunto [, também serd um intervalo aberto contido em

X.

Teorema 4.1 Seja X um subconjunto nao-vazio e aberto de R. Se x € X, entao I, é um

intervalo aberto contido em X.

Demonstracao Sejam a,b € I, e consideremos ¢ € R tal que a < ¢ < b. Mostremos que
cel,.

Denotemos por 1, um dos intervalos abertos da unido I, que contém a. Analogamente,
denotemos por I, um intervalo, de I, tal que x,b € I,.

Temos 3 casos possiveis para c:

1. c=x. Se c =z, entao pela construcao de I, temos que ¢ € I,.

2. ¢ < x. Neste caso, temos a < c < x e, como x,a € I,, seque que c € I, e, portanto,

cel,.

3. ¢ > x. Neste caso, temos x < ¢ < b e, novamente como x,b € I, seque que c € I,

e, portanto, c € I,.
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Isso prova que I, € um intervalo. Além disso, como I, € a uniao de abertos, temos
pela Proposicao[{.9, que I, € aberto. E, I, C X por construgao, pois dado z € I, temos

que z pertence a algum intervalo aberto I € Fx, e Ix C X, logo z € X. [ ]

Teorema 4.2 Todo conjunto aberto X, nao-vazio, contido em R € a uniao de uma classe

enumerdvel disjuntas de intervalos abertos.

Demonstracao Desde que X € nao vazio e aberto, o Teorema[{.1] implica que para cada

x € X temos que I, é um intervalo aberto contido em X.

Afirmacao 1: Se y pertence a I, entao I, = I,,.

De fato, seja z um elemento qualquer de I, logo existe um intervalo aberto I € Fx,
que contém x e z. Da mesma forma, como y pertence a I, existe um intervalo aberto
J € Fx, tal que x ey pertencem a J.

Como I e J sdo abertos, temos pelo Teoremal4.1] temos que M = I UJ é um intervalo
aberto que contém x,y e z. Logo, M € Fx, N Fx,, donde seque que z € I,. Portanto,
I, C I,. Analogamente, seque que I, C I, e concluimos que I, = I,,.

Dai, utilizando a Afirmacao 1, concluimos que dados dois pontos x e y distintos em
X, entao I, e I, sao ou disjuntos ou idénticos. De fato, supondo I, e I, ndo idénticos
com z na interse¢ao entao temos que I, = I, = I, pela Afirmagao 1.

Consideremos I a familia de todos os conjuntos distintos da forma I, onde x estd em
X. Isto ¢, uma familia disjunta de intervalos abertos onde X € essa unido. Em outras

palavras,

xX=\Js

JeT

Afirmacao 2: T é enumerdvel.

De fato, consideremos
X, =XNQ={¢ge X:qeQ}

Como Q é denso em R (Ver Exemplo , temos que X, € nao-vazio. Dessa maneira,
pelos Coroldrios[2.9 e[2.9 temos que X, € enumerdvel. Definamos

f: X, = I

q = I,
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em que I, € o unico intervalo que contém q. Como todo intervalo contém algum racional,
seque que f € sobrejetora, e como X, é enumerdvel, resulta do Coroldrio que L €

enumerduvel. ]

4.4 Conjuntos fechados

Definigao 4.11 (Ponto aderente) Sejam M um espago métrico e X C M. Um ponto

a chama-se aderente a X, quando
d(a,X) = inf{d(a,z): x € X} =0,

isto €, existem pontos de X suficientemente prozimos de a, ou ainda, para cada € positivo,

existe x em X tal que d(a,z) < e. Ou equivalentemente:

(i) Para todo € positivo, eziste x em B(a,e) N X;

(i) para todo aberto A contendo a, tem-se que AN X # &;
(7ii) toda m’zmhangaﬂ de a tem pontos em comum com X.

Proposicao 4.10 As equivaléncias da Definicao s@o verdadeiras.

Demonstracao Defini¢io = (i). De fato, seja e > 0. Se a é aderente a X entdo
d(a,X) =inf{d(a,z) :x € X} =0 < ¢,
isto €, existe xy em X tal que d(a,x¢) < . Da defini¢ao de bola aberta, temos que
xo € B(a,¢),

e portanto, existe xy € B(a,e) N X.
(1) = (ii). De fato, se A € um aberto que contém a, entao existe £ positivo tal que
B(a,e) € A. Como por (i), para todo e positivo, eziste xo € B(a,e) N X, temos entdo

que zg € B(a,e) C A exg € X, logo

g € ANX,

1O conjunto V é uma vizinhanga do ponto a quando a € int.(V).
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e portanto, a intersecao de A, um aberto que contém a, e X € ndo vazia.
(17) = (i1i). Se'V € uma vizinhanga de a, entao temos que a € int.(V'). Pelo Coroldrio

temos que int.(V)) € um aberto e, portanto, por (ii)
int.(V)NX # @,
mas como pela Proposi¢ao temos que int.(V) C V', concluimos que
VNX+#o.

(1i1) = Definicdo. De fato, como toda vizinhanca de a tem pontos em comum com X,

1
Vn:B<a,—>,
n

Como V, N X # &, temos que eziste x,, tal que

tomemos em particular

comn € N.

1
J;nGB(a,—) nx,
n

ou ainda,

1
d n) < —,
(a,2,) <~

para todo n natural.

Denotaremos por X, o conjunto formado por estes x,. Assim, usando o Exemplo

[2.13, temos
XnCX
0 < inf {d(a,z)} < inf {d(a,z,)} =0,

zeX Tn€Xn
logo
d(a, X) = inf {d =0.
(a,X) = inf {d(a,2)} =0
E assim ficam verificadas as equivaléncias. [ ]

Observacao 4.6 Todo ponto a em X ¢ aderente a X. De fato, basta notar que

d(a,a) = 0.

Além do mais, os pontos da fronteira de X também sao aderentes a X.
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Definigao 4.12 (Fecho (ou aderéncia)) O fecho de um conjunto X, no espago métrico

M, é o conjunto X dos pontos de M que sio aderentes a X .
Proposicdo 4.11 Se X C Y, entdo X C Y.

Demonstracao De fato, se z € X, entdo por definicio temos que z € aderente a X, isto

¢, para todo € positivo, temos que

B(z,e) N X # @,

ou seja, existe xo na interse¢io de B(z,e) e X. Como X C Y, temos que xy pertence a
Y, logo
B(z,e)NY # o,

para todo € positivo. Logo, z € aderente a Y e, portanto, z € Y. Como tomamos z
qualquer em X, concluimos que

Xcy,
como queriamos. [ ]

Proposicao 4.12 Dado X C M, onde M €é um espago métrico, temos que X = X UOX.

Demonstracao De fato, se x pertence a X e nio pertence a X, temos que

(M — X) N B(x,¢) # 2,

para todo € positivo. Além do mais, como x € aderente a X, temos que para todo € > 0

B(z,e)N X # 2.

Logo, temos que dado qualquer € positivo valem

(M — X)N B(z,e) # &,
B(z,e)N X # @,

isto €, v € 0X. [ ]

O exemplo a seguir é uma aplicacao do resultado anterior, a fim de mostrarmos que

conjuntos diferentes podem ter fechos semelhantes.
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Exemplo 4.10 Se M = R, identifique o fecho dos subconjuntos A = (a,b), B = (a,b], e
C =la,b).

Solugao Notemos que nos trés casos o fecho serd [a,b]. De fato, todos os pontos de (a,b)
pertencem aos conjuntos dados. Mais que isso, 0A = 0B = 0C = {a,b}. Logo, pela
Proposig¢do A=B=C=a,b)]. m

Observacao 4.7 Notemos que para um ponto a nao ser aderente a X basta que exista €
positivo de modo que

B(zr,e)N X = @.

Por exemplo, consideremos M = R e X = (a,b) e um ponto p ndo pertencente a
X UOX. Vemos na representacao abaixo um caso em que foi possivel encontrar & positivo

tal que (p — e, p + €) ndo tem interse¢ao com X. Logo, p ndo € aderente a X .

( ) \
\ ] 4

Definigao 4.13 (Subconjunto denso) Sejam M wum espago métrico e X C M.
Diremos que X € denso em M quando X = M, isto €, quando toda bola aberta de M

contém algum ponto de X.
Exemplo 4.11 Q € denso em R.

Solucao De fato, notemos que, para qualquer intervalo aberto (a,b) da reta, temos que
existe um numero racional q (ver [§], p.29, Teorema 6). Logo, para qualquer e positivo,

teremos

B(q,e) N (a,b) C R.
Logo, temos que Q € denso nos reais. [ ]

Defini¢ao 4.14 (Conjunto fechado) Um conjunto F' C M, onde M ¢é um espaco

métrico, ¢ dito fechado quando seu complementar é aberto em M, ou seja, M — F ¢

aberto.

O proximo resultado nos darda uma caracterizacao para os conjuntos fechados. Em
algumas bibliografias encontramos a proposicao a seguir como a definicao de conjunto
fechado, e, portanto, é demonstrado que seu complementar é aberto. Nesse trabalho

optamos por definir fechado como sendo o conjunto em que seu complementar é aberto.
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Proposicao 4.13 Seja I C M. O conjunto F € fechado se, e somente se, contém todos

0s seus pontos aderentes, ou seja, F' = F.

Demonstracao Supondo F' fechado, temos entao por definicio que M — F € aberto, isto

¢, para todo z pertencente a M — F', existe € positivo tal que

B(z,e) C M — F.

Em outras palavras, para todo z € M — F, existe B(z,€) que ndo contém pontos de F.
Logo, esses pontos que nao pertencem a F' também nao sao aderentes a ele, pois existe €
positivo tal que

B(a,e)NF =9

e, portanto, F' = F'.
Reciprocamente, se F' = F, significa que F contém todos os seus pontos aderentes.
Assim, os pontos que nao pertencem a F nao sao aderentes a ele, isto €, para todo

z € M — F existe € positivo tal que

B(z,e)NF = o,

ou seja, B(z,e) C M — F. Dai concluimos que M — F € aberto, e por defini¢io, F é
fechado. [ ]

Corolario 4.3 O conjunto vazio (&) e o conjunto universo (M) sao conjuntos fechados.

Demonstracao Como o conjunto vazio nao tem pontos, entdo & = &, e portanto, pela
Proposicao temos que @ € fechado.

Ainda, como M € o conjunto universo, temos que ele contém todos os pontos, e como
vimos, todos os pontos de um conjunto sdo aderentes a ele. E assim, M = M, e portanto,

M ¢€ fechado. [ ]

Observacao 4.8 Notemos que ser fechado nao € o contrdrio de ser aberto. Por exemplo,
como vimos durante o trabalho os conjuntos universo e vazio sao abertos e fechados ao
mesmo tempo.

Dessa maneira, dado um conjunto X ndo aberto, nao podemos afirmar diretamente

que ele serd fechado. Ou ainda, se'Y € aberto, nao podemos afirmar que Y nao é fechado.
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Proposicao 4.14 Toda bola fechada em um

Demonstracao Sejam Blxg,e| uma bola
fechada e o seu complementar M — B[z, £].

Tomemos x pertencente a M — Blxo, €], logo

d(xg,x) > €.

Notemos que d(xo,z) — € € positivo.

Logo, definimos 1 como

g1 = d(zg,x) — €.

Seja a bola aberta B(x,e1), e tomemos

um ponto y € B(x,e1), qualquer. Por de-
finicao
d(z,y) < e;.

Pela desigualdade triangular, temos:

d(xo, z) < d(xg,y) + d(y, x).

d(xg,x) — d(y, )
d(xo,z) — €1

d(xg,x) — [d(zo,z) — €]

VoIV

&

espaco métrico M é um conjunto fechado.

isto €, temos que y pertence a M — Bz, £].
Como tomamos y arbitrdrio em B(x,ey),
concluimos que B(x,e1) estd contida em
M — Blxg,¢|, e portanto, x € int.(M —
Blzo,€]). Como tomamos x qualquer em
M — Blxy, ], temos que o complementar da
bola fechada ¢ um conjunto aberto e, por-

tanto, Blxo,e] € fechado. n

A Figura representa a construgao rea-
lizada na demonstracao.
Figura 4.10: Representacao da construcao

de uma bola aberta no complementar de
uma bola fechada.

M

Fonte: Do autor. Feita no Tikz.

Proposicao 4.15 Os subconjuntos fechados de um espaco métrico M satisfazem as

sequintes propriedades:

1. A reunidgo F' = FyU---UF, de um nimero finito de subconjuntos fechados F1, ...

de M € um subconjunto fechado de M ;

 En

2. A intersecio F = ﬂ F\ de uma familia qualquer (F\)xer (finita ou infinita) de

AEL

subconjuntos fechados F\ C M é um subconjunto fechado de M.
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Demonstracao 1. Como Fi,..., F, sdao fechados em M, temos que os conjuntos

Al = (Fl)c7

An - (Fn)c’

sao abertos em M. Desse modo, temos pela Proposi¢cao e pela Proposicao (Leis
de De Morgan) que
AnN---NA, = (FA)°N---n(F,)"
= (Flu...an)c,
¢ aberto e, portanto, Fy U ---U F,, € fechado em M.
2. Como cada Fy € fechado, ponhamos Ay = (F\)¢ para cada A\ € L. Entao, cada
Ay € aberto em M e, portanto, pela Proposicao e pela Proposicao (Leis de De

Morgan)
UAy = U(F))°
= (NF\)",
é aberto em M. Segue-se entao que NF\ € fechado. ]

Observacao 4.9 Notemos que a uniao infinita de fechados nem sempre € um conjunto

fechado. De fato, tomemos por exemplo
U =001,
pE(O,l)
que nao € fechado em R.

Proposicao 4.16 A fronteira 0X de qualquer subconjunto X de M €é um subconjunto

fechado de M.

Demonstracao O conjunto X contém os seus pontos aderentes. De fato, seja z € 0X.

Logo, por definicdo temos que para todo € positivo
B(z,e) N0X # @.

Seja xg € B(z,e) N0X # @. Pela Proposi¢ao temos que B(z,e) € aberto. Logo,
existe €1 de modo que

B(xg,e1) C B(z,¢).
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Além do mais, como xqy estd na fronteira de X, temos

B(zg,e1)N X # @,
B(Qlo,éfl)ﬂ(M—X) 7é J.

Dai como B(xg,e1) C B(z,¢€), temos

B(z,e)NX # @,
B(z,e)N(M - X) # @,

isto €, z € 0X. Disso, concluimos que, se z ¢ aderente a 0X, entao z € 0X. Logo, pela

Proposigao temos que OX € fechado. ]

Um conceito importante, principalmente na definicao de limites, sao os pontos de

acumulacao.

Definigao 4.15 (Ponto de acumulagao) Os pontos de acumula¢ao de um conjunto
X C M sao os pontos a pertencentes a M tais que toda bola aberta centrada em a contém
pontos do conjunto X diferente do ponto a. Chamamos de derivado do conjunto X o

conjunto de pontos de acumulacio de X em M, e representamos por X'.

Observacao 4.10 Nem todo ponto de aderéncia € ponto de acumulagcdo. De fato,
tomemos o conjunto X = {a}. Como a € X, entdo € aderente, mas nao é de acumulagao,

pois nao hd nenhum outro elemento diferente de a em X.



Capitulo

5

Funcoes continuas

Neste capitulo, estudaremos as fungoes continuas entre espagos métricos, que é um
topico importante de espacos métricos e da topologia.

Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma funcao. Intuitivamente a ideia
de continuidade é que pequenas variagoes no dominio da funcao ocasionam pequenas

variacoes na imagem.

5.1 Definicao e exemplos

Definicao 5.1 Sejam M e N espagos métricos com as métricas “diy” e “dy”,
respectivamente. Dizemos que a aplicacio f : M — N € continua no ponto a € M,

se dado € > 0, pode-se obter § > 0 tal que
di(z,a) <6 = do(f(2), f(a)) <e.

Na Figura[5.1] temos uma representacao no caso em que M e N sao o plano Euclidiano.

Figura 5.1: Inequacoes no caso dos Planos Euclidianos M = R? e N = R2.

Fonte: Do autor. Feita no Tikz. Baseado no livro Kreyszig [5] p.20.

81
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Equivalentemente, f : M — N é continua no ponto a € M, quando dada qualquer
bola B = B(f(a),e) de centro f(a), pode-se encontrar uma bola B = B(a,¢), de centro
a, tal que f(B) C B' = B(f(a),¢).

Observacao 5.1 Para uma notagao mais limpa, vamos denotar as distancias em cada

um deles com a mesma letra d sempre que isso nao causar ambiguidade.

Exemplo 5.1 (Imersao isométrica) Uma imersao isométrica é uma aplicagio f :
M — N, tal que d(f(z), f(y)) = d(z,y) para quaisquer xz,y € M. Toda aplica¢io

1sométrica € uma aplicacao continua.

Solucao De fato, dado € > 0, basta tomar § = ¢, logo
d(x,a) < 8 = d(f(2), f(a)) = d(z,0) < 6 = =,

para qualquer a € M. [ ]

Exemplo 5.2 (Fungao Lipschitziana) Sejam M, N espa¢os métricos e f : M — N
uma fung¢ao. Dizemos que [ € funcao lipschitziana se existir ¢ > 0 constante, chamada

constante de Lipschitz, tal que

para quaisquer x,y € M. Toda fungao Lipschitiziana é continua em cada ponto a € M.

~ € .
Solugao De fato, dado € > 0, tomamos 6 = — > 0. Dai, seque que
c

d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) <c-d(z,a)<c-d=c-= =g,

3
C

para qualquer a € M. [ |

Defini¢ao 5.2 (Contragao fraca) Dizemos que uma aplicagio f : M — N € uma

contracao fraca quando

d(f(x), f(y)) < d(z,y),

para quaisquer x,y € M.

Exemplo 5.3 Toda contracao fraca é uma aplicagao continua.
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Solugao De fato, basta notarmos que toda contra¢do fraca é uma funcao lipschitiziana

com ¢ = 1. Logo, pelo Exemplo temos que toda contracao fraca é continua. [ ]

Exemplo 5.4 Para cada i =1,...,n, a projecao

pi:M1><"'><Mn — Mi7

pi(iljl, ,l'n) = X,

¢ uma contracgao fraca, se tomamos no produto cartesiano qualquer uma das trés métricas

definidas na Defini¢ao [3.4).

Solucao Como as métricas sao equivalentes, provaremos aqui com a métrica d da

Definicao . Sejam x = (i, ..., Tn), Yy = (Y1, ooy Yn) € My X -+ X M, assim

d(pi(x), pz(y)) d(xz‘, yi)
Vi@, y)?+ -+ d(xg, yi)? -+ d(@n, yn)?

d(z,y).

IN

Exemplo 5.5 (Ponto isolado) Seja a € M um ponto isolado. Entdo, toda aplicagdo

f: M — N é continua no ponto a.

Solucao Como a € isolado, dado € > 0, basta tomarmos § tal que B(a,d) = {a}. Entdo,

d(z,a) <6 = z=a = d(f(z), f(a)) =0<c¢,

e, portanto, f € continua em a. [ ]

Exemplo 5.6 (Espago Métrico Discreto) Se M é um espago métrico discreto, entao

f:M — N € continua.

Solugao De fato, como M ¢é discreto, temos pela Defini¢io [4.4 que todo ponto a € M ¢é
1solado em M. Dai, seque pelo Fxemplo que f € continua para todo a € M e, portanto,

f € continua. [
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Definigao 5.3 (Descontinuidade) Sejam M, N espagcos métricos.  Chamaremos a
fungao f : M — N de descontinua no ponto a € M, no caso de nao ser continua

em a. Isto €, quando existir € > 0 tal que Yo > 0, é possivel ter um x5 tal que

d(zs,a) <d = d(f(zs), f(a)) > e.

Exemplo 5.7 (Aplicagao descontinua) A fun¢io ¢ : R — R, definida por:

1, sex € Q,

0, sex &Q,

¢(r) =

¢ descontinua em a ¢ Q.

- 1
Solugcao De fato, tomando € = 27 dado 6 > 0, tomamos x5 tal que
|zs —a| < 0,
sendo xs € Q e a € Q, entao

|0(z5) = ¢(a)] = |1 =0

5.2 Propriedades de aplicacoes continuas

Proposicao 5.1 Sejam f,g fungoes continuas. Se f : A — B ¢é continua em a e
g : B — C continua em f(a), entio go f : A — C € continua em a. Ou seja, a

composta de duas funcoes continuas € continua.

Demonstracao Seja ¢ > 0. Como g € continua em f(a), podemos obter X > 0 tal que
paray € B
d(y, f(a)) <A = d(g(y),9(f(a))) <e. (5.1)

Além do mais, para o mesmo A\, como [ é continua em a, podemos obter o > 0 tal que

d(z,a) <o = d(f(x), f(a)) < A
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Dai, seque de (5.1]), que
d(g(f(x)), 9(f(a))) <e.

Corolario 5.1 Sejam M, N espagos métricos e X C M. Se f: M — N é continua no

ponto a € X, entao f|, : X — N ¢é continua no ponto a.

Demonstracao De fato, notemos que f|, pode ser descrita como uma composi¢ao:
foi: X — M,
ondei: X — M, € uma aplicagdo inclusdo, isto é, i(x) = x, v € X. Além do mais,
d(i(z),i(a)) < d(z,a),

e, portanto, i € uma contra¢ao fraca, o que implica na sua continuidade. Como [ é

continua, pela Proposicao temos f|, continua. [ ]

5.3 Aplicacao uniformemente continua

Intuitivamente, diremos que uma aplicagao f é uniformemente continua quando dados

dois valores proximos em M, existem dois correspondentes em N que estao proximos.

Defini¢ao 5.4 (Aplicagao uniformemente continua) Se M, N sao espag¢os mélricos,
uma aplicacao f: M — N é dita uniformemente continua se, para cada € > 0 existe § > 0
tais que:

Para x,y € M,d(z,y) <6 = d(f(x), f(y)) <e.

Observacao 5.2 Toda aplicacao uniformemente continua é uma aplicacao continua. De
fato, dado a aplicagao f : M — N, uniformemente continua, dado qualquer ponto a € M

dado € > 0, sabemos que existe 6 > 0 tal que
d(z,0) <6 — d(f(2), f(a)) < .

Dai, temos que f € continua em a. Como a € qualquer em M temos f continua.

Entretanto, a reciproca nao é verdadeira.
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Exemplo 5.8 A funcio f : R — R, dada por f(z) = x? € continua, mas nao

uniformemente continua.

Solugao Primeiramente provaremos que f € continua. De fato, dado xg € R e e > 0,

escolha

5 < min{l,L},

seque que

|z + 29| = |z — 20+ 220| < |x— 20| + |220] < 1+ |220].

Suponhamos agora, |x — xo| < §. Dessa maneira,

|f(x) = f(xo)| = [2* — f]
|(z — x0)(z + 20)|

|z — xol|x + 20

3

< Slx + x|
< _—

- (1+2|zo))
= e

E portanto, f € continua. Agora, mostraremos que f nao € uniformemente continua.

De fato, seja ¢ = 1, para qualquer 6 > 0, existe n € N tal que
1
— <.
n
1 .
Fazendo x =n ey =n+ —. Entdo,
n

(o)

ly — x| =

Dessa forma,

1 1
ly—z|==<0 = |f(y) — fla)| = [N’ +24+ 5 —n’| =2+ 5 > e
n n n

Logo, [ nao é uniformemente continua. [ ]

Exemplo 5.9 (Funcgao Lipschitziana) Toda aplicagio Lipschitziana € uniformemente

continua.
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Solucao De fato, sejam M,N espacos métricos e f : M — N uma aplicagao

Lipschitziana, entao existe ¢ > 0 tal que

. . €
para quaisquer x,y € M. Assim, dado € > 0, tomamos § = —, temos:
c

d(w,y) <6 = d(f(2), f(y) <c-dw,y) <c-d=c- ==

C

e, portanto, f € uniformemente continua. [ ]
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6

Sequéncias

Definigao 6.1 (Sequéncia) Uma sequéncia x em um espagco métrico M € uma fungao
r: N — M que associa a cada nimero natural n um valor da sequéncia, que chamamos

de n-ésimo termo da sequéncia e denotamos por x,:

r: N — M,

n o — T,

Usaremos (z,) para representar uma sequéncia e a notagao {x, : n € N} para

representar o conjunto dos valores da sequéncia.

Exemplo 6.1 Determine o conjunto de valores da sequéncia definida como

r:N — R,

n — x,=(-1)"

Solucao Notemos que com a definicao dada obtemos a sequéncia

(-1,1,-1,...),

onde para numeros impares a sequéncia assume o valor —1, e para valores pares, 1. O

conjunto de valores da sequéncia €

{-1,1}.

Observagao 6.1 Observemos que, se x : N — M for injetiva, ou seja, m # n implica

Ty # Ty, entdo (x,) € uma sequéncia de termos distintos, isto €, sem repeticoes.

88
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Defini¢ao 6.2 (Subsequéncia) Seja (z,) wma sequéncia. Dizemos que uma
subsequéncia de (x,), denotada por (x, )ren, € a fungao x, restrita a N =

ny <ng <...<ngp<... queé um subconjunto infinito de N.

Exemplo 6.2 Do Ezemplo temos que a sequéncia (Top)ren € uma subsequéncia de

(), na qual N’ € o conjunto dos nimeros pares.

6.1 Sequencias limitadas

Defini¢ao 6.3 (Sequéncias limitadas) Uma sequéncia (x,) no espagco métrico M
chama-se limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado, isto €, quando existe

¢ >0 tal que d(zy, z,) < ¢ para quaisquer m,n € N.

Exemplo 6.3 Seja M =R, com a métrica usual da reta. A sequéncia (x,) definida por

T, = L é limitada.
n

Solugcao Com efeito, notemos que para todo m,n naturais temos pela desigualdade

11 1 1
d(_’_) N ___‘
m'n m n

1 1

m n

triangular que

< 2.

Dai, concluimos que existe ¢ = 2 > 0, tal que d(zp, x,) < 2 para quaisquer m,n € N.m
Proposicao 6.1 Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada € limitada.

Demonstracao De fato, por hipdtese a sequéncia € limitada, ou seja, existe ¢ > 0 tal
que

d( T, Tn) < ¢,

para quaisquer m,n numeros naturais. Como a subsequéncia € formada por termos da

sequéncia, entao quaisquer dois termos que escolhemos da subsequéncia, teremos

d(@n,; Tm,) <,

com t, k naturais. Logo, a subsequéncia € limitada. [ ]
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6.2 Limite de uma sequencia

Defini¢ao 6.4 (Limite) Seja (z,) uma sequéncia em um espago métrico M. Diremos
que o ponto a € M € limite da sequéncia (x,) se, para qualquer £ positivo, pode-se

encontrar ng natural tal que, se n > ngy, entao
d(zp,a) <e.

Denotaremos por lim x,, = a ou lim,,_so , = a. Ou ainda, dizemos que x,, tende para

a, denotado por x, — a.

Assim, dizer que a € M é limite da sequéncia (z,) é equivalente a dizer que toda
bola B(a, &) contém termos x, com indices n suficientemente grandes, ou seja, apenas
Z1,...,Tp—1 podem nao pertencer a bola B(a,¢).

Diremos que a sequéncia (x,) € M é convergente em M, se existe a = limz,
pertencente a M, e neste caso dizemos que (z,) converge para a. Caso contrario, a
sequéncia sera dita divergente em M.

1
Exemplo 6.4 Seja a sequéncia (z,,) = (—) . Prove que limx,, = 0.
n neN

Demonstracao De fato, dado € > 0, como N € ilimitado superiormente (Ezemplo ,

tomemos ng € N de modo que

1
ng > —,
9

dat, dado n > ny > 0, implica em

1 1
I<—<—<es,
n Un

isto €, dado € > 0 qualquer, existe ng € N tal que n > ng, temos

2)-

cOmo queriamos. [ ]

1

n

1
— == <e,
n n

1 ‘ B

Proposicao 6.2 Toda sequéncia convergente € limitada.
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Demonstracao De fato, consideremos (x,) uma sequéncia convergente em um espaco
métrico M, e seja a = limx, € M. Em particular, tomando € = 1, temos pela
convergéncia de (x,) que eziste ng € N, tal que n > ng implica em d(z,,a) < 1, ou
ainda

z, € B(a,1),

para n > ng. Pela definicao de sequéncia convergente temos entdo que a sequéncia estd

contida em

{z1,...,2n,} U B(a,1),

onde ambos sao limitados. De fato, {1, ..., T, } € um conjunto finito e B(0,1) € limitada
pela Proposicao [4.4), e assim, a unido € limitada pela Proposi¢io [{.5, e portanto, a

sequéncia € limitada. [ ]

Proposigao 6.3 (Unicidade do limite) O limite de uma sequéncia convergente €

Unico.

Demonstracao Consideremos (z,,) uma sequéncia convergente no espa¢o métrico M.

Suponhamos que existam a,b € M distintos tais que

a=Ilimz, e b=limz,.

d(a,b)
2

Assim, tomando € = > 0, existe ny € N tal que n > ny implica em

d(zp,a) < e
analogamente, existe ny € N tal que n > no implica em
d(zp,,b) < e.
Tomemos ng = max{ny,na}, entao para todo n > ngy seque que

d(a,b) < d(a,z,)+ d(z,,b)
< e+e¢

2e

d(a,b),
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o que é um absurdo. Portanto, a = b, ou seja, o limx,, é unico. [ ]
Exemplo 6.5 Toda sequéncia constante é convergente.

Solucao Consideremos (x,,) tal que x, = a, Vn € N. Entdo, dado ¢ > 0, existe ng € N

tal que d(z,,a) = d(a,a) =0 < e. Portanto, é convergente e limz,, = a. n
Proposicao 6.4 Se limz, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstracao Consideremos N' = {n; <ng < --- < ny < ---} um subconjunto infinito
de N. Como a sequéncia (x,,) tende para a, entdo para todo € > 0 dado, existe ng € N tal
que n > ng implica d(x,,a) < €. Tomemos kg tal que ny, > ng. Logo, para todo k > ky,
temos

N > Mgy > No = d(Ty,,a) < €.

Assim, toda subsequéncia de (x,) também converge para a. [ ]
Corolario 6.1 Se limz,, = a, entao para todo p € N, tem-se que limz,, = a.

Demonstracao De fato, notemos que (Zpyp)nen = (Tpt1, Tpi2,...) € uma subsequéncia

de (x,,), logo converge para a. [
Corolario 6.2 Selimz, = a # b, entao existe ng € N tal que n > ngy implica que x,, # b.

Demonstracao De fato, vamos supor o contrdrio, isto €, para todo k natural existe ny
tal que ny > n implica x,, =b. Os indices ny € N formam um conjunto infinito e entao

a subsequéncia constante (x,, ) converge para b, o que contradiz a Proposi¢ao (6.4 [

Proposicao 6.5 Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias que convergem para

limites distintos, entao ela é divergente.

Demonstracao Se ezxistisse a = limx,, entao pela Proposicao toda subsequéncia de
() convergiria para a. E, pela unicidade do limite demonstrada na Proposi¢cdo
temos que uma subsequéncia de (x,) ndo convergiria para b # a, isto €, nao possuiria

duas subsequéncias convergindo para limites distintos. [ ]
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Observagao 6.2 Notemos que a reciproca da Proposi¢ao[6.9 nem sempre é verdade. De
fato, consideremos a sequéncia (z,) = (—1)". A mesma é limitada por 1, ji que o conjunto
dos seus valores é {—1,1}. Além do mais, notemos que a subsequéncia de termos pares
converge para 1, jd a de termos impares, para —1, isto €, temos subsequéncias convergindo

para limites distintos, e pela Proposi¢ao temos que (z,,) diverge.

Para concluirmos essa se¢ao, mostraremos um resultado importante para o limite de

uma sequéncia no produto cartesiano M x N. Aqui, usaremos a métrica “d” da Definicao

3.4

Proposicao 6.6 Uma sequéncia de pontos z, = (,,y,) no produto cartesiano M x N de
espagos métricos, converge para o ponto ¢ = (a,b) € M x N se, e somente se, limx,, = a

em M elimy, =bem N.

Demonstracao Suponhamos que lim z,, = ¢, ou seja,

lim (x,,y,) = (a,b).

n—-+00

Logo, dado € > 0, existe ng, tal que n > ngy implica

d((.ﬁCn, yn); (CL, b)) < €.

Entretanto,

d((zn, yn), (@,b)) = /d(zn,a)? + d(yn,b)?

Dai, temos

d(,,a)* + d(yn, b)* < 2.

Como d(z,,a) >0 e d(yn,b) > 0 temos
d(zp,a) <e e d(yn,b) <e,

para n > ng. E, portanto, limx, = a e limy, =b.

Reciprocamente, se limx, = a e limy, = b, entao para € > 0, existe ny, tal que

€
d(xp,a) < —,
(a00) <
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para n > ny. E existe ny, de modo que

€
d n;b <—
(Yn, b) 7

para n > nNo.

Tomemos ng = maxmnq, ny. Assim, para n > ng

€ €

d(z,,a)? < — d(y,, b —-

Assim,
2 . €€ 2
d(&?n, CL) + d(ym b) a5 T 5 — &)
2 2
e, portanto,
d((zp, Yn), ( = \/d(zp,a)? + d(y,,b)? < e,

e, como (Tn,z,) = z, e (a,b) = ¢, temos d(z,,c) < e, ¥Yn > ng e, portanto,
limz, = ¢ = (a,b). n

6.3 Propriedades de convergencia e topologia

Lema 6.1 Seja (x,) tal que, para todo n € N, d(z,,a) < % Entao lim =z, = a.

n—-+o0o

Demonstragao Dado € > 0, temos pelo Exemplo que existe ng € N tal que
1
~ <g,
n

para todo n > ng. Por hipdtese

1
d ny <= <g,
(T, a) o <e

para todo n > ng e, portanto, lim x, = a. [ |
n—-+o0o

Proposicao 6.7 Sejam M, N espacos métricos. A funcao f : M — N € continua no
ponto a se, e somente se, para toda (x,) que converge para a em M entdo f(x,) converge

para f(a) em N.
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Demonstracao Suponhamos que f € continua em a. Dessa maneira, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que
d(w,a) <6 = d(f(x), f(a)) < e.

Caso x, — a, entdo dado o mesmo 0, podemos obter ny € N tal que
n>ny = d(x,,a) <d.

Dai, pela continuidade de f, d(f(z,), f(a)) < e, para n > ny, isto é, f(x,) — f(a).
Reciprocamente, supondo que se x, — a, entdo f(x,) — f(a) provaremos que f é
continua. Suponhamos por absurdo f nao seja continua, ou seja, existe € > 0 tal que,

para cada n € N, podemos obter x, € M, com

Awn,a) < - e d(f (), f(2) > =

Nas condigoes acima temos pelo Lema que x, — a. FEntretanto, notemos que

f(zn) # f(a) e, portanto, temos uma contradi¢ao. [ |

Proposicao 6.8 Seja M wm espaco métrico e A C M. Assim, a € A se, e somente se,

a for limite de uma sequéncia x, € A.

Demonstracao Suponhamos que a € A. Dessa maneira, para todo ¢ > 0, existe

z. € B(a,e) N A. Tomemos ¢ = —, com n € N. Dessa maneira, para cada n € N,
n

1
xneB(a,—) N A.
n

1
Notemos que (z,) C A e, d(zp,a) < —, para todo n € N, assim, pelo Lema temos
n

existe x,, tal que

limz,, = a.
Reciprocamente, se limx,, = a, entao para todo € > 0 dado, existe nyg € N tal que

n > ng implica em d(x,,a) < €, ou seja,

T, € B(a,e) N A,

para n > ng. Logo, a € A, pois dado € > 0 qualquer, existe x,, € B(a,&) N A. [ ]
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Coroldrio 6.3 A C M € fechado se, e somente se, para toda sequéncia (x,) € A tal que

limz, = a, entao a € A.

Demonstracao Suponha A fechado, ou seja, A = A, isto é, todos os seus pontos sio
aderentes. Como (x,) € A e limx,, = a, temos pela Proposi¢ao quea € A= A.
Reciprocamente, suponha que toda sequéncia (x,) € A tal que limx,, = a, entdo a € A.
Suponhamos que A néao € fechado, isto €, A ndo estd contido em A, entdo existe a € A
tal que a ¢ A. Pela Proposi¢ao existe uma sequéncia (x,) € A, tal que x, — a. Mas

por hipotese, a € A, absurdo. [ ]

6.4 Sequeéncias de Cauchy

Definigao 6.5 (Sequéncia de Cauchy) Seja M um espago métrico. Uma sequéncia
(xn) em M € dita sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe ng natural, tal que
m,n > ng implica em

d(Tp, ) < €.

Notemos que uma caracteristica interessante é que seus termos vao se aproximando

uns dos outros tanto quanto se queira a medida que cresce o indice n.

Proposicao 6.9 Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também de Cauchy.

Demonstracao De fato, se (z,,) € de Cauchy, entdo dado € > 0 existe ng € N tal que
d(xm, x,) < g,

Para qQuaisSquer m,n > nNg.
Como todo termo da subsequéncia € também termo da sequéncia (x,) temos que
Ny, N > No implica em

d(2n,, Tn,) <&,
logo a subsequéncia é de Cauchy. ]

Notemos que quando uma sequéncia em um espaco métrico M converge para a =
limx, € M, significa pela definicao que os termos da sequéncia estao se aproximando de
a tanto quanto se queira, o que intuitivamente nos faz pensar que consequentemente eles

devem se aproximar um dos outros. O resultado abaixo nos mostra exatamente isso.
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Proposicao 6.10 Toda sequéncia convergente em um espaco métrico M é de Cauchy.

Demonstracao De fato, sejam M um espago métrico e (x,) uma sequéncia que converge

para a. Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng implica em

Dai, se m,n > ng temos entao

d(xpm,x,) < d(xp,a)+d(a,zy,)

logo, a sequéncia (x,) € de Cauchy. u

Exemplo 6.6 Mostre que nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Solugao Para isso, consideremos uma sequéncia de numeros racionais que converge para

um numero irracional. Por exemplo, a sequéncia a sequir:

r, = 1

o = 1,4
ryg = 1,41
zy, = 1,414

com limxz, = V2. Essa sequéncia é de Cauchy, uma vez que é convergente em R. No

entanto, notemos que (x,) ndo ¢ convergente em Q, pois v/2 & Q. [ ]
Proposicao 6.11 Toda sequéncia de Cauchy em um espaco métrico é limitada.

Demonstracao Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico M. Entao,

para qualquer € > 0, existe ng € N tal que, para quaisquer m,n > ny temos

d(xm, x,) < €.
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Em particular, considerando € = 1, podemos afirmar que existe ny € N tal que, para
m,n > ny, temos

d(Tp, y) < 1,

ou seja, 0 conjunto

X = {xnl—f—la Tny+2, Tnqg+3s }7

¢ limitado, pois, para quaisquer dois elementos de X, a distancia entre eles € menor que 1.
Além disso, como {x1, 9, ...,x,, } € finito, temos da andlise real que € limitado. Portanto,

podemos concluir que a sequéncia

(xn) = {z1, 29, ...y xp, } U X,
¢ limitada, pela Proposi¢do [{.5 n

Observacao 6.3 FE importante notarmos que a reciproca nem sempre € verdadeira. Em
outra palavras, nem toda sequéncia limitada é de Cauchy, como iremos exemplificar a

Sequir.
Exemplo 6.7 Mostre que a sequéncia (z,,) = (—1)" em (R, dg) nao é de Cauchy.

Solugao A sequéncia é de fato limitada, entretanto, podemos demonstrar que nao € uma

sequéncia de Cauchy. Tomemos em particular € = %, e notemos que,
d(xm anrl) =2,

para todo natural n. Isto €, a distancia entre termos subsequentes da sequéncia € sempre

2. Portanto, a sequéncia nao satisfaz a definicao de uma sequéncia de Cauchy. [ ]

Proposicao 6.12 Se uma sequéncia (x,) em um espago métrico M € de Cauchy e existe
(xn,) subsequéncia convergente, entio (x,) converge. Em particular, (z,) converge para

o mesmo limite de (x,,).

Demonstracao Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico M e (z,, )

uma subsequéncia convergindo para a € M. Seja € > 0, qualquer.

e Convergéncia de (z,,) para a:
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Eziste ny € N tal que, para todo ny > ny temos:

d(zy,,a) < =

e Sequéncia de Cauchy (z,):

Eziste no € N tal que, para m,n > ny temos:

(T, ) <

O |

e Convergéncia de (v,) para a

Definamos ng = max{ny,ns}. Logo, para todo n > ng e tomando ny > ngy, podemos

combinar as desigualdades acima, de modo que obtemos:

d(n,a) < d(wn, vn,) + d(a, 2p,) < g + % —c.

Portanto, (x,) converge para a. [ |

Proposicao 6.13 Toda aplicacdo uniformemente continua transforma sequéncias de

Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstracao De fato, seja f : M — N uma aplicagao uniformemente continua, e
(xn) uma sequéncia de Cauchy em M. Vamos mostrar que (f(x,)) é de Cauchy.

Como f € uniformemente continua, dado € > 0, existe & > 0 tal que

d(z,y) <6 = d(f(z), f(y)) <e,

para x,y € M. Agora, como (x,) € de Cauchy, tomando 6 > 0, existe ng € N, de modo

que n,m > ng implica d(z,, z,,) < §. Dessa maneira, concluimos

d(f(zn), f(zm)) <e,

para n,m > ng, isto €, (f(z,)) é de Cauchy. u



Capitulo

/

Aplicacao sequéncias de Cauchy

Neste capitulo iremos apresentar uma forma de construir os niimeros reais a partir de
sequéncias de Cauchy de nimeros racionais, denominada Construcao de Cantor. Para
isto, iremos assumir os axiomas dos numeros racionais. Para iniciarmos esta secao

enunciaremos abaixo algumas definigoes.

Definigao 7.1 (Sequéncia limitada) Seja Q o conjunto dos nimeros racionais. Uma

sequéncia (x,), nos racionais, ¢ dita limitada se existir um numero racional K, tal que

|z, < K,¥n € N.

Definigao 7.2 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,) nos racionais é dita de

Cauchy se para qualquer numero racional € > 0, existir um inteiro positivo ng tal que

|Tn — | < &,Yn,m > ny.

Definigao 7.3 (Convergéncia) Uma sequéncia (x,) nos racionais € dita convergente
para um numero racional x, se para qualquer numero racional € > 0, existe um inteiro
positivo ng, tal que

|z, — 2| < e,Yn > ny.

Em simbolos, lim z, = x. Caso exista x nos racionais, diremos que x € o limite da
n—-+o0o

sequéncia.

Das defini¢oes acima, podemos verificar alguns resultados que ja foram provados de

forma mais amplas anteriormente.

100
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1. Uma sequéncia convergente em Q é uma sequéncia de Cauchy em Q. (Ver Proposigao

6.10));

2. Toda sequeéencia de Cauchy em @Q ¢é limitada; em particular, toda sequéncia

convergente em Q é limitada (Ver Proposicao e Proposigao [6.11);
3. O limite de uma sequéncia convergente em Q ¢ unico (Ver Proposicao [6.3)).

Denotaremos de Fg o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em Q. Com isso

podemos definir uma relagao de equivaléncia nesse conjunto, como se segue abaixo.

Definicao 7.4 (Sequéncias equivalentes) Uma sequéncia (x,) em Fy € dita
equivalente a uma sequéncia (y,) de Fyp se, e somente se, lir+n |z, — yu| = 0. Em
n—-+0o0

simbolos, (z,,) ~ (Yn).
Proposicao 7.1 A relagao ~ definida em Fy € uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao De fato, para isso verificaremos que sao vdlidas as trés condi¢des para

ser uma relagao de equivaléncia: reflerividade, simetria e transitividade.

(i) Reflexiva: (x,) ~ (), pois |x, — x,| = 0 para todo n, logo liril |z, —x,| = 0.
n—-+00

(i1) Simetria: Se (x,) ~ (yn), entdo liril |z — yn| = 0; mas |z, — yn| = |yn — x| e,
n—-—+0o0o

portanto, lirf |Yn — xn| = 0, de modo que (y,) ~ (x,).
n—-—+0o0

(#i) Transitiva: Supondo (x,) ~ (yn) € (Yn) ~ (2,). Entdo,

Utilizando a desigualdade triangular, temos
0 <|zn — 2| < |T0 — Yn| + |Yn — 2nl,

pra todo n natural. Logo, (x,) ~ (z,). u

Assim, a relagao ~ divide Fip em classes de equivaléncia. Quaisquer dois membros da
mesma classe de equivaléncia sao equivalentes, enquanto nenhum membro de uma classe

de equivaléncia é equivalente a um membro de qualquer outra classe de equivaléncia. A
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classe de equivaléncia contendo a sequéncia (x,,) sera denotada por [(z,,)] ou simplesmente
[z,,], ou seja,

[2n] = {(zn) € Fg & (yn) ~ (2n)}-

Com isso, podemos enunciar e demonstrar alguns resultados que serao importantes

para a definicao do conjunto dos reais posteriormente.

Proposigao 7.2 Se (z,) € Fy entdo liril T, = Se, e somente se (T,) ~ (). Aqui (x)
n—-+0oo

€ a sequéencia constante, onde todo termo assume o valor x.
Demonstracao Se (z,) ~ (x), pela definicao de ~, seque que

lim |z, —x| =0,
n—-+00

ou ainda, lim x, = x. Reciprocamente, se lim x, = x, entao
n—-+0oo n—-+00

lim |z, —2|=0
n—+oo

e, portanto, (z,) ~ (). u

Proposigao 7.3 Se (z,) e (yn) pertencem a Fg, entio (z, + yn) e (xny,) também

pertencem a Fy.

Demonstracao Seja ¢ > 0 um nimero racional. Como (x,) e (yn) sao de Cauchy,

eristem ny € ny tais que
€ €
Ty — x| < é,Vn,m >ny e |Yn—Ym| < §,Vn,m > ng.
Tomemos ng > max{ny,ny}. Entdo, para n,m > ngy, ndés temos

< e

Logo, (x,, + yn) € uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais.
Para demonstrarmos que (r,y,) € uma sequéncia de Cauchy, lembremos ainda que

pela Proposi¢dao as sequéncias (x,) e (y,) sao limitadas, isto €, existem ki, ky € Q,
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tal que

‘xn‘ S kl € ’yn’ S kQavn'

Agora, para n,m > ng, temos

’xnyn - xmym| = ’%Z/n — TmYm T TmYn — xmyn‘
= |yn(xn - xm) + xm(yn - ym)|
< Ynl - (0 = o) + [T (Y — Ym)|
g €
< ka(3)+h (3)
2\3) 7M1 (3

- wen (3)

Como ky e ko sao fizos, seque que (xpy,) € uma sequéncia de Cauchy de nimeros

TQCIONALS. ]

O préximo resultado nos sera 1util posteriormente para garantir que a soma de reais

estard bem definida.

/

Proposicio 7.4 S (v,), (y), (2,), () € Fy e (z2) ~ (2), (ya) ~ (), entio
(0 + ) ~ (& + 9 € (2ay) ~ ().

Demonstracao Dado € > 0 um nimero racional. Como (x,,) ~ (x}), (yn) ~ (y,), existe

ng tal que, para n > ng, temos

£
2

/ ! 6
|20 — 2| < e |y — Yl < 5
Logo, seque que para n > ng

(@0 +Yn) = (@, —y)| < o — 20|+ Y0 — v

< €+€
2 2
:8’

ou seja, imy, o0 |(zn + yn) — (2, — yl)| = 0 e, portanto, (z, + yn) ~ (2, + y.,).
Para o produto, novamente lembremos que toda sequéncia de Cauchy é limitada. Logo,

existem ki e ko racionais, tais que

|z < k1 e |y,| < ks, Vn.
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Dessa maneira, tomando € > 0 racional, temos

/ € / €
pois (z,) ~ (), (yn) ~ (y). Para n > ng, seque que
|$nyn - ff;L?JM = |xnyn - x;y;z + xny; - xny;z|

= |yp(zn —23,) + 20 (Y0 — y,,)|

< Nyl o = 2|+ 2] - Jyn =y
< €+€

2" 9
= 67

o que, por sua vez, implica im,, o |Tnyn — hyh| = 0 €, portanto, (x,y,) ~ (xhy.,). ™

A seguinte propriedade sera de extrema importancia para verificarmos a existéncia do

inverso de um numero real nao nulo.

Proposicao 7.5 Se (x,) € uma sequéncia de Cauchy em Q que nao tem o limite 0, entdo
existe uma sequéncia (y,) também de Cauchy em Q, tal que hril |znyn, — 1] = 0, isto €,
n—-+0oo
lim z,y, =1

n—-+o0o

Demonstracao Notemos que, desde que (x,) nao tem limite igual a 0, entao existe um

numero positivo a € Q tal que para todo n € N, existe k € N, tal que k > n implica
|z > a.
Como (x,,) é uma sequéncia de Cauchy, existe ng € N, tal que

‘xn - xm| < 57

para m,n > ng.

Se |zy,| > «, onde ko > ng, entao

(0
|$n| = |$k0 - (Iko - ‘rn)| > |IL']<;0| - |5L'k;0 — Tp| > — 5 = 57

para todo n > ng. Portanto, x, # 0,Yn > ny.
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Consideremos a sequéncia

1, sen < ngy
Yn =

—, sen > ny.
T,

Entao, (y,) € uma sequéncia de nimeros racionais. Como (z,) € uma sequéncia de
Cauchy, dado € > 0, racional, existe n. tal que
2

|Tn — | < %,Vm,n > n..

Dessa maneira,

1 1
Yo — Ym| = x—n—a
R
TnTom ‘
|xn_$m|
< (%))
4 a2
= ¢,

para todo m,n > max{ng,n.}. E, portanto, (y,) € uma sequéncia de Cauchy em Q. Além

do mais, x,y, = 1, para todo n > ngy, e assim, 1_1£1 |zpyn, — 1] = 0. [ |
n o0

7.1 Adicao, multiplicacao e ordem nos Reais

Nesta secao iremos definir o que é um ntimero real, assim como a soma e multiplicagao

de dois reais e mostraremos que R mantém a ordem dos racionais.

Definicao 7.5 (Ntmero real) Um nidmero real é uma classe de equivaléncia [x,] com
respeito a relagao de equivaléncia ~ definida em Fy.

Denotamos por R o conjunto de todos os nimeros reais. Se & € R € [x,], entdo

§={(yn) € Fo: (yn) ~ (z0)}-

Definicao 7.6 (Soma e produto de reais) Sejam £ = [z,] e n = [yn] pertencentes a
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R. Definimos a soma & +n como

§+n=[Tn] + [Yn] = [T + ynl,

e o produto £n como sendo

En = [zn] - [Yn] = [TnYnl-

Mostraremos a seguir que essa soma e esse produto estao bem definidos. Além do

mais, mostraremos que os reais ¢ um corpo.

Proposicao 7.6 As operacoes de soma e produto estao bem definidas. Além do mais,

com estas operacoes R € um corpo.

Demonstracao De fato, a boa defini¢ao da soma e do produto seque da Proposi¢ao[7.4)
Além do mais, ambas as operagioes sio fechadas em R pela Proposicao[7.3 Mostraremos
agora que R satisfaz as condi¢oes para ser corpo.

Sejam & = [x,],n = [yn] € ¢ = [z,] nidmeros reais. Sendo conhecidas as propriedades

dos numeros racionais, temos:

A1) (E+n)+ =&+ (n+ () (associatividade da soma).

E+n)+C = ([wa] + [yn]) + [20]
Tn +yn] [n]
Tp + Yn + 20

[
[
= [Tn+ (Un + 2)]

= [2p] + [Yn + 24]
= £+ (n+Q).

A2) 30 = [(0)] € R tal que £+ 0 = 04 & = x (existéncia de elemento neutro para a

soma,).

De fato,

E+0 = [x,]+][(0)] 0+¢& = [(0)] + [zn]



107

A3) Para todo § € R existe um tnico &1 € R, tal que E+& 1 =& 1+ & =0 (existéncia

de inverso aditivo).

De fato, para cada n, temos que x, ¢ um niumero racional. Como os racionais é

um corpo, temos que eriste —x, tal que z, + (—x,) = (—x,) + x, = 0. Logo,
considerando §_1 = [—x,], temos
4861 = [zl + [z §at+8& = [—zn] + [z
= [z, + (—xn)] = [—x, + 2,
= [(0)] = [(0)]
_— = 0.

A4) E+n=n+E (comutatividade da soma).

E+n=[zn] + [yn] = [T0 +Yn] = [yn + 0] =0 +&.

M1) (§-n)-¢C=&-(n-C) (associatividade do produto).

I
—
8

3
<
3
~—
N
2,

—

T - [2nY2]

= &-(n- Q).

M2)&E-n+) =& n+&-Ce(E+n)-C=E&-C+n- (¢ (distributividade a esquerda e a
direita,).
E-n+¢) =
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Analogamente para o distributividade a direita.

M3) Existe 1 =[(1)] € R tal que £-1=1-& =& (elemento unidade).

Como x,-1=1-x, =x, para todo n, temos

§-1 = [za]-[(1)] L& = [(D)]-[2n]
= [z 1] = [1-x,)
= [z = [z
- ¢ - ¢

5'7] =

M5) Para todo & pertencente a R, nao nulo, existe &1 em R, tal que -£71 =616 =1

(existéncia do inverso multiplicativo).

Quando & = [z, # 0 = [(0)], é possivel que z, = 0 para algum n.
Consequentemente, para provarmos a existéncia do inverso multiplicativo, requer

alguns cuidados:

Se & = [x,] # 0= [(0)], entdo (x,) nao € equivalente a (0), ou seja,

lim z, # 0,

n—-4o0o

nos racionais. Portanto, pela Proposi¢ao existe (yn) € Fy, tal que

lim z,y, =1,
n—+o0o

isto €, (xpyn) ~ (1). Dai, seque que [y,] € o inverso multiplicativo de [x,]. n
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Definigao 7.7 (Sequéncia positiva) Uma sequéncia (x,) nos racionais, € dita

positiva se existir um niumero racional positivo o e um inteiro positivo m, tal que

Ty, > a,Vn > m.

Observemos que, pela definicao acima, a sequéncia pode ter um numero finito de

termos nao positivos.

Proposicao 7.7 Se (z,) e (y,) sio sequéncias positivas de nimeros racionais, entdo

(Tn + Yn) € (Tnyn) também sao sequéncias positivas.

Demonstracao Como (x,) e (y,) sao positivas, existem «,f racionais positivos e

my,me € N, tais que

Tp > a,Vn > my,

Yn > 5,Yn > ma.

Logo,
Tn+ Yy, > a+ B,Yn>max{my, my},
TpYn > aff,¥n > max{m;, ms}.
E, portanto, (z, + yn) € (xnyn) também sao sequéncias positivas. [ ]

/

'), entao (x)) é

Proposigao 7.8 Se (x,) € uma sequéncia positiva em Q e (z,) ~ (z "

também uma sequéncia positiva de niumeros racionais.

Demonstracao Como (z,) é uma sequéncia positiva, existem «, racional positivo, e
my € N, tais que

Ty, > a,VYn > m;y.

, , : , a
Além do mais, como (x,) ~ (xl), temos nl_lgloo |z, — 2| = 0, ou seja, para 5 > 0,

existe um inteiro positivo mao, tal que

para n > mo.
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Tomemos my = max{ms, ms}, Dessa maneira, para n > mg, temos

/ o «a /
|{En—$n|§§ 54 —§<l’n—l‘n<§
o , «Q
© i — g < I, <5 in
o , o
= xn—§<xn<xn+§,
ou seja,
, o«
xn>a—§:§,
para n > my. [ ]

Observacao 7.1 Observemos entdao, que se em uma classe de equivaléncia, contiver uma

sequéncia positiva, entao todas as sequéncias da classe sao positivas.

Com isso, podemos definir o que sera um nimero real positivo.

Definicao 7.8 (Ntmero real positivo) Um nimero & € R € dito positivo se contém

uma sequéncia positiva. O conjunto de todos os miumeros reais positivos serd denotado

por R*:

Rt = {£eR:¢& € positivo}

= {£€R: algum (x,) € £ € uma sequéncia positiva de nimeros racionais}.

Como observado anteriormente, £ € R é dito positivo se toda sequéncia pertencente
a ele é positiva. Além do mais, pela Proposicao R é fechado sob a soma e o produto,

isto é, se &, n € Rt entao £ +1n,&n € RT.

Proposicao 7.9 Se £ € R, entao um e apenas um dos sequintes itens deve ser vdlido.
(1) £=0,
(i) § €RT,

(iii) —& € RT.

Demonstracao Se £ =0, ndo hd o que fazer. Suponhamos que (i) ndo acontega. Logo,

se (z,) € &, entdo

lim z, # 0,

n—-+o0o
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ou seja, existe um numero positivo o € Q tal que para cadan € N, eziste k = k(n,a) € N
de modo que

|zK| > a, com k > n,

ou seja,

T < —a  ou x>, comk > n.

Além do mais, como (x,) € de Cauchy, existe ny € N, tal que
o
[Ty — T < 50 M > .

Dai, existe ng = no(n2, @) € N, com ng > na, tal que T,, < —a ou T,, > .

Assim, caso

® 1,, > «, entao

Ty = Tpg +x, — Lnyg
> 0
a—_
o 2
= E,Vn>n2.

Logo, (x,) € positivo e, portanto, & € RT.

Analogamente, temos que

® s¢ Ty, < —q, entao

Tp = Tpg + Xy, Lng
< + a
_a —
o 2
= ——,Vn>n
5 2
Dai, (—x,) € positivo e, portanto, —§ € RT. [

Dado o resultado anterior, podemos assim, definir valor absoluto de um ntimero real,

assim como a relagao de ordem (>).

Definigao 7.9 (Relacao de ordem e valor absoluto) Se &,n € R, definiremos & > n
se £ —n € RT. Além do mais, o valor absoluto, |£|, de £ sera 0 se £ =0, £ se £ € RT
e —¢ se —£ € RT.

Assim, com a definicao de ordem acima, podemos mostrar que o corpo R é um corpo

ordenado:
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Proposicao 7.10 Sejam &,1m,( € R, sao vdlidas as sequintes propriedades:
Transitividade: £ > n > (, entao & > (.

Compatibilidade da relagao de ordem com a soma: Se& >ne( € R, entao
E+C>n+G.
Compatibilidade da relagcao de ordem com o produto: Se & >n e ( >0,
entao £C > n(.

Demonstracao De fato,

Transitividade: Se & > n > (, entdo por definicao

E—n € R*
n—¢ € RY,
e, portanto,
E=n+m-¢ € R,
{+(=n+n)-C € R,
§-¢ € RY,

ou seja, £ > (.

Compatibilidade da relagao de ordem com a soma: Se & > n, entdo por
definicao
E—n € RT.

Logo, dado ¢ € R, temos

E+)—-—+¢) = £+(C(—n)—(¢

= {+(n+¢)—¢
= =1+ =0
= 6—7’]€R+,

ou seja, £+ (¢ >n+C.

Compatibilidade da relagcao de ordem com o produto: Se £ > 1, entdao por
defini¢cao
E—n € RT.
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Logo, dado ¢ > 0, temos

§C—n¢=(§{—n)-¢eRY,

ou seja, £C > nC. [ ]

Com isso, podemos agora definir uma aplicacao injetiva dos racionais nos reais. Em

outras palavras, iremos mostrar que os racionais estao imersos nos reais.

Proposicao 7.11 A aplicacao
1:Q — R
r =[x,

¢ um homomorfismo injetor. Além do mais, i preserva a ordem.

Demonstracao Sejam z,y € Q, entao

1) Soma 2) Produto
i(wgy) = [w;(gy] i y) = lv vl
= [l 41yl = [ [y]
= i) +i(y). = @) - iy)-

Além do mais, dado x # y com x,y € Q, temos

lim =2, lim y=y.
n—+o0o n—-+o0o

Dai, temos que (x) # (y), e assim, [z] # [y]. Com isso, concluimos que dados dois
racinais x,y distintos, temos i(x) # i(y) e, portanto, a aplicagdo i € injetiva.

Em relagdo a ordem, x <y € Q se, e somente se y —x >0 € Q e, portanto, (y — x)

¢ uma sequéncia positiva em Fg, o que implica em [y — x] € R positivo. [ ]
Proposicao 7.12 Para qualquer sequéncia (z,,) € Fo, vale |[x,]] = [|z.]]-
Demonstracao Primeiramente, vamos mostrar que |[x,]| = 0 se, e somente se, [|z,|] =

0. Para esse fim, notemos que
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Como
lim z,=0«< lim |z,|=0, (7.1)
n—-+00 n—-+oo
temos
lim ||z, —0] = lm |[|z,]|
n—+00 n—+oo
= /0]
= 0
e, portanto, (|z,|) ~ (0), ou ainda, [|x,|] = [0]. Reciprocamente,

[lzn]] = [0] & (Jzn]) ~ (0),

o que tmplica por , que

lim |z, —0]= lim |z,]=10]=0
n—-+o0o n—-+o0o
e, portanto, (x,) ~ (0), ou ainda, [x,] = [0]. Além disso, |[0]| = [0], logo |[z.]| = [zn] =

[0].

Agora, vamos considerar o caso |x,] > [0]. Pela Defini¢ao (r,) € uma sequéncia

positiva, isto €, existem o > 0 racional, e m € N, tal que

Tp > a,VYn > m.

Pela defini¢cao de valor absoluto em Q (lembrando que aqui estamos considerando

conhecidas todas as propriedades dos racionais), seque que |x,| = x, paran > m, ou seja

lim ||z,| —z,] =0

n—-+00
e, portanto, (|z,|) ~ (x,), o que implica em [|x,|] = [x,]. Por outro lado, pela Defini¢ao
temos |[x,]] = [x,]. Assim, |[x,]| e [|zn]] sdo ambos iguais a [z,)].

O caso em que [x,] < [0] é semelhante. u



115

7.2 Completude dos reais

A convergéncia em R é definida exatamente como na Definicao mas substituindo
racional por real. Primeiro, vamos provar que toda sequéncia de Cauchy de nimeros
racionais converge em R, ou mais precisamente, que sua imagem sobre a aplicacao injetiva

de preservacao de ordem i : Q — R tem limite em R.

Proposigao 7.13 Se (z,) € Fy e (z,) € & entdo lim z, = £ € R, ou ainda,

n—-+0o

Demonstracao Seja ¢ um real positivo. Pela Defini¢do £ contém uma sequéncia
positiva [z,] de nimeros racionais. Entao, existem um racional positivo 2« e ny € N, tal
que zp, > 2« para n > ny. Logo,

Zn — Q> Qy

para n > ny e, portanto, (z, — «) € uma sequéncia positiva de niumeros racionais.

Observemos entao que
[2n] = la] = [2n] —i(@) = [zn —i(a)] = [20 — ()] > 0.

Seque que
e = [2z,] > (). (7.2)

Como (x,,) é de Cauchy, existe ny € N, tal que

‘xn - wm‘ < 5:

para n, m > nsy. Portanto,

«

>0
2 7

a— |z, — | >

para n,m > ny. Consequentemente, para cada n > ng, a sequéncia (T, — Tm)m>1, tem a
sequinte propriedade:

[|Tn — xml|] <i(a). (7.3)
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Portanto, n > ny implica

i(zn) =& = fi(zn) = [2ml]]

(20 = @) m1]]

(|70, — 2]
i)

<
< e,

usando a Proposi¢cao|7.12 e em ordem. Assim, hI_’I_l Ty = €. [ ]
n—-+0oo

Para evitar confusao nas notagoes, denotaremos i(z) por x. Por exemplo, no resultado

abaixo | — z| significa |£ —i(z)].

Corolario 7.1 Se£ € R ec >0 € R, entao existe x € Q tal que

€ — x| <eeR.

Demonstracao De fato, seja (x,) € &. Entdo, pela Proposi¢ao |7.15 lir}rl Ty =
n—-+0oo

Portanto, existe ng € N tal que

1€ — x,| < e €R,Vn > ny.

Em particular, considerando x = x,,, temos x =€ Q e | — x| < e € R, n

Corolario 7.2 Se £ <n € R, entao existe z € Q tal que £ < z <.

Demonstracao Primeiramente, & < n, implica, pela ordem em R, que

28 <& +mn<2n,

e, portanto,

Vamos definir
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entao € > 0, e pelo Coroldrio[7.1], existe z € Q tal que

Iy
IN
|
™

IN A A
+

Corolario 7.3 R ¢ Arquimediano.

Demonstracao Para 0 < £ <n € R, sejam x,y € Q, existentes pelo Coroldrio tal
que

O<zx<é<n<y<&+n.

Como Q ¢é Arquimediano, existe n € N tal que nx > vy. E, portanto,

né >nx >y > .

Teorema 7.1 Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge em R.

Demonstracao Seja (&,)n>1 uma sequéncia de Cauchy em R. Pelo Coroldrio para

cada n € N, existe um niumero racional x,,, tal que
1
|§n - $n| < =
n
Mostraremos primeiramente que (z,,) € uma sequéncia de Cauchy em Q. Como (§,)n>1

uma sequéncia de Cauchy em R, dado € > 0 em R, existe my € N, tal que

3

‘gn_éml < 3

, para m,n > m;.

Seja my € N, tal que

Logo,

€
&0 — x| < g,Vn > my.
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Consideremos mg = max{my, ms}. Entao, n,m > myg, implica

xn_$m| = |xn_§n+§n_€m+€m_xm|
< ap =&l 16 — Em - Em — T
< ’$n_£n‘+‘€n_£m‘+‘€m_$m’
< €+€+5
3 3 3
= £.

Portanto, (x,) € Fy, e entio & = [v,] € R. Mostraremos agora que lirf &, = &
n——+0o0o
Para esse propaosito, consideremos € > 0, real. Sejam mq e mgy acima. Pela Proposicao

[7.15

e, portanto, existe ms € N, tal que
2e
1€ —xp] = |z, — €| < 3 paran > ms.

Dai, para n > m = max{ms, ms}, temos

e 2¢

373
E.

A

E assim, concluimos que lim &, =& em R. [ ]
n——+o0o

Para finalizarmos provaremos que todo subconjunto de nimeros reais limitado

superiormente de admite supremo (Ver Defini¢ao .

Teorema 7.2 Todo subconjunto nao vazio dos nimeros reais limitado superiormente tem

um supremo.

Demonstracao Seja A C R ndo vazio limitado superiormente. Como A # &, existe

a € A, e B limitante superior de A, de modo que

a < p.
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Como 8 —a >0, para cada n € N, existe m € N tal que

ou ainda,

Como consequéncia, o +m/n, € um limite superior para A. Desse modo, para cada

n € N, o conjunto

B, ={m e N:a+m/n éum limitante superior para A}

¢ nao vazio. Como B,, € conjunto nao vazio de nimeros naturais, existe m, = min{B,}.
Entao, para cada n € N,

Y = @+ —
n

¢ um limitante superior de A, isto €,

r<y,VneNeVre A

Além do mais,

Ty =Yp — —=0a+ —— <z, para algum x € A,

isto pois, m, = min{B,}. Ainda,

Yn = T > Ty, VM,n € N

Seque-se que, para qualquer m,n € N, temos

IN

Tp — Tm Ym — T = —

3

IN

LT — T Yn — Tpn =

:[H
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Ou ainda,

1 1
|z — x| < max{—,—} ,Vm,n € N.

n-m

Usaremos a inequagao anterior para argumentar que (z,) € de Cauchy. Consideremos

e >0. Como R é Arquimediano, existe ng € N, tal que

1
ng > —-
3

Assim, para m,n > ng, seque da inequacdo acima que
|z, — x| < €,

o que mostra que (r,) € de Cauchy. Como R é completo, (x,) converge; seja & = hrf Tn
n—-+0o0
em R. Mostraremos agora que & € limitante superior de A. De fato, suponhamos que nao,

logo 3x € A tal que

&<z

:L‘ _
Como & = lirf Tpn, dado € = T,S > 0, emiste ny € N, tal que
n——+0oo

x_
xn—£§|xn—f\<T§, para n > nj.

Além do mais, como R € Arquimediano, existe no, de modo que

1 —
=g

N9 2

Consideremos n = max{ny,na} € N. Logo,

ﬂin—fS’ﬂ?n—f’ < I_g
2
e
1 xr—E
— < .
n 2
Entao,
1
Yn = Tp+ —
n
r+& x—¢
<
2 + 2
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e, portanto, um absurdo, pois x € A ey, € um limitante superior de A. Dessa maneira,
a contradi¢cao mostra que & € um limitante superior de A.

Finalmente, demonstraremos que & € menor ou igual a todo limite superior de A.
Suponhamos o contrdrio. Sejan < &, onde n é um limite superior de A.

Como lim z, =&, dado § =& —n >0, existe n1(0) € N, tal que

n—-+o0o
§—xp <[ —ap| <0 =E&—n, paran>ny,
e, portanto,
n <z, <z,

para algum x € A, de onde temos 1 < x para algum x € A. Isso implica que n nao € um
limitante superior de A. Dessa maneira, nenhum nimero real menor que £ pode ser um

limitante superior de A. [ ]



Capitulo

8

Espacos métricos completos

Definigao 8.1 (Espago métrico completo) Um espaco métrico M ¢é dito completo

quando toda sequéncia de Cauchy em M ¢é convergente.

Observagao 8.1 Note que o procedimento que realizado an construcao dos reais feita
acima pode ser realizado em qualquer espaco métrico nao-completo. E possivel ver mais

sobre o assunto em (Shirali, 2005, p. 52, [9]).

8.1 Exemplos e propriedades de espacos métricos completos

Exemplo 8.1 (Completude dos Reais) O conjunto dos nimeros reais é completo.
Solucao Ver Teorema|[7.]] ]

Exemplo 8.2 (Espago métrico incompleto) O conjunto Q dos nimeros racionais

nao € completo.

Solucao De fato, como vimos no FExemplo 0.6, com a métrica usual, existem sequéncias

de Cauchy de niumeros racionais que nao convergem em Q. [ ]

Observacao 8.2 Notemos que com a métrica zero-um teremos que o conjunto dos
numeros racionais € completo. Mais que isso, veremos no exemplo a sequir que todo

espaco métrico M € completo com a métrica zero-um.

Exemplo 8.3 (Métrica zero-um) Todo espago métrico M com a métrica zero-um é

completo.

122
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Solugao De fato, seja uma sequéncia de Cauchy (x,) € M. Como (x,) é de Cauchy,

para 0 < & < 1 existe um natural ng tal que
d(xn, xm) < €,

para todo n,m > ng. Dessa maneira, para n > ng, temos x, = xg, pois d(x,,xq) = 0.

Assim, toda sequéncia de Cauchy no espago métrico com a métrica zero-um € da forma
(X1, T2y ey Ty Tigy -+ )

e, portanto, convergente para o limite x,. [

Exemplo 8.4 (Conjunto dos ndmeros naturais) O conjunto N dos niameros

naturais com a métrica

?

onde m,n € N, € um espago métrico incompleto.

Solugao Primeiramente, provaremos que (N,d) é um espag¢o métrico. De fato,
dl) pela defini¢ao de mddulo temos
d(m,n) >0,
para quaisquer m,n € N. Além do mais,
1 1 1 1

=0 ————=0& —=—m=n.
m n m n

1 1
d(m,n):0<:>‘———
m n

d2) Pela definicao e propriedades de médulo temos

1 1
— — —| =d(n,m).

n m

d3) Para (N,d) ser um espaco métrico resta mostrar que é vdlida a desigualdade
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triangular. Sejam m,n,r € N, pela propriedade de desigualdade de modular, temos

1 1

1 1 1 1
= _— - — =

m r T n

1 1 1 1
< ==+ |m-=

m r r n

Agora, provaremos que (N,d) ndo € um espago métrico completo.  Para isso,
consideremos a sequéncia dos numeros naturais, ou seja, (n),>1. Primeiramente,
mostraremos que a sequéncia € de Cauchy.

Dado € > 0, tomemos o menor inteiro positivo ng, tal que

1
ng > —,
€
dessa maneira, temos
1 1
dim,n) = |———
(m,n) P
< maxq—,—
mn
1
<
=
< E&.

Assim, a sequéncia é de Cauchy. Entretanto, a sequéncia (n),>1 nao converge. De
1

fato, suponha que (n),>1 converge para algum p € N. Seja € = 5 e tomemos ny natural
a P

mator que 2p. Entao, n > ny implica

1 1 1 1 1 1 1 1 1
dpm)=|"— =22 5> =
p nl p n-p m p 2p 2p
e, portanto, uma contradigdo, concluindo assim que (n),>1 nao converge em N. [

Proposicao 8.1 (Subespago completo) Um subespaco fechado de um espagco métrico

completo € completo. Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espagco métrico

¢ fechado.
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Demonstracao Seja F' subespaco fechado M, com M completo. Dada uma sequéncia de
Cauchy (z,,) € F, existe limx, =a € M. Como F € fechado em M temos pelo Coroldrio
que a € F' e, portanto, F' é completo.

Reciprocamente, seja M C N um subespago completo. Dada uma sequéncia (x,) € M,
com limx, = a € N temos pela Proposi¢cao que (z,) € de Cauchy. Além do mais,
como M é completo, existe b € M tal que b = lim x,, e, portanto, pela unicidade do limite

a=0be M e pelo Coroldrio M ¢€ fechado em N. n

Na proposicao seguinte, o produto cartesiano M x N é considerado com uma das trés
métricas usuais da Definicao [3.4], como as métricas sao ditas “equivalentes”, usaremos em

algumas passagem o que foi demonstrado na Proposicao [3.2

Proposicao 8.2 O produto cartesz’anﬂ M x N é completo se, e somente se, M e N sao

completos.

Demonstracao Suponhamos M e N espacos métricos completos. Dada uma sequéncia

de Cauchy (z,) € M x N, onde z, = (n,yn), para cada n € N. Sejam as projecoes

piMxN — M,
piMxN — N,

que sao Lipschitizanas e, portanto, uniformemente continuas. De fato, sem perda de

generalidade, consideremos p; : M X N — M. Dessa maneira,

dM(l'th)

du (pr((z1,91)), Pr((22, y2))

< max{dy(x1, 1), dn(x2,y2)}
= da((21,22), (1, 92))

< d((z1,22), (Y1, ¥2))

< di((w1,72), (Y1,92))-

Com 1sso, concluimos que p; e ps sao uniformemente continuas e, portanto, pela
Proposi¢ao[6.13,(x,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em M e N respectivamente. Daf,
eristem a = limz,, € M e b = limy, € N. Colocando ¢ = (a,b), pela Proposi¢ao

lim z, = ¢ e, portanto, M x N ¢€ fechado.

LCom as métricas usuais da Definicao
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Reciprocamente, supondo M x N completo, sejam (z,) € M e (y,) € N sequéncias de

Cauchy. Assim, dado € > 0, existem ni,ny € N, tal que

€
d(xp, Tm) < §,n,m>n1,

9
d(ynaym) < é,n,m>n2.

Tomando ng = max{ny,ny}, temos que para todo n,m > ny, vale

d(Zn,Zm) — dQ((ZEn)yn)?(xm?ym))

max{d(Zn, Tm), d(Yn, Ym) }

< d((@n, Zm), Yn, Ym))

< i ((Zns Tm), Yns Ym))
2 2

= <e.

e, portanto, z, = (T, y,) € de Cauchy em M x N elimz, = c= (a,b) € M x N. Pela
Proposicao () converge para a € M e (y,) para b € N, implicando que M e N sdo

espacos métricos completos. [ ]

Dai, podemos generalizar para n conjuntos métricos, isto é:

Corolario 8.1 O produto cartesiano M; X --- x M, € completo se, e somente se,

M, ..., M, sao completos.

Demonstracao De fato, seja My = My x Ms. Pela Proposicao (8.3, Mis é completo se,
e somente se, My e My sao completos. Agora, seja Mysz = Miy X Ms. Novamente, pela
Proposi¢ao (8.9, Mia3 € completo se, e somente se, Mya e My sao completos.

Suponhamos que vale para n — 1, ou seja,
Ml...(n—l) = M1 X X Mn—l;

¢ completo se, e somente se, My, M, ..., M, 1 sao completos. Vamos mostrar que vale

para n.
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Seja M = M, (n—1) X M,. Pela Proposi¢ao M é completo se, e somente se,
M, ..(n—1) € My, sao completos e, portanto, pela hipdtese de indugao, My X- - - M, € completo

se, e somente se, My, ..., M, sao completos. [

Observacao 8.3 Sendo R" = R x -+ X R, concluimos pelo Coroldrio acima que R™ €
—_————

n vezes
completo com qualquer uma das métricas usuais de produto cartesiano.



Capitulo

9

Compacidade

Nesse capitulo faremos um breve estudo de espagos métricos compactos, iniciando pela

compacidade na reta trazendo alguns teoremas classicos da topologia na reta.

9.1 Compacidade na reta

Definicao 9.1 (Cobertura) Seja X C R. Uma cobertura de X €é uma familia C =

(Cy)rer de conguntos Cy C R tais que X C U C); isto €, para todo x € X, existe algum

AEL
A € L tal que x € C,.

Definicao 9.2 (Cobertura aberta) Uma cobertura X C U Ay € dita aberta quando

AEL
cada conjunto Ay, A € L, € aberto em R.

Definicao 9.3 (Cobertura finita) A cobertura U Cy de X ¢€ dita finita quando L é

AEL
um congunto finito, isto €, L ={\1,..,\,} e X CCy\,U---UC),,.

Definigao 9.4 (Subcobertura) Uma subcobertura de C € uma familia C' = (C)\)aer,

L' C L, tal que ainda X C U C,.

AeL’

Exemplo 9.1 Os intervalos abertos C; = (O, %), Cy = ( 1) e Cy = (%, 1%), constituem

1
3
uma cobertura C = (Cy, Cy, Cs) para o intervalo X = [zlp ﬂ

Solugao De fato, notemos que [i, %] CCiUCy,uCs =(0,1), ou seja,
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para L = {1,2,3}. Além do mais, L' = {1,3} determina uma subcobertura de C, pois

13 9

Definicao 9.5 Um conjunto K C R € dito compacto quando toda cobertura aberta de K

possui uma subcobertura finita.
Proposicao 9.1 Todo X C R finito € compacto.

Demonstracao De fato, digamos que X = {ai,az,...,a,}. Se C = (Cy)rer € uma
cobertura aberta de X, entao cada ponto de X pertence a algum C\y. Digamos que

ay € Cy,,a9 € Cy,,...,a, € Cy, . Dessa maneira,

XCOAIUC)\ZU"-UC)\

nt

Como {C,,,...,C\,} é um congunto finito, temos pela defini¢ao de conjunto compacto

que X € compacto. [ ]

Observacao 9.1 Para mostrar que um conjunto M nao € compacto basta encontrarmos

uma cobertura aberta de M que nao contenha subcobertura finita.
Exemplo 9.2 O intervalo (a,b) ndo é um conjunto compacto.

Solucao De fato, consideremos a familia de abertos
1 1

A, = (a—f——,b——) .
n n

1 1
Im a+—=a e Iim b——=b
n—-+oo n n—r+00 n

Notemos que

o0

e, portanto, (a,b) C U A,. No entanto, a uniao de um niumero finito de intervalos

n=1
1 1
n n

¢ igual ao intervalo de maior indice, que nao contém o intervalo (a,b). |
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O teorema chamado de intervalos encaixados ou intervalos encaixantes, a seguir sera
usado para nos auxiliar nas demonstragoes dos teoremas que virao a seguir.

Vamos considerar uma sequéncia decrescente [ D Is D ---1, D --- de intervalos, de
nimero reais, limitados e fechados, ou seja, I,, = [a,, b,]. Para uma melhor compreensao

do foi mencionado, apresentamos a seguinte representacao:

O resultado a seguir, afirma que nas condi¢oes anteriores, existe ao menos um numero

real ¢ na intersecao desses intervalos.

Teorema 9.1 (Intervalos encaixados) Dada uma sequéncia decrescente I} D Iy D
oI, D -+ de intervalos, de numero reais, limitados e fechados, ou seja, I, = [a,,by],

entdo, existe pelo menos um niumero real ¢ tal que ¢ € I, para todon € N, isto é

([an. ba] # 2.

neN

Demonstracao Notemos que as inclusoes I, D 1,11 significam que

< ar < ay << by <o Kby <Dy

O conjunto B = {by, b, ...,b,,...} € portanto, limitado inferiormente, e admite um

infimo. Seja c = inf B. Evidentemente, pela caracterizagao de infimo, temos
c<b,,

para todo n € N. Além disso, como cada a, € uma cota inferior de B, temos
a, <c,

para todo n € N. E, portanto,

a, <c<b,,Vn €N,
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ou seja,

ce ﬂ[an,bn].

neN

Observacao 9.2 E importante ressaltar que o resultado so € garantido devido os
intervalos serem limitados e fechados. Consideremos, por exemplo, I, = (0, %}, temos

I, D 1,11, entretanto,

S:ﬂln:@.

De fato, supondo a € S, temos que a # 0, pois 0 € I,, para todo n € N. Logo, a > 0.

Como os naturais sao ilimitados superiormente, existe m € N tal que m > —, ou ainda,
a

1
0< — <a.
m

Ou seja, encontramos um intervalo I,, que ndo contém a, e portanto, a € S, o que €

uma contradi¢ao, o que nos faz concluir que

S:ﬂfn:@.

Teorema 9.2 Toda sequéncia (x,) limitada possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao Consideremos uma sequéncia (z,,) limitada. Logo, existe Iy = [ay, by] tal
que (x,) C I . Definamos x,, = x; e sejam My o ponto médio do intervalo I.
Desde que Iy = [ay, My] U [My,b1], onde necessariamente um dos intervalos possui

infinitos termos da sequéncia. Denotemos tal intervalo por Iy, cujo comprimento é

b —ay
2
Tomemos T,, € Iy N (x,) com ny > ny. Escrevendo Iy = [ag, bs] e sendo My o
ponto médio de I, temos Iy = [ag, My U [Ma, by]. Como Iy contém infinitos elementos

da sequéncia, necessariamente ao menos um dos intervalos, |ag, Ma| ou [Ma, by], possui

infinitos elementos, denotemos tal por I3 = [as, bs], cujo comprimento é

bl—al 1_61—(1,1

2 2 922

by —as =
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da mesma maneira que anteriormente, tomemos x,, € I3N(x,), de modo que, ng > ny >

ny.
Seguindo o mesmo raciocinio, obtemos Iy D Iy D -+ D I, D -+ com I, = [a,, b, com
comprimento
by —ay
bn —an = 2n—1 ’

e uma subsequéncia (x,,) com T,, € .

Pelo Teorema[9.1] (intervalos encaizantes), existe L € R tal que

Le ()L

Dat, como L,x,, € I, para todo k, temos

by —ay

|[Zn, — L] < bp — ag = ST

— 0(k = +00).
E, portanto,
limz,, = L.
[ ]

Teorema 9.3 (Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto infinito e limitado X C R

possui um ponto de acumulacao.

Demonstracao Como X ¢ limitado, existem a,b € R, com a < b tal que X C [a,b].

Sendo X um conjunto infinito entao pelo menos um dos intervalos

[ a+b} [a+b ]
a, ou b
2 2

contém uma infinidade de pontos de X, caso ambos tenham, sem perda de generalidade

escolhemos um e denominamos de [ay,b1]. Analogamente,

|: a1+bl} [a1+b1 :|
ai, 9 7b1

2
contém uma infinidade de pontos de X. Consideremos [ag,bs| o intervalo desejado.

Prossequindo desta maneira, obtermos uma familia de intervalos tal que:

i) [ani1,bng1] C [an, by] C [a,b] para todo n > 1.
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ii) Além do mais,
b—a

bn_an:

iii) cada [a,,b,] contém uma infinidade de pontos de X.

Assim, pelo Teorema dos Intervalos Encaizantes, (Teorema , existe

xo € ﬂ[an,bn].

neN

Dessa maneira, basta provarmos que xy € ponto de acumulagcao de X. De fato, seja

e > 0 e consideremos B(xg,e). Consideremos n € N de maneira tal que

b—a
2n

<E.

Sendo que xg € [an,b,] e € € maior que o comprimento de [a,,b,], concluimos que
lan, b,] C B(xo,€). E, portanto, toda bola aberta B(xo,€) centrada em xy contém infinitos

pontos de X, isto €, xg € ponto de acumulacao de X. [ ]

Teorema 9.4 (Borel-Lebesgue) Seja F' C R um subconjunto limitado e fechado. Toda

cobertura F C U Ay de F por meio de abertos admite uma subcobertura finita, tal que

AEL
FC Ay U---UAy,.

Demonstracao Consideremos F' = [a,b] e F uma familia de abertos tal que
[a,0] € [ ] Ax.
AeL

Suponhamos que nao seja possivel obter uma subfamilia finita Ay, Ao, ..., Ay tal que
k
[a,0] C | Ai.

i=1

Consideremos os intervalos.
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Pelo menos um deles so é coberto por uma infinidade de abertos de F. Denominamos

la1, b1] tal intervalo. De forma andloga, pelo menos um dos intervalos

ay + by a; + by
ay, 9 9 )bl

nao pode ser coberto por uma subfamilia finita de abertos de F, denominaremos tal
intervalo de [as, bs]. Prossequindo desta forma obtermos uma colegdo de intervalos [ay, by,

tal que:

i) [ant1,bnt1] C [an, by] C [a,b] para todo n > 1.

it) Além do mais,

iii) cada [ay,,by,] s pode ser cobertura por uma infinidade de abertos de F

Pelo Teorema dos Intervalos Encaizantes, eziste vg € Npenlan, by]. Assim, podemos

fizar Ao € L tal que xy € Ay, € F. Como Ay, € aberto, existe r > 0 tal que

($0—T,$0+T) CA)\O.

Seja k € N de maneira que
b—a
ok

<.

Dai, concluimos que |ay,by] C Axo, ou seja, encontramos uma subfamilia finita que
cobre [ag,bg], 0 que é um absurdo. Dessa maneira, temos que a suposi¢do inicial estd
errada, ou seja, dada uma familia de abertos que contém F' € possivel obter uma subfamilia
finita que ainda contém F.

Agora, consideremos F qualquer subconjunto fechado e limitado e {Ax}rer uma
cobertura aberta de F'. Sabemos que existe um intervalo [a,b] tal que F C [a,b]. Tomando
F¢ =B =R —F, que por ser o complementar de F que € fechado € aberto. Além do
mais,

[(l, b] C (U)\ELA)\) U B.
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Assim, existem A1, A, ..., \, € L tais que
F C [a,b] CA)\1U"'UA,\nUB.

Por fim, jd que F nao estd contido em B, entao F' C Ay, U---U Ay, e, portanto, F

¢ compacto. [ ]

Observacgao 9.3 Pelo Teorema temos que todo intervalo fechado [a,b] de R €
compacto. FEntretanto, R nao é compacto. De fato, notemos que para A, = (—n,n),

a cobertura {A,, : n € N} de R nao admite subcobertura finita.

9.2 Espacgos métricos compactos

Com o objetivo de expandir as nogoes de compacidade para espacos métricos em geral,

faremos nessa secao um estudo das principais defini¢oes e resultados.

Definicao 9.6 (Espago métrico compacto) Um espaco métrico (M,d) é compacto se,

para toda cobertura aberta {Ax}rer existe uma subcobertura finita { Ay, ..., Aan} tal que

k
M C UA)\“

i=1

isto €, um espago métrico M diz-se compacto quando toda cobertura aberta possui uma

subcobertura finita.

Teorema 9.5 Todo subconjunto fechado de um espaco métrico compacto € compacto.

Reciprocamente, um subconjunto compacto de qualquer espagco métrico é fechado.

Demonstracao Sejam M um espaco métrico compacto e F um subconjunto fechado de

M. Dada uma cobertura aberta {Ax}rer de F, tem-se
M =UA\U (M - F).

Portanto, {Ax}aer U{M — F'} é uma cobertura aberta de M. Como M é compacto

por hipotese, extraimos da cobertura aberta uma subcobertura finita

M=AyU---UAy U (M= F).
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Como nenhum ponto de F pertence a M — F, entao F' C Ay, U---U Ay, e, portanto,

€ compacto.
Reciprocamente, seja K C M um subconjunto compacto de um espago métrico M

qualquer. Suponhamos que K ndo seja fechado em M, isto €, existe x tal que

re K- K.

Seja

para cada n € N.
Afirmacgdo: {A,}nen € uma cobertura aberta de K.

De fato, pelo Teorema dos intervalos encairantes (Teorema

U (M—B(m,%)) :M—ﬂB<x,%) =M — {z}.

neN neN

Como x & K, entao K C M — {z} = UA, € uma cobertura aberta. Entretanto,
como Ay C Ay C --- A, C -+, a reuniao de um numero finito de conjuntos A, € igual
ao de maior indice. Como nenhum A, contém K, pois como v € K, cada B(x,1/n)
contém algum ponto de K e, portanto, a cobertura aberta nao admite subcobertura finita,
o que contradiz a hipdtese de K ser compacto. Dessa maneira, concluimos que K € um

subconjunto fechado. [ ]

Observacao 9.4 Um subconjunto de um espago métrico compacto nao € necessariamente
compacto. Por exemplo, o intervalo (0,1) é um subconjunto do intervalo [0,1] que é

compacto, no entanto (0,1) ndo é compacto como visto no Exemplo .
Teorema 9.6 Qualquer interse¢io K = (o, K de compactos Ky C M é compacta.

Demonstragao Seja K = (,.; K\, onde K ¢ um subconjunto compacto em M. Neste
caso, pelo Teorema[9.5, cada K € fechado e, portanto, pela Proposi¢dio[{.15 a interse¢ao

K ¢ um subconjunto fechado em M e em cada K. Agora, dado \g € L, entao

() Kx C K.

AeL

Como K, € compacto e K fechado, pelo Teorema[9.5, K também é compacto. [ ]
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Teorema 9.7 Todo espaco métrico compacto € limitado.

Demonstracao Seja M um espaco métrico compacto. Para cada ponto x € M, seja

A, = B(xz,1). Entao, {A.}zem € uma cobertura aberta de M, pois

Mc ] A

zeM

Sendo M compacto, podemos extrair uma subcobertura finita de M, isto é,

McA, U---UA

T

Como pela Proposicao cada A, € limitado, temos pela Proposicao[4.5] que a unido

também é. E, portanto, M € limitado. [ ]

Teorema 9.8 A imagem de um conjunto compacto por uma aplica¢ao continua € um

conjunto compacto.

Demonstracao Sejam f: M — N uma aplicagao continua e K C M compacto. Dada
uma cobertura aberta {Ay}rer de f(K), pela continuidade de f temos f~1(Ay) aberto em
M (ver Teorema 3.1.9, [9]).

Além do mais, {f~1(A))}rer € uma cobertura aberta de K. De fato, dado v € K,
existe A € L tal que x € {f~1(A)) hrer-

Assim, como K € compacto, existem \q,...,\, € L, tal que
K c (A
i=1
Por fim, pelo Teorema[12.3, seque que

f(K> - f <U f1<A>\z)> = Uf(fil(AAz)) C UA)\Z

=1

e, portanto, f(K) € compacto. [ |
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10

Espacos normados

Por fim, traremos uma pequena introducao de espacos normados comecando pela
definicao de espaco vetorial e demonstrando que todo espago normado é um espaco

métrico.

Definigao 10.1 (Espago vetorial) Sejam V um conjunto, z,y,z € V e o, 5 € K, em
que K € um corpo (ver Defini¢ao . Chamamos V de espago vetorial se existem duas
operacoes

+:VxV =V e :KxV=V,
satisfazendo as sequintes propriedades:
(1) x+y=y+x (comutativa);
(2) x+ (y+ 2) = (x +y) + z (associativa);

(3) Existe um elemento w € V' tal que x +w = x, para todo x € V. Denotamos w = 0

e o denominamos de elemento neutro;

(4) Para todo x € V, existe um tnico elemento —x € V tal que z + (—x) = 0.

Denominamos —x de oposto de x;
(5) a(z+vy) = ax + ay (distributiva);
(6) (a+ B)x = ax + fa (distributiva em relagdo aos escalares);
(7) (af)r = a(fx);
(8) Ix -z = .
Chamamos os elementos de um espaco vetorial de vetores.

138
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Exemplo 10.1 (Espago das fungoes reais) O conjunto

F(R)={f:R—R|f ¢ uma fun¢ao},

conjunto das funcoes reais, com a operacao de adi¢ao definida por:

(f +9)(x) = f(z) +9(z);Vf g € F(R)

e a operacao de multiplicacao por escalar definida por:

(af)(x) =af(x);Vf e F(R) eVa € R

€ um espaco vetorial real.

Solugao De fato, primeiramente notemos que a adicdo de duas funcoes e a multiplicacao
de uma fungao por escalar continuam sendo funcoes de R em R e, portanto, o fechamento
da adigcao e multiplicagao por escalares sao garantidos em F(R).

Agora, sejam f,g,h € F(R) e o, 5 € R.

(1) (comutativa) Dado que f(x) e g(x) sao nimeros reais temos:

(f+9)(@) = f(z) +g(x) =g(x) + f(z) = (g + f)(x).

(2) (associativa) Como f(z),g(z)e h(zx) sao nimeros reais temos:

(f+g+m)z) = f

(3) O elemento neutrow € F(R) é uma funcao tal que (f+w)(z) = f(x), logo w(z) = 0,

assim, o elemento neutro das fungoes € a fun¢ao nula w(x) = 0;

(4) A funcao oposta de [ é uma fung¢ao —f, de modo que (f+(—f))(z) = f(z)— f(z) =

0. O que de fato existe, pois cada f(x) é um numero real e, portanto, existe seu
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oposto.

(5) (distributiva) Uma vez que «, f(x), g(x) € R, temos:
(a(f +9))(x) = a(f(z) + g(x)) = af (x) + ag(z) = (af)(z) + (ag)(z).

(6) (distributiva em rela¢ao aos escalares) Uma vez que o, B, f(x) € R, temos:

((a+B)f)(x) = (e + b)f(x) = af(x) + Bf(x) = (af)(x) + (BS)(x).

(7) ((af)f)(x) = (af)f(x) = a(Bf(x)) = ((5f))(x);
(8) (Lf)(x) = 1f(x) = f(z) .

E, portanto, valem todas as propriedades, logo F(R) é um espago vetorial real. ]

Definigao 10.2 (Transformacao linear) Sejam V e W espagos vetoriais sobre um

mesmo corpo K. Uma func¢ao

T7:V =W,

¢ dita transformacao linear se, para quaisquer x,y € V e a € K, valem as sequintes

propriedades:

(1) T(x +y) =T(z) +T(y);

(2) T(ax) = a1 (z).

Considerando espacos sobre um corpo K, seguem algumas definicoes.

Defini¢ao 10.3 (Subespago vetorial) Seja S um subconjunto nao vazio de V. Caso

S seja um espaco vetorial diremos que S ¢ um subespaco vetorial de V.

Observacao 10.1 Na definicao acima, S € um espaco vetorial sobre o mesmo corpo que

V' e com as mesmas operagoes definidas em V.

Lema 10.1 Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Entao, (—1)x = —x, Vz € V.
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Demonstracao De fato, sabendo que Ox - x = Oy, pela distributividade por escalares,
temos:

Oy =0k -z=(1+(-1)-z2=1-2+(-1) =z
Assim, por defini¢io (—1) - x € elemento oposto de x, do qual denotamos por —xz. =

Teorema 10.1 Um subconjunto nao vazio S de um espaco vetorial V € um subespaco

vetorial se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades:

1) O elemento neutro 0 de V estd em S;

2) Para todo x,y € S, tem-se x +y € S, i.e, S € fechado em rela¢ao a soma definida

em V;

3) Para todo x € S e a € K, tem-se ax € S, isto, S € fechado em relagio a

multiplicagao por escalar definida em V.

Demonstracao Supondo que S seja um subespago vetorial temos por defini¢ao que ele
¢ um espaco vetorial e, portanto, satisfaz todas as condigoes de espaco vetorial, em
particular, satisfaz a existéncia do elemento neutro e os fechamentos da soma de dois
elementos e produto por escalar.

Reciprocamente, suponhamos que sejam satisfeitas as condigoes 1, 2 e 3. Resta
mostrarmos que S € um espaco vetorial. Das condi¢oes de espaco vetorial jd temos o
fechamento e a existéncia do elemento neutro.

Ja as condicoes (1),(2),(5),(6),(7) e (8) da definicao de espago vetorial valem em S,
pois sao validas para quaisquer elementos de V.

Agora, resta mostrar que Vx € S, exviste —x € S, isto €, o seu oposto em V estd em

S. Pela condigao 3, temos ax € S, Va € K, assim, tomando o = —1x, teremos

—1K'x:—x65.

Como sao satisfeitas todas as condigoes, S € um espaco vetorial e, portanto, um

subespaco vetorial de V. ]

Definicao 10.4 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre um corpo K e T : V. — W

uma transformacao linear. O conjunto

{veV:T(v)=0}
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¢ dito nicleo de T, e denotaremos por ker(T).

Teorema 10.2 Seja T : V. — W wuma transformagao linear. Entao ker(T) é um
subespaco vetorial de V. Em particular, T é injetora se, e somente se, o nicleo de T

consiste apenas do elemento neutro.

Demonstracao Primeiramente provemos que ker(T) é um subespago vetorial de V.. De

fato
(1) 0, € ker(T'). De fato, T(0,) =T(0 x 0,) =0 x T(0,) = 0.
(2) x+y € ker(T). Sex,y € ker(T), entio T(x +y) =T(x) + T(y) = 04 + 0y = Oy
(3) ax € ker(T). Se x € ker(T), entao T'(ax) = aT(x) = a0y, = 0.
Como sao satisfeitas as trés condicoes do Teorema ker(T) é um subespago

vetorial.

Agora, suponhamos T injetora, isto é, T(x) = T(y) = v = y. Como T ¢é uma
transformacao linear temos T'(0,) = 0,,. Seja x € ker(T'), assim T(0) = T'(z) e, portanto,
pela injetividade x = 0. Dai, temos que o nicleo de T' contém apenas o elemento neutro.

Reciprocamente, suponhamos que ker(T') = {0}. Dados x,y € V, tais que
Tx)=Ty) = T(x)—-T(y) =0 = T(r—y)=0 = z—y € ker(T).

Entretanto, por hipotese, o nicleo possui apenas o elemento neutro, ou seja, xt—y = 0,

ou ainda, x =1vy. Portanto, T ¢ injetora. [ ]

10.1 Espacgos normados

Definicao 10.5 (Norma) Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E € uma
fungao real ||-|| : E — R que associa a cada elemento x € E o nimero real ||x||, chamado
de norma de x, de modo a serem cumpridas as condigoes abairo para quaisquer x,y € F

e X eR:

(1) llel][ = 0 elz]| =0 & 2 =0;
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(2) |[Az]| = [Al[|=[;
(3) |z + yl| <|lz|| + ||ly|| (Desigualdade triangular).

Um espago vetorial normado é um par (F,|| - ||) onde E é um espago vetorial e

|- ]| ¢ a norma em E.

Exemplo 10.2 A dupla (R™,||-||), onde ||x|| = max |\z;|, para todo © € R™ é um espago
<i<n

vetorial normado.
Solucao De fato, sejam x,y € R" e A € R.

(1) Por definicao ||z|| > 0. Além do mais, se (z1,...,x,) = (0,...,0) & max |z;| = 0,

1<i<n
ou seja, ||z|] =0 x=0.

(2) Como || A\x|| = ||(A-x1,...,; A\ 2,)||, entdo
13-l = max A~ 0] = max [Alles] = |- max fai] = |A] - .

(3) Sendo ||z + y|| = ||(x1 + Y1, .., Tn + Yn)||, temos pelo Lema[12.5;
— . | < . 1) — . | —

le +yll = max |zi + vl < max (o] +[ys]) = max o] + max [ys] = [|=]] + [|y]].
E, portanto, (R™,||-||) € um espago vetorial normado. [ |

Exemplo 10.3 Seja P o conjunto dos polinomios reais, com uma varidvel, definidos de
0 a 1. Definindo a aplicagao ||p|| = sup |p(x)|, temos que || - || € uma norma para o
0<z<1

espaco vetorial P.

Solugao De fato, pela continuidade dos polindmios no compacto [0,1], obtemos pelo
Teorema que a imagem € compacta e, portanto, limitada. Dai, temos que a norma
definida pelo supremo estd bem definida.

Além disso, sejam p,q € P e A € R.

(1) Seja p(x) € P uma funcao nao identicamente nula, entdo para algum x € [0, 1],
temos p(x) # 0. Logo ||p|| > 0. Além do mais, caso a fungdo seja identicamente
nula em [0, 1], entdo ||p|| = 0. Reciprocamente, se ||p|| = 0, entao, por defini¢ao da
norma, o conjunto dos elementos |p(x)| contém apenas o zero e, portanto, p(x) =0

para todo x € [0, 1].
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(2)

[A-pl] = sup [(A-p)(a)]
0<z<L1
= sup |[A-p(z)
0<z<L1
= sup [A|-[p(z)]
0<z<L1
= [Al- sup |p(z)]
0<z<L1
= [Al-]lpll-

(8) Temos pelo Coroldrio que

If+9ll = sup |[(f+g)(z)l

0<z<1

= sup |f(z) +g(2)]
0<a<1

< sup ([f(z)] +[g()])
0<a<1

< sup |f(z)| + sup |g(z)|
0<a<1 0<a<1

= |IfI+llgll

Portanto, || - || € uma norma em P. u

Para concluirmos iremos mostrar que um espago vetorial normado é um espago métrico

com a métrica induzida pela norma definida como d(z,y) = || — y||.

Proposicao 10.1 Um espago vetorial normado E é um espago métrico.

Demonstracao Sejam z,y,z € E, e defina d: E — R tal que d(x,y) = ||z — y||, entdo

temos que:
1. d(x,x) = |l — ] = [0]] = 0.
2. Sex #vy, entao d(z,y) = ||z —y|| > 0.
3. d(z,y) = lz = yll = [ly — «|| = d(y, z).
4 d(@,y) =z —yll = llv — 2+ 2z =yl < |z = 2|[ +[|z = yl| = d(z, 2) + d(z,y).

Portanto, (E,|| -||) € um espago métrico. n
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Consideracoes finais

Em resumo, com o desenvolvimento deste trabalho, observamos que o assunto é
muito vasto. Além do mais, a importancia dos conteudos abordados e apresentados
nas literaturas utilizadas foi perceptivel durante nossos estudos. Mesmo com carater
introdutdério foi possivel ter uma boa ideia dos espacos métricos e estudar alguns exemplos.

Durante o desenvolvimento do trabalho estudamos varios topicos nao vistos no curso
de graduacao, mas ficou evidente o uso de ferramentas ja vistas anteriormente, como o
Célculo, Algebra e a Analise.

Ao decorrer do trabalho apresentamos alguns resultados da teoria dos espagos métricos
e concluimos com a definicao de espagos normados que sao conceitos primordiais para
estudos posteriores como os Espacos de Banach. Desse modo, cumprimos com os objetivos
previamente estabelecidos. Em geral, foi um trabalho proveitoso, explorando diversas
defini¢oes e resultados importantes para estudos posteriores e para o amadurecimento

matematico.
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Capitulo

12

Apéndice

Os conceitos abaixo foram utilizados durante o nosso trabalho servindo como base
para a demonstracao de alguns resultados. Estes conceitos, foram colocados no apéndice
por serem pontuais e para nao mudar o corpo do texto optamos por introduzi-los no

apéndice.

Definigao 12.1 (Corpo) Seja K um conjunto ndao vazio, onde estejam definidas duas
operacoes, as quais chamaremos de soma e produto em K.

Assim,
+:KxK — K e - KxK — K

(ﬂf,y) = $+y ($7y> = Ty,

diremos que K € um corpo se para quaisquer que sejam x,vy, z pertencentes a K valer:
Al) (z+y)+z=ax+ (y+ 2) (associatividade da soma,).
A2) 30 € K tal que x+0 = 0+x = x (existéncia de elemento neutro para a soma soma,).

A38) Para todo x € K existe um tnico y € K, o qual denotamos por y = —x, tal que

r+y=y+ax=0 (existéncia de inverso aditivo).
A4) x+y=y+a (comutatividade da soma).
M1) (z-y)-z=x-(y-2) (associatividade do produto).

M2)a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c (distributividade a esquerda e a
direita).

M3) Ezxiste 1 € K tal que x -1 =12 = x (elemento unidade).

Mj) x-y=vy-x (comutatividade do produto).
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1

M5) Para todo x pertencente a K existe y em K, o qual denotamos por y = x~', tal que

x-y=y-x =1 (existéncia do inverso multiplicativo).

Lema 12.1 (Propriedades de soma) Consideremos um corpo K. Valem as sequintes

propriedades da soma em K:

S1) Z kx; =k - in, onde k € uma constante.

=1 i=1

=1 =1 =1

Demonstragao De fato,

S1) Provemos primeiramente que € vdlido para um caso base. Tomemosn = 2 e notemos

que

Suponhamos que nossa afirmacgao seja vdlida para algum m > 2 natural, isto €,
m
i=1 '

Provemos agora que, se vale para m, entao vale para m + 1, provando assim por
indugcdo nossa afirmacgao:

m+1

=1

Li=1

+ kxm+1
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Concluimos, por indugdo, que nossa afirmacao é verdadeira, isto €,

=1 =1

para todo n natural, onde k € uma constante.

S2) Primeiramente vamos provar que nossa afirmacdao € valida para um caso base. Para

18s0 tomemos n = 2. Vejamos que

2

Z(%‘ + i) = (21 + 1) + (22 + o)

Suponhamos agora que para m > 2, natural, seja valido

m

Z(Iz +yi) = Zﬂ% + Zyl
i=1 i=1

=1

Notemos que para m + 1, teremos

m+1 m

Z(% + i)

i=1 i=1

+ (merl + ym+1>

I
E)
_I_
<
N

+ (xm—i-l + ym—i—l)

+ ym+1>

z i i + i Yi
[ i=1 i=1

+xm+1> + <

Z Yi
i=1

Temos entao, por indugao, que nossa afirmacao ¢ verdadeira. [ ]

Lema 12.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam 1, %9, ...,2%, € Y1,Y2, s Yn
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pertencentes a R entao

n n 1/2 n 1/2
e (zx3> - (Zy?) -
=1 =1 =1

Demonstracao Ver [2], pdgina 50, Teorema 3.4. n

Lema 12.3 Sejam A, B dois conjuntos limitados superiormente de maneira que existem

max(A) e max(B), entdo
max(A + B) = max(A) + max(B).
Demonstracao De fato, pela defini¢io de mdximo
max(A) € A e max(B) € B.
ou seja, pela definicio de A+ B, temos
max(A) + max(B) € A+ B.
Agora, se x € A+ B, temos que existem a pertencente A e b pertencente a B tal que
r=a+b,
mais que isso, pela definicdo de mdximo temos

max(A4) > a
4)= = max(A) + max(B) > a+b=x.

max(B) > b

Como = é um elemento qualquer de A+ B e max(A) + max(B) € A+ B, concluimos

entao que

max(A + B) = max(A) + max(B),
como queriamos. [ ]

Teorema 12.1 (Leis de De Morgan)

1. (ANB)° = A°U B°
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2. (AUB)* = A°NB°

Demonstragao De fato,

1.
€c(ANB) & z¢ANB
& v Aouxég B
& x € A oux € B€
& e AU B
2.

€c(AUB) & ¢ AUB
S x¢Aexéd B
& xeAex e B

& x € AN Be.

Teorema 12.2 Sejam f: X —Y e Ay, ..., A, C X. Entao
f(UAR) = Uf(A4n)

Demonstracao Primeiramente, mostraremos que f(A; U As) = f(A1) U f(A2).

De fato,

ye f(AUA,y) dre AfUAy: f(z)

dx - (iL‘GAlOU.TEAQ)e = f(x)

Jr:(x €A ey=f(z)) ou(x €Ay ey = f(x))
y € f(A1) ouy € f(As)

y € f(A) U f(A2).

(I

Agora, suponhamos que seja vdlido para n — 1, isto €,

n

f(A U UA,) = Uf(Ai).
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Provemos que seja vdlido para n. Denominemos A=A, U---UA,_ 1. Assim,

=
=
=

(3

i

dr e AJA, 1y = f(x)
dr:(x€eAouxeA,) ey= f(x)
S (e A ey=f(z)

ou (x € A, ey = f(z))

y € f(A) ouy e f(A)

y € f(A) U f(An).

n

Entretanto, por hipdtese f(A) = f(A U---UA,_1) = U f(A;). E, portanto,

i=1

f(UAn) = Uf(An)'
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