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RESUMO

Em 1856, Riemann introduziu o Principio de Dirichlet como uma abordagem inovadora
para o Problema de Dirichlet, propondo um tratamento baseado em um problema variacional.
Essencialmente, esse principio buscava minimizar um funcional de energia em uma classe
de fungdes admissiveis. Apesar de suas imprecisdes, o Principio de Dirichlet foi adotado por
renomados matematicos, incluindo o préprio Riemann, como evidenciado em sua aplicacao na
demonstragcdo do Teorema da Aplicacao Conforme.

Contudo, por volta de 1870, a comunidade matematica passou por revisées que ques-
tionaram conceitos previamente considerados evidentes. Nesse contexto, surgiram exemplos
que contradiziam o Principio de Dirichlet, levando a necessidade de uma correcao. A solugao
veio com a teoria dos espacos de Sobolev, desenvolvida por Sergei Sobolev. Esses espagos
oferecem uma estrutura matematica elegante, estendendo o conceito de derivadas para além das
funcdes suaves, permitindo a analise de fungdes com derivadas fracas ou mesmo distribucionais.

Os espacgos de Sobolev, por sua vez, desempenham um papel fundamental na analise
matematica, encontrando aplicagdo em diversas areas, desde a teoria de equacgdes diferenciais
parciais até a otimizagdo e a geometria diferencial. Este trabalho visa fazer uma exploragéo
profunda dessa teoria, utilizando referéncias como (PONCE, 2009), (EVANS, 2010), (FOLLAND,
1999), (BARTLE, 1995), (BREZIS, 2010), (WILLEM, 2013), e (STRUWE, 2008).

Em, a pesquisa se volta para a resolugdo de Equacgdes Diferenciais Parciais, destacando
o Teorema de Lax-Milgram, Alternativa de Fredholm e a aplicagdo dos espacos de Sobolev
na analise de um problema especifico. O objetivo final € adquirir uma compreenséo sdlida e
abrangente, permitindo a obtengao de resultados analiticos robustos para enfrentar desafios na
resolucdo pratica de problemas envolvendo equagdes diferenciais parciais.

Palavras-chave: Calculo Variacional. Equacoes Diferenciais Parciais. EDPs Lineares. Laplaci-
ano. Teoria do Potencial.



ABSTRACT

In 1856, Riemann introduced the Dirichlet Principle as an innovative approach to the
Dirichlet Problem, proposing a treatment based on a variational problem. Essentially, this
principle aimed to minimize an energy functional within a class of admissible functions. Despite
its imprecisions, the Dirichlet Principle was adopted by renowned mathematicians, including
Riemann himself, as evidenced in its application in the proof of the Conformal Mapping Theorem.

However, around 1870, the mathematical community underwent revisions that questioned
previously considered evident concepts. In this context, examples contradicting the Dirichlet
Principle emerged, necessitating a correction. The solution came with the theory of Sobolev
spaces, developed by Sergei Sobolev. These spaces provide an elegant mathematical framework,
extending the concept of derivatives beyond smooth functions, allowing the analysis of functions
with weak or even distributional derivatives.

Sobolev spaces, in turn, play a fundamental role in mathematical analysis, finding applicati-
ons in various areas, from the theory of partial differential equations to optimization and differential
geometry. This work aims to delve deeply into this theory, relying on references such as (PONCE,
2009), (EVANS, 2010), (FOLLAND, 1999), (BARTLE, 1995), (BREZIS, 2010), (WILLEM, 2013),
and (STRUWE, 2008).

In this research, the focus shifts to the resolution of Partial Differential Equations, highligh-
ting the Lax-Milgram Theorem, Fredholm’s Alternative, and the application of Sobolev spaces
in the analysis of a specific problem. The ultimate goal is to acquire a comprehensive and solid
understanding, enabling the attainment of robust analytical results to address practical challenges
in solving problems involving partial differential equations.

Keywords: Variational Calculus. Partial Differential Equations. Linear PDEs. Laplacian. Potential
Theory.
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1 NOCOES PRELIMINARES

Antes de dar inicio ao estudo das ferramentas da analise moderna que estamos inte-
ressados, definiremos algumas notacdes especificas e conceitos preliminares, que auxiliam na
compreensao do tema.

Ao longo deste trabalho, as seguintes notacdes serao utilizadas:

Multi-indices
a) a=(ay,...,q,) € omulti-indice de ordem |o| = ay + ap + - -+ +
b) a<f <= a; <B,V0<i<n
c) al=aqlas!...ap!
o (3)- () (5)- () - -
B B B2 Bn Sl o — B)!
e) D*f = 0,07 ... 0 f
Analise Funcional

a) Seja X um espago vetorial. Uma fungao |||, : X — [0, co) é dita uma norma em X se
satisfaz

(i) [[Aully = || |lull, paratodos u € X e X € R;
(i) |Jul|, = 0 se, e somente se, u = 0;

(iiiy [Ju+v|, < |lully+||v], paratodos u, v € X.

O par (X,

‘|l) é chamado espago normado.

b) Denotaremos por dist(xo, Y) = inf{||y — xo| | ¥ € Y} adistancia entre x, € 0 conjunto
Y.

c) Dizemos que uma sequéncia (up),>1 C X converge para u € X se

k“_[go |un — ul[x = 0.

Neste caso, denotamos por u, — u e, quando necessario, sera destacado em qual
espaco essa convergéncia ocorre, isto €, escreveremos u, — uem X.

d) Uma sequéncia (u,),>1 C X é chamada sequéncia de Cauchy se para todo € > 0,
existe N > 0 tal que

|Up — Um|| < € paratodos m,n > N.



e)

Um espacgo normado X € dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge
para um elemento de X. Isto &, se (u,),>1 € uma sequéncia de Cauchy, entdo existe
u € X tal que u, — u.

Dizemos que X é um espaco de Banach se for um espago normado completo.

Dado X um espaco de Banach, denotaremos por X’ o espaco dual de X, isto é, o
espago de todos os funcionais lineares definidos em X cuja norma é dada por

Ifllx = sup I(f,x)], feX.

Xe
lIxll<t

O espaco bidual de X, denotado por X", é o espaco dual de X', cuja norma é dada por

€]l = sup €. 5], € € X",
X/

€
[l <1
Existe uma injecéo canénica J : X — X" dada por

<JX, f>X”,X’ = <f, X>lex, Vx e X, Vfe X'

Dizemos que um espago de Banach X é reflexivo quando a inje¢cédo canbnica em seu
bidual é sobrejetiva.

Sejam X um espago de Banach e (x,),>1 uma sequéncia em X. Dizemos que (x,)
converge fracamente para x em X, e denotamos por x, — x, se para todo funcional
linear f € X’ tem-se que (f, x,) — (f, x).

Sejam X um espaco de Banach e M C X. Dizemos que M é fracamente fechado em
X se toda sequéncia fracamente convergente em X, converge para um elemento de
M.

Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que B = {e;},c; C H é uma base de Hilbert
para H se

(i) B é ortonormal, ou seja, (e;,6;) =0sei+je| e =1paratodoie I

(i) Ger(B) = H, onde Ger(B) denota o subespago gerado por B.

Sejam X, Y espacos vetoriais. Uma aplicacdo T : X — Y é uma transformacao linear
se
TAUu+pv) = AT(U) + pT(v),

paratodos u,v € Xe \,u € R.
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0) Uma transformacao linear T : X — Y é limitado se

||T”£(X,Y) = sup || Tull, < oo.
flullx<1

p) Quando X = Y, dizemos que uma transformacéo linear T : X — Y é um operador
linear.

Conjuntos

a) R? = {(x1,...,x,) € R" | x, > 0} é o semi-espago aberto superior.

b) Quando conveniente, denotaremos o ponto x = (X, ..., X,) € R” por x = (X', x,,), onde

X' = (Xq, .., Xp—q) € R™.

c) A fronteira de 2 em R" é o conjunto 02, formado pelos pontos x € R" tais que
toda bola aberta de centro x contém pelo menos um ponto de € e um ponto do
complementar R" — Q.

d) Q=QUIQ é o fecho de Q.

e) Dizemos que V estd compactamente contido em €2, o que denotaremos por V CC €,
se VC V C Qe Vécompacto.

f) B(x,r)={y € R" | |x — y| < r} é abola aberta de centro x € R" e raio r > 0.
9) B(x,r)={y € R"| |x — y| < r} é abola fechada de centro x € R" e raio r > 0.
hy C*(Q) = {u:Q cR" — R | ué k vezes continuamente diferenciavel}.

) LP(Q)={u:QCR"— R | uéLebesgue mensuravel,

ul, < +oo} onde

ulp= ([ lorex)” (1 p<o0)
Q

j) Lh. () denota o espago das fungdes que sdo L (Q) integraveis localmente, isto &,
uc P (Q)separatodo V C  com V compacto, temos que u € LP (V).

loc

Calculo

a) O suporte de uma funcédo u : 2 C R” — R sera denotado por

supt(u) = Q \ {x € Q| u(x) = 0}.

b) C°(Q2) = {u € C*(R) | utem suporte compacto}.
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c) Dizemos que duas fungdes sao iguais qtp, quando sdo iguais a menos de um conjunto
de medida nula.

d) Sejam f e g fungbes mensuraveis em R". Definimos sua convolugéo a fungéo f * g
dada por

fxg(x) = / fix —y)g(y)dy,

para todo x tal que a integral acima existe.
ou , , . .
e) Denotaremos por Ix ou U, a derivada parcial de u com respeito a variavel x;.
Xi

f) Vu é o gradiente de u, dado por

ou ou
Vu-= (a—)q, vy a—xn> = (UX11 vy an).

g) Au é o Laplaciano de u, dado por

h) Denotaremos a média da funcéo f por

1
fdy = —— fdu,
][E a u(E)/E a

onde y(E) é a medida do conjunto E.

i) (Propriedade da Média) Se u € C?(Q) é harménica, entao

u(x)=][ udS=][ udy,
OB(x,r) B(x,r)

para cada bola B(x, r) C Q.
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2 INTRODUCAO

Por volta de 1856, surgia uma nova abordagem do Problema de Dirichlet, a qual foi
denominada por Riemann de Principio de Dirichlet, para homenagear seu antigo mestre. A
ideia do principio consistia em transformar o problema original em um problema variacional de
determinar uma funcéo que fosse minimizante do funcional de energia

I(u):/\Vu\zdx,
Q

sobre C'(©2) N C(Q) e com a restricdo u = f sobre a fronteira de 2. Na contemporaneidade
matematica, surgem invariavelmente indagacoes quando se trata de minimizar algo: existe de
fato um minimo? Se sim, ele é alcangado? E finito? E o que exatamente esta sendo minimizado?
O espacgo considerado permite tal abordagem?

Entretanto, aquela época, essas inquietagdes nao afloraram, levando diversos matemati-
cos renomados, inclusive Riemann, a empregarem essa ideia mesmo com suas imprecisdes.
Por exemplo, Riemann utilizou o principio na demonstragao do Teorema da Aplicagdo Conforme.

Somente por volta de 1870 é que a matematica adentrou um periodo de revisoes instigado
por Weierstrass, no qual varias nogdes tidas como evidentes foram submetidas a questiona-
mentos. Nesse contexto, emergiram problemas graves que a intuicdo nao podia simplesmente
resolver. Foi nesse cendrio que exemplos contrarios ao Principio de Dirichlet foram apresentados,
0s quais analisaremos com maior rigor no terceiro capitulo.

Mas, como foi possivel corrigir essas lacunas no Principio de Dirichlet? Nesse contexto
emergiu a teoria dos espagos de Sobolev, uma classe de espacos funcionais que desempenham
um papel de extrema importancia na andlise matematica, especialmente na teoria de equagdes
diferenciais parciais e na andlise de fungdes com distintos niveis de regularidade. Foram
concebidos pelo matematico russo Sergei Sobolev (1908 — 1989), representando uma abordagem
elegante para expandir o conceito de derivadas além das fungdes classicas suaves.

Em muitos cendarios matematicos e fisicos, as funcdes que emergem como solugoes de
equacoes diferenciais ou que modelam fendmenos naturais ndo apresentam diferenciabilidade
de maneira tradicional. Os espacgos de Sobolev surgiram para abordar essa realidade, permitindo
a analise de fungdes que exibem derivadas fracas ou até mesmo distribucionais.

Essa abordagem encontra ampla aplicacao em variadas esferas da matematica e fisica,
abrangendo analise funcional, teoria de equacgdes diferenciais parciais, otimizagdo, geometria
diferencial, mecéanica dos fluidos, entre outras. Consequentemente, os espacos de Sobolev se
configuram como ferramentas inestimaveis para a compreensao e resolucao de problemas em
diversos campos, onde a regularidade das fungdes se coloca como um ponto central.

Dada a indiscutivel importancia desses conceitos, nos empenharemos no restante deste
trabalho para uma exploracao profunda dessa teoria. Nosso objetivo é adquirir uma compreensao
abrangente e sélida, permitindo-nos obter resultados de grande poder analitico para a resolucao
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de Equacdes Diferenciais Parciais.

Em suma, é importante enfatizar as referéncias que nortearam o desenvolvimento desta
monografia. No primeiro capitulo, destacamos algumas notacoes e definicdes relevantes, apds
isso, nos baseamos em (PONCE, 2009) para a exploragéo do Principio de Dirichlet e dos exem-
plos de sua invalidez, que corresponde ao capitulo 3. Posteriormente, no capitulo 4, passamos
para o estudo dos Espacos de Sobolev utilizando (EVANS, 2010), e fazendo complementagdes
com (FOLLAND, 1999) e (BARTLE, 1995) para revisitar resultados de Analise e Teoria da Medida.

Apéds todo o0 embasamento tedrico sobre os Espacos de Sobolev, nos voltaremos para
teorias poderosas da Andlise no estudo de EDP’s. No capitulo 5, revisitaremos o Problema de
Dirichlet, exibindo o tratamento dado por Hilbert para obter solucdes, tendo por base (PONCE,
2009, Cap. 5). Em seguida, estabeleceremos o Teorema de Lax-Milgram, fazendo um breve
estudo dos autovalores do operador laplaciano, Teorema de Minimizagcdo de Funcionais e a
Alternativa de Fredholm, os quais serao aplicados, no capitulo seguinte, ao problema

—Au=X u+f em¢€,
u=0 sobre 0f).

Para a abordagem desses resultados, foram utilizados (BREZIS, 2010, Cap. 5), (WILLEM,
2013, Cap. 8, Sec. 2), (STRUWE, 2008, Cap. 1) e (BREZIS, 2010, Cap. 6), respectivamente.
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3 PRINCIPIO DE DIRICHLET: OS PRIMORDIOS

Contamos com a referéncia (PONCE, 2009) como base para estudar o renomado Principio
de Dirichlet. Esse principio se resumia, essencialmente, como um método para abordar a
resolucdo do problema de Dirichlet

Au
u

A ideia era transformar a EDP acima no problema variacional de obter uma fungcao que

0 emQ,
f sobre.

minimiza o funcional

I(u)=/|Vu\2dx,
Q

sobre C'(Q) N C(R), com a restricdo u = f sobre .

Por meio de uma integracao por partes, é possivel verificar que as duas abordagens sao
correspondentes. Dessa forma, teriamos uma maneira bem elegante de obter solugéo para o
problema, desde que as seguintes condigbes fossem verdadeiras

a) O infimo de Z é finito;

b) Existe uma fungdo uy, € C'(Q) N C(Q) com up = f sobre de forma que Z(up) seja
minima;

c) A fungdo que minimiza a integral Z é de classe C?%(XQ).

No entanto, essas trés condi¢cées passaram despercebidas aos olhos de diversos mate-
maticos da época. Foi quando Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), por volta de 1870,
liderou um movimento na Matematica onde varios problemas como esse seriam apontados e
contestados.

Nesse contexto, foram apresentados alguns exemplos que explicitam a invalidez do
Principio de Dirichlet. Comegaremos com um breve passeio por tais exemplos, temos entao

Exemplo 3.1 (Weierstrass). Dada u € C'[—1, 1], seja
1 d 2
ﬂm=/ Piu@dx
1 dx

inf {Z(u) :u € C'[-1,1],u(—1) =ae u(1) = b} =0,

Entéao,

para todo a, b € R. Em particular, o infimo é atingido se, e somente se, a = b.

Demonstragdo. Defina a fungéo

wix) - a+b b—a arctan (i)

> "o arctan (1)
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Entao, temos que u. € C'([—1, 1]), ou seja, é uma fungdo admissivel ja que

A b— b —
du. _b-a 1 (arctan’ <{>> = 2 i ~ e c(-1,1).
dx 2arctan (E) £ 2 arctan (E) €2 4 x2
Assim,
1 2 1 2
du b—a €
I(u.) = X2 == (x)| dx < / X2+ ¢? : dx
(te) /_1 { dx ( )] - _1( +e) 2 arctan (%) £2 + x2

e(b — a)? /‘ £ 4 eb—a) -0

4arctan? (1) J_y €2+ x? X= Sarctan (1) —0

Além disso, notemos que

du

T(u) = -
(u) 0<:>dx

(x)=0,Vx € [-1,1] <= u(x) = c,

com ¢ uma constante. Logo, Z(u) = 0 se, e somente se, u(1) = b=c = a= u(—1), ou ainda
a = b. Isso conclui a demonstracao. O

0.8

1 1 11 1 1
Fi 3.1 -Al | tos da familia u. coma=——,b=-ec=1,—-, —, —, —.
igura guns elementos da familia u. 5 5 € 570’ 20° 50

Na figura 3.1 podemos visualizar alguns elementos da familia de fungées u.. Embora
o exemplo apresentado por Weierstrass tenha sido suficiente para invalidar o Principio de
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Dirichlet, ainda poderia haver mais inconsisténcias. Outra destas, fora explicitada pelo exemplo
do matematico Friedrich Emil Prym (1841 — 1915) por volta de 1871, o qual encontrou uma
funcdo que satisfazia Z(u) = oco. De maneira mais precisa,

Exemplo 3.2 (Prym). Seja B(0, 1) C R? o disco unitario. Existe uma fungao harménica v, em
C>(B(0,1)) N C(B(0, 1)) tal que

Z(up) = / |V uo|? dx = oo.
By

Demonstragdo. Dado z = pe'? € C, consideremos In z = In(p) + i com —7 < ¢ < 7. Isto &,

estamos fixando um ramo da fun¢ao In(z) da qual excluimos 0os nimeros reais nao positivos.

Definindo a funcéo u + iv = i\/— In(R + x +iy) com R > 0 uma constante a ser escolhida,
mostraremos que sua parte harménica h(p, p) satisfaz o enunciado. Entao, temos que u + iv
€ analitica (é uma composicao de fun¢des analiticas) e esta bem definida para todo nimero
complexo, exceto quando z = x € Re x < —R, ja que

— Sey #0,entdo Im()R+x+iy) =y #0elogo R+ x + iy € Dom(In);
—Sey=0,entato R+ x +iy € Dom(In) <—= R+x >0 < x> —AR.

1 , - ,
Assim, vamos supor que R < > e considerar 2 o semicirculo fechado de centro —R e raio 2R,

que pode ser parametrizado por
{X+R = pcos(p), p<2

o <

0<
sin T <
y psiny, 5 >

SIERY

Neste caso,
—In(R+x+1iy)=—Inp—ip,

que escrevemos na forma exponencial como
i P
. /Inz D+ S026/ arctan(lnp)’

jaque | —Inp — ip| = \/In? p + 2 e seu argumento é arctan (#) como podemos visualizar
p
no triangulo da Figura 3.2. Obtemos entéo as seguintes expressdes para u e v

1 1
u(p, ) = (IN* p+ %) * sin [5 arctan (%)}

vip, )= — (In°p+ ¢2)% cos ([) %arctan (%)} :

Estudaremos agora o que ocorre com a funcao u em , verificando que h(p, ) = u(p, p) é a



funcdo desejada. Defina as fungdes
1 2\
z ¥ - ¥ b
,(0) = —arctan | — e ,0)=| ——] sin&.
o) =5 (Inp) u(&, ¢) (sm225> 3
Entdo, temos que

1
2

- ¥ 1 ®

Ep, ), p) = sin {— arctan (—)}
i{cte. - ¢) sin? <arctan (ﬁ)) 2 Inp
(In? p + goz)% sin E arctan (%)} :

onde na ultima igualdade utilizamos trigonometria no tridngulo da figura 3.2

o \/ @2 +In?p

Inp

Figura 3.2 — Triangulo Retangulo de apoio

Agora note que

lim &(p, ) = lim ~arctan [ 2~ ) = 0
° = — L
p—0 P p—0 2 Inp

o w S02 % . o 902 % siné” _
o Im U ) = fim (—swzg) siné = im, (4cos<>2§) VTsng "

ara todo e[ T W] Entao
p SO 2’ 2 - )

lim ) =0,V € [ T q
i = —— =

Jim, ulps ) = 0, Vo 2" 2]
©—r$0

portanto, u é harmdnica e pode ser estendida continuamente até a fronteira do semicirculo.

Por outro lado, calculando as derivadas parciais u, temos

(Ou 1., -2 fInp |1 ¥ ¥ 1 ¥ :

8_/)_5('” p+¢°) {TSII’] 5 arctan n —;cos [)Earctan s ;
[ 1 rctan L In [)larctan £

psin | > arcta np) |t peos (D)3 inp .

AW

=3 (In®p+?)~

17
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Fixando € > 0 suficientemente pequeno, calculamos a integral de Dirichlet no dominio Q° =
Q — B(—R, ) para obter

/m/g{(a”) e (52) o
A B T T A =

™
Como —— < ¢ < —, temos que |¢| < 2, e assim

2’
u)>1/2'?dp/72r dy _7T/2R dp
“2). pto VinPpsa 4). p/iIn?p+d

Fazendo a mudanga de variavel v = In p, temos

N
>1

Resolvendo, segue que

1 1 X
Z-(u) > % {arcsenh (5 In ZR) — arcsenh (5 In 5)} %

.1 e—0* . . 1 e—0" . ~
pois > Ine — —oo implica que arcsenh > Ine | — —o0. Isso conclui a demonstragdo. [J

Embora esses dois exemplos ja haviam deixado claro que o Principio era invalido, Jacques
Salomon Hadamard (1865 — 1963) apresentou uma construgao por meio de séries de Fourier
(HADAMARD, 1906) que também exibia um erro na ideia, temos

Exemplo 3.3 (Hadamard). Seja B(0, 1) C R? a bola unitaria. Entdo, existe uma fungao
u:B(0,1) — R?

tal que
I(u):/ | Vu |2 dx = 0o
B(0,1)
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Demonstracdo. Considerando a expressao do laplaciano em coordenadas polares,

1 1
Au = Uy + —Ur + —5 Ugo,
r r

podemos aplicar o método de separagao de variaveis. Com isso, obtemos o seguinte candidato
a solugao classica para o Problema de Dirichlet com condic¢édo de contorno f(6),

= —+Zr (ax cos (k) 0 + by sin k6),

sendo a, € by os coeficientes de Fourier dados por

1 21T
ag = —/ f(0) cos (k) 6 df,
0

™

2
be = 1—/ £(6) sin k6 do .
0

\ s
Derivando termo a termo, obtemos que
(

ou

3 Z krk="(ay cos (k) 0 + by sin k6)

% Zkr"(—ak sin kO + by cos (k) 6).

\

Logo, substituindo na expressao da integral de Dirichlet em B(0, p) com p < 1, segue que

2 9 [ou\? S
/ yvU|2dx_/ / ( > + (—) rdrd«9=/ / > KN + by) drdf
B(0,p) r 06 P,
2w 0
/ kazka2+b2 do = kaka & + bY).
Assim, fazendo p — 1, temos

=7y k(d +bp).
k=1

Escolhemos a, e b, para que
Z (ax cos (k) 6 + by sin kO)
k=1

seja absolutamente convergente. Para isso, basta tomar a, = 0 e

0, se k2"

]
—, se k=22"
2/7

by =
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Com isso, teremos que

é continua, mas
[o@)
Tu)=7» 1=oc.
n=1
O

Através desses exemplos e visando contornar essas inconsisténcias no principio de
Dirichlet, estamos motivados para estudar os espacos de Sobolev, que serao pecas fundamentais
para chegar a um método que resolva o problema de Dirichlet da maneira precisa.
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4 ESPACOS DE SOBOLEV

Antes de dar inicio ao estudo dos espacgos de Sobolev, apresentaremos a definicdo dos
Espacos de Hélder.

4.1 ESPACOS DE HOLDER

A motivagao para isso é a classe das fungées Lipschitz continuas. Assumimos Q C R”
um aberto, 0 < v < 1eu:Q — R. Entdo, dizemos que u é Lipschitz continua se satisfaz

lu(x) — u(y)| < Clx —y

, Vx,y €Q
para alguma constante C > 0. Agora, se u satisfaz a seguinte variagdo da desigualdade anterior
lux) —uy)| < Clx—y[", Vx,y €,

para algum 0 < v < 1e C > 0, dizemos que u é Hblder continua com expoente v. Em linhas
gerais, estamos construindo um espaco de funcdes entre C° (Q) e C' (). Temos entdo a

Definicao 4.1. (i) Seja u : 2 — R uma fungdo continua e limitada. Definimos
lull (@ = sup |u(x)].
x€N

(ii) A ~v-ésima semi-norma de Holder de u : 2 — R é definida por

lu(x) — u(y)|
o - 2 {5
x#y

e a y-ésima norma de Hdolder é

[ull o) = lull o (@) + [Ulcon ()
Assim, temos a seguinte definicdo

Definicao 4.2. O Espaco de Hélder
c*7 ()

consiste de todas as fungdes u € C* (Q) para as quais

lullginq@y = D 107Ul oy + D 1D Uleos (g < o0 (4.1)

lal <k -k

Podemos descrever o espago de Holder como o conjunto das fungdes u que séo k vezes
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continuamente diferenciaveis e cujas derivadas séo limitadas e Holder continuas com expoente
~. O préximo teorema nos mostra que tais espacos sdo bem comportados, possuindo uma boa
estrutura matematica.

Teorema 4.1. O espaco de funcées C*7 (§_2) é um espaco de Banach.

Demonstragdo. Como ||u||CM(§) = Z ||D°‘u||c(§)+Z[Dau]cow(ﬁ), sendo ||-HC(§) uma norma
lal<k -
e [-]CM(Q) semi-norma, sabemos que |]-]\CM(§) possui imediatamente trés dentre as quatro

propriedades da definigido de norma, bastando apenas verificar que Hu||cm(§) = 0 se, e somente
se, u = 0. Mas isso segue diretamente da definicdo da norma em C*” (§_2) jaque

> 10Ul = O,

[ullgrr(gy = 0 <= 10Ul ey + > [0 Ulgon () = 0 = { 1=k
e 0423" @ |;< e Z[Dau]co,v(§)=0.
|a|=k

E isso ocorre se, e somente se, u = 0. Portanto,

'||cm(ﬁ) € uma norma. Resta provar que
C*7 (Q) é completo, isto €, toda sequéncia de Cauchy em C*7 (Q) converge para algum
elemento nesse espaco. De fato, seja (u,),>1 uma sequéncia de Cauchy em ck (f_Z) Como
a norma é dada pela soma da norma em C* (K_l) com a semi-norma de Holder, sabemos que
existe u € C* (Q) tal que

u, — uem C*(9Q).

Queremos provar que u, — uem C*7 (5_2) e, para isto, vamos analisar a parte da semi-norma.

Fixe um multi-indice o com || = k e defina
v=D% e v,=D%,.

Entdo, para x # y fixado, temos

lv(x) — v(y)] _ [V(X) = Vin(X) + Vin(X) — Vin(¥) + V() — v(¥)]
Ix —y| Ix —y|
< V) = V)] [Vin(¥) = V)] [Vinly) = v(Y)]
+ +
Ix —y| Ix =y Ix —y|

,m>1.
Agora observe que na expressao obtida, o primeiro e terceiro termos convergem a 0 quando
m — o0, ja que v, — v uniformemente. Além disso, o segundo termo é limitado, pois (u,) € uma

sequéncia de Cauchy. Logo, existe uma constante M, > 0 dependendo somente de « tal que

[v(x) — v(y)| lv(x) — v(y)| P
22 P < M, = [U]pon(ay = SUp ————2L < M, < 0o = u e C(Q).
X —y| (@) xyen Ix —y| ()
X7y

Resta provar que u, — uem C** (Q). Pela construgéo de u, sabemos que u, — uem C* (Q),
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entdo basta verificar a convergéncia na semi-norma de Hoélder. Como (u,) € de Cauchy na norma
de Holder, dado € > 0, existe N € N tal que para m,/ > N, temos

N ™

Vi — V5|C°W(§) <

[(V — Vi) (X) = (V — Vi) (¥)] _ [V(X) = Vin(X) — V(y) + Vim(y)| _ |(liMk s 00 Vi (X)) — Vin(X) — (liMg_s 00 Vk(¥)) + Vin(Y)]
X —y|7 Ix —y[7 Ix —y[7
- im [Vi(X) = Vin(X) = Vk(¥) + Vin(¥)] - Iim [(Vk = Vi) (X) — (Vk — Vi) (V)] e
k—00 |x — y|7 k—00 |x — y|7

Portanto, v, — v na semi-norma de Holder. Como isso vale para todo multi-indice oo com |a| = k
e existe uma quantidade finita desses multi-indices, concluimos que

u, — uem C*7 (Q).

Logo, C* (Q) é completo e, portanto, um espago de Banach. O

Uma pergunta que pode surgir é: que tipo de fungdes estdo nesses espacos de Holder?
O préximo exemplo apresenta uma ideia disso.

Exemplo 4.1. Existe v de modo que a fungdo u(x) = |x|*, onde Q = (—1, 1), esteja no espago
7 (Q).

Demonstracdo. Para isto, devemos estudar quando a seminorma de Hoélder de v é finita. Temos
0Ss seguintes casos a considerar:

— Caso1:se x #0e y =0, entdo

[x[* = Jo[*] _ |x[*

x—op ~ Ixp

=[x*7 <,

sea—y > 0,o0useja, o> .

— Caso 2: se x =0 e y #0, procedemos como no caso anterior, obtendo novamente que
a > .

— Caso 3:se x,y #0com x < 0 < y, entédo

[Ix* =yl _ | (Ix]* = [01%) + (o] = [y]*)] < X =1ol] flvl® — o]
X —y| X —y| T x—yp X —y|
[IX[* = [o]]  [ly[* — [0]°]

[x — o[ ly—ofr ~

sea—y >0,0useja, a> 1.

— Caso 4: se x,y #0com y < 0 < x, procedemos como no caso anterior, obtendo
novamente que o > .
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— Caso5:se x,y > 0oux,y <0, entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe £ entre x
e y tal que

(X1 = Iyl _ Jaglél* 2] - Ix —y
Ix =yl = Ix —y|

ol x —y|" <alx -y < a,

sel—vy>0,ouseja, v < 1.

Portanto, pela andlise acima, concluimos que |x|* € €% (Q) para todo v < min{1,a}. Em
x| € cledemlel(Q). O

geral,

Entraremos agora na andlise dos espagos de Sobolev. Para tal, iniciaremos nossa
investigacao sobre o conceito de Derivada Fraca, o qual tera um papel de destaque daqui para
frente.

4.2 DERIVADA FRACAS

Denotaremos por C.° (€2) o espago das fung¢des infinitamente continuamente diferencia-
veis ¢ : 2 — R com suporte compacto em 2 (também chamadas de fungdes teste), onde o
suporte de ¢ é o conjunto

supt(¢) = Q\ {x € Q| f(x) = 0}.
Vejamos um exemplo de fungao teste nao nula,

Exemplo 4.2. Defina ¢ : R" — R por

1
eP-1 se |x| < 1,
¢(x>={ g

0, selx|>1.

Verificaremos que ¢ é uma funcéo teste. De fato, note que supt(¢) C B(0, 1), logo é
limitado e, por definicao, supt(¢) é fechado. Portanto, temos que supt(¢) € compacto. Além disso,
temos que ¢ € C~ (R”) e, sendo continua, é integravel em compactos. Concluimos assim que
¢ € Cr (R

Nosso objetivo agora € definir a derivada fraca de uma fung&o, mas antes observemos a
motivacao para isso.

Assuma que é dada uma fungdo u € C'(Q). Entdo, tomando uma funcéo teste ¢ €
C (), para todo i > 1 segue da férmula de integragdo por partes (também conhecida como
Segunda Identidade de Green ou Segunda Férmula de Green) que

/uqﬁxidx=—/uxigz5dx.
Q Q

Observe que o termo da fronteira ndo aparece na expressdo acima, pois ¢ € nula em 0.
Generalizando um pouco, consideremos para k > 0, uma fungdo u € C*(Q) e um multi-indice



25

a = (ay,...,ap) comordem |a| = o + -+ - + a, = k, entéo
/ ubD®¢dx = (—1)l! / D*u¢ dx, (4.2)
Q Q
sendo gor g "
D¢ = o.

OX{ Oxg2 " Oxp”

Analisando a expressao (4.2), vemos que isso é valido para u € C*(Q), mas sera que para
alguma variagao isso pode continuar sendo valido? Que condi¢cdes devemos pedir a respeito de
u para que (4.2) faca sentido? Isso é o que diz a

1
loc

«a-ésima derivada fraca de u (ou a-ésima derivada de u no sentido fraco) se

Definicao 4.3 (Derivada Fraca). Sejam u, v € L, (£2) e  um multi-indice. Dizemos que v é a

/uDo‘¢dx=(—1)a|/ v dx, (4.3)
Q

Q

para toda fungéo teste ¢ € C:° (2). Neste caso, denotamos v = D*u.

Se nao existe uma fungéo v que satisfaz (4.3), entdo dizemos que u ndo possui derivada
«-ésima no sentido fraco. Como é de costume na matematica, devemos verificar se esta € uma
boa definicdo que, nesse caso, corresponde a garantir a unicidade de D*u. Temos entdo o

1

Lema 4.1 (Unicidade da Derivada Fraca). Uma derivada fracade u € L,,,

(Q), caso exista, é
Unica a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstragdo. Suponha que v,V € L}OC(Q) sejam derivadas fracas de uma funcéo u € L}OC(Q),

/uDa¢dx=(—1)|°‘/vd)dx=(—1)|°‘/V¢dx,
Q Q Q

para toda ¢ € C.° (€2). Entéo,

(—1)'04/v¢dx=(—1)|a|/\7¢dx = /v¢dx—/\7¢dx=o = /(v—f/)¢dx=0,
Q Q Q Q Q

para toda ¢ € C.° (2) e, portanto, v — ¥ = 0 gtp, segundo (BREZIS, 1983, Lema IV.2, Pag.61-
61). O

isto é,

No proximo exemplo, apresentamos uma fung¢do que nédo é derivavel no sentido classico,
mas possui derivada no sentido fraco.

Exemplo 4.3. Sejamn=1,Q=(0,2) e

u(x) =

X, se 0<x<1,
1, se 1<x<2.
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Defina

1, se 0<x <1,
v(x) =
0, se 1<x<2

y
1+ u(x)
} } X
1 2
Figura 4.1 — Grafico da funcdo u(x).
y
v(x)
1 .
|
|
|
|
|
|
1
} f X
1 2

Figura 4.2 — Gréfico da fungéo v(x)

Demonstragao. Escolha ¢ € C° (€2). Entdo, temos que

2 1 2 1 1 2
/ugb/dx:/ x¢’dx+/ ¢’dx=¢(1)—¢(0)—/ ¢>dx+¢(2)—¢(1)=—/ ¢dx=—/ vpdx.
0 0 1 \5/ 0 :g/ 0 0

Como ¢ € C° (Q) foi escolhida arbitrariamente, v’ = v no sentido fraco. O

Olhando para a expressao de u do exemplo acima, podemos pensar erroneamente que
essa nocao de derivada fraca permite “atribuir” uma derivada (no sentido fraco) a qualquer funcao
que se queira. Os préximos dois exemplos deixam claro que isso nao é verdade.

Exemplo 4.4. Selamn=1,Q=(0,2) e

X, se 0<x<{1,
f(x) =
2, se 1T<x<2
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Entao, f ndo tem derivada no sentido fraco.

b

!
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|
!
!
|
:
1

Figura 4.3 — Grafico da funcao f(x)

Demonstragdo. Suponha que existe v :  — R tal que f' = v no sentido fraco. Consideremos
uma sequéncia de funcdes suaves (¢m)m>1, que pode ser construida por meio da medida de
Dirac concentrada em 1 e de uma convolucéo, satisfazendo as seguintes propriedades

(i) 0 < om < 1;
(i) &m(1) =1 paratodo m € N;

(i) @m(x) — 0 quando m — oo para todo x # 1;

. , 13
(iv) supt(u)pm C (5,5)-

Assim, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

2 1 2 1
1= lim ¢p(1) = lim {/ v¢mdx—/ gzﬁmdx} =/ lim vqudx—/ lim ¢,dx =0,
m—o0 m—-o0 0 0 0 m—o0 0 m—0o0
0 que é um absurdo. Portanto, ndo existe v que seja derivada fraca de f. O

O resultado que utilizamos para obter uma das igualdades na demonstracdo do exemplo
acima, é um importante teorema de Teoria da Medida e Integragao, conhecido como Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, o qual apenas enunciamos abaixo.

Teorema 4.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,),>1 uma sequéncia de fungdes
integraveis que convergem qtp para uma fungdo mensuravel f. Se existe uma funcao integravel
g tal que |f,| < g paratodo n € N, entéo f é integravel e

/fdu:nli_trgo/f,,du.
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Demonstracdo. Para uma demonstracdo detalhada, consultar (BARTLE, 1995, Teo. 5.6, Pag.44-
45). O

Agora, temos o0 segundo exemplo que apresenta uma fungéo bastante conhecida cuja
derivada no sentido fraco ndo existe.

Exemplo 4.5 (Fungéo Caracteristica). Sejamn=1,Q2=Re

0, se x ¢ (—1,1),
Xt = 1, se x€(—1,1)

X(—1,1)(X)

|
|
|
|
|
|
1
1 1

Figura 4.4 — Gréfico da fun¢éo caracteristica (1,1

Demonstracdo. Como essa fungao é descontinua em —1 e 1, ndo possui derivada (classica). No
entanto, caso existisse uma derivada no sentido fraco, a candidata seria a fungao nula. Provemos
que isso nao ocorre.

Seja ¢ € C° (R) uma fungéo teste, entdo temos

]
/X(—H)Gbl dx = / ¢’ dx = ¢(1) — ¢(—1).
R —1
Por outro lado, queremos que a definicao de derivada fraca seja satisfeita por v(x) = 0, isto é,

/X(_m)qf)/ dx = — / Oqf)dX =0.
R R

Usando as duas igualdades acima, obtemos que
P(1) — ¢(=1) =0,V9 € C° (R),

0 que € um absurdo. Logo, x(—1,1) 4o possui derivada no sentido fraco. O
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4.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Apds todos esses preparativos, podemos finalmente definir o espago de Sobolev W*P(Q),
Definicao 4.4. O espago de Sobolev
WkP(Q)
¢ definido como o espaco das fungdes u € LP (), com u : Q2 — R, tais que para cada oo com

|a| < k, D“u existe no sentido fraco e D“u € L” (Q2).

Observagdo. No caso em que p = 2, usualmente denotamos
H Q) = Wk2(Q).

O motivo do uso da letra H é devido ao fato que para p = 2, 0 espaco de Sobolev passa a ser um
espaco de Hilbert, isto €, um espaco vetorial com produto interno, o qual € um espaco de Banach
referente & norma induzida pelo produto interno. No caso de H*(€2), o produto interno é dado por

(f,g) = Z/fg+D“f~Dagdx.
Q

o <k

Note que H°(Q) = L? (Q). Além disso, dizemos que duas fungdes em W*P(Q) sio iguais, quando
coincidem a menos de um conjunto de medida nula, ou seja, gtp.

Podemos tornar o espago de Sobolev um espaco vetorial normado, definindo sua norma

como abaixo.

Definicdo 4.5. Seja u € W*P(Q). Definimos sua norma por

1
p
5 [iowrar) . s 12p<a
ull ey = o<k /& (4.4)
Z esssup|D%ul, se p=oc.

| <k

\

Definicao 4.6. Denotamos por
Wy P (Q)

o fecho de C° () em W*P(Q).

Apesar de ja estar chamando a fungao acima de norma, nao sabemos a principio que
essa expressao define uma norma no espaco de Sobolev. No entanto, faremos a demonstracao
disso mais a frente e exibiremos um resultado ainda mais forte, que o espaco de Sobolev com a
norma dada pela definicdo anterior € um espaco de Banach.

Vejamos agora um exemplo de funcdo que estd em um espago de Sobolev.
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Exemplo 4.6. Sejam Q2 = B(0,1) C R" a bola aberta unitaria, e
u(x) = |x|7%, x#0.

Para quais valores de a > 0, n e p a fungéo u pertence a W'P(2)?

Demonstragdo. Primeiramente, note que u é suave fora da origem, ja que
2 2 —aX

o _a_
Ux;(x)=_E(X1+"'+Xn) 2 1'2XI=W1 x #0.

Logo,

" (O —ax © lafx\} o
‘DU(X)’ = (; U)z(/(x)> = (; <‘X|a+2> > <Z ’X’2a+4> (’X’2a+4> = |X’O‘+1 X#O'

Seja ¢ € C° () e fixe € > 0. Entao,

/ U, dx = —/ Uy & dx+/ udr' ds,
Q-B(0,¢) Q-B(0,¢) AB(0,e)
1

onde v = (v, ..., ") denota a normal interior em 0B(0, ). Agora, se « + 1 < n, temos que
|Du(x)| € L' (Q) pois

1 ! 1 ! 1
/\ux,|dx§|a\/ a1dx=\a!/ / — dep=\a!/ / —dSdp.
Q q x| o Joso,) lpwl o JoBo,) P

Resolvendo a dltima integral acima, obtemos

1 n—1—a ]a\w
Uy dX < n—1—a—1 d — p n ]
el <l [0 = ol ] < <o
Agora, note que
/ U¢l/idS’ < H¢HL<><>(Q)/ £7*dS < Ce" ' — 0.
0B(0,¢) 0B(0,¢)
Portanto,
/ Ugy, dx = —/ Uy, @ dX,
Q Q
para toda ¢ € C°(Q), desde que 0 < o < n— 1. Além disso, | Du(x) &l (Q) se, e

~ [x[es
somente se, (o + 1)p < n. Consequentemente, u € W'P(Q) se, e somente se, a < Tp Em

particular, u ¢ W'P(Q) para todo p > n. O

Embora uma funcéao u que pertence a um espago de Sobolev possua determinadas
propriedades de suavidade, ela ainda pode ser mal comportada em outros sentidos.
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Nosso intuito agora é verificar propriedades que as derivadas fracas possuem, sendo
algumas verdadeiras também para fungdes suaves, com a nog¢ao de derivada classica.

Teorema 4.3 (Propriedades das Derivadas Fracas). Sejam u,v € W*P(Q) e |a| < k. Entéo

(i) D* € Wk=12lp(Q) e DP(D*u) = D*(DPu) = D**u para todos os multi-indices o, 3 com
o] + 18] < k.

(i) Paracada \, i € R, A\u+ puv € WAP(Q) e D*(\u + puv) = AD%u + D%,

al < k.
(i) Se V é um subconjunto aberto de Q, entdo u € W*P(V).

(iv) Se p € C(Q), entdo pu € W*P(Q) e vale

D*(pu) = > (g) DP oD Py, (4.5)
BLa

Q ol

Observacdo. A férmula (4.5) é chamada férmula de Leibniz.

Demonstragdo. (i) Fixe ¢ € C°(Q). Entdo, D°¢ € C°(Q) e

/(Do‘u)(Dﬂgb)dx:(—U""/uDa(D5¢)dx=(—1)|O‘|/u(D‘“ﬁd))dx
Q Q

Q

= (—1)lel(—1)lel+li /(D‘”ﬂu)gzbdx: (—1)6|/(Da+6u)¢dx.
Q Q

Por outro lado, como D*u € W/P(Q) paraj < k — |a/|, temos

/(D"‘u)(Dﬂgb)dx=(—1)6|/DB(Dau)gbdx.
Q

Q

Assim, segue do Lema de Unicidade que Dﬁ(Dau) = D“fy gtp. De maneira anéloga, obtemos a
outra igualdade.
(il) Novamente, fixemos ¢ € C.° (), entdo

/(/\u + puv)DYp dx = / AUD“p + puvD¢dx = (—1)! /()\D"‘u + puDYv)p dx.
Q Q Q

Como isso vale para toda ¢ € C.° (£2), temos que D*(Au + puv) = AD%u + puDv.
(iii) Note que D*u|,, = D*(u|,)), pois fixando ¢ € C° (V), vale

/uDagzﬁdx:/uDa¢dx=(—1)O‘|/(Dau)gbdx=(—1)|a/(Dau)qﬁdx.
v Q Q

%

Portanto, u € W*P(V).
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(iv) Faremos a demonstragéo por indugéo em .. Note que para |«| = 1, temos a regra do
produto para fungdes LP (2). Suponha entdo que ¢ < k, assuma que (4.5) é vélida para todo
|a| < ¢ e todas as fungdes ¢. Escolha « tal que |a| = ¢ + 1. Podemos escrever « = 3 + «y para
algum |5| = ¢ e |y| = 1. Tomando ¢ € C° (Q2), temos

/ (pu)D*pdx = / (pu)D? (D7 ) dx 18] / S
Q

( ) D° pDP~7uD" ¢ dx

o<p
5|+|7|/Z( )Dw (D70D"~7u) G
o<p
"J"/Z( > @D Pu + DD u] $dx.
o<p

Desenvolvendo a ultima expressao acima, obtemos

Db dx = (— \a| < > pDa—° <B)Da D¢ <6>Dcx D° dx,
L ewotoax= el [ LM 0o o ()07 o[ ) 0*t0Pue o

yZo<
e, portanto,
/(gpu)D"‘¢dx - (—1)|a/ [Z (O‘) D"ngo“’u] ddx.
Q Q o< \0
Isso conclui a demonstragdo do teorema. O

Utilizando essas propriedades, podemos demonstrar que os espagos de Sobolev possuem
uma boa estrutura matematica, isto é, ser um espaco de Banach. Para isto, precisamos da
desigualdade de Minkowski, enunciada abaixo.

Teorema 4.4 (Minkowski). Sefam1 < p < oo eu, v € LP(Q). Entao

|u+ "’|Lp(§2) < ||lj|’Lﬁ(§2)) + ‘|L/‘|Lp(f2» .

Demonstracdo. Para uma demonstracao detalhada, consultar (EVANS, 2010, B.2.f, Pag. 623)
O

Podemos também enunciar a desigualdade de Holder, que sera de grande utilidade mais
a frente.

1 1
Teorema 4.5 (Holder). Sejamp > 1 e q < oo com 5 + El =1. Entdo, seu € LP(Q) ev € L7(Q),
temos que

[ 116 < ol IVl
Demonstragdo. Para uma demonstracao detalhada, consultar (EVANS, 2010, P. 706-707). O

Podemos agora enunciar e demonstrar o
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Teorema 4.6. O espago W*P(Q) é um espaco de Banach, cuja norma é dada pela expressao
(4.4).

Demonstraggo. Consideremos 1 < p < co. Primeiramente, mostremos que ||ul| g, define
uma norma em W*?(Q). Temos

(i) Paratodos A € Re u e WKP(Q), vale

p

[Aull yroy = Z/QID“(AU)Ide = Z/QIAI"ID"‘UI"dX = [All[ull ey -

lal <k lal <k

o=

(i) Se u =0, entdo segue diretamente que ||u|| yxsq) = 0- Suponha que [[Aul| kg, = O
Entao,

1

Q

laf<k

para todo || < k. Em particular, para |a| = 0 temos u = D°u = 0 qgtp, como desejado.

(i) Dadas u, v € W*P(Q), temos pela desigualdade de Minkowski, que

P
Ju+ VHkan(Q) = Z |D%(u + V)“fp(sz) = Z [D%u + DaVHfﬁ(Q)

o] <k lor| <k

p

1

o=

+

< ZHDQU”,Zn(Q) ZHDQVH/{ZP(Q) =”UHwkvﬂ(Q)'*HV”kaﬂ(Q)-
loo| <k | <k

Portanto, (W**(Q), ||-|| wke(y) € UM espago normado. Resta provar a completude do espaco de
Sobolev.

Seja (Um)m>1 C W*P(Q) uma sequéncia de Cauchy. Entdo, para cada la| < k, temos que
(D“Um)m>1 € uma sequéncia de Cauchy em L” (©2). Como L (Q2) é completo, existe u,, € L” (Q)
tal que

DUy, — u, em LP(Q).

Em particular, para a = (0, ..., 0), temos

ou seja, u € W*P(Q). Assim, fixada ¢ € C° (), obtemos

/uDagbdx: lim /umDa¢dx=(—1)|“ lim /Daum¢dx=(—1)|a/uagbdx.
Q m—-o0 Q m—>o0 Q Q
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Logo, D“u = u, no sentido fraco. Agora, como D®u,, — Du em L” (), temos

1

p

tm = tll oy = | D I1D%Um — D*u||fpqy | — 0 quando m — oc.
|| <k

Portanto, u, — uem W*P(Q), provando que (W*P(Q), -||Wk,p(Q)) € um espaco de Banach. [

O resultado que acabamos de provar fornece um ferramental poderoso da analise funcio-

nal: os resultados para espacos de Banach.

4.4 APROXIMACAO

Como se pode perceber, é um pouco atipico retornar sempre para a definicao de derivada
fraca quando estamos tratando de algo. Intencionados a facilitar o trabalho, estudaremos
propriedades profundas dos espacos de Sobolev e obteremos métodos de aproximacao via
funcdes suaves. Para os resultados a seguir, fixaremos k € N, 1 < p < oo e consideremos
Q. = {x € Q| dist(x,00) > e}.

Q. 9)9;

Figura 4.5 — Representagdo do conjunto €2..

Podemos definir os chamados “mollifiers”, que sao regularizadores da funcao.

Definicédo 4.7 (Regularizador). Seja f : Q — R tal que f € L}, (). Definimos seu regularizador

por
fS=n.xf em¢(..
Isto é,
f*(x) = / n-(x — y)f(y)dy = / n-(y)f(x — y)dy,
Q B(0.¢)
onde

ne(X) = %n (g)

en:R" — R é dada por

1
Cel®-1, se |x]| <1
n(x) =
0, se |x|>1
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com C > 0 constante escolhida para que / ndx = 1.

n

Observagdo. Chamamos 7 de regularizador padréo. Devido a maneira que definimos a fungéo

7, temos as seguintes propriedades satisfeitas
/ n.dx=1 e supt(n.) C B(O,¢s).

Verifiguemos a primeira propriedade. Temos

/ Ne(x) dx = / n (M) e "dx = / / n (B) e "dSdp = / n (£> e "wap™ ' dp
n R" € o JoBop V€ 0 €

=/ n(r)e "wur™ e e dr =w,,/ n(ryr"! dr=/ n(|x])dx = 1.
0 0 n

Como é de se esperar, os regularizadores possuem boas propriedades de regularidade,
que utilizaremos para obter um certo controle da integrabilidade das funcdes de Sobolev ao
longo das demonstragdes. O préximo teorema exibe tais propriedades.

Teorema 4.7 (Propriedades dos regularizadores). Consideremos o regularizador 1. definido

anteriormente. Entéo,
(i) € C™ () paracadac > 0;

(i) Se f e C> (), entdo f* — f uniformemente em subconjuntos compactos de €2;

(i) Se f € Lf (Q) paraalgum1 < p < oo, entdo f* — fem LF (Q);
loc

loc

(iv) Sef e W,L‘f(Q) para algum 1 < p < oo, entdo

fo=nexfy i=1,..,n em S

(v) Em particular, se f € W,L‘f(Q) para algum1 < p < oo, entdo f — f em W,j,f Q).

Demonstracdo. Efetuaremos apenas a demonstracdo do item (i), e ao final, indicaremos uma
referéncia para a demonstragdo dos demais itens. Fixe x € €. Considere i =1,...,ne |h| < ¢
de modo que x + he; € 2., sendo e; um vetor unitario na direcdo x;. Entéo,

UE(X+hef,-7) — U*(x) _ ln/ 1 {77 (W) -7 (X_y)] u(y)dy
g Qh € <
he; — —
() o () vy
£ \/h € <

dist(x, 0Q
onde V = Qs CC Qeé:%. Como

T (x+hei—y\ _(x=y\| _ 100 (x—y
K € m € £ OX; € ’
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uniformemente em V, segue que

o1, 1.
= (x — yyu(y)dy = a” - (4.6)
Xi

D,,u"(x) =
g o Oxi

0 que prova (i). A demonstracdo dos demais itens pode ser encontrada em (EVANS; GARIEPY,
2015, Teo. 4.1, P. 146-148). O

Observagdo. observacaoerve que utilizando indugéo e a igualdade (4.6), conseguimos obter que

Duf(x) = (Dn.) * u. Agora, note que

Dur(x) = Dy /B( Ne(y)u(x—y)dy = /B( Ne(¥)(Dxu(x—y)) dy = /Qng(X—Z)(DzU(Z))dZ = Dux1.

0,e) 0,e)

Sabendo dessas propriedades, podemos partir para os resultados de aproximacao. Co-

meg¢amos com uma aproximacao local.

Teorema 4.8 (Aproximacao local). Suponha que u € W*P(Q) para algum1 < p < oo, e defina
Ut =n.xuemS..

Entao,
a) u° € C™(§2.) paracadac > 0,
b) U — uem WSP(Q) quando ¢ — 0.

Demonstracdo. O item a) é exatamente a propriedade (i) dos regularizadores, a qual indicamos
uma referéncia para a demonstragdo. Resta provar o item b).
Primeiramente, vamos mostrar que para todo |a| < k, vale

D" =n.xD*u em (.. (4.7)

De fato, para x € ., temos que

4.2

D (x) = D* [ /Q ne(x — y)u(y) dy] = /Q (D¢n(x — y)) uly) dy = (—1)!* /Q (DSne(x — y)) u(y) dy.
Como 7.(x — y) € C;° (0c0), podemos aplicar a definicdo de derivada fraca, obtendo
(—1)ll /Q (DSne(x — y)) u(y)dy = (— 1)l /Q n-(x—y)DS u(y) dy = /Q n-(x—y)D u(y) dy = n.xD"u.

Portanto, D®u®(x) = 1. * D“u. Agora, tome V CC €2 e observe que por (4.7) e pelo item (ii) do
teorema anterior, sabemos que D“u® — D“u quando ¢ — 0 em L (V) para cada |a| < k. Logo,

v = ullfpoy = > 10U — D°u|[%, ) — O quando e — 0.
o] <k
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Portanto, u° — uem WP(Q) quando £ — 0. O

Apesar deste teorema trazer uma boa forma de trabalhar com funcées em espacos de
Sobolev, ficamos um pouco restritos, por ser um resultado local. Queremos entédo obter funcdes
suaves que fazem essa aproximacdo em W*P(Q), e ndo apenas em wip (). Antes, é preciso

loc

definir o suporte de uma funcéo de Sobolev e, em seguida, demonstrar o seguinte resultado,

Defini¢do 4.8. Seja u € W*P(Q). Definimos o suporte de u por

supt(u) = Q \ {x € Q| f(x) = 0 gtp}.

Lema 4.2. Sgjam f, g : Q2 — R duas fungées. Entdo supt(u)(f x g) C (supt(u)f + supt(u)g).

Demonstragdo. De fato, suponha que x ¢ (supt(f) + supt(g)). Entdo, para todo y € supt(g),
temos que x — y ¢ supt(f). Portanto, f(x — y)g(y) = 0 para todo y, e entéo (f x g)(x) = 0. Mas
isso significa que x ¢ supt(f x g), provando o resultado. O

Teorema 4.9 (Aproximacado Global). Sejam Q limitado e u € W*P(Q) para algum1 < p < cc.
Entao, existem fungées u,, € C™ (Q) N W*P(Q) tais que

Un — U em WKP(Q).

o0
Demonstragdo. Primeiramente, notemos que €2 = U Q;, onde

i=1

Q= {x € Q| dist(x, 0Q) > 17} N B(0, i).

Defina V; = Q.1 — Q,_1 e Qy = @ de modo que
Q= U V.
i=1

Agora, seja (y;)i>o uma particdo suave da unidade subordinada aos abertos (V;);>o, isto &,
suponha
0 < <1, pieCr(Vy),

Z wi=1emQ,
i=0
supt(¢;) C V.

Escolha u € W*P(Q) arbitrariamente. Pelo Teorema 4.3, temos que p;u € W*P(Q) e supt(p;u) C
V..



38

Fixe d > 0 e escolha 0 < &; < dist(supt(y;u), OV;) tal que u' = 1., * (p,u) satisfaz

)
Di+1 ’

[ = it ]| ey < o= 1,250,

supt(u’) C V..

Escreva v = Z U e note que v € C*™ () para cada V CC €, pois ha uma quantidade finita de

i=0
o)

termos nao nulos na soma. Como u = Z w;u, temos para cada V CC €,
i=0

v = ull oy < Z H u— SDiUH whe(yy = Z ” u— ‘P"U” weoQ) = 52 oirt 0.
i—0 i-0 =0

Portanto, peloo'I;eorema 4.2, temosquev—u € WkP(Q) e entdo v € WFP(Q), pois v = (v —u) +U.
Assim, u" = Z u’% — uem WkP(Q). O
i=0
Podemos nos questionar se é possivel fazer essa aproximagao por fungdes continuas
até a fronteira de €2. O préximo teorema garante que isso é possivel, mas necessita de uma
condicéo de suavidade de 02 que é definida como abaixo.

Definicdo 4.9. Dizemos que a fronteira 9 é C* se para cada ponto x° € 9Q existe r > 0 e
uma funcdo v : R"™' — R de classe C* tal que

QNBX°,r)={x € BKX°,r) | Xo > V(Xqy e s Xn1)}.

Assim, temos
Teorema 4.10 (Aproximagao Global até a fronteira). Sejam Q limitado com 952 de classe C' e
u € W*P(Q) para1 < p < cc. Entéo, existem fungées u, € C* (Q) tal que

Unm — u  em WKP(Q).

r
Demonstracdo. Fixe x° € 00 esejaV=0nNB <x°, 5). Defina x° = x + \ce,, onde x € V,
e > 0 e e, € um vetor unitario na direcdo x,. Observe que para A > 0 suficientemente grande
fixado, a bola B(x®,¢) C QN B(x°, r) paratodo x € Vee < . De fato, dado y € B(x%, ¢),

2(1+A)
temos
1y =g = 16 =2+ 0 =5 | g < ly =+ [[2F =5,
r r
<e+ HX—XO‘ Rn+||)\59n||Rn§€+§+)\5=g(1+)\)+§<r’
r
see < 20+ ) Logo, y € B(x°,r). Além disso, sendo y = (V1, ..., Yn_1) € X = (X1, er s Xn_1),
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temos que
C

- _
YWy oee s Yoet) = Y (X1, s Xpt)| < BS(up)lDﬂ 1Y = Xlgo-1
Xxor
implica em

YW1y oo s Y1) Y Xs s Xoo1) + CllY — X||got < X5 — Ae+ C|y — X||gn-
<Yp+(1—=XNe+Ce=y,+(1 = A+ C)e < yp,

se A > 1+ C. Bastatomar A =2+ sup |Dv|.
B(x%,r)

Agora, defina u.(x) = u(x?), para todo x € V. Escreva v° = 1. * u°, e entdo v* € C™ (V).
Assim, temos que v° — uem W*P(V). De fato, para todo || < k,

/ /

|D*v — DaU"LP(V) < [|D*vE — Daue”Lp(v) +[|D%ue — DaUHLP(V) < Py + 5 = €.

Tome § > 0. Como 02 é compacto, existem x,-O € 0XQ, raios r; > 0, correspondentes conjuntos
r; —
Vi=QNnB (x,-o, E’) e fungdes v; € C* (V;) comi=1,..., N tais que

N
r.
o c| /s (x,-°, 5) e [[vi = ullyroqy < 0.
i=1

N

Tome V, CC Qtalque Q C U V; e escolha v, € C* (V) satisfazendo
i=0

[vo — UHkaP(Vo) <.

Seja (go,-)ﬁo uma particdo da unidade em Q subordinada aos abertos

I- I
{VO,B(X?,E1> ,...,B(x,?,, EN>}

N N
Defina v = Z ¢iv;. Entdo, v € C* (). Como u = Z @;u em €0, segue do Teorema 4.3 que
i=0 =0

para cada || < k,

N N
10°v = Dl gy < > 1ID*(01v)) = D* (@il oy < C > I1Vi = tll gy < CIN + 14
i=0

i=0

onde C = sup ||D%¢j|| g(q)- 1880 conclui a demonstragéo. O
| <k
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4.5 EXTENSOES

Podemos observar que até o momento, tratamos apenas dos espacgos de Sobolev onde
as fungdes estavam definidas em algum aberto 2. Nossa meta agora sera estender fungdes em
W'P(Q) para fungdes em W'P(R").

Note que néo é suficiente estender u para valer 0 em R” — €, ja que isso pode gerar
descontinuidades ruins ao longo de 02, podendo até obter casos em que a extensdo nao possua
derivadas fracas na fronteira. Um exemplo para isso € a fungéo caracteristica x o 1), a qual possui
derivada fraca em [0, 1] mas, quando estendida como zero fora desse intervalo, perde a derivada
fraca devido ao saltoem 0 e 1.

O préximo teorema nos mostra como isso deve ser feito para ndo ocorrerem esses
problemas, onde assumimos 1 < p < oo.

Teorema 4.11 (Extensao). Sejam 2 limitado e 92 € C'. Escolha um conjunto aberto e limitado
V tal que 2 CC V. Entao, existe um operador linear limitado

E: W'(Q) — W'P(R") (4.8)

tal que para cada u € W'P(Q)
(i) Eu=uqtpoemQ,
(ii) Eu tem suporte dentro de V,

(iii)
||EU||W1,p(R") < C||U||W1~P(Q)’

onde a constante C depende somente de p,{) e V.

Demonstracdo. Fixemos x° € 9Q e suponhamos inicialmente que OS2 é planificavel proximo de
x°, pertencendo ao plano x, = 0. Isto é feita pela funcdo

X; , se 1<i<n-—1
®(x) = .
Xn — V(X1 ooy Xp—1) , S€ i=n.

onde v é a fungao dada pela Definicdo 4.9. Entéo, podemos assumir que existe uma bola aberta
B(x°, r), com centro x° e raio r > 0, tal que

B*=BN{x,>0}CQ,
B =BN{x, <0} CR"-Q.
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Também, suponha que u € C' (Q) e defina

u(x) , se xeB"
u(x) = X 4.9
) —3u (x1, ey Xp—1, —xn) +4u <x1, vy Xp—1, —En> , se x€ B (49)

a qual é chamada reflexdo de maior ordem de u de B" para B~. Entdo, temos que U €
C' (B/(x°)). Para verificar isto, escrevemos u™ = Ug- e u* = U

g+- Assim, queremos provar que

+
u,,

= u, em {x, = 0},

jaque u; = u, em {x, =0}, paratodoi=1,...,n— 1, por definigdo. De acordo com (4.9)

0= -8 )+al ( =)
u, (X — U(X1,.ee s Xn—1, —Xpn) + ul Xy, .., Xp—1, ——
Xn OX, " " 0x,, " 2
Xn
= 3UXN(X1, veey Xn—1, —Xn) — 2UX,, <X1, vy Xp—1, —E> .
Calculando em x, = 0, obtemos
— +
u,, .= 3uy, (X1, - s Xn—1,0) — 2uy, (x1, ...,xn_1,0) = Uy, (x1, ,x,,_1,0) = U, .
Xp= Xn=

Logo, D*u™ |, , = D*u*|, , para cada || < 1. Portanto, & € C®(1). Usando os célculos
anteriores, verificamos que

HDHWW(B) <C- HUHWW(B*)’

para alguma constante C que independe de u. Para isto, temos

G105 = Z/|D“D|’°dx= 3 [/B |DO‘D|pdx+/B |D“D|pdx]
B + -

o<1 laf<1

=) U \Dau|de+/ \Daav’dx]
B+ B—

laf<1

=) UB ID“U|”dX+/B )Da <—3u()'(, —x,) + U (?,—%))‘pdx] .

|af<1

Fazendo a mudanga de variavel G(x, x,) = (X, —X,) temos que |det JG(X, x,)| = 1. Assim, a

expressao anterior fica

> [/+|D"‘u|’°dx+/8+

ol
< IDulP + 2° <3pyDauyP+4P
>

laf<1

0 (~outr )+ 4o (5.5 ) [ o

ru(s 5)f) e
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onde utilizamos a desigualdade |x + y|° < 2P(|x|° + |y|P). Separando as integrais e fazendo a
mudanga H(Xx, x,) = (X, 2x,) na segunda, temos que |det JH(X, x,,)| = 2, e logo,

(/ D ulP + 67| D7 ulP dx +4° 2p+1/yoa \pdx>
|ar| <1

<> (/ |D“ulP + 6°|D*u dex+23P+1/ |D%u \de) CPZ/ |D*ulP dx,

|ar] <1 |ar] <1

1 ) L . . .
onde C = (1+6° +2%*")» ¢ E é um elipsoide n-dimensional contido em B*.
c HDaUHW1~P(B+)'

Agora, considere o caso em que J nao &, necessariamente, planificavel proximo de x°.

) <

Nesse caso, podemos encontrar uma funcdo C' denotada por ®, com inversa W, que planifica
09 préximo de x°. Note que

X;, se i=1,..n—1,
d(x) = : ,
Xp — Y(X1, .-y Xn_1), S€ i=n.

Consideremos y = d(x), x = V(y) e defina v(y) = u(V(y)). Usando o que fizemos anteriormente,
estendemos v de B* para uma funcédo v definida em B, tal que v € C' (B) e, pela estimativa
anterior, temos

||V||W1,p(3) <C HV||W1vP(B+) '

Agora, seja W = V(B). Voltando para a variavel x, obtemos uma extenséo u de u para W, com

HDHWW(W) <C HUHWW(Q)

De fato,
i+ 5 e 5[5 - o] 2 e
<1 wl|Oxk  Oxk Oxp w | Oxp
Fazendo uma mudanca de variaveis, obtemos
viy) 0v)

E)xk 0x,, OX;c

1Tl%yemy < C [/ IV(y)!”dy+
B

- CHVHWw < CHVHW1PB+ < CHUHWLP(Q)

p
dy

Ul oy < Cllullyrsg)- Como 09 é compacto, existem x7 € J9, abertos W e
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N
extensdes u; de u para W;com = 1,..., N de modo que 0f2 C U W;. Tome W, CC € tal que
i=1

N
e seja (go,),'\z’o a particdo da unidade associada. Escreva u = Z pju; onde Uy = u, e entdo, pela

i=0
estimativa que obtivemos anteriormente, segue que

N N
> il <Y 19wy
=0

wi 'P(R”) i=0

N N
S CZ ||l7’||W1p(VV,) S CZ ||ui||W1xP(QﬂVV,-) S C ||u||W1,p(Q) '

i=0 i=0

HD||W1vP(R”) =

Observagdo. Podemos fazer ajustes de modo que supt(u)p; CC V e supt(u) CC V onde V é
tal que Q CcC V.

Entao, definimos Eu = u. Por construgao, E € linear e resta verificar o caso em que u nao
é C*. Suponha que u € W'P(Q2) com 1 < p < oo, e escolha (Uy)m=1 C C () convergindo
para u em W'P(Q). Segue da desigualdade acima e da linearidade de E que

| Eum — Eel| yrpgny = [1E(Un — o)l yrogn < Cllum — tell yrpg) < Ce, € > 0.

Assim, (Eupm)m>1 € de Cauchy em W'P(R") que é espaco de Banach. Logo, Eu,, — U = Eu que
satisfaz as conclusbes do teorema. O]

4.6 TRACOS

Como mencionado anteriormente, nem sempre as fungdes de Sobolev estao definidas na
fronteira. Como 02 tem medida n-dimensional de Lebesgue nula, ndo ha um significado direto
gue possamos dar para a expressao “u restrita a 92. O operador trago resolve esse problema.

Antes de demonstrar esse resultado, precisamos exibir dois resultados que serao utiliza-
dos: o Teorema da Divergéncia e a desigualdade de Young.

Teorema 4.12 (Teorema da Divergéncia). Seja F € C' (<;R"). Entéo,

/divudx:/ urds.
Q o0

Demonstracdo. Para uma demonstragao detalhada, consultar (LIMA, 2014, P. 492-494) O
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1 1
Teorema 4.13 (Desigualdade de Young). Sejamp > 1 e g < oo tais que I_J + 6 = 1. Entdo

a b?
ab < — + —,
p q
para todos a, b > 0.
Demonstracdo. Para uma demonstracao detalhada, consultar (EVANS, 2010, P. 706). O

Agora, podemos prosseguir para a demonstragéo do teorema do Traco.

Teorema 4.14 (Traco). Seja Q limitado com 02 de classe C'. Entdo existe um operador linear
limitado
T: W'(Q) — LP(09)

tal que
(i) Tu=ulygseue WPQnNC(Q),
(ii) HTU”LP(BQ) < CHUHWMP(Q)’

para cada u € W'P(Q).

Demonstragdo. Suponha inicialmente que u € C' (Q). Também, podemos supor x° € 9Q e

0Q planificavel proximo de x°, pertencendo ao plano {x, = 0}. Escolha uma bola aberta B,
~ r

conforme fizemos no teorema anterior, e seja B a bola concéntrica de raio > Tome ¢ € C2 (c0),

comp >0emBep =1em B. Denote por = 00N B. lIsso que fizemos até agora esta
representado na figura abaixo.

Figura 4.6 — Representagdo do conjunto I

2 N
7 . B
/ - - _B p
- ~ \
/ / N
! / o \
| | ok | ‘
| \ ] |
Normal Exterior \ \ / !
\ ~ Ve /
\ s =7 /
N\ /

Fonte: Elaborado pelo Autor

Seja x' = (X4, ..., Xo_1) € R"'. Entéo, usando o Teorema 4.12, segue que

/ P ax < /{ Al = - / (Pl uP)s, o = — / ulPps, + plulP~ (sgn(u)) uy, 0 .
r Xn=0 B+ B+
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Usando a desigualdade de Young 4.13, obtemos
/|u\de’ < c/ Py, + (§|U\P+ |anyp) pax < Cf JuP+luPax<cl |uP+|Duldx.
r B* B* B*

Agora, se x° € 9 e 9L nao é planificavel préximo de x°, fazemos y = ®(x), x = V(y) e entdo

temos

/ U dS = / U((x))P| det JO(x)| dS < C / U ()P dS’
r PN

()

<c / )P+ |Duly)Pdy = C / UO)P + | Du(x) P dx
B+ Q

onde " é algum aberto de 92 contendo x°.
Como 9N é compacto, existem x? € 99 e subconjuntos abertos I; C 9Q comi=1,...,N
tais que

N
o = Uri e HUHLp(r,») < CHUHWLP(Q)’
i=1

paratodo /= 1,..., N. Consequentemente, se escrevemos Tu = u|aQ, entao

N
||TU||Lp(aQ) < Z HUHLp(r,) < CHU”WW(Q)’

i=1

para alguma constante C apropriada. Agora, suponha u € W'P(Q). Entdo, existe (Un)m>1 C
C™ () convergindo para u em W'?(Q). Dal,

| Tum — TUZHLP(@Q) = || T(um — UE)”LP(aQ) < Cllum — UKHWW(Q)’

e entdo (Tup,)m>1 € de Cauchy em L” (02). Logo, existe Tu € L°(09) tal que Tu, — Tu.
Definimos
Tu = lim Tu, em LP(09).

m—o0

Finalmente, se u € W"P(Q) N C (Q), ent&o (um)m>1 C C> () converge uniformemente para u
em Q. Portanto, Tu = u|,q. O

Observacéo. E importante destacar que esse operador, em geral, ndo é sobrejetor, o que pode
ser visto em (PONCE, 2009, Teo. 5.8, P4g. 128-129).

Como o trago de uma fungao é um operador linear, sabemos que ele possui um nucleo.
O préximo resultado nos diz que esse nlcleo é o espaco de Sobolev Wg P(QQ). Para provar isto,
utilizaremos a desigualdade de Jensen, enunciada abaixo.

Teorema 4.15 (Jensen). Segja f : R™ — R convexa e Q C R" aberto, e limitado. Seja
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u: Q — R™ integravel, entdo

f<][udx> < ][f(u)dy.
Q Q

Demonstracdo. Para uma demonstracao detalhada, consultar (EVANS, 2010, P. 705). O

Teorema 4.16 (Traco nulo). Seja Q limitado com 092 de classe C' e suponha que u € W'P(Q).
Entao
uec W,P(Q) < Tu=0emof.

Demonstracdo. Suponha que u € Wg P(Q). Entao, por definigdo, existem fungdes u, € C° (00)
tais que
Un — u em W"P(Q).

Como Tu, =0em dQ paratodom > 1e T : W'P(Q) — LP(9) é um operador linear limitado,

segue que Tu = lim Tu, = 0 em 0N).
m—-o0

Agora, suponhamos que Tu = 0 em Jf2, e queremos mostrar que u € W(; (). Usando o
Teorema de Extensado 4.11, podemos supor que

u e WPR"),
u tem suporte compacto em R”,
Tu=0emdR! =R"".

Entéo, como Tu = 0 em R"™', existem fungdes u, € C' (R?) tais que

Un — u em W"PR") (4.10)

Tum = Up|gos — 0 em LP (R"7). (4.11)

Sejam x’ = (X, ..., Xp—1) € R"" e x, > 0. Entao, temos

lum(X’, x5)| <

ium(x’, t)’ dt.

Xn 8 Xn
/ / < ’
um(x’,0) +/0 8x,,um(x b dt‘ < |um(x, 0)] +/0 Ix.

Portanto, elevando a p ambos os lados da desigualdade acima, integrando e utilizando a

desigualdade 4.15, obtemos
a P
Um(X', t)‘ dt) dx’}

/ |um(X', xp)[PdX' < C [/ |um(x’,0)\pdx’+/ (/
Rn—1 Rn—1 Rn—1 0 aXn
Xn P dt
<C [/ |um(x',0)|pdx’+/ x,‘,’/ —dx’] :
R—1 Rn—1 0 Xn

d /
a—XnUm(X , 1)
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Desenvolvendo a expressao acima,

/ lum(x', x,)|Pdx" < C [/ |Um(X', 0)|P dx +xP~ / / | Dup(x', t)|P dx’ dt} :
Rn—1 Rn—1 0 Rn—1

Fazendo m — oo, usando (4.10) e (4.11), temos

Xn
/ lu(x’, x,)|Pdx" < C { lim / |Um(X’, 0)|P dx +x2~ " lim / / | Dup(x', t)|P dx’ dt}
Rn—1 m—o0 Jmn—1 m—oo Jq Rn—1

Xn
= x,‘,’_1/ / |Du(x’, t)|P dx’ dt,
0 Rn—1

gtp x, > 0. Agora, seja ¢ € C™ (R,) satisfazendo

p=1em]|0,1],
p=0emR, —[0,2],
0<p <.
€ escreva,
PmlX) = P(mMxp), x € R
{ Wn(X) = U = Pm(x).
Entao,
%ﬁ:’ (%) = U, ()1 — (X)) — mu (mx,),
Dywm(X) = Dy u(x)(1 — pm()).
Consequentemente,

o
| Dwm — DulP dx =/ dx < C[ |DyulPlemlP + |ux,om — mug’ (mx,)|P dx
RY

R?

2
< c/ yDu\Py<medx+CmP/m/ |ulP dx’ .
R? 0 JRo-t

<Dxxwm, %‘im) — Du
n

RY

Denotemos por

2
Am = C/ |DulP|lpm|Pdx e Bp= Cmp/m/ |u|P dx’ dt.
R? 0o JRo-

Fazendo m — oo, temos que A, — 0 pelo Teorema 4.2. Resta estimar B, 0 que é feito pela relagéo
obtida anteriormente. Temos

2 t 2 2
Bn < Cmp/ (tp—‘/ / |DulP dx’ dx; n> dt < Cmp/ tp—1/ / |DulP dx dx; n | dt
0 0 JRr—1 0 0 RA—1
2 2 2
=CcmP / =1 dt / / |DulP dx'dx;n | = C/ / |DulP dx’ dx; n — 0,
0 0 RA—1 0 Rn—1

pelo Teorema 4.2 também.
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Assim, Dwp, — Duem LP (R7) e, além disso, como wy, — uem LP (R]), segue que

wm — U em WHPRM).

1 .
Mas wm = 0se 0 < x, < —. Entéo, podemos regularizar wp, fazendo uy, = wpy * 1k, de modo que
m

1
Ky < —.e assim, obtemos fungées up, € C° (R7) tais que
Un — u em W'PR").

Portanto, u € W, (). O

4.7 DESIGUALDADES DE SOBOLEV

O objetivo agora € estabelecer imersdes de espagos de Sobolev em outros, as quais
sao ferramentas interessantes para alguns problemas. Para isto, recorreremos as chamadas
Desigualdades de Sobolev, os quais sdo ferramentas analiticas cruciais.

Faremos as devidas demonstragdes, primeiramente para fungdes suaves e, utilizando a
densidade ja vista anteriormente, as estabeleceremos também para fungcoes em varios espacos
de Sobolev relevantes.

Considerando o espaco W'”(Q), podemos nos fazer o seguinte questionamento: Uma
funcdo u € W'P(Q) pertence automaticamente a outros espacos especificos? A resposta para
essa pergunta depende de qual caso estamos analisando, isto &,

a) 1<p<n

c) n<p<oo.

Inicialmente, estudaremos os casos a) e ¢) e, posteriormente, completaremos com a abordagem
do caso restante.

4.7.1 Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Assumindo que 1 < p < n, podemos nos perguntar se & possivel obter uma estimativa
da forma
HUHLG(R”) <C ||DUHLP(R”) ; (4.12)

para determinadas constantes C > 0, 1 < g < oo e todas as fungdes u € C.° (]R”).
Provaremos que a estimativa (4.12) é valida apenas quando g possui uma forma especi-
fica. Considere u € C5° (R") com u # 0, e defina a fungéo uy(x) = u(Ax) para x € R" e A > 0.
Entao, aplicamos (4.12),
||U/\||Lq(Rn) < CHDU>\||LP(R”)'
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Desenvolvendo o lado esquerdo, temos

1
ol = [ Jlax= [ Juowlrox= L [ iy,

Rn Rn

e no lado direito,
CPAP
& 10t = & [ 1P ox=0° [ roupwPax= S [ joupay.
R Rn R

Assim, obtemos

1 A _n,n
E ||U||Lq(Rn) <C- E ||DU||LP(R") — ||U||La(Rn) <C-N'7e ||Du||LP(R”)'

. - . n n
Analisando a expressdo acima, notamos que se 1 — — + — # 0, podemos fazer A — 0 ou
. . n n i np
A — +00, obtendo uma contradigdo. Assim, deve ocorrer1 — —+ — =0,0quenosdaqg= ——.
n—p
Com base no desenvolvimento acima, podemos realizar a seguinte

n,
Definicdo 4.10. Se 1 < p < n, o conjugado de Sobolev de p é p* = %’

Dessa maneira, a desigualdade (4.12) s6 vale para g = p*, e para demonstrar isso,
utilizaremos a seguinte desigualdade.

1 1 1
Lema 4.3 (Desigualdade Geral de Hélder). Sejam1 < pq, ..., pm < 00, com ;+;+~ . '+p— =1

1 2 'm
eux € LP(Q) parak =1, ..., m. Entdo

m
JACEEEES | (s
Q k=1

Teorema 4.17 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Seja1 < p < n. Entéo existe
uma constante C, dependendo somente de p e n, tal que

|ul 1o Ry = C”DUHLP(R")’

para toda u € C(R").
Demonstracdo. Efetuaremos a demonstracéo dividida em dois casos: p=1e1 < p < n.

Comecemos por p = 1. Como u € C; (R"), temos valido paratodo i = 1,...,ne x € R que

Xi
U(X) =/ UX,'(X15-'-!Xi715yi!Xi+15-'-!Xn)dyi i,

—00
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logo,

Xi Xi
lu(x)| = V Us (X1 o s X1y Yis Xizts -ee s Xn) Ay S/ | Ui (X3 ooy Xit, Viy Xty e Xn)| AYi
1

Xi oo
S/ |DU(X1,...,x,-_1,y,-,x,-+1,...,xn)|dyiiS/ |DU(X1, vv s Xiet, Yis Xists e s Xn)| AYi i

Assim,
=

—00

n 9]
|U(X)‘% S (/ ‘DU(XM-'-7Xi—15y/7Xf+15-'-,Xn)‘dyi I)
i=1

Integrando ambos os lados em x;,

n

1
/ ]u\n"1dxﬂ§/ H(/ ]Du|dyii) dx; 1

i=1

0o ,,1j oo N 0o ﬁ
= (/ |Du]dyi1) [/ (/ | Du| dy; i) dxﬂ] .
—00 —00 o —o0

1=

Usando a desigualdade geral de Holder, obtemos

o0 n o0 ,71? n o0 [o'e) n—1
/ |77 dx; 1 < (/ |Du]dyi1) (H/ / |Du| dx; 1 dy; 1 .
—0o0 —0o0 j=2 —00 J —00

Agora, integrando a desigualdade acima com respeito a xo,

0o 0o 0o oo n1T1 o oy
/ / |U|ﬁ dXi1 dXi2 S (/ / |DU| dXi1dyi 2) / HJin—1 dXi 2
—00 J —00 —o00 J —00 —o0 ;3
i#2

onde J; = / / |Du| dx; 1dy;i,i > 3. Aplicando 4.3 novamente, obtemos

n

o0 o0 n o0 o0 n1T1
/ / |u|"=7 dx;1dx; 2 < (/ / |Du|dxi1dyi2) H
— 00 — 00 — 00 — 00

i=1
72

g7

i

[n—1 (Rn)

1

0o 00 ,1171 n 00 OO OO o
- </ / \Du|dxi1dyi2> H </ / / | Du| dx; 1 dx; 2 dy; i>
—00 —0oQ I=1 — 00 — 00 — 00
i

Continuando esse processo para as demais variaveis até x,_1, obtemos
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1

0 e’} n n—1 00 00 n—1
/ / lul~=Tdxi1...dxin—1 < H(/ / |Du|dxi‘l...dyii...dxin—1)
—00 —00 : —00 —o0
o

i=1

o =l
</ / yDu|dxi1...dxin—1dyin> :
—0 —o0

Aplicando Hélder, temos
1 n

n n o o0 n—1 n—1
/ yuymdxgl_[(/ / Du\dxn...dyii...dxin) = (/ \Du|dx> :
" =t \/—o0 —00 "

n—1
el = ([ 1 ex) < [ Joulax= [Dull e, 0

Com base3 6nesse resultado, podemos estabelecer estimativas semelhantes para o

Logo,

espaco de Sobolev W'P(Q), o que & visto no

Teorema 4.18. Seja Q C R” um aberto limitado e suponha 02 é C'. Assumal < p < ne
u e W'P(Q). Entdo u € LP" (Q), com estimativa

lul

Q) S CHU”WLp(Q)-
Demonstracdo. Como 02 é C', existe uma extensdo Eu = u € W"P(R") tal que
¢

Uu=uemS,
U tem suporte compacto, (4.13)

||U||W1’p(R”) S C ||U||W1,p(Q) '

Como u tem suporte compacto, segue do Teorema 4.8 que existem u,, € C;° (R”) tais que
Un — 0 em W'P(R"). (4.14)

Agora, pelo Teorema 4.17, existe C > 0 tal que

||Um — U/| LP* (R7) S C ||DUm — DU/HLP(]R”) ,Vm, / Z 1.

Portanto,
un — tem L” (R"). (4.15)

Novamente, pelo Teorema 4.17, temos

||Um| LP* (R7) <C HDUmHLp(]R")'
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Logo, (4.14) e (4.15) implicam que

18] o gy < C 10T ozn -

Usando (4.13), segue que

| ul @) S |al 1o Ry S CHDDHLP(R”) <C HUHth(Q)- 0

Além disso, podemos ainda obter uma estimativa ainda melhor em Wg P(QQ), apresentada

no

Teorema 4.19. Seja 2 C R" um aberto limitado. Suponha u € Wg P(Q) para algum1 < p < n.
Entédo, temos a estimativa

||U||Lq(Q) <C ||DUHLP(Q)’
para todo q € [1, p*].

Demonstragdo. Como u € WJ"’(Q), existem fungdes u, € C° (co) com u, — uem W'P(Q).
Estendendo cada u,, para

_ Un, Sex € Q,
Un(x) = -
0, sexeR"—Q.
e aplicando 4.17, obtemos
|ul ) < C ||DU||Lp(Q)- (4.16)
~ p* p*
Como |Q| < oo, entdo se p; = E eqg=— 7 temos

g q 45 a1p i a qi1 q p*:q
[ullfay = Q\U| dx < Q||U|| dx Q|1| dx | < lullfr g - M) 7

Logo, 10 () > POY (4.16),

Ul ay < Cllul Ul a@ < C||Dul| q, paratodo g € [1, p]. O

Antes de introduzirmos as estimativas no caso n < p < oo, vejamos brevemente o

que ocorre se p = n, chamado de caso “borderline”. Por conta do Teorema 4.18 e do fato que

n
C = n pp — +00 quando p — n, € comum esperar que u € L™ (Q2) dado que u € W""(Q).
Mas isso € falso quando n > 1.

Vamos considerar agora 0 caso n < p < oo e, hesse caso, verificaremos que u € W'P(Q)
€ Hdélder continua com um determinado cuidado que seré detalhado. O préximo resultado é
nomeado como Desigualdade de Morrey. Para demonstra-lo necessitamos da desigualdade de
Jensen 4.15 e de Hdlder, enunciada abaixo.

Teorema 4.20 (Desigualdade de Morrey). Segjan < p < oo. Entdo existe uma constante C tal
que

||u||C0"Y(R”) S C HUHWLP(R”)
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n
paratodau € C' (R"), onde~y =1 — o

Demonstracdo. Primeiramente, verificaremos que existe uma constante C, tal que

D
][ |u(y) — u(x)|dy < C/ 'LVLdy, (4.17)
B(x,r) B(x,r) ly — x|

para cada bola B(x, r) C R". Para provar isso, fixe um ponto w € 9B(0, 1). Entdo, se 0 < s < r,
temos

S d S S
lu(x + sw) — u(x)| = / au(x+ tw) dt‘ = / Du(x + tw) - wdt‘ < / |Du(x + tw)| dt.

0 0 0

Consequentemente,
)
/ |u(x + sw) — u(x)| dS(w / / |Du(x + tw)| dS(w) dt. (4.18)
8B(0.1) o Jaso.

Agora,

S s
|Du(x + tw)| dS(w) dt = | Duty)| dS(y)dt = M dy < M dy
- tn—1 | _ |n_1 | — |n_1
0 J8B(0,1) 0 JAB(x,t) Bix,s)IX =Y Bx,n1X —Y

onde tomamos y = x + tw e t = |x — y|. Além disso,

1
/ |u(x + sw) (x)| dS(w — / |u(z) — u(x)| dS(z)
9B(0,1) " s dB(x,s)

Usando os calculos anteriores e 4.7.1 em (4.18), obtemos

D
[ wa-wniss@ < [ I,
9B(x,s) B(x,r) Ix —y

que, quando integramos com respeito a s de 0 a r, nos fornece

Du(y
/ lu(y) — u(x |dy<—/ | n1d
B(x,r) B(x,r) ‘X_ |

Logo, (4.17) é vélida. Agora, fixe x € R". Aplicando a desigualdade (4.17), obtemos
Du(y)
()] < ][ u(x) — u(y) dy+][ u(y)|dy < c/ APUDL e
B(x,1) B(x,1) B(x,1) |X - }’|

p=t
4.5 o 15 1 P
<C | Dul? dy / T (—1) £ dy +C HUHLP(R”) <C HUHWLP(RN)’
R" B, |x — y|" e
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onde a ultima desigualdade é valida, pois sendo p > n, sabemos que (n — 1)% < n. Logo,

;
/ <o
Bet) [x — y |

Como x € R" foi tomado arbitrariamente, segue que
Sﬁjnp’u’ < CHUHWW(R")- (4.19)

Agora, escolha dois pontos x,y € R" e escreva r = |x — y|. Definindo W = B(x, r) N B(y, r),
obtemos

u(x) — u(y)] = [ux) — u(y)| f oz - ]1 () — uly)| dz
w w
ffWM—uw+Ma—MWMZSva%wMMWﬁfWM—uwwz
w w w

e pela estimativa (4.17),

1 =1
g dz ?
|u ) —u(z)|dz< C \u —u(z)|dz< C |DulP dz —————dz
(=155
B(x.r) Bixr) |x — z|'" e

< C( —r=Ng5 ) HDU”LP ®n) = =Cr'” HDUHLP(R”)'
Analogamente,
# 10 — w2l dz < ' 1Dul ey
w

Substituindo as estimativas acima em (4.18), obtemos
lu(x) — u(y)| < 2Cr' " ||DU||LP(R") = Clx — Y|17‘7’ ||DU||LP(R")'

Portanto,

|u(x) — u(y)]
. = Ll AV A B W
[U]C0’1_E(R” Xl;/}[/){ |X_y|1_g ~ C“DUHLP(R”)’

e o resultado esta provado. O]

Observacdo. Observe que usando coordenadas polares, conseguimos mostrar que

Du Du(x + sz Du(x + sz
B(x,s) Ix —y| B(0,1) |sz|"= B(0,1) |z|"=

// |Du(x + spw)|sdsdp = // |Du(x + tw)| dS(w
dB(0,1) dB(0,1)

Podemos notar que no resultado anterior, a estimativa encontrada foi para u definida em



55

todo R"”. Podemos entéo fazer a seguinte pergunta: sera que um resultado parecido é valido no
caso em que u € definida em Q C R” limitado?
Isso sera respondido no préximo teorema, mas antes, é necessario fazer a seguinte

Definicdo 4.11. Dizemos que u* é uma versdo de uma dada fungdo u se u = u* gtp.
Com esse conceito estabelecido, podemos enunciar e demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 4.21. Seja Q) C R” um aberto limitado com 02 de classe C'. Suponha quen < p < oo
— n
eu € W'P(Q). Entdo, u tem uma versdo u* € C*" (Q), para~y =1 — o com estimativa

HU*HCOW(Q) <C ||U”W1,p(§z) :

Demonstragdo. Faremos a demonstracdo apenas do caso n < p < oo. Como 0f2 é de classe
C', pelo Teorema 4.11 existe uma extensdo Eu = u € W'P(R") tal que

u=uem?q,
U tem suporte compacto,

Ul wis@ny < Cllull wingn) -

Suponha que n < p < co. Como U tem suporte compacto, sabemos pelo Teorema 4.8 que
existem fungdes un, € C° (R") tais que

Upn— U em W'PR"). (4.20)

Agora, pelo Teorema 4.20, temos que ||uy, — u@\|00,1_g(Rn) < C||um — el y1pn Para todos
¢,m > 1, ou seja, (Un)m>1 € uma sequéncia de Cauchy em co' e (R”) que é espaco de Banach.

Entéo, existe u* € C*'"» (R") tal que

n

Up — u* em C*' "¢ (R"). (4.21)

Portanto, por (4.20) e (4.21) temos u™ = u gtp em €2 é uma versdo de u. Além disso, a estimativa
da desigualdade de Morrey implica em

||U*HCOY1*%(Rn) = mII_EnOO ||umHCOY1*%(Rn) S lel_inoo ||UmH W1vP(R") = C ”DH W1vP(R") -
Portanto, o caso em que n < p < oo esta provado. O]

Nosso intuito agora é reunir as estimativas anteriores para obter desigualdades para
derivadas de ordem superior. Temos 0 seguinte resultado

Teorema 4.22 (Desigualdade Geral de Sobolev). Seja Q C R" aberto, limitado e com fronteira
09 de classe C'. Assuma que u € W*P(Q). Entdo,
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n k
a) Sek < [—) entdou € L9(2), onde — = — — o Além disso, vale a estimativa

p
[ull oy < C llull ey -

b) Sek > g entdo u € oum R (Q), onde

¢ Z,
€.

TISTIS

n
Demonstracdo. Comegaremos provando o item a). Para isto, suponha que k < l_3 Como

D%u € L (2) para todo || < k, a desigualdade 4.17 implica

10%U]| e gy < € || DIO°W) | 1oy = C10°Ulingy < C lulliny - s€ 18] < K — 1.

) H LP(Q)

* kK 1
Entdo, u € W """ (Q). De modo semelhante, obtemos que u € W* 2P (Q), onde =

1 1 1 2
el Repetindo esse processo k vezes, temos que u € W9(Q) = L(Q), para

pr n p

1 k

Plale et Além disso, como em cada etapa obtivemos estimativas da forma
|| DBI

ul ey < Cillullwea-ing

1 .
. Isso nos da que

[Ull i) < CCit oo Cr [[Ull oy = C llUllwroey -

n n
Agora, suponha que k > [—) e [—) ¢ 7.. Fazendo o mesmo processo do caso anterior, obtemos

1 1 14
ue Wt(Q) com — = e

desde que /p < n. Escolhamos ¢ € Z tal que

I < n <Il+1,
p
. . n o .
isto &, { = [E] (a parte inteira). Assim,
1 —/
r np n—/{p
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e como

1
n—ip > '5 temos que r > n. Podemos entado aplicar a desigualdade de Morrey para
obter

||DOCU||COY17$(§) <C HDaUHW”(Q)’ la| <k —€—1,

ou seja, D*u € C*'~+ (Q) paratodo |a| < k — ¢ — 1. Observe que

i J—
L R L €p=€+1—ﬁ=H+1__'
r n—(p P p |p P

Assim,

Também, obtemos

1D%ull gor-3 gy = Cllullwereigy < Cllullwesgy -

)

n n
Por fim, suponhamos que k > g e g € Z. Sejal = [EJ] —1= 5 — 1. Repetindo o argumento

feito para o primeiro caso, obtemos

ue Wb Q), r=
Aplicando o Teorema 4.18, temos

D%yl

pr@ < ClID Ul yipq) . Vo < n.
1 1 1 .

Como — = — — — > 0, entdo p* > p = n, e segue que
p p n

n n
D%u e L9(2), paratodog>ne|a|<k—(—1=k— LB} =k_;_7'

n

Aplicando a Desigualdade de Morrey 4.20, obtemos que D*u € C*'~ 4 (Q) paratodo g > ne

n

la] < k — [g] —1. Logo, u € Ck_["]_w (Q), com0 < v < 1. n

4.8 COMPACIDADE

Uma consequéncia da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev é que W'*(Q) esta
imerso em L”" () para1 < p < n,comp* = % O objetivo agora sera demonstrar que tal
imerséo é compacta em L7 (QQ) para1 < g < p*, ja que isso é fundamental para o estudo de
EDP’s. Comecemos com a definicdo de imersdo compacta.

Definicao 4.12. Sejam X e Y espagos de Banach, com X C Y. Dizemos que X esta compacta-
mente imerso em Y se



58

(i) |lully < C||ul|, para alguma constante C, onde u € X;
(i) Cada sequéncia limitada em X é pré-compacta em Y, isto é, se (ux)x>1 € uma sequén-
cia em X com sup ||uk||, < oo, entdo existem uma subsequéncia (u)j>1 C (Ux)k>1 €
k>1

u € Ytais que
i [y~ ul, =0
Lema 4.4 (Interpolacdo). Sejam1 <s<r<t<0e
(1-9)
-

~ | =
I
nl

Suponha também que u € L°(Q) N L' (). Entdo,u € L' (Q) e

0 1—60
HUHU(Q) < ”UHLS(Q) HUHU(Q)'
Demonstracdo. Para uma demonstracdo detalhada, consultar (EVANS, 2010, B.2.h, P. 707-
708). O
Podemos agora enunciar e demonstrar o

Teorema 4.23 (Rellich-Kondrachov). Seja Q C R” aberto e limitado, com 09 de classe C'.
Suponha que 1 < p < n, entao
W'(Q) cc L9(Q)

paracadal < g < p".
Demonstracdo. Fixe 1 < g < p* e note que sendo 2 limitado, o Teorema 4.18 implica que

W) C L) e lullg < Cllullyg -

Resta verificar a propriedade (ii) da definicdo anterior, isto €, se (up)m>1 € uma sequéncia limitada
em W'P(Q), entdo existe (up,) que converge em L7 ().

Devido ao Teorema 4.11, podemos assumir, sem perda de generalidade, que 2 =R" e
que as fungdes (Un)m>1 tém suporte compacto em algum aberto limitado V C R". Podemos
também assumir que

SUp [|tn|| 1y < 00 (4.22)
m>1

Primeiramente, estudaremos as fungdes suaves
£
Um =T * Un,
sendo 7). o regularizador. Suponhamos que (u,)»>1 tem suporte em V. Temos inicialmente que

u, — Unem L(V) quando ¢ — 0, (4.23)
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uniformemente em m. Para verificar (4.23), note que se u,, é suave, entao

1
d
Up(X) — Unm(X) = / nW)Un(x —€y) — up(x))dy = / n(y) / a(um(x — cly)) dtdy
B(0,1) B(0,1) 0

1
= —¢€ / n(y) / Dup(x — ety)y dtdy.
B(0,1) 0

Portanto, podemos tomar V CC V com ¢ < dist(V, 9V), de modo que

1
/ |US(X) — Un(x)] dx < 5/ n(y)/ / |Dup(x — ety)| dxdtdy < 8/ |Dum(z)| dz .
% B(0,1) 0 v v

Por aproximagao, essa estimativa vale se u, € W'?(V). Consequentemente,
| um — UmHU(V) <e€ ||DUm||L1(V) < Ce ”DUmHLP(V)’
e isso vale, pois V é limitado. Devido a (4.22), temos
u-, — Upem L' (V), uniformemente em m.

Como 1 < g < p*, podemos aplicar a desigualdade de Interpolagdo para as normas LP, obtendo

1-0
LP* (V)

0
|um — Um”Lq(V) < lupm — UmHU(V) | — Ul

1—-0

P

1
onde ZI =0+ 0 < 6 < 1. Por (4.22) e a desigualdade 4.17, segue

0
||U,5n - Um”Lq(v) <C ||U,6n - Um|| .

Agora, temos que para cada € > 0 fixado, a sequéncia (u;,)»>1 € limitada e equicontinua. De
fato, se x € R” entéo

C
lup(x)| < / N(Xx=y)|um(y)| dy < 17 | oo eny [ U] QY < 17 oo gy Um0y < on < oo.
B(

X,E) B(x,e)
para todo m > 1 e, de modo analogo,

C

€n+1

| Dup,(x)| < / | Dne(x — y)[um(y)| dy < HDnsHLoo(JRn) HUmHU(V) < < 09,
B(x,e)

para todo m > 1. Logo, up,, e Du,, sdo uniformemente limitadas. Agora, fixe 6 > 0. Queremos
mostrar que existe uma subsequéncia tal que

limsup || um, — U,
J,k—00

| jany < 0. (4.24)



60

Para isto, aplicamos (4.23) para escolher € > 0 tal que

€

lum

N>

- Um”Lq( S (425)
para todo m > 1. Agora, aplicamos o teorema de Arzela-Ascoli, e obtemos (u: ),>1 C (u ),,,21

tal que

= 0. (4.26)
LIA(V)

lim sup H u, —
j,k—00

Entao, por (4.25) e (4.26), segue que

lim sup || tm, — U, || jany < 0.

J,k—00
1 .
Fazendo § =1, 5o e usando (4.24), temos que existem
(UM)j>1 C (Um)m>1 tal que limsup H uth < 1;
- - jk—00 La(v)
(2) (1) 1 .
(47)j>1 C (4;”);>1 tal que lim sup <z
a j k=00 Lagy)y — 2
1
()21 € () tal que timsup ||yl — o) | <
jk—o0 L) — /L
Escolhemos
1
() (1) ) 1oy -
Um, = U tal que || y; ] oy S 1+ /L
1 1
2 . . .
Un, = u tal que [[u® —ud| ., < sty Vhk =k =
1 . . .
Um, = U tal que Hu}@ m w7t Pk Z ez 2
Com isso, extraimos (Um,)e>1 C (Um)m>1 tal que
lim sup ||tm, — U, || = limsup || & — o || < lim supl AL
i>k>1 i>k>1 ’ ksoo K K+1

Logo, (Um,)e>1 € de Cauchy em L9 (V) e, portanto, converge para alguma u € L7 (V). Portanto,
como §2 C V, vale
W'P(Q) cc L9(Q),

paratodo1 < g < p". O

Observacdo. Note que quando p — n, temos que p* — oco. Assim, como p* > p, 0 caso em que
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p = n, bastando aplicar a Desigualdade de Morrey. Assim, o Teorema anterior continua valido no
caso p = n, isto &, W'P(Q) CC LP(Q) paratodo 1 < p < oo. Além disso, W, P(Q) CC LP(Q) se
nao assumirmos 05 é de classe C'.

Por fim, veremos como a imersdao compacta pode ser utilizada para gerar novas desigual-
dades. Para os proximos dois resultados, utilizaremos as seguintes notagoes:

(U)a = ][udy e (u)x,,=][ udy.
Q B(x,r)

Teorema 4.24 (Desigualdade de Poincaré). Sejam €2 C R" um aberto limitado e conexo com OS2
de classe C' e1 < p < co. Entdo, existe uma constante C tal que

Ju— (U)Q”LP(Q) <C HDU”L"(Q) :

para cada fungdo u € W'P(Q).

Demonstracdo. Faremos a prova por contradicdo. Suponha que essa estimativa seja falsa, entao
deve existir para cada inteiro k = 1, ..., uma fungéo u, € W'P(Q) satisfazendo

|uk — (ukall gy > K || DUkl| (0 - (4.27)

Defina a normalizacao
ux — (Uk)a

- HUk - (uk)QHLP(Q),

Vi k=1,...

Entdo, temos que
(vi)a =0, |vill o) = 1 (4.28)

e (4.27) implica
1
HDVk”Lp(Q) < E (4.29)

Em particular, as fungdes (vk)x>1 sdo limitadas em W'P(Q). Pela observagao 4.8, existem uma
subsequéncia (vx)>1 C (Vk)k>1 € uma fungéo v € LP () tais que

v, — v emLP(Q).

Por (4.28) segue que

Wa =0, [[Vlpg =1

Por outro lado, (4.29) nos fornece que paracadai=1,...,ne ¢ € C° ()

. . aVk.
/qubx, dx = kjlinoo/ﬂ Vi, x; OX = _kjlinoo/g aXi’qﬁdx =0= —/QO(bdx.

Consequentemente, v € W'P(Q) com Dv = 0 gtp. Como €2 é conexo, temos que v é constante
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gtp, 0 que é uma contradicao pois, sendo v constante e (v)q = 0, deveriamos ter v = 0 e, nesse

caso, ||v|| 5 = 0 # 1. Portanto, o resultado esta provado. O

Teorema 4.25 (Desigualdade de Poincaré para uma bola). Seja1 < p < oco. Entéo existe uma
constante C tal que

|u— (U)XJ”LP(B(XJ)) < Cr HDUHLP(B(XJ))’

para cada bola B(x, r) C R" e cada funcdo u € W'P(B(x, r)).

Demonstragdo. O caso 2 = B(0,1) é uma aplicacdo direta do teorema anterior. Agora, se
u € W"P(B(x, r)) escrevemos

v(y) = u(x +ry),y € B(0,1).
Entdo, v € W'P(B(0, 1)), e temos pelo teorema anterior que
[v = (V)o.1 ||LP(B(0,1)) <C ||DV||LP(B(O,1)) .
ou, equivalentemente,
|utx + ry) — (u(x + r)ot [l pso.1y < ClIDUX + ry) 1osi0.1y) -
Desfazendo a mudanca de variaveis, obtemos
|u(z) — (U)x,rHLp(B(x,r)) < Cr ”DUHLP(B(x,r))-

O

Observagéo. Sejam u € W'"(R") N L' (R") e B(x, r) uma bola qualquer. Entao, pelo Teorema
4.25 com p = 1, temos

n

][ lu— (u)x,dy < C ( |Du|”dy>
B(x,r) Rn

Portanto, u € BMO(R"), chamado de espago das fungdes de variagdo média limitada em
R", onde sua seminorma é dada por

[Ulsmowny = Sup { ][ lu— (U)xr| dY} .
B(x,r)CR" B(x,r)

Esse é o0 caso extremo para o expoente p no Teorema de Rellich-Kondrachov.
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5 METODO DE MINIMIZAGAO PARA O PROBLEMA DE DIRICHLET

Apés a analise aprofundada desta teoria, voltaremos a questao inicial para aplicar tais
conceitos na abordagem do Problema de Dirichlet por meio do método de minimizacao, vide
(PONCE, 2009, Cap. 5). Antes disso, exploraremos um pouco do contexto da época.

Em uma conferéncia em Zurique (1897), David Hilbert (1862-1943) anunciou a revitali-
zacao do Principio de Dirichlet. O método empregado por Hilbert, previamente sugerido por H.
Weber, e de maneira menos explicita, por Cesare Arzela (1847-1912), baseava-se na utilizagdo
de sequéncias minimizantes para obter uma solu¢ao do problema variacional. No entanto, a
demonstracao apresentada por Hilbert era bastante complexa, e surgiram varias tentativas de
simplifica-la, sem muito sucesso.

Apresentaremos a seguir uma demonstracao proposta por Richard Courant (1888-1972),
a qual utilizara a teoria de espacos de Sobolev desenvolvida nos capitulos anteriores. Para isso,
necessitamos de algumas definicoes e resultados.

Definicdo 5.1. Sejam X um espaco vetorial normado, Z : X — R um funcional linear e (ux)x>1
uma sequéncia. Dizemos que (uk)x>1 € uma sequéncia minimizante se Z(uy) — infZ.

Outro conceito importante é o de fungdo harménica,
Definicdo 5.2. Seja u: Q C R" — R. Dizemos que u é harménicase —Au = 0 em €.

Além disso, faremos uso da férmula da média e das desigualdades de Cauchy-Schwarz,
Poincaré e Young.

Lema 5.1. Seja u harménicaem (). Sep € C.° (]R”) é uma fungdo radial tal que

/pdx=1

e supt(p) C B(0,¢), entdo
(p * u)(x) = u(x),Vx €  com dist(x, Q) > e.

Demonstracdo. Por definicdo de convolugao, temos que

(p* u)(x) = / ) p(x — y)u(y)dy = / p(x — y)u(y)dy,

B(x,e)

pois supt(p) C B(0, €). Usando coordenadas polares e o fato de p ser uma fungéao radial, obtemos

/ p(x—y)u(y)dy:/ / p(r)u(z)dSzdr=/ p(r)/ u(z)ds, dr,
B(x,e) 0 OB(x,r) 0 OB(x,r)

onde r > 0 deve ser tomado de forma que B(x, r) C £2. Como u é harménica, podemos usar a
propriedade da média, onde w, denota a area da superficie da bola unitaria n-dimensional, para
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concluir que

(P*U)(X)=/ p(f)/ U(Z)dSzdr=/ p(f)wnf"1U(X)df=U(X)/ p(y)dy = u(x),
0 9B(x,r) 0 n

para todo x € € com dist(x, 9Q) > . O

Observagdo. Note que a condicdo dist(x, 02) > ¢ no resultado anterior, garante que é possivel
tomar B(x, €) inteiramente contida em €.

Lema 5.2 (Cauchy-Schwarz). Seja (X, (-, -)) um espago com produto interno. Ent&o, para todos
u,v € X temos que

{u ) < lullxlIvilx-

A igualdade ocorre se, e somente se, {u, v} é um conjunto de vetores linearmente dependentes.

Demonstragdo. Se (u,v) = 0, o resultado segue imediatamente pela definigdo de norma.
Suponha que (u, v) # 0, em particular, v #0 e para t € R temos

0 < flu—tvl§=(u—tviu—tv) = |ully — t{u,v) — Kv,u) + [t |[vIlx-

Escolha t = <HV’T;> de modo que a desigualdade anterior fica
Vilx
<otz _ ol v) [{u V)P o [uv)P?
0< ||U”x_2 2 2 =||U||X_—2'
vl vl vl
Portanto,

[(u v < lullx lIvilx, Vu,veX

Além disso, note que a igualdade ocorre se, e somente se, existe t € R tal que u — tv = 0, isto &,
us=tv. O

Observagdo. Ao longo desse e dos proximos capitulos, recorreremos a notagdo |u| , Pparaa
norma dos espagos de Lebesgue L” (2) por questdes de simplicidade. Quando for necessario
explicitar o espago (2 considerado, continuaremos utilizando a notago ||| (-

Lema 5.3 (Poincaré). Dados x € 02 e § > 0, seja N(x,d) = B(x,5) N €2. Logo, sed > 0 é
suficientemente pequeno, entao

\mathca{C}_0
; —
H V||L2(/\()7,6)) <G HVVHLZ(/\()?,(S)) , VveC (Q) N Cc (Q) :
Definir em termos de conjuntos.
Demonstragao. Inicialmente, provemos esse resultado para um semi-disco Bf) Seja v uma

funcao definida em B* e considere um quadrado Q = [—L, L] x [—L, L] contendo B*. Estenda v e
suas derivadas até Q como sendo zero em Q \ B".


Adilson Presoto

Adilson Presoto
Definir em termos de conjuntos.

Adilson Presoto

Adilson Presoto
\mathcal{C}_0
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Fixe x € B* e considere o caminho paralelo ao eixo x, (percorrido na diregdo negativa)
ligando o ponto x ao primeiro ponto no qual intercepta OB*, que denotaremos por x,. Tal caminho

pode ser parametrizado por ¢(t) = (1 — t)xp + tx com t € [0, 1]. Entao, temos
Seria melhor sem ponto
ov ' ov X v
—do = —(o(t)) 8¢'(t) dt = lim / —dm = lim —(2)dz,
0X2 0 Oxz €20 Jyore axz €0 Jyose 8X2

onde m denota a medida de Lebesgue. Assim, segue do Teorema Fundamental do Calculo que

/—da = lim /X ﬂ(z) dz = lim v(x) — v(xg + €) = v()).
aXQ

e—0 Xo+E Xo e—0

Agora, notemos que

2 ﬂ ov 2 \/Fxg
VA (x)= —da g 6/ do < 25/ — ) dz< 25/ |V v[?dxp,
s OX2 0 Ox; 0

para todo x < 4/d2 — x2. Integrando a desigualdade acima com respeito a variavel x;,

5 5 /PR
/ vZdxy < 25/ / IVv[dxadxs = 20 |Vvl3.
-5 -5Jo

Integrando na variavel x,, concluimos que

) 5§ pa/6%2—xE )
]v]2=/ / dxodxy <2620 |Vv|, = |v|, <
~sJo

em B*.

Agora, guando consideramos u definida em A(x, ¢), podemos aplicar a fungdo ¢ dada por

X; , se 1<i<n-—1
®(x) = .
Xp — Y(X1, s Xn—q) , S€ i=n.

onde -y é a fungdo dada pela Definigao 4.9. Com isso, o dominio passa a ser um disco semelhante
ao que consideramos inicialmente, e a fungéo v é v(y) = (u o V)(y) com V¥ sendo a inversa de .


Adilson Presoto
Seria melhor sem ponto.

Adilson Presoto
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Figura 5.1 — Fungdo & aplicada ao conjunto A(x, ).

) Yo
/_\ L
Q | = |
| .7 N 1
I/ AU
L L L
X | oo 1 N
. . | |
Inclua a \Psi com sua flechinha, |
f__ Lo __

Fonte: Elaborado pelo Autor

Pela primeira parte da demonstracao, ja sabemos que vale a desigualdade abaixo no
disco obtido apés a transformacéao

VIl < Co[[Vv]| <= [luo V| < Co[|V(uoW)].

nao precisa de paréntesis, s6 coloca entre virgulas.

Agora, notando queldet D,® |= g?jtgé%%%%t%e ®); o lado esquerdo da desigualdade fica

/ uoW[2dy = / ()P - | det D] dx = / U dx = ulfes
B+ /\()?,6) /\()?,6)

enquanto que ao lado direito, temos Nesta passagem, deve colocar as derivadas
parciais de \Psi®j em relacdo a x_j.

2 /Z{ qu}dy</+Z[Z% .rdy

luoW

V(oW

Verificar se € n mesmo, acredito que sera yma constante dependendo de n maior.

Definir o que

ou

g hc? —(x) |daD<de§nc{/ |Vul?dx.
A(x.0) CZ Ox; g A(X,5)

Dessa forma aqui fica menor ou igual a do que.

poderia ser Portanto, segue que

a constante

VIl zagsy < CONVVIeamsy> YV E C'(QNC, (Q). \gedhere.

Lema 5.4 (Young). Sejam1 < p,q,r < oo com

+ + 1.

N~ | =

1 1
p q


Adilson Presoto
Inclua a \Psi com sua flechinha.

Adilson Presoto
\qedhere.

Adilson Presoto
|

Adilson Presoto
|

Adilson Presoto
determinante

Adilson Presoto
não precisa de parêntesis, só coloca entre vírgulas.

Adilson Presoto
dy

Adilson Presoto
Nesta passagem, deve colocar as derivadas parciais de \Psi^j em relação a x_j.

Adilson Presoto
Dessa forma aqui fica menor ou igual a do que.

Adilson Presoto
Definir o que poderia ser a constante C.

Adilson Presoto
Verificar se é n mesmo, acredito que será uma constante dependendo de n maior.

Adilson Presoto

Adilson Presoto

Adilson Presoto

Adilson Presoto

Adilson Presoto

Adilson Presoto
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SefelP(Qegel?(Q),entaofxge Ll (Q)e

fxgl, <Ifl,lgl,-

Demonstracdo. Uma ideia da demonstracao pode ser encontrada em (FOLLAND, 1999, Prop.
8.9, Pag. 241). O

Lema 5.5. Seja (ux)«>1 uma sequéncia minimizante de (5.2). Entao, para toda familia de fungbes
()it em C' (Q) N C°(R) tal que |Vpi|, < M, para todo k > 1, temos

lim / Vug - Vipedx = 0.
Q

k—o00

Demonstracdo. Observe que
IV (u; — Uj)||L2(Q) < ||vui||L2(Q) + HVU/'HLZ(Q) <CVij=>1.
Por outro lado,
Vo= Yy la, = [ V0= Vo

= (/ Vu(Vu; — Vuj) dx —/ Vu(Vu — V) dx) — 0 (i,j — 00).
Q Q
(5.1)

Vejamos porque isso € valido. Dado t € R, temos que uy + tp, € uma fungéo admissivel,
isto &, ux + tox € C' () N C(Q) e ux + tyy = f sobre I, onde (Uk)k>1 € uma sequéncia
minimizante e ||Vxl| 2, < M. Assim,

mog/\VukH‘Vgpk]zdx:/\Vuklzdx+2t/Vuk-VgokdxH‘z/|V<,0k]2dx,Vk21.
Q Q Q Q
Logo,

(/ |V g |2 dx —mo> +2t/ Vuy - Vgakdx+t2/ |Vk|[?dx > 0.
Q Q Q

Com isso, vemos que o determinante da equagao do segundo grau em t, € menor ou
igual que zero, isto é,

2
A=4 (/ YV uy - Vgokdx> —4 (/ \V(p;de) (/ |Vuk\2dx—m0> <0.
Q Q Q
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Desenvolvendo,

2
(/ Vuk-chkdx) < (/ |V90k|2dx) (/ |V uk|? dx —mo)
0 Q 0

< M? (/ |V u |2 dx —mo) — 0, quando k — oo.
Q

O

Para concluir a lista de resultados necessarios para demonstrar o processo de minimiza-

cao, temos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Teorema 5.1 (Convergéncia Dominada). Seja (f,),>1 uma sequéncia de fungbes integraveis que
converge qtp para uma fungdo mensuravel f. Se existe uma funcéo integravel g € L' (X, 1) tal
que |f,| < g paratodon > 1, entdo f € integravel e

/fd,u= lim /f,,du.
n—oo

Demonstracdo. A demonstragao pode ser encontrada em (BARTLE, 1995, Teo. 5.6, P4g. 44) [

Abaixo, temos a demonstragdo completa do método de minimizagédo para solugao do

Au
u

Consideremos o problema de minimizagéo

Problema de Dirichlet

0 emQ,
f sobre 0f).

mo = inf {/ |Vul? dx ‘u eC' ()N C(Q) eu=fsobre 89} (5.2)
Q

onde f € C (0€2). Temos entdo

Teorema 5.2. Seja Q C R? um aberto limitado suave e f € C (09). Se my < oo, entdo o
problema de minimiza¢ao (5.2) admite uma tnica solugao.

Demonstraggo. Sejam (uk)x>1 uma sequéncia minimizante e ¢ > 0 dado. Vamos provar que
existe U. € C' (Q) tal que

p- * U — U. em C' (Q) quando k — co.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|(p= * Ui (X) — (pe * u)(X)] =

/Q pe(x — y) [uily) — y(y)] dy‘

< (/Q p(x —y) dy) 2 (/Q p(x — y) lui(y) — u/(y)|2dy) 2

< C.lui—yl,.
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Logo, segue da Desigualdade de Poincaré, que
[(p= # ) (x) = (pe * U)X < C- VU — Vil 2y - (5.3)

Por um argumento semelhante, obtemos

1
2

|V (pe * u))(x) — V(pe * 4)(x)] < ( /Q p-(x — y) [Vuily) — Vuj(y)]2 dy>

< C.[[Vu - VUjHLZ(Q) : (5.4)

Combinando (5.3) e (5.4), segue que (p. * Uy)x>1 & uma sequéncia de Cauchy em C' (Q),
que ¢ Banach. Logo, existe U. € C' (Q) tal que

p-* U — U- em C' (Q), quando k — oc.

Seja x, € 2 e mostremos que se dist(xp, 0€2) > ¢, entdo U, (xy) = U.,(x) para todos
0 < e4,80 < e. Defina

V(X) = (0 — pey) % 9) (X0 — X), Vx € R?,
onde ¥ é a solugao fundamental do Problema de Dirichlet, ou seja,
1 1
U(y) = =In (—)
2r  \ |y
Entao, v € C° (2). De fato, como v € C* (1), basta mostrar que
v(x) = 0,Vx € Qtal que |x — xo| > e.

Dado x € R? com |x — x| > ¢, afungéo y — 9¥(xo — x — y) & harménica sobre B(0, ¢).
Usando uma variante da formula da média, obtemos

(pe; V)Xo — X) = / P (y)0(Xo — X — y)dy = 9(xo — x), i =1,2.

B(0,e))

Portanto, v(x) = 0 e tem suporte compacto em 2. Por outro lado, temos que

—/ ucAvdx = / Vu, - Vvdx — 0, quando k — oc. (5.5)
Q Q
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Como —AY = §, (a medida de Dirac concentrada em 0) em D'(R?), temos
—Av(X) = —(A(pe; — pe,) * V) (X — X) = —/ A(pey = pe,)Xo — x — y)U(y) dy
Q
= /(p€1 - pez)(XO - X y)Aﬁdy = Pey (XO - X) - paz(XO - X),VX € Rz-
Q

Em outras palavras,

- / UAD dX = (e, * U)X6) — (92 * U)(X). (5.6)
Q
Logo, por (5.5) e (5.6), U-, (%) = U-,(X5). Com isso, vemos que a fungao
Us(x) = U.(x), onde x € Q2 é tal que dist(x, 0€2) > ¢,

esta bem definida e é de classe C'.
Agora, devemos verificar que U, satisfaz as condicdes de contorno do problema dado.
Fixe x € 9Qen > 0. Sejaf € C' (Q) N C (Q) tal que

f=fsobre 90 e / |VF[?dx < oo.
Q

Por uma variante da Desigualdade de Poincaré e a desigualdade triangular, existe 6 > 0
tal que

/ |V(uk—7‘)|2dx=/ |Vu, — VP dx < / (|Vuk]+|V7|)2dx
As(®) As(®)

As(x)
= /A (Ve + 2|V |V + |VIP) dx < p,Vk > 1. (5.7)
5(%)
Dado x € /\g()’(), sejac = %dist(x, 0%0). Em particular,
0 <4e < 6e <. (5.8)
Verifiquemos agora que existe U, € C' (Q) tal que
U.(x) = Up(x), Vx € Qcom dist(x,08) > ¢.

Seja xo € 0L tal que |x — xo| = 3¢ = dist(x, J2), em particular, temos que B(x,e) C
A4-(Xo). Como u, — f = 0 sobre 952, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré,
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juntamente com as expressoes (5.8) e (5.7), teremos

(pe * u)(x) — (pe * H(X)|? =

/ pe(x — y)(ux — f)(y) dy
B(x,e)

< Clilme [

Nae(x0)

|V(uk — AP dx < C/A |V(ug — HPdx < Cn.
Fazendo k — oo, segue que
[Uo(x) = (p- * HX)? < Cnp, ¥x € As (). (5.9)
Logo, pela continuidade uniforme de f em Q, temos
lim sup |Uy(x) — £(X)|* < Cn. (5.10)

X—X

De fato, pela definicdo de limite superior, dado £ > 0 deve existir 6 > 0 tal que

sup |Up(x) — f(X)|?

X€ Vs

< g,

onde Vs é uma d-vizinhanca de x. Agora, note que

sup |Uo(x) — (p= * £)(X) + (p= * )(x) — f(x) + f(x) — £(X)|

XE Vs

< |sup |Us(x) — (p= * A(x)| + sup | (p= * )(x) — F(x)| + sup |f(x) — f(X)|| <,

xX€eVs xeVs xXeVs

por conta de (5.9), da propriedade de convergéncia da regularizante e a continuidade uniforme
de f em Q, e isso mostra que a desigualdade (5.10) é verdadeira. Entdo, como n > 0 é qualquer,
obtemos que lim Up(x) = £(X), isto &, Uy € C (Q) e Uy = f sobre 9.

Devidoxgg que provamos anteriormente, temos que U, é uma funcao admissivel. Vamos
mostrar que

/ |V U2 dx < my.
Q

De fato, sejam w CC Q2 e ¢ > 0 tal que ¢ < dist(0f2, w). Agora, pela desigualdade de
Young 5.4 temos

(/|V(p5*uk)|2dx)2 = (/ |p5*ka|2dx)2
< (/ rp5<x>rdx)2 (/ rka|2dx)2= (/\m!zdx)z_
B(x.e) Q Q
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Fazendo kK — oo, obtemos

/|VUO|2dx=/|VU5|2dx§m0.

1
Como w C (2 é arbitrario, podemos considerar w, = {x €N ‘dist(x, 0) > E} e a

sequéncia f, = x,,,|VU|* de modo que |f,| < [VUy|* e f, = |VUp|? em Q. Portanto, pelo
Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

/ |V U2 dx < my. O
Q
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6 UM POUCO SOBRE ANALISE FUNCIONAL

Neste capitulo veremos diversos resultados importantes para que os métodos a serem
abordados possam ser aplicados. Além disso, algumas ferramentas da Anélise Funcional serao
consideradas.

6.1 METODO DE MINIMIZACAO

No Capitulo anterior, vimos uma aplicacao do método de minimizagéo ao Problema de
Dirichlet, porém néo foram dados muitos detalhes de como essa ferramenta funciona e quais
as condi¢des para utiliza-la. Nosso intuito agora sera explicitar tais informacdes a respeito do
método para que posteriormente possamos ver sua aplicagdo ao problema coercivo. Como
referéncia, foi utilizado o Capitulo 1 de (STRUWE, 2008).

Muitos problemas da analise podem ser reescritos em forma de equagdes funcionais
F(u) = 0 (em geral, ndo lineares), cuja solugao é procurada em uma classe de fungdes admissi-
veis pertencendo a algum espaco de Banach V.

Dentre essas equacdes, uma classe particular delas é a classe das equacdes de Euler-
Lagrange, cujas solugbes podem ser obtidas como pontos criticos de funcionais. Elas possuem
a forma

onde E é um funcional definido em V, o qual possui diferencial de Frechét sendo DE. Dizemos
que tais equacgoes estao na forma variacional.

Para iniciar as discussoes, precisamos fazer algumas defini¢des.

Definicao 6.1. Sejam V, W espacgos de Banache f: U C V — W. Considere x, € U ponto
interior. Dizemos que f é diferencidvel em xy sempre que existe uma transformacao linear limitada

D;: V — W tal que

im |1 f(xo + h) — f(Xo — Dsh|,,
h—0 1Al

Defini¢do 6.2. Seja V um espago de Banach com espago dual V' e dualidade (-,-) : Vx V' — R.
Considere ainda um funcional E : V — R diferenciavel a Frechét e DE : V — V' sua derivada
de Frechét. Dizemos que a derivada direcional de E em u na diregéo de v €

d E(u+tv) — E(u

9 s tv) = tim EUT : YW _ (DEW), v) = DE(U)v.

d t—o00

Considerando DE, temos algumas definicbes para pontos satisfazendo determinadas
propriedades, como mostra a proxima definigéo.

Definicao 6.3. Seja E um funcional diferenciavel em V. Entéo,
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a) Dizemos que u € V é um ponto critico de E se DE(u) = 0. Caso contrario u é dito
ponto regular;

b) Dizemos que 5 € R é um valor critico de E se existe um ponto critico u € V de E tal
que E(u) = 8. Caso contrério, 3 é dito valor regular;

c) Dado M C V, dizemos que u € M é um minimo absoluto de E em M se para todo
v € Mtem-se E(v) > E(u). Além disso, dizemos que u € M é minimo relativo de E
em M se para alguma vizinhanga U de u em V, u é ponto de minimo absoluto de E
emMnN U,

d) Dizemos que u € V é ponto de sela para E se u é um ponto critico de E tal que toda
vizinhanca U de u em V contém pontos v, w satisfazendo E(v) < E(u) < E(w). Ou
seja, os pontos de sela sdo constituidos pelos pontos criticos que ndo sdo minimos
nem maximos locais.

Nosso intuito, ao longo desta se¢éo, consiste em estudar um método para provar a
existéncia de minimos relativos, conhecido como método direto do célculo das variagdes. Para
iss0, sdo necessarios algumas definigdes resultados da topologia.

Definicao 6.4. Sejam X um conjunto e 7 C #?(X) uma colegdo de subconjuntos de X. Dizemos
que T € uma topologia em X se satisfaz as seguintes propriedades:

a) g, XeT;

b) Dada uma familia arbitraria (Ay)xca com Ay € 7,V € A, tem-se U A, € T;
AEA

n
c) Dados A4, ..., A, € T, tem-se ﬂA,- e T.

i=1

Definicao 6.5. Dizemos que o par (X, 7), sendo T topologia, € um espaco topoldgico.
Observagdo. Os elementos de 7 sdo chamados abertos da topologia T ou simplesmente, abertos
de X. Por simplicidade, nos referiremos a (X, 7) apenas por espacgo topoldgico X.

Existe um tipo de espaco topoldgico bastante interessante, os espacos de Hausdorff.

Definicao 6.6. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que U C X é uma vizinhanga de x € X
se U é um aberto da topologia de X contendo x.

Definicao 6.7. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que X é um espaco de Hausdorff se para
cada par de pontos distintos x;, X € X, existem vizinhangas U; e U, de x; e X», respectivamente,
tais que U; N U», = &.

Com isso, podemos estabelecer um resultado necessario para demonstrar o préximo
teorema.
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Lema 6.1 (Teorema de Intersegdo de Cantor). Seja X um espago topologico. Se (Cx)x>1 € uma
sequéncia decrescente de compactos ndo vazios que sdo subconjuntos fechados de X, entdo

(c#2.

k>1

Demonstracdo. Primeiramente, notemos que toda subcole¢éo finita desses conjuntos Cy possui
intersegé@o n&do vazia. Fixe um elemento C; em {C,} e defina Gx = X \ Ck. Suponha que
nenhum ponto de C; pertenga a algum Cy. Entdo, { G} é uma cobertura por abertos de C; que
é compacto, logo, existe uma subcobertura finita { Gy}, de C, isto &, Cy C Gy, U -+ U Gi,.
Mas isso nos diz que

CiNC,N---NCGCy, =9,

uma contradicdo ao que observamos inicialmente. O
Temos entado o seguinte,

Teorema 6.1. Seja M um espago topoldgico de Hausdorff e suponha que E : M — R U {+o00}
satisfaz a condicdo de compacidade limitada (propriedade de Heine-Borel), isto é, para todo
a € R, o conjunto

K,={ue M| E{u) <a}

é compacto. Entdo, E é uniformemente limitado inferiormente em M e atinge seu infimo.

Demonstracdo. Suponha que E satisfaz a propriedade de Heine-Borel e vamos assumir que
E # +oo (podemos fazer isso pois, quando E = +oo, temos E(u) = +00 = imf E). Sejam
g = infE > —o0,
M
e (am)m>1 Uma sequéncia estritamente decrescente com «,, —  quando m — oo. Considere
Kn = K,,. Por hipétese, temos que cada K, € compacto e ndo vazio, pois como «, € infimo,
segue da propria definicao de infimo a existéncia de u € M com oy < E(u) < ap,. Além disso,
Kn D Kneq paratodo m > 1. Como cada K, € compacto e M é Hausdorff, sabemos que
eles sao fechados em M, entdo podemos aplicar o Lema 6.1 para obter que existe u € ﬂ K

m>1
satisfazendo
E(u) <ay, VYm>1.
Fazendo m — oo, obtemos que
E(u) < ap = i;}f E. dJ

Observacdo. O resultado acima continua valido caso a compacidade seja trocada por compaci-
dade sequencial, isto é, se toda sequéncia (un,)m>1 em K, possui subsequéncia convergente,
entdo E é limitado inferiormente e atinge seu infimo.
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Podemos observar que se E : M — R satisfaz a propriedade de Heine-Borel, entdo para
todo o € R o conjunto
{ue M| E(u) >a}l=M\K,,

€ aberto. Nesse caso, dizemos que E é semi continuo inferiormente (ou sequencialmente semi
continuo inferiormente, no caso da compacidade sequencial).

Em geral, é frequentemente mais facil verificar as condigbes de um caso especial do
teorema anterior, que para ser demonstrado, necessitamos do Teorema de Eberlein-Smulian,
enunciado abaixo.

Teorema 6.2 (Eberlein-Smulian). Seja M um subespaco de um espago de Banach V. Entdo, as
seguintes afirmacdées sdo equivalentes:

a) M é fracamente sequencialmente compacto, isto é, toda sequéncia em M possui uma
subsequéncia a qual converge fracamente para um elemento de V;
b) Todo subconjunto enumeravel de M possui um ponto de acumulagao fraco em V, isto
é, um ponto tal que toda vizinhanga fraca contém um elemento do subconjunto infinito;
Demonstracdo. A demonstragao pode ser encontrada em (DUNFORD; SCHWARTZ, 1988, Teo.
1, Pag. 430). ]
Assim, temos

Teorema 6.3. Sejam V um espago de Banach reflexivo com norma ||-|| e M C V fracamente
fechado. Suponha que E : M — R U {+oc0} é coercivo e fracamente sequencialmente semi

continuo inferiormente em M, isto €, E satisfaz as seguintes condicées, respectivamente
a) E(u) — oo quando ||u|| = oo, u € M;

b) Para todo u € M e toda sequéncia (Upn)m>1 em M tal que u,, — u em V, tem-se

E(u) < liminf E(up,).

m—o0

Entéo, E é limitado inferiormente em M e atinge seu infimo em M.

Demonstragdo. Sejam aq = inr}f E e (Un)m>1 uma sequéncia minimizante em M. Como
E(un) — ap < +00,

segue da coercividade de E que ||un| # +oo, isto é, existe uma subsequéncia (Up, )k>1
convergente em V. Sendo V reflexivo, sabemos que V é espago de Banach e, portanto, pelo
Teorema de Eberlein-Smulian podemos assumir que Unp, — uparaalgumu € V.
Mas M é fracamente fechado, entdo u € M e segue da semi continuidade inferior fraca
que
E(u) <liminf E(up) = ao. O

m—o0
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6.2 AUTOVALORES E AUTOFUNCOES DO LAPLACIANO

Consideremos 2 C R" um aberto suave e limitado com fronteira 9€2. Uma autofuncéo
associada ao autovalor A € R é uma solugéo nao nula do problema

(6.1)

—Au=M\u, em?¢,
u=0 sobre 01,

Para os préximos resultados, utilizaremos a formulacao fraca do problema (6.1), que consiste em
encontrar u € Hj (1) tal que, para toda v € H}(Q), vale

/Vu-Vvdx:A/uvdx.
Q Q

Antes de prosseguirmos, € necessario relembrar algumas definicbes necessarias para
enunciar e demonstrar o Teorema de Lax-Milgram. Também, apresentaremos um teorema
(BREZIS, 2010, Teo. 6.11, Pag. 167) que auxiliard na demonstracdo da existéncia de uma
sequéncia nao decrescente de autovalores para o Laplaciano.

Definicao 6.8. Seja H um espago vetorial normado. Dizemos que b : H x H — R é uma forma
bilinear se satisfaz

a) b(u+U,v)=bu,v)+bl,v),
b) b(u, v+ V') = b(u, v) + b(u, V'),
c) b(Au, uv) = Ab(u, v) + ub(u, v),

para todos u, v,u',v' € He \, u € R.
Além disso, dizemos que b é continua (ou limitada) se existe uma constante C > 0 tal

que
|b(u, v)] < Cllul [Iv

,VYu,v € H.
Com isso, podemos demonstrar o

Teorema 6.4 (Lax-Milgram). Se b : H x H — R for uma forma bilinear limitada e existe C > 0 de
modo que |b(u, u)| > C ||ul|® para todo u € H. Entdo para todo f € H', existe um tnico v; € H
com

f(u) = b(vs, u),Yu € H.

Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em (BREZIS, 2010, Cor. 5.8, Pag. 140)
O

Para o préximo teorema, é necessario definir o conceito de operador compacto.
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Definicao 6.9. Um operador limitado T € L(E, F) é dito compacto se T(Bg) é compacto em F,
onde B denota um conjunto limitado em E. Denotamos por K(E, F) o conjunto de todos os
operadores compactos de E em F e, quando E = F, simplesmente escrevemos K(E).

Observacgdo. Equivalentemente, T € compacto se para toda sequéncia (x,),>1 C E limitada,

existe uma subsequéncia (x,,)x>1 tal que (7x,,)x>1 € convergente em F.

Teorema 6.5. Sejam H um espaco de Hilbert separavel e T um operador compacto autoadjunto.
Entao, existe uma base de Hilbert composta de autovetores de T.

Demonstracdo. A demonstragdo completa pode ser encontrada em (BREZIS, 2010, Teo. 6.11,
Pag. 167). O

Com esses dois resultados, obtemos o seguinte,

Teorema 6.6. Existe uma sequéncia ilimitada de autovalores de (6.1) satisfazendo
O< M <<,

e uma sequéncia de autofungées associadas que formam uma base de Hilbert para H)(<2).

Demonstracdo. No espaco HS(Q), defina o produto interno
a(u,v) = / Vu - Vvdx
Q

e a correspondente norma ||u||, = v/a(u, v). Observe que

/Vu-Vvdx
Q

. 2 2
(i) |a(u, v)| = /QVU~VUdX = /Q IV ul? dx = HUHHA(Q) = |a(u, v)| < HUHH(;(Q)?

() |a(u,v)| =

< [ Vel Vv < [Vl - [y
Q

para todos u, v € Hg (R2). Fixando u € HS(Q) e aplicando o Teorema 6.4 com

f(v)=/uvdx,
Q

temos que existe um Unico Au € H&(Q) tal que

a(Au, v) = f(v) = / uv dx, Vv € Hy(S).
Q

Consequentemente, o problema (6.1) é equivalente a A\~ 'u = Au. Como a(Au, u) = / u? dx,

Q
vemos que

N = a(Ae;, €) = / e?dx > 0,Vi> 1,
Q
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onde cada e; é uma autofuncao do Laplaciano. Observemos que o operador A é simétrico pois

a(v,Au) = a(Au, v) = /

uvdx = / vudx = a(Av, u).
Q Q

Além disso, segue das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré que

4l = et ) = [ whuc < Jul, 14, < Cul, |,

e, consequentemente, ||Aul|, < C|ul,. Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, sabemos que
Hy (Q) = L? (), logo o operador A é compacto.

De fato, seja (Upn)m>1 C Hg (€2) limitada. Queremos mostrar que existe uma subsequéncia
(Um,)k>1 tal que Auy,, converge em H(] (). Por Rellich-Kondrachov, temos a imersao de H&(Q)
em L? (), entdo existe (Un, )k>1 €m Hy () tal que U, — u € L? ().

Além disso, note que Au,, — Vv para algum v € H(] (€2), pois
||A(umi - umk)“a < C |umi - Umk|2 .

Como (up,) é de Cauchy, temos (Aup,, ) uma sequéncia de Cauchy em HQ,(Q) e, portanto,
Aup, — v € H)(Q). Pelo Teorema do Gréfico Fechado, temos que Au = v. Portanto, A é
compacto.

Logo, como Hg (Q2) é separavel (pois é espago de Hilbert) e A € um operador compacto e
simétrico, o resultado segue do Teorema 6.5. O]

Usando esse teorema, podemos apresentar uma caracterizacao para os autovalores do
Laplaciano. Para isso, precisamos do seguinte teorema,

Teorema 6.7. Sejam H um espaco de Hilberte A : H — H um operador compacto simétrico com

posto infinito. Considere dados os autovetores (ey, ..., e,_1) € 0S correspondentes autovalores
(A1, .-, An_1). Entao, existe um autovalor \, de A tal que
|An| = max {|(Au,u)| :u € H,|jul| =1,{u,e) =---=(u,e,—4) =0},

e A\, — 0 quando n — <.

Demonstragdo. A demonstragdo completa pode ser encontrada em (WILLEM, 2013, Teo. 3.4.7,
Péag. 68). O

Entdo, os autovalores do Laplaciano podem ser caracterizados como abaixo.

Proposicao 6.1. Paracadan > 1,

)\n=min{/ |VU|2dx:u€HS(Q),/ude=1,/ue1dx=...=/uen_1}.
Q Q Q Q
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Demonstracdo. Pelo Teorema 6.7,

A, = max {|(Au, u)| : u € Hy(Q), |lul| =1, (u, &) =0,V1 < k<n—1}.

De fato, seja
X, ={uecH)Q) :(ue)=-=(ue,)=0}.

Entao, X, é invariante por A pois
(Au,e) = (AN u,e) =2 (u,€) =0, V1<i<n-—1.

Tome A, = A\Xn, entdo A, € um operador ndo nulo, simétrico e compacto. Assim, pelo Teorema

3.4.6 de (WILLEM, 2013, P4g. 68), existe um autovalor )\, de A, tal que |\,| = ||A,|| e um

autovetor e, € X, tal que ||e,|| = 1. Por construgéo (e,, &) =0 paratodo1 < i< n-—1.
Agora, note que

|(Aen, €n)| = [(Anen, €n)| = |Anl[(en, €n)] = |An

e também, para todo u € X, temos

[{(Au, u)| = [{Anu, u)| < sup [(Anu, u)| = [[Adl| = [An].

[[ufl=1

Portanto,
A, = max {|(Au, u)| s u € Hy(Q), |lul| =1,(u, &) =0para1 <i<n—1}.

Como os autovalores sao positivos, segue que

/\,,=min{<§:[;’u3> U € Hy(Q),u+#0,(u,e) =0para g/gn—1}.

Em particular, considerando o produto interno a(-, -) definido anteriormente, concluimos que
A,,:min{/ |VulPdx:u € HS(Q),/ Pdx=1,{u,e)=0paral < i< n—1}. O
Q Q

Observagdo. A partir do resultado anterior, é possivel obter a chamada Desigualdade Variacional,
cuja demonstracdo segue diretamente da definicdo de minimo. Para toda u € Hg () N H,_y,
temos que
2 2
Anluly < flull”, (6.2)
onde Hy_1 = {e,...,e,_1}".

Olhando apenas para o primeiro autovalor, isto é, \{, podemos obter importantes proprie-
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dades que ele possui. Uma delas é uma condicao suficiente para que determinada fungao u seja
uma autofungao correspondente a A4,

Teorema 6.8. Seja u € H(Q) tal que |u|, = 1 e |Vul> = \,. Entdo u é uma autofungdo
correspondente ao autovalor \.

Demonstracdo. Sejav € H(] (€2). Note que a fungéo
g(e) = [V(u+ev)[z — M\ Ju+evfz >0,
e atinge seu minimo em ¢ = 0, isto &, g’(0) = 0. Como
g(€) =2(Vu,Vv)s +2e(Vv, V), — 2\ (U, V)5 — 2\1e(v, V),
obtemos que

0= gl(O) = 2<VU, VV>2 — 2)\1 <U, V>2,

portanto

/Vu-Vvdx—/\1/uvdx=O. O
Q Q

Além disso, podemos demonstrar que o primeiro autovalor do Laplaciano, isto é, )y, é
simples e a autofuncdo associada e; tem sinal definido, isto é, positiva ou negativa. Para provar
isso, utilizaremos o seguinte resultado.

Lema 6.2. Sejau € W"1(Q). Entdo, u*, u™,

loc

ul € W), e valem

loc

Vu' = x>0y VU, Vu~ = —xq<yVu, V|u| =sgn(u)Vu.
Demonstracdo. A demonstragdo completa pode ser encontrada em (WILLEM, 2013, Cor. 6.1.14,
Pag. 118). s
Temos entao

Proposicao 6.2. Seja 2 C R"” um aberto suave, conexo e limitado. Entdo, o autovalor \; de
(6.1) é simples, e a autofuncdo e, associada tem sinal definido qtp em Q.

Demonstragdo. Seja u uma autofungédo associada a A tal que |u|, = 1. Pelo Lema anterior,

temos que v = |u| € H}(Q) e |Vv[5 = [Vul2 = A\. Como |v|, = |ul], = 1, temos pelo teorema

anterior que v € uma autofungao associada a ;.

Agora, suponha que u* # 0. Entéo, pelo que provamos acima, e observando que
—AU" = —X{u>0} AU = AXusopU = AU,

obtemos que u* é uma autofungdo associada a \;. Além disso, temos que —Au* > O e,
pelo principio do maximo (EVANS, 2010, Teo. 4, Pag. 27), segue que u* > 0 gtp em 2. Assim,
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nao pode existir x € € tal que u(x) = 0, donde segue que u = u*. Analogamente, se u~ # 0,
entdo —u=u" > 0 qgtp em 2.

Resta mostrar que e; tem sinal definido. Pela parte anterior, podemos assumir que e; > 0
gtp em €2. Com isso, se e, é outra autofuncdo associada a )\, entdo e, é positiva ou negativa
gtp. Como € e, e e, sao autofungdes, deve valer

<e1, 92>2 = / ejedx = 0.
Q

Dai, segue de (BREZIS, 1983, Lema IV.2, P4g.61-61) que ese; = e¢]ez| sgn(ez) = 0 gtp, 0
que é um absurdo, provando assim o resultado. O

Para compreender melhor o que foi visto até agora, temos um exemplo pratico em R.

Exemplo 6.1. Seja €2 = (0, 7). Entéo, o problema (6.1) se torna

—u" =\, em (0, ),
u(0) = u(m) = 0.

Usando a imersao de Sobolev H(] (Q) — L?(Q) e 0 Lema de Du Bois-Reymond, obtemos

_ 2 sin nx
que u € C*(Q) N C (). Consequentemente, temos A\, = ° € €, = {/ —

— basta resolver a
EDP acima (que nada mais é do que uma EDO de segunda ordem) para obter essas expressoes.
Agora, pelos resultados ja vistos, a sequéncia (e,),cy € uma base de Hilbert em H(] (€2) com
produto interno dado por

s
<U, V>H8(Q) =/ U,V/dX,
0

e a sequéncia (ne,)ncn € uma base de Hilbert de L2 (Q) com produto interno

(U, v) 120 =/ uv dx.
0
6.3 OPERADORES COMPACTOS E ALTERNATIVA DE FREDHOLM

Outro método muito utilizado no estudo de EDP’s é a Alternativa de Fredholm, aplicavel
para operadores compactos, a qual fornece condi¢des para existéncia e unicidade de solucoes.
Comecgaremos apresentando alguns resultados iniciais sobre operadores compactos.

Teorema 6.9. O conjunto K(E, F) (dos operadores compactos de E em F) é um subespago
vetorial fechado de L(E, F) (munido com a topologia associada a norma ||-|| CER)

Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em (BREZIS, 2010, Teo. 6.1, Pag. 157)
O

Para o préximo resultado, € preciso definir a ideia de operador de posto finito.
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Definicao 6.10. Dizemos que um operador T € L(E, F) é de posto finito se a imagem de T tem

dimensao finita.

Note que todo operador de posto finito € um operador compacto. De fato, se T é de posto
finito, entdo por definigdo dim(T(E)) < oo. Logo, toda sequéncia limitada em E, possui imagem
limitada em T(E)e, portanto, admite subsequéncia convergente, mostrando que T é compacto.

Assim, temos o seguinte resultado,

Corolario 6.1. Sejam (T,) uma sequéncia de operadores de posto finito e T € L(E, F) tal que
ITo = Tl e, — O. Ento, T € K(E, F).

Antes de passar partir para a Alternativa de Fredholm, temos mais dois resultados.

Proposicao 6.3. Sejam E, F, G espacos de Banach. Considere T € L(E,F) e S € K(F, G) (ou,
TeK(E,F)eS e L(F,G)). Entdo, So T € K(E, G).

Demonstraggo. Seja (Un)m>1 uma sequéncia limitada em E. Como T é um operador limitado,
sabemos que (Tum)m>1 € uma sequéncia limitada em F. Assim, como S um operador compacto,
temos que ((S o T)um)m>1 Possui subsequéncia convergente em G. Portanto, So T é compacto.

O

Teorema 6.10. Se T € K(E, F), entdo T* € K(F', E'), onde T* denota o operador adjunto de T.
Demonstragdo. Queremos mostrar que T*(Br/) é compacto em E’, onde B é a bola unitaria
em F'.

Seja (v,)n>1 uma sequéncia em Br. Defina K = T(Bg) C F que é compacto. Considere
o conjunto H C C (K) definido por

H = {Son | ©n(X) = <Vn,X>E/,E, n=1,2,... }

Entao, temos

,Vn>1;

(i) [lonll = sup [@n(x)] = sup |[{va, x) &£ < sup [[va| [[x|| < sup|[x
xeK xeK xeK xeK

(i) |en(x) = LaW)| = [(Vis X = y)er el < lvall [Ix =yl < llx = yll, ¥n > 1.

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia (¢p, )«>1 que converge uniformemente
em K para algum ¢ € C (K). Em particular,

sup [{(Va,, Tu)ere — o(Tu)| — 0, k — oo.

UEBE
Portanto,
sup [V, Tu)gr g — (Vn,, Ty g| — 0, K, { — o0,
UEBE
ouseja, || TF — T* || ., — 0 quando k, ¢ — oo. Logo, (T )x>1 converge em E’. O
Nk ny E Nk =
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Veremos agora alguns resultados preliminares para que possamos enunciar e demonstrar

a Alternativa de Fredholm. Temos

Lema 6.3 (Lema de Riesz). Sejam E um espaco vetorial normado e M C E um subespaco
fechado tal que M # E. Entéo, para todo € > 0 existe u € E tal que

|lull =1 e dist(u,M)>1—c¢.
Demonstragdo. Seja v € E com v ¢ M. Como M é fechado, entdo
d = dist(v, M) > 0

Escolha my € M tal que

d
d <|lv—mpl < :
1—¢
Assim,
V—my
U= —,
v =i

satisfaz as propriedades desejadas. De fato, ||u|| = 1 e, para cada m € M, temos

Vv—m V—my—mllv—m d
Hu_m”=H o H=H o 1 MHZ S 1_e
v — m| v — m| v — my|
pois my + m||v — mg|| € M. O

Teorema 6.11 (Teorema de Riesz). Seja E um espaco vetorial normado com Bg compacta (a
bola unitaria em E). Entao, dim E < oo.

Demonstracdo. Suponha, por contradicao, que dim E = oo. Entdo, existe uma sequéncia
(En)n>1 C E de subespacos de dimenséao finita tais que E,_y C E, e E,_y # E,. Pelo Lema
anterior, existe uma sequéncia (U,),>1 com u, € E, tal que ||u,|| = 1 e dist(u,, Ey—1) > % Em
particular,

]
lum — usl| > > Vm < n.

Portanto, (u,) ndo tem subsequéncia convergente, contradizendo a hipotese de Be ser compacta.
O

Por fim, apresentamos a Alternativa de Fredholm que serd utilizada no préximo capitulo
para caracterizar quando o problema de Dirichlet tem solugdo no caso ressonante.

Teorema 6.12 (Alternativa de Fredholm). Seja T € K(E). Entao,
a) ker(I — T) tem dimens&o finita;

b) Im(/ — T) é fechado e, mais precisamente, Im(l — T) = ker(/ — T*)L;
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¢) ker(l — T) = {0} < Im(I—T)=E;
d) dim(ker(/ — T)) = dim(ker(/ — T*)).

Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em (BREZIS, 2010, Teo. 6.6, Pag. 160).
O

Observacdo. Por meio da Alternativa de Fredholm, é possivel caracterizar a solubilidade da
equacao u — Tu = f. Nesse caso, uma das seguintes afirmacdes € valida

— Paracada f € E, aequagdo u — Tu = f tem uma Unica solugao;

— A equacao homogénea u — Tu = 0 admite n solugdes linearmente independentes e,
nesse caso, a equacgao u — Tu = f é sollvel se, e somente se, f satisfaz as n condigbes
de ortogonalidade, isto é,

feker(l] — TH*.
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7 APLICACAO AO PROBLEMA COERCIVO

Nosso intuito agora, é abordar o problema

—Au=Xu+f, em¢(,
u=0 sobre 012,

com \ # 0 por meio de diferentes métodos, a fim de obter solugdes para essa EDP.
Primeiramente, devemos obter um funcional energia associado ao problema dado. Multi-
plicando a primeira equacéo em (7.1) por uma fungéo teste ¢ € C.° () e integrando, temos

/—gpAudX—/\/tpudX—/gode:O.
Q Q Q

Fazendo uma integracéo por partes na primeira integral e reagrupando os termos, segue que

/ (Vo - Vu— A pu — pf)dx = 0. (7.2)
Q

A expressao (7.2) é chamada formulagao fraca do problema (7.1), a qual sera utilizada para a
aplicacao de cada método.

7.1 MINIMIZACAO

Com base na expresséo (7.2), podemos definir um funcional energia associado o pro-
blema, o qual é dado por

1 A
Eu)=—/\Vu]zdx+—/u2dx—/fudx.
2 Ja 2 Ja Q

Dessa forma,

d 1
—E(u+tp) = I|m / IV(u+to)? — |[VulPdx+A I|m t/

2 2 o _
p Q(u+z‘<p) u“ dx tll_%/ﬂf(u+tgp u) dx

Calculando cada um dos limites acima, obtemos
t—0 2

o||m—/|V u+ tp)|? |Vu|2dx_llm—/2tVu Vo + 12 |Vgo|2dx—/Vu Vdx;

: 1 2 2 : t o,
° }|m0 _2t Q(u +1p)? — Pdx = I|m0 2 2tup + t°¢° dx tlmo/Q up + 2@ dx /Q up dx;

oIim/f(u+tg0—u)dx=Iim/tfgpdx:/fgodx.
t—0 Q t—0 Q Q
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Assim, segue que

%E(u +tp) = /(VU -V + Aup — fp)dx = E'(u)p.
Q

Por resultados anteriores, sabemos que Hg (©) € um espaco de Hilbert e, portanto, é
reflexivo. Além disso, recorrendo as desigualdades de Young com ¢ e variacional, provamos que
E é coercivo.

Proposicao 7.1 (Desigualdade de Cauchy com ¢). Para todos a,b > 0 ec > 0, vale que

b2
ab < ed® + —.
4e

Demonstracdo. Basta escrever

o= (v222) ()

e aplicar a desigualdade de Cauchy, isto é,

a2 2
0<(a—bP=a—2ab+b® < ab< St
O
Assim, podemos notar que
(i) Se A > 0, entao
1 A 1 2
) = 5 ol = 5 ol = [ fuc> 2 Julf = 5 ol = 11, i

1 A f 1 A+ 2¢
z—wW—M:—+e—iﬁzuw2—— t2)
2 2 4¢ 2 2\

Logo, para E ser coercivo, devemos ter

1 A+ 2¢

2 2\

>0 <= A\ — 2> A\

Como £ > 0 é arbitrario, podemos considera-lo bem pequeno, e assim verificamos
que a coercividade ocorre quando A < ;.

(i) Se A < 0, entao

i i AN
Ew) 2 3 [l = 1l 2 5 1ol - ﬂ%>WM(2—x>‘—5

Logo, para que E seja coercivo, deve valer

1 € A1
———>O<:>€<—
2 A1 2
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Dentre as condi¢des do Teorema de Minimizagao, resta apenas verificar que E é fraca-
mente semi-continuo inferiormente. Para os dois primeiros termos da expressao de E, podemos
fazer uso do seguinte resultado da Analise Funcional,

Proposicéo 7.2. Seja H um espago de Hilbert. Se u, — u € H, entdo liminf ||u,| > |lu]|-
m—00
Demonstracdo. Suponha que u,, — u. Existem dois casos a considerar:
(i) Se u =0, entdo ndo ha o que provar;

(i) Se u #0, segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que
[umll lull = {u, tm),  ¥m =>1.
Mas, pela hipotese, sabemos que (u, u,) — (u, u) = ||u||®. Portanto,

lim inf [|up|| [|u]] > liminf(u, uy) = ||lul|? = liminf ||| > ||u]|.
m—o0 m—o0 m—00

Assim, notamos ser suficiente mostrar que

/fumdx%/fudx, fel?Q).
Q Q

Isso segue diretamente da definicdo de convergéncia fraca, tendo em vista a seguinte
caracterizacao do espaco dual de H(] Q).

Proposicdo 7.3. Seja F € H, () = (H, (Q))'. Entao, existem funcdes fy, f, € L2 () tais que

<F,u)=/foudx+/f1U'dx, Yu € Hy(Q).
Q Q

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (BREZIS, 2010, Prop. 8.14, Pag.
219). O

Portanto, podemos aplicar o Teorema de Minimizagao para concluir que existe u € Hg Q)
minimizante de E, o qual resolve o problema (7.2).

7.2 TEOREMA DE LAX-MILGRAM

Para podermos aplicar Lax-Milgram, € preciso definir os elementos que satisfagam as
propriedades pedidas pelo enunciado. Com base na forma variacional (7.2), defina o funcional
F:H)(Q) — ReaformaB: H}(Q) x H)(f) — R dadas por
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(i) F(v)=/fvdx;
Q

(i) B(u,v) = / Vu - Vvdx —)\/ uv dx.
Q Q
Entao, as seguintes propriedades sao satisfeitas,
(i) B é bilinear;

(i) |Bu, V)| < arllull[lv

,a > 0,Yu, v € H)(S);
(i) 3C > 0 tal que B(u, u) > C||u||® para toda u € H} ();
(iv) F € um funcional linear limitado.
De fato,
(i) Dados u,n € R, é vélido que
B, ) = [ i) V) ax=x [ Guu) o

= (un) {/ Vu - Vvdx —)\/ uvdx} = (un)B(u, v).
Q Q

(i) Paratodas u, v € H;(), temos

B, V)| < ] [ vu- v < Vul, [Vv], + [\ ful, Vi,

+ A ‘/ uv dx
Q

< (CIAL+ D [ull IvI] = a [l fIv]] -

(iii) Para A > 0, temos
B(u, u) = / |V ul? dx —)\/ vdx = |[Vula — M ul3
Q Q
A A
2 2 2 2 2
= - A > ull® = —lull" =lul|" {1 —+) -
ol = Mol >l = 5+ 1l = Lol (1= 5+
Assim, para que B satisfaga a condi¢cdo de coercividade, devemos ter

A
1—— >0 <= A<\
A

No caso em que A < 0, basta notar que

2 2 2
Blu, u) = [[u]” = Mul, = [u]l”.
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(iv) Sabendo que f € L? (1) est4 fixada, temos

|F(v)| = ’/ fv dx
Q

Logo, f & continuo.

< |f|2|V|2 < C|f|2HV|| <Clv|.

Aplicando o Teorema de Lax-Milgram, concluimos que existe um Unico u* € HS(Q) tal que
B(u*,v) = F(v), Vv & H}(Q).

Isto &, o problema admite Unica solugdo para A < ;.

7.3 ALTERNATIVA DE FREDHOLM

Considerando o problema (7.1), podemos aplicar o operador inverso do Laplaciano, isto &,
(—=A)~", em ambos os lados da equagao, obtendo

u= A=) (W) +(=A)( = u—AN=L)""() = (=2)(h.

Assim, sendo T : L2(Q) — L?(Q) dado por T = A\(—A) ™' e g = (—A)"'(f), a equagao
acima passa a ser

u—Tu=g.

O proximo passo para que se possa aplicar a Alternativa de Fredholm, é provar que T é
um operador compacto e obter seu adjunto T’. Para a compacidade, basta notar que T =io T,
onde i é aimersdo de Hy(Q) em L2 (Q) e T : L2() — H,(R) é definido por

—Au= )X, em(,

Tf=u <—
{ u=0 sobre 0f).

Como T é continuo e a imerséo i é compacta, segue da Proposicdo 6.3 que T é compacto.

Aplicando a Alternativa de Fredholm, sabemos que ocorre somente um dos itens abaixo:

(i) Se A ¢ o(—A) (o espectro do Laplaciano), isto é,

—Au=\u, emQ,
u=0 sobre 012,

possui apenas a solugao nula, entdo o problema (7.1) admite Unica solugao para toda
fel?(9Q).

(i) Se A € o(—A), entdo o problema homogéneo admite n solugdes linearmente indepen-
dentes. Assim, o problema (7.1) admite solucéo se, e somente se, f € ker(/ — T’)L.
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Calculando T’ : L2 (Q) — L%(), temos

(T'u,v) = (u, Tv) = (u, \(=D) ' (v)) = Mu, (=A) T (v)) = Mu, w) = A/ uw dx,
Q

onde w é solucdo de

—Aw=v, em¢f,
w=0 sobre 01).

Tomando ¢ = (—A) ™' (u), temos u = —Ay, de modo que

A/uwdx:—)\/WAgde:—A/AW(de:)\/govdx
Q Q Q Q

= )\/(—A)_1(u)vdx = (A=A) (), v) = (Tu, v),
Q
paratoda v € L?(Q). Logo, T = T', isto &, T é autoadjunto. Com isso, obtemos

ker(/ — T')" =ker(l — T)" = {u e L*(Q) | (I — T)(u) = o}l
={ueH(Q) | -Au= )\u}L = Span{e, ..., e},

sendo e; autofuncgdes associadas a A. Portanto, (7.1) admite solucao se, e somente
se, f € Span{ey, ..., e,}".
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