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Resumo

O intuito desse trabalho de conclusao de curso é apresentar uma breve introducao
ao calculo variacional e suas aplicagoes. Desta forma o desenvolvimento consiste em
relembrar conceitos de espacos vetoriais normados, espacos métricos e calculo diferencial
e integral. Posteriormente esses conceitos serao aprimorados para o estudo de funcionais,
onde inevitavelmente surgirao conceitos a respeito da derivada de Fréchet e Gateaux, bem

como a equacao de Euler. Por fim discutiremos sobre condigoes suficientes para extremos.

Palavras-chave: Célculo variacional, Equacao de Euler, Espagos vetoriais normados,

Derivada de Fréchet, Derivada Gateaux.



Abstract

The aim of this end-of-course work is to present a brief introduction to variational
calculus and its applications. In this way, the development consists of recalling concepts of
normed vector spaces, metric spaces and differential and integral calculus. Subsequently,
these concepts will be refined for the study of functionals, where concepts about the
Fréchet and Gateaux derivatives, as well as the Euler equation, will inevitably arise.

Finally, we will discuss sufficient conditions for extrema.

Keyword: Variational calculus, FEuler equation, Normed vector spaces, Fréchet

derivative, Gateaux derivative.
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Capitulo

1

Introducao

Historicamente os primeiros vestigios do que hoje se conhece como calculo variacional
foram concebidas na Grécia antiga com Aristételes, mas apenas conceitos supérfluos.
Andando no tempo, existem outras duas aparicoes de problemas otimizadores concretos
que chamaram a atencao, um dedicado a Heron de Alexandria (20-62) a.C e outro a obra
Eneida, de Virgilio 70 a.C.

Heron postulou que na reflexao por um espelho plano a luz seguiria o caminho mais
curto entre dois pontos, o que reforca o principio aristotélico na qual diz “A natureza nao
faz nada de modo mais dificil”.

Na obra Eneida, Virgilio retrata Elissa de Tiro, popularmente conhecida como Dido,
que segunda a lenda, foi a primeira rainha de Cartago. Dido era fenicia (civilizacao antiga)
onde atualmente é localizada nas regioes litoraneas do Libano e da Siria.

Conta-se que ap6s a morte de seu marido, Dido conseguiu fugir juntamente com alguns
seguidores chegando ao norte da Africa. Com o intuito de fundar uma nova cidade, ela
negociou com o rei Jarbas a compra das terras. Entretanto o rei Jarbas lhe disse que ela
poderia comprar apenas a quantidade de terra que conseguisse cercar usando a pele de um
touro. Desse modo, ela decidiu cortar a pele do touro em tiras bem finas e emenda-las de
maneira que formasse uma corda muito comprida para cercar o maximo de terra possivel.

A grande genialidade de Dido e seus seguidores foi perceber que a melhor forma
de cercar o territorio desejado era cercd-lo conforme uma semicircunferéncia. Além
disso, a escolha das terras tendo como horizonte o mar lhe beneficiava tanto com as
navegacoes como a economia de tiras de couro para o perimetro. Tal feito ficou conhecido
historicamente como problema isoperimétrico, que significa igual perimetro, e a cidade
fundada levou o nome de Cartago.

No decorrer da histéria, o calculo das variagoes aparentemente ficou em segundo plano
por longos anos. Pierre de Fermat voltou a dar relevancia ao tema apds afirmar que a
trajetoria percorrida pela luz ao se propagar de um ponto a outro é tal que o tempo gasto
em percorré-la é minimo (principio Fermat). Posteriormente, Sneel e Descartes também
concluiram experimentalmente.

Intrigados com tal descoberta, questionavam-se nas motivagoes das formulacoes

seguirem tais preceitos, muitos deles creditavam tais fatos a natureza.
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Isaac Newton em 1686 se debrucou ao tema quando buscou otimizar um tunel que
ligava dois pontos na superficie da terra, de modo que permitia que um corpo de massa
m se deslocasse no menor tempo possivel.

Apesar dos feitos de Newton e Fermat, foram os irmaos Jacques (1654-1705) e Johan
Bernoulli (1667-1748) que impulsionaram o calculo variacional no cendrio mundial. Com a
publicagao do problema da braquistécrona (menor tempo), despertando entao o interesse
de solugao em diversos matematicos. Dentre estes destacaram-se Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813) e Leonhard Euler (1707-1783). Inclusive, Euler refor¢a a importancia do
calculo variacional quando diz “Como o universo é perfeito e o trabalho de um criado muito
sabio, nada ocorre na natureza sem que uma lei de maximo ou minimo nao intervenha’.

Esse foi o estopim para que viessem outros mateméaticos como Legendre, Jacobi
Weierstrass, Gauss, Hilbert e Hamilton, cada qual com a sua contribuicao.

Em relacao a dissertacao, inicialmente sera necessario que recordemos alguns conceitos
essenciais sobre espacos vetoriais, espagos métricos e espacos vetoriais normados, tendo
em vista que o auxilio desses objetos é extremamente importante para que haja
prosseguimento do tema.

O estudo de funcionais inicia-se propriamente no terceiro capitulo, pois nesse momento
a énfase estd em direcionar nossos esforcos ao calculo das variagoes. Os objetos de estudos
nessa nova etapa sao os funcionais, ou mais precisamente, analisar extremos de funcionais.
Contudo, as ferramentas apresentadas até este determinado momento nao sao suficientes,
sendo assim, novas ferramentas como a derivada de Fréchet e Gateaux ganham relevancia.

Através da insercao dessas novas ferramentas sera possivel que facamos um progresso
rumo a equagao de Euler Lagrange, que basicamente permite que estudemos extremantes
dos funcionais, sendo que, encontrar uma solugao para a equacao de Euler Lagrange ¢é o

mesmo que encontrar curvas candidatas a extremos desse funcional.



Capitulo

2

Lispacos vetoriais

Historicamente a nocao de espacos vetoriais aparece de maneira ruistica.  As
contribuicoes de René Descartes e Pierre de Fermat em relacao a geometria analitica
(de coordenadas) possibilitou que pontos sobre uma curva plana, solucionassem equagoes
de duas variaveis. Bolzano, por sua vez, optou por uma linha de raciocinio distinta
e buscava solugoes geométricas sem utilizar as coordenadas, mas sim, estabelecendo
certas operacoes entre pontos, linhas e os demais objetos. Essencialmente o que Bolzano
estava desenvolvendo eram as operacoes de vetores que comumente conhecemos hoje.
Notoriamente, esse conceito foi sendo aprimorado com o passar dos anos, nas maos de
grandes matematicos, como Peano, Cayley, Gauss, Hilbert, entre outros.

Neste capitulo introduziremos o conceito de espago vetorial, que é amplamente
utilizado nao s6 em diversas areas da matematica, mas em outras ciéncias correlacionadas,
como fisica, ciéncia da computacao, etc. Tal conceito serda de extrema importancia para
que no decorrer do trabalho compreendamos o conceito de espaco vetorial normado e os
demais temas que surgirao.

A grosso modo, podemos dizer que um espago vetorial é uma estrutura que contém
um conjunto e estda munido de duas operagoes, nas quais possuem certas propriedades que
precisam ser satisfeitas.

Além disso, quando tal espaco vetorial possuir uma certa norma, isto é, quando for
possivel medir o comprimento de um vetor, diremos que esse espaco vetorial é normado.
Em geral, os espacos vetoriais normados possuem uma métrica induzida, ou seja, a norma
é proveniente da métrica do espago no qual se esta trabalhando. No decorrer da dissertagao

veremos algumas dessas métricas.

2.1 Espacos vetoriais

E necessario que recordemos o conceito de corpo, pois sera 1til na definicao e nas
justificativas que virao a seguir. Um corpo é uma estrutura algébrica na qual trés objetos
sao primordiais, a saber, um conjunto e duas operacoes, sendo uma delas a adicao e a

outra a multiplicagao, das quais se derivam certas propriedades.

11
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Definigao 2.1 (Corpos) Um corpo K é um conjunto ndo wvazio, munido de duas

operacoes, indicadas por

+:KxK — K S KxK —» K
€ )
(z,y) — x+y (z,y) — wzy
satisfazendo, para quaisquer x,y, z € K, as propriedades:

Al) (Comutativa da adi¢do): z +y =1y + .

A2) (Associativa da adi¢do): z + (y+ 2) = (z +y) + 2.

A3) (Elemento neutro da adigao): 30 € K tal que z + 0 = x.

A4) (Elemento oposto da adi¢ao): 3 — 2 € K tal que z + (—z) = 0.

M2) (Associativa da multiplicagao): z.(y.z) = (z.y).z.

)
)
)
M1) (Comutativa da multiplicagao): z.y = y.x.
)
M3) (Elemento unidade): 31 € K tal que 1.z = .1 = x.
)

M4) (Inverso multiplicativo): Para cada z € K,z # 0,3 27! € K tal que z.z7! = 1.

D) (Distributiva): x.(y + 2) = z.y + z.z.

Sao exemplos de corpos, os conjuntos dos nimeros reais (R), racionais (Q) e os
complexos (C). Por simplicidade, quando nao houver perigo de confusdo, omitiremos

o sinal da operacao de multiplicacao afim de que nao tenhamos uma notacao carregada.

Exemplo 2.1 O conjunto @(\/5) = {a—i—bﬁ\a,be@} munido com as Sequintes

operacoes:

+:(a+bV2) + (c+dV2) = (a+c)+ (b+d)V2,
i (a+bV2).(c+ dV?2) = (ac + 2bd) + (ad + be) V2,

€ um corpo.

Solucao. As justificativas nas igualdades abaixo devem-se ao seguinte motivo, Q C R

sao corpos, sendo que r = a + b\/§,y —c+dV2,z=e+ f\/§ c Q(\/ﬁ) )

Comutativa da adigcao:

r+y = (a+bV2)+ (c+dV2)
Yt + (b+d)vV2
(c+a)+ (d+b)v2
(c+dv2) + (a +bv/2)

= y+u
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Associativa da adicdo:

r+ (y+2)

a+0v2+ [(c+dv2) + (e + fV2)]
a+bvV2+[(c+e) + (d+ V2]
(a+c+e)+(b+d+ f)V2
(a+c+e)+bvV2+dvV2+ V2
(a+c)+bvV2+dvV2+e+ fV2
(
[
(

N

IS8 IS8
ISk
=
=

[ISIE:

a+c)+ (b+dV2+e+ fV2
(a4 bv2) + (c+dV2)] + e+ V2

T4y)+ 2.

(de

~

A1)

Elemento neutro da adi¢io: Considere o seguinte elemento 0 = 0 + 0v/2 € Q(v/2)

r+0 = (a+bv2) + (04 0v2)
o (a+0)+ (b+0)V2
LY,

= Z.

Elemento oposto da adi¢do: Considere o seguinte elemento —z = —a — byv/2 € Q(v/2)

z+(—z) = (a+bV2)+ (—a—0bV2)
Yo+ (—a) + W2+ (-0V2))
2 (a—a)+ (b—bWV?2
D 0+0v2
= 0

Comutativa da multiplicagao:

vy = (a+bv2).(c+dV2)

= (ac + 2bd) + (ad + be)v/2
(L (ca + 2db) + (da + cb)v/2
@ (ca + 2db) + (cb + da)v/2
Y e+ dv2).(a+bv2)
= y.r.
Elemento unidade: Existe 1 € Q, tal que
rl = (a+bv2).1
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Associativa da multiplicacao:

r.(y.2) = (a+bv2).[(c+dv2).(e + fV2)]

et (a4 bv/2).[(ce + 2df) + (cf + de)V/2]
= ace + 2adf + 2bcf + 2bde + (acf + ade + bee 4 2bdf)v/2
e[(ac + 2bd) + v/2(bc + ad)] + 2f (ad + 2bc) + (ac + 2bd) f+/2
L [(ac+ 2bd) + (be + ad)V/2].(e + £V/2)
(@ +2).(c+ dV2)].(e + FV2)
= (zy)z

Inverso multiplicativo: E natural que pensemos na seguinte igualdade para encontrar tal

elemento:

(a+bv2).(c+dvV2) = 1,
(ac+2bd) + (ad + bc)vV2 = 1+0v2.

Daqui tira-se o seguinte sistema:

ac+ 2bd =1,
ad + bc = 0,
. —bc L
donde da segunda equacao, obtemos d = —, se a # 0. Do mesmo modo, também é
a
—ad
possivel isolar ¢, onde encontra-se ¢ = a se b # 0.
Consideramos entdao ¢ = —— e tomemos a = 0 < ¢ = 0, sendo assim, retornando a

primeira equacao do sistema, temos:

1
Ml =1 = d=—
TS

e portanto, (a 4 by/2)~! -v/2. De fato, vejamos que satisfaz o que desejadvamos:

b

(b.v3) (% - @) 1

. —bc - o < :
Por outro lado, se utilizarmos d = —— e substituirmos na primeira equagao do sistema,
a
obtém-se que:
20%c
ac— — =1,
a

ao passo de que isolando ¢ encontra-se:
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Desta maneira, chega-se a conclusao de que:

a a2 — 202

a b
:a2—21)2_(a2—2b2)‘\/§
B (a—bﬂ

(a—i—b\@)*l:ﬁ_ (bL> 3

2 2
a2—2b2> , se a” —2b° # 0.

De fato, vamos verificar:
a—byv2 a? — 202
b 2) N——=|———=) =1
(a+ V2 <a2—2b2> <a2—2b2)

Afirmacao 2.1 O produto de um niumero racional diferente de zero por um numero

rracional tem como resultado um numero irracional.

a
De fato. Sejam z e R— Qe y € Q — {0}, isto é, y = 7 be Z,a,b+# 0. Suponhamos
por absurdo que x.y seja racional, ou seja, existem ¢, d € Z com d # 0, tal que:
a c
T — = —-
b d
Como Q é um corpo, sabemos que todo elemento nao nulo possui um inverso

multiplicativo, sendo assim, vamos opera-lo em ambos os lados de igualdade:

ISEIS
Q|

S e
Ul o

desta forma, segue que:
cb

ad
Como cb, ad € 7Z, temos que x se expressa como um racional, o que gera uma contradicao,

X

pois por hipétese z € R — Q . Portanto, x.y € R — Q. Assim, concluimos a prova desta

afirmacao.
Afirmacao 2.2 Se a + bv2 € Q(v/2) — {0}, entdo a* — 2b* # 0.

De fato. Suponha por absurdo que a®> = 2b% Logo, a = v/2.|b|, e deste modo, pela
IAfirmacag2.1} sabe-se que v2.]b| € R — Q. Mas a € Q, gerando uma contradicio e,

1
portanto, a* — 2b? # 0. Note que, se a = 0, obtemos que (a + bx/ﬁ)‘l =5 conforme
1

ja haviamos encontrado acima. Por outro lado, se b = 0, conclui-se que ¢ = — e, assim,
a

1
(a+bv2)™' = = Logo concluimos a prova desta afirmagao.
a
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Distributiva:

v(y+z) = (a+bV2).[(c+dV2)+ (e + fV2)]

@+ 2 [(c+e)+ (d+ VI
2 (ac 4 ae + 2bd + 2bf) + (ad + af + be + be)v/2
(AL,D)

(ac 4 2bd) + (be + ad)v/2 + (ae + 2bf) + (be + af)V/2
U a4+ 0v2).(c+ dv2) + (a + bV2).(e + fV2)

= zyYy+tzz

O

Definicao 2.2 (Espagos vetoriais) Um espago vetorial real V € um conjunto ndo vazio
munido de duas operagcoes chamadas, respectivamente, de adicao e multiplicacao por um

escalar,
+:VxV = V S KxVY o — YV

(v,u) = v+u ‘ \v) = Av’
satisfazendo, para quaisquer u,v,w € V e X\, u € K, as propriedades:
1) (Comutativa da adi¢ao): v 4+ u = u + v.
2) (Associativa da adi¢@o): (v+u) +w = v+ (u + w).
3) (Elemento neutro da adi¢ao): 30 € V, tal que v + 0 = .
4) (Elemento oposto da adigao): Vv € V ;3 —v € V, tal que v+ (—v) = 0.
5) (Propriedade associativa): A.(p.v) = (A.u).v.
6) (Unidade): 1.v = v, sendo 1 o elemento unidade de K.
7) (Distributividade 1): A.(u +v) = A.u + A.v.
8) (Distributividade 2): (A 4 p).v = Av + p.v.

E importante ressaltar que quaisquer elementos do conjunto V, como v, u,w, sao
chamados de vetores. Por sua vez, A\,u € K sao ditos escalares, e por fim o elemento
neutro proveniente da propriedade (3) ndo é um zero escalar, mas sim o vetor nulo,

denotado por 0.
Exemplo 2.2 O espago euclidiano R",n > 1, é um espago vetorial.

Solugao. Considere as operacoes de soma e multiplicacdo por escalar usuais. Sejam
r=(x1, ., 2n),y= W1, Yn), 2 = (21,...,2n) € R" logo, como R é corpo, segue que:

Comutativa da adi¢ao:

r+y=(@1 4y, Tn+tys) = W1+, Yn+Tn) =y +x.
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Associativa da adicdo:

(x4+y)+z=[r1+ v, Tn+Yn)] + (21, -, 2n)
=T +yi+21,- Ty + Yn+ 20)
=14+ 21+Y1,- T+ 20+ Yn)
= ((z1+21) 91, (T0 + 20) + Yn)
= ( yTn) Y1+ 21 Y+ 2]
= (

, Tn) + [(yla"'7yn) + (217"'7Zn)]7

L1y ...
L1y

as justificativas dessas igualdades e as demais que veremos nesse exemplo, sao provenientes
de que R ¢é corpo.

Elemento neutro: Considere 0 = (0q,...,0,), logo:
r+0=(r1,...,2,) + (01,...,0,) = (21 + 01, ..., 2, + 0,) = .
Elemento oposto: Considere —z € R definido da seguinte forma:
—x = (—T1,...,—Ty).

De fato isso é valido, pois sabemos que dado um nimero real, existe seu elemento oposto.

Sendo assim, segue que:

r+ (—x)=(21,...,2,) + (—21,...,—2,)
= (x14 (=21), ..., Tn + (—2,)) = 0 = 0.

Propriedade associativa: De fato, para todo A\, u € R, segue que:

A(px) = N (pexy, ..oy gy,
= (A1, oy A Ty)
=(A\p).(z1,...,2,)
= (A\.p).x.

Unidade: E vélida, pois dado 1 € R, temos que:
lrx=0 21,...,1-x,) = (z1,...,7p).
Distributiva 1: E vélida. De fato, para todo A € R, temos:

A4y =A(z1+y1, .., Tp+ Yn)
=A(z14+y1), s AT+ Yn))
= Az +F Ay, .. AT, + Ayn)
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=21, .., T0) F A (Y1, o, Yn)
= AT+ A\y.

Distributiva 2: E vélida. De fato, para todo \, u € R, temos:

A+p)x=AN+pn).(z1,...,2,)
=((AN+p)zy,...,(A+ p).zy)
= Az + @z, . ATy Ty,)
=A(x1,. ., xn) + (21,0 2p)
= A\T + p.2.

O

Exemplo 2.3 Seja F(A,R) o conjunto formado por todas as fungoes f : A C R — R,
em que A # () € um conjunto arbitrdario. Dados f,g € F(A,R) definem-se as sequintes
operacoes de soma e produto por escalar:

+: F(AR) x F(A,R) — F(AR) S RXxF(AR) — F(AR)

€ )

(fr9) — f+yg A ) — A

sendo (f + g)(x) = f(x) + g(x) e (A\.f)(x) = A.f(z), para todo x € A.

Solugao. Primeiramente notemos que as fungoes estao bem definidas, pois f e g sao
funcoes e o contradominio é o conjunto dos nimeros reais. Agora, verifiquemos que as
propriedades de espacos vetoriais sao satisfeitas. As justificativas das igualdades abaixo

correspondem ao fato de R ser corpo.

Comutativa da adicao:

(f+9)(x) = f(z) +g(x) = g(x) + f(z) = (g + f)(x).

Associativa da adicdo:

(f+(g+m)(z) =flz)+(g+h)(z) = f(x)+ (9(z) + h(z))
= (f(2) + g(x)) + h(z) = (f + g)(z) + h(z)

= ((f +9) + h)(2).

Elemento neutro: Considere e(x) = 0, a fungao nula, isto é, a fungao que leva todos os

elementos do dominio no zero. Donde segue que:

(f +e)(x) = f(z) +e(x) = f(2) + 0= f(z).

Elemento oposto: Considere a fungao oposta de f denotado por —f como a fungao que
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possui como imagem os elementos opostos de f, isto é:

(f + (=) = f(2) + (=/)(2) = f(2) + (= f(2)) = f(z) = f(x) = 0 = e(z).

Propriedade associativa: De fato, para todo A, 4 € R temos:

(A(uf)()) = A(pf) (@) = Mpf (@) = M) f(z) = () f)(2).

Unidade: Considere A =1 € R, desta forma segue que:

(AN)(x) = (Lf)(x) = 1f () = f(x).

Distributiva 1:

A +9) (@) = A(f (=

—+
=2
&
I
>
=
aX
+
>
K
—
&

O
Observagao. Consideremos o subconjunto de F (A, R) formado pelas fungoes continuas
em A, que denotaremos por C(A); como a fungao constante igual a zero é continua, a
soma de fungoes continuas é uma funcao continua e o produto de um escalar por uma

funcao continua é uma func¢do continua, segue que C(A) é um subespago vetorial ([§],
p.15, Teorema 1.3).

Exemplo 2.4 O espago das matrizes My «m(R) € um espago vetorial.

Solucgao. Considere as operacoes usuais de adigao e multiplicacao por um escalar real de
matrizes. As justificativas das igualdades abaixo sao creditadas ao fato de R ser corpo.
Sejam A, B,C € M,,xn:

(055 QA1n bll c. bln Cci1 ... Cin
A=+ o o |B=|: . i |eC=

Al -+ Qmn b1 .. bum Cml - - Cmn

Comutativa da adicao:

ay; ... A1p bll ce bln
A+B=|: - |+
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ajn +bin ... ay + by,
Am1 + bml oo Amp + bmn
bin+an ... biptan
bml + Am1 - bmn + Amn
b11 e bln ayy ... A1p
= - )+l . i |=Bt+A
bml e bmn ami1 --- Qmn
Associativa da adicao:
[ ai; ... QA1n bll c bln c11 ... Cin
A+By+C=|| + i+ o |+
| \@m1 -+ Qmn b1 .. bon Cml --- Cmn
[ [ann+bn ... a, + by €11 ... Cin
= : : +

L Am1 + bml e Qmn + bmn Cm1 .- Cmn

[ [ an+butcn .. ap bt o,

L \Qm1 + bml + Cm1 -+ Qmn + bmn + Cmn

[ a1y + (bn + C11) e A1y + (bln + Cln)

L Am1 + (bml + le) cee Amn + (bmn + Cmn)

ai; ... Qin bii+cu ... byt
=1 : . |+ : : =A+ (B+C).
AQm1 .- Qmp bml + Cm1 --- bmn + Cmn

Elemento neutro: Considere a seguinte matriz:

mxn

portanto, segue que:

ayp ... Qip 0O ... 0
A+0= : : +

Am1 -+ Qmn 0 ... 0



a11—|—0 CL1n—|-O

—= : : :A

ami +0 ... apun+0

Elemento oposto: Considere —A € M,, ., definido da seguinte maneira:

—Qa11r ... —Q1n
—Am1 .- —Qmn
dai segue que:
a1 ... Qip —a11 —Qin
A+ (-A) = +
Qmi -+ Amn —Qm1 —Qmn
ay + (—an) ...+ (—a)
Am1 + <_am1) cee Amn + (_amn>
0 ... 0
0 ... 0
= 0.
Propriedade associativa: De fato, para todo A, 4 € R temos:
[ par ... HGip Afiayy Ay,
AMpA) =\ : : = : :
U1 oo [UOmp A UG A Gy
()\IM)CLH Ce ()\/L)Cbln a1
g E S . E g ()\M)
AM)amr - (Ap)amn (1
= (Aﬂ)A’
em especial se A =1, u = —1, obtemos a matriz —A do item anterior.
Unidade: Pois dado 1 € R, temos que:
(055 QA1n 1- aiq 1- QA1n
1-A=1 = :
Aml -+ Qmn 1-am 1-amn

Q1n

amn
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ar ... A1n
Am1 .- Qmp
Distributiva 1: Pois para todo A € R tem-se:
app +bu ... ap, + by Map +b11) .. AMan + bin)
MA+B) =\ : : _ : - :
am1 + bml cen Qg+ bmn )\(aml + bml) cee )\<amn + bmn)
()\&11 + )\bu) R ()\Clln + )\bln)
(A1 + Ab1) .. (Aapn + Abpn)
/\(111 e )\aln )\bu e /\bln
= : : + : .. :
D\ D Yo T Aop1 ... Abpn
= A\A+ \B.

Distributiva 2: Pois para todo A, u € R, temos que:

a, .- QA1 ()\ + M)CLH . ()\ + /L)aln
AtmA=A+m | 1 ] = : g :
N . A+ wam oo (A4 @)amn
)\CLH + panp ... )\aln + pary,
A1 + W1 oo AQn F WO
)\0,11 e )\aln mayr .. Ha1n
=+ |+
P Yo [T R VT .
a;y ... A1p ai; ... A1y
=X ¢ .t +p
Am1 .- Qmp Am1 .. QAmn
= AN+ pA.

OJ

Acima vimos alguns exemplos classicos de espacos vetoriais com as operagoes usuais,
entretanto existem intimeros outros espacos vetoriais que sao munidos das mais diversas
operagoes. Esse primeiro contato com espacos vetoriais foi totalmente intencional para que

pudéssemos ir nos familiarizando, a fim de que a préxima definicao pudesse ser agregada
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a0 nosso estudo.

2.2 Espacos vetoriais normados

Denomina-se um espago normado o seguinte par (V, ||-||), onde V é uma espago vetorial

sobre um corpo R ou C e ||-|| é a fungao norma:
I+ V = RTU {0},
que satisfaz as seguintes propriedades:
1) |zl =0,
2) [lz]l =0z =0,
3) [zl = (Al

4) (Desigualdade triangular:) ||z + y|| < ||z|| + ||y]|.

Definigao 2.3 (Espaco de Banach) Um espago normado V € chamado de espago de

Banach se toda sequéncia de Cauchy em V converge para um elemento de V.

Vejamos abaixo alguns exemplos de espagos vetoriais normados.

Exemplo 2.5 O espaco vetorial R™ munido da norma euclidiana:

n 1/2
] := (Z(fck)2> ,

k=1

onde © = (x1,...,x,) € R", € um espago vetorial normado.

Solugao. Para mostrarmos isso, é necessario que verifiquemos as condi¢oes propostas na
definicao.

Notemos inicialmente que ||z|| > 0, pois é a raiz quadrada da soma de termos nao
negativos, que justifica .

Agora, se x = 0, entao x; = 0, para todo ¢ = 1,--- ,n, e segue imediatamente da

defini¢ao que ||z|| = 0. Por outro lado, segue que

" 1/2
|lz]|=0=0= (Z(mk)2> > @)V = |z, Vi=1,--- ,n=>2,=0,Vi=1,--- n,

k=1

logo x = 0; o que prova .
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Note que também ¢é vélida pois:

" 1/2 " 1/2
[Az| = (Z(MW) = (Z >\2(l‘k)2>
k=1

k=1
n 1/2 n 1/2
= (AQZ@@?) = A (ZW)
SON[EE

E por fim também serd valida pois:

n 1/2
lz+yll = D_(we+ yk)2>

k=1

n 1/2

— Z(xk)Q + 2(z) (y) + (vi)?

S SN———

k=1
n n 1/2
= | D (@) + > 2w () + (yk)2> :
k=1 k=1 k=1

Perceba que:

> 2w (we),

k=1
¢é exatamente o produto escalar entre os vetores z,y. Relembremos que nesse caso é valida

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, isto é:

n

> 20) () = 2(x - y) < 2]l lyll-

k=1

Dessa forma, segue que:

e portanto:

n n 1/2
lz +yll < (Z(mz + 2|z l[lyll+ Z(yk)2>

k=1 k=1
= V=l + 2[l= ][l ] + Iy

= V2l + Nyl = =l + Iyl = [zl + Nyl
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Exemplo 2.6 O espaco vetorial de todos os polindmios com coeficientes reais P(R) da

n
forma, P(x) = Zaixi, onde a; € R en € N € um espaco vetorial normado, munido da
1=0

norma
n

1P =" lail-

1=0

Solugao. De fato, vejamos que é verdadeira, pois ||P|| é a soma de termos nao

negativos.

Tomando P(x) = ap+ a1z + - - - a,a™ = 0, temos a; = 0, para todo i =0, -+ ,n, 0 que

implica que || P|| = Z la;| = 0. Por outro lado, temos que
i=0

||PH:0:>0:Z‘CM|Z|<lk|,W€=0,'--,n:>ak:0,‘v’k:O,~--,n,
i=0

donde P(x) = 0. Assim, concluimos a prova de (2).
A propriedade também ¢é satisfeita, vejamos:

1Pl =D ail =D [Allasl = (A las| = [A[I|P]].
=0 =0 =0

Finalmente, verificaremos que a propriedade também ¢ satisfeita. Consideremos

m n
P = Z arieQ = Z biz', sem perda de generalidade consideraremos m < n. Tomando

i=0 =0
n

a;=0,set=m+1,--- ,n, podemos reescrever P na forma E a;x'. Assim, tem-se
i=0

n

=0

= a0l < S (al + o) < 3 Jail + 3 1]
i=0 i=0 =0 =0

1P +Ql =

z”: a;x’ + z": bix'
=0

1=0

= | D lail+ Y Jal | D1l =D lad + Y [bi
i=0 i=0 =0 =0

i=m—+1
=0

=[Pl +11Ql-

0

Exemplo 2.7 O espaco vetorial das funcoes reais continuas, definidas num intervalo
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fechado, denotado por C([a,b]), é um espago vetorial normado, munido da norma:

191 = [ 1r@lde.

Solugao. De fato, vejamos que (|1)) é verdadeira, pois | f(x)| > 0 para todo x, independente

do intervalo [a, b], ou seja:
b
[ 1@z =o.

Agora, provaremos que a propriedade também é valida. Supondo que f(z) = 0,
para todo z € [a, b], temos | f(z)] = 0 e portanto

b b
1l = / f(@)ldx = / 0ldz = 0.

Por outro lado, tomando || f|| = 0 e, supondo por absurdo que existe zy € [a, b] tal que
f(zo) # 0, temos pelo teorema de conservagao de sinal para fungdes continuas que existe
lc,d] C [a,b] tal que xg € [c,d] e |f(x)] > |f(z0)|, para todo x € [¢,d]. Dali, segue:

0=|fl = / Fl(x)de > / Fl(x)de > / Fl(wo)da = |f(z)|(d — ) > 0,

o que ¢ absurdo. Logo, f(z) = 0 para todo z € [a, b].
Perceba que também é satisfeita:

M = [ @l = [N @de =N [ 1f@)lds = Al

Por fim, vejamos que é satisfeita:

b b
1 +gll = / (f + g)(2)|dz = / (@) + g(a)lde

< [1r@l+lot@lde = [ \f@)ide+ [ lgfa)ldz
— 11+ gl

O

Exemplo 2.8 O espaco C'[a,b] das funcdes que possuem derivadas parciais de primeira

ordem continuas, munido da norma:

|- ]ler : CMab] — R
U= [ Wler = sup [W()] + sup [W(2)],

te[a,b] t€la,b]

¢ um espacgo de Banach.
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Solugao. A seguir verificaremos apenas que C*[a,b] ¢ um espaco normado, e indicamos
[7, Exercicio 1.9] para a conclusao de que é um espago de Banach. Como ¥ e WU’ sao
continuas no intervalo fechado [a, b], e portanto limitadas ([2, Teorema de Weiertrass|), e
sendo R um espago completo, segue que ||V||c1 estd bem definida. Verifiquemos que ({1f) é
satisfeita. De fato, para qualquer ¢ € [a, b] teremos que |¥(¢)| e |¥’(¢)| sdo nao negativos,
logo [[W]|c1 = sup [¥(t)] 4 sup [¥'(t)[ = 0.

t€(a,b] t€(a,b]

Veja que também ¢é valida. De fato, consideremos ||V|c1 = 0, o que implica

0 < |U(t)| < sup |¥(t)| + sup |[¥'(t)] = [|¥||cr = 0, donde ¥(t) = 0, para todo t € [a, b].
t€(a,b] tela,b]

Por outro lado, se ¥(t) = 0, para todo ¢ € [a,b], segue que ¥'(t) = 0, para todo ¢ € [a, b],
donde obtemos que ||¥|/cr = sup |V(¢)| + sup |[¥'(¢)] = 0.

t€fa,b] t€la,b]

Prosseguindo, observe que é verdadeiro, pois:

[AT[ler = sup [AW(t)] 4 sup [AW'(2))]

t€[a,b] t€(a,b]

= sup [A[|W(#)[ + sup [A|[W'()]

te(a,b] t€la,b]

Teoremal6.1]
= [Al(sup [ (2)| 4+ sup [¥'(2)])
t€[a,b] t€a,b]
= Ao

Por fim, confirmemos a veracidade de . Considere ¥, ® € C'la, b]:

[V + @[ = sup | W(t) + ®(t) | + sup | ¥'(t) + @'(¢) |
t€(a,b] t€(a,b] —
<|U|+|®| <[W/|+] 2]
TeoremalG.2] , ,
< sup (|W(t)] + [@(t)]) + sup (|¥'(t)| + |'(2)])
tefa,b] tefab]
Teoremal6.1]
< sup [V (?)[ + sup [@(¢)| + sup [¥'(¢)| + sup ['(?)]
t€(a,b] t€a,b] t€(a,b] t€(a,b]
= [W][or + (@]

Conseguinte, como todas as propriedades foram verificadas, segue que C'[a, b] é um espaco

vetorial normado. O

Exemplo 2.9 (Veja [1, Teorema 4.5, pdgina 22]) Sejam X e Y espagos vetoriais de
Banach. O conjunto dos funcionais lineares continuos de X em 'Y, denotado por L(X,Y),

¢ um espaco de Banach munido da norma

1¥]le = sup [[¥()]]y.
fex

Fllx=1

Em particular, tomando X = C'[a,b] e Y =R, temos o espago de Banach L(C'|[a,b],R)
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munido da norma

1] = sup [¥(f)].
feCab]
171l g1 =1

2.2.1 Métrica induzida

Todo espago normado é em particular um espago métrico (veja [6]), com a seguinte

métrica induzida pela norma:

d:VxV — RYU{0}

Para verificar isso, é necessario que mostremos que as seguintes propriedades sao validas:

i d(l’,y) Z 07 V.T,y ev.

De fato, se z,y € V, segue que = —y € V e, portanto, d(z,y) = ||[(z — y)|| = 0.

e d(z,y)=0<z=y.

De fato, temos

(2)
d(xyy):||$—y||=0x—y:O(:)m:y.

o d(z,y) =d(y,x).
Note que:

d(z,y) = llz =yl = [I=(y = )| = |(=1)(y — )|

()
== 1lly =zl = lly — =] = d(y, »).

o d(z,z) <d(x,y) +d(y,=2).

Veja que:
dz.z) E e
—y+y=0
T ey ty =2l =@ -y + (v -2
< @ =yl+Ily -2l
Ll y) +dy,2).
Portanto, a distancia d(x,y) = ||(x — y)|| é uma métrica em V.

Por exemplo, considerando o espago vetorial normado R"™ (ver Exemplo [2.5]) existem
outras normas e métricas que sao aplicadas conforme sua pratica e conveniéncia, ou seja,
desde que esteja bem definida e funcione conforme se deseja, é possivel manipular e

operar esses objetos. Ha algumas normas classicas que nao podemos deixar de conhecer,
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bem como as respectivas métricas provenientes delas, essas, por sua vez, sao facilmente

encontradas nas literaturas matematicas, como ([6, Capitulo 1, Exemplo 4]):

1) (Norma Euclidiana) 1) (Métrica Euclidiana)
" 1/2 N 1/2
b= (o) o= (Sm-u)
k=1 i=1
2) (Norma da soma) 2) (Métrica da soma)

[z :Z|$k| ds(,y) :Z|$z‘—yz'|-
k=1 i=1

3) (Norma do maximo) 3) (Métrica da maximo)
lll == maz|z]. dm(@,y) = maz |z — il

As métricas acima, apesar de serem calculadas de formas diferentes, possuem certa

relagao entre si. Nesse sentido diz-se que essas normas ou métricas sao equivalentes.

Proposicao 2.1 (Métricas Equivalentes) (Veja [6, Proposicao 1, Capitulo 1]) Sejam d,
d e d" as respectivas métricas, euclidiana, soma e a do mdximo. Entao, para quaisquer

r,y € R", tem-se:

dmax(x) y) S de(x7 y) S ds(x7 y) S ndma:c<x’ y)

Definigao 2.4 (Bola Aberta) A bola aberta de centro a e raio r € o conjunto B(a;r) dos

pontos de M (espago métrico), cuja a distancia ao ponto a é menor do que r. Ou seja,
B ={z e M|d(z,a) <r}.

Definigao 2.5 (Bola Fechada) A bola fechada de centro a e raio v € o conjunto Bla;r],
formado pelos pontos de M (espago métrico) que estao a uma distancia menor do que ou

tgual a r do ponto a. Ou seja,
B ={x e M|d(z,a) <r}.

Com base nas métricas é possivel pensar em suas representacoes graficas. Nesse

momento visualizaremos o conceito de bolas, tanto abertas como fechadas em R?, como

veremos nas Figuras 2.5 2.6
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Bla,r]

Figura 2.1: Bola fechada euclidiana.

Bla, r]/

Bola na métrica Euclidiana

N

N

Figura 2.3: Bola fechada - métrica da

soma.

Bla,r]

>

Figura 2.2: Bola aberta euclidiana.

Bola na métrica da soma

Figura 2.4: Bola aberta - métrica da

soma.

Bola na métrica do maximo

Figura 2.5: Bola fechada - métrica do

maximo.

ﬁ
[ P

Figura 2.6: Bola aberta - métrica do

maximo.



Capitulo

3

Funcionais

O conceito de fungao é amplamente utilizado em mateméatica. No capitulo anterior,
por exemplo, vimos algumas fungoes que fazem regras de associagbes entre conjuntos,
sejam eles quaisquer. A dinamica se baseava em deslocar um elemento do conjunto de
saida (dominio) até um tnico elemento no conjunto de chegada (contradominio).

Pois bem, um funcional nao é nada mais nada menos que uma funcao, entretanto
a diferenca é que os elementos presentes no dominio do funcional sao funcoes que, ao
passar pelo funcional, retornam um valor numérico, ou seja, dizemos que os elementos do
contradominio, ou imagem dessa fun¢ao, é um corpo de escalares. Em resumo, podemos

formalizar esse conceito e reduzir a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1 Consideremos um espago vetorial V. Um funcional F' : V — R é uma
funcao que associa a cada v € V um unico numero real. Além disso, € dito funcional

linear quando satisfaz as sequintes condicoes:
1) Flu+0v) = Flu)+ F(v),
2) F(Av) = AF(v), comu,v eV e R

Observagao O conjunto de todos os funcionais lineares é denotado por L(V,R), e forma
um espaco vetorial.

Vejamos alguns exemplos de funcionais lineares:

Exemplo 3.1 Sejam [a,b] um intervalo fechado e C([a,b]) o espago de todas as fungoes

reais continuas em [a,b]. Verifique que:

F:C([a,b])) — R
b
g = Flg)= / g(t)dt,

¢ um funcional linear, para toda g € C([a, b]).

Solugao. De fato, vamos nos certificar de que ¢ valida. Para isso, estaremos apoiados

nas propriedades de integrais definidas:

b b b
F(f+g) = / £(0) + g(t)dt = / f(t)dt + / g(t)dt = F(f) + F(g).

31
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Note que também é satisfeita:

F()\f):/ Af(t)dt:/\/ F(O)dt = AF(f).

O

No decorrer deste capitulo, gostariamos de derivar esses funcionais. Entretanto,
diferentemente de uma funcao f : Dy C R — R, o dominio de um funcional é um
espaco vetorial e, portanto, é preciso que facamos uma adequacao ao conceito de derivada

da funcao.

Recordemos agora que a derivada de uma fungao f : Dy C R = R, g € Int(Dy), é

calculada da seguinte forma:

f/(x0) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

)

ou ainda, reescrevendo obtém-se:

lim f(zo+h) — f(xo) — hf'(w0) — 0 e Lim f(xo+h) — f(xo) — hf' (o)
h—0 h h—0 |h|

= ()7
onde a variagao do incremento é descrito por:

flxzo +h) = f(xo) + f'(wo)h + €(h),

e portanto:
e(h
lim Q =0.
h—0 |h|
Em outras palavras, quando h se aproxima de zero temos que o erro, denotado por €(h),

é menor que o préprio incremento.

De forma andloga ao que vimos acima, existe uma definicao ajustada para que

possamos conceber o conceito de diferenciabilidade de uma funcao de duas variaveis reais.

Definigao 3.2 Sejam f: A CR* - R, A aberto de R?, e (xg,y0) € A. Dizemos que f ¢é

diferencidvel em (xq,yo) se, e somente se, existirem reais a,b tais que:

i f(xo+h,yo +k) — f(wo,y0) —ah — bk
11m e

0.
1 k[|—0 |l (h, Bl

Além disso, se f for diferencidvel em (xq, yo), entao f admitird derivadas parciais nesse

ponto e a transformacao linear:

(50.%0) ‘R? - R
(h’7 k) = T (h’7 k) - fw(xﬁay())h + fy(x07y0>k7

(z0,v0)
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serd a unica que satisfaz a seguinte expressao:

f(xo+ h,yo + k) — f(2o,90) — fel(o, yo)h — fy (70, yo)k

hm - Oa
(= (R, )|
com:
. e(h,k)
lim ———= =0, 3.1
ko T, )] 31)
onde:
€(h> k) = f(330 + h,y0 + /f) - f(l“o, yo) - fa:(xmyo)h - fy(-T07 yo)/f-
Observacoes.

1) A transformagao linear T@O,yo) (h, k) é chamada de diferencial da fungao f no ponto

(20, Yo). Usualmente, fazemos a identificacdo h = dz, k = dy e
df(107y0) = fw(x(]a yO)dm + fy(‘xOv yO)dy

2) Recordemos também que a existéncia das derivadas parciais ndo garante que a
fungao seja diferencidvel no ponto (z,yo), nem mesmo continua nesse ponto. Por
outro lado, sabemos que para f ser diferenciavel no ponto (g, yo), é necessario que
existam as derivadas parciais no ponto (xg,yo) e o limite dado em (3.1)) deve ser

vélido. Para mais detalhes, veja ([3, Corolario, pagina 256]).

3) Além disso, recorde que para que os limites nos espagos Euclidianos estejam bem
definidos é essencial que esses espacos sejam completos, ou seja, sejam espagos
de Banach. Assim, para generalizarmos o conceito de diferenciabilidade para

funcionais, trabalharemos em espagos de Banach, conforme mencionada na Defini¢ao

2.3

Essa mesma ideia vista acima serd replicada para diferenciabilidade de um funcional

definido em um espaco de Banach.

Definicao 3.3 Sejam E espaco de Banach e U C E um subconjunto aberto. O funcional
VU C E — R possui derivada de Gateaur em xq € U na direcao de h € E, se existe o
oY . P(wo + th) — P(wo)

%(%) = lim ; :

Além disso, se, para todo h € F, existir a derivada de Gateaux em x, na direcao de h,

limite:

dizemos simplesmente que ¥ é Gateaux diferenciavel em z(, e denotamos a derivada de

Gateaux por Vi (xg), ou seja

Vi) (h) = lim L) = ¢ (o)

t—0 t

,Vh € E.

Naturalmente, podemos nos indagar se o fato do funcional 1) ser Gateaux diferenciavel

implicard em diferenciabilidade. Pois bem, a resposta é nao, vejamos o seguinte exemplo:
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Exemplo 3.2 Consideremos a fun¢ao

4

Q,ZJ(QZ' y) = x6x+yy3 , S€ ('CE) y) 7& (0, 0),

0 , se (x,y) = (0,0).

Mostremos que ¢ € Gateauz diferencidvel, mas ndao é continua em (0,0).

Solugao. Primeiro, verifiquemos que ¥ é Gateaux diferenciavel em zy = (0,0).
Consideremos h = (m,n) € R?.

No caso h = (m,n) com n # 0, temos que:

— 1 _ .
150 (tm)6 + (tn)3

t*m*n
im———
t—0 t"mb + t4n3
. t
= limm*n - ———
10 t3mb + n3
=0.

~~
s
S~—
=
~
~
S
SN—
~ | =

Por outro lado, se h = (m,0), segue que ¥ (tm,0) — ¢ (0,0) = 0, e portanto

o 1/)(”'%0) B 10(0»0)
oh t—0 t

= 0.

Assim, concluimos que ¢ é Gateux diferenciavel em z.

Mostremos agora que 1 ndo é continua em o = (0,0). Considere a curva §(t) = (v, 1),

logo:
. TR V47 s RN A S
limp(6(t)) = Egm =lim o =5 #0=14(0,0),
ou seja, ¥ nao é continua em (0,0). O

Dito isto, a seguir apresentaremos uma definicao de diferenciabilidade de funcionais

mais ampla que a diferenciabilidade de Gateaux.

Definicao 3.4 Sejam E espago de Banach e U C E um conjunto aberto e : U C E — R
um funcional. Dizemos que 1 € Fréchet diferencidvel em xo € U, se existe dy, € L(E,R)

tal que, para todo h € E suficientemente proximo de Og, temos

V(o + h) = (o) +dip, (h) +€(h),

com

e(h)
Inll—o ||k &
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Além do mais, se ) € Fréchet diferencidvel em xq, para todo xg € U, dizemos simplesmente

que v € Fréchet diferencidvel.

A seguir definiremos o funcional que utilizaremos no decorrer do trabalho.

Definigao 3.5 Considere o espago normado Cl[xg, z1] munido da norma

[yller = Sup5€[1'071'1]’y<8)| + Supse[zo,zl]|y/(5>’~

Definimos o funcional ¥ : C1[xg, 1] — R dado por

U(y) = /mlF(s,y(s)W/(s))ds,

Zo

sendo F uma funcdo de trés varidveis reais a valores reais de classe C*.

Teorema 3.1 (Ver [1, Teorema 7.5]) Sejam E um espago de Banach, U C E aberto,
ho € U et : U — R tal que o Vi(h) existe para todo h em uma vizinhanga de hg e é
continuo em hy. Entao, di(ho) = Vio(hg), ou seja, a derivada de Fréchet em hqy € igual

a derivada de Gateauzr em hyg.

Teorema 3.2 A derivada de Fréchet de W em y € C'xg,z1] (ver Definigao

transformagao linear continua d¥(y) : C[zg, 1] — R dada por

AV = [ F .90, ()1 h(5) + Fy (5,009, () (s

Z0

Demonstracao. Veja que, pelo Teorema [3.1] basta mostrarmos que ¥ é Gateaux

diferenciavel em y e que a derivada de Gateaux é continua em y.

Afirmacao 1. W é Gateaux diferenciavel em y, e mais

VU)0) = [ Es,(5). 5/ (5)):h(s) + Fyls, )./ (5)) (),
zo
para toda h € C*[zq, x1].

De fato. Seja ¢ > 0 dado. Aplicando o Teorema do Valor Médio (veja [0, Teorema do
Valor Médio]), considerando as seguintes ternas a = (s,y(s),y'(s)) e v = (0,th(s), th'(s)),
temos que existe 6 € (0, 1) tal que:

F(s,y(s) +th(s), y'(s) + th'(s)) = F(s,y(s),y/'(s))
= VF(s,y(s) + 0th(s),y'(s) + 0th'(s)).(0,th(s), th'(s))
= [Fy(s,y(s) + Oth(s),y'(s) + 0th'(5)).h(s) + Fy(s,y(s) + 0th(s),y'(s) + Oth'(s))). 1 (s)]t.
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Dai, temos que:

“I’(y : tht> - /xle(s,y(s),y’(S))-h(S) + Fy(s,y(s),y'(s)).h'(s)ds

ds

/“’“ F(s,y(s) + th(s),y'(s) + th'(s)) — F(s,y(s), y'(s))
N t

0

_/xlpy(s, y(s),y/'(s)).0(s) + Ey (s, y(s), y'(5)).1' (s)ds

/“ﬁ”1 [Fy(s,y(s) 4+ 0th(s),y' (s) + 0th'(s)).h(s) + Fy(s,y(s) + 0th(s),y (s) + Oth'(s))).h (s)]t

ds
t

0

_/xlpy(s,y(S),y’(S))-h(S) + Fy(s,y(s),y/(s))-(s)ds

/m [Fy(s,y(s) 4+ 0th(s),y' (s) + 0th'(s)).h(s) + Fy(s,y(s) + 0th(s),y'(s) + 0th'(s))).h' (s)]ds

_/%Fy(s,y(S%Z/’(S))-h(S) + Fy(s,y(s),y/(s))-h'(s)ds

[ s (s) + 00h(5).5/(5) + 801(5) = Fy(s,(5) /() ()

+Ey (s,y(s) + 0th(s), y'(s) + Oth'(s)) — Fy(s,y(s), y'(s))].h'(s)ds]
: /m1|Fy(8, y(s) + 0th(s),y'(s) + Oth'(s)).h(s) — Fy(s,y(s), ' (s))-h(s)|

+HEy (s,y(s) + 0th(s), y'(s) + 0th'(s)). W' (s) — Fy(s,y(s), 4/ (s))-h'(s)|ds.

Temos que y,h € C'zg,x1], F é de classe C' e [—1,1] X [zg,71] é compacto. Logo,
91,92 1 [—1,1] x [xo, z1] — R, dadas por ¢1(t,s) = F,(s,y(s) + 0th(s),y (s) + 0th'(s))h'(s)
e g2(s,t) = Fy(s,y(s) + 0th(s),y'(s) + Oth/(s))h'(s), sao uniformemente continuas (ver
[5, Teorema 21, pagina 46]). Assim, existe § > 0, dependendo apenas de ¢, tal que para
|(t,s) — (0,s)] = |t| < tem-se

€

(5, (5) + Bth(s). ' (s) + 664 (5)) = By (5,u(s),  (DI(s)| < 3r—

€

[y (5,9(5) + 0h(5). ' () + 081 (5)) = Fyr (s, 9(), 3/ () 5)] < 5
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Assim, substituindo acima obtemos

’@<+ﬁw W@%_/“F@y<nm>mwm4@@w@MN@M%Ws

/ I[Fy (s, y(s) + 0th(s), y'(s) + Oth'(s)) = Fy(s,y(s), 5/ (s))]].[(s)]

HI[Ey (s,y(s) + 0th(s), y'(s) + 0th'(s)) = Ey (s, y(s), y'(5))]].|W'(s)]ds

o que prova a Afirmagdo 1.

Afirmagdo 2. A aplicagio VU : Cllzg,z] — L(C'zo,71],R), que associa cada

y € Cxg, z1] ao funcional linear V¥ (y), é continua em y.

De fato. Seja ¢ > 0 dado. Sejam y,u € Cl[zg, z;]. Queremos mostrar que existe § > 0

tal que, para todo ||u|| <,

VU (y +u) = VU2t po,e)r) = e }\V‘P(y +u)(h) = V¥(y)(h)| <e
€Clzo,x1
IRl g1 =1

Note que:

VU (y +u)(h) = VE(y)(h)]

/mle(S, y(s) +uls),y'(s) +u'(s)).h(s) + Ey(s,y(s) +uls),y'(s) +u'(s)). 1 (s)ds

- /xle(& y(5),y'(5))-h(s) + Fy(s,y(5), 9/ (5)).1/ (s)ds

[ 0(6) 001,/ (6) 1 (5) = By 0(5). /()5

/xl[F (5,y(s) +uls),y'(s) +u'(s)) = Fy(s,y(s), ' (s))].1'(s)ds

< [ o 0(5) +0(5) 4 5) 5 (6) = s p(e). /)] (o)l
—/ |[Fy (s,y(s) +uls),y/(s) +u'(s)) = Fy (s, 9(s), 4/ (s))]]. [P (5)|ds.
Observe que, para todo s € [zg, 1],

(s, y(s) +uls),y'(s) +u'(s)) = (5,9(5), ¥/ (5))||es 1100, u(s), w'(s))||es

[luller-

IA
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Considerando ||ul|c1 < 1, temos que:
K = [zg, 1] X [—a,a] X [—a,al,

sendo a = ||y||c1 + 1, é um compacto em R3. Além disso, F' é de classe C*, o que implica
que F, e F,; sdo uniformemente continuas em K ([5, Teorema 21, pagina 46]). Portanto,

existe § > 0 tal que para ||ul|ct < 0 tem-se

€

|y (s, y(s) +u(s),y'(s) +4'(s) — Fy(s,y(s),4/(s)] < 2(a1 — x0)

€

|Fy (s,y(s) +u(s),y'(s) +u'(s)) — Fy(s,y(s),y'(s)] < a1 — o)

Assim, usando que ||h||cr = 1 e acima, obtemos:

[VU(y +u)(h) = VU(y)(h)|

B 0(6) 051,/ (6) 1 (5) = By (). () s)ds

o

_/% [Fy (s,y(s) + uls),y/'(s) + ' (s)) = Fy(s,y(s),/(s))].0 (s)ds

zo

< [ 1B 0() +u(s). 1 6) + (5)) = Fylo 90 o ()] )] ds

[ IR s6) 4 ) (9) 41 (9) = Fy () (9)L [ (0) s

< [ B p(6) + u(s). 5/ (5) + 0(5) = Fyfs, (), (5] ds

o

1

1

[ B 0(9) + u(9).9/(9) 4 0(5) = Byl o/ (Dlds < [
o v (T1— o)

o que prova a Afirmagdo 2.
Portanto, provadas as Afirmagoes 1 e 2, segue da Proposigao 7.5 que d¥(y) = VU (y).
O
Da mesma maneira com que foi desenvolvida a ideia de diferenciabilidade em espacos
de Banach, é relevante que procuremos por valores criticos do funcional, isto é, pontos de

maximo e minimo, onde consequentemente a derivada de Fréchet se anule.
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Definicao 3.6 Seja E um espaco de Banach. Dizemos que yo € E € um ponto de mdzimo

local do funcional ¥ : E — R quando existe uma vizinhanga V C E de yy tal que
U(y) < ¥(yo), Vy € V.

Além disso, quando yo € ponto de mdzimo local de VU e também V(y) = ¥(yo), y € V,
somente quando y = Yo, dizemos que o funcional assume um mdximo estrito em .
Analogamente, definimos minimo local para V(y). Se yo for um minimo ou mdximo local

(ou global) de U, dizemos que yo € um extremante de V.

Teorema 3.3 Sejam E um espaco de Banach e U C E um aberto. Seja v : U — R um
funcional Fréchet diferencidvel em U, com derivada de Fréchet continua em U. Se yy é

um extremo para 1 entdo, di)(yo)(h) = 0, para todo h € E.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, vamos supor que ¥y ¢ um ponto de minimo.

Agora, definimos

f@t) == Y(yo + th),

donde seque que:

f(t) = f(0)  (yo+th) —(yo)

t—20 t
Logo, como ¥ (yy) < ¥(yo + th), para todo t, obtemos:
i FO=FO) 10~ S0)

t—0+ t t—0— t -

Note que ¥ é Gateaux diferenciavel em g, isto é:

Vi (yo)(h) = lim Yy +th) = ¥(yo) _

t—0 t t—0 t

pois os limites laterais existem e sao iguais. Portanto, pelo Teorema , di(yo) = 0.
O

Observacao 3.1 Decorre dos Teoremas e que, se yo € Cllxg, x1] for extremante
do funcional ¥ (ver Defini¢do , entdo

d\D(yo)(h) = /xleo<S7y0(S)>y6(8))'h(5) + FyE)(SvyO(S)ayé(‘g)).h’(s)ds = 07

zo

para toda h € C'[xg, 21].

3.1 Equacao de Euler-Lagrange

Através do Teorema desenvolvido acima é possivel concluir que uma condigao

necessaria para que o funcional W (ver Definigao [3.5) possua valores de extremos é
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justamente que a derivada de Fréchet se anule, isto é, dW¥(yo)(h) = 0. A seguir
mostraremos um lema que serd essencial para obtermos a equagao de Euler-Lagrange,

a saber,

d
Fy = - Fy =0, (3.2)

Lema 3.1 (Lema fundamental do cdlculo variacional) Seja E(s) uma fungao continua
num intervalo [xg,x1]. Se
z1
| Eous)s=o
Zo
para qualquer fungao arbitrdria p : [xg, x1] = R continua em [xq, x1], com p(xo) = p(r) =

0, entdo E(s) =0, para qualquer valor de s € [z, x1].

Demonstragao. Suponha que exista um s; € [xg, 1] tal que E(s;) # 0. Tomemos, sem
perda de generalidade, F(s;) > 0. Como por hipdtese F é continua, podemos encontrar

um subintervalo |1y, 72[C [zg, 1], onde E(s) > 0 para s €|ny, n2[. Considere:

0, se o < s <,
p(s) =19 (s—m)*(s—m)? se m <s<n,
0, se My < s <.

Perceba que a fungao p é continua em [xg, z1] e pu(zo) = p(x1) = 0. Em particular, para
s no intervalo |ny, 2], temos que p(s) > 0. Veja também que E(s) > 0 para s €]ny, 2],

sendo assim:

/ " B(s)u(s)ds = / " B()[(s — m)2(s — m))ds > 0.

xo m
Mas, note que por hipétese fj;l E(s)u(s)ds = 0 para qualquer funcdo p continua em
(20, 1], com p(zg) = p(z1) = 0. Logo, obtemos uma contradigao e, portanto, E(s) = 0
para todo s € [xg, z1].

O

Teorema 3.4 Seja F' uma fungio de trés varidveis reais a valores reais e classe C?.
Considere ¥ : C'[xg, 1] — R dado por

Suponha que
Z1
d¥(y)(p) = / Fy(s,5(5),5'(s)).pu(s) + Fy (s,9(s), 4/ (5))-4'(s)ds = 0,
zo
para toda funcao u(s) de classe C* em [xg, 1], com p(xg) = pu(zy) = 0. Entdo, tem-se

d
F, — EF‘U/ =0 em [zg, 21].
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Demonstracao. Como F é de classe C? e p é de classe C', temos que
Fy(s,y(s),y(s)).u(s) e Fy(s,y(s),y'(s)).4/(s) sdo funcoes continuas em [zg,z;]. Além

disso, temos

| Bl @i+ [ Ry @)aods =0 (33)

Zo Zo

Desenvolvendo integracao por partes na segunda integral (com u = Fy/(s,y(s),y'(s)) e

v =/ (s)), obtém-se:

/xl Fy(s,y(5),y'(s)).1 (s)ds = Fy(5,y(s),y'(5))-4(5)

Z0

[y, 6

o 0
A\ 7
-~

wv— [ vdu

onde:

1

= Fy (s, y(w0), ' (x0))-u(wo) = Fy(5,y(21), ' (21)).pu(21) = 0,

Zo

Fy(s,y(s),y'(s)).u(s)

como ja era de se esperar, pois p(xg) = p(z1) = 0. Retomando a equagao (3.3) e
substituindo ([3.4)), encontra-se:

1

/m@@mwwmw@w—/<&@w@w@mw@w:a

zo zo

que é equivalente:
T1 d
/ (Fy — EF;/) /.L(S)ds =0. (35)
zo

d
Por fim, como F é de classe C? e y € C'[xg, x1], temos E(s) = F, — d—Fy/ continua em
s
[0, x1]. Portanto, pelo Lema segue que
d

F, — £Fyr =0 em [xg,x1].

OJ

Em outras palavras, os candidatos a extremante do funcional sao solucoes da equacao

de Euler - Lagrange. Eventualmente podemos ter situagdes nas quais F' nao serd
dependente simultaneamente de s,y(s),y'(s) e, portanto, é preferivel que abordemos os

diferentes casos possiveis que a equagao de Euler pode assumir.

3.1.1 Primeiro caso: F' = F(s,y'(s)).

Neste caso o funcional dependerd apenas de s e y(s), isto é, F = F(s,y'(s)) e,

portanto, a equacao de Euler se reduz a:
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@By (s./(5) = 0.

Realizando a integragao em ambos os lados em relagao a s, temos:
Fy(s,y/(s)) = C. (3.6)

A seguir vejamos alguns exemplos que elucidam esse caso.

Exemplo 3.3 Procure os candidatos a extremo do sequinte funcional:
2
| Gy + W P)ds, 9(0) =1, 42 =T
0

Solugao. Veja que F' = F(s,y'(s)) se enquadra na equacao de Euler descrita em (3.6)).

Donde segue que:

Fyi(s,9(s) =3s4+2y(s) = 35+2y(s)=C

, C —3s
= Y8 =—5—

e dai, integrando em relacao a s, temos:

3
y(s) = —132 + Cys+ Cs.

Através das condi¢oes de contorno vamos determinar as constantes C7, Cy, vejamos:

y(0) =4=00, —3(0)> +Cy =4 = Cy = 4,

e, portanto, temos o seguinte candidato a extremo do funcional:

3
y(s) = _1_152 + 3s + 4.

Exemplo 3.4 Encontre candidatos a extremo do funcional abaizo:

/ y' (1 + xy)ds.

o

Solugao. Perceba que novamente temos F' = F(s,y'(s)) e, portanto, estamos no caso
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onde a equagao de Euler se adequa a expressao determinada em (3.6). Dai temos:

Fy)(s,9/(s) =142y (s)] = 1+25[y(s)] =C

-1
— )=

donde integrando em relacao a s, obtemos:

- C—1 (™1 , c-1/( 1
/xo y(s)ds:T 5 ?dsﬁy(s):—(—;—i—C’l).

Devido a auséncia das condi¢oes de contorno, sé reajustaremos as constantes para

simplificar a expressao, encontrando-se a seguinte candidata a extremo do funcional:

y(s) = - + Cs.

3.1.2  Segundo caso: F' = F(y(s),y'(s)).

J& neste caso o funcional serd dependente apenas de y(s) e y/(s), ou seja, F =
F(y(s),y'(s)). Com base nessa dependéncia, a equacao de Euler-Lagrange possuird a

seguinte configuragao:

d
F, — %Fy/ =0,
podemos descreveé-la como:
F, y/Fyy y//Fy/y/ == O, (3 7)
ou ainda: p
2 (Fw(s),y'(s) =y Fy(y(s),4/(5)) = 0, (3.8)
pois:
d

Fyy/ + Fy/y// _ [y//Fy/ + y/(Fyy/y/ + Fy/y/y//>]
Y [Fy - (Fyy’y/ + Fy’y’yﬂ)]
y'[F, y SF yy’y/ + F y’y’y//l]~
dF,
ds

S ((3), /(5)) — oy Fy (y(5), /()

Abaixo veremos alguns exemplos que contemplam este caso.

Exemplo 3.5 Busque os candidatos a extremantes do funcional a sequir:

/xl (yy' +[y'(s)]*)ds.

zo
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Solucgao. Constata-se que o funcional estd de acordo com a equacao de Euler-Lagrange
apresentada em ([3.7)), pois F' = F(y,y/(s)). Por conta disso:

F,—yFy,—y'Fpy=0=>y —y.(1)—y".(2) =0= -2y =0=y" =0.

Dai, ao aplicar a integral de ambos os lados em relacao a s, encontramos que:

/y"(s)ds = /Ods = /y'(s)ds = /sds = y(s) =as+0.

Como nao ha condicoes de contorno, nao é possivel determinar C' e, portanto, realocando
as constantes, encontra-se como candidato a extremo do funcional a devida familia de
equacoes:

y(s) =as+b, s € [xg,x1].

Exemplo 3.6 Identifique os possiveis candidatos a extremante do funcional abaixo:

/0 (W] - WP, 30) =0, y (3) =1

Solugao. Como F' = F(y(s),y'(s)) é nitido que estamos nos referindo da equagao (3.7)).
Logo:
Fy_y/Fy’y_y//Fy’y’ =0=-2y—-2y"=0=9"+y=0.

Essa equacao diferencial ordinaria que acabamos de encontrar é linear de segunda
ordem com coeficientes constantes. Deste modo, vamos utilizar o polindmio caracteristico

para determinar suas solugoes, ou seja:
m*+1=0<m= i,
donde sua solucao geral ¢ dada por:
y(s) = Cy cos(s) + Cysen(s).
Através das condigoes de contorno, é viavel determinar as constantes C7, Cs, pois bem:

y(0) =0 = C} cos(0) +Cysen(0) = C; =0,
—1 =0

y (g) =1=Cycos (g) +C5 sen <g> = Cy =1,

=0 =1

e, portanto, um candidato a extremo desse funcional sera:

y(s) = sen(s). O
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3.1.3  Terceiro caso: F' = F(s,y(s),y'(s)).

Neste caso o funcional é dependente das trés varidveis, isto é, F' = F(s,y(s),y'(s)).

Desta forma, a equacao de Euler-Lagrange sera:
Fy—Foy —y'Fyy —y"Fyy = 0. (3.9)
Vejamos alguns exemplos que concretizam essa situacao.

Exemplo 3.7 Analise os possiveis candidatos a estremantes do funcional:

1
|0 + WP + 20(s)eds
o

Solucao. Note que F' = F(s,y(s),y'(s)). Logo estd de acordo com a equagao
de FEuler-Lagrange mencionada em (3.9). Prosseguindo, é necessario que calculemos

Fy, Fo, Fyy, Fyry, pois bem:
F,=2y+2¢; F,, =0, F,=2ye* F,=2y; Fy,=2; Fy =0,
e substituindo na equacao , segue que:
2y +2e* =2y =0=9" =y+e’ =y —y=¢".

Note que a equacao diferencial ordinaria encontrada acima é de segunda ordem nao
homogénea, e para solucionarmos, utilizaremos o método dos coeficientes a determinar,
determinando entao uma solucao particular y, e outra homogenea y,, de maneira que a
solucao geral serd y = yp, + yp.

Solucao homogénea: Consideremos:

!

y —y=0,
onde através do polinomio caracteristico:
m?>—1=0=m==+1,

e, portanto:

yn = c1e’ + coe” ",

Solugao particular: Uma candidata a solucao particular é y = Ae®*. Ao comparar essa
candidata solucao particular com o termo nao homogéneo da nossa equacao diferencial
ordindria, percebemos que o = 1. Entretanto, notem que esse termo ja aparece na
solugao homogénea, obrigando-nos a fazer um pequeno ajuste em nossa candidata a

solugao particular, isto é, consideraremos entao y, = Ase®. Calculando as derivadas e
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retornando a equagao, obtemos:
1
2Ae’ + Ase® — Ase® = e = 24 =e* = 2A=1= A= 3

Dai segue que:
se®

2 )
e, portanto, os candidatos a extremantes do funcional sao dados por:

Yp =

S

s —s se
Y(s) = cre® + cpe™* + 5

3.1.4 Quarto Caso: F' = F(s,y(s)).

Estamos diante do caso em que F' = F(s,y(s)), donde segue que a equacao de Euler-
Lagrange se resume a:
F, =0,

que simplesmente pelo fato de nao depender das constantes indeterminadas, sé serda
compativel quando as condigoes de contorno fizerem sentido ao problema. Observe entao
que, em geral, a solucao para o problema variacional nao existe. Somente existird quando

a solucao passar pelos pontos de contorno.

Exemplo 3.8 Determine a funcdo que extremiza o funcional
2 s 7
0

Solugao. Note que F' = F(s,y(s)). Como F nao depende de y/(s), segue que a equagao

de Euler-Lagrange sera:
F,=0=25s—-2y=0= y(s) =s.

Verificando as condigoes de contorno, temos que:

T T
0 pu— O <—> == —
y0)=0eyl5)=5
Observe que se tivéssemos outra condi¢do de contorno, como y(0) = 0 e y (g) =10

problema nao teria solugao.

0
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3.1.5  Quinto Caso: F = F(y'(s)).

Em relacao a este caso, como F' depende apenas de ¢/(s), a equagao de Euler-Lagrange

possui a seguinte configuragao:

d% v =0,
donde segue que:
[Fy)] - y"(s) =0=y"(s) =0 (3.10)
= y/(s) = (i
= y(s) = Cis + (. (3.11)

Portanto, no caso em que F' = F(y(s)), as fungbes extremais sdo necessariamente

fungoes lineares.

Exemplo 3.9 (Curva plana de comprimento minimo)

Encontre os candidatos a extremais do funcional abaizo:
xr1
| VTGO, ) = e sl =
z0

Solugao. Perceba que F' = F(y/(s)) e, portanto, a equacao de Euler respeita as expressoes
(3.10} [3.11)). Logo, aplicando as condig¢oes de contorno, segue que:

Y(wo) = Yo = yo = Crzo + Co,
y(r1) = y1 = 1 = Cizy + Oy,
e multiplicando a segunda equagao por —1 e somando com a primeira, obtemos:

Y — Y
yo — 1 = Chwo — 21) = Cy = =—2L.
Ty — X1

Do mesmo modo, multiplicando a primeira equagao por —zx; e a segunda por xy e

efetuando a soma, temos:

Yo1 + Y120,

Yor1 + Y119 = Co(x1 + 10) = Oy =
T+ Xo

Portanto, a solucao pode ser simplificada na seguinte expressao:

o) = (L) o)

To — T1
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3.2 O problema da braquistécrona

Historicamente, sabe-se que o problema da braquistécrona teve origem através de
uma publicagao do matematico Johann Bernoulli em um jornal cientifico conhecido como
“Acta Eruditoriu”. Entusiasmado com o problema, Johann faz mencao a publicacao
com o seguinte titulo: “Um novo problema que convido os matematicos a resolver”. A
formulagao do problema consiste em determinar uma curva no plano cartesiano, na qual
temos o menor tempo possivel no deslocamento de uma particula ao sair de um ponto de
partida até chegar a um certo ponto final, considerando apenas a acao da gravidade.

A modelagem que apresentaremos a seguir parte do principio que a particula descera
ao longo de uma rampa, partindo do repouso de um ponto inicial A, somente sob acao
da gravidade conforme foi proposto historicamente. Visualizaremos a rampa como uma
curva de classe C1.

E bem verdade que essa modelagem posteriormente foi aprimorada dentro de outras

andlises que podem influenciar o experimento, como a forca de atrito, entre outros.

A principio consideraremos o problema A=0.0 "

da braquistocrona sem atrito e idealizada |
no plano zy, cujo o eixo da vertical, eixo y, :
possui orientacao positiva para baixo. Sem :
perda de generalidade, tomaremos em nosso i
sistema de coordenadas o ponto A na ori- yOyp-m - =S
gem, isto é, A = (0,0), de tal forma que a
trajetéria do movimento iniciado no ponto
A é descrita pela curva y(t) = (z(t), y(t)).
Ver Figura [3.1]

Figura 3.1: Problema da braquistocrona.

Recorde que o comprimento da curva entre os instantes tyo = 0 e ¢t é dado por

)= [ 1Glids = [ /i) + wrs)as.

Pelo segundo teorema fundamental do calculo, obtemos:

S'(t) =11V Ol = VI (O + [y (O] (3.12)

Note que inicialmente a particula estd em repouso. Assim que o movimento se inicia,
havera forga da gravidade atuando sobre a particula no sentido do eixo y. Além disso,
consideraremos duas novas retas auxiliares, denotadas por reta a, reta b e o vetor tangente
a curva 7 no ponto B, denotado por ~/(t) = (x(t), y(t)).

As retas a e b sdo duas retas perpendiculares no ponto B cuja construcao se remete
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respectivamente ao tragar paralelas aos eixos x e y. Consequentemente, por construcao,

haverd um angulo ¢ formado entre v/(t) = (2'(t),y/(t)) e a reta b, conforme a Figura 3.2.

A=(0,0)

x(t)

Yy

Figura 3.2: Anadlise do problema da braquistocrona.

De acordo com a segunda lei de Newton, a forca resultante que atua sobre um corpo
¢ igual ao produto de sua massa pela aceleracao, ou seja:

F.=m-a,
onde:
e [ := Forga resultante (N).
e m := massa do corpo (kg).
e a := aceleragio (m/s?).

Conforme ja mencionado, a forca da gravidade atua sobre a particula, logo,
decompondo a forca peso, P = m.g, e considerando a componente vertical, encontra-
se:

P, =P -cos(f).

Assim, a forca atuante na particula na diregao do eixo y pode ser expressa da seguinte
forma:
F.,=P,=P-cos() = F,, =m-g-cos(f).

Mas, note que pela configuracao da nossa modelagem:




o0

Consequentemente, obtemos

Fr = m-g-

Yy

Agora, utilizaremos a segunda lei de Newton, com aceleracao vertical aproximada pela

aceleracao total, donde obtemos:

=a

ou seja,

Integrando, temos

LS W) =g y(0)+C

Como consideramos nosso sistema partindo da origem com a velocidade inicial zero,

temos que
0= L(5'0) = g 4(0) + C = C,
donde .
S(S0F =g y(t) = S'(t) = /29y,

Pela natureza do nosso problema, podemos interpretar nossa curva como o grafico de
uma fungao y = y(z). Assim, retomando a expressao (3.12]), obtemos, através da regra da
cadeia R.C

‘ﬂwzmwmf¥'¢wa+E§amwwﬂ

wﬂmuwﬁu@ﬂuﬁm

- W@PG+[%@@ﬂj

e veja que |2'(t)| = 2/(t), pois pela configuragdo do problema temos que a velocidade da

particula é positiva, donde

%.\/1+[%(x(t))] =V 2gy(x(t)).

Como queremos minimizar o tempo, e o tempo esta diretamente relacionado com o

deslocamento horizontal da particula, vamos interpretar a derivada de x em relacao a t
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como a diferencial, ou seja, como o quociente de duas variagoes. Assim, obtemos

dr 2gy(x)

Usando o segundo teorema fundamental do calculo, concluimos que

1+ lj—y(s)r

Vy(s)

ds.

Assim, o tempo total para o deslocamento da particula do ponto inicial A = (0,0) até

o ponto final B = (xg, o) é dado por

1 o
t(zg) = \/2—g/0 ) ds.

Desse modo, basta minimizarmos o funcional

U(y) = /:0 ) ds.

Utilizaremos o [segundo caso da equacao de Euler| para encontrarmos os candidatos a

minimo desse funcional, com

d

@r
F=Fyy)=1—F—

Considerando entao a equagao dada em (3.8)), segue que:

2
d d H{%} d &
(F—yFy) =0 = — =

dx dx Y dx 9
dy
yl 1+ |+
dx
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Integrando em relacao a x, temos:

dy)’? d
1+ | == 4y
dx dy dz
_ % =C,
Yy dx 2
i
o [2])
ou ainda: ) )
2] - () 1
- o= —C,

(oo [2)) = amo (i [4)

dy 2
:>01:?/+y[—}
dz
dy]® _Ci—y
dx Y

d lC. —
:_y: Cy Yy
dx Y

Sabemos pela natureza do problema que a curva de estudo pode ser interpretada como
grafico de fungdo. Nesse sentido, dependendo a conveniéncia utilizaremos y = y(z) ou

x = z(y). Pois bem, nesse momento vamos interpretar z = x(y) e a expressao acima se

dx Yy
- . 3.13
dy Ci—y ( )

Retornando a Figura podemos observar que o angulo ¢ formado entre 7/(t) =

torna:

(2'(t),y'(t)) e a reta b tem uma dependéncia implicita do tempo, pois a cada instante de

tempo, o angulo se altera a medida que a particula se desloca sobre a curva. Dai temos:

_sen(f)  dx

_ Y
tan(6) = cos() dy \Ci—vy’

e elevando ambos os lados ao quadrado, obtém-se:

sen?(0) Y

cos?(6) T —y — y(sen®(6) + cos*(9)) = Ci sen® ()

— y = O sen’(6). (3.14)
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Através de identidades trigonométricas, a expressao acima pode ser reescrita como:

Yy = %(1 — cos(20)).

Nosso interesse agora é derivar a variavel x com relacao a #. Desta maneira utilizando

a regra da cadeia, encontra-se:
dr dr dy

o dy do’

onde a saber:

d d
d—z = () sen(20) = d—z = 2C sen(f) cos(0).

Note que, ao combinar a equagao acima com a expressao vista em (3.13)), chega-se a

seguinte equagao:

dx Y
B )
7 o Cysen(0) cos(0),

e substituindo (3.14)) temos:

dr C sen?(6)
0= \/01 ~Creon?(0) 2C sen(0) cos(6)

(1 —sen?(6))

sen?(0)
(1 —sen?(6))
_ sen?(0)
=G cos?(0)
= 2C, sen?(0)

e (1 —cos(26’)>

- C} sen?(6)
= C’l\/cl - 2sen(f) cos(0)

=} - 2sen(f) cos(0)

- 2sen(0) cos(0)

Tratando de uma equagao diferencial ordinaria separavel, basta integrar ambos os

/dm-/C’l1—00829)d9:>x—01(/d9 /COSQQd@)

2
:m_cl(e—%)

lados:

== %(20 — sen(20)).
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E, portanto, as solugoes candidatas a extremo sao as seguintes curvas paramétricas:

z(0) = %(26’ — sen(20)),

(0) = 11— cos(20),

que parametrizam a curva é conhecida como cicloide. Justificaremos que a cicloide de
fato é extremo desse funcional no proximo capitulo. [ ]

Até este exato momento podemos resumir que nosso trabalho estava sendo buscar
candidatos a extremante de um funcional. Note que para isso fizemos o uso da equacao
de Euler-Lagrange em seus diferentes casos. Entretanto, acontece que a equacao de Euler-
Lagrange nao confirma se de fato tal funcao assume o papel de extremante.

A fim de obter respostas veremos no proximo capitulo alguns outros resultados e
condicoes que vao nos permitir validar se de fato um candidato a extremante assume

propriamente o papel de extremo do funcional.



Capitulo

4

Condicoes suficientes para extremos

Neste capitulo trataremos sobre condigoes suficientes que vao nos permitir classificar
um candidato a extremo como de fato um extremante para o funcional. Como motivagao

consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1 Dado o sequinte conjunto Fo = {y € C*[0,1};y(0) =0 e y(1) = 1}, calcule

o extremante do funcional abaixo:
1
I = [ W) + 125y(9)ds. 9(0) =0, y(1) = 1.
0

Solugao. Perceba que F = F(s,y(s),y/(s)). Logo estd de acordo com a equagao
de Euler-Lagrange mencionada em (3.9). Prosseguindo, é necessirio que calculemos
Ey, Foy, Fyy, Fyry:

F,=12s; F,, =0; F,=12y(s); F,=2y; Fyy=2; Fy =0,
e substituindo na equacao (3.9)), segue que:

125 — 2y"(s) =0 = ¢"(s) — 2s = 0.

Tratando-se de uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea, iremos aplicar

o processo de integracao com relagao a s, isto é:

/y”(s)ds = /63(13 — y'(s) = - to

e integrando novamente obtém-se:

/y'(s)ds = /(352 + C)ds = y(s) = s* + Ct + C.

25
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Utilizando as condigoes de contorno, segue que:

y(0) =0=0%+C.(0) + C;, = C, =0,
y(1)=1=1"+C.(1) = C =0.

Desta maneira, um candidato a extremante sera:
y(s) = s

No decorrer do capitulo abordaremos resultados poderosos que justificarao esse
processo de modo mais eficiente. Enquanto isso, a justificativa de que o candidato
de fato é um extremante sera dada algebricamente. Em particular, mostraremos que
J(V(s)) > J(y*(s)), para todo V(s) € Fy. Primeiramente fixemos entao y*(s) = s* como
candidato a extremante do funcional. Em seguida, avaliaremos tal candidato no funcional

em questao,
J(y*(s)) = / (4" ()2 + 125" (s)]ds,

sendo assim:
1 1 91
Ty (s)) = / ((352) + 125%)ds — J(y"(s)) = / 2stds = 2
0 0

O segundo passo é considerar uma funcao V(s) = dy(s) +y*(s) que serd dada a partir
de um deslocamento da funcao y*(s). Esse pequeno deslocamento é causado por uma

fungao acréscimo (dy(s)) em torno de y*(s) dentro do espago das funges, como vemos na

Figura [4.1]

-

Figura 4.1: Representacao da variagao no espago das funcoes.

Aplicaremos a fungao V' (s) no funcional conforme outrora j4 foi realizada para a fungao
Yy (s):

T(5"(5) + v (s)) = / (35 + 81,(5))? + 125(° + by (5))]ds
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1

[9s* + 65207, (s) + 61, (5)? + 125" + 1256y (s)]ds

J
1
- / [215* 4+ 65281, (s) + 01 (s)? + 1256y-(s)]ds
0
1

= J(y*(s)) + / (65207, (5) + &, (5)* + 1250y (s)]ds

= J(y"(s)) + / 65207, (s)ds +/ (5{/(3)2d3+/ 125y (s)ds.  (4.1)
0 0 0

Integragao por partes

Considerando u = 6s® e dv = §},(s)dt na integragao por partes, segue que:

/01 65%81,(s)ds = 6526y (s) — /01[1255V(s)]ds

— 6520, (s)| — /0 (126, (s)]ds.

0
=0

Donde, retomando a expressao ,
J(5°(5) + 6(s)) = Ty (5)) — / 1256y (s)]ds + / 18, (5)2)ds + / 11255, (s)]ds
— Iy (s) + / 18, (s)2]ds

>0

Portanto, para qualquer oy (s), temos J(y*(s) + dv(s)) > J(y*(s)). Isso nos indica
de que y*(s) é um ponto de minimo local. Fagamos uma pequena andlise tomando

Fo2V(s)=s%s€[0,1].

Comentarios: Veja que, tomando V(s) = s no funcional .J, obtemos:

J(s%) = /0 (s®1)? +125(5%)ds

1 1
= a2/ s2972ds + 12/ s%Tlds
0 0

1 a+2

=a? lim 2 2ds + 12 -
M—0+ Jr a+2

1 12

=o? lim s20 25 4 ———.
M—0+ Jr o+ 2

1

0

-—
Requer uma anélise
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Analisando a integral na equagao acima, conclui-se que:

Dai,

®se = 3 entao

lim 1 L +

m In|— | = +4oc;

M—0+ M ’
1 ~

o se < > entao

1— M2a71

lim ——— = +o0.

M—0t 2a—1

e Sea>—,

1 — M2a—1

|
N~ N~

1— M2a—1

5 — 1 se «a#

Note que nesses casos o
funcional nao estd bem

definido, pois J : V — R.

1

lim

M—o0t+t 2a—1

1
Logo, para a > 5
2

J<Sa> - 200 — 1

T 2a—1

21

> J(s?) = —.
a+2_J<S) 5

Na Figura [£.2] consideramos alguns casos particulares para o.

AR
483
— 5,49 ——
88
5
21
40
0——

Figura 4.2: Casos do funcional J(V (s)) quando V(s) = s°.
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1. Perceba que V(s) = s* € Fyse a > 1, pois, V(0) =0* =0e¢ V(1) =1* =1
respeitando as condigoes de contorno. Além disso, V'(s) = as®*™!, a —1 > 0, é
continua. Logo, V(s) € Fo.

1
2. Veja também que 5 < a < 1 satisfaz as condigoes de contorno V(0) =0,V (1) = 1.
Entretanto, V'(s) = as®"!, que nao ¢ continua em s = 0, ou seja, V(s) = s* para,
3 < o < 1, nao é de classe C*. Isso nos propoe a seguinte pergunta “ Seria possivel

estudarmos extremantes de J em um dominio “mais amplo” que Fy?”.

Neste trabalho nao entraremos no mérito de responder a pergunta acima, mas
observamos que na resoluc¢ao do exemplo (4.1)) utilizamos a continuidade da derivada

quando usamos o teorema de integracao por partes.

Antes de enunciarmos os principais resultados sobre condicoes suficientes para

extremantes, sera necessario conhecer alguns conceitos preliminares.

4.1 Campos

Definigao 4.1 (Campo préprio): Seja D C R? e y = y(x, c¢) uma familia de curvas a um
parametro. Dizemos que essa familia é um campo proprio se para cada ponto de D existe

uma unica curva (inico ¢ € R) que passa por esse ponto, como mostra a Figura .

dle € R

s

Figura 4.3: Campo proprio ilustrativo.

Definigao 4.2 (Inclinagao do campo): Diz-se que o coeficiente angular da tangente
p(s,y) a curva da familia y = y(s,c) que passa pelo ponto A = (s,y) se chama inclinagdo

do campo neste ponto, como mostra a Figura[].4}
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DG - - - - - - — = =

0[
Figura 4.4: Inclinagao do campo no ponto.

Exemplo 4.2 No plano xy, uma regigo D delimitada pelo circulo x*> +y? < 1, as retas
paralelas y = x+c, c € R, formam um campo proprio no interior do circulo com inclinagdo

constante igual a 1, como mostra a Figura[4.5,

Figura 4.5: Campo proprio formado pela familia de retas y = x4+ ¢,c € R.

De fato, dado um ponto P = (g, %) no disco 2% + y* < 1, haverd um tnico ¢ € R
que faz com que cada ponto seja interceptado por uma unica reta da familia de retas

Y = x + ¢, pois:
Yo =To+c=c=yo— o=y =1+ (Yo — To).

Perceba que as retas paralelas y = x + ¢ formam um campo préprio no interior da
circunferéncia e a sua inclinacao é p(s,y) = 1, para toda reta y.

E importante ressaltar que estamos visualizando a funcao descrita como uma curva
do tipo B(z) = (x,x + (yo — x0)). Perceba também que o coeficiente angular de todas as

retas dessa familia é o mesmo implicando entao que todas as retas sao paralelas.
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O
A seguir daremos um exemplo de campo nao préprio, que significa que existe algum

ponto da regiao em que nao passa nenhuma curva ou passam mais que uma curva da
familia.

Exemplo 4.3 A familia de pardbolas do tipo y = 1 — (x — a)?® nao forma um campo
prdprio. Veja a Figura 4.0,

Figura 4.6: Campo nao préprio utilizando a familia de curvas y = 1 — (x — a)?, a € R.

Solugao. Vamos mostrar que dado um ponto qualquer dentro da regiao, existe mais de
uma curva que passa por P = (xq,yo). Veja que

yo =1 — (xo — a)’
=1—[25 — 2z0a + a?]

= —a2 4+ 2200 + (1 — a)?,

o que implica:

20 £ /4a§ — 4(1) (=1 + 2§ + yo)

y0+x§—2xoa—1—|—a2:0:>a: 9

—a=2x9%t+\1— 1Yo

e Se A =1—1y >0, temos dois valores de a para os quais a curva y = 1 — (z — a)?
passa por (xg,yo). Logo, o campo nao é préprio.

11
Tomando, por exemplo, (zg,vyo) = (5, 5) temos:

1 1
A=1--=A=_
: 5> 0,
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e portanto:
1+ 1++2
2 ! 2
1 1—+2
= - — :}a: .
2 2 2

O

Na sequéncia conheceremos uma nova definicao sobre campos que serd agregada ao
nosso estudo, tendo em vista que todos esses novos conceitos serao de extrema importancia

para nos encaminhar para os campos de Jacobi.

Definigao 4.3 (Campo central) Um campo € dito central quando as curvas de uma familia

cobrem toda a regigo D e além disso se interceptam somente no seu centro (ponto da

regido). Veja Figura .

Figura 4.7: Campo central.

Exemplo 4.4 A familia de senoides y(z) = C'sen(z), 0 <z <a <, sendo a >0, é um

campo central.

De fato, vejamos que para cada ponto hd apenas uma curva da familia de curvas do tipo
y = C'sen(z) que passa por ela, além disso, essas familias preenchem toda a regido. Seja

Q = (xo, o), sendo assim:

yo = C'sen(xg) = C = L,
sen(xq)
——
roF£km, keN
logo:
_ Yo-sen(zg)
=" ="
sen ()

As Figuras e nos ajudarao a compreender algumas situagoes.
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e Se 0 <0 < s <a<m onded éum pequeno recuo a direita da origem, estamos

diante de um campo préprio (veja Figura .

e Se 0 < s < a, estamos diante do campo central, apresentado na Definicao [4.3| e
Figura donde a inclina¢do do campo em um determinado ponto P(xq,yo) é
dado por y' = Ccos(z) (veja Figura [1.9). Em particular, no ponto central do

campo, a inclinacao é dada por 3/(0) = C.

2 2

Figura 4.8: Campo proprio. Figura 4.9: Campo central.

e Se a > m, nao temos campo central, como mostra a Figura [4.10

Figura 4.10: Campo nao préprio.

Definigao 4.4 Dizemos que um candidato a extremante, y(s), de wum problema

variacional pertence ao campo de extremais y(s,c) quando existe um co tal que y(s) =

y(s,co).
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Definigao 4.5 (Campo de extremais) Um campo € denominado campo de extremais
quando for um campo proprio ou central formado por uma familia de candidatos a

extremais de um certo problema variacional.

Exemplo 4.5 Recordemos o Exemplo[3.4 feito no Capitulo [3:

/(5] = [u(s)P)ds. w(0) =0, y(5) =1

sy
s
Il
N
V]

Obtivemos através do uso da equagdo de Euler-Lagrange que y(s) = sen(s) era um
candidato a extremante do funcional, o qual pertence ao campo de extremais y(s) =
C.sen(s), s € [0,5]. Veja que, neste caso, trata-se de um campo central, com centro
em (0,0) e os parametros dessas curvas correspondem a inclinagao do campo no ponto

central.

4.2 Condicao necessaria de Jacobi

Nesta secao, introduziremos a condicao de Jacobi e a definigao de pontos conjugados.
Para fazermos isso, vamos introduzir o conceito de curva C'—discriminante de um campo
central formado pelos candidatos a extremais de um problema variacional.

Consideremos o problema variacional

1
W) = [ Fy(s)/ o) (4.2
zo
com as condicoes de fronteira y(xg) = yo € y(z1) = y1, ou seja, o extremante do funcional
y = y(z) deve passar pelo pontos A = (z9,y0) € B = (z1,y1). A unido de A, B e y = y(x)

entre esses pontos sera chamado arco AB

Definigao 4.6 Seja y = y(s,c) uma familia a um pardmetro de curvas. Definimos as

curvas C'—discriminantes associadas a essa familia por

Jy(s,c)

=0.
Oc

y=y(sc)e

Observagao 4.1 Veja que, se y = y(s,c) € um campo central de extremais, com centro

em A, do problema variacional , as curvas do campo central satisfazem
y(x()v C) = A,

ay(‘ro: C)
dc

para todo ¢, isto é, y(xg,c) € constante em c. Donde seque que =0, ou seja, o

ponto central pertence a curva— discriminante.

Definigao 4.7 (Ponto conjugado) Dizemos que xo e 5§ € (g, x1] sao pontos conjugados
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quando existe uma familia, y = y(s,c), a um parametro de solug¢des da equagdo de Euler
do problema variacional , de classe C?, tal que % se anula nos pontos xq e .

Segundo Elsgoltz (ver [9, Pagina 361]), duas curvas, infinitamente préximas, de uma
familia F(s,y,c) = 0, se interceptam proximas a curva C'—discriminante. Assim, para
um feixe de curvas que contém o arco AB ser um campo de extremantes, y = y(s, c), do
problema variacional , essas curvas nao podem interceptar a curva C'—discriminante,

exceto no ponto central, quando se tratar de um campo central. Em outras palavras,
dy(s.c)

dc
Péagina 361], as derivadas das curvas y = y(s, ¢), em relagdo a ¢, dependem apenas de s,

# 0, isto é, ndo temos pontos conjugado a xg em (xg, z1]. Além disso, segundo [9,

ou seja,
dy
e =n(s).

Considerando, também, que as curvas y = y(s, c) sdo solugdes da equagao de Euler-

Lagrange, segue que:

Fyf5,9(5, ),/ (5,)) — [Py, (s, €)1/ (5, )] = 0.

Assim, usando a regra da cadeia, a derivada da expressao acima em relacao a c sera:

Jy(s,c) 0 (0y(s,c) d Jy(s, c) 0 (0y(s,c)
Fa - Jc T e ( Os s Fry- Jc Ty de 0s =0
—— ——

n(s) 7 (s) n(s) 7' (s)

ou ainda:

d
— [Fyyn(s) + Fy’y/nl(s)} =0

= Fyyn(s) + Fyy’n/<5) ds [

> Eyy(s) + Fygn () =~ (Fyyn(s)] = [ ()] = 0
= Fyn(s) + Fyyn/(s) — (Fypy)n(s) — Fyyn (s) — (Fyy)'n/(s) — Fyym(s) = 0
(7

= Fyzﬂ](3> +17'(s) (Fyy — Fyry) — ) n(s) — (Fy’y’)/n,(s) Fyy ' (s) =0,

Teorema [6.3]
yy' = yly

dai:
Fyyn<5) - (Fy’y)/n(s) - (Fy’y’)/n/(s) - Fy’y’n//(s) =0.

Portanto, reescrevendo obtemos uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem

linear e homogénea. Tal equacao é conhecida como equacao de Jacobi:

(P = JoF) ) 105) = 4 (F () =0 (43)
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Teorema 4.1 (Ver [10, Proposi¢io 5.5, Pdgina 54]) Os pontos xo e 5 € (g, x1] sao
conjugados se, e somente se, existe pelo menos uma solu¢ao (nao trivial) da equagdao de

Jacobi (4.3), n(s), tal que n(zy) =n(s) = 0.
O resultado a seguir é conhecido como condicao necessaria de Jacobi.

Teorema 4.2 (Ver [11, Teorma 5, Pdgina 66])(Condicao necessdria de Jacobi) Para um
candidato a extremante y = y(s) € C?*[xg, 1] ser um ponto de minimo para o problema
variacional V(y) (veja ([{-9)) € necessdrio que no intervalo (zg, 1) ndo existam pontos

conjugados de x.

O préximo resultado nos fornece uma condigao suficiente para garantir a nao existéncia

de pontos conjugados.

Teorema 4.3 (Ver [10, Teorema 4.27, Pdgina 47]) Seja y uma solu¢do da equagdo de

Euler-Lagrange no intervalo |a,b]. Se o funcional quadrdtico

/ (P(s)(s) + Q(s)h(s))ds,

¢ positivo definido para todo h € C'(a,b) tal que h(a) = h(b) = 0, sendo P(s) =

Fyy(s,9(s),4/(s)) > 0 e Q(s) = (Fyy(s,9(5),y/'(5)) = 5 (Fyy (s,9(5),4/(s)))), entio o
intervalo (a,b] nao contém pontos conjugados ao ponto a.

Exemplo 4.6 Verifique a nao existéncia de um minimo para o sequinte funcional:

4
Hol9) = [ 1 = @)+ Sysen(2s)lds, 4(0) =0, y(4) = 1.
0
Solugao. Primeiramente devemos encontrar os candidatos a extremantes via equacao de
BEuler-Lagrange.

e Estudo da Equacao de Euler-Lagrange
Analisando o integrando é possivel visualizar a dependéncia de s, y e 1/, isto é,

F = F(s,y,y'(s)). Desta forma, a equagao de Euler-Lagrange:

d

Fy—%(Fy’):O’

se configura conforme o terceiro caso (3.9). Sendo F' = y* — (/)% + 6y sen(2s), obtemos

as seguintes derivadas parciais:
F, =-2y, F, =2y + 6sen(2s),
donde a equagao de Euler-Lagrange se reescreve como:

2y + 6sen(2s) — 2y =0 = —¢" + y = —3sen(2s).
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Note que a equagao diferencial ordindria encontrada acima é de segunda ordem nao
homogénea, e para solucionarmos, utilizaremos o método dos coeficientes a determinar,
determinando entao uma solugao particular y, e outra homogeénea y;,, de maneira que a
solucao geral serd y = yp, + yp.

Solucao da homogénea associada: Consideremos:
-y +y =0,
onde através do polinomio caracteristico:
—m2+1:O:>m:j:1,

e, portanto:
yn = 1€ + coe” ° Vs € R.
Solugao particular: Uma candidata a solucdo particular é y, = A cos(2s) + B sen(2s).

Calculando as derivadas e retornando a equacao, obtemos:

4A cos(2s) + 4Bsen(2s) + Acos(2s) + Bsen(2s) = —3sen(2s)
= 5Acos(2s) + 5B sen(2s) = —3sen(2s).

3
Igualando os respectivos coeficientes conclui-se que A =0e B = —E Logo, y = hn+y,

se representa comao:

3
y(s) = Cre® + Che® — R sen(2s).
Utilizando as condigoes de contorno segue que:

fl/(o>:O:>0:C1+Cg—gsen(2'0):>01:_02’

1+ 2sen(8)

3
y(4)=1=1=Cyle* —¢*) — = sen(8) = C = (et —et)

Portanto, o candidato a extremante do funcional é:

Na proxima etapa estudaremos a condicao necessaria de Jacobi e para isso devemos

nos concentrar na solugao da equacao de Jacobi (4.3)).

e Analisando a equagao de Jacobi

Observe que F' = y* — (y')? + 6y sen(2s) e, por consequéncia, temos:

F, =2y + 6sen(2s) = F,, = 2,
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Fy/ = —Qy/ — Fy/y = —2.

Logo, substituindo na equagao de Jacobi (4.3), obtemos

d

2n(s) — %(—277’(8)) = 0= n"(s) +n(s) = 0.

Tratando-se de uma equagcao diferencial de segunda ordem homogénea com coeficientes

constantes, temos o seguinte polinomio caracteristico:
m?+1=0= m=+i.
Donde a solucao da equacgao de Jacobi é dada por:
n(s) = Kjsen(s) + Ky cos(s).

Além disso, o Teorema nos afirma que xy = 0 possui um ponto conjugado em
5 € (0,4) se alguma solucao da equagdo de Jacobi se anular nesses pontos. Veja que
no(s) = sen(s) é uma solugao da equagao de Jacobi e mais 79(0) = 0 = ng(7), ou seja,
xo = 0 e § = 7w sao pontos conjugados. Assim, segue do Teorema que esse problema
variacional nao admite ponto de minimo.

O

4.3 Condicao de Weierstrass e Legendre

Para motivarmos as condicoes de Weierstrass e Legendre, vamos considerar o seguinte

caso particular do problema variacional (4.2)):

U(y) = /x F(s,y/(s)) ds, y(xo) = yo, y(z1) = y1, (4.4)

o

satisfazendo a condicao necesséria de Jacobi, isto é, xg nao possui pontos conjugados
em (xg,21], e seja y = y(s) um candidato a extremante deste problema variacional
(proveniente da equagao de Euler-Lagrange).

A fim de que y seja um minimizante de W, para um pequeno acréscimo dy (s) de classe

C' com Oy (zg) = 0 = dy(z1), teremos que a variagao

AV =V (y+0y) — ¥Y(y) = /m F(s,y +6y) — F(s,y')ds > 0. (4.5)

Zo

Aplicando o polinomio de Taylor com resto de Lagrange conseguimos

1
Fs,y' +0y) = F(s,4/) + Fy(s,5)0y + 5 Fyy (5,4 + 00v) (67)°,
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para algum 0 < 6 < 1. Substituindo em (4.5]), obtemos

sz/ Fy (5,8 + o Fy (s, +06,) (8,2 ds > 0, (4.6)
s} °

para algum 0 < 6 < 1.

Como y satisfaz a equacao de Euler-Lagrange, ou seja,

d(Fy/)
—= =0
ds ’

usando integracao por partes, conseguimos

. N o , T d(F, S, !
/ Fy(s,y)0yvds = Fy (s, y') (v (z1) — dv (20)) —/ by (sy)) ycgs v) Sy ds = 0.
o ;6 o T

Portanto, concluimos que a variacao do funcional é dada por

Tl
AT / F(s,y' +0y) = F(s,9) = Fy(s,y)0y ds
o :E(s,y,y‘zy%%)

) 1 [
‘@'5/‘ﬂwgwww®x%fmza
/.,

para algum 0 < 6 < 1.

A expressao E(s,y,y',y' + ') > 0 é a chamada condigao de Weierstrass e a expressao
Fyy(s,y') > 0 é a condigao de Legendre para que tenhamos que y seja um minimo do
funcional ¥. Analogamente, para que y seja um maximo do funcional ¥ devemos ter a
condicao de Weierstrass E(s,y,y,y" +¢') < 0 ou a condigdo de Legendre Fyy(s,y’) <O0.

Agora, consideremos o caso geral. Tomemos o problema variacional:

\Ij(y) - /w1 F(S,y(s),y'(s))ds, y(a:o) = Yo, y(ml) = Y, (47)

o

satisfazendo a condicao necessaria de Jacobi, isto é, xy nao possui pontos conjugados
em (xg,z1], e seja y = y(s) um candidato a extremante deste problema variacional
(proveniente da equagao de Euler-Lagrange).

Veremos nos teoremas a seguir que as condicoes de Weierstrass e Legendre para que y
seja um minimo (respectivamente, maximo) do funcional ¥, sao respectivamente, definidas

por

E(s,y,y,y+0,) = F(s,y,y' +9,) = F(s,4,y") — Fy(s,y,4')d, > 0 (<0),

Fy’y’(&y;y,) >0 (S O)-
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Os préximos teoremas nos fornecem as condicoes suficientes para que uma solucao da

equacao de Euler-Lagrange seja um extremante para os problemas variacionais.

Teorema 4.4 (Ver [11, Teorema 12, Pdgina 102]) (Condicao suficiente de Weierstrass)
Para que uma curva y seja um extremante local do funcional devidamente

acompanhado das condicoes de fronteiras basta que se cumpram as sequintes condi¢oes:

1. € uma solugao da equacao de Euler-Lagrange para satisfazendo as condicoes

de fronteira,
2. satisfaz a condigao necessaria de Jacobi (Teorema ;

3. A funcao E(s,y,y',y + 9,) conserva o mesmo sinal para todo incremento 6,

suficientemente pequeno.

O resultado a seguir é similar ao anterior, porém com a condi¢ao de Legendre ao invés

da condigao de Weierstrass, a qual é mais simples de ser verificada.

Teorema 4.5 (Ver [11, Teorema 13, Pdgina 103]) (Condicdo suficiente de Legendre)
Para que uma curva y seja um extremante local do funcional devidamente

acompanhado das condigcoes de fronteiras basta que se cumpram as sequintes condigoes:

1. € uma solucao da equacgao de Euler-Lagrange para satisfazendo as condicoes

de fronteira,

2. satisfaz a condi¢ao necessdria de Jacobi (Teorema ;

3. e Fy’y’(87 Y, y/) >0 (Fy’y’(37 Y, y/) < 0)

Entao y é um minimo local (respectivamente, mdzimo local) para o funcional V.
Vejamos alguns exemplos de fixacao.

Exemplo 4.7 Encontre o extremante para o sequinte funcional:

2 .3

S

Hoe) = [ s, ) =1y =1
1Y)

Solucgao. Para encontrarmos o extremante do funcional acima, devemos respeitar as

hipoteses do Teorema 4.4 Desta forma, primeiramente devemos encontrar os candidatos

a extremantes via equacao de Fuler-Lagrange.

e Estudo da Equacgao de Euler-Lagrange
Analisando o integrando é possivel visualizar a dependéncia de s e ¢/, isto é, F =

F(s,y'(s)). Desta forma, a equagao de Euler-Lagrange:

d
Fy—£<Fy’):07
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3

s
se configura conforme o primeiro caso (3.6). Sendo F = iEk obtemos as seguintes
)
derivadas parciais:
P
N i
donde a equagao de Euler-Lagrange se reescreve como:
d 253
I =0,
ds \ (y')?
dai integrando em relacao a s, temos:
253 3/283 L sV2

3:0:}2}’: _—
C

0 e

Interessados na solucao ¥, integraremos ambos os lados em relacao a s:

/y’ds- %/sds,

V2 ([
)= (S +a)
VO \ 2
Utilizando as condigoes de contorno encontra-se o seguinte sistema:
/2 1
1=4¢=.(=
C (2 + Cl) )
1= 2 24
=ila 1).

Sem perda de generalidade, primeiramente determinaremos a constante C'. Para isso

obtendo:

multiplicaremos a segunda equacao por —1 e posteriormente somaremos com a primeira

1./2 .2
1./2 2 _ 3 3
1= —38=2 3/ 4 1= —{/=+Ci{/=
=
2 2
2 .12 4 =923 _.3Z
_4:_23__05_ 1
Ve Ve VC V.o
1./2 /2
3 =232 _9.32.
3 2V C C
Por fim basta isolar C:

2/ 2 (1 _ g2 _ 1
—3—\/g<§—2>:>2—\/;:>0—4

equacao:
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Agora para encontrar o valor de C] podemos, por exemplo, substituir o valor de C' na

primeira equagao, ou seja:
3 1 1
1:\/§ 5—01 = 1=2 5—01 — (1} =0.
Portanto os candidatos a extremante do funcional sao dados pela seguinte expressao:
y(s) = s~

Dando continuidade as hipéteses do Teorema [£.4] é preciso que verifiquemos a
possibilidade de incluir y(s) = s? num campo. Essa etapa consiste em analisar o
cumprimento ou nao da condicao de Jacobi e para tal devemos nos concentrar na solucao

da equagao de Jacobi (4.3).

e Analisando a equacgao de Jacobi

Note que F = > éncia, temos F, 2 o F 6" 1,
ote que F' = —— e, por consequéncia, temos F,, = ——— e F,,, = ——- Logo, a
(') oo T )
equagao de Jacobi:
d d
(Fyy - %(Fy’y)) n(s) — %(Fy’y’n/(s)) =0,
se reescreve como: 4 /6
S /
- . =0.
i (G 70)
Integrando ambos os lados em relacao a s, segue que:
6s3
n(s) =Cs
(v)*
Recorde-se que y(s) = s?, o que implica em y/(s) = 2s, daf:
3 ’ 8802
—. =0y = 17(s) = :
= () = Co = (5) =
Integrando novamente ambos os lados em relacao a s encontra-se:
48202 + 803
(s) = L (48)

Agora, para verificarmos a condi¢ao necessaria de Jacobi (Teorema {.2)) precisamos

mostrar que nao existe um ponto conjugado, s € (1,2], em relacdo a zo = 1.

Veja que a solucao da equagao de Jacobi (4.8) é zero em zy = 1 quando

4
n(l)zoﬁwzo
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E supondo que existe § € (1, 2] conjugado a xo = 1, teremos

45%C, + 8C
n(s) =0 <= SQTH —0.
Donde obtemos o sistema linear:
4C5 4+ 8C5 = 0,
45202 +8C3 = 0.

Veja que da primeira equagao temos:

02 — —STC% e 02 = —203

Dai, substituindo na segunda equacao:

452(—203) + 803 =0= 803 + 85203 =0
— 85203 = 803
— §==+1,se C3 # 0.

Isso nos mostra que a solucao da equacao de Jacobi se anula em dois pontos, contudo,
como 5§ = —1 nao pertence ao intervalo (1, 2], ou seja, nao ha pontos conjugados a zo = 1.

Por fim nos resta verificar a condi¢ao suficiente de Legendre (Teorema 4.5]).

e Aplicando o teste de Legendre
Esse teste consiste em olhar para derivada segunda do integrando, F(s,y,y’), em

relacao a variavel 3y/. Note que:
3
Fy’y’ = g >0 ,Vs € (1,2],
e, portanto, as hipoteses do Teorema sao satisfeitas, e podemos concluir que de fato

y(s) = s* 6 um minimizante para o funcional J(s).

O

Exemplo 4.8 FEncontre o extremante para o sequinte funcional:

J(y(s)) = / 125y + (4/)2)ds, y(1) =0, y(3) = 23.

Solucao. Para encontrarmos o extremante do funcional acima, devemos respeitar as
hipéteses do Teorema [4.4, Deste modo, primeiramente devemos buscar os candidatos a

extremantes via equacao de Euler-Lagrange.

e Estudo da Equacao de Euler-Lagrange

Analisando o integrando é possivel visualizar a dependéncia de s, y e 1/, isto é,
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F = F(s,y,y'(s)). Desta maneira, a equacao de Euler-Lagrange:

encontra-se conforme diz o terceiro caso (3.9). Sendo F = 12sy + (y)?, obtemos as
seguintes derivadas parciais:
F, =2y, F,=12s,

dai a equagao de Euler-Lagrange se reescreve como:
125 — 2" =0 = ¢ = 6s.

Integrando ambos os lados da equacao em relagao a s, segue que:

/y"ds = /(GS)ds — o/ = 3s% + 6.
Repetindo novamente o mesmo processo, obtém-se:
/y’ds = /(332 + 6c)ds => y = s + sc5 + 4.
Utilizando as condicoes de contorno:

y<1):0:>0:13+C4+C5:>C4+C5=—1,
—1—64

y(3>:26:>26:27+64+305:>65: 3

Tendo em vista que sao duas equagoes a duas incognitas, por substituicao segue:

.
C4+(TC4> =—1=2¢c4 = -2

:04:—1,

e como consequencia:
—1—(-1
C; = % = c5 = 0.

Conclui-se que os candidatos a extremantes do funcional sao:

y(s) = s — 1.

Assim como nos demais exemplos ja apresentados a etapa a seguir consiste em verificar

a condi¢ao de Jacobi.
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e Analisando a equacao de Jacobi

E de conhecimento que F = 12sy + (3/')* e, por consequéncia, temos:

F,=12s = F,, =0,
Fy/ = 2y/ = Fy’y’ = 2.

Logo, a equacao de Jacobi:

(Fyy - %<Fy’y)) n(s) — %(Fy’y/nl(S» =0,

Se reescreve Ccomo:

~ () = 0= 2/(s) = c.

Integrando ambos os lados com relagao a s:
c sc
/77'(8) = / <§) ds = n(s) = 5 + cs3. (4.9)

Agora, verificaremos a condigao necessaria de Jacobi (Teorema4.2)) precisamos mostrar
que ndo existe um ponto conjugado, s € (1, 3], em relagao a xg = 1.

Veja que a solucao da equagao de Jacobi (4.9) é zero em zy = 1 quando

77(1):0:>0=§+03:0———>03:—§-

E supondo que existe § € (1, 3] conjugado a xy = 1, teremos 7(s) = % — g, também se
anula, isto é: ~

%—gzozm(g—l):o:m:L
Assim, o = 1 ndao admite pontos conjugados em (1, 3].

Para concluir nos resta aplicar a condicao suficiente de Legendre (Teorema [4.5)).

e Aplicando o teste de Legendre

Esse teste resume-se a olhar para derivada segunda do integrando, F(s,y,y’), em

relagao a variavel y’. Observe que:
Fyy=2>0,Vs e(1,3],

e assim as hipéteses do Teorema 4.5 sao satisfeitas, logo podemos terminar afirmando que
y(s) = s* — 1 é um minimizante para o funcional J(s).

O

No Capitulo 3] fizemos uma abordagem sobre o problema na braquistécrona. Contudo,

nao tinhamos toda teoria necessaria para concluir que de fato o candidato a extremante

encontrado via equacao de Euler-Lagrange era alcancado. Pois bem, os resultados
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explorados neste capitulo nos dé capacidade para justificar e finalizar o problema da
braquistécrona. De antemao, dissemos que essas curvas candidatas a minimo do problema

da braquistécrona eram as cicloides, cuja definicao esta a seguir.

Definigcao 4.8 Sejam C' uma circunferéncia de raio v, s wma reta e P um ponto de C.
Denominamos cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C caminha sobre a reta s,

sem deslizar, dada pela equacdo paramétrica:

{x = r(a—sen(a)),

y = r(1—cos(a)).

Exemplo 4.9 (Solugao da braquistécrona) Conclua que a cicloide

z(0) = %(29 — sen(20)),

y(6) = 11— cos(20)),

¢ um minimizante do problema da braquistocrona, ou seja, € um extremante do funcional:

dy 2
1+ [==(s)
To dx
\Ij<y) = 0 E(S) :| dS, y(O) = Oa y<$0> = Yo-

Solucgao. Note que a solucao encontrada via equacao de Euler-Lagrange é exatamente a
equacao paramétrica da cicloide, basta visualizar a = 20 e r = % Como a solucao de

Euler-Lagrange ja é conhecida, basta verificarmos as hipdteses do Teorema [4.5]

e Analisando a equagao de Jacobi e Legendre

Pelo ponto B = (wg,yo) passard uma certa cicloide com as seguintes equagoes
paramétricas:
x(0) = M(20 — sen(20),
y(0) = M(1—cos(20)),

onde M = % ¢ determinado de modo tnico pois estamos visualizando essa rampa
(trajetéria) como grafico de fungao, com xy < 2wM. Observe que, pela descricdo do
problema da braquistécrona, temos y > 0 em (0, xg]. Porém, o primeiro valor positivo de
6 em que y(#) = 0 ¢ 0 = 7, e a abscissa correspondente serd z(mw) = 2M 7. Esse é o motivo

pelo qual exigimos x¢ < 2M.

Recorde que
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Assim, como y > 0 no intervalo (0, 2], obtemos

P(S) = Fy’y’ = 1 >0
VIVIL+ @)L+ (v)?]
) dFyy 3 /15 7
s)=F, — =F, =Y/
Q( ) yy dS yy 4W >

=0

para todo s € (0, x]. Deste modo, temos que

/OIO(P(S)h’Q(S) +Q(s)h*(s))ds

é positivo definido para todo h € C1(0, ) tal que h(0) = h(zy) = 0. Portanto, segue do
Teorema que 0 nao possui pontos conjugados em (0, zo]. Também, como visto acima
Fyy > 0, que se trata da condi¢ao de Legendre.

Por fim, aplicando o Teorema [4.5] segue que a cicloide é um minimizante do problema
da braquistécrona. [ ]



Capitulo

5

Consideracoes finais

Em resumo, podemos distinguir o cédlculo variacional do célculo diferencial através do
objeto a ser otimizado (maximizado ou minimizado). No cdalculo diferencial procura-se
estudar nimeros com propriedades otimizadoras, ou seja, encontrar um valor  no qual
f(z) alcan¢a um valor de extremo, enquanto no célculo variacional o foco é encontrar
propriedades otimizadoras com respeito a fungoes.

Através do desenvolvimento realizado na primeira etapa, foi possivel perceber que o
calculo variacional esta diretamente ligado com as demais areas da matematica, como,
algebra linear, cédlculo diferencial e integral e andlise. Proveniente dessas areas, nos
apropriamos dos seguintes topicos: espacos métricos, espacos vetoriais normados, equagoes
diferencias ordinarias.

No decorrer da dissertacao, além da utilizacao dessas ferramentas citadas acima, foi
necessario expandir os horizontes a fim de ganhar outras ferramentas que refinassem nosso
estudo sobre funcionais. Desta forma, os elementos que ganharam destaque foram as
derivadas de Fréchet e de Gateaux. A culminancia de todos esses objetos possibilitou
definir e compreender a equacao de Euler-Lagrange, que basicamente, respeitando algumas
hipéteses, nos permite encontrar curvas candidatas a extremante de um funcional.

Por fim, constatou-se que somente os resultados conhecidos até o momento nao nos
garantiam que de fato o minimo (maximo) era realmente atingido. Desse modo, foi preciso
agregar outros resultados poderosos como, por exemplo, condi¢cao necessaria de Jacobi,
condigao suficiente de Weierstrass e condigao suficiente de Legendre para que pudéssemos

concluir que o funcional estudado em questao possuia um extremante.
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Capitulo

6

Apéndice

Alguns resultados presentes na dissertacao necessitaram da utilizacao dos teoremas a

seguir. Contudo, omitiremos suas demonstracoes, deixando-os apenas enunciados.

Teorema 6.1 ([/, Coroldrio, p. 121] ) Sejam f,g : X — R fung¢ées limitadas. Para
todo c € R, sao limitadas as fungoes f + g,cf : X — R. Tem-se além disso:

Caso c>0
1) sup(f +g) <sup f +supg.
2) inf(f 4+ g) > inf f +inf g.
3) sup(cf) = c.sup f.
4) inf(cf) =c.inf f.

Caso c <0
1) sup(cf) = c.inf(f).
2) inf(cf) =c.sup f.

Teorema 6.2 Sejam f,g funcoes definidas num conjunto X # (. Se f(x) < g(x),
para todo x € X, entdo sup f < supg

Propriedade do supremo: Todo conjunto de ntimeros reais, nao vazio e limitado

superiormente admite supremo.

Teorema 6.3 (Clairaut - Schwarz): Seja D C R"™ um conjunto aberto e f: D —

R um campo escalar de classe C*. Entao para qualquer ponto (di,...,d,) € D seque
que:
o0 f 0 f
dy,...,d,) = di,...,d,
83%013 ( b ’ ) 8:1:J8x1< ! )
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