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RESUMO

O formalismo de Weyl-Wigner no espago de fases é investigado no contexto de espinores
de Dirac como qubits correlacionados por graus de liberdade continuos. A extensdo para
equacOes relativisticas permite conectar fendmenos da mecanica quantica a quantificadores
de informacdo, a qual estd armazenada nos espagos de Hilbert de uma particula de Dirac
confinada. Em particular, enfatizam-se medidas de entropia linear, as quais sdo calculadas
diretamente com a funcdo de Wigner para tempos iguais. Por outro lado, a informagao
quantica pode ser calculada pelo quantificador de emaranhamento, a concorréncia. Assim,
para testar diversos aspectos de uma teoria de informagio quantica, considera-se um férmion
aprisionado por um campo magnético. Verifica-se que a medida de emaranhamento
intrinseco é afetada pela interferéncia no espaco das configuracées, mas nao por
combinacdes lineares no espago de fases. Estados de gato podem ser obtidos analiticamente
como superposicdes gaussianas dependentes de um parametro de distancia no espago de
fases. Esses estados sdo sucedidos por padrdes de evolug¢do temporal conhecidos como
revivals quanticos, como previsto para solucdes altamente localizadas. No entanto, o aspecto
imprevisto é que a simetria dos estados de gato impede que eles sigam a dindmica usual, mais
precisamente, eles exibem escalas de evolucdo fracionarias com relagio ao seu
correspondente classico. Finalmente, também se consideram ensembles estatisticos das
fun¢des de Wigner-Dirac. Investiga-se a obtencdo univoca da concorréncia para sistemas
mistos. Nesse contexto, calcula-se também a funcédo de particio do ensembles canonicamente
distribuido. Ela é obtida a partir de técnicas de integracdo complexa, exibindo um
comportamento distinto para altas e baixas temperaturas. Respectivamente, observa-se uma
dependéncia polinomial na temperatura e uma expansdo em termos de fun¢des Hurwitz
analiticamente continuadas. Como esse é o objeto que também descreve a termodinamica
para sistemas tipo-Dirac confinados em dimensdes espaciais reduzidas, nosso resultado
estabelece o formalismo para se calcular correlagdes intrinsecas em sistemas que exibem a
mesma algebra da equacdo de Dirac em trés dimensodes espaciais. Neste contexto, propde-se
um método que também pode ser utilizado para investigar correlacdes em sistemas de baixa
energia, seja em bandas eletronicas, seja em sistemas bosonicos.



ABSTRACT

The Weyl-Wigner formalism in phase space is investigated in the context of Dirac spinors
as qubits correlated by continuous degrees of freedom. The extension to relativistic
equations connects quantum mechanical phenomena to quantifiers of the information stored
in the Hilbert spaces of a confined Dirac particle. In particular, one focuses in linear entropy
measures, calculated from the Wigner function for equal times. On the other hand, quantum
information can be calculated by an entanglement measure, the quantum concurrence. In
this context, to investigate the aspects of a quantum information theory, a fermion trapped
by a magnetic field is considered. One finds that this entanglement measure is affected by
interference in the configuration space, but not by linear combinations in phase space. Cat
states can be obtained analytically as Gaussian superpositions dependent on a distance
parameter in phase space. These states are followed by patterns of temporal evolution
known as quantum revivals, as predicted for highly localized solutions. However, the
unexpected feature is that the symmetry of cat states prevents them from following the usual
dynamics.  Namely, they exhibit fractional revivals with respect to their classical
counterparts. Finally, statistical ensembles of Wigner-Dirac functions are also considered. A
unique measure of quantum concurrence for mixed states is investigated. In this context, the
partition function of the canonically distributed ensembles is also calculated. It is obtained
from complex integration techniques, exhibiting distinct behavior for high and low
temperatures. Respectively, a polynomial dependence on temperature and an expansion in
terms of analytically continued Hurwitz functions are observed. Since this is the object that
also describes the thermodynamics of confined Dirac-like systems in reduced spatial
dimensions, our result establishes the formalism for calculating intrinsic correlations in
systems that exhibit the same algebra as the Dirac equation in three spatial dimensions. In
this context, we propose a method that can be applied to low energy systems, from electronic
bands to bosonic systems.
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1 INTRODUCAO

Os espinores, tradicionalmente estudados na mecanica quantica relativistica (THALLER|
1992; |GREINER, W. 2000), podem também ser relevantes em uma teoria de informacéao
quantica. Precisamente, os férmions de Dirac - generalizando os férmions de Weyl para
particulas massivas — exibem, em um espaco-tempo quadridimensional, uma estrutura
equivalente a um sistema de qubits, ou bits quanticos. Essa conexio pode ser verificada a
partir da teoria de representacdo de grupos, de onde o spin emerge naturalmente a partir das
simetrias do sistema.

De fato, a descricdao de férmions massivos requer as representacgoes irredutiveis do grupo
de Lorentz completo, composto pelo grupo de Lorentz proprio sem inversdes temporais,
SO*(1, 3), juntamente com as inversdes espaciais. Essa tltima simetria exige que os espinores
de helicidade esquerda e direita, ou quiralidade no caso particulas sem massa, sejam
considerados simultaneamente, o que pode ser remediado ao se utilizar os (bi)espinores de
Dirac. = Considerando que a equacdo de Dirac comporta uma estrutura de grupo
SU(2) ® SU(2) que pode ser relacionada aos graus de liberdade spin e paridade intrinseca
(BITTENCOURT; BERNARDINI, 2016), as quatro componentes dos espinores de Dirac
identificam o estado desses qubits, eventualmente correlacionadas por variaveis do espago de
fases. Nesse contexto, as propriedades algébricas dos Hamiltonianos tipo-Dirac ja foram
investigadas para potenciais externos constantes, classificados a partir de transformacdes de
Poincaré e que sdo utilizados para mapear a equacdo de Dirac com interacdes em sistemas
fisicos controlaveis (LAMATA et al, 2011} |[CASANOVA et al, [2010; BERMUDEZ;
MARTIN-DELGADO; SOLANO, [2007a), ou até menos em problemas de fisica de alta energia
(BERNARDINI; GUZZO; NISHIL 2011; BITTENCOURT; MIZRAHI; BERNARDINI, [2015;
BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE; 2021).

Por outro lado, a introdugéo de potenciais que reduzem as simetrias implicitas da equagéo
de Dirac (GREINER, W.,|2000) precisa ser revisitada, particularmente quando esses potencias

exibem um carater de localizacdo com a inclusdo de graus de liberdade continuos
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(BERMUDEZ; MARTIN-DELGADO; SOLANO, 2007b; RUSIN; ZAWADZKI, [2010). Uma vez
que essas variaveis continuas modificam a covariancia da equagdo, um formalismo
alternativo deve ser encontrado para estudar o perfil de informacdes dos biespinores. Isso se
torna uma extensdo esperada dos métodos utilizados em sistemas discretizados, nos quais os
qubits usuais representam uma ferramenta essencial para o desenvolvimento de tarefas que
demandam correlagdes quanticas como um recurso (BRAUNSTEIN et al., 1999; STEANE,
1998; EKERT; JOZSA, |1998). Além disso, a inclusdo desses potenciais no contexto da
informacao quantica amplia os cenarios de aplicacdo da equagdo de Dirac como um sistema
de qubits acoplado a um ambiente externo (MINTERT et al., 2005).

Para solucionar as dificuldades acima, o formalismo de Weyl-Wigner (WIGNER, 1932;
MOYAL, |1949; BALLENTINE, 1998) pode ser utilizado na obtencdo de observaveis em uma
teoria de informacgido quantica com um carater de confinamento introduzido na dinamica do
sistema. Em particular, a fungdo de Wigner espinorial (ELZE; GYULASSY; VASAK, |1986)
fornece o operador densidade, de modo que a generalizacdo para estados mistos é analoga a
funcdo de Wigner utilizada em sistemas sem spin. Para o problema do campo magnético
constante, introduzido por meio do potencial vetor dependente de coordenadas espaciais,
verificam-se os niveis de Landau relativisticos, de modo que as solu¢des da Hamiltoniana sao
rotuladas por um nimero quantico discreto. Em sistemas bidimensionais cuja Hamiltoniana
é tipo-Dirac, essa quantizagio é relacionada ao fenomeno do efeito Hall quéntico, no qual a
condutancia exibe platds, ou seja, é também quantizada, mesmo quando a densidade de
elétrons é modificada (CASTRO NETO et all [2009). Esse fendémeno pode ser explicado
essencialmente a partir da descri¢io de uma particula, sem recorrer a interacdes entre
elétrons. De modo similar, uma quantizagido no perfil de correlagdes quénticas para férmions
em um campo magnético é esperada.

Os niveis de Landau tipo-Dirac sdo descritos algebricamente por polinémios de Hermite
no espaco das configuracdes (BAGROV; GITMAN, 2014), e suas propriedades no espago de
fases também podem ser estudadas em termos de funcdes elementares, os polinémios de
Laguerre, de modo que a quantificacio das correlacdes quanticas pode ser obtida
algebricamente. Portanto, aspectos usuais da mecanica quantica, como as superposi¢des de
estados puros ou mistos, podem ter um impacto quantificivel nas correlacdes

classico-quanticas do sistema.
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A superposi¢do e o emaranhamento introduzem algumas das caracteristicas distintas da
mecanica quantica. Para investigar a sua inter-relacdo dentro de uma teoria de informacao,
pode-se recorrer a decoeréncia, mecanismo pelo qual um sistema fisico perde suas
caracteristicas quanticas (SCHLOSSHAUER, [2019). Na linguagem da matriz densidade, por
exemplo, a decoeréncia suprime a interferéncia entre estados puros, as coeréncias,
eliminando também as correlacdes quanticas do sistema. Compreendendo sistemas de qubits
- eventualmente tipo-Dirac — como plataformas que comportam essa caracterizacéo, tais
questdes aproximam a descricio de uma particula a problemas de magneto-eletronica
(PRINZ, 1998), da spintronica (WOLF et al, 2001; ZUTIC; FABIAN:; SARMA| [2004:
AWSCHALOM; FLATTE, 2007), ou ainda do estudo de técnicas de computacdo quantica (XI;
LI; FANL [2015; [MA et al., |2016; CHITAMBAR; HSIEH, [2016), com a existéncia dos estados de
gato na otica quantica (BERMUDEZ; MARTIN-DELGADO; SOLANO, 2007b). Em particular,
as plataformas experimentais para estados de gato (SOLANO; MATOS FILHO; ZAGURY,
2001; SOLANO; AGARWAL; WALTHER, 2003; SYCHEV et al.,, 2017) impulsionadas por
estruturas de espinores de Dirac, ja revelaram propriedades sutis de fendmenos nao-classicos.
Restringindo aos sistemas tipo-Dirac (BITTENCOURT; BLASONE; BERNARDINI, [2018),
verificam-se plataformas experimentais para fenomenos de baixa energia e até mesmo
mesoscopicos (TENEV; IVANOV; VITANOV, 2013; MCCANN; KOSHINO, 2013).

No entanto, a evolucio temporal de superposicdes envolvendo um numero
arbitrariamente grande de estados introduz algumas dificuldades que merecem ser estudadas.
O revival quantico (ROBINETT, 2004), por exemplo, é um fendmeno observado na evolugao
de sistemas quanticos em grandes escalas temporais, quando um estado se regenera proximo
a configuragdo inicial. Essa é uma caracteristica comum a sistemas nao relativisticos e
relativisticos e ja foi observada em condensados de Bose-Einstein, tanto teoricamente
(GEA-BANACLOCHE, 1990; STRANGE, 2010) quanto experimentalmente (GREINER, M.
et al.| [2002; XU et al., [2010). Para Hamiltonianas de Dirac, no entanto, os revivals sio
tipicamente menos bem definidos, pois a relacdo de dispersdo relativistica distorce o preciso
padrao das oscilagdes coletivas. Ainda assim, o estudo da evolugido temporal de estados
altamente localizados permite também conectar a estrutura de espinores com outros
fendmenos fisicamente mensuraveis, como revivals de corrente de elétrons e transi¢des de
fases nesses sistemas (ROMERA; LOS SANTOS| [2009; ROMERA; BOLIVAR et al., 2016}
ZONDINER et al., 2020)
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A extensdo a ensembles estatisticos ¢ essencial no formalismo de matriz densidade.
Porém, um dos desafios em se analisar estados mistos é descrever a natureza de correlagdes e
sobretudo quantifica-las. Esse problema surge por dois motivos principais. Além de existirem
diversos quantificadores de emaranhamento, ha correlacdes quanticas que sdo distintas de
emaranhamento (OLLIVIER; ZUREK, |2001; [LUO, |2008a; BERA et al., 2017). Para caracterizar
um determinado sistema como um candidato adequado a protocolos de informacado quantica,
é necessario investigar tais questdes. Como cada estado misto corresponde a uma interagao
entre ambiente e sistema, a descri¢io dos ensembles estatisticos amplia os sistemas que
podem ser descritos pelo formalismo aqui proposto. De particular relevancia é o ensemble
candnico, que pode ser utilizado para investigar as correlacdes intrinsecas de biespinores em
temperaturas finitas.

Desse modo, o objetivo central deste trabalho ¢é investigar a equacdo de Dirac com campo
magnético constante dentro de uma teoria de informacdo quantica. Particularmente, por
meio dos niveis de Landau relativisticos, descritos por biespinores que dependem de um
numero quantico discreto, investiga-se a relacdo entre aspectos da mecénica quantica e seus
impactos nas correla¢des intrinsecas de spin-paridade de uma particula. Utilizando as
propriedades matematicas dos polinomios de Laguerre, foca-se em estados gaussianos,
devido a sua correspondéncia com sistemas classicos, ao menos do ponto de vista da
positividade da sua distribui¢do no espaco de fases. Tendo isso em vista, o trabalho foi
dividido da seguinte maneira. No capitulo 2, o formalismo de Weyl-Wigner é introduzido, de
um sistema sem spin a sua generalizacao por meio da funcdo de Wigner espinorial. Também
sdo introduzidos os quantificadores de informacgdo quantica, que sdo construidos com as
medidas de entropia de von Neumann. Ao fim do capitulo, os niveis de Landau relativisticos
sdo obtidos, tanto na representacdo da posi¢do quanto no espaco de fases. No capitulo 3,
quantifica-se o efeito de superposicdes quanticas nos quantificadores de informacédo
propostos (SILVA; BERNARDINI, 2021). Em particular, os chamados estados de gato de Dirac,
obtidos como a superposicdo de dois estados gaussianos separados por uma distancia no
espaco de fases, sdo evoluidos no tempo e suas correlacdes intrinsecas sdo também
quantificadas. No capitulo 4, o efeito da alta localizacdo é conectado aos revivals quanticos
(SILVA; BERNARDINI, 2023). Os estados de gato introduzidos sdo rediscutidos em termos da
probabilidade de sobrevivéncia para evolucdes em grandes escalas temporais. Também se

discutem os revivals como um possivel fendmeno que induz a um padrao de oscilacio entre
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emaranhamento e separabilidade em tempos finitos. No capitulo 5, investigam-se os
ensembles estatisticos, por meio da combinacgéo linear de funcdes de Wigner no espaco de
fases (SILVA; BERNARDINI, [2024). Estados gaussianos mistos sdo obtidos analiticamente, e
as correlacdes quanticas sao obtidas com integracdes gaussianas. Esse resultado preliminar é
utilizado para se obter a funcdo de particdo para o ensemble candnico. Embora nesse caso a
funcdo de Wigner ndo seja mais analitica, calculam-se as correlacdes intrinsecas em
temperaturas finitas, em termos de funcdes de Hurwitz analiticamente continuadas para os
numeros complexos. No capitulo 6, as principais conclusdes sdo apresentadas, e se discute a
possivel aplicacdo desse trabalho nos niveis de Landau tipo-Dirac bidimensionais observados

no grafeno monocamada.
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2 FUNCOES DE WIGNER EM SISTEMAS TIPO-DIRAC

As distribuicdes no espacgo de fases sdo particularmente uteis, pois utilizam a mesma
linguagem para abordar a mecanica quantica e seu limite semiclassico, o qual pode se tornar
bastante sutil dentro das abordagens usuais da mecanica quantica. Antes mesmo de
considerar o spin, é possivel observar algumas dessas sutilezas. Por exemplo, um operador
0 = 0(x, p), funcio dos operadores posicdo e momento, possui diversas representacdes. Na

base das posi¢oes, pode-se considerar a chamada transformada de Weyl,

0"(x. p) =2 dy expl2ipy/hl(x = yiObx+ ), 2.1)

i.e. é uma operagdo que conecta um operador a uma fun¢io de nimeros comutativos no
espacgo de fases. Essa definicdo pode ser utilizada para x = (x1,x,,...) e p = (p1, p2,...) em
dimensdes arbitréarias. Segue da definicio que X" = x e p = p e, de modo genérico, qualquer
polinémio de X ou p tem sua transformada de Weyl apenas pela substituicio dos operadores
pelos nimeros comutativos. Esse mapeamento, embora arbitrario, permite construir toda a

algebra de operadores a partir da operacao traco,

Tr [éléz] =2r //dx dp OY (x, p) OY (x, p), (2.2)

onde a operacédo Tr[...] é construida com relagdo a uma base (continua) qualquer.
Para construir os valores esperados da teoria, (O) = Tr[Op], com a expressdo acima,

calcula-se a transformada de Weyl do operador densidade,

2 / dy exp[2ipy/h] (x — ylplx +y)

2 /dy exp[2ipy/hlYy(x — Y)Y (x + y)
27W (x, p). (2.3)

P (x, p)
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Na ultima linha, define-se a funcdo de Wigner. Em outras palavras, ela é proporcional a
transformada de Weyl do operador densidade e desempenha um papel equivalente no espago
de fases. No entanto, vale notar que enquanto (x)y*(x) descreve a densidade de
probabilidade na coordenada x, que é sempre positiva, W(x, p) pode assumir valores
negativos e, portanto, ndo pode ser identificada com uma verdadeira densidade de
probabilidade nas coordenadas (x, p). Ainda que a positividade da distribui¢do nao garanta
que ela seja classica — como no caso dos estados apertados (squeezed states) —, esta é uma das
caracteristicas que distinguem a fun¢do de Wigner de uma distribuicio classica no espago de
fases, a qual pode também ser arbitrariamente localizada.

Em que pesem as ressalvas acima, a funcdo de Wigner desempenha o papel de uma funcéo

peso no espaco de fases, de forma equivalente ao operador densidade,

(0y=Tr[0p] = / / dxdpW(x, p) 0" (x, p), (2.4)

ou seja, os valores esperados podem ser reconstruidos no espaco de fases, partindo da
transformada de Weyl dos operadores acima. Evidentemente, isso é equivalente a obtencdo
do valor esperado construido com a densidade de probabilidade ¢/(x) /*(x), ao menos para
estados puros. No entanto, a dinidmica evidencia as maiores diferencas entre essas
abordagens. Como a evolugido temporal classica da distribuicdo de probabilidade é descrita
pela equacdo de Liouville e suas generalizacdes para sistemas interagentes, a evolucdo na
mecanica quantica é analogamente considerada a partir da equagido de von Neumann para o
operador densidade ou — através da sua transformada de Weyl — a partir de termos adicionais
a equacao Liouville classica.

Explicitamente, a evoluc¢do temporal da fungao de Wigner W(x, p; t) pode ser escrita como

a divergéncia de um vetor no espaco de fases (CASE, 2008),

+V-J=0, (2.5)

ow . al, W
ot ax dp ot

onde J(x, p;t) =], x + Ty p é o fluxo vetorial, cujas componentes sio dadas por

Je(x, ps £) = %W(x, ) (2.6)
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P 2n+1
(35) veo

para um potencial V(x) que pode ser expandido em uma série de Taylor. Nota-se que a

o0 ih 2n 2n
yono—5(2) s (ZVrnn e

n=0

equacdo acima se reduz a equacgdo de Liouville classica para a distribuicdo de probabilidade
quando apenas o termo n = 0 é considerado. Assim, no oscilador harmoénico a evolucao é
essencialmente classica. Para potenciais arbitrarios, os termos 7 > 0 introduzem correcdes
quanticas, proporcionais a /i, dado que o limite classico é tipicamente considerado no limite
h — 0.

Para além da conexdo com o limite semiclassico da mecanica quantica, o formalismo de
Weyl-Wigner também possui uma aplicacio relevante no contexto da teoria de informagao.
Essa conexao pode ser explorada ao se considerar a dindmica de férmions. Nomeadamente, a
invariincia sob transformacgdes de Poincaré e paridade da equacdo de Dirac em (3 + 1)
introduzem uma estrutura de grupo SU(2) ® SU(2), a qual pode ser relacionada a dois graus
de liberdade discretos: o spin e a paridade intrinseca de uma particula descrita por essa
equacdo. Ou seja, a equagdo de Dirac pode ser considerada como um sistemas de dois qubits,
cuja estrutura de correlacdo é transportada pelos biespinores. Por outro lado, a dinamica de
um férmion é drasticamente afetada por um campo externo que possua um carater
localizador. Assim, espera-se que o perfil de informacdo quéantica associado a esses qubits
seja também afetado por um campo confinante.

Nesse caso, é necessario estender a definicdo da funcdo de Wigner para uma matriz de
Wigner no espago dos espinores, a qual reproduz a estrutura da equagao de Dirac covariante
(HEINZ, 1983; ELZE; GYULASSY; VASAK, [1986; VASAK; GYULASSY; ELZE, 1987;
BERNARDINI 2020a), comportando uma decomposicdo em termos dos dezesseis geradores
da algebra de Clifford, {y,, v, } = 2g,,, onde g,, = diag(+1, -1, -1, -1).

Recordando a representagao de Dirac, na qual as matrizes gama sao dadas por y, = f,
Vi = Baj, {yysy =0, e 0, = (i/2)[y,, vv], @ seguinte decomposigao pode ser aplicada a funcédo

de Wigner (TICCIATI, [1999; WEICKGENANNT et al., 2019)

W({q}) = S({q}) +iys({q}) +y. V'({q}) +yuys A"({q}) + %G,WT’”({q}), (2.8)

com {q} = {x, p}. Multiplicando o lado esquerdo pelo gerador correspondente que aparece na
frente de cada termo e aplicando o traco sobre indices espinoriais, as contribui¢des escalar,

pseudo-escalar, vetorial, axial-vetorial e tensor antissimétrico sdo identificadas
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respectivamente (HEINZ, 1983; ELZE; GYULASSY; VASAK| (1986; VASAK; GYULASSY; ELZE|

1987). Explicitamente,

SUah = JTAW(ghL (29)
igh = —Trly Wi, 210
Vi) = STy Wgbl, (.11)
c'({gh) = {Trlyar W(iaD), (212)
Trgh = -T(gh) = JDlo" Wbl (2.13)

A decomposicdo espinorial da funcdo de Wigner é motivada a partir da teoria de

eletrodinamica quantica, que define o operador de Wigner

Wg,l(x, p)=(2r)™* / d*uexp[—ip - ylya(x — W (x + u), (2.14)

onde, na linguagem da segunda quantizagao, os espinores sdo operadores de Heisenberg e a
funcdo de Wigner deve ser tomada como W = (: W :), uma média do conjunto estatistico com
ordenamento normal com relag¢do ao vacuo (ELZE; GYULASSY; VASAK, 1986). No entanto,
para que essa defini¢do seja também invariante de gauge, uma outra defini¢do garante que
ap6s uma transformacdo de gauge a funcao de Wigner néo se altere.

Como observado acima, a funcdo de Wigner para tempos iguais pode ser calculada a
partir de diversas configuracdes dos espinores, estacionarios ou ndo. A dinamica do espago
de fases pode ser descrita pela funcido de Wigner de Dirac de tempo igual (ZHUANG; HEINZ,
1996; SHENG et al., |2019), que suporta a decomposi¢io mencionada anteriormente Uma

superposicdo de estados estacionarios pode ser geralmente colocada na seguinte forma
dr(x+u) = Z Y j(x + u) exp[—ik, ;(t + 7)], (2.15)
J

parat, T e ky as componentes temporais de x, u e k, onde o indice j identifica o j-ésimo espinor

na superposicdo para uma base ortonormal especifica. Entao, a funcdo de Wigner pode ser

'Daqui em diante, a funciio de Wigner utilizada refere-se a expressdo de tempo igual, em vez da covariante.
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calculada como uma transformada de Weyl aplicada ao operador densidade,

+o0
a)gq(x, k;t) = / d& WM(X', k)
+o0
= ]T_l Z eXp[l'(kO,j - ko)m)t] / d’l' dg exp[—l(28 — kO,j — kO,m)T]
Jm -

x 72 | du exp[2ik.u]1h,j(x —w)em(x + u)

= 77 Z expli(ko; — kom)t] / d*u exp[2ik.uli; j(x — wie m(x + 1), (2.16)

onde a ultima linha é obtida avaliando as integrais sobre 7 e depois £. A definicdo acima é
compreendida como uma funcdo de Wigner média em energia para um referencial fixo. Além
disso, ela nao é igual a soma das funcdes de Wigner correspondentes a estados estacionarios,
dado que a linearidade da equacgéo de Dirac é perdida ao se mover para o espaco de fase.
Abrindo méo da covariancia, a nova definicdo da funcdo de Wigner permite introduzir uma

decomposi¢do apenas em geradores Hermitianos(ZHUANG; HEINZ, 1996),

(wyo)({q}) = 1/4| fi{a}) +vsfil{a}) —iveys o({a}) + vo s({q}) (2.17)
~Yo¥s ¥ - 8({a}) +yoy - g1({g}) — iy - g({g}) —ys ¥y - 8s({g})|

onde as densidades no espago de fases Eqgs. (2.9)-(2.13) foram divididas em componentes
temporais (fy, fi, f2, ) € espaciais (g, g1, 82, 83), ou seja, g = (g', g ,g°). Os indices
espinoriais foram omitidos para facilitar a notagdo. Nota-se que abrindo méo da covariancia,
wyy € de fato uma matriz Hermitiana, pois todas as combina¢des de matrizes que aparecem

acima também o sio.

2.1 O FORMALISMO DE WIGNER EM UMA TEORIA DE INFORMACAO

De forma similar ao formalismo nao-relativistico, a densidade de probabilidade pode ser
obtida com a soma dos elementos diagonais identificados por A = &. Ainda é necessario
integrar sobre o espaco de fase, ou seja, a conservagdo da componente tipo-tempo da

componente vetorial é equivalente a

/ d’x / EKTr [y op(x, ki 1)] =N, (2.18)
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onde a operacio de traco é sobre indices espinoriais, e N depende apenas dos coeficientes da
superposicdo se os estados quanticos forem ortonormalizados; se houver um tnico estado
(estacionario), segue-se que N = 1. Isso é uma generalizagio da fungio de Wigner tipo
Schrodinger (WIGNER|, [1932) que incorpora a estrutura de grupo SU(2) ® SU(2) associada a
espinores de Dirac no formalismo de espaco de fases de Weyl-Wigner. De uma perspectiva
semelhante, uma extensdo para misturas estatisticas também é possivel, com a pureza

quantica para espinores de Dirac generalizada para (BERNARDINI, [2020a)
P = 81 /;13)( /d3kTr [(yow(x, k; t))z] =813 /d?’x /d3k Tr [a)(x, k;t) a)T(x, k; t)] , (2.19)

onde o fator extra de 87* assegura a restricdo de estado puro como P = 1. Claro, isso é uma
extensdo direta da expressio de pureza para a mecanica quantica ndo-relativistica, Tr[p*],
uma vez que a matriz densidade ¢é identificada com a funcdo de Wigner através da
transformada de Weyl de operadores quanticos (CASE, [2008; BERNARDINIL [2020a). Em
ambos os casos, a pureza quantica quantifica a perda de informacdo que pode ser associada a
interacdes sistema-ambiente, como os efeitos de termalizacdo que suprimem flutuacoes
quanticas (SILVA; BERNARDINIL, 2020).

Em analogia a teoria de informacio, deseja-se quantificar a informacdo armazenada nas
variaveis continuas, o espaco de fases, e nas variaveis discretas, o espago de Hilbert de spin-
paridade. A motivacdo de se estudar os biespinores como qubits correlacionados advém da
estrutura de grupo implicita da equacéo de Dirac, que pode ser escrita na seguinte forma para

uma particula massiva livre,
H=k- (0" ®c®)+m(c" o 1), (2.20)

onde o = (04,0y,0;) sdo as matrizes de Pauli, e os graus de liberdade discretos spin (S) e a
paridade (P) podem ser identificados. No entanto, o emaranhamento entre esses graus de
liberdade internos é finito apenas apds a introdugdo de um acoplamento externo
(BITTENCOURT; BERNARDINI, 2016).

Ao se introduzir algum tipo de localizacdo, variaveis continuas também sao relevantes,
como discutido na se¢do anterior. Deseja-se, portanto, estender a abordagem da informagéao
quantica para incluir o espaco de fases de uma particula de Dirac confinada. Para isso, a
informacdo relativa a cada espaco de Hilbert sera quantificada em termos da entropia de von

Neumann.
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A entropia pode ser calculada a partir da matriz densidade para cada espacgo de Hilbert ao
se calcular o traco parcial nas variaveis que se deseja eliminar. A matriz de spin-paridade é

obtida por uma integracdo no espaco de fases,

psp = /dgx /dgk o(x, k; 1)y°, (2.21)

que, a proposito, também é um operador densidade valido para sistemas de dois qubits, pois
¢ hermitiano e pode ser normalizado. No entanto, é uma matriz densidade reduzida, pois a
média no espaco de fases desempenha o papel de um traco sobre variaveis continuas. Por

outro lado, a matriz densidade no espago de fases é escrita como

Pixk} = TI'[CO(X, k)YO]a (222)

onde, daqui em diante, Tr[...] é o trago sobre os indices espinoriais. Ela também é uma matriz
densidade reduzida, ndo exibindo pureza unitaria. Ambas as matrizes acima sdo necessarias
para avaliar o perfil informacional em termos da entropia, a partir da definicdo da informacao
mutua entre os graus de liberdade spin-paridade e posicio-momento,

SPN) _ g(uN) (bN) (N)
Mx,kxu - {;c),kx}JrSslfD = Stor > (2.23)

onde o ultimo termo S}'fftv) quantifica a entropia no espago de Hilbert total. Essa quantidade é

nula caso o espaco de fases seja estatisticamente independente dos graus de liberdade
discretos e, portanto, SV = Sf;ll\fj} + SUN) (THOMAS; JOY, [2006). Por outro lado, caso
existam correlagdes, a informacdo mutua quantifica a informacgio que pode ser inferida sobre
a (quasi-) distribuicdo de posicdo e momento, a partir do estado de spin-paridade, e
vice-versa.

No entanto, sera tutil primeiro linearizar a entropia de von Neumann. De forma instrutiva,

o caso em uma dimenséo espacial é escrito como

SN — —ln(Zn)—/dVW In(W) —/dVW In(2z W) = /dVW—Zn/dVW2+...
14 14 |4 14

1-P+0OW?, (2.24)
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onde dV é elemento de integracdo no espaco de fases dxdp para uma quasi-densidade de
probabilidade localizada W em termos da pureza calculada no subespaco correspondente.
Tanto a matriz de Wigner no espago de Hilbert composto, quanto a matriz densidade
reduzida no espago de fases podem ser expandidas da forma acima. Nota-se que W deve
satisfazer o principio da incerteza de Heisenberg, o que garante a validade da expansadf} Por
outro lado, para a matriz densidade psp assume-se que a entropia linear possa também ser
utilizada, embora a aproximacao seja feita nesse caso em torno de um estado puro.

A entropia linear com relacdo ao espaco de Hilbert de spin-paridade pode entdo ser escrita
como

I°F = 1 - Tr[p2]. (2.25)

Para sistemas de variaveis continuas, a operagao traco é substituida por uma integral no espago

de fases,

Iy =1-(2n) /d3x /d3k p(x,k), (2.26)

com p(x,k) = piu. correspondente a entropia linear relativa ao espaco de fases. O fator de
normalizacdo aparece naturalmente porque o segundo termo do lado direito quantifica a
pureza quantica no espagco de Hilbert de variaveis continuas (CASE, 2008).
Consequentemente, os estados puros no espaco de Hilbert reduzido também sao estados de
entropia zero, e nenhuma incerteza ou informacdo ¢ armazenada nas varidveis
remanescentes.

Essas definicdes colocam em pé de igualdade os graus de liberdade do espinor e do espago
de fase. As entropias linearizadas sdo particularmente tuteis para calculos algébricos, porque
as integrais envolvendo poténcias arbitrarias de matrizes densidade localizadas tipicamente
nio podem ser feitas em termos de fun¢des elementares. Portanto, a informacdo armazenada
na fungdo Wigner para tempos iguais sera avaliada em termos desses quantificadores. A

expressao para a informacdo mutua linearizada se simplifica para (BERNARDINI, 2020a),
M{S,fk} =Tpu+ I —(1-P). (2.27)

A entropia linear com relacdo a matriz densidade global precisa ser subtraida para levar em

conta a perda de informacdes (ou entropia) da matriz densidade com relagdo ao espago de

?Precisamente, a expansio é feita em torno de W = (27)7! (em unidades adimensionais), sendo que a
quasi-densidade de probabilidade deve satisfazer [W| < n~! (CASE, 2008). Assim, para distribuicdes que sio
suficientemente localizadas e positivas, como funcdes gaussianas, a expansdo é valida.
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Hilbert total. Observa-se que o quantificador de informagao mutua é sempre uma quantidade
nao negativa. Para estados mistos, essa medida é degradada devido a incerteza da matriz
densidade global e é sempre menor do que a soma das entropias individuais com relacédo a

cada espaco de Hilbert.

2.1.1 Emaranhamento de Formacao

Para investigar como as correla¢des classicas e quanticas podem ser distinguidas em um
determinado estado, pode-se também recorrer ao emaranhamento de formacdo, um
quantificador de emaranhamento. Originalmente, essa medida foi obtida ao se demonstrar
que uma quantidade minima de informacdo quantica é necessaria, na forma de singletos (no
caso de sistemas de qubits de spin 1/2) parcialmente emaranhados, para se produzir um
estado arbitrario (BENNETT et al, 1996). Durante essa conversdo, a entropia de
emaranhamento é conservada e, portanto, torna-se um quantificador relevante da nao
separabilidade em sistemas de dois qubits.

A medida de nio separabilidade para estados puros é dada pelo emaranhamento de
formacéo, enquanto a extensdo para estados mistos pode ser definida a partir da convex roof.
Essa construgdo corresponde a um algoritmo em duas etapas. Primeiro, obtém-se o
emaranhamento médio de todas as decomposicdes em estados puros. Segundo, escolhe-se o

valor minimo obtido para o emaranhamento. De forma concisa (WOOTTERS;, 1998),

Egorlo] = miny, Y. qiEonlox]. (2.28)
k

Por outro lado, esse quantificador também pode ser relacionado a concorréncia quantica C[g],

o[ 1= Tl

2

Egorlo] = , (2.29)

com E[A] = —Alog, A — (1 — A)log,(1 — A), e onde C[p] é dado para sistemas de dois qubits
como

C[Q] = maX{Al - /12 — /13 - A4 s 0}, (230)

onde A; > A, > A3 > A, sdo os autovalores do operador \/ Jo(o, ®0,)o*(0,®0,) Jo ep é
o operador densidade apos a conjugacao complexa. Assim, a concorréncia quantica é também

uma medida de ndo separabilidade. Para estados puros, uma definicdo alternativa pode ser
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utilizada,

Cle] = J(wlplw) = Kwlw)| = yTrleal. (2.31)

com p = |w){w|, onde |w) é o estado apds o spin flip,
lw) = a)(,l) ® 0§Z)|w*), (2.32)

e “x” a conjugagdo complexa. Como descrito anteriormente, identifica-se a matriz densidade
com ¢ =y’ », onde a decomposicdo SU(2) ® SU(2) do operador de spin flip é y* = ic'” ® P
(BERNARDINI, 2020a). Logo, a matriz densidade apds o operador de spin flip é
o= (—iy")y’ o (-iy?).

No entanto, a foérmula obtida para estados mistos nao é trivial. Uma alternativa é
reconsiderar o algoritmo da obtengdo da concorréncia. Nomeadamente, encontrar um
conjunto de matrizes densidade puras que realizam p (agora um estado misto) com uma

concorréncia unica. Nesse caso, a concorréncia média,

Cle] = min,, Y. qiClexl, (2.33)
k

é igual a concorréncia de estado puro para o conjunto que minimiza o quantificador, ja que
Yxq = 1 (WOOTTERS, 1998). Observa-se que em grande parte dos sistemas, a distribuicéo
de probabilidade g, ndo é unica, o que torna o algoritmo de minimizacdo uma tarefa
numericamente complexa.

Todavia, em sistemas com algum tipo de confinamento, as autoenergias sdo discretizadas,
e os autoestados do Hamiltoniano sio rotulados por um nimero quantico inteiro. De forma
similar, existem estados mistos que também sdo rotulados por um unico ntimero quéntico
(discreto) adicional, havendo um conjunto reduzido — ou mesmo um udnico conjunto - de
estados puros que podem ser utilizados na decomposi¢io do estado misto. Se isso é
verificado, o algoritmo de minimizagdo na eq. é trivial. Na presenca de um campo
magnético, o numero quantico inteiro identifica as o6rbitas de Landau, simplificando as
decomposi¢des de estados mistos discutidos no capitulo 5.

Para obter os quantificadores discutidos acima, as solugdes estacionarias da equacédo de
Dirac em um campo magnético constante sdo introduzidas a seguir, com as correspondentes

matrizes de Wigner.
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2.2 ESPINORES EM UM CAMPO MAGNETICO CONSTANTE

Nesta secao, investigam-se as solugdes da equacao de Dirac com a inclusdo de um campo
magnético por meio do acoplamento minimal. Assumindo um campo magnético ao longo
da direcdo z, essa interacdo pode ser introduzida por meio do potencial vetor A tal que B =
V x A = Bz. Diversas configuragdes sao permitidas para o potencial vetor. Por simplicidade,
restringem-se os graus de liberdade continuos a apenas uma direcdo com A = Bxy.

O acoplamento minimal na equacdo de Dirac é introduzido com p — p + (—1)" eA, onde
e > 0 é a unidade de carga, com r = 1, 2 descrevendo particulas com carga negativa e positiva
respectivamente. Desse modo, a Hamiltoniana para uma particula de massa m assume a forma

(BAGROV; GITMAN| 2014)

Hy =a-(p+(—1) eA) + fm. (2.34)

Para resolver a equacdo de Dirac, Hg ¥ = E{, as solugdes estacionarias ¢/ sdo escritas como

y=e'" P : (2.35)

s

de modo que ¢, sdo espinores de duas componentes. As solu¢des no espago das configuragao

podem ser construidas a partir da relacdo de comutagdo canodnica, [x,p] = i. Nessa base o

operador momento é dado por p = —iV. Além disso, na representacgio de Dirac,
0 o
a =y,y = (0, ® L)(ic, ® o) = : (2.36)
o 0

Assim, utilizando a notagao por blocos, a equagao de Dirac pode ser escrita na forma matricial,

Iz a a
0 (p+(-1)eA)+m ° i E ’ ; (2.37)

o 0 0 —L Py Ps
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onde cada linha pode ser considerada separadamente,

o (=iV + (=1 eA)dp, = (E—m), (2.38)

o (=iV + (=1 eA)p. = (E+m)ps. (2.39)

Nota-se que as componentes ¢,; estao acopladas. Isolando ¢, na segunda equacdo acima e

substituindo na primeira, obtém-se uma equacio diferencial apenas para ¢,,

(E* —m®)¢,

[0 (=iV + (1) eA) 2¢a

[ ~ V4 (B — (~1) eB(Zix% — )| (2.40)

Como a equacdo obtida nido depende explicitamente das coordenadas y e z, os momentos
correspondentes, p, e p,, sdo grandezas conservadas, comutando, portanto, com a
Hamiltoniana, [Hg, ﬁy] = [Hg, p.] = 0. Assim, esses trés operadores compartilham os mesmos
autoestados, ou seja, p.d, = k.P, e ﬁy¢a = yqﬁa Além disso, como [Hg,0,] = 0, pode-se

impor que ¢, seja também autoestado de o,

$a = 5 (x) = explilkyy + k.2)|F.(x) xe (2.41)

com y; os autoestados de o,. Obtém-se com a eq. (2.40) a equagao diferencial para F.(x),

dx?

(eBx+(—1)k,)’Fs+ (E>—m* =k F (1) eB)F. =0, (2.42)
ou seja, equivalente a equacao de Hermite,

dZ
[@ - Srz + é(r,i 7:‘i(sr) =0, (243)

com a origem do sistema de coordenada x agora deslocado para

s, = Ve (x + (—1)’%) . (2.44)

3Como h = 1, as solucdes de onda plana sio escritas em termos dos momentos k, = p, e p, = k,, onde, no
espaco dos momentos, p, e p, sio nimeros reais. Para evitar confusdo com os operadores hermitianos, utilizamos
os momentos k; e k.
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As autofuncoes dependem de r e, portanto, particulas com carga positiva e negativa estao

separadas para um mesmo k, # 0. Para obter uma solucdo, impde-se que o parametro

E*—m?*—k:F(—1)eB

s = el3

(2.45)

seja {;+ = 2v+ 1parav =0, 1, 2, ... Caso contrario, as solucdes niao sao bem definidas. Por

exemplo, tais funcdes nao sdo quadrado integraveis. Assim, os autovalores assumem a forma
El,=m’+k+[2v+1)F(-1)]eB, (2.46)

com F,(s) relacionadas as funcdes de Hermite normalizadas,

JeB

1/2
———— ) e H(s). 2.47
T ) R @17)

ﬂ®=ﬂ®=<

As relacdes de ortonormalidade e completeza sdo respectivamente,

/ Fu($)Fu(s)ds = JeB Sun, (2.48)
€
> Fu($)Fu(s) = VeB 8(s — ') = 8(x — x'). (2.49)

Desse modo, temos uma base adequada para utilizar integrais no espaco das configuragoes.
Vale notar que a relagdo de ortogonalidade é valida apenas para uma mesma coordenada s, de
modo que ha uma base ortogonal para cada r.

A partir da eq. (2.46)), os autovalores podem ser expressos de uma unica forma,

E:=m®+k’+2neB. (2.50)

Para obter essa expressio, considere r = 1 (carga negativa). Com a solug¢do “+", impde-se

v =n—1e com a solugdo “—", v = n. Porém, para r = 2, a solu¢io “+" pode ser obtida com
v =nepara “—", v = n— 1, de modo que todos os autovalores para n # 0 podem ser expressos
da forma acima. No entanto, quando n = 0, a Unica solucdo para r = 1 é obtida com “—". Por

outro lado, se r = 2, a solu¢do é obtida com “+" na eq. (2.46). Portanto, o estado fundamental

€ o Unico estado ndo degenerado com relagdo ao spin.
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Deste modo, as solu¢des possuem uma degenerescéncia infinita em k,, e mais uma dupla
degenerescéncia de spin (se n # 0). Além disso, as solucdes E, < 0 estdo naturalmente
incluidas, o que é esperado para uma equagio relativistica. Explicitamente, os autovalores

finalmente assumem a forma

E, = +\m? + k% + 2neB, (2.51)

onde agora o sinal da expressdo ndo possui relacao o operador o,, mas ao operador de paridade
intrinseca, Yo- No entanto, devido ao campo magnético, os estados estacionarios nfo siao mais
autoestados de y,, pois [Hg, o] # 0.

Retornando para a forma completa dos espinores, as solucdes estacionarias introduzidas

na eq. (2.35) podem ser expressas na forma

expli((=1)E, t + kyy + k.2)]u;, (s,), (2.52)
com
Fn—l(sr) 0
+ 0 — 7:‘n(sr)
u,,(s) = 1 s U (s) = , (2.53)
An Fn—l(sr) _Bn Fn—l(sr)
_Bn 7:‘n(sr) _An Fn(sr)
as solugdes com E, >0 e
An 7?n—l(sr) Bn 7:‘n—l(sr)
_ Bn 7:‘n(sr) n _An 7:‘n(sr)
U, 5(s) = M , U, o(8r) = : (2.54)
Pn—l(sr) 0
0 Fu(sr)
as solugdes com E, < 0. As constantes adimensionais utilizadas,
k, V2neB E, +
A, = , B, = ne , and 7, = m’ (2.55)
E, +m E,.+m 2E,
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determinam o regime de interesse. Pode-se escolher apenas duas constantes, pois elas
satisfazem a relacdo 1,(A%2 + B2 + 1) = 1 e, além disso, 0 < A,, B, < 1. Por exemplo, o
parametro B, pode ser ajustado para se introduzir um campo externo fraco com B, = 0, ou
um campo externo forte com B, = 1. Ambos os casos serdo estudados nos préximos

capitulos.

2.2.1 Funcodes de Wigner estacionarias

Uma vez que os niveis de Landau foram obtidos, as funcdes de Wigner podem ser obtidas
imediatamente com a eq. (2.16)), a qual envolve o célculo de 16 componentes matriciais. Para
cada componente, calcula-se a transformada de Fourier indicada. No entanto, muitas dessas
componentes se repetem ou sdo nulas, e as fungdes escalares no espaco de fases se resumem

a apenas dois tipos, como obtido abaixo.

Para posteriormente estudar superposi¢des quanticas, é necessario também fixar a origem
do sistema de coordenadas. Escolhendo s,-; = s, as solu¢des com E > 0 sdo obtidas com
(BERNARDINT, [2020a)

Lon 0 —ALoy  B,M,

(s, k) = M , (2.56)
AnLoy 0 —A2L,, AB,M,

-B,M, 0 AB,M, -BL,

0 0 0 0

0o L, B, M, A, Ly
Wpi(8, k) = , (2.57)
0 -B,M, -B‘L,, —A,B,M,

0 —AL, —-AB,M, —AL,

e o conjunto correspondente a E < 0 ¢ mapeado para as solucdes de paridade intrinseca

negativa,

AL,y AB, M, —A L, O
) AB,M, B:L, —-B,M, 0
Wno(8, k) = M , (2.58)
An En—l Bn Mn _En—l 0

0 0 0 0
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BL,, —AB,M, 0 —B, M,
. —AB, M, AL, 0 AL,
Wpo(8, k) = , (2.59)
0 0 0 0

B, M, -A, L, 0 L,

onde as fung¢des no espago de fases sdo dadas em termos dos polinémios de Laguerre,

L, =Ly(s, ke) = ﬂ exp [—(s2 + ki)] L, [2(32 + ki)] , (2.60)

com L, o polindmio de Laguerre de ordem n e

M,

M, (s, ki)

GV \/? exp [—(s* +k2)] (%Ln [2(s° + ki)]) : (2.61)

27

As funcdes acima exibem relacdes de ortogonalidade equivalentes as exibidas pelos polinémios
de Laguerre, como pode ser esperado da transformada de Fourier na eq. (2.16). Isso pode ser

resumido nas seguintes identidades,

/dx /dkxﬁ,,(s, ko) =1 (2.62)
2—”/é;/cgli£(sk)£(sk) =5 (2.63)
\/e_B N N X n\v> x m\°2> Vx - mn» .
e para a funcéo impar,
/dx /dkx./\/ln(s, k) = 0, (2.64)
an /;, /CEZM( k) Mo, k) = 6 (2.65)
X x n\S, Kx m\S, Kx) = mn- .
JeB ). J.

Essas relagdes garantem a conservacdo de probabilidade das funcoes de Wigner encontradas.
Além disso, as integrais no espaco de fases podem ser simplificadas ao se recorrer as

identidades acima.
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3 SUPERPOSICAO E EMARANHAMENTO EM ESTADOS

GAUSSIANOS

Para investigar a relacdo entre dindmica e os quantificadores de informacao,

superposicdes podem ser estudadas a partir da fungido de Wigner proposta na eq. (2.16), a

qual permite imediatamente estender a abordagem para estados nao estacionarios. Ao se

obter a decomposicdo de um estado em relacdo a uma base ortogonal, a funcdo de Wigner

permite calcular a evolucdo temporal dos quantificadores de informacgdo propostos. Nesse

sentido, estados gaussianos podem ser obtidos analiticamente a partir das propriedades dos

polindmios de Hermite.

Inicialmente, a superposicdo de estados para um mesmo nivel de Landau pode ser

considerada. Por exemplo, o s

(1)

G (s, 1)

-

= M

\

M

eguinte estado,

anl
0

exp(—iE,t)

An Pn—l

_Bn Fn

exp(—iE,t) + exp(iE,t)(A% + B))]| Fny

0

+ exp(iE,t)

—2i sin(E,t)ApFry

2i sin(E,t)B,F,

( exp(—iE,t)u, | + exp(iE,t)(—=Auu,, + Bnu;2)>

(Bﬁ + Arzz)rnfl
0
_Anrn—l

+B,F,

(3.1)
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é simplificado em t = 0 para (%, ©00)", de modo que para uma superposicio com n = 1, o

estado inicial é gaussiano, pois

1/2
VeB) / e_SZ/z

o= (37

onde se observa na eq. (2.47) que Fy(s) corresponde ao polinémio de Hermite de menor ordem.
A polarizacdo do estado acima é arbitraria e é possivel construir uma base de estados com

outras polarizagoes,

(2)

G (5, 1)

( exp(—iE,t)u,  + exp(E,t)(Ayu, , + Bnum2)>

0

[exp(—iEnt) + exp(iE t)(AZ + Bi)]} F,
N , (3.2)
2i sin(E,t)B,F,_;

2i sin(E,t)A,F,
ou ainda, com a componentes inferiores,
QS)(s, t) = (exp(z’l‘inl‘)u;2 + exp(—iE,t)(Ayu, ; — Bnu;1)> (3.3)
e
Q:) (s, 1) = ( exp(—iEnt)(=Byuy, — Ayu, ;) + exp(iEnt)u;J) , (3.4)

de modo que qualquer um desses estados pode descrever estados inicialmente gaussianos com
diversas polarizagdes de spin-paridade. No entanto, n = 0 para as configuragdes QS) e Q:)
serdo permanentemente Gaussianas porque ha apenas dois estados estacionarios nao-triviais
para n = 0. Por outro lado, as configuracdes com superindices impares evoluem para estados

nao gaussianos, de modo que se espera que a escolha da polarizacdo afete aspectos locais do

conteudo informacional, o que também sera investigado.
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3.1 ESTADOS DE GATO COMO SUPERPOSICOES GAUSSIANAS NO ESPACO DE
FASES

Os estados obtidos acima correspondem a superposi¢des para um mesmo numero quantico
principal. No entanto, o estado mais genérico é obtido pela superposicao de autoestados com

diversos numeros quanticos, na forma
$i(s, t) = N2 Z ¢, CV(s, 1). (3.5)
n=0

onde a constante de normalizacio N e G foram obtidos com as eqs. (3.1)-(3.4) com
i =1, 2,3, 4. Desse modo, impondo que i = 1, ¢354y = 0 € ¢y, = exp(—a?/4)(a/2)*"//(2n)!,

com a um parametro de distancia adimensional, a inica componente ndo-nula parat = 0 é

T
dada por (1 0 0 0) multiplicado por

2 (a/\/_)Zn el Y —$2/2 Hy,(s)
exp(—a’/4) Zan() o (7) Z o ( ) . (3.6)

A soma infinita pode ser escrita como uma expressdo de forma fechada, dadas as seguintes

propriedades dos polindmios de Hermite,

Z £ (26! Hy(s) = exp(—t*)cosh(2st) (3.7)
Z (2]1;2’:11)'H2k+1(s) = exp(—t*)sinh(2st). (3.8)

Escolhe-se a primeira linha, com t = a/2. Assim, a soma infinita pode ser expressa como a
soma de duas gaussianas. Como apenas os indices pares na eq. (3.5) ndo sdo nulos, a eq. (3.6)

simplifica para (GRADSHTEYN; RYZHIK} 2014)
T
}(1 0 0 o) , (39

$°(s,t = 0) = (ef) {exp

onde o indice S corresponde a uma superposicdo simétrica de estados Gaussianos centralizados

s = +a: um estado de gato de Dirac simétrico (SILVA; BERNARDINI 2021). Ao incluir toda a

—%(s —a)?

1
+ exp [—E(s +a)’
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dependéncia temporal do espinor com a eq. (3.1)), o estado evolui como

¢f(s, 1)
0
$5(s, t) = , (3.10)
$3(s, t)
ACE))
onde
e —a2/47:‘ 2 2n ) )
B60 = Y e (e (B e ), G
=0 2n+1 2n+1 2n)!
© —a2/4A 2)2n
F ) = Y O A (@ Y () sin(Eanit), (3.12)
=14 Ajpr + Boin J(2n)!
e —a’/4 2n
. e /By, (a/+2) .
$6 0 = 20 e o P ©sinEad) (3.13)
n=0 n n .

De forma similar, estados de gato antissimétricos (A) podem ser construidos a partir

das contribui¢des impares na soma infinita da eq. (3.5), i.e. ao impor ¢;, = 0 € ¢czpy1 =

exp(—a?/4)(a/~\2)*'/\/(2n + 1)!. Analogamente ao caso anterior,
T
} (1 0 0 0) ., (3.19)

. 1/4
¢*(s,t = 0) = % <§) { exp [—%(s — a)z} — exp [—%(s + a)?

e o estado evoluido no tempo pode ser escrito como

$7(s, 1)
0
(s, t) = , (3.15)
$5(s. 1)
Pi(s, t)
com
it 7112/47:- - 2)2n-1 _ _
n=1 2n 2n - .
00 —a2/4A . 2)2n-1
O I (“(/Zf) ) sin ) (.17)
n=1 2n 2n - .

(s, t) = 2i i e /"By (a/ Vo) Fou(s) sin(Eypt). (3.18)

n=1 1+ A%n + B%n \I(Zn - 1)‘




CAPITULO 3. SUPERPOSICAO E EMARANHAMENTO EM ESTADOS GAUSSIANOS 36

Novamente, diferentes polarizacdes podem ser obtidas, ao se utilizar Qf’“), ao invés de Qfll),
na eq. (3.5).

Nota-se que os chamados estados de gato deixam também de ser superposi¢des de estados
gaussianos quando ¢ # 0, devido as fases que cada exponencial introduz na evolugio temporal.
Ainda assim, as condicdes de normalizacdo e pureza devem ser satisfeitas, o que impde
restricoes algébricas sobre os estados.

Dentro da premissa que estados gaussianos sao considerados como uma possivel realizacéo
classica de uma particula i.e. localizada no espacgo de fases, estados de gato violariam essa
nocao de classicalidade, pois no presente caso sio estados que apresentam uma densidade de
probabilidade com picos em duas regides arbitrariamente distantes no espago de fases. Além
disso, convém ressaltar que estados de gato podem ser encontrados em diversas aplicacdes,
envolvendo multiplas componentes e apresentando um perfil de emaranhamento explicito
(KARIMIPOUR; BAHRAMINASAB; BAGHERINEZHAD| [2002; SHEN et al, [2015), ainda que
nestes casos o emaranhamento seja extrinseco i.e. entre particulas distintas. A vista disso, o
perfil de emaranhamento intrinseco desses estados sera investigado dentro do formalismo de

Wigner no espago de fases.

3.2 DINAMICA DE CORRELACOES INTRINSECAS EM UM CAMPO MAGNETICO

Nesta secdo, as fun¢des de Wigner serao explicitamente calculadas para os estados obtidos
anteriormente. Para o estado gaussiano, Q(nl) (cf. eq. (3.1)), a funcao de Wigner é calculada

. . (1) (1) =
componente a componente a partir da matriz G, (G, ) yo,

all(t)[:n—l(sa kx) 0 alS(t)[fn—l(sa kx) a14(t)Mn(5a kx)
0 0 0 0

n1(s,kyst) = , (3.19)

a31()Ln1(s, kx) 0 ass()Ln1(s, kx) ass()Mn(s, ky)

ag (O My (s, kyx) ags(OM(s, ky)  asa(t)Ln(s, ky)

o
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onde a dependéncia temporal é expressa pelos coeficientes

an(t) = 1—4(A+ B2)n®sin®(E,t), (3.20)
ass(t) = —4A’p®sin*(E,t), (3.21)
au(t) = —4Bn*sin’(E,t), (3.22)
a(t) = agu(t) = —4A,B.n? sin*(E,t), (3.23)
ap(t) = —a;,(t) = —2insin(E.t) A, ( cos(E,t) + i sin(Et)(1 — 27)), (3.24)
au(t) = —aj(t) = 2insin(E,t)B,( cos(E.t) + isin(Et)(1 — 2n)). (3.25)

Convém observar que as componentes ndo sido independentes, o que é sugerido nas trés
ultimas linhas. O comportamento no espaco de fases ainda é descrito por polinémios de

Laguerre, como no caso estacionario,

L(s, k) = (=1)" \/Z_B exp[—(s* + kD)IL.[2(s* + k)], (3.26)
e
M(s, ki) = (_2713 @ exp[—(s* + k)] (%LH[Z(SZ + ki)]) : (3.27)

Desse modo, é possivel verificar que a condi¢do de normalizacéo,

/dX/ dkx Tr[&)n)l}/o] = aq1 — 433 — Qg4 = 1, (328)

é satisfeita. Além disso, considerando o comportamento dos polindmios de Laguerre, o
integrando ndo é necessariamente positivo, exibindo regides de negatividade a depender do
valor do nivel de Landau.

Para exemplificar, a evolucio temporal da quasi-densidade de probabilidade Tr[w,;y°] para
QS) e QS) é comparada na fig. (1). Observa-se que apenas w,(s, ky;t) é uma gaussiana emt = 0
en = 1, pois Ly(s, k,) o« exp[—(s® + k2)] e, portanto, é positiva para qualquer coordenada
no espago de fases. Entdo, embora a escolha da polarizacdo de spin-paridade afete o carater
localizado de um estado, essa escolha nao afeta os resultados ap6s uma integracdo nas variaveis
continuas. Com essa observagdo, w, (s, ky;t) sera escolhido para se investigar a estrutura

informacional.
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Figura 1 - Evolucao temporal de um estado inicialmente gaussiano

Evolucédo temporal da (quasi)densidade de probabilidade J%Tr[wnzl,iyo] no espaco de fases
(s, k) parai = 1 (linha superior) e i = 2 (linha inferior). Os estados séo inicializados em t = 0
(esquerda) e t = 25 (direita). Os parametros foram definidos como k, = e/3 = m = 1. Fonte:

Elaborada pelo Autor.

Para além da normalizacdo do espinor, a pureza do estado também pode ser calculada

algebricamente, onde a expressdo integrada pode ser escrita em termos das componentes

integradas (cf. (3.20)-(3.25)),

27 2
P = N / dx / dk Tr[(wn1y0)°]

= a;, + a5, + ag, + 2ags’ + 2las)’ + 2]anl, (3.29)

e, observando que
laisl® = —anas, (3.30)
Al = asdu, (3.31)

|a14|2 = 0411044, (3.32)
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Figura 2 - Positividade da pureza quéntica no espaco de fases
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Pureza quantica, (1/eB)Tr[(w,1y0)*]lm no espaco de fases (s, k), calculada para um estado
gaussiano (n = 1). Os resultados também sdo obtidos para k, = el3 = m = 1, e 0 esquema de
cores indica as regides onde o estado é maximalmente misto (azul). Da esquerda para direita,
t = (4%) j, for j =0, 1, 2. O estado apresenta um perfil de pureza gaussiano, que se espalha ao
longo do eixo s.

pode-se re-escrever a pureza como
P =(a; —as; —as)’ =1, (3.33)

i.e. a condicao de um estado puro, onde se nota que a expressao entre parénteses, a;; —as; —dys,
é a mesma obtida no calculo da normalizacio, na eq. (3.28).

Ainda que a condigao de estado puro seja satisfeita, vale notar que a pureza quantica néo
integrada apresenta uma direcado preferencial ao longo do eixo k, = 0 devido aos termos
M:(s, k), que introduzem uma assimetria entre as coordenadas (s, k,). Isso é ilustrado na
fig. , onde regides mistas, indicadas pela cor azul, circundam bolsdes de regides puras,
indicadas pelas cores branca e vermelha. Esse comportamento é observado ao longo da
evolucao da funcdo de Wigner, também afetando localmente o quantificador de pureza. De
todo modo, qualquer regido no espaco de fases apresenta uma pureza ndo-negativa, o Unico
resultado fisicamente aceitavel.

Com o resultado obtido anteriormente, a informagdo mutua entre o graus de liberdade
de spin-paridade e espago de fases pode ser calculada. As entropias lineares sido calculadas

imediatamente, seja para variaveis discretas EI,

A notagdo (...) indica uma integracio no espago de fases bidimensional, evitando actimulo de simbolos.



CAPITULO 3. SUPERPOSICAO E EMARANHAMENTO EM ESTADOS GAUSSIANOS 40

Figura 3 - Informacido muatua em um estado gaussiano
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Informacdo mutua entre espaco de fase e espaco (de Hilbert) de spin-paridade para um estado
gaussiano (linhas cinzas) e concorréncia quantica (linhas pretas). Para todos os graficos, m = 1
e, da esquerda para a direita, k* = 0, 10, 100; 0 campo magnético é também variado com eBB =
1/10, 1, 10 para linhas tracejadas, pontilhadas e solidas, respectivamente.

Isp=1-Tr [(y()(a)n’l))z] = 8 sin*(E,t)n’B’ (1 —4Bnp? sinZ(E,,t)>, (3.34)

seja para variaveis continuas,

2
Ty =1- \/:_B / dx / dk, (Tr [a)n,ly()] )2 =8 sinZ(Ent)l]lei<l - 4Brzln,21 sinz(Ent)). (3.35)

Acidentalmente, as expressdes sdo idénticas e dependem do numero quantico principal
exclusivamente por meio da expressdo 2nel3. Assim, para dois estados com n distintos, é
possivel ajustar o parametro do campo magnético para se obter valores coincidentes, ao menos
apo6s a integracdo. O quantificador de informacdo mutua é obtido somando-se os resultados

anteriores (cf. eq. (2.27)), simplificando para

n

M} =16 sin’(E,)n B (1 —4Bn? sinz(Ent)), (3.36)

e é exibido na fig. (3).

Emt = 0, é nula a correlacéo entre os graus de liberdade de spin-paridade e espaco de fases.
Uma forma de se compreender tal resultado é observando a funcdo de Wigner na eq. (3.19).
Nesse instante, pode-se fatorar a dependéncia espacial, e a func¢do de Wigner pode ser expressa
como um produto entre uma matriz, com coeficientes constantes, e uma fungéo no espacgo de

fases. A fig. (3) confirma que esses graus de liberdade néo estao correlacionados inicialmente.
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3.2.1 Correlacoes quanticas e decoeréncia

Ainda que a informagdo mutua quantifique as correlacdes entre as variaveis discretas e
continuas, nio é possivel ainda afirmar que elas sejam de natureza exclusivamente quantica.
Isso se deve ao fato de que um estado quéantico pode exibir correlacdes classicas e quanticas
(HENDERSON; VEDRAL, [2001). Para quantificar as correlacdes quanticas, o conceito de
decoeréncia pode ser util. Em sistemas de dois qubits, um conjunto de projetores ortogonais é
introduzido para os espacos de Hilbert de spin e paridade i. e. tais projetores correspondem a
medic¢des com relagdo a projecdo de spin (up-down) e paridade (positiva-negativa).

Como apenas os elementos das diagonais correspondem a possiveis medicdes, os elementos
de fora da diagonal da matriz de densidade decairdo naquela base especifica (VEDRAL, |2003;
LUO, 2008b; SCHLOSSHAUER)| 2019). Portanto, pode-se considerar uma matriz estocastica
com a distribui¢do de probabilidade dos resultados possiveis na base padrao citada acima.
Entédo, para o caso presente, a base é definida a partir da representacido de Dirac. O ansatz
para a matriz estocastica é obtido a partir da funcdo de Wigner obtida na eq. (3.19), onde
os elementos fora da diagonal podem ser descartados. Essa matriz sera identificada por
a),f,cll) = Diag a1 L,-1 0 asL, aul, ]. Nota-se que os coeficientes a;; da matriz densidade
sdo nado-negativos, pois correspondem a uma distribuicdo de probabilidade.

Para calcular a contribuicdo desse estado para a informacdo mutua, nota-se que ele néo é
mais um estado puro, pois

PO =g +a’ +ad, <1, (3.37)

onde a igualdade é verificada apenas em ¢t = 0. Assim, ha de fato uma perda de informacéo

ap6s a medicdo nesse estado. As entropias lineares também podem ser calculadas,

Is(g) =1- a?l - a§3 - ail, (3.38)

I
I{ff,ﬁx} = 1-aj, — a3, — aj, + 2a11ass. (3.39)

(ch

Elas permitem construir a informacdo mutua para funcao de Wigner diagonal, w, ",

M;ff,zx = —32B:n’ sin*(E,t) + 8By’ sin*(E,t) + 32B2A’n? sin*(E,t). (3.40)

n n
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Este resultado mostra que uma parte das correlacdes apresenta uma natureza classica. Por
consequéncia, a diferenca entre a informagao mutua total, eq. , e a informag¢do muatua
classica, eq. (3.40), possui natureza quantica. Para estados puros, correlacdes quanticas indicam
emaranhamento, o qual também pode ser quantificado pela chamada concorréncia quantica.
Felizmente, ao calcular explicitamente a concorréncia via funcdo de Wigner, verifica-se que
o grau de ndo-separabilidade entre spin e paridade de fato concorda com o resultado acima
obtido, ou seja: a concorréncia quantifica a informacdo mutua de natureza quantica.

Assim, pode-se considerar inicialmente a seguinte expressio para a concorréncia, a partir

da eq. (230)

Cz[a)n,l](s: k) = (DTr[wn, Y2Y0 @;,1 YZYO]

8n% sin®(E,t)B2[1 — 4(A% + B2)n? sin®(E,t)]

x (La(s, k) Laoa(s, k) + MG, ky)), (3.41)

onde o produto L,(s, ke)L,_1(s, k) indica regides de negatividade devido as correlagdes
entre os graus de liberdade de spin-paridade e o espago de fases, como mostrado na fig. (4).
Evidentemente, esse comportamento inesperado no quantificador é corrigido ao se calcular a

média no espaco de fases,

Cip = 81} sin®(E,t)B: <’712 — 4sin®(E,t)(A2 + Bﬁ)) , (3.42)
n
o qual é a medida correta para a nio-separabilidade entre spin e paridade. [J

E notavel que o resultado acima de fato corresponde a diferenca entre as correlacdes
(totais), calculadas na eq. e as correlagdes classicas da eq. (3.40), como foi previamente
sugerido na fig. (3). Portanto, a concorréncia quéntica deve ser considerada como uma
medida de correlacdo estritamente quantica, de modo que estados separaveis sao facilmente
identificados a partir de uma escolha especifica de pardmetros. Parat = (Ir)/E,, com [ inteiro,
obtém-se o estado inicial, que é separavel. Para massa nula, A + B2 = 1} a concorréncia
também é nula para t = (I + 1/2)/E, (I inteiro).

Por completeza, a concorréncia também pode ser relacionada ao fenémeno da oscilacdo

quiral (BITTENCOURT; BERNARDINI, [2016). Foi demonstrado que os valores médios do

2A mesma expressdo é obtida ao se considerar ¢ = y°{®, 1), de modo que a concorréncia é calculada apés a
média no espaco de fases. Portanto, verifica-se que apenas os graus de liberdade discretos sdo relevantes para
esse quantificador.
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Figura 4 - Carater localizado da concorréncia quéntica de spin-paridade
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Evolucdo temporal da concorréncia quantica localizada no espaco de fases
(1/eB)C*[wn1](s, k) para um estado gaussiano (linha superior), com n = 1, e para
n = 5 (linha inferior). Da esquerda para a direita, t = (r/j)/E, para j = 8, 4, 2. ParAmetros
adicionais seguem fig. (2). Nota-se o perfil local da concorréncia quantica ndo ¢ definido
positivamente devido a correlacédo intrinseca com os graus de liberdade continuos.
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Figura 5 - Emaranhamento em um estado inicial gaussiano
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EoF (linhas tracejadas) e oscila¢do quiral (ys)(t) para um estado gaussiano. O campo magnético
eB = 1, 3 da esquerda para a direita e k> = 1/100, 10 para linha cinza e preta, respectivamente,
e massa unitaria.

operador quiral ys coincidem com os pontos criticos da concorréncia para potenciais externos
constantes (BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE, [2016). Aqui, as projecdes quirais sao
obtidas a partir da propria matriz de Wigner, w; x = Ppr @, com os projetores usuais esquerdo
e direito, P, = (1 —y5)/2 e Pr = (1 + §5)/2. Como P gPrr = Prr € PLrPr; = 0, pode-se
verificar com a algebra das matrizes gamas que uma projecao quiral é separavel em relacdo ao
spin e paridade. Isso sugere que o emaranhamento é afetado pela interferéncia entre projecoes
quirais. Para verificar essa correspondéncia, a quiralidade média é calculada a partir da fungao

de Wigner,

(vs)

/ dx / dk, Tr [wn1¥oys]

4nA,
= T in'(Ey) (3.43)

n
a qual satisfaz 0 < (y5) < 1, onde o valor ndo-negativo se deve a escolha do estado Q;l)(s, t).
Observando que a amplitude da oscilagio quiral média é proporcional a 2k,m/E? (cf. ,
conclui-se que ela é suprimida para campos magnéticos intensos, ao passo que a amplitude da
oscilagdo da concorréncia aumenta. Da mesma forma, o maior valor de [(ys)| = 1 é obtido para
B, = /2neB/(E, + m) = 0, quando o estado é separavel. Além disso, quando |(ys)| esta em
um maximo local, a concorréncia quantica estd em um minimo local. Este comportamento é
representado em termos de EoF na fig. (5).

Em suma, estudou-se a dinamica dos quantificadores de informacao local e global para um

férmion preparado inicialmente como um estado gaussiano. Demonstrou-se que a informagao
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mutua engloba correlacdes classicas e quénticas. Além disso, este Ultimo exibe uma estreita
conexao com a oscilacdo quiral, devido ao fato de que as projecdes quirais sdo funcdes de
Wigner separaveis, com relacdo aos graus de liberdade spin e paridade.

A seguir, essas ferramentas serdo estendidas para as configuracdes de estados de gato
introduzidas pela eq. (3.10). Para tanto, a dependéncia das fun¢des de Wigner, anteriormente
dada pelos polindmios de Laguerre (e suas primeiras derivadas), deve também ser estendida,
agora em termos dos polindmios generalizados de Laguerre, dado que os estados de gato agora

dependem de dois nimeros quanticos principais.

3.2.2 Matriz de Wigner para estados do gato de Dirac

Para analisar as correlagdes na superposicao de dois estados gaussianos, sera considerada a
superposicdo simétrica de estados gaussianos, para a qual a matriz densidade assume a forma
¢°¢° (cf. eq. (3.10)). A fungdo de Wigner correspondente envolve infinitas integrais na seguinte
forma

a7t / du e¥kte=CH 2g=G=0" 21T (s _ ) H (s + u), (3.44)

paran, m = 0, 1, 2...de modo que h4 infinitos termos a partir das eqs. (3.11)-(3.13). E necessario
entdo considerar n > m e n < m separadamente (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014). No primeiro

caso,

(=2)"'7"*(m!) exp[—(s* + k*)](=s + ik)" L= ™(2(k* + s%)) (3.45)

paran >me

(=27 %(n!) exp[—(s* + k*)](+s + ik)" "L "(2(k* + s%)) (3.46)

para m > n. As fungdes Lg(zz) sdo os polinémios de Laguerre generalizados na nova
coordenada z? = 2(k? + s?) e s6 ocorrem com indices naturais (WENIGER, [2012). Para n = m,
ambas as expressoes sao equivalentes. As relacdes de ortogonalidade podem ser utilizadas se

os coeficientes das fun¢oes F,(s) (cf.|2.47) forem também incluidos. Assim, definem-se

(Ei:m)> = \/;7” (%!)1/2 (—1)me_(sz+k§)[21/2(s - ikx)]”_mLE:M)[Z(kfc +s3)],n>m,
Lon = 1 2 (3.47)
Ly = B (Y gy [21/2(s 1 ik YL [2(kE + s, m >

onde a dependéncia do espaco de fase foi omitida. A notagéo (...)" foi introduzida para indicar

conjugacao complexa seguida de troca de indices. Os componentes da funcéo £, satisfazem



CAPITULO 3. SUPERPOSICAO E EMARANHAMENTO EM ESTADOS GAUSSIANOS 46

(WENIGER| |2012; (GRADSHTEYN; RYZHIK} 2014)

/ dx / dky Lon = Soun (3.48)

JeB
/ dx / dky S Lo = zLamn/(snm,, (3.49)
J

as quais irdo compor as relacoes de normalizacdo e pureza. Essas integrais duplas podem ser
calculadas de forma analoga aos polindmios anteriores, ao se considerar a coordenada polar
complexa z = 2'/2(s — i k,) (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014). Essas relacdes sio suficientes
para calcular todos os valores médios dos quantificadores de informagéo quantica.

Uma vez estabelecida a estrutura das fungdes no espaco de fases, todos os elementos da

matriz de Wigner para os estados de gato simétricos podem ser obtidos. Por exemplo,

<eiE"t + (A2 + B,zl)eiE"t> (eiE'"t + (A% + B,zn)eiEmt)
1+ A2+ B2 1+ A2+ B,
(a/ \/E)n+m—2 2
T(n)C(m) """

onde o indice S (estado de gato simétrico) foi omitido, I'(n) = (n — 1)! é a funcio gama, N,

Wii(s, k1) = N, Z

{m,n}impar

X

(s, ky), (3.50)

¢é a constante de normalizagdo a ser determinada, e o somatoério é obtido sobre os nimeros
impares. A expressdo acima é obtida ao notar que o fator dependente do tempo do n-ésimo
termo vem de ¢'(s, t) (cf. eq. (3.10)), enquanto o m-ésimo termo vem de ¢(s, t). De forma

analoga, os outros termos diagonais sao escritos como

in(E,t)A, sin(E,t)A,, 9)ntm=2
Wals ki) = —an, Y SEDA sinEnd)Ay (a/ V2
{m,n}impar 1+ An + Bn 1+ Am + Bm \IF(n)F(m)

in(E,t)B, sin(E,,t)B,, 9)tm=2
Wass. ki) = _4Naz sm(2 ) 2 sm(2 ) 2(a/\/—)
{m,n}impar 1+ An + Bn 1+ Am + Bm \lf(n)l“(m)

S(m—l)(n—l) (S, kx), (35 1)

Con(s, k). (3.52)
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Figura 6 - Estados de gato de Dirac no espago de fases
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Quasi-densidade de probabilidade no espaco de fases (s, k,) para estados de gato de Dirac,
\/%—BTr[W(s, k.;t)yol, centralizado em a = +1 (esquerda) e a = +5 (direita). Ambas as
superposicOes simétricas (superior) e antissimétricas (inferior) sdo exibidas com os pardmetros
correspondentes k = eB = 1. Para valores crescentes de a, os estados se tornam
indistinguiveis, enquanto as figuras com a — 0 mostram que o estado antissimétrico é
suprimido devido a interferéncia.

Todos os termos da diagonal sao de fato reais. Os elementos fora da diagonal podem também

ser obtidos como

iEnt+ AZ +B2 —iEnt
(580 e o, e

ng(s,k ;t) = =2iN, Sm_ et (S, k )
) {,Z,n}%par 1+A7+ B 1+ AL+ B T(m)D(m) ~ "0
= —Wi(s ket), (3.53)
iEnt AZ B2 —iEnt
. (e + ( n + n)e ) sin(Emt)Bm (a/ \/E)n+m—2
W‘ll(s’ ka t) = 21Na Z 1 Az Bz 1 Az Bz ‘S(m)(n,l)(sy kx)
{m,n}impar + A4, + by + A5+ b \/F(n)l“(m)
= —Wa(s, kyet), (3.54)
sin(Eqt)A, sin(Epnt)By (a/2)"m2
W34(S, kx§ t) = _4Na Z ( ) ( ) ( / ) Q(m)(n—l) (S, kx)

{m,n}impar 1+ A'Z’ + szl 1+ Agn + Brzn \ll“(n)l‘(m)
= Wy(s, ky;t). (3.55)
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Embora as expressdes parecam intrincadas, as propriedades de £,,(s, k,) facilitam a
maioria dos céalculos. Por exemplo, os elementos matriciais W,, com p + v impar sempre

possuem uma integral nula, pois contém termos na forma £ i.e. um indice par e o outro

-1
impar. Da eq. (3.47), tal combinagéo corresponde a uma func¢do impar a ser integrada em um
intervalo simétrico, o que sempre se anula. No entanto, os termos quadraticos geralmente nao
tém média zero e, dessa forma, podem ser considerados como uma generalizacdo das funcoes

discutidas anteriormente. Nota-se que £,,,(s, k,) estdo relacionadas aos polindmios da se¢ao

anterior quando os seus indices diferem de uma unidade, £u)i11) + L))

( (1))* ) 23/2(1 + 1)_1/2 )

L, +L, = Ts exp[—(s* + kD)L, (2(K* + s%))

= 2Muu(s, ki), (3.56)

onde My,(s, k) foi obtido na eq. (3.27). Por outro lado, paran = m,

n n

= (£(0)>* = (—1)"? exp[—(s* + K2)|La[2(s* + K2)], (3.57)

o polindmio de Laguerre L,(s, k) da eq. (3.26).
Essas propriedades podem ser utilizadas para verificar algebricamente as condi¢des de

pureza e conservacdo de probabilidade. A normalizacdo é calculada com

/ dx / dhex TEW(s, ke D) yol = / dx / dee (Why — Wis — Wa)

2 n—1
= No D nA{1+(AZ+ B2 + 2(AL + B2) cos(2E,t) — 4 sin*(Eqt)(AZ + Bﬁ)}(?n/_z)l)'

nimpar

N cosh(a?/2) =1, (3.58)

onde as integrais sdo avaliadas em termos das condi¢des de ortonormalizacdo de (3.48).
Embora os resultados acima correspondam ao estado S (simétrico), a superposicio de
estados A (antissimétricos) pode ser avaliada de forma equivalente. Neste caso, as expansoes
das egs. (3.50)-(3.55) deverdo ter apenas indices pares (substituindo impares). Isso permite
verificar que para t = 0 o Unico elemento nio-nulo possui uma dependéncia na forma
Ln-1)n-1), agora com m — 1 e n — 1 impares, de modo que as as manipula¢des algébricas
sdo equivalentes, exceto pela constante de normalizacio N, = cosh(a®/2)™! (para o estado

simétrico; cf. (3.58)) que é substituida por N, = sinh(a?/2)™! para o estado antissimétrico.
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Essa distincdo se torna indcua para a — oo, porém o estado antissimétrico é suprimido para
a — 0, como pode ser visto no espago de fases representado na fig. (6).

De agora em diante, a funcdo Wigner normalizada esta implicita na multiplicacdo de W,
por cosh™'(a?/2) (para o estado simétrico) ou por sinh~'(a?/2) (para o estado antissimétrico)
para ter a unitariedade preservada. Desta forma, os quantificadores de informacdes, agora

normalizados, podem ser calculados.

A pureza pode ser expressa na seguinte notacao W, (s, ky; t) = W,,,
27
P = \/— ((W )+ <W323> + <w424> = 2(WisWs1) + 2(W3sWy3) — 2<W14W41>), (3.59)

Cada termo pode ser reescrito como

(W) et + (A% + B2)e'™

@/ 2\
I

cosh(a®/2)* ( Z n

n impar

cosh(a’/2)” <cosh(a2/2) —4 ), s’ (B4, +Bi)—(azr/(i))n_l)

n impar

) ) ) (a2/2)n—1 2
(1 Cosh(az/Z) Z mnsin (Eat)(A, + BJW)

n impar

(3.60)

2
—— (W}
\/eB< H
onde a ultima igualdade é obtida notando que, apds a integracio de W?, pode-se usar

o conjunto de relagdes das eqs. (3.48)-(3.49). De forma similar, verifica-se que (SILVA;
BERNARDINI 2021)

2 _ 2_” 2\ _ 2 7o\=2 2 2(‘12/2)n !
(Ws3)* = \/e_B<W33> = 16 cosh(a®/2) (nngarnn sin“(E,t)A; O > ,  (3.61)

2 2 oy 2 /o\-2 2 2(a2/2)n '
W) = \/e_B<w44> = 16cosh(a’/2) (n%;arqn sin®(E,t)B; ) ) . (3.62)
WisWs) = (W)W, (3.63)

W Wiy = (W) HW)'2, (3.64)
<W14W41> = <W121>1/2<Wf4>1/2~ (3.65)
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A expressdo de pureza finalmente resulta em

P (<wu> (W) <w44>)

= 1, (3.66)

onde a expressao entre colchetes reproduz a condi¢io de normalizacdo calculada na eq. (3.58).
Assim, os estados do gato correspondem efetivamente a um estado puro.

A entropia de spin-paridade é calculada de forma semelhante com
Isp = 1= (Wi)* = (Was)® = (Waa)” + 2(Wis)(Way), (3.67)

dos quais apenas o dltimo termo ainda nao foi calculado, e W3 é o nico elemento nao diagonal

que nio tem média zero. Na verdade, verifica-se que

) ) 2 2 n—1
(Ws) = —2icosh(a®/2)! Z n (e_’E"t + (A + Bi)e’E"t) sin(Ent)An%, (3.68)
n impar
uma expressdo de valor complexo. No entanto,
2 /o)-1 2( ~iEqt 2 2N Bt o (a®/2)"! ’
(Wi ){W;y3) = 4| cosh(a®/2) Z nn(e "+ (A2 4+ B)e'™ ) sm(Ent)AnW (3.69)
n impar
é real. Para a entropia no espaco de fases,
2

I{x,kx} =1- \/ﬁ (<W121> — <W§3> - <Wf4> + 2<W11W33>> , (3.70)

onde foi usado que (W1 Wyy) = (Wi Wyy) = OEI Apenas o termo mais a direita ainda néo foi

calculado, e o calculo é analogo as identidades anteriores. Resumindo,

27
@(anaﬁ = <W31><W13>, (3.71)

de modo que as entropias lineares coincidem.

>Como é necessario calcular integrais de produtos como £(,—1)(n-1)(S, kx)L€mw (s, k) com indices impares.
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Os resultados numéricos para a informagdo mutua sdo exibidos na fig. (7) para um
parametro de distancia a. A expressao ¢ reduzida a um unico termo se a < 1. Caso contrario,
as séries nas eqs. (3.60)-(3.62) devem ser truncadas/|

Para valores pequenos de a, os estados gaussianos se aproximam da origem (cf. fig. (6)), e
apenas o nivel impar (par) de Landau mais baixo contribui no caso simétrico (antissimétrico)
no limite de a — 0. Neste caso, a expressdo concorda com a informac¢do mutua obtida para
uma superposi¢do com um nimero quantico fixo (cf. (3.36)). Consequentemente, a informacéo
mutua também é nula no limite do campo magnético fraco, como ja observado.

Por outro lado, para a — oo i.e. uma superposicdo ideal de estados gaussianos, as
contribui¢des de grandes niimeros quanticos podem ser vistas na segunda linha da fig. (7).
Neste caso, a informacdo mutua se torna maior que um, confirmando que as correlagdes
aumentam na superposicdo de dois estados gaussianos. Esse comportamento persiste mesmo
que se diminua o campo magnético, pois ele aparece nas expressdes sempre na forma v2nel3
(cf. (2.55)), de modo que grandes nimeros quanticos compensam campos magnéticos fracos.

Finalmente, deseja-se verificar um comportamento equivalente para a concorréncia
quantica. Ela pode ser calculada em termos dos elementos da matriz de Wigner, onde aqui

apenas se calcula o valor médio no espaco de fases, com a eq. (2.31),

JeB
8 Z cosh(a®/ 2)2{1731173n sin*(E,,t)B, (rynz — 4(A + BY) sinz(Ent)>

{n,m} impar

(g = —( 2 >z<wu><w44>

5 (az /2)n+m—2
I'(n)I'(m)

*Um algoritmo simples para estimar o erro de truncar a série é dado a seguir. A série aqui considerada pode
ser geralmente colocada na forma

}. (3.74)

@/ & (@) &, (@2
Z( AL Gt 2 G = 2 G (3.72)

onde (...) é menor que a unidade, entio seja (...) = 1 como limite superior. Embora o lado direito seja simplesmente
cosh(a?/2), o lado esquerdo é considerado a expansio em série desta fungéio. O erro normalizado pode ser dado
como

Er(a,l) =1 (3.73)
onde o numerador é a soma finita truncada em n = I. Segue-se que Er(a,) = 0 s6 é obtido com termos infinitos;
assim, um erro razoavel, por exemplo, é Er(a,l = 0) = 0,1 paraa = 1 e Er(a,l = 8) = 0,1 pora = 5. Uma
estratégia semelhante se aplica ao lidar com estados antissimétricos.
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Figura 7 - Evolucao temporal da informacao muatua em estados localizados
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Informacdo mutua entre espaco de fases e espago de spin-paridade com parametros m = 1,
k = k% e =eB =1/10 e 1 (linhas azuis (cinza escuro) e verdes (cinza claro), respectivamente)
para estados de gato simétricos (linhas sélidas) e antissimétricos (tracejados). Na primeira
linha, as contribui¢des mais significativas vém dos niveis mais baixos de Landau, com um
periodo de oscilacao definido, que se assemelha ao padrao de informagao quéntica encontrado
na sec¢ao anterior. Na segunda linha, as correlacdes estagnam préximo ao seu valor maximo.
Tal comportamento é ligeiramente afetado pelo aumento do campo magnético.

Novamente, os termos n = m correspondem a concorréncia quantica para o estado gaussiano
calculado a partir da eq. (3.42), exceto pela normaliza¢do introduzida nos estados de gato.

Os resultados numéricos sao mostrados na fig. , em termos de EoF, onde se comparam
dois casos limites de acordo com o parametro a. Para valores pequenos de a, o estado oscila
entre um estado emaranhado e separavel. No entanto, as oscilacdes parecem suprimidas
conforme aumentamos a distancia a. Em particular, um comportamento relevante é observado
ao comparar o lado inferior direito das ﬁgs.—. Quando eB/k? « 1 ou em campos
magnéticos fracos, ha uma tendéncia inversa entre informagao mutua e EoF, nomeadamente,
enquanto aquela é maximizada, esta é minimizada. Portanto, as correla¢des classicas também
atingem seu valor maximo neste caso.

Em suma, as correlacdes de estados gaussianos foram estudadas no espaco de fases.
As relacdes de ortogonalidade dos polindmios de Laguerre foram utilizadas para obter os

valores médios dos quantificadores de informacao relativos aos graus de liberdade discretos
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Figura 8 - Evolucao temporal do emaranhamento de formacao em estados localizados
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EoF com o mesmo esquema de cores e pardmetros da fig. (7). As correlagdes quénticas sdo
quase idénticas entre estados simétricos e antissimétricos para a crescentes, caso em que o bi-
espinor de Dirac é separavel apenas para o estado inicial. Por outro lado, para valores menores
de a, o padrao de oscilacio corresponde aos niveis de Landau mais baixos.

e continuos. Em particular, a concorréncia quéntica entre spin e paridade foi identificada a
partir do fendmeno da decoeréncia, na qual se obtém uma fun¢do de Wigner diagonal. Esse
resultado preliminar foi utilizado para se construir estados de gato emaranhados como uma
superposicdo de estados gaussianos. Para uma superposicdo com um parametro de distancia
arbitrariamente grande, as correla¢des medidas sio de fato maiores que nos estados gaussianos
anteriores. De forma ndo esperada, o emaranhamento atinge um platd em um intervalo
temporal determinado. Este fendmeno é interessante, porque a superposicdo de infinitos
autoestados apresenta correlacdes que se tornam constantes no tempo. No entanto, ao se
observar escalas temporais maiores, uma oscilagdo com periodos definidos pode ser observada
ciclicamente.

Para investigar este aspecto, a proxima secdo sera dedicada ao estudo dos revivals
quanticos de superposicdes localizadas. Inicialmente, o formalismo para estados localizados
sera discutido no contexto de oscilagdes classicas. Entdo, a evolucdo temporal para grandes

escalas temporais sera estudada para os estados de gato obtidos.
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4 REVIVALS QUANTICOS

O objetivo desta secdo é descrever a evolugdo dos estados de gato em grandes escalas
temporais. Sera utilizado o formalismo dos revivals quanticos para fun¢des de onda localizadas
no regime de grandes numeros quanticos. Esses estados sdo tipicamente estudados em conexao
com o limite semiclassico da mecanica quantica a partir do principio da correspondéncia. Desse
modo, é proficuo investigar preliminarmente a distribui¢do de energia dos estados em analise.
A funcéo espectral, por exemplo, fornece a decomposicido de um estado arbitrario em relagao

a uma base completa, (BALLENTINEI 1998),

n(E) = ($*°16(E — H)Ip™) = ), leh [*6(E = (~1) En), (4.1)
v,r.m
para estados simétricos ou antissimétricos [¢*°), como obtido na secio anterior, e os
coeficientes c;, . determinam a decomposicdo de um estado inicial em uma base ortonormal,
ou seja,

Cry = /ds ¢T(s,t = 0)u,, . (s). (4.2)

Em muitos casos, essa decomposi¢do s6 pode ser calculada por meio de métodos numéricos
apropriados [} pois envolvem o calculo de muitas integrais de overlap. Felizmente, como

os coeficientes ja foram obtidos analiticamente, ndo ¢ necessario calcular nenhuma integral

ICertas simetrias podem auxiliar o calculo das integrais por meio de regras de selecdo. Por exemplo, os estados
de gato sdo inicializados como

$(s,t =0) = f(s), (4.3)

onde f(s) possui paridade definida, f(—s) = +£f(s), e ¢ é um espinor. Como os estados estacionarios para o
problema do campo magnético podem ser escritos como uma superposicdo de autoestados do operador de spin
3, = diag{o,, 0.}, cada um deles terd uma paridade espacial bem definida, o que decorre da simetria de paridade
da equagéo de Dirac. Assim, como o espinor é autoestado de ¥, a integral de overlap sera nio nula quando m for
impar para f(s) par e vice-versa.
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adicional. Explicitamente, os coeficientes obtidos a partir da eq. (3.5) foram

cr-;+1,r:1 = Na eXp(_a2/4)(a/\/§)m/m, (44)
ey = Nu(—Ay)exp(—a®/4)(a/V2)" ) Jm!, (4.5)
Cpsiree = NaBmexp(—a’/4)(a/2)"/ml, (4.6)

onde N, é a constante de normalizacéo e os indices m = 2k (k inteiro) para N, = cosh™2(a?/2)
e m = 2k + 1 para N, = sinh™/%(a?/2).

Enquanto ela é uma funcio delta para uma solugio estacionaria, para uma superposicio
qualquer, a funcdo espectral é uma soma de funcdes delta normalizadas pelos coeficientes da
superposicdo. No limite em que as autoenergias E,, se aproximam, as superposi¢cdes podem ser
consideradas como uma distribuicio de energia de largura finita em torno de um valor médio.
Nota-se que também é possivel utilizar a funcao espectral em sistemas mais realistas nos quais
se observam alargamentos de energia em bandas continuas, como ocorre em sistemas com um
grande numero de particulas interagindo. Nesse caso, a fungao delta é substituida por uma
outra func¢io determinada empiricamente (BALLENTINE} |1998).

Por outro lado, os parametros Hamiltonianos controlam a forma da funcédo espectral. Para
exemplificar, os parAmetros k, e M sdo variados enquanto e3 = 1 na fig. (9). Para valores
crescentes da massa, a interferéncia entre estados com energias opostas é suprimida: o grafico
para M = 5 mostra que apenas estados com E > 0 sdo relevantes. Contudo, para valores
crescentes de k,, os estados com E < 0 permanecem significativos. Por fim, trés valores
para o parametro de distancia a sido incluidos. A medida que se aumenta a, mais autoestados
contribuem para a distribuicdo de energia, e estados simétricos e antissimétricos se tornam
distinguiveis apenas por um fator de fase inicial no limite a — oo. Desse modo, uma fungéo
espectral localizada em torno de grandes nimeros quanticos pode ser obtida para valores

crescentes de k, e a.
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Figura 9 - Funcéo espectral para estados de gato
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Distribuicdo de energia dos estados de gato antissimétrico (superior) e simétrico (inferior) (cf.
eqs. (4.4)-(4.6)) dependente do parametro de distancia a = 1 ( magenta, cinza), 5 (preto), 10
(amarelo, cinza claro) em torno de um nivel médio de energia. O eixo y ndo tem escala e as

quantidades plotadas sdo adimensionais (cf. (2.51)).

Os estados de gato apresentam algumas particularidades com relacdo a funcdo espectral.
Primeiro, os picos observados na funcgdo espectral, os quais identificam os autoestados
excitados, também identificam os niveis de Landau n impares para estados simétricos e pares
para estados antissimétricos. Além disso, se a superposicdo é composta por um grande numero
de autoestados (a crescente), ela se espalha ao longo de um intervalo de energia maior. Nesse

caso, os coeficientes ao quadrado sdo ajustados a uma distribuicdo gaussiana

n—ny

1 1
b= <\ =]
Anmi/2 P |7 (An/ﬁ)

(4.7)
para cada sinal de energia, onde os fatores extras aparecem por causa da paridade dos nimeros
quanticos. O spread An também depende do parametro de distancia e determina a precisao da
expansdo dos autovalores de energia em torno do valor médio. Se M = k, = 0, o espacamento
entre niveis de Landau é mais evidente e tende a /2n — \/m Calculos tipicos para
um comportamento de longo prazo bem definido restringem An a An/n, < 1 (ROBINETT,
2004; KRUECKL; KRAMER, 2009; ROMERA| 2011). Tais restricdes serdo discutidas a seguir,
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pois esses parametros podem ser simplesmente ajustados a expansao infinita das funcdes
hiperbolicas usadas nas egs. (4.4)-(4.6).

A funcéo espectral é relevante, pois ha uma correspondéncia entre a distribuigao de energia
e a dindmica do sistema quantico. Essa correspondéncia permite obter a evolugdo temporal
dos estados de gato de forma concisa. Relembrando que cada cada autoestado contribui com
um fator na forma exp[i(—1)"E,t] durante a evolugdo temporal, uma superposicdo de infinitos
estados, ndo parece — quando se espera uma interferéncia aleatéria de cada exponencial
complexa —, exibir um padrao de evolugdo temporal bem definido. No entanto, se as
autoenergias nao estiverem muito dispersas, oscilacdes coletivas com periodos precisos podem

ser observadas ao longo da evolugao temporal.

4.1 EXPANSAO DA ENERGIA E PERIODOS DE OSCILACAO COLETIVA

Formalmente, isso ¢ demonstrado a partir da expansdo de Taylor da energia média.

Expandindo E, = E(n) para o nimero quantico em torno de um nivel médio de Landau ny(cf.

E"(ny) E"(ny)

6

E(n) = E(ny) + E'(ng)(n — ny) + (n—ny)* + (n—ny)® + . (4.8)

Cada ordem na expansdo de energia define uma frequéncia caracteristica que modula as
oscilacoes de frequéncia mais altas. Convém relembrar que a dispersao de energia ndo depende
apenas do nimero quantico principal, n, mas também dos parametros M e k,. Portanto, se
a distribuicdo de energia for altamente localizada em torno do valor médio, uma precisdo é
atingida com poucos termos na expansao.

A primeira frequéncia, E, , ¢ uma fase constante para estados quanticos cujos autovalores
de energia possuem um sinal definido. Para estados de gato de Dirac na fig. (9), isso
corresponde ao caso em que a massa domina. Caso contrario, é uma interferéncia tipica
para estados com paridade intrinseca oposta, que, em certo sentido, é analoga ao efeito
Zitterbewegung (BREIT, [1928; SCHRODINGER, (1930, [1931; ITZYKSON; ZUBER, 2012), ou
oscilacdes ultrarrapidas, na mecanica quantica relativistica e é sempre regenerada em um
campo magnético. Essa oscilagdo rapida altera o fator de fase dos estados de gato ao longo

de sua evolucédo temporal, o que nao é observado para revivals quanticos do tipo Schrédinger,
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uma vez que todos os autovalores de energia (frequéncia) tém o mesmo sinal. Esta é um das
caracteristicas distintivas da evolucdo temporal nos sistemas Dirac.

A medida que outras escalas de tempo sdo consideradas, ambas as paridades (intrinsecas)
contribuem para a evolucdo no longo prazo. Isso decorre da funcdo espectral de energia
e observando que termos de ordem superior na eq. determinam a evolucdo temporal
mesmo que os sinais negativos e positivos dos autovalores de energia sejam encontrados na
superposicdo quantica. Assim, o padrdo de oscilacdo anterior é suprimido temporariamente.
Uma caracteristica interessante na expansio de estados de gato é que cada termo (n — ny) é
sempre um ndimero par, pois n e n, tém a mesma paridade e, dessa forma, as escalas de tempo
associadas a cada frequéncia serdo redimensionadas por poténcias de 2 (SILVA; BERNARDINI,

2023). Por exemplo, os outros trés periodos sdao dados por

2rh 2rh 27h

Ti=—— , Th=———— h=— .
LT 2B (ny)] TRz 0 S T SE(m)l/6

(4.9)

Na abordagem semiclassica, encontram-se essas escalas temporais, denominadas como
periodo classico, revival e super revival (ROBINETT, 2004; KRUECKL; KRAMER, 2009;
ROMERA] 2011; ROMERA; LOS SANTOS, 2009). Supde-se, portanto, que os estados de gato
e os estados semiclassicos possam apresentar o mesmo padrdo de oscilacdo. No entanto, a
simetria dos estados de gato reduz pela metade (para cada ordem) os periodos dessas oscilagdes,
pois eles excitam apenas metade dos autoestados se comparados a um estado localizado
no espago de fases. A partir da expressdo dos estados de gato obtidos anteriormente nas
eqgs. (3.10)-(3.15), um estado gaussiano pode ser obtido simplesmente pela superposicio de
estados simétricos e antissimétricos. Nesse caso, o estado obtido oscila com periodos dados
por 2T, 4T, 8T, respectivamente, quando comparado com a eq. (4.9), o que ja foi verificado em
diversos sistemas fisicos.

A relagdo entre distribuicdo de energia e a evolucdo temporal pode ser obtida

explicitamente. Os estados evoluidos no tempo siao na forma

p*5(s, 1)y = e M |¢*5 (s, = 0)), (4.10)

de modo que o mddulo da amplitude de sobrevivéncia que o sistema permanece no estado
original |¢*5(s,t = 0)) é
CO)] = K™ (s, 0)le™ M ]¢(s, 0))], (4.11)
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ou seja: uma medida de ortogonalidade em relacdo ao estado inicial (HILGEVOORD) |1996).
Explicitamente, os instantes nos quais C(t) # 0 correspondem a uma regeneragao, ainda que
parcial, do estado inicial. Essa regenera¢do nem sempre é ideal, pois apenas em |C(t)| = 1 o
estado efetivamente retorna a sua configuracao inicial.

A funcdo acima pode ser manipulada com uma expansio do estado inicial em uma base

completa (cf. eqs. (4.4)-(4.6)),

C(t)

Z |Cx,r|2e(_1)riE"t

v,rn

> e, / dEe ' S§(E — (-1)E,)

v,r,n

/ dE e—"Ef< > ley [FS(E — (—1)’En)>, (4.12)

v,r,n

onde se observa que a expressdo entre parénteses é a func¢ido espectral na eq. (¢.1). C(¢)
¢ também chamada de funcdo de autocorrelacio (ROBINETT, 2004; KRUECKL; KRAMER,
2009). A equivaléncia entre a distribuicdo de energia e a evolugdo temporal é formalmente
estabelecida pela transformada de Fourier, que extrai os autoestados excitados da evolugao
temporal. Portanto, o padrdo de oscilacdo de longo prazo é mais bem definido para uma
distribuicdo de energia localizada. Em aplicagdes fisicas, onde a funcdo espectral ndo é
infinitamente localizada como uma soma de funcdes delta de Dirac devido a interacdes
adicionais, C(t) também descreve tempos de vida finitos de estados excitados instaveis
(BALLENTINE, |1998). De qualquer maneira, a normalizacdo dos coeficientes garante que
|C(¢)] < 1. Como a primeira linha da eq. mostra que a probabilidade de sobrevivéncia
é a soma das exponenciais eCV " para cada autoestado excitado, a expansio de energia,
juntamente com as escalas temporais introduzidas na eq. podem ser utilizadas para
descrever o comportamento de longo prazo de C(t). De fato, o resto da secdo sera dedicado
a verificacdo da funcdo de autocorrelacdo para estados com paridade definida, até a escala do

super revival.

4.2 AMPLITUDE DE SOBREVIVENCIA PARA ESTADOS COM PARIDADE DEFINIDA

O desenvolvimento inicial para diversos valores de a ¢ mostrado na fig. no referencial
tal que k, = 0. Além disso, escolhe-se M?/eBB = 0, o que corresponde a limites com campos

externos fortes para particulas massivas, ou ainda, no limite de massa nula. Para valores
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Figura 10 - Interferéncia entre paridade negativa e positiva
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Interferéncia entre estados com paridade intrinseca positiva e negativa em escalas de tempo
curtas para parametro de distancia crescente: a = 5, 10 e 20 para magenta tracejado, preto
continuo e amarelo continuo linhas, respectivamente, onde os pardmetros de uma particula
(ver eq. (2.55)) sdo fixados em A,, = 0,B,, = 1, e n,, = 1/2 (limite sem massa). Fonte:
Elaborada pelo Autor.

crescentes de a, observam-se frequéncias adicionais devido a contribui¢do de mais autoestados.
Ainda assim, a oscilacdo é rapidamente suprimida e regenerada na préxima escala temporal.
Como ambas paridades intrinsecas contribuem para o estado, essas oscilagdes sempre estdo
presentes quando C(t) # 0. Esse fenomeno é equivalente ao Zitterbewegung previsto para
solucdes de onda localizadas na equacgéo de Dirac (RUSIN; ZAWADZKI 2010; ROMERA| 2011).

O comportamento da fig. descreve apenas a evolugdo para curtos intervalos, pois essa
oscilagio é modulada por uma outra oscilagdo com uma periodicidade maior T, (cf. (4.9)).
Nessa nova escala temporal, a amplitude diminui em uma tendéncia exponencial até que
a funcdo de onda se espalhe significativamente, perdendo uma frequéncia bem definida de
oscilacdo (cf. fig. (11)). A amplitude decrescente se assemelha a lei de decaimento exponencial
encontrada nas funcdes espectrais Lorentzianas (BONITZ, 2016). Porém, o estado se regenera
parcialmente e um movimento periédico local pode mais uma vez ser observado em uma escala
maior, T,. Em particular, isso é evidente para a = 5, para os quais C(¢) oscila apenas duas vezes
antes da funcdo de onda se espalhar. Esse processo de regeneracao e colapso continuara ainda
em escalas maiores, como sera discutido. O mesmo padrdo também ¢é observado para valores
maiores do parAmetro distincia a, ja que tempos maiores sdo considerados conforme eq. (4.7).
Convém enfatizar que o periodo T; é metade do periodo estimado para a evolucdo das fungdes
de onda localizadas. O periodo associado a oscilacdo classica correspondente é T; = 30, 60, 126

para o nivel médio de Landau n, = 12, 50, 200, respectivament¢’} Em comparagio, é possivel

20 nivel médio depende do parametro de distAncia no espaco de fases e foi derivado a partir da fungéo espectral
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observar na fig. que o estado oscila nessa escala com um periodo de T; = 15,30, 63 para
a = 5 (cinza), a = 10 (preto), e a = 20 (amarelo), respectivamente. Isto é: os estados de gato
oscilam com metade do periodo classico, reformando o estado inicial.

Os chamados fractional revivals (revivals fracionarios) também ocorrem nessas novas
escalas de tempdf] o que pode ser observado na escala de T, na fig. (I2), onde a oscilagéo
inicial foi apenas descrita. Esse padréo de revival fracionario pode ser definido genericamente
a partir das escalas de tempo nas quais copias do estado original oscilam com frac¢des do
periodo esperado. Os revivals fracionarios podem, portanto, ser identificados na curva de
probabilidade como uma oscilagdo que é mais rapida do que o padrdo usual. Na verdade,
os revivals fracionarios ocorrem em multiplos racionais do tempo de revival, determinando
a periodicidade instantanea do estado. Explicitamente, a periodicidade é dada por fracdes da
forma T /q (q impar), em t = (p/q)T», onde p, q sio mutuamente primos (ROBINETT,|2004). Se
q for par, a periodicidade é 2T; /q. Por exemplo, os revivals fracionarios mais evidentes sdo de
ordem meio (g = 2) e um quarto (g = 4). O primeiro pode ser observado em ¢ = T,/2, quando
o estado tem periodicidade local Tj, e o tltimo pode ser observado em ¢t = T,/4 e t = 3T, /4,
com periodicidade T; /2. Os picos observados proximos aos revivalsemt =T, /4 eemt =T, /2
nao possuem uma amplitude regular na fig. para a = 5, ainda que oscilem com os periodos
previstos. A razdo é dupla: primeiro, o padrao é distorcido porque o intervalo entre os dois
revivals fracionarios é curto e, portanto, os padrdes estdo sobrepostos. Em segundo lugar,
quando ha uma variagao significativa dos nimeros quanticos, as escalas de tempo sdo menos
definidas. Isso ocorre particularmente em campos magnéticos fortes, quando o espagamento

entre dois niveis de energia aumenta.

$Nota-se que uma escala de revival mais curta também foi observada no problema do pogo infinito para
a equacdo de Schrodinger (ARONSTEIN; STROUD [1997), devido a simetria de reflexdo. O meio revival é
equivalente ao revival completo apenas para estados proprios pares.
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Figura 11 - Oscilacoes classicas
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Probabilidade de sobrevivéncia na escala de T}, com a = 5 (T} = 15), 10 (T; = 30), 20 (T; = 63)
para cinza, preto e linhas amarelas (cinza claro), respectivamente, onde os parametros de uma
particula (ver eq. (2.55)) sao fixados em A,, = 0,B,, = 1, e n,, = 1/2. Todos os graficos se

sobrepdem parcialmente em ¢t = 0. Fonte: Elaborada pelo Autor.

Conforme mais autoestados sao excitados, mais revivals fracionarios podem ser detectados.
Um exemplo adicional pode ser observado na fig. paraa = 20, onde orevivalem ¢ = (1/6)T,
é observado com periodicidade de T; /3, como previsto. No entanto, os picos na probabilidade
de sobrevivéncia tornam-se menos distinguiveis com mais autoestados (cf. fig. [9), pois a
probabilidade esta distribuida entre eles. Isso coloca uma limitagdo nos estados de gatos
obtidos: a deteccdo do padrao de oscilagido fracionaria exatamente em multiplos do periodo
classico, ou multiplos de suas fragoes (ROBINETT, 2004; KRUECKL; KRAMER| [2009), nao é
possivel aqui.

A proxima escala temporal é chamada de super revival, T3, quando as escalas anteriores
nao regeneram completamente o estado inicial. Além disso, para o oscilador harmdnico usual,
as derivadas na eq. a partir desta ordem desaparecem, de modo que essa oscilacdo ndo é
facilmente verificavel. Para uma dispersao relativistica, no entanto, todas as ordens poderiam
ser observadas em principio, desde que a fungao espectral ndo se espalhe significativamente
(cf. fig.[9).

O estado quantico oscila em fragdes de T3, conforme mostrado explicitamente abaixo. O

tempo de super revival é representado na fig. para estados de gato com a = 5, que foram
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Figura 12 - Distorcdo do revival em campos magnéticos intensos
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Probabilidade de sobrevivéncia em um campo magnético forte, que pode ser simulado por
parametros (ver eq. (2.55)) A,, = 0,B,, = 1 e n,, = 1/2 como na figura (10). O eixo horizontal
é dado em unidades de T, onde T, = 3,7 x 10% 2,5 x 10* foi calculado com a eq.
para a = 5, 20 (figura superior e inferior). As insercdes no ultimo grafico confirmam que
as periodicidades locais sdo preservadas, com um padrio de revival fracionario ocorrendo
em t/T, = 1/6,1/4, 1/2 com periodos de T;/3, T,/2 e T, respectivamente, onde T;/T, =
4x107%(a = 5), 3x107% (a = 20). A fig. descreve a evolucdo na escala de tempo classica Ty,
0 que ¢ util para comparar a ordem de grandeza entre as escalas. Fonte: Elaborada pelo Autor.
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observados para k, # 0. O valor previsto para esse periodo em pacotes de ondas i. e. localizados
é oito vezes maior (cf. eq. (4.9)) do que T; para estados de gato. Semelhante a escala de revival,
todas as oscilagdes com frequéncia mais alta podem ser encontradas. Em contrapartida, as
periodicidades locais ndo sdo dadas apenas por fracoes de T,, mas dependem tanto de T; quanto
de T, se o sistema for periddico. Para uma dispersao tipo-Dirac, esta correcio sutil ndo é
relevante, e o sistema inicialmente oscila com periodos T,/2 = T;/100 (revivals de ordem
meio) por aproximadamente seis periodos na fig. (13), recuperando oscila¢des bem definidas
emt/T; = 0,08;0,16 e 0,33; com periodicidade correspondente de T, /4, T, /2 e T, /2. De fato, os
dois primeiros periodos foram previstos para os atomos de Rydberg (BLUHM; KOSTELECKY,
1995alb), enquanto para o ltimo se esperava observar o periodo Ts.

Para os estados de gato de Dirac estudados aqui, o super revival pode ser obtido se
Apy/Bn, 2 2 (cf. (2.55)), de modo que a fungio espectral se torna suficientemente localizada,
com a probabilidade de sobrevivéncia quase retornando a unidade. Isto é, ainda que existam
muitos autoestados contribuindo para a superposicdo quéntica, o espacamento dos autovalores
pode ser ajustado, e o mesmo é valido aumentando o parametro de massa. Para valores
maiores do que essa razdo, os picos na probabilidade de sobrevivéncia sdo mais perceptiveis,
mas as escalas de tempo aumentam consideravelmente. Por outro lado, se A, /B, nao for
suficientemente alto, a estrutura de revival se repete indefinidamente na escala de T,. Conclui-
se que o espacamento desigual dos niveis relativisticos de Landau distorce a estrutura de
revival, de modo que o padrado é mais bem definido — com regeneracdées muito proximas a
configuragio inicial — em campos magnéticos fracos.

Resumindo, esta secdo descreveu o comportamento temporal da probabilidade de
sobrevivéncia, exibindo colapso e revivals em um padroes que exibem uma correlacido
significativa entre os autoestados excitados. A intrincada evolucédo do estado e as frequéncias
de oscilacdo sdao totalmente codificadas na distribuicdo de energia conforme descrito pela
funcdo espectral. No entanto, quando existem muitos autoestados excitados, perde-se a
precisdo necessaria para se detectar os revivals fracionarios, pois picos com periodicidades
distintas se sobrepdem durante a evolu¢ao temporal.

Na proxima secao, os revivals serdo observados a partir das regras de selecao das matrizes
no espaco espinorial. Especificamente, a partir da decomposicdo da matriz de Wigner nas
densidades no espaco de fases, obtém-se inicialmente a densidade de probabilidade no espago

das configuragdes, o que torna possivel observar a oscilacdo dos dois estados gaussianos no
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Figura 13 — Super revival de estados de gato
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Probabilidade de sobrevivéncia para um estado de gato Dirac com a = 5 na escala de tempo
T; = 2,7 x 10° (super revival). Os parAmetros de uma particula sio definidos como A,,/B,, =
2,04 en,, = 1/2(cf. eq. (2.55)). O eixo do tempo é dado em unidades de T; !, com proporgdes de
escalas menores dadas pela eq. (4.9), ou seja, T /T; = 1.6 x 1072, Fonte: Elaborada pelo Autor.

plano (s,t). Por fim, as oscilagdes de operadores podem ser relacionadas aos quantificadores

de informagao quantica intrinseca dos estados de gato.

4.3 MORTE SUBITA DE EMARANHAMENTO

A decomposicdo hermitiana da matriz de Wigner é uma escolha mais natural para calculos
em um referencial fixo. Essa decomposicdo também permite construir os valores esperados
dos quantificadores de informacédo quantica diretamente do espago das configuracgoes.

Por exemplo, a normalizacdo (de carga) pode ser imposta como

for(ee) - for(frn)

1/4/d3x /d3kf0(x, k;t) =1, (4.13)

i.e. a condicdo de normalizacdo. Outras densidades no espaco de fases também tém um

significado evidente, como as componentes espaciais da corrente de Dirac,

/d3xj(x) /d3x1ﬁy1//:/d3x(/d3kTr[a)y]>

1/4 / d’x / d’k gi(x, k; t), (4.14)
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ou as componentes do pseudovetor, que podem ser escritas como uma densidade de spin, com

/ d*x i, (x) = — / Ixyysyy = / I’xyzy
= —/d3x(/d3kTr[a)y5y]> = 1/4/d3x /d3kg0(x, k; t), (4.15)

em que yoysy = X = diag{o, o}. A corrente vetorial descreve a evolucdo temporal do operador
de velocidade, enquanto a corrente pseudovetorial descreve a evolugdo temporal do operador
de spin.

Embora seja possivel impor a normaliza¢do de carga como na eq. (4.13), ndo se pode obter
condicdes equivalentes para outras componentes. No entanto, para um estado puro, os valores
esperados das densidades no espaco de fases podem ser calculados também no espaco das
configuragdes a partir do operador hermitiano na eq. (2.17). Isso significa que os observaveis
podem ser calculados sem calcular a matriz completa de Wigner.

Para calcular a evolucdo temporal dos operadores da eq. para estados de gato, é

necessario calcular elementos de matriz na seguinte forma,
v v/
(uy , [Tluy, /), (4.16)

em que I' denota qualquer das matrizes gama na decomposi¢do do operador densidade.
Novamente, as simetrias dos estados de gato simplificam significativamente esses calculos.
Para um nivel de Landau n, os polindmios de Hermite serdo de ordem n e n — 1. Portanto,
como os estados de gato excitam niveis com paridade definida, qualquer valor esperado na
forma acima, com m # n, é sempre zero. Os Unicos termos que sobrevivem correspondem a
n = m, ou seja, entre os mesmos niveis de Landau. Esse resultado é obtido com o produto
escalar entre os autoestados m e n: sempre se obtém uma funcdo impar se m # n, ao passo que
se obtém uma funcédo par quando n = m. Em contraste, um estado localizado, e. g. gaussiano
com um momento inicial (KRUECKL; KRAMER, 2009; RUSIN; ZAWADZKI, [2010), apresenta
regras de selecdo com n = m+ 1, para I' uma matriz de bloco ndo diagonal. Nota-se que devido
a paridade, essas regras de selecdo também sdo observadas para o operador posicdo. Portanto,
os valores esperados nunca misturam os coeficientes de expansdo na superposicdo definida
pelas eqgs. (4.4)-(4.6) para nimeros quanticos do oscilador harménico distintos.

A partir das consideragdes acima, obtém-se os elementos de matriz. Os valores esperados

sao obtidos entre estados com os mesmos nimeros quanticos e, portanto, os graus de liberdade
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espaciais adicionais sdo ondas planas constantes que nao afetam o resultado. As fungdes
obtidas também sdo descritas por funcdes escalares com simetria de paridade espacial, como
sera mostrado em breve.

Para exemplificar a regra de selecdo acima, a conservacdo da componente tipo tempo da

corrente de Dirac (cf. 4.13) é obtida explicitamente a partir da densidade de probabilidade

Jfo(s. 1) (a/ J_ )’”’”

4 ~ cosh (a2/2) Z

Fr1(8)Fmoi(s) cos((E, — Ep)t) —

" Sin(Eyt) sin(Ept)BuBytilm (rn_l(s)rm_l(@ - rn<s>rm<s>) ] (4.17)

com

(1/4) / ds fy(s,1) Z(“Q%m Sum c0S((Ey — En)t) —

cosh (a?/2) &

Z sin(E,t) sin(E,,t)B,Bulnlm (5n,m - 5n,rr1> ] >
| Z (a/ \/_ 2)"

cosh (a2/2) =1 (4.18)
e n, m sao sempre indices pares. Apds a integracdo, apenas os termos n = m sobrevivem. Como
afirmado anteriormente, isso é valido para qualquer valor esperado na forma da eq. (4.16).
Portanto, a partir de agora, o calculo do valor médio dos operadores sera resumido e restrito
aos niveis de Landau com n = m.
Antes de proceder ao célculo de valores médios, nota-se que a densidade de probabilidade
naeq. é simétrica em torno da origem s = 0. Isso sugere que os estados de gato preservam
a paridade na coordenada s em toda a sua evolucéo, o que altera o padrédo usual de revivals.

Primeiramente, a expansédo de energia em torno de E,, pode ser inserida no termo cos((E,—

En)t),
E"(no)

(E, — E,) = E'(ny)(n —ny) + (n—ny)* + ... (4.19)

que descreve as oscilacdes de frequéncia mais baixa, pois a oscilacdo com frequéncia E,, é
ausente nesse termo. Como (n — ng) é par, as frequéncias ainda sdo duplicadas. Por outro
lado, os termos proporcionais a sin(E,t) sin(E,,t) indicam que a oscilacdo com frequéncia E,,
é preservada, a menos que B, 1, = 0, para campos fracos. Assim, todas as escalas de tempo

podem ser detectadas na densidade de probabilidade, e, como se observam os polinémios de
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Hermite pares e impares, os estados de gato simétricos e antissimétricos exibem o mesmo
padrio de evolucao.

Esse resultado é ilustrado na fig. (14), onde a densidade de probabilidade descreve a
evolucdo de dois estados gaussianos inicialmente localizados em s = +a, cada um exibindo
a periodicidade definida pela expansdo na eq. (4.8). O periodo classico é entdo reduzido pela
metade, como discutido na eq. (4.9), porque os dois estados localizados trocam de posi¢éo e
reformam um estado idéntico, simétrico ou antissimétrico. O movimento inicial dos estados
de gato, portanto, reproduz precisamente o padrao de revival fracionario de ordem um quarto:
um estado localizado se divide em copias deslocadas espacialmente. Cada copia oscila com 27T,
o periodo classico padrdo. No entanto, como elas sdo indistinguiveis, conforme demonstrado
pela probabilidade de sobrevivéncia, o estado de gato se reforma em t = T}, metade do periodo
classico. Pelo mesmo motivo, na metade do tempo de revival em ¢t = T,/2, o estado inicial é
regenerado, pois o revival completo e o revival de ordem um meio sdo indistinguiveis.

Embora a imagem da densidade de probabilidade funcione como uma forma de
compreender a evolucao dos estados de gato, apenas os valores esperados sdo relevante para a
construgdo dos observaveis em uma teoria de informacgao quéntica. Assim, os valores médios
no espaco de fases — os quais consideram a contribui¢do de ambos estados gaussianos — podem
ser finalmente relacionados ao fendmeno de separabilidade e emaranhamento.

A estrutura do produto tensorial da representacido de Dirac evidencia que o valor esperado
dos operadores esta intimamente ligado a estrutura de informacao quantica dos férmions em
um campo magnético constante. De fato, os operadores no espago dos espinores podem
ser considerados operadores de dois qubits associados aos graus internos de liberdade da
estrutura de grupo SU(2) ® SU(2) (BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE! [2016) implicita
na equacdo de Dirac. Assim, espera-se que a dependéncia do tempo desses observaveis possa

afetar os quantificadores usuais das correlagdes quanticas.
Os operadores quanticos médios do conjunto podem ser obtidos com algumas

manipulacdes algébricas, como foi exemplificado para a densidade de probabilidade. Os valores
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Figura 14 - revivals na representacdo da densidade de probabilidade
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Graficos de contorno para a densidade de probabilidade fy(s, 1) de um estado de gato
com um esquema de cores que identifica o valor maximo (vermelho). O estado inicialmente
se reforma duas vezes com um periodo de T; = 35 (esquerda), mas oscila posteriormente
com fracdes desse periodo em revivals fracionarios. Por exemplo, em t/T, = 1/4 (figura
central), observam-se oscilagdes com um periodo T, /2, correspondendo a um quarto de revival,
e oscila¢des com periodo T; novamente em ¢/T, = 1/2, um meio revival (figura a direita). Os
parametros hamiltonianos sdo definidos como na fig. (13), A,,/B,, = 2,04 e ,, = 1/2 (cf.
eq. (2.55)) para a = 5, o que corresponde a um revival de periodo T, = 4x10* (T, /T, = 8x107°).
Fonte: Elaborada pelo Autor.

médios obtidos sdo

2M ‘12/2)2” Non+1A2n11

(/9) [ dsgin) = (odes = e /2);((%)! B (Bt (4:20)
/0 [ asgi0 = sades = 1= i 3 LB B s 21
(1/4) / dsgy(s,t) = —(iyz)es = cosh?az 72 Z (a(zz/’f))!znnmlAzm sin(2E411), , (4.22)
0/ [ dsgen = ~ores =1 gt 3 S s 029
/9 [ aspsn = s =1- ot /2);(“(Zz/gnnénﬂ(A%nﬂ+B§n+1)sin(E2n+1t)2, (1.2)
com (iy,)cs = (iyo¥s)cs € {Ys)cs = —{(@)cs. A segunda coluna foi escrita como a média do

conjunto avaliada para o estado de gato de Dirac simétrico (CS) introduzido nas egs. (4.4)-
(4.6).

A primeira e a segunda linhas, egs. e (4.21), correspondem as componentes,
na direcio do campo magnético, dos operadores de velocidade e densidade de spin,
respectivamente. Por outro lado, as componentes perpendiculares, por exemplo, a, e ,, sdo

nulas. Essa é uma assinatura da propriedade simétrica dos estados de gato, j4 que um estado
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quantico que se propaga em uma direcdo perpendicular ndo seria simétrico. Nesse sentido, os
estados estdo confinados neste plano.

O resultado acima pode ser utilizado para mostrar que os valores esperados das densidades
no espaco de fases podem ser obtidas diretamente na representacdo de coordenadas, ja
que o sistema quantico é puro. Essas quantidades tém uma relevincia particular quando
se consideram os biespinores de Dirac como qubits emaranhados. Os quantificadores de
informacgdo quéntica obtidos anteriormente (BERNARDINIL 2020a; |SILVA; BERNARDINI,
2021) podem ser construidos explicitamente a partir de combinagdes especificas das funcoes
acima para um estado de gato de Dirac puro. Por exemplo, ao reescrever (ysyoy,) como a

densidade de spin (3,), é possivel mostrar que

(1 o) (=52 ) = o 425)

onde o indice CS foi suprimido. O lado direito da eq. corresponde a média da
concorréncia quéantica (ao quadrado) entre spin e paridade, e o lado esquerdo é escrito como
o produto entre as fun¢des dos operadores de spin e paridade intrinseca. Isso confirma que o
estado inicial, com paridade e projecdo de spin bem definidos, pode ser escrito como um estado
de dois qubits separavel i.e. com concorréncia nula. Além disso, essa expressdao descreve a
evolucdo temporal do emaranhamento intrinseco de um estado de gato. Em outras palavras:
partindo de um estado separavel nos graus de liberdade spin e paridade, a evolucdo temporal
na eq. determina que o estado permanecera emaranhado permanentemente, excepto nos
zeros da funcdo acima, os quais determinam os revivals do estado inicial.

Desse modo, o comportamento descrito para a probabilidade de sobrevivéncia permite
prever o comportamento das correlacdes quanticas em grandes escalas temporais. Em
particular, isso pode ser aplicado em sistemas que simulam os niveis relativisticos de
Landau (RUSIN; ZAWADZKI, 2010). Uma diferenca relevante entre os estados mesoscopicos
previamente relatados (BERMUDEZ; MARTIN-DELGADO; SOLANO, 2007b) é a descri¢do do
emaranhamento entre os graus de liberdade orbital e espinorial. Aqui, o emaranhamento
intrinseco quantifica as correlacdes — mediadas pela base do oscilador harmonico - entre os
graus de liberdade discretos na estrutura de grupo SU(2) ® SU(2) implicita na equagao de
Dirac (BITTENCOURT; BERNARDINL [2016). Portanto, a normalizagdo dos polinémios de
Hermite garante a conservacdo de probabilidade e pureza quantica, independentemente do

regime especifico considerado. Essa restricdo é essencial para o calculo dos quantificadores
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de informacgdo quantica, como entropias lineares e a concorréncia quantica (BERNARDINI,
2020a).
De forma similar, a informagio mitua assume uma forma simplificada para estados purod]

e também pode ser expressa em termos de valores médios,

Mo =2 = (G0 + (G +1)' +

(50— 1) — (.0 - 4<az(t>>2), (4.26)

em que (ysy,) foi escrito como (y,2,) e nota-se que todos os valores médios ndo nulos
contribuem para esse quantiﬁcado

Ainda que a expressdo para a informagio mutua seja menos intuitiva que a eq. (4.25),
ela é ndo nula mesmo em campos magnéticos fracos. Relembrando que esse quantificador
compreende as correlacdes classicas e quanticas(SILVA; BERNARDINI, 2021), a dependéncia
explicita nos termos cinéticos, por exemplo, a componente da corrente vetorial (o) (cf. (4.20))
mostra que as correlagdes classicas sio maximizadas nesse caso.

A informacdo mutua envolve todos os valores médios de matrizes que aparecem na
decomposi¢do espinorial da matriz de Wigner. De fato, espera-se que qualquer quantificador
de informacdo quantica dependa de alguma combinacdo particular desses valores esperados
para um estado puro, pois nesse caso a funcdo de onda e a funcido de Wigner espinorial sao
equivalentes. No entanto, isso também deve ser valido para estados mistos. Nesse caso, o
revival deve ser obtido diretamente da matriz de Wigner, dado que a funcdo de onda ja ndo
pode ser mais obtida.

Em resumo, a regra de sele¢do dos operadores quanticos reflete as simetrias dos estados
de gato. Para operadores que nido sdo matrizes diagonais em bloco, e.g. as componentes
da corrente vetorial no plano perpendicular ao campo magnético, seus valores esperados sao
nulos. Por outro lado, os operadores que sio escritos como matrizes diagonais em bloco tém
uma evolucdo temporal ndo trivial que também exibe uma estrutura de revival fracionario.
As escalas de tempo detectadas na probabilidade de sobrevivéncia sdo reduzidas a metade
mais uma vez, o que pode ser usado para descrever o comportamento de longo prazo das

correlacdes quanticas. Assim, sempre que os estados do gato de Dirac sdo reformados, os

“Essa é duas vezes a entropia linear do espaco de fase, que mede o grau de localiza¢io de um estado quantico.
>Uma descricdo alternativa de revivals em termos de entropias de posicio e momento também foi proposta
em (ROMERA; LOS SANTOS| [2007).
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Figura 15 — Revivals quase ideais nas componentes da matriz espinorial de Wigner-Dirac

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t

Revivals nos valores médios das componentes nas eqgs. -, (1/4) fs g5(s,t) (amarelo,
claro cinza) e (1/4)fsg§(s, t) com B, /A, = 0,49, = 1/2 (cf. eq. (2.55)) e a = 5. A variavel
t é dada na escala de (T,)"!, com T, = 4,3 x 10>, Revivals completos e meios revivals sdo
observados em t = 0,5 e t = 0,25, respectivamente. Também se observam um quarto de
revivals em t = 0,125 e t = 0,375. Fonte: Elaborada pelo Autor.

graus de liberdade spin e paridade tornam-se separaveis. Como ilustracido, dois operadores
sdo exemplificados na fig. (15), uma vez que os valores esperados nas eqs. (4.20)-(4.24) tém um
padrédo de de dependéncia temporal semelhante. A escala de revival de T, reproduz todos os
padrdes observados na fungdo de probabilidade de sobrevivéncia, com a principal diferenca
de que as frequéncias sdo duplicadas mais uma vez devido aos termos sin?(E,t). Por exemplo,
revivals completos sdo observados em t/T, = 1/2, em vez de t = T,. Quando a energia é
dominada pelo termo cinético k, (cf. eq. (2.55)), a estrutura de revival é exata, uma vez que
os niveis de energia sdo quase uniformemente espagados e, além disso, a funcdo espectral se
torna altamente localizada em torno de uma energia média. A regeneracio do estado inicial é
quase perfeita, pois o valor esperado inicial do operador é também regenerado no revival de
ordem meio, t /T, = 1/4. Porém, para esses parametros, a concorréncia quantica é desprezivel
e a informac¢do mutua é associada apenas a correlacdes classicas.

O regime de campos fracos corresponde a padrdes de revivals mais precisos, quando as
correlagdes classicas sdo relevantes. De fato, qualquer regeneragdo reforma parcialmente o
estado inicial, que é separavel nos graus de liberdade spin e paridade. Portanto, os parametros
do Hamiltoniano de Dirac podem ser ajustados a regimes especificos para os niveis de Landau
considerados, permitindo um controle sobre a estrutura de revivals dos estados de gato e o

perfil de correlacdo correspondente em longos periodos.
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A abordagem no espaco das configuracgdes, ou no espago de fases — com o formalismo de
Wigner-Dirac -, parece ser uma questao opcional, ainda que os quantificadores de informacéo
quantica nio sejam evidentes diretamente da fun¢ido de onda. No entanto, essa equivaléncia
sera revisitada na proxima se¢do, onde ensembles estatisticos serdo estudados. Nesse caso, a

representacdo da matriz densidade se torna inevitavel.
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5 ENSEMBLES ESTATISTICOS

Além dos fendmenos dependentes do tempo, espera-se que interagdes externas também
influenciem o perfil de informagdo quantica em uma descricdo mais realista da equagio de
Dirac (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2016). No entanto, quando os detalhes do ambiente nao
sao conhecidos, uma alternativa é recorrer a ensembles em vez de resolver um Hamiltoniano
ainda mais complexo. Assim, a especificagdo do estado misto depende do tipo de interacdo
que se deseja estudar. O ensemble canénico é um exemplo relevante de interacdes entre
sistema e ambiente, no qual a distribui¢do de probabilidades esta relacionada a um sistema
termodinamico.

Nesse contexto, estados mistos serdo estudados sob o formalismo de Weyl-Wigner para se
estudar a perda de pureza quantica e o calculo de quantificadores de informacéo em ensembles
estatisticos. Preliminarmente, superposicdes serao distinguidas de misturas quénticas a partir
das propriedades das fungdes de Wigner.

Uma possivel extensdo para funcdes de Wigner mistas é obtida a partir da seguinte
decomposicio,

Wxk) =) po(x.k) (5.1)

em que @;(x, k) é uma funcio de Wigner pura estacionéria e ), p; = 1. Partindo da defini¢do
da funcdo de Wigner na eq. (2.16), a combinacéo linear acima fornece um ensemble estatistico
estacionario. Nota-se que partindo de um estado misto, ndo é uma tarefa trivial extrair
cada p; com relacdo a uma base de dimensao infinita. No entanto, todos os estados mistos,
estacionarios ou ndo, podem ser decompostos de forma equivalente, em uma base de fung¢des
de Wigner-Dirac puras. Ao longo do trabalho, a distribuicdo de probabilidade sera imposta
para estados independentes do tempo, o que simplifica o estudo de misturas estatisticas
sem a complicada dependéncia de tempo na estrutura relativistica, a qual foi discutida na
secdo anterior. Como sera demonstrado, a distribuicido de probabilidade é inica em sistemas

confinados.
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De qualquer modo, ndo é possivel escrever a matriz densidade estacionaria W(x, k) na
forma da eq. (2.16), ja que nenhuma funcio de onda pode descrever esse estado. Isso vai ao
encontro da prescricdo de uma matriz densidade em termos de estados quénticos puros [i/;) de

um espaco de Hilbert genérico i. e.
p= 2 plywil (5.2)

Em ambos os casos, p; € ndo negativo e, portanto, pode ser considerado como uma distribuigao
de probabilidade. Efetivamente, as solucdes de estado puro sao obtidas quando todos, exceto
um, p; = 0. Para a fungdo de Wigner de tempos iguais considerada aqui, essa situagdo é

satisfeita quando o quantificador de pureza,
P = (@n)? /d3x /iSk Tr [(yow(x, k; t))z] = (2n)® /613)( /13k Tr [w(x, k Hof(x k; t)] ,(5.3)

¢ maximizado em P = 1 (BERNARDINI, 2020a). De maneira semelhante a sistemas de qubit, a
pureza quantica é calculada a partir do trago — nos graus de liberdade relevantes — da matriz
densidade ao quadrado. No entanto, para sistemas confinados, o operador traco inclui também
o trago sobre graus de liberdade continuos i.e. a integracdo no espaco de fases. Portanto, a
pureza quantica P = 1 nio pode ser confirmada sem a média nessas variaveis adicionais. De
agora em diante, a dependéncia no tempo sera omitida, ja que apenas solucdes estacionarias
serdo discutidas.

A ortogonalidade das solucoes estacionarias ¢ mantida no espago de fase no sentido da
eq. (5.3), simplificando a expressio da pureza quantica para solu¢des mistas particulares. Para

quaisquer duas solugdes estacionarias puras de um determinado Hamiltoniano,
W(xK) = pa o’ (x,k) + pg 0°(x,k) (5.4)

também é uma solucéo estacionaria do mesmo Hamiltoniano (cf. (2.16)), e usa-se a eq. (5.3)

para calcular a pureza do estado misto,

PIW] = pi + pj + 2paps xas; (5.5)

onde

yas = (21)? /dgx /dSk Tr [a)B(x, k) a)j;(x, k)] )
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Somente ys 5 = 0 é admissivel, o que decorre da ortogonalidade dos estados. Desse modo, a
pureza quantica depende exclusivamente dos parametros p4 e pp, 0 que pode ser generalizado
para uma combinacdo linear de varias fungdes de Wigner. Dois estados puros ndo se
sobrepdem no espaco de fases, em média, e a pureza quéantica sempre satisfaz 1/m < P < 1
para uma mistura estatistica de m fungdes de Wigner puras, em que o limite inferior é obtido
para uma mistura igual i. e. quando todos os p; tém o mesmo valor p; = 1/m.

Desse modo, as variaveis continuas, posi¢do e momento, introduzem novos graus de
liberdade que precisam ser considerados nos quantificadores de informacao, sobretudo quando
se consideram estados mistos. A concorréncia quantica é o exemplo mais notavel da distin¢ao
entre sistemas de qubits localizados. Em um estado puro, a matriz densidade de spin-paridade,
psp = Jd*x [d*k o(x, k; t)y°, é uma matriz densidade reduzida, onde a integral corresponde a
operacdo traco nas coordenadas do espaco de fases. Os critérios de separabilidade poderiam
ser aplicados pelo método da diagonalizacdo, mas as medidas de correlagdes assim obtidas
produzem, na melhor das hipoéteses, um limite inferior na estrutura de correlagdo quéantica
intrinseca dos biespinores de Dirac. Na pior das hipodteses, os autovalores que aparecem na
formula de concorréncia da eq. sdo ambiguos para funcdes de Wigner mistas porque a
raiz quadrada da matriz densidade no espaco de fases é mal definida.

Uma expressdo explicita para a concorréncia quantica em func¢des de Wigner-Dirac
mistas pode ser obtida por uma outra rota. Argumenta-se que a quantizacdo dos estados
estacionarios é também verificada na estrutura de correlacdo como, por exemplo, a quantizagao
da concorréncia quantica (SILVA; BERNARDINI [2023). Portanto, hd um conjunto reduzido de
estados puros que realizam este estado misto especifico, e os algoritmos de otimizagdo podem
ser bastante simplificados. Isso s6 é possivel quando o espectro de energia é discreto e a matriz
densidade relevante depende de numeros quanticos adicionais. Em um campo magnético,
esses numeros quanticos correspondem aos niveis de Landau, que restringem imediatamente
o conjunto de estados puros na decomposi¢do das matrizes densidade.

Esse resultado pode ser verificado a partir das propriedades das funcdes de Wigner.
Relembrando inicialmente que a conservacdo de probabilidade implica na condigdo de

normalizagéo,

400 oo
/dx dk, Tr[(w;,, (s, kyo)] = 1, (5.6)

o que é valido para estados puros e mistos. Além da normaliza¢io, dois autoestados quaisquer

sdo sempre ortogonais no espaco de fases,
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2 +o00 +o00 )
\/:_B /_:jx _gkx Tr[(wfz,r(s, kx)}/o)(&)fl/,r,(s, kx))/o)] = 53’515},,’,/5”’”,, (57)

e a propriedade de ortogonalidade é verificada nas solucdes estacionarias, como sugerido
pela eq. (5.3). O fator adicional vem da normalizagio das func¢des do espago de fases (cf.
(2.63)). Isso confirma que as fungdes de onda permanecem ortogonais no espaco de fases.
Essa ortogonalidade pode ser usada em certas decomposi¢oes em funcdes de Wigner puras,
semelhante a uma decomposicdo em autofuncdes no espago das configuracoes, mas apenas
com coeficientes positivos como na eq. (5.4). Se essa decomposi¢do em coeficientes positivos
néo for possivel, observa-se o fenémeno da superposicao quantica.

De fato, essa decomposi¢éo particular ndo é possivel para uma matriz densidade arbitraria
4 x 4. Precisamente, uma superposi¢ao pode introduzir uma matriz adicional — que nio é uma
matriz de Wigner valida — e deve ser calculada diretamente no espaco das configuracdes. Para
verificar esse comportamento, um exemplo instrutivo sera discutido a seguir, comparando
superposicoes e misturas estatisticas. Em seguida, obtém-se a prometida expressido da

concorréncia para estados mistos.

5.1 INTERFERENCIA E ALEATORIEDADE

Para descrever as diferencas entre superposi¢des e misturas dentro da estrutura de
Weyl-Wigner, é tutil considerar primeiro uma superposi¢do quantica dentro do subespaco

degenerado,

wng = sin®(0) wpy + cos?(0) w, + sin(0) cos(0) Q, (5.8)
0 Mn _Bn En—l An Mn
Mn 0 _An Mn _Bn ﬁn

onde Q,(s, k) = n, ,
Bn En—l AnMn 2Aan En—l (Ai - Bi) Mn

—Ay M, —B,L, (A2—B)M, —2A,B,L,

que ¢ obtido inserindo os estados puros normalizados sin(0) u,; ,(s) + cos(0) u,,,(s) na definicio
da funcdo de Wigner de tempo igual na eq. (2.16). Assim, os dois primeiros termos do lado
direito representam a matriz densidade de cada estado na superposicédo, e o terceiro termo

corresponde a uma superposicio entre eles, em que sin(f) cos(0) quantifica naturalmente essa
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superposicdo. De fato, Q,(s, k) ndo é de forma alguma uma funcio de Wigner valida, pois

ndo pode ser normalizada (cf. (4.13)),

/ /dk Tr[Q,(s, kyo] = —ZUHAan/ /dk L,-L,.)=0, (5.9)

e sin(20)/2 é negativo para /2 < 6 < ; no entanto, a expressdo completa em (5.8) é, de fato,

uma func¢ao de Wigner valida. Primeiro, ela é normalizada,

400 +00 +o0 +oo
dx [ dk, Tr[w,e(s, ko)ye]l = dx [ dk, Tr [( sin®(9) a),tl + cos?(0) a);l)y()]

= 1, (5.10)

em que se usou a condicio de normalizacio na eq. (4.13) para cada termo acima. Em segundo
lugar, a matriz Q,(s, k,) conduz os efeitos de interferéncia entre as solu¢des de estado puro

w, e w, ;, ndo afetando o contetdo de pureza da superposicio, que é calculado como

% / / dk, Tr[(no(s, koyo)’]

(sin®(0) + cosz(G))Zqi(l + Ai + Bfl)z

P

= 1, (5.11)

ou seja, como um estado puro. A simplificacdo na tltima linha, 1,(1 + A% + B?) = 1 (cf. (2.55))
decorre de uma manipulagio algébrica dos parametros de energia. Assim, a eq. nao é uma
mistura de estados quanticos. Ela corresponde a uma mudanca de base, pois o espectro tem
uma degenerescéncia dupla de spin.

Por outro lado, uma mistura entre duas fun¢des de Wigner estacionarias de um numero

quantico fixo n é escrita como
wng = sin’(¢) wr | + cos’(P) wy, ;. (5.12)

Observa-se que o ensemble também ¢é constituido por estados que pertencem ao subespaco

degenerado, e somente coeficientes positivos aparecem na decomposi¢ao, sem nenhum termo
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de interferéncia. O conteudo de pureza é calculado de forma anéloga,

P

2 [ ax [ i Tyt
(5in*(§) + cos GEC1 + 42 + B2

sin*(4) + cos*(¢) < 1. (5.13)

Assim, ¢ é um verdadeiro pardmetro de mistura e produz solucdes de estado puro para ¢ = I /2
com [ inteiro. A pureza depende apenas da distribui¢do de probabilidade, conforme esperado
da eq. (5.5). Em resumo, a medida de pureza quantica quantifica exclusivamente os efeitos das
combinacdes lineares que ocorrem no espaco de fases, ndo sendo afetada pelas superposicoes
no espaco das configuracgoes.

E possivel mostrar que a distribuicio de probabilidade na eq. € Unica. Para isso,
supOe-se inicialmente que é possivel obter o mesmo estado misto com uma decomposi¢ido
distinta. Como a base dos polindmios de Laguerre do oscilador harmoénico é ortogonal no
espaco de fases, somente as misturas para um n fixo nas eqs. (2.56)-(2.57) exibem a ordem
correta dos polindmios. Mesmo assim, agora é preciso combinar todas as 16 constantes dos
elementos matriciais da matriz densidade. Verifica-se que nédo é possivel obter o mesmo estado
com uma combinacio linear distinta, com coeficientes positivos, com outros estados puros.
Portanto, essa decomposi¢éo € tnica.

Agora, calcula-se a informacdo mutua em para angulos de superposicdo e mistura 6
e ¢, respectivamente. Embora a dependéncia de diversos parametros torne a interpretagdo um
tanto obscura, propriedades mais interessantes sao observadas diretamente na fig. para
valores coincidentes de 0 e ¢. Os mesmos angulos foram escolhidos de modo a comparar cada
mistura com uma superposi¢do quantica correspondente, de modo que, em ambos os casos,

obtém-se uma func¢ido de Wigner estacionaria, pois os niveis de energia sido degenerados.
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Figura 16 — Correlagdes intrinsecas em superposi¢des e misturas estatisticas

Informacgdo mutua para niveis de Landau estacionarios. As correlacdes sao calculadas com a
informacdo mutua (cf. eq. (2.27); linhas pretas) para a qual se supde que m = 0 (cf. eq. (2.55)).
(Gréfico a esquerda) Os resultados sdo para superposi¢cdes puras de estados com spin down
e spin up como obtidos na eq. (5.8), para coeficientes sin*(f) = 0 (solido), 1/4 (tracejado),
1/2 (tracejado) e 3/4 (pontilhado). (Grafico a direita) Os resultados sdo para misturas dos
mesmos estados com spin down e spin up (5.12), para coeficientes sin*(¢) = 0 (s6lido), 1/4
(tracejado), 1/2 (tracejado por pontos) e 3/4 (pontilhado), ou seja, com os mesmos padrdes.
Os resultados da concorréncia quantica (linhas laranja) também sio exibidos em ambos os
graficos, mantendo os padrdes de linha. Enfatiza-se que enquanto uma certa quantidade
de informacoes é perdida em estados mistos para campos magnéticos fortes (B, = 1), a
aleatoriedade cria correlacdes em campos magnéticos fracos (B, = 0). Além disso, todas as

misturas compartilham o mesmo valor de concorréncia quéntica. Fonte: Elaborada pelo Autor.

O campo externo afeta fortemente as correlagdoes. Por um lado, a informacdo mutua
para superposi¢oes quanticas ( # 0) é uma funcdo nido monotdnica do campo magnético
representada por B, = \/%, porque o padrao de interferéncia pode amplificar ou suprimir
seus efeitos sobre as correlagdes. No entanto, é curioso que, para um campo forte (B, = 1), esse
quantificador se aproxime da unidade para todos os valores de 8. Por outro lado, as correlagoes
para um ¢ fixo sempre aumentam quando o campo magnético aumenta. Fixando o valor da
interacdo, no entanto, ¢ determina a quantidade total de correlagdes.

De fato, h4 um valor do campo a partir do qual o aumento de ¢ degrada ou amplifica

as correlacoes. Na figura, isso ocorre em B, = 0,6. Abaixo desse valor, a perda de pureza

cria correlacdes; acima desse valor, o grau de mistura suprime as correlacdes. Por exemplo,
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considerando o estado puro como, uma mistura igual com sin*(¢) = 1/2 (linhas tracejadas)
perde quase um quarto das correlagdes devido a aleatoriedade em um campo magnético forte.
Entretanto, em um campo magnético fraco (B, = 0), metade dessas correlacoes sdo observadas
para o mesmo angulo de mistura.

Outras propriedades também sdo observadas. Duas misturas distintas para as quais os
valores de ¢ sdo complementares exibem valores coincidentes para todos os quantificadores.
Em particular, para sin’(¢) = 1/4(¢ = 7/6), 3/4(¢ = n/3), obtém-se as mesmas medidas
de informagdo. Em uma mistura de dois estados puros, isso significa que a permutacdo
da distribuicao de probabilidade gera um estado equivalente, ao menos com relacdo a esses
quantificadores. Em contrapartida, ndo ha equivaléncia entre as superposicdes quanticas com
os mesmos angulos sin®(6) = 1/4,3/4 (linhas tracejadas e pontilhadas, respectivamente), o
que é uma consequéncia da distin¢do fundamental entre superposi¢des e misturas: enquanto 6
quantifica a interferéncia dos estados, o angulo de mistura ¢ atribui apenas uma probabilidade,
ou chance, de medir cada estado puro.

Além da informacdo mutua total medida pelas entropias lineares, a concorréncia quantica
também pode ser calculada. Como discutido anteriormente, a formula exata para sistemas de
dois qubits correlacionados por variaveis de espaco de fase foi calculada somente para estados
puros (BERNARDINI, 2020a; SILVA; BERNARDINI, 2021).

O principal resultado é que o grau adicional de liberdade relacionado a funcdo de onda
orbital introduz uma quantizacdo no emaranhamento de estado puro, que exibe valores

coincidentes para qualquer uma das matrizes de densidade mostradas nas egs. (2.56)-(2.59),

/ ds / dk, CY[%,] = 207,B,)% (5.14)

em que esses coeficientes foram introduzidos na eq. e estdo relacionados a razdo
entre a intensidade do campo magnético e as autoenergias da particula de Dirac. Portanto,
a concorréncia é quantizada, e todos os estados quanticos do mesmo nivel de Landau exibem
valores coincidentes do emaranhamento entre spin e paridade.

Retornando ao ensemble estatistico parametrizado pelo angulo ¢ na eq. (5.12), a
concorréncia para estados mistos ¢é obtida procurando o valor minimo entre todos os conjuntos

que realizam esse estado (cf. (2.33)). Como esses estados sdo unicamente definidos pela
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distribuicdo de probabilidade, essa ja é a decomposicao que minimiza o quantificador. Logo,

/d: /d;::x Clwng] = (sin2(¢)+cosz(¢))/d: /d;;x C*lw*]
o = 2(1.B.)" - (5.15)

independente do angulo de mistura.
Por outro lado, a superposi¢ao considerada na eq. (5.8) — um estado puro — tem uma

concorréncia dada por

/ds /dkx C*lwnp] = 217 (B,, cos(20) — A, sin(29))2, (5.16)

simplificando para a concorréncia quéntica na eq. quando cos(20) = +1. Portanto, esse
quantificador distingue entre uma superposicdo quantica e um ensemble estatistico, ou ainda,
entre a interferéncia e a mera incerteza na preparacdo de um estado.

Isso também esta incluido na fig. para A2 + B2 = 1 (limite sem massa). Os
resultados indicam a diferenca mais significativa entre estados puros e mistos em um campo
confinante. Embora um desemaranhamento completo seja observado para superposicoes
quanticas com sin®(f) = 1/4,1/2 (linhas tracejadas e pontilhadas, respectivamente), o perfil
de emaranhamento intrinseco ndo é afetado pela mistura de estados que tém a mesma
concorréncia intrinseca. De fato, essa medida tem o mesmo comportamento qualitativo da
informacgao mutua para estados mistos, aumentando sempre que o campo magnético aumenta,
nao sendo sensivel a incerteza associada a preparagao do estado quantico.

Resumindo, as correlacdes armazenadas em graus de liberdade discretos e continuos,
quantificadas pela informacdo mutua, sdo afetadas pela aleatoriedade e interferéncia de
maneiras diferentes. Enquanto a primeira limita o maximo de informacao que pode ser medida
no estado misto, a segunda altera a dependéncia (monoténica) do campo magnético para uma
superposicdo. Especificamente com relacdo as correlacdes quinticas, elas sdo determinadas
por efeitos de interferéncia, ndo por uma distribuicdo de probabilidade no espago de fases.
Isso implica que a informacdo mutua menos a concorréncia quantica quantifica um tipo de
correlacdo que pode ser amplificada ou suprimida pela aleatoriedade, isto é: a incerteza pode
introduzir ou degradar as correlagdes classicas. Por outro lado, a interferéncia afeta todos os

tipos de correlagdes de uma maneira néo trivial.
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Estabelecidas as diferencas entre combinacdes lineares de matrizes densidade e
superposicoes quanticas, na proxima secdo calculam-se correlagdes de estados gaussianos
mistos, que tém semelhancas com as distribuicoes classicas no espaco de fase, nomeadamente,
a distribuicdo de probabilidade é sempre positiva. Elas sdo obtidas a partir das fungdes

geradoras dos polinémios de Laguerre no espaco de fases.

5.2 ESTADOS GAUSSIANOS MISTOS

Na base obtida nas eqs. (2.56)-(2.59), ha quatro estados puros para cada nivel de Landau.
Assim, o estado maximalmente misto dentro desse subespaco é obtido por uma mistura igual

com ambos os sinais da paridade,

1
Wals, k) = = > w5, k),

4s,r:1
L,, 0 0 0
1l o £, o 0
= 3 , (5.17)
0 0 —-L,, 0
0 0 0 L,

em que a soma apenas com s = 1 produz os resultados da se¢ao anterior. No entanto, esses
estados eram consideravelmente dificeis de manipular, porque a matriz densidade nio era
diagonal e dependia de diversos pardmetros fisicos. Aqui, por outro lado, a forma bastante
simples da fun¢do de Wigner simplifica todos os quantificadores.

A pureza é calculada de forma direta, pois a matriz densidade é diagonal,

P = /dk Tr[(Wa(x, ko)yo)’]

Lo+ L)

: (5.18)

»-lkl»—k»-lk

em que se obteve a ultima igualdade usando a eq. (2.63). Assim, esse estado misto corresponde

a uma mistura igual de quatro estados puros, como suposto inicialmente.
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Passando para o calculo das entropias com relacdo ao espago de fases e ao espaco de

paridade e spin, obtém-se

or [T 1
Ty = 1= fax [ak Telpwi 6o, k1 = 5. (5.19
(&
+oo +oo 2 3
%% = 1-Tr (yo /dx /dka,,(s, kx)> =7 (5.20)

respectivamente. Elas sdo calculadas considerando as relacdes de ortogonalidade das funcoes

de base nas eqs. (2.62)-(2.63). Entéo, a informacdo mutua pode ser obtida, resultando em

My = Iy + 17 -(1-P)

_ % (5.21)

Surpreendentemente, esse resultado nao depende de nenhum regime especifico ou parametro
de energia, e todas as correlagdes sdo constantes para a mistura maxima dentro do mesmo nivel

de Landau. Comparando com a concorréncia intrinseca (ao quadrado) discutida anteriormente,
C? = 2(,B,)", (5.22)

que é uma quantidade que assume um valor fixo para cada nivel de Landau e é restrita a
0 < C* < 1/2 (cf. (2.55)). Portanto, no limite inferior, a informacdo mutua é dominada por
correlacdes classicas. No limite superior, as correlagdes sdo dominadas pela concorréncia, pois
a aleatoriedade degrada todas as correlagdes classicas.

Usando esse estado diagonal para cada nivel de Landau, buscam-se agora estados que
sdo arbitrariamente mistos. Em geral, eles correspondem a ensembles que envolvam todos

os autoestados. Propde-se o ansatz

WGs, k) = Y. paWals, kv, (5.23)
n=0
em que W, (s, k,) é uma mistura igual de estados, conforme obtido na eq. (5.17).

Para escolhas apropriadas de p,, é possivel obter a soma em termos de fun¢des elementares.

Supondo entdo que p, = z", a mistura pode ser interpretada da seguinte forma: z = 0
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seleciona apenas o estado fundamental, enquanto z = 1 seleciona um ntimero infinito de niveis
de Landau. Essa parametrizacdo é particularmente util porque os polindmios de Laguerre

satisfazem

L2 = —— exp ( - ) , (5.24)
-y 1-z z—1

em que o lado direito ¢ sua fungdo geradora com r? = s* + k2. Relembrando a base completa de

funcdes na eq. (2.60), apenas duas componentes da funcdo de Wigner precisam ser calculadas,

iﬁn(s, k)z" = \/e_Bexp Z( 1)" L,(2r") 2"
e (5~ 1/2)]

= " , (5.25)
e
iﬁn(s, k)z" = eB exp Z( 1)"L,(2r") 2"
= z@eXp[ " (m — 1/2)]. (5.26)

z+1

Portanto, todos as componentes sdo fungdes gaussianas no espaco de fases. Para funcgdes
de Wigner admissiveis e uma conexdo clara com conjuntos estatisticos, z deve ser restrito
a valores positivos. De fato, z pode ser considerado como um pardmetro da mistura,
selecionando estados com numeros quanticos grandes a medida que z — 1. Ao coletar os

fatores de normalizacéo, o resultado final é a seguinte funcdo de Wigner,

- %gzz exp [2(3 +k2)<ZZ?—1/2>], (5.27)
W, = E {exp [—(s®* + k2] + 11exp [2(32+k§)<ﬁ—1/2>]}, (5.28)
Wy = —Wn, (5.29)
Wy = —Wi, (5.30)

onde W;; denota o elemento na i-ésima linha e na j-ésima coluna. Além disso, N =
Qi7" = 1 — z é a constante de normalizacio, e todos os outros elementos da matriz

SA0 zero.
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Antes de calcular os observaveis fisicos relevantes, é util salientar que os polindmios de
Laguerre, que sdo ortogonais no espago de fases, foram substituidos pela sua fungao geradora,
uma fungio gaussiana. Assim, as integrais no espaco de fases podem ser alternativamente
calculadas usando coordenadas polares, uma vez que essas fun¢des dependem exclusivamente
do raio r* = s*+k?2, e os integrandos sdo simplificados para func¢des exponenciais de uma tinica
variavel. Observando que dsdk, = rdrd0,

/ds /dkx exp [(s2 + ki)a]

+o0

2 /dr r exp(a r®)

- <l> , (5.31)
a

para R[a] < 0. Todos os observaveis fisicos podem ser obtidos usando essa mudanca de

variaveis. Por exemplo, a densidade de probabilidade no espago de fase Tr[W(s, ky)yo] é uma

funcédo gaussiana normalizada, pois

+00 +00 ~ ~ +00 , 2 _1 L
ﬁx /,(ikx Tr[Wy] = (1-2) Odrr{exp [2}’ (z+1 2) + expl[ r]}

= 1 (5.32)

A medida que z se aproxima da unidade, a densidade de probabilidade se espalha por todas
as coordenadas do espaco de fases e 0 estado ndo é mais localizado, o que é mostrado na fig. (17).
Como z = 1 seleciona todos os niveis excitados, a probabilidade se torna uniformemente
distribuida entre todos os autoestados do ensemble. Esse fendmeno é quantificado pela pureza

quéantica, a qual também assume uma forma simplificada,

Py = 2m (;;‘o J]:C TI'[(YOW(X, kx))z]
(z -1 - 2)
w’ (5.33)

em que foram usadas coordenadas polares, pois os expoentes sdo sempre ndo positivos. Uma
pureza quantica nula para z = 1 de fato corresponde a um estado maximalmente misto no
espaco de Hilbert de dimenséo infinita. A partir da densidade de probabilidade em e da
pureza quantica acima, pode-se supor (erroneamente) que esse estado é trivial. Entretanto, a
probabilidade integrada ainda satisfaz a condi¢do de normalizacao para qualquer z.
Observa-se ainda que a localizagdo, controlada pelo pardmetro de mistura, ndo pode
ser arbitrariamente escolhida. Essa propriedade deve satisfazer o principio da incerteza de

variaveis canonicamente conjugadas. Usando a densidade de probabilidade acima, o desvio
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padrdo no momento e na posicdo é formalmente calculado como

(or.)* = /c;; /c;; K2 Tr[Wy,] = K (5.34)
. DR A 2(1-2)
+00 +00 2
9 2 z¢+1
= T = — .
R (5.35)

exibindo valores coincidentes. Para z = 0, a relacdo de incerteza é saturada com oy, o, = 1/2
i.e. um estado de incerteza minima. Por outro lado, ela é ilimitada para valores crescentes
do parametro de mistura, aproximando-se de infinito para o estado maximalmente misto e

deslocalizado com z = 1, como é ilustrado na fig. (17).

Figura 17 — Deslocalizagao no espaco de fases

Deslocalizagdo de estados gaussianos mistos no espago de fases. A localizacdo é medida em

termos da densidade de probabilidade % dos estados obtidos nas egs. (5.27)-(5.28). O

chamado estado coerente (grafico a esquerda), com z = 0, cobre a 4rea minima, enquanto os
estados gaussianos com z = 1/2 (grafico central) e z = 9/10 (grafico a direita) sdo suavizados

ao longo das coordenadas no espaco de fases. Fonte: Elaborada pelo Autor.

O contetdo informacional dos estados gaussianos também é relevante. Utilizando a
mudanca de variaveis conforme discutido acima (cf. (5.31)), as entropias com relacdo aos dois
espacos de Hilbert podem ser calculadas. Relembrando que a entropia no espaco de fases é

calculada pela integracéo da densidade de probabilidade ao quadrado (cf. (2.26)), o resultado é
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+o0

Typy = 1—47{2/7’7’ Tr[ Wy, |?

= §<2 +z—22>. (5.36)

O estado de incerteza minima é obtido para z = 0, com entropia nula, enquanto o estado
gaussiano completamente deslocalizado com z = 1 satura a entropia linear na unidade.
Portanto, a deslocalizacdo — com uma densidade de probabilidade arbitrariamente pequena

no espaco de fases — produz a quantidade méaxima de informacéo (ou entropia) nesse espaco

de Hilbert.

Para o célculo da entropia de spin-paridade, o resultado pode ser escrito como

™ 2

1—4m*Tr (yO /drrW)

1 z?
= E 1+2z— ? s (537)

que ¢ finito para todos os estados gaussianos, inclusive o estado fundamental.

ISP

Novamente, a informagdo mutua total é entdo composta por todos os trés quantificadores

acima,
2 4
Sp 3z2+z—-z

{x.ky} = 9 i 27 (538)

sendo nula apenas para z = 0 na regido 0 < z < 1, o que confirma que o estado completamente
misto néo é trivial.

Esse resultado é confrontado com a expressdo para a concorréncia,

C* = ZPin = poCq + ZPiCiZ
i=0 i#0
oo 1 _ Z (o] )
- 2
= 0+ Z piCi < 5 Z z
i=1 i=1
z
= % (5.39)
onde o limite superior C? = 1 s6 é valido em campos magnéticos fortes. Assim, C* =

z/2 é o maior valor para a concorréncia intrinseca; caso contrario, ndo pode ser calculado

analiticamente. De qualquer modo, a concorréncia minimiza a informacao muatua. Para ver
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isso, a informacdo mutua na eq. (5.38) é expandida em torno do estado fundamental, z = 0,
SP z 2
My =5+ O(z"), (5.40)

concordando com o resultado obtido anteriormente. Assim, tanto a informacao muatua quanto
a concorréncia intrinseca aumentam linearmente para valores pequenos do pardmetro de
mistura. Para valores maiores de z, as correlacdes classicas tornam-se relevantes.

Esses resultados sdo ilustrados na fig. (18), onde todos os quantificadores de informacéo séo
representados. O estado maximalmente misto, com z = 1, de fato maximiza a entropia linear do
espaco de fase, Iy k3, € é completamente deslocalizado. Assim, para estados suficientemente
mistos, a matriz densidade global perde a quantidade exata de informacdo que é adquirida
pela matriz densidade nas variaveis continuas. Ao atingir a pureza nula, a informacao mutua
entre os espaco de fases e o espago de spin-paridade é descrita exclusivamente pelos graus de

liberdade discretos i. e. pela entropia linear com relacdo a paridade e spin.

Figura 18 — Estados gaussianos maximalmente mistos

1.0 1

Balanco de correlacdes para estados gaussianos mistos. Entropias lineares, g, s ; (cf. eq. (5.36));
linha amarela pontilhada) e Z°% (cf. eq. (5.37); linha magenta tracejada), relativas ao espaco de
fases e aos espacos de Hilbert de spin-paridade, sdo representadas ao lado do valor estimado
para a concorréncia maxima (cf. eq. (5.39); linha cinza sélida) e pureza quantica (cf. eq. (5.33);
linha azul pontilhada). A informac¢do mutua total considerando todos esses quantificadores
(cf. eq. (5.38); linha preta sélida) também esté incluida. Ela é igual a entropia de spin-paridade
para um estado maximalmente misto, com z = 1, que tem pureza zero e entropia no espaco de
fases maxima. Fonte: Elaborada pelo Autor.

Em resumo, o perfil de informacdo quantica em estados gaussianos estacionarios foi

examinado no espaco de fases. O resultado é peculiar, pois as medidas de entropia dependem
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apenas da distribuicao de probabilidade devido aos efeitos de aleatoriedade. O chamado estado
coerente tem uma entropia nula no espago de fases, pois cobre a menor area possivel pelo
principio da incerteza, enquanto o estado deslocalizado maximiza o mesmo quantificador.
Com relacdo a informagdo mutua, o principal resultado é que, a medida que o estado
fundamental contribui menos para a mistura, essa medida se torna maior que a concorréncia
quantica, incluindo outras correlagdes. No estado maximalmente misto, a informacdo muitua
se simplifica para a entropia de spin-paridade.

Na proxima secdo, um outro estado misto é considerado: a matriz densidade é finalmente
relacionada a elétrons termalizados em dimensdes reduzidas. Os resultados obtidos nessa se¢do
serdo utilizados qualitativamente para discutir os quantificadores de informacado quantica,

agora calculados em termos do observéavel fisico relevante, ou seja, a funcao de particio.

5.3 CORRELACOES EM TEMPERATURAS FINITAS

Os resultados anteriores descrevem ensembles estatisticos genéricos como combinacdes
lineares de fungdes de Wigner. Frequentemente, os sistemas fisicos exibem uma distribuigao
de probabilidade que é imposta pela interacao qubit-ambiente i. e. o proprio ambiente seleciona
probabilisticamente a matriz densidade. Supde-se, entdo, que a probabilidade seja distribuida
de acordo com as autoenergias. Se a probabilidade de medir cada estado for canonicamente
distribuida (GIBBS, 1902), um conjunto de fun¢des de Wigner descreve sistemas termalizados

em duas dimensoes espaciais. Para verificar isso, as autoenergias sio reescritas como
E, = VA2 + 2neB com A? = m* + K2, (5.41)
e uma mistura estatistica pode ser identificada a partir da base das fun¢des de Wigner como
W(s, k) = i Pn (w,1) (5.42)
n=0

onde se supde a distribuicio de probabilidade ndo normalizada p, = exp[—fE,] com f =
7, onde kg = 1 é a constante de Boltzmann e T a temperatura de equilibrio. Na expressao
acima, os niveis de Landau sdo puros, incluindo o estado fundamental. Como ele nédo exibe
a degenerescéncia de spin observada nos niveis de Landau excitados, justifica-se o conjunto

estatistico acima, apenas com paridade intrinseca positiva (r = 1) e estados com spin down.
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Com efeito, esse conjunto é arbitrario. Cada nivel de Landau poderia, a principio, ser
misto ou estar em um estado de superposicdo que afeta o perfil de correlacdo, conforme
verificado na fig. (16). Para o primeiro caso, a mistura estatistica pode ser descartada, pois
os pesos estatisticos p, teriam de ser normalizados novamente. Para o segundo, no entanto,
uma mudanca de base é admitida e, portanto, é necessario investigar se a informacéo total
pode ser calculada sem ambiguidade. Essa multivaloragio, ou ainda, a arbitrariedade em se
escolher o estado apropriado, é esperada, pois hé varios sistemas quanticos que sdo descritos
pela mesma funcao de particéo.

Para todos os sistemas que podem ser identificados dessa forma, espera-se que os
observaveis relevantes da teoria sejam independentes das fun¢des de Wigner dependentes
do calibre escolhidas para realizar esse conjunto. Explicitamente, observa-se que a eq.

ainda nao esta normalizada, pois

/d: /d;:?x Tr[Wy,] = i exp[—pE,] = Z, (5.43)

onde é usada a notagdo para a fungao de particao Z.

Observa-se que para férmions em trés dimensdes espaciais, a soma sobre os estados deve
levar em conta o niimero quantico relacionado ao grau de liberdade k,. No entanto, a eq.
€ o objeto relevante para as quantidades termodinamicas em sistemas descritos pela equacdo
de Dirac em dimensoes reduzidas como, por exemplo, elétrons no grafeno, onde esse nimero
quantico adicional pode ser lido como um parametro fixo (HOUCA; JELLAL, 2019). De fato,
para o grafeno descrito como um sistema tipo-Dirac, o parametro A e o acoplamento Rashba
desempenham um papel semelhante no calculo da funcao de particao (HOUCA; JELLAL,|2019).
Sem esse acoplamento, a fun¢do de particdo é formalmente obtida com A = 0, porém, com
resultados obtidos anteriormente restritos ao limite de temperatura infinita (' — o0). O calculo

sera revisitado a seguir para estender o resultado para todas as temperaturas.

Seja
Z= Zexp —y\/m s (5.44)
n=0
com
J2eB A?
U= Z ek (5.45)

T T 2eB
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A funcao exponencial pode ser expressa em termos de uma integral de contorno complexa,

F dsz°T(s) = Z( Z)n

= ' (5.46)

o

em que a integracdo ¢é realizada ao longo de um contorno no sentido anti-horario que inclui
todos os polos da funcdo gama. Uma escolha apropriada é o circulo de raio R — o em torno
da origem no plano complexo. Para obter a segunda igualdade com o teorema do residuo, a
funcdo gama I'(s) pode ser definida no plano complexo como uma fungdo meromoérfica com

polos simples nos nimeros inteiros nao positivos por meio da relacdo fundamental

re =040 (5.47)

para qualquer s no plano complexo, exceto nos polos (ARTIN, 2015). Para nimeros inteiros
positivos, por outro lado, a fun¢do gama admite a representacao fatorial usual, I'(s) = (s — 1)!.

Os polos simples em s = —n, com n um nimero inteiro nio negativo, tém residuos dados por

Res (F(s), —n) = ll,rfl (s + n)I(s) = lim (+mI(s+n+1) (-1)"

s—n s(s+1..(s+n)  n (5.48)

em que a relacio de recorréncia foi usada n + 1 vezes para relacionar I'(—n) a I'(1) = 1.
Esses residuos podem ser inseridos na eq. para finalmente obter a segunda igualdade,
que mostra que a integral complexa acima é uma representacgao valida da funcdo exponencial,
desde que todos os residuos no plano complexo sejam incluidos.

Retornando ao calculo da funcdo de particdo, essa integral complexa pode ser inserida na

eq. (5.44),

400
Z = zmg%ds,u S(n+ k)~ (s)

= 2—7”}{ ds{(s/2,K)T(s) u°, (5.49)

onde a série na primeira linha foi identificada como a func¢io zeta de Hurwitz {(z, k), uma
generaliza¢do da conhecida funcdo zeta de Riemann {(z). Quando xk = 1, {(z,1) = {(z)
(HASSE! |1930) i.e. elas sdo coincidentes. A série converge quando R(z) > 1, mas pode ser

analiticamente continuada para todos os z no plano complexo e ¥ > 0, exceto no polo simples
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z= 1 A continuacio é necessaria, pois os residuos do integrando precisam ser calculados nos
polos da func¢do gama (cf. (5.48)). Além disso, como o contorno da integracio contém o eixo
real, a nova singularidade ja esta incluida} Para aplicar o teorema do residuo em z = 1, uma
representacdo alternativa deve ser considerada. Dentre algumas representacdes equivalentes,
considera-se uma continuagdo analitica em termos de um somatoério duplo com coeficientes

binomiais ( ) (HASSE, |1930),

n
m

Res(gv(z,lc),l) = 1in11(2—1)< Lyt i(—l)m<:l)(1<+m)l_z

n=0 m=0
- 1 < e
=2 71200 ( )
n:On m=0 m
= 1+y —@1-1)
> -1
n=1
= 1, (5.50)

onde o teorema binomial foi utilizado na terceira igualdade. Desta forma, o resultado desejado
é Res({(z,x),1) = 1.
Por fim, a funcéo de parti¢do é obtida incluindo os residuos dos polos em ntimeros inteiros

néo positivos e também em s = 2. A expressao final da funcdo de particdo é

Z= n;g (—%,K) (_r:!)m + l% (5.51)

A série a esquerda pode entdo ser considerada como uma expansao no parametro y = @
Ela é absolutamente convergente, devido a continuacéo analitica das fung¢des zeta e determina
o regime de baixas temperaturas, enquanto o ultimo termo a direita na eq. se torna
relevante para altas temperaturas. Isso é consistente com (SANTOS; MALUF; ALMEIDA|
2014), onde tanto a expansdo como o termo principal quado p = 0 estio presentes.

No escopo deste trabalho, as correlacdes serdo investigadas no regime de altas

temperaturas, e alguns termos da série podem ser incluidos como correcdes para o limite u = 0.

Ainda assim, as duas representagdes da funcio de particdo, (5.44) ou (5.51), sdo equivalentes,

'Em (HASSE, 1930), a funcio zeta de Hurwitz ¢ definida como {(s, w) = 220:1 m, e w = k — 1 na notacido
atual. Assim, w > —1 implica k¥ > 0.

ZA representacio em série das funcdes zeta diverge no semiplano R(z) < 1. Portanto, a singularidade
da continuagio analitica permite extrair o residuo relevante, e um contorno adequado deve incluir todas as
singularidades, que afetam profundamente o calculo. Essa suposi¢io sera testada a seguir para confirmar se
os quantificadores relevantes sdo fisicamente aceitaveis.
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mas uteis em diferentes regimes. No primeiro caso, ela se simplifica a um tnico termo no zero
absoluto; no segundo, ela se reduz a um tnico termo para temperaturas infinitas.

Para obter as fung¢des termodinamicas a partir da fungao de particio acima, é util revisitar
como as variaveis adimensionais podem ser obtidas para comparar com resultados para o
grafeno ndo-comutativo (SANTOS; MALUF; ALMEIDA|[2014). A funcao de particao foi obtida

a partir do somatorio
1

— 5.52
kgT’ (5.52)

Z=) exp(-pE,). B=

onde kg é a constante de Boltzmann T é a temperatura de equilibrio. Assim, apenas a funcdo
de particdo é rigorosamente adimensional. Considera-se, por exemplo, E, com as constantes

fisicas usuais,

E, = \/(mcz)2 + (chk;)? + 2neBh . (5.53)

Utilizando o termo correspondente ao campo magnético como uma escala fisica, as variaveis

adimensionais sdo introduzidas como

~ 1 ~ 1 1
P=5 1= e (E) 59

onde “~” indica que a variavel é adimensional. Essa escolha permite comparar o sistema em
estudo com elétrons de Dirac no grafeno, onde a velocidade de luz é substituida pela velocidade
de Fermi.

Assim, é possivel obter as funcdes termodinamicas usuais em termos dessa nova variavel,
como a energia livre F, a energia interna U, a entropia S e o calor especifico C. A conversao

entre o sistema de unidades adimensional e as unidades originais é obtida ao se observar que

~ 1
p=p (m) (5.55)
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possui unidades do inverso da energia. Assim, as fun¢des termodinamicas adimensionais sao

F= oo 3 InZ, (5.56)
U= % = _a% InZ (5.57)
S= é = /323—;, (5.58)
C= k_CB = BZ%. (5.59)

Nesse trabalho, as chamadas unidades naturais sdo utilizadas com kg = ¢ = h = 1. Isso
corresponde a escolher o sistema de unidades adimensionais i.e. as variaveis com “~”
Explicitamente, p = ﬁ~, de modo que p corresponde ao inverso da temperatura (em unidades
adimensionais), sendo utilizado como o parametro de expansdo. A partir daqui, retorna-se a
notacio anterior, e “~” é omitido.

Para exemplificar, duas das fun¢des termodinadmicas podem ser obtidas explicitamente em

termos das fungdes zeta, como

2In(2) 2In(2)
B - _
ap au

-1 m+1 (=)™ 4
{Zg( > p_ —E}, (5.60)

U = —

a energia interna, e

, (U
c = (5)
_ﬂ{ __<Z§< m+ 2 >(—rs’)m+%>} (5.61)

Elas estdo representados na fig. (19), que inclui as corre¢des de baixas temperaturas. Por

o calor especifico.

um lado, os resultados ndo sdo muito esclarecedores a medida que k aumenta indefinidamente,
pois sdo necessarios mais termos para obter a precisdo adequada. Por outro lado, o limite de
temperatura infinita é independente do parametro k. De fato, em y = 0, a lei de Dulong-Petit
é recuperada para o calor especifico em duas dimensdes. Isso poderia ser previsto, ja que essa

funcéo de particao também descreve elétrons proximos aos pontos de Dirac no grafeno.
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Figura 19 - Fungdes termodinamicas em sistemas bidimensionais

Energia interna sem dimensdes (grafico a esquerda) e calor especifico (grafico a direita) em

altas temperaturas. Em unidades naturais, y = VzTeB € o parametro de expansao da funcio

de particdo. Os resultados sdo para k = 0 (linha sélida), 1 (linha traco ponto) e 10 (linha
tracejada) quando alguns termos da expansio infinita (cf. egs. (2.35) e (5.46)) sdo considerados.

m

22:,];5 (cf. eq. (5.45)). Fonte: Elaborada

Em p = 0, o resultado é analitico e independente de k =
pelo Autor.

Voltando ao calculo dos observaveis de informagdes quanticas relevantes para
temperaturas finitas, a funcdo de Wigner normalizada é Wry = (Z)"'W, de modo a garantir
que a probabilidade seja conservada.

Usando a eq. (5.5), a pureza quéntica pode ser calculada apenas a partir da distribuigéo de
probabilidade,

PIWrel = Z7%w) Z (exp[—p \/m])Z +

= Z7%(w) (Z exp[—2p K + n]>
= Z7%(w) ZC2p) (5.62)
~ % (5.63)

em que a ultima linha é vélida no limite de altas temperaturas (cf. eq. (5.51)). Assim, a pureza
quantica depende apenas da funcao de particdo, calculada em duas temperaturas distintas,
u e 2u. Esse resultado é de fato consistente (BERNARDINIL 2020b), pois a pureza quantica
depende apenas da funcédo de particido em um sistema termodindmico. No zero absoluto (T =
0), entretanto, ela é mais facilmente obtida a partir da eq. (5.44), cujo termo principal resulta

em

- 1/2
P[Wrelr=o = lim Z@p) _ . exp[—2puk']

- =1, 5.64
oo Z(p)P o exp[—pxt/2]? (.64
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ou seja, o sistema quantico é puro e esta no estado fundamental para qualquer valor de «,
como esperado. Isso estd de acordo com os resultados numéricos exibidos na fig. (20), que
mostra que a pureza quantica é de fato restritaa 0 < P < 1. E coerente que o comportamento
altamente oscilatorio das funcdes zeta nunca viole os valores admissiveis da pureza quantica.
Esse comportamento s6 pode ser obtido quando um nimero cada vez maior de termos na
expansdo da funcdo de particdo é incluido em baixas temperaturas.

Portanto, a continuacdo das fungdes zeta para numeros inteiros negativos produz um
quantificador de pureza consistente. Além disso, a fig. mostra que a pureza em conjuntos
termodinamicos para niveis de Landau desiguais tem uma interpretagao proficua. Comecando
no zero absoluto, as curvas tracadas indicam que o sistema est4 no estado fundamental. A
medida que a temperatura aumenta, o sistema também ocupa niveis excitados. Para valores
pequenos de k, a energia mais baixa (o estado fundamental) esta longe do primeiro nivel
excitado, e o sistema permanece no estado fundamental mesmo em grandes temperaturas.
Por outro lado, para valores crescentes de k, o nivel de energia do ponto zero estd muito
mais proximo dos niveis excitados e, portanto, uma pequena quantidade de energia térmica é
necessaria para povoar niveis excitados. De modo objetivo, para k — oo, 0 sistema permanece
no estado fundamental estritamente no zero absoluto. Parakx = 0 e k = 1, o sistema permanece
no estado fundamental até p = 5 e p = 10, respectivamente. Isso é caracteristico em niveis de
energia que nao estdo igualmente espacados. Em contrapartida, um espectro de energia com
espacamento constante poderia ter a sua origem simplesmente deslocada por uma quantidade
constante. Assim, a pureza quantica nao dependeria de nenhum parametro adicional.

Para resumir, a funcéo de partigdo foi calculada usando métodos de integrais complexas.
Embora o comportamento em baixas temperaturas nao tenha uma expressao de forma fechada,
o quantificador de pureza quéntica, que depende apenas da funcdo de particdo, varia de
uma mistura maxima no limite de temperaturas infinitas a um estado puro no zero absoluto.
Enfatiza-se que a pureza quantica é calculada diretamente apds a obtencdo da funcdo de
particdo. Em seguida, esse resultado sera usado para finalmente calcular as correlacdes
intrinsecas dependentes da temperatura para os espinores de Dirac.

Diferentemente da expressio de pureza quantica, que depende exclusivamente da
distribuicao de probabilidade, outras medidas de entropia nao tém uma dependéncia evidente
da fungéo de parti¢do. Pior ainda, os parametros de energia de cada func¢do de Wigner da

eq. (2.54) dificultam a obtencdo de somas infinitas, porque é preciso considerar os graus de
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Figura 20 — Pureza quantica em niveis de Landau desigualmente espacados

Pureza quantica em niveis de Landau desiguais em temperaturas finitas. Como na fig. (19),
os graficos sdo para ¥ = 0 (linha sélida), 1 (linha traco-ponto) e 10 (linha tracejada). No zero
absoluto (T — 0), 4 — oo e todos os conjuntos se aproximam assintomaticamente de P = 1,
um estado puro. No limite de temperatura infinita (T — o0), u = 0, todos os estados sdo
maximalmente mistos. Fonte: Elaborada pelo Autor.

liberdade espinoriais. No entanto, é essencial verificar se um comportamento geral é observado
no limite de temperaturas infinitas. Em particular, espera-se que as correla¢des apresentem
platos dependentes da temperatura, ou seja, uma temperatura para a qual esses quantificadores
se tornam saturados. Elas podem ser calculadas mesmo que a matriz densidade nao apresente
uma forma fechada, porque a ortogonalidade no espago de fases pode ser usada para calcular
as integrais relevantes.

Nos calculos a seguir, sera assumido que k = 0 (cf. (5.45)), valido em campos magnéticos

fortes. Os parametros de energia associados assumem a forma

V2neB
B, = ne =1 8,0, (5.65)
\/mz +k?+2neB+m
k.
Apy = =0, (5.66)

\/m2+k§+2neB+m

\/m2+k§+2neB+m 1 (5.67)
o = 2Jm? + k2 + 2neB ) '

Em outras palavras, para k = 0, as constantes acima assumem um valor universal para niveis
excitados. No entanto, a normalizacao do estado fundamental ainda é indeterminada, mas é
restritaa 1/2 <n, < 1.

A razdo para essa suposicao € tripla. Primeiro, a estrutura de correlacdo ndo depende mais

do nivel de Landau especificof| simplificando as somas sobre vérios indices. De fato, a partir

31sso é verdadeiro somente ap6s o calculo da média do espaco de fase. O comportamento local da funcio de
Wigner ainda é quantizado e descrito pela base HO.
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dos resultados preliminares mostrados na fig. (16), a informacéo total também assume um valor
universal. Segundo, a funcdo de particdo em k = 0 descreve elétrons de Dirac bidimensionais
termalizados no grafeno (SANTOS; MALUF; ALMEIDA, [2014). Terceiro, o principal interesse
€ o comportamento das correlacdes no limite de temperaturas infinitas, que se espera ser
independente de .

Agora, lembrando que o conjunto da eq. ¢ dado em termos de w, (s, ky) introduzido
na eq. , que paran > 0 e k = 0 simplifica para

0 0 0 0

~ 110 L, M, 0
w, (s, k) = 2 i (5.68)

0 M, —-L,; 0

0 0 0 0

O estado fundamental precisa de uma normalizacao adicional, que nao afeta qualitativamente

o resultado para altas temperaturas. A entropia do espaco de fase é calculada para Wrg,

27_[ +o0 +oo
I{x,kx} = 1- @/dx /dkx TI'[WTE}/O]Z
+00 +o0 2
21 1 1
= 1-—— [d dk, | = L1+ = wLn+ Dol
7 _eB/wx/m <2;P 1 2;1’ Po o>

1 (1 pEo1 1
= 1—?<5;(pn)2+?°+§;pnpn+l+5popl>

_Z@w  p
27%(p) 227

1
- pn pn+1, (569)
271 &

As integrais na segunda linha podem ser feitas com as rela¢des de ortogonalidade nas eq. (2.63).
Além disso, a série e o terceiro termo na ultima se tornam despreziveis. Isso pode ser obtido ao
se notar que Z%(u) = (3. pn)?, de modo que o denominador é sempre maior que o numerador.
Em altas temperaturas, todos os p, sdo arbitrariamente pequenos e, assim, esses termos podem
ser desconsiderados.

Portanto, a entropia linear no espaco de fases é aproximada como Iy, = 1 —1/2P,
aproximando-se da unidade em y = 0. Um resultado semelhante foi obtido para estados
gaussianos na secdo anterior. O estado quantico é espalhado no espago de fases e, portanto,

qualquer medigdo produz a quantidade maxima de informacdes com relacdo aos graus de
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Figura 21 - Correlagdes classico-quanticas em niveis de Landau relativisticos

2 SP
I,

Correlacdes intrinsecas em temperaturas finitas para niveis de Landau irregulares. Assume-se
que k = 0 (cf. (5.45)), valido em campos magnéticos fortes. No limite de temperaturas infinitas,
com u = 0, esses resultados ndo dependem de k. As linhas pretas solidas e tracejadas sdo para
entropias de spin-paridade (cf. eq. (5.70)) e espago de fases (cf. eq. (5.69)), respectivamente.
A linha cinza sélida é para a concorréncia (cf. eq. (5.71)). O resultado mostra que essas
medidas de entropia aumentam com o aumento da temperatura, e as correlacdes quénticas
sdo preservadas. Fonte: Elaborada pelo Autor.

liberdade continuos. Por outro lado, no zero absoluto, a eq. simplifica para Z = p, = 1,
logo, T k.3 = 0, ou seja, o estado fundamental tem entropia zero.

Efetivamente, a pureza quéntica esta intimamente ligada a entropia no espaco de fases,
o que pode ser confirmado na fig. (21), pois a entropia linear é, em uma boa aproximacao,
um reflexo da curva de pureza quantica. Qualitativamente, esses quantificadores tém um
comportamento oposto para temperaturas finitas. Para k = 0, o estado quéntico tem entropia
zero quando y 2 5, a temperatura abaixo da qual o estado é puro. Esse resultado pode
ser generalizado para diferentes tipos de interagdes, desde que a particula esteja confinada.
Em outras palavras, um estado maximalmente misto corresponde a uma mistura estatistica
arbitraria de infinitos estados proprios de um determinado Hamiltoniano. Conclui-se que a
entropia nas variaveis continuas é sempre maximizada, pois a base é ortogonal e, portanto, os

estados mistos estdo espalhados ao longo de todo o espago de fases.

O calculo da entropia linear de spin-paridade é analogo. O resultado final parax =0 é

1 pe
%7 = 5 <1 — zg) , (5.70)

onde foi assumida a mesma normalizacdo do estado fundamental da eq. (5.69). Observa-se que

a informacéao codificada nos graus de liberdade discretos também aumenta com a temperatura.
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Por fim, calcula-se a concorréncia como

Cl = Z7') puCi=2Z7") 2p,(maB,)

n=0 n=1

1
2z (&P, (5.71)

IN

onde a igualdade é valida quando x = 0, o caso em consideracdo. p, aparece novamente, porque
o estado fundamental tem concorréncia zero. E valido lembrar que essa medida é afetada
pela base escolhida, conforme discutido preliminarmente na fig. (16). De fato, ha multiplos
conjuntos estatisticos, com a mesma funcdo de particdo, que exibem apenas correlacdes
classicas.

Os resultados das entropias parciais e da concorréncia estdo esquematizados na fig. (21),
confirmando o que j4 foi sugerido pela fig. (20). Nomeadamente, para temperaturas crescentes,
a diminuicdo da pureza quantica compensa o aumento da entropia no espaco de fases. Esse
efeito de compensacao é exato no limite de temperaturas infinitas, quando a pureza quantica
e a entropia de variaveis continuas atingem 0 e 1, respectivamente. Assim, a entropia de spin-
paridade se torna a unica fonte de informagdo restante, e M), , = I%" = Ciz em p = 0 (cf.
(2.27)). Embora a informacdo mutua total nao seja afetada pela escolha de k # 0 no limite
infinito de temperatura, as correlacdes quénticas diminuem com o aumento de k ou com a
escolha de uma superposicéo distinta.

Em resumo, as entropias parciais foram calculadas analiticamente para temperaturas finitas
em termos da funcdo de particio. Também foram medidas as correlagdes quanticas com a
concorréncia de spin-paridade. O emaranhamento atinge o valor maximo devido aos niveis de
Landau altamente excitados a medida que a temperatura aumenta. No limite de temperaturas
infinitas, o estado quantico se espalha pelo espaco de fase e, portanto, maximiza a entropia
linear continua enquanto minimiza a pureza quantica, confirmando a observacéo para estados
gaussianos. Nesse caso, a entropia linear de spin-paridade se torna a inica fonte de informagéao
transportada pelo estado. Essa informacédo pode ser classica ou quantica, que, no ultimo caso,
pode ser quantificada em termos da concorréncia. Entretanto, uma mudanca de base afeta o

emaranhamento, e cada escolha identifica um sistema quéntico distinto.



CAriTULO 5. ENSEMBLES ESTATISTICOS 102

5.4 CORRELACOES NO GRAFENO MONOCAMADA

Especificamente, a func¢ao de particdo nao identifica unicamente o sistema termalizado em
dimensdes reduzidas. Por exemplo, o grafeno é uma plataforma que comporta o formalismo
descrito aqui. Ele corresponde a uma camada bidimensional de 4tomos de carbono (A — B)
empacotados em uma rede hexagonal, e cujas excitacdes de baixa energia sdo descritas por
Hamiltonianos de Dirac nos cantos da zona de Brillouin. Usando brevemente uma notacao

alternativa (GOERBIG, [2011), o Hamiltoniano efetivo de baixa energia pode ser escrito como
H, = vp0° ®p- 0, (5.72)

para pequenos desvios q (p = hq) dos pontos de Dirac, e vr a velocidade de fermi. Assim,
a primeira matriz de Pauli 0% denota o pseudospin| do vale (K — K’) e o segundo conjunto
de matrizes de Pauli representa o pseudospin da sub-rede (A — B). Os niveis de Landau
podem ser observados quando um campo magnético perpendicular é introduzido por meio
do acoplamento minimal, p — p — eA. Os niveis excitados podem ser escritos na base’}

¥ = ok Uik 5 K’ ;‘K,)T e sdo proporcionais a

¢n—1
+,
\I’iky (x) = exp(—ik,y) (5.73)
¢n—1

(F)¢n

onde o sinal superior corresponde a banda de conducéo e o sinal inferior a banda de valéncia,
com autovalores €, = :l:% v2n. A base do oscilador harmonico no espaco das configuracao é

escrita como (CASTRO NETO et al., [2009)

H, (G- Bky)/ly) 1 (x—_l}éky>2 (5.74)

n = exp |——
¢ 2" n!ﬁlB P 2 lB

40 pseudospin pode ser compreendido como um grau de liberdade adicional que é tratado matematicamente
como o spin. Fisicamente, no entanto, nio ha relacdo com o spin de uma particula.

0 Hamiltoniano é escrito como um produto tensorial se as funcdes das sub-redes A— B forem invertidas para
o vale K’
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em que [ = \/h/eB é o comprimento magnético e H,(x) é um polindbmio de Hermite i.e.
precisamente as funcdes obtidas para a equacdo de Dirac em trés dimensdes espaciais, exceto
pelas constantes fisicas.

As duas copias da equacido de Dirac em (2 + 1) dimensdes sem massa nao sao equivalentes
a equacdo de Dirac de (3 + 1) dimensdes e, portanto, ndo compartilham o mesmo conjunto de
solucdes. No entanto, observa-se que, para um nivel fixo de Landau, um mapeamento entre

essas solugdes é obtido por uma expansio direta das autofuncoes, em que se pode reconstruir

as solucdes para ambas as bandas (cf. (2.53)-(2.54)),

Uy (8) +u(s) o ¥y (%), (5.75)

—u,,(8) + uy,(s) o W (%), (5.76)

(com k; = m = 0) até um fator de normalizacdo. Ha um fator adicional exp(—ik,y) em ambos
os lados que é fatorado.

Em outras palavras, os estados estacionarios dos Hamiltonianos de baixa dimensao sédo
expandidos na base do Hamiltoniano de Dirac de spin-paridade, uma base equivalente em trés
dimensdes espaciais, ao identificar v <> c¢. Essa expansdo envolve apenas niveis de Landau
com o mesmo indice. Apds esse mapeamento, esses hamiltonianos compartilham os mesmos

autovalores,

h h
€n = :I:% V2n < +E, = :I:l—c V2n, (5.77)
B B

e, portanto, a banda de conducédo esta associada a estados de paridade positiva, enquanto a
banda de valéncia esta associada a estados de paridade negativa.

A superposicio de estados com paridade distintas nao é estacionaria, diferente da eq.
(sin(0) u,,, (s) +cos(d) u, ,(s)). No entanto, emt = 0 e 0 = /4, todas as medidas de informacéo
quéantica exibem valores coincidentes. Essa correspondéncia decorre do fato de que esse estado
estacionario difere das egs. (5.75)-(5.76) apenas por um sinal relativo nos componentes do
biespinor.

A partir do mapeamento acima, os quantificadores de informacdo podem medir as
correlagdes vale-sub-rede implicitas nos Hamiltonianos efetivos proximos aos pontos de Dirac.
Retomando resultados anteriores, quando os autovalores de energia sio dominados pelo campo
magnético (B, = 1) na fig. (16), a informacdo mutua total atinge a unidade. No entanto,

a concorréncia intrinseca entre os graus de liberdade vale e sub-rede é obtida a partir da
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eq. (5.16),

+00 +00 1
/ds /dkx C*lwng] = 2 c08%(20)|g=r/s = 0, (5.78)

ou seja, esses qubits sdo separaveis. Esse resultado poderia ser previsto, pois o Hamiltoniano é
diagonal no subespaco do vale. Assim, a informacéo total armazenada nos biespinores de Dirac
é composta por duas partes: a entropia associada a graus de liberdade continuos, descritos
pela base do oscilador harmdnico, e a entropia associada a graus de liberdade discretos, os
pseudospins dos vales e sub-redes. Entretanto, esses qubits nao estdo emaranhados. Espera-se
que uma medida de concorréncia nao nula possa ser observada caso acoplamentos entre os
vales sejam introduzidos.

Nao obstante, a funcdo de particdo obtida aqui também descreve a termodinamica dos
elétrons do grafeno perto dos pontos de Dirac. As medidas de entropia foram obtidas em
termos de variaveis sem dimenséo que incluem um fator de escala, sendo consistentes seja com
os Hamiltonianos relativisticos seja com o Hamiltoniano no contexto da fisica do estado soélido.
Embora as correlacdes quénticas sejam triviais sem qualquer acoplamento entre os vales,
essa estrutura é adequada ndo apenas as estruturas de bandas eletronicas, mas também aos
Hamiltonianos de Dirac recentemente relatados para sistemas bosonicos (KUMAR; HERBUT;

GANESH, 2020; |SUN; GUO; FENG, 2021) com um potencial de confinamento.
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6 CONCLUSOES

Considerando os biespinores de Dirac e as matrizes de Wigner como um sistemas de
qubits (BITTENCOURT; BERNARDINI, 2016; BITTENCOURT; BERNARDINI; BLASONE,
2016; BERNARDINI, 2020a), as correlacdes intrinsecas de spin-paridade armazenadas em um
férmion foram investigadas em niveis de Landau. As solugdes para o problema do campo
magnético constante, as Orbitas de Landau, introduzem um nimero quantico discreto, o qual
demanda uma nova sistematica para se calcular as correlacdes referentes aos graus de liberdade
implicitos pela estrutura SU(2) ® SU(2) da equagao de Dirac, dado que o formalismo até entao
desenvolvido foi dedicado a acoplamentos externos constantes, sem a introducédo dos graus de
liberdade continuos.

Por um lado, a introdugdo do campo magnético — sem um campo elétrico - abdica do
formalismo covariante necessario a uma equacao relativistica. Por outro, o estudo da dindmica
em um referencial fixo permitiu obter observaveis fisicos independentes do potencial vetor, o
que permite inferir que os graus de liberdade introduzidos pelo calibre de fato influenciam o
perfil de informacao quantica de um férmion. Esses aspectos foram investigados dentro de trés
categoriais, as quais foram descritas nos capitulos do trabalho.

Preliminarmente, estados gaussianos foram investigados a partir das medidas de
informacdo quantica. Em particular, verificou-se a possivel relagdo entre a medida de
informacgao mutua, calculada pela entropia de von Neumann, e a medida de emaranhamento,
formalmente quantificada pelo emaranhamento de formacgao, ou ainda, pela concorréncia
quantica. Observou-se que essa ultima medida corresponde ao quantificador de informagao
mutua apo6s a decoeréncia, ou seja: pode-se calcular o emaranhamento a partir da informagéao
mutua apds a perda das coeréncias, ou diretamente da expressdo da concorréncia quantica.

Nesse contexto, a dinamica dos chamados gatos de Dirac foi analisada. Esses estados
correspondem a superposicdes de estados gaussianos com uma simetria definida. Embora
haja se verificado algebricamente a conservagdo da probabilidade e pureza, suas medidas de

informacao quantica sio maximizadas ao longo da sua evolucao temporal, exibindo um padrao
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de estagnacio peculiar. Nomeadamente, os quantificadores exibem platds para tempos finitos.
Para explicar a existéncia desses padrdes de estagnacao, estudaram-se os revivals quanticos.

Esse padréo de aparente estabilidade corresponde as oscilagdes coletivas de superposi¢des
altamente localizadas. Em superposicdes gaussianas obtidas aqui, os periodos de oscilagdo sdo
reduzidos em poténcias de dois. De forma concisa, estados altamente localizados — devido a
correspondéncia classica de grandes nimeros quanticos — oscilam com um periodo classico,
analogo a uma particula classica em condicdes correspondentes. No entanto, a func¢do de onda
sofre um processo de deslocalizacdo, apresentando padrdes de oscilacdo nido classicos. Em
tempos finitos, o estado inicial pode ser recuperado parcialmente, reformando todo o padrao
de oscilacdo e, com ele, as medidas de emaranhamento intrinseco.

O estudo dos quantificadores de informacdo mutua também foi estendido aos conjuntos
estatisticos no formalismo de Wigner-Dirac. Em particular, um estudo preliminar com estados
gaussianos mostrou que um estado maximalmente misto possui entropia linear maxima no
espaco de fases. Portanto, a entropia de spin-paridade é tnica fonte de informacao finita que
quantifica as correlagdes entre o espaco de fases e o espaco de Hilbert discreto.

O resultado acima foi utilizado para se investigar as correlacdes de spin-paridade em
temperaturas finitas. A funcdo de particdo do ensemble canonico foi obtida com técnicas de
integracdo complexa, resultando em uma série infinita em 1/T para baixas temperaturas e
quadratica no limite de temperaturas infinitas. Os coeficientes dessa expansido correspondem
a funcgdes Zeta analiticamente continuadas, permitindo obter o quantificador de pureza em
niveis de Landau tipo-Dirac.

Finalmente, a estrutura tensorial de elétrons de Dirac no grafeno monocamada foi mapeada
na equacdo de Dirac em 3+1, permitindo descrever o grafeno monocamada como um sistema
de qubits, com os graus de liberdade discretos vale e sub-rede. Embora esses graus de
liberdade estejam correlacionados, ndo se verificou um emaranhamento finito. Ainda assim, a
funcéo de particdo obtida descreve ambos os sistemas, quantificando a informa¢do muatua em
temperaturas arbitrarias.

Como extensdes imediatas dos resultados obtidos aqui, espera-se que a introdugdo de
acoplamento de vale modifiquem o perfil de emaranhamento. Além disso, o0 mapeamento dos
biespinores de Dirac também pode ser generalizado para sistemas bosonicos tipo-Dirac, com
niveis de Landau introduzidos por uma deformacdo mecanica (KUMAR; HERBUT; GANESH,
2020; SUN; GUO; FENG, |2021).
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