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"Amanhã bem cedo a vida vai levantar
E quem quiser ir também
Vai ter que se apressar, se apressar

Pois os passos respiram
O que a hora faz andar
E a vontade empurrando 
Tudo isso pra acordar, pra acordar

E provando os sabores e odores
Dos melhores momentos
Não sejam em vão
Guardados na cabeça
Os restos do tempo
Deixados ali no chão

A carne é fraca 
E o corpo
Uma ilha a procura do sol
A noite vem vindo
E amanhã tudo de novo

Quem vai até o amanhecer 
Mais um amanhã
E lembrar de não esquecer 
Quem são
Quem vai

De quem veio e de quem fez andar
Tudo que ainda
Vai fazer lembrar
Quem foi

Reiniciei o dia
Salvei as horas
Garantindo o amanhã
E a malícia do tempo
Atiça o vacilo
E a caída na tentação"

Música: A ilha - Nação Zumbi

Imagem adaptada do clipe da música "A ilha", Nação Zumbi
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para n = 2, 22 (ṙT =0,134 ue/ut, θ̇T = 3,0o/ut) e C) espiral tripla obtida para
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2,05o/ut) e D) n = 3, 6 (ṙT = 0,161 ue/ut, θ̇T = 2,22o/ut) em um domínio de
200 ue ×200 ue. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

16 Evolução temporal dos padrões e Turing com diferentes condições iniciais.
As simulações foram realizadas com for n = 2, 66 (ṙT = 0,107 ue/ut, θ̇T =
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Resumo

SISTEMAS QUÍMICOS AUTO-ORGANIZADOS: MORFOGÊNESE E FOR-
MAÇÃO DE PADRÕES. Sistemas químicos afastados do equilíbrio termodinâmico, com do-
mínio reacional espacialmente estendido e compostos por espécies químicas em que a dinâmica
de interação é não linear, podem evoluir espontaneamente para estados organizados de baixa
entropia, conhecidos como estruturas dissipativas. Tais estruturas são comumente observadas
em organismos vivos, sendo os exemplos mais notáveis: oscilações periódicas temporais de
concentração, caos químico, ondas químicas e padrões estacionários (padrões de Turing). Esta
classe de sistemas químicos auto-organizados é composta por um número significativo de rea-
ções de natureza inorgânica que apresentam mecanismos reacionais bem conhecidos. Devido a
este fato, à similaridade do comportamento dinâmico dessas reações com a dinâmica observada
em organismos vivos, e à complexidade dos mecanismos reacionais dos processos químicos-
biológicos, sistemas químicos inorgânicos são frequentemente considerados em investigações
de fenômenos dinâmicos em diferentes cenários, a fim de obter resultados que possam ser ex-
trapolados para a compreensão de fenômenos similares em sistemas vivos/biológicos. Partindo
dessa premissa, este trabalho de doutorado apresenta investigações sobre a morfogênese e a for-
mação de padrões espaço-temporais em condições de relevância ou motivação biológica. Isso é
realizado por meio de quatro trabalhos. O primeiro deles investigou a emergência dos padrões
de Turing na reação dióxido de cloro - iodo - ácido malônico (CDIMA) em um sistema em que
o domínio reacional cresce como uma espiral giratória. A partir desse estudo, observou-se uma
nova classe de padrões estacionários em forma de espirais com diferentes multiplicidades. O
segundo trabalho avaliou os efeitos da presença de ondas de Faraday na formação de ondas quí-
micas da reação Belousov-Zhabotinsky, com o objetivo de determinar frequências acústicas por
meio da dinâmica espaço-temporal da reação considerada. Verificou-se que as ondas de Faraday
interferem no processo de mistura local, alterando a velocidade de propagação e a forma das
ondas químicas. No entanto, esse sistema teve baixa eficiência na determinação das frequências
acústicas aplicadas. O terceiro trabalho desenvolveu um procedimento simples e prático para a
obtenção de padrões de Turing (transientes) estáveis em um sistema fechado a partir da reação
CDIMA. Tal procedimento obteve resultados mais satisfatórios do que aqueles encontrados na
literatura, gerando padrões de Turing com boa resolução e estabilidade de aproximadamente 80
minutos. Por fim, o quarto trabalho determinou um modelo teórico a partir da combinação da
teoria clássica de separação de fases e sistemas de reação-difusão para descrever a morfogênese
em células químicas sintéticas. Através de simulações numéricas, foi possível elucidar o meca-
nismo físico-químico desse processo e constatar que a diferença de pressão osmótica entre duas
células químicas em estados químicos diferentes, devido à quebra de simetria espacial causada
pela emergência do estado de Turing, leva à morfogênese física.
Palavras chave: Dinâmica química não linear, estruturas dissipativas, oscilações químicas,
ondas químicas e padrões de Turing.
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Abstract

SELF-ORGANIZED CHEMICAL SYSTEMS: MORPHOGENESIS AND PAT-
TERN FORMATION. Chemical systems maintained far from equilibrium, with spatially exten-
ded reaction domains, and composed of chemicals that interact non-linearly with each other, can
spontaneously evolve to organized states of low entropy, known as dissipative structures. These
structures are commonly observed in living organisms, and the most notable are: periodic os-
cillations of chemical concentration, chemical chaos, chemical waves, and stationary patterns
(Turing patterns). This class of self-organized chemical systems comprises a significant num-
ber of inorganic chemical reactions with well-known mechanisms. Due to this fact, along with
the dynamical similarities of these reactions to living organisms’ dynamics, and the comple-
xity of reaction mechanisms in chemical-biological processes, inorganic chemical systems are
often considered in studies of dynamical phenomena in different scenarios in order to obtain re-
sults that can be extrapolated to understanding similar phenomena in living systems. From this
perspective, this thesis presents an investigation of morphogenesis and spatio-temporal pattern
formation in conditions that are either relevant or motivated by biology. This is accomplished
through four main works. In the first, we investigated the emergence of Turing patterns in the
chlorine dioxide–iodine–malonic acid (CDIMA) reaction in a domain that continuously grows
as a rotating spiral. From this study, we observed the formation of a new class of stationary
spiral patterns with different multiplicities. In the second, we evaluated the effects of Faraday
waves on the formation of chemical waves in the Belousov-Zhabotinsky reaction, aiming to dis-
criminate acoustic frequencies through the spatio-temporal dynamics of the reaction. We noted
that Faraday waves interfere with the local process of mixing, altering the speed and morpho-
logy of the chemical waves. However, this system was ineffective in discriminating the applied
acoustic frequencies. In the third work, we developed a simple and practical procedure to obtain
transient Turing patterns in a batch system from the CDIMA reaction. From such an experimen-
tal procedure, we obtained patterns with good resolution and stability. Finally, in the fourth one,
we proposed a model based on the classical theory of phase separation and reaction-diffusion
systems to describe morphogenesis in a system of synthetic chemical cells. Through numerical
simulations, we were able to elucidate the physical-chemical mechanism of this process and to
identify that the difference in osmotic pressure between two cells in different chemical states,
due to the break of spatial symmetry caused by the emergence of a Turing state, triggers the
physical morphogenesis.

Keywords: Nonlinear chemical dynamics, dissipative structures, chemical oscillation, che-
mical waves, and Turing patterns.
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1 Introdução

1.1 Auto-organização e dinâmica não linear: Uma breve história
O termo "auto-organização em sistemas químicos" compreende a área de es-

tudo da dinâmica de sistemas que reagem quimicamente em condições afastadas do equilíbrio
termodinâmico.2 Tais sistemas são capazes de formar espontaneamente estruturas complexas,
coerentes e frequentemente periódicas, como oscilações temporais, caos e padrões espaciais.3

A emergência desse comportamento requer duas condições básicas: 1) o sistema deve estar fora
do equilíbrio, i.e., deve ser aberto com entrada e saída de energia e/ou matéria, e 2) a dinâ-
mica reacional das espécies químicas envolvidas deve ser não linear, geralmente marcada pela
presença de termos não lineares nas equações de velocidade provenientes da lei de ação de mas-
sas.3, 4 Este assunto se consolidou como um campo de pesquisa em química no início dos anos
1970 com a elucidação do mecanismo da reação de Belousov-Zhabotinsky (BZ) e a dissemina-
ção dos novos conceitos de termodinâmica de não equilíbrio desenvolvidos nos anos 1950.5–7

Contudo, as primeiras observações e discussões sobre essa classe de fenômenos iniciaram-se
anos antes.

Historicamente, a primeira classe de fenômenos auto-organizados em sistemas
químicos observada foi a das oscilações temporais, e os relatos datam do século XIX, com as
descrições de Fechner8 (1828), sobre oscilações eletroquímicas durante a dissolução anódica
de níquel em ácido nítrico e de Ostwald9 (1899), do comportamento oscilatório da velocidade
de dissolução de cromo em ácido. Devido ao fato de essas observações terem sido feitas em
sistemas heterogêneos, acreditava-se, no século XIX e em boa parte do século XX, que reações
oscilantes homogêneas eram impossíveis.10 Entretanto, no início dos anos 1920, duas importan-
tes contribuições demonstraram a possibilidade da emergência de oscilações em reações homo-
gêneas. A primeira delas foi o trabalho de Alfred Lotka, que desenvolveu um modelo composto
por duas reações de autocatálise em sequência e capaz de gerar oscilações autosustentáveis.11 A
segunda foi a descoberta acidental de William C. Bray do primeiro oscilador químico homogê-
neo, a reação de iodato – iodo - peróxido de hidrogênio.12 Esses dois trabalhos foram recebidos
com muita indiferença pela comunidade química, que questionava a validade dos resultados,
principalmente do trabalho de Bray, com relação aos princípios da termodinâmica.10, 13–15

A comunidade científica da época não reconheceu que a reação de Bray era uma
reação oscilatória verdadeiramente homogênea. Eles alegaram que o comportamento oscilatório
descrito estava associado a fenômenos heterogêneos ou constituía uma violação da termodinâ-
mica.10 Muitos químicos acreditavam que as oscilações das concentrações químicas estavam
associadas de alguma maneira com a presença de impurezas e/ou a formação de bolhas, en-
quanto outros argumentavam que esse fenômeno desobedecia à segunda lei da termodinâmica,
considerando, de forma equivocada, reações oscilantes análogas aos pêndulos físicos.10, 13–16

O argumento era baseado no perfil oscilatório do pêndulo, que passa pelo ponto de equilíbrio
durante cada ciclo de oscilação. Como um pêndulo, em condições de temperatura e pressão
constantes, uma reação oscilante iria requerer um comportamento oscilatório da energia livre
de Gibbs, conforme os reagentes são convertidos em produtos e depois convertidos em reagen-
tes novamente. Seguindo a segunda lei, esse comportamento é inconcebível, uma vez que, em
um processo espontâneo, a energia livre deve decrescer monotonicamente.10, 17

Essa noção equivocada de que oscilações homogêneas violam a lei da entropia
foi inicialmente refutada a partir de uma perspectiva teórica com o desenvolvimento dos traba-
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lhos pioneiros de Lars Onsagera e Ilya Prigogineb sobre os fundamentos da termodinâmica de
não equilíbrio nos anos 1930/40.18 Em particular, os estudos desenvolvidos por Prigogine e co-
laboradores mostraram que reações oscilantes nunca passam pelo seu ponto de equilíbrio, uma
vez que esse fenômeno ocorre em condições afastadas do equilíbrio. Além disso, eles concluí-
ram que sistemas químicos fora do equilíbrio poderiam atingir estados organizados, i.e., reduzir
sua entropia, desde que o sistema dissipe energia para as vizinhanças para compensar a redu-
ção de entropia do sistema e, assim, garantir que a variação total da entropia do universo seja
positiva. Esses estados dinâmicos organizados foram denominados por Prigogine de estruturas
dissipativas.6, 19 Portanto, sob esse alicerce teórico, variações periódicas nas concentrações de
intermediários reacionais são permitidas em reações químicas segundo a segunda lei da termo-
dinâmica, desde que haja a conversão contínua de reagentes em produtos e, consequentemente,
uma queda monotônica da energia livre conforme a reação evolui no tempo.

Do ponto de vista experimental, a descoberta e a posterior elucidação do meca-
nismo da reação de BZ foram essenciais para a quebra definitiva do ceticismo acadêmico em
relação aos fenômenos auto-organizados em sistemas químicos. A reação BZ foi descoberta
acidentalmente por Boris Pavlovich Belousov nos anos 1950, enquanto investigava análogos
inorgânicos do ciclo de Krebs.16 Em seus estudos, o cientista observou uma mudança periódica
na cor de uma mistura formada por bromato de potássio, sulfato cérico, ácido cítrico e ácido
sulfúrico.16, 20, 21 Belousov caracterizou o fenômeno e submeteu seus resultados para publicação
em diversos jornais, juntamente com a receita da reação. Entretanto, o trabalho foi rejeitado sob
a alegação de que tal fenômeno era impossível. Anos mais tarde, desencorajado pelas diversas
respostas negativas, ele eventualmente conseguiu publicar sua descoberta em um curto resumo
de uma conferência de radiologia médica e abandonou suas investigações sobre esse assunto.
No ano de 1961, o estudante de pós-graduação Anatol Zhabotinsky teve acesso à receita da
reação BZ, que havia sido compartilhada por Belousov com seus colegas em Moscou, e iniciou
um profundo estudo sobre a natureza do fenômeno oscilatório.16

Zhabotinsky conseguiu refinar a receita da reação de Belousov, caracterizar grande
parte da química envolvida na reação e demonstrar que, na ausência de agitação, a reação ge-
rava ondas químicas na forma de alvos e espirais.22–25 Esses resultados foram publicados em
jornais e também divulgados em conferências, chamando a atenção de Richard J. Field e Ri-
chard M. Noyes posteriormente. Esses cientistas, em colaboração com Endre Körös, realizaram
um trabalho minucioso e desenvolveram um mecanismo detalhado da reação BZ, conhecido
como mecanismo Field-Körös-Noyes (FKN).26 A partir desse mecanismo, foi possível verifi-
car: 1) a presença de uma etapa de autocatálise, fundamental para a geração das oscilações; 2)
que todo o processo ocorre por meio de etapas elementares uni e bimoleculares, ou seja, etapas
elementares convencionais; e 3) que as oscilações observadas estavam associadas a mudanças
periódicas nas concentrações dos intermediários reacionais, enquanto os reagentes eram conti-
nuamente convertidos em produtos. Em outras palavras, a reação BZ não viola a segunda lei da
termodinâmica. O mecanismo FKN forneceu à comunidade química as evidências necessárias
para considerar a oscilação química um fenômeno legítimo que merece um estudo cuidadoso.

A evolução histórica anteriormente descrita impulsionou o desenvolvimento de
técnicas experimentais e teóricas que levaram à emergência da área de estudo chamada "dinâ-
mica química não linear". A partir daí, as três classes fundamentais de comportamento dinâ-
mico, i.e., estacionário, periódico e caótico, foram amplamente estudadas em sistemas quími-
cos. As estruturas dissipativas associadas a essas classes de comportamento serão discutidas ao

aPrêmio Nobel em Química (1968) - "Pela descoberta das relações recíprocas que levam seu nome, fundamen-
tais para a termodinâmica de processos irreversíveis"

bPrêmio Nobel em Química (1977) - "Por suas contribuições à termodinâmica de não equilíbrio, particular-
mente a teoria das estruturas dissipativas"
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longo desta introdução.

1.2 Oscilações químicas
A oscilação química é a variação periódica, ou quase periódica, temporal das

concentrações de uma ou mais espécies químicas em uma reação. As primeiras evidências que
possibilitaram a compreensão do fenômeno oscilatório foram obtidas por meio do mecanismo
FKN. Verificou-se que a dinâmica da reação BZ poderia ser entendida através de três processos
globais:4, 5, 21, 27

• Processo 1: A remoção de íons Br− do meio reacional - feedback negativo.

BrO3
– + 2 Br– + 3 H+ −−→ 3 HOBr

• Processo 2: A geração autocatalítica de HBrO2, acompanhada da oxidação do metal ca-
talisador (M) - feedback positivo.

BrO3
– + HBrO2 + 2 Mred + 3 H+ −−→ 2 HBrO2 + 2 Mox + H2O

• Processo 3: A oxidação do substrato orgânico pelo catalisador metálico para regenerar o
íon Br−.

2 Mox + MA + BrMA −−→ f Br– + 2 Mred + outros produtos

A ocorrência em sequência dos processos 1, 2 e 3 constitui uma oscilação. O
consumo do íon Br− no processo 1 ocorre até que sua concentração atinja um nível crítico.
Nessas condições de baixa concentração de Br−, o processo 2 autocatalítico é favorecido, ge-
rando Mox e HBrO2. Por sua vez, a produção de Mox continua até que essa espécie química
atinja uma concentração crítica e inicie a produção de Br− por meio da oxidação do substrato
orgânico no processo 3, "reiniciando o relógio"e recuperando o catalisador metálico na sua
forma reduzida.4 Vale ressaltar que a variação de cor observada experimentalmente é devida à
mudança do estado de oxidação do metal catalisador.

oscilaçõesbiestabilidade

estado 
estacionário 1

estado 
estacionário 2

k

0

λ

Figura 1: “Cross-shaped phase diagram”.

Apesar dos avanços alcança-
dos no entendimento do mecanismo da rea-
ção BZ por meio do trabalho de Field-Körös-
Noyes, as condições necessárias e suficien-
tes para uma reação química oscilar ainda
eram desconhecidas. Até o final dos anos
1970, as poucas reações oscilantes conhe-
cidas haviam sido descobertas, majoritaria-
mente de forma acidental, sendo elas: vari-
antes da reação BZ, a reação de Bray, a rea-
ção de Briggs-Raucher28 e os sistemas glico-
lítico29 e oxidase-peroxidase.4, 10, 30

Um importante trabalho escla-
receu condições cruciais para a emergência de
oscilações químicas por meio de um modelo

matemático simples e abstrato, composto por duas variáveis dependentes x, y e descrito pelo
seguinte par de equações:31
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dx

dt
= −(x3 − µx+ λ)− ky (1)

dy

dt
= (x− y)/τ. (2)

Quimicamente falando, é possível perceber a partir da Eq. (1) que a variável x
é produzida de forma autocatalítica (o termo µx, feedback positivo) e, na ausência do termo
perturbativo ky, o sistema pode apresentar dois estados estacionários estáveis, desde que os
parâmetros µ e λ sejam escolhidos de forma adequada. Este comportamento é conhecido como
biestabilidade e representa a situação em que o sistema pode ocupar um desses dois estados
dependendo das condições impostas e da sua história.10 No regime de biestabilidade, a adição
de uma variável, y, que afeta negativamente a velocidade de x (feedback negativo) em uma
escala de tempo mais longa em relação à escala de tempo característica que x leva para relaxar
para o estado estacionário (em outras palavras, é necessário garantir que x mude muito mais
rapidamente que y), pode estreitar a região de biestabilidade e gerar oscilações no sistema de
duas variáveis. O comportamento descrito pode ser visualizado no diagrama de k × λ, com
µ e τ fixos, veja a Figura 1.31 Devido à sua forma, este diagrama é conhecido como “cross-
shaped phase diagram” e ele teve papel fundamental para a determinação de novos osciladores
químicos, pois indica as características mecanísticas fundamentais que as reações oscilatórias
precisam apresentar.

Os resultados teóricos obtidos por meio do "cross-shaped phase diagram", com-
binados com o fato bem conhecido da época, ou seja, que reações autocatalíticas em reatores
em fluxo exibem biestabilidade, possibilitaram ao grupo da Brandeis University desenvolver
um procedimento sistemático para a obtenção de novas reações oscilantes, o qual está descrito
abaixo:10, 32

• (A) Escolha uma reação autocatalítica em x;

• (B) Determine condições para que essa reação exiba comportamento biestável em um
reator de fluxo contínuo;

• (C) Inclua no reator em fluxo uma variável, y, que perturbe o sistema biestável, de tal
modo que y mude mais lentamente do que a espécie produzida de forma autocatalítica;

• (D) Intensifique a perturbação, aumentado por exemplo a concentração de y, até que o
regime biestável estreite e as oscilações temporais surjam;

A implementação deste algoritmo levou à obtenção do primeiro oscilador quí-
mico planejado no início dos anos 1980, o sistema arsenito-iodato-clorito. No desenvolvimento
deste oscilador, De Kepper et al. consideraram as reações clorito-iodeto, autocatalítica na pro-
dução de iodo, e arsenito-iodato, autocatalítica na produção de iodeto, como candidatas para
o estudo.33 Seguindo então o procedimento proposto, (A) a reação arsenito-iodato compôs o
sistema autocatalítico,

3 H3AsO3 + IO3
– −−→ 3 H3AsO4 + I–

A escolha dessa reação para formar a base autocatalítica do sistema foi moti-
vada por estudos prévios que confirmaram a existência de (B) biestabilidade quando a reação
arsenito-iodato era operada em reatores em fluxo. Além disso, sabia-se também que (C) o
clorito reage com o iodeto segundo a reação:
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4 H+ + ClO2
– + 4 I– −−→ 2 H2O + Cl– + 2 I2

Portanto, a combinação desses dois sistemas proporcionaria a produção autocata-
lítica do iodeto (feedback positivo), através do sistema arsenito-iodato, e também a remoção do
iodeto pelo clorito, que atuaria como o feedback negativo. Como previsto pelos pesquisadores,
o (D) aumento da perturbação gerou oscilações.

O sucesso da abordagem proposta possibilitou a descoberta sequencial de um
grande número de novos osciladores químicos, envolvendo diferentes elementos da tabela pe-
riódica. Essas descobertas foram acompanhadas pelo entendimento dos mecanismos dessas
reações complexas e possibilitaram a identificação de famílias de osciladores, sendo as mais
conhecidas: bromato, clorito, brometo, enxofre, fósforo, iodato, catalisado por cobalto, cata-
lisado por cobre, baseado em manganês, de base orgânica e osciladores de pH.3, 4, 10, 34 Essas
investigações também levaram à determinação de "osciladores mínimos", i.e., um conjunto de
componentes químicos (reagentes ou intermediários) presentes em todos os membros de uma
família e que são suficientes para gerar oscilações quando introduzidos em um reator em fluxo.10

Estima-se que haja em torno de duzentas variantes de osciladores químicos conhecidos.34

A descoberta desse grande número de reações oscilantes possibilitou o avanço
do estudo da dinâmica de osciladores químicos acoplados. As investigações realizadas com os
esses sistemas levaram à observação de uma classe muito rica de comportamentos dinâmicos.
No entanto, diferentemente de osciladores mecânicos como, por exemplo, massas presas por
uma mola, em que os acoplamentos são criados a partir de barras rígidas ou molas, o acopla-
mento entre osciladores químicos pode ser feito através de duas abordagens: o acoplamento
químico e o acoplamento físico.4, 10

Um sistema de osciladores químicos quimicamente acoplados é composto por
dois ou mais subsistemas que apresentam comportamento oscilatório próprio e possuem espé-
cies químicas, i.e., reagentes, intermediários ou produtos, em comum.4, 10 A reação bromato-
clorito-iodeto em um reator CSTR é o exemplo mais estudado dessa forma de acoplamento.35

Ela é formada a partir do acoplamento dos osciladores bromato-iodeto35 e clorito-iodeto36 atra-
vés do reagente em comum I−. Essa reação exibe uma variedade exuberante de comportamen-
tos, incluindo três estados estacionários, dois estados oscilatórios, várias combinações de bies-
tabilidade entre eles e diversas outras classes de comportamento complexo que serão discutidas
em detalhe adiante.

Um sistema de osciladores químicos fisicamente acoplados consiste de dois ou
mais subsistemas que apresentam comportamento oscilatório próprio conectados por alguma
forma de mecanismo de transporte, por exemplo, difusão, difusão facilitada ou corrente elé-
trica.10 Um arranjo experimental tipicamente utilizado consiste em dois reatores CSTR, con-
tendo em cada um deles a mesma reação química (reações diferentes podem ser utilizadas),
ligados por uma parede comum ou por meio de uma bomba peristáltica que transfere reagentes
de um reator CSTR para o outro.10, 37 O acoplamento físico por meio de difusão também pode
ser criado explorando a solubilidade dos componentes de uma reação em um meio reacional
heterogêneo, por exemplo, gotas aquosas contendo os reagentes químicos da reação BZ, esta-
bilizadas com surfactante e dispersas em um meio apolar, formam um arranjo de osciladores
acoplados através de sinais químicos menos polares que difundem de uma gota à outra.38 O
acoplamento elétrico envolve uma corrente elétrica que flui para dentro ou para fora de um sub-
sistema como resultado da mudança química em outro subsistema.39 Assim como no caso dos
sistemas acoplados quimicamente, diversos comportamentos complexos foram observados por
meio do acoplamento físico.

A partir de investigações teóricas e experimentais realizadas com reações osci-
lantes acopladas fisica e quimicamente, observou-se uma ampla faixa de comportamentos dinâ-
micos. O mais frequente é a sincronização das séries temporais, ou seja, refere-se à situação em
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que os osciladores adaptam seu movimento ao do outro, de tal forma que eles passam a oscilar
com a mesma frequência ou com frequências que são relacionadas por uma razão de números
inteiros pequenos. Vale ressaltar que em osciladores físicamente acoplados, a sincronização
pode ser regulada a partir do controle da força do acoplamento.37, 40

Um outro fenômeno observado é conhecido como morte do oscilador e repre-
senta a transição do regime oscilatório para um regime estacionário quando dois osciladores
químicos são conectados.37, 41 Da mesma forma como as oscilações podem cessar com o estabe-
lecimento do acoplamento, elas podem ser geradas em sistemas que apresentam comportamento
estacionário quando estão desacoplados. Este fenômeno é denominado ritmogênese.42

Outro exemplo de comportamento comum em sistemas químicos oscilatórios
acoplados é conhecido como birritmicidade, que representa o fenômeno de biestabilidade entre
dois estados oscilatórios.43–45 Este estado geralmente surge em situações em que um fraco aco-
plamento causa pequenas distorções na forma e localização dos ciclos limite, de tal modo que
regiões de oscilação se sobrepõem no espaço de parâmetros.10 Contudo, se esse acoplamento
for forte e provocar grandes distorções no espaço e na forma dos ciclos limite, pode provocar a
colisão de dois ciclos limite, resultando na combinação destas duas trajetórias e provocando o
que é conhecido como oscilações compostas,44, 45 oscilações complexas46 e caos.

1.3 Caos
Caos em um sistema químico aberto pode ser definido como uma classe de com-

portamento determinístico, aperiódico e sensível às condições iniciais.10 A primeira proprie-
dade, i.e., comportamento determinístico, indica que existe um conjunto de leis que governa a
evolução temporal do sistema na ausência de qualquer influência randômica. No caso de sis-
temas químicos homogêneos, estas leis são as leis de velocidade e a dinâmica do problema é
descrita por meio de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem no tempo. A segunda
propriedade, i.e., comportamento aperiódico, significa que o comportamento do sistema nunca
se repete no tempo; ou de outra forma, no limite de tempo assintótico, a trajetória do sistema
nunca passa mais de uma vez pelo mesmo ponto do espaço de fase. A terceira característica,
i.e., sensibilidade às condições iniciais, refere-se a uma condição muito comum em sistemas
caóticos, ou seja, as trajetórias de dois sistemas caóticos idênticos que apresentam diferenças
infinitesimais em suas condições iniciais divergem exponencialmente uma da outra conforme a
dinâmica evolui no tempo.3, 4, 10 A partir desses critérios, pesquisadores conseguiram identificar
um número significativo de sistemas químicos que exibem comportamento caótico.

A primeira demonstração experimental de caos em um sistema químico foi reali-
zada por meio da reação BZ em um reator CSTR.47 Isso desencadeou uma série de investigações
sobre o fenômeno caótico, utilizando a reação BZ como sistema modelo e empregando diversas
ferramentas de caracterização, tais como: identificação das rotas para o caos, construção de
atratores, seções de Poincaré, cálculo dos expoentes de Lyapunov e desenvolvimento de mo-
delos teóricos mais refinados.48–52 Posteriormente, com o avanço dos estudos nesse campo, o
comportamento caótico foi observado em outros sistemas com diferentes configurações, e.g.,
reações homogêneas, heterogêneas e acopladas. Esses sistemas incluem o clorito-tiossulfato,53

bromato-clorito-iodeto,54 clorito-tioureia,55 reações de peróxido de hidrogênio-enxofre(IV)-
bicarbonato,56 a oxidação em fase gasosa de monóxido de carbono,57, 58 a oxidação catalisada
pela peroxidase da forma reduzida de NADH,30 a eletrodissolução do cobre,59–61 eletrodissolu-
ção do níquel62 e na eletro-oxidação de moléculas orgânicas pequenas.63 A Figura 2 mostra o
diagrama de bifurcação de dois osciladores de Degn-Harrison acoplados fisicamente.

As investigações realizadas com os sistemas descritos acima possibilitaram a
identificação de três rotas tipicamente frequentes para a emergência do comportamento caótico,
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Figura 2: Diagrama de bifurcação do modelo de Degn-Harrison. Os parâmetros utilizados
são (a, b, q,Dx, Dy) = (8, 9; 11, 0; 0, 5; 10−5; 10−3).

denominadas duplicação do período, sequências periódicas-caóticas e intermitência.10 A rota de
duplicação do período envolve bifurcações sucessivas, cada uma gerando padrões oscilatórios
com períodos duas vezes maiores que os de seus predecessores. As bifurcações ocorrem próxi-
mas umas das outras até atingirem o ponto de acumulação, onde o período se torna infinito. A
partir deste ponto, as trajetórias passam a ser aperiódicas.48, 57 A rota de sequências periódicas-
caóticas pode surgir quando a variação de um parâmetro de um sistema periódico leva a um
estado caótico que é confinado entre dois estados de oscilação periódica.47 Já a intermitência
refere-se à situação em que o comportamento periódico é interrompido por oscilações ocasio-
nais, geralmente de grande amplitude. Neste regime, a mudança do parâmetro de controle pode
fazer com que essas oscilações se tornem mais frequentes até o momento em que o fenômeno
caótico apareça.59 Curiosamente, essas três rotas podem ser observadas em um mesmo sistema
químico.10

1.4 Ondas químicas
Em um sistema espacialmente estendido e sem agitação, i.e., um sistema de

reação-difusão, o processo difusivo pode interagir com as transformações químicas não line-
ares e gerar espontaneamente ondas químicas.10 Estas ondas são classificadas com relação às
suas características de propagação, sendo as mais conhecidas as ondas viajantes, ondas de pulso
e ondas espirais.4 Este fenômeno dinâmico foi amplamente estudado através da reação BZ em
sistemas fechados de matriz líquida, devido à simplicidade do arranjo experimental; contudo,
a emergência desse comportamento dinâmico também foi investigada em outras configurações
experimentais, como por exemplo, em meios estruturados.64

O tipo mais comum de onda química são as ondas viajantes. As ondas viajantes
tipicamente propagam com uma velocidade constante, convertendo reagentes que se encontram
à sua frente em produtos, os quais, por sua vez, são deixados para trás.10 Esta forma de propa-
gação é comum em muitas reações oscilatórias e autocatalíticas, além de ocorrer em diversos
outros processos dinâmicos naturais, como a expansão de colônias de bactérias, o avanço de
regiões de corrosão e a disseminação de doenças infecciosas.3 Diversas investigações teóri-
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cas foram conduzidas com modelos simples de reação-difusão com autocatálise de segunda e
terceira ordem, e os resultados mostram a possibilidade de formação desse tipo de onda.65, 66

Além dos estudos teóricos, as ondas viajantes foram experimentalmente estudadas através das
reações de ácido arsenioso-iodato,67 clorito e sulfito,68 ferroína e bromato,69 e de Fe(II) e ácido
nítrico.70

Figura 3: Ondas concêntricas
da reação BZ em diferentes
tempos. Imagem retirada de:
Miyazaki, Jun. Pattern Formati-
ons and Oscillatory Phenomena:
2. Belousov–Zhabotinsky Reac-
tion. Elsevier Inc. Chapters,
2013.

Ondas químicas mais complexas do que as
ondas viajantes podem emergir em sistemas oscilatórios ou
excitáveis.4, 71 Primeiramente, um sistema é considerado
excitável quando apresenta um estado estacionário estável
que, quando fracamente perturbado, retorna rapidamente ao
seu estado inicial; no entanto, quando é fortemente pertur-
bado, ou seja, em uma situação em que a perturbação ultra-
passa um determinado limite, as perturbações crescem an-
tes do sistema relaxar para o seu estado inicial.4, 71 Portanto,
quando um sistema excitável é fortemente perturbado local-
mente, ocorre a criação de um pulso que se propaga pelo
meio, originando as ondas de pulso.72 Essa perturbação, que
inicia a propagação da onda, pode ser feita fisicamente, al-
terando localmente algumas propriedades da reação, como
concentração, pH e temperatura, mas também pode ocor-
rer por meio de flutuações experimentais locais ou pela pre-
sença de heterogeneidades, como partículas de poeira, co-
nhecidas como "pacemakers" ou sítios catalíticos.10 Assim,
a perturbação local pode provocar a formação de vários pul-
sos consecutivos, dando origem a um padrão de anéis con-
cêntricos, também conhecidos como padrões em formato de
alvo. Veja um exemplo na Figura 3.3 Além disso, a que-
bra mecânica (com o uso de uma pipeta, por exemplo) ou
através de outros recursos desses padrões químicos, pode
formar ondas com o formato de espirais. Diversos estudos
teóricos e experimentais foram conduzidos para caracteri-
zar o comportamento complexo das ondas espirais.73 Entre
os principais resultados, destaca-se a constatação de que as
pontas internas das ondas espirais não são estáticas e per-
correm trajetórias com diferentes formatos, dependendo das
características do meio.74–76 Esta classe de ondas é facil-
mente observada nas reações BZ.

Um notável conjunto de ondas químicas
pode ser encontrado a partir da reação BZ em um meio
estruturado, composto por microemulsões reversas.64 Este
sistema foi denominado BZ-AOT e contém uma mistura de

água, octano, reagentes da reação BZ e o surfactante bis(2-etilhexil)sulfosuccinato de sódio, co-
nhecido como AOT.64, 77 Nas devidas proporções, essa mistura forma microemulsões esféricas,
ou seja, gotas aquosas contendo os reagentes da reação BZ, cercadas por uma monocamada de
AOT, dispersas em octano. Nessa configuração, as gotas se tornam microreatores onde a reação
oscilatória BZ ocorre. Além disso, pode haver comunicação entre esses microssistemas tanto
por meio de difusão através da fase oleosa (há a formação de intermediários de baixa polari-
dade, por exemplo, Br2 e BrO·

2, que podem difundir no meio externo apolar), quanto por meio
de troca de massa durante colisões/fusão/fissão de gotas.77 A partir desse meio estruturado,
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observou-se a emergência de antiespirais,78 i.e„ ondas que se propagam em direção ao centro
das espirais, o oposto do que é observado em espirais em solução aquosa; ondas planas79 e es-
pirais80 segmentadas, i.e., ondas que se quebram transversalmente em relação à sua direção de
propagação em fragmentos que se movem de forma coerente, e ondas aceleradas,77 i.e., ondas
que aceleram antes da colisão e se propagam em ângulos retos depois da colisão, ao invés de se
aniquilarem. Este elegante sistema proporcionou a descoberta de outros fenômenos dinâmicos,
como por exemplo a formação de padrões de Turing na reação BZ em um sistema fechado.77

1.5 Padrões de Turing
Historicamente, o campo de estudos sobre a formação de padrões auto-organizados

em sistemas químicos foi iniciado pelo matemático britânico Alan M. Turing com a publica-
ção do trabalho “The chemical basis of morphogenesis” em 1952.81, 82 Nesse importante artigo,
Turing propõe um modelo matemático simples para descrever a morfogênese, i.e., o fenômeno
espontâneo de quebra de simetria e diferenciação de um sistema inicialmente homogêneo (como
um embrião), resultando em um sistema organizado e heterogeneamente estruturado.83 Turing
mostrou, através de uma análise matemática, que a interação entre difusão molecular e reações
químicas, i.e., o modelo de reação-difusão, pode dar origem a um estado estacionário espa-
cialmente uniforme que é simultaneamente estável às perturbações homogêneas e instável às
perturbações heterogêneas.81 Sob essa forma de instabilidade, o sistema pode produzir padrões
estacionários no tempo e periódicos no espaço, conhecidos como padrões de Turing.4 Essas es-
truturas espaciais, que geralmente apresentam o formato de listras (“stripes”) e pontos (“spots”)
e possuem comprimento de onda intrínseco que depende apenas da cinética da reação e do
processo de transporte, emergem quando condições específicas são satisfeitas.

Turing determinou a partir da análise de estabilidade linear do modelo de reação-
difusão que o surgimento de padrões estacionários requer um sistema químico com caracterís-
ticas específicas em relação ao mecanismo reacional e ao processo difusivo.81 Essas condições
foram formalizadas posteriormente por Alfred Gierer e Hans Meinhardt em 1972, tornando o
trabalho de Turing mais popular.84 A primeira condição para a formação de padrões é que o
mecanismo reacional deve ser composto por uma espécie química chamada de ativador (u), i.e.,
uma espécie que estimule o aumento da velocidade da sua própria produção (usualmente de
forma autocatalítica), e por uma espécie química chamada de inibidor (v), i.e., uma espécie que
limite a produção do ativador. A segunda condição necessária é que o inibidor deve difundir
mais rapidamente do que o ativador, ou seja,81, 84

Dv/Du > 1. (3)

Onde, Du e Dv são os coeficientes de difusão de u e v, respectivamente. Esta
última condição é difícil de ser satisfeita experimentalmente, uma vez que em soluções aquo-
sas moléculas pequenas e íons compartilham coeficientes de difusão similares, com ordem de
grandeza em torno de 10−5cm2s−1.4, 85 Devido a esse fato, passaram quase 40 anos após a publi-
cação do trabalho de Turing para a primeira constatação experimental da formação de padrões
químicos estacionários através da reação clorito-iodeto-ácido malônico (CIMA).

A primeira observação experimental de padrões de Turing em um sistema quí-
mico foi realizada por pesquisadores da Universidade de Bordeaux em 1990.86 A descoberta
acidental ocorreu em meio a investigações da dinâmica espaço-temporal da reação CIMA em
sistemas de fluxo contínuo. Castets et al. utilizaram um reator sem agitação e continuamente
alimentado (CFUR), que consistia de um hidrogel de poliacrilamida com suas pontas em contato
com reservatórios de reagentes químicos da reação considerada. O reator com esta configuração
elimina qualquer tipo de efeito convectivo associado ao fluxo dos reagentes nos reservatórios
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e possibilita a formação de padrões espaço-temporais estáveis por longos períodos de tempo,
como já havia sido mostrado anteriormente.87 Contudo, a fim de melhorar a visualização da di-
nâmica da reação CIMA, Castets et al. utilizaram amido como indicador. Essa escolha fortuita
possibilitou a observação de padrões periódicos que permaneceram estacionários por um longo
período. Imediatamente, os pesquisadores reconheceram que as estruturas formadas tratavam-
se de padrões de Turing.86

A razão para a formação dos padrões de Turing no sistema descrito acima pode
ser entendida analisando a química da reação CIMA, que pode ser resumida através de três
etapas gerais e suas correspondentes leis de velocidade:88, 89

Etapa 1: MA + I2 −−→ IMA + I– + H+

r1 = k1a[MA][I2]/(k1b + [I2])

Etapa 2: ClO2 + I– −−→ ClO2
– + 1

2 I2

r2 = k2[ClO2][I
−]

Etapa 3: ClO2
– + 4 I– + 4 H+ −−→ Cl– + 2 I2 + 2 H2O

r3 = k3a[ClO
−
2 ][I

−][H+] + k3b[ClO
−
2 ][I

−][I2]/(α + [I−]2)

Nas reações acima, MA é o ácido malônico, IMA é o ácido iodomalônico, i.e.,
CHI(COOH)2. A etapa 1 resume a reação entre ácido malônico e iodo, produzindo o íon iodeto.
A etapa 2 representa a redução do dióxido de cloro pelo iodeto, produzindo íons clorito. E a
etapa 3 compreende um complexo processo de feedback que é crucial para a dinâmica da reação
CIMA e que pode ser melhor compreendida através da lei de velocidade. É possível perceber
por meio de r3 que altas concentrações de iodeto inibem a sua própria destruição e estimulam
indiretamente a sua própria produção, em outras palavras, o iodeto atua como uma especie
auto-inibidora. Repare que, como o efeito da auto-inibição estimula a produção de iodeto, essa
espécie química atua como um ativador.4, 10, 85, 89 Também é possível perceber que o íon clorito
consome íons iodeto, e devido a isso atua como inibidor da reação. Notavelmente, a reação
CIMA satisfaz um dos critérios para a formação dos padrões de Turing, ou seja, ela apresenta
um mecanismo de ativação-inibição.

Embora o mecanismo de ativação-inibição da reação CIMA sugira que ela pode
exibir comportamento espaço-temporal complexo, em princípio ela não pode gerar padrões de
Turing pois os coeficientes de difusão dos íons iodeto e clorito são bastante similares. Contudo,
a adição de amido (S) no meio reacional reduz efetivamente a difusão do ativador. As moléculas
de amido são grandes e apresentam um coeficiente de difusão muito baixo. Quando elas estão
presentes no sistema CIMA, os íons iodeto se ligam reversivelmente às moléculas de amido,
formando o íon complexo triiodeto SI−3 , o qual em altas concentrações tem uma cor azulada:10

I– + I2 + S −−⇀↽−− SI3
–

Quando o iodeto está complexado com S, a sua mobilidade reduz significativa-
mente, de tal forma que ele passa a difundir muito mais lentamente que o inibidor, satisfa-
zendo então a segunda condição de Turing e possibilitando a formação de padrões estacioná-
rios. Desde a sua descoberta, a reação CIMA, ou a sua variante que é mais utilizada, a reação
CDIMA,88 são sistemas químicos modelos para o estudo de padrões de Turing. A Figura 4
mostra os padrões de Turing na reação CDIMA.
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Figura 4: Padrões de Turing na re-
ação CDIMA. Diâmetro igual a 2,5
cm.

Uma ferramenta muito conveniente para
o controle da formação de padrões de Turing é a fotos-
sensibilidade da reação CDIMA à luz visível (branca)
de intensidade intermediária.90 Estudos mostraram que
a iluminação da reação CDIMA suprime oscilações
temporais e os padrões de Turing. De fato, a incidên-
cia de luz na reação CDIMA com a presença do agente
complexante, como amido ou PVA, desloca significati-
vamente a concentração do estado estacionário original
nas áreas iluminadas, aniquilando padrões de Turing já
existentes e inibindo a formação de novos padrões. Este
efeito pode ser entendido a partir do mecanismo reaci-
onal. Constatou-se que a luz visível provoca a foto-
dissociação do iodo molecular em iodo atômico. Estas
espécies, por sua vez, iniciam a redução do dióxido de
cloro em clorito e a oxidação dos íons iodeto em iodo
molecular, como representado abaixo:90

I2 + h ν −−→ 2 I

I + H2O −−→ I ·H2O

I ·H2O + ClO2 −−→ ClO2
– + H+ + HOI

HOI + H+ + I– −−⇀↽−− I2 + H2O

De tal modo que o processo global é:

h ν + 2 ClO2 + 2 I– −−→ I2 + 2 ClO2
–

Em suma, a luz visível estimula a produção do inibidor e provoca a remoção do
ativador, criando um efeito inibitório. Além da luz visível, estudos também demonstraram que
a luz ultra-violeta (UV) interfere na cinética da reação CDIMA através da decomposição do
dióxido de cloro.91

Considerando os efeitos da iluminação na reação CDIMA, a luz visível foi usada
como parâmetro de controle em investigações sobre o comportamento dos padrões de Turing
sob perturbação temporal e espacial, e em estudos de motivação biológica como recrescimento
de padrões e crescimento do domínio reacional. Entre os principais resultados, verificou-se
que a iluminação periódica no tempo, feita a partir de ondas quadradas com frequência igual à
frequência das oscilações da reação CDIMA em um sistema com agitação, elimina os padrões
de Turing mais rapidamente do que a iluminação constante.92, 93 Observou-se que a perturbação
espacial periódica com hexágonos, listras e quadrados, a partir da utilização de máscarasc, força
o sistema a se organizar de forma altamente estruturada e sem defeitos, de tal modo que os pa-
drões resultantes dependem diretamente do comprimento de onda da perturbação espacial.94, 95

Além disso, também constatou-se que a perturbação periódica espacial com comprimentos de
onda maiores do que o comprimento de onda do padrão natural pode dar origem a estruturas
altamente simétricas e que possuem periodicidade de longo alcance, conhecidas como super-
redes ("superlattices").96–99

cAs máscaras podem ser entendidas como figuras em preto e branco que são projetadas no meio reacional.
Desta forma, as áreas em branco suprimem os padrões de Turing, ao passo que, na áreas em preto os padrões se
formam.
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O sistema CDIMA foi utilizado para modelar os efeitos de fenômenos bioló-
gicos na formação de padrões. Um desses estudos analisou a dinâmica da reemergência dos
padrões de Turing depois de serem suprimidos com luz visível. Notou-se que a saturação e a
força da perturbação, i.e., intensidade da luz, provocam o recrescimento de padrões com dife-
rentes estruturas.100 Outra investigação de alta relevância estudou os efeitos do crescimento do
domínio reacional na formação de padrões de Turing.101–109 Investigações teóricas mostraram
que o processo de crescimento pode aumentar a região do espaço de parâmetros em que os
padrões de Turing podem se formar e também possibilitam a formação de padrões estacioná-
rios em situações em que as condições de Turing não são satisfeitas.105–109 Através de outros
estudos experimentais e teóricos, constatou-se que as taxas de crescimento, geometria do do-
mínio reacional, e a presença de obstáculos ou descontinuidades podem desempenhar um papel
muito importante no processo de formação de padrões, levando à emergência de estruturas com
diferentes orientações e morfologias.101–104

Apesar de a reação CDIMA ser o modelo para a construção de sistemas de
reação-difusão no estudo de padrões de Turing, existem outros sistemas químicos nos quais
essas estruturas podem ser formadas. O desenvolvimento de procedimentos sistemáticos para
a descoberta de novos sistemas químicos homogêneos onde padrões de Turing possam emer-
gir, de forma semelhante ao que foi proposto para encontrar reações oscilatórias, foi proposto
e possibilitou a observação da formação de padrões estacionários nas reações de iodato-sulfito-
tiossulfato110 e bromato-sulfito-cianato de ferro,111 além de padrões de pH.112–115 Os padrões
de Turing também foram observados no sistema BZ-AOT, como mencionado na seção anterior.
Interessantemente, experimentos com arranjos em 1D e 2D de gotas de BZ-AOT, confinadas em
capilares e placas de vidro (i.e., arranjo discreto de células químicas), também possibilitaram a
observação de estados de Turing e confirmaram a teoria da morfogênese proposta em 1952.77, 116

1.6 Objetivos

No visionário livro “What is life? The physical aspect of the living cell.”,117

publicado em 1944, Erwin Schrödinger inicia sua discussão com a seguinte questão: “Como
podem os eventos no espaço e no tempo que ocorrem dentro dos limites espaciais de um orga-
nismo vivo ser explicados pela física e pela química?”d. Esta importante indagação demonstra a
preocupação do físico austríaco com a complexidade da descrição de eventos associados à vida
por meio de leis fundamentais, indicando que a explicação destes fenômenos naturais deve ser
interdisciplinar, mediada por processos físicos e químicos acoplados. Partindo desta reflexão
e considerando que a matéria viva é dinâmica, apta à adaptação e longe do equilíbrio termodi-
nâmico, o objetivo desta tese de doutorado é investigar, através do acoplamento de processos
físicos e reações químicas auto-organizadas com mecanismos reacionais bem conhecidos, os
processos da morfogênese e formação de padrões em condições de relevância ou motivação
biológica. Isso foi feito por meio de quatro trabalhos, que buscaram: i) analisar experimental
e teoricamente a emergência de padrões de Turing em um sistema que cresce como uma es-
piral; ii) avaliar os efeitos da perturbação da onda de Faraday na dinâmica da reação BZ e a
possibilidade da utilização do arranjo experimental proposto na determinação de frequências
acústicas; iii) desenvolver um procedimento experimental viável para obtenção de padrões de
Turing em um sistema fechado e investigar a formação destes padrões em regimes próximos do
equilíbrio; e iv) propor um modelo teórico para auxiliar a elucidar o mecanismo físico-químico
da morfogênese em células químicas sintéticas.

Assim sendo, esta tese expõe, nos capítulos 2 e 3, a base teórica fundamental para

d"How can the events in space and time which take place within the spatial boundary of a living organism be
accounted for by physics and chemistry?"
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o desenvolvimento da pesquisa realizada. Em seguida, os trabalhos i, ii, iii e iv são apresentados
nos capítulos 4, 5, 6 e 7, respectivamente. No capítulo 8, realiza-se uma conclusão geral do
trabalho, e no capítulo 9, algumas perspectivas são discutidas.
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2 Equações de balanço de massa para soluções reativas ideais
e reais

No capítulo anterior nós mostramos que reações químicas que apresentam etapas
reacionais de feedback positivo e negativo podem evoluir espontaneamente para estados estaci-
onários organizados em condições afastadas do equilíbrio termodinâmico, formando estruturas
dissipativas.6, 118 Também enfatizamos através de exemplos que tais estruturas podem emergir
em sistemas homogêneos e heterogêneos, i.e., sistemas com mais de uma fase. Do ponto de
vista teórico, a descrição da dinâmica espaço-temporal de reações químicas nestes dois cená-
rios requer modelos físico-químicos diferentes. Desta forma, e considerando que este trabalho
de doutorado abordou problemas de auto-organização em sistemas homogêneos e heterogêneos,
este capítulo tem como objetivo apresentar, a partir da base teórica da termodinâmica de não
equilíbrio, as equações de balanço de massa para soluções reativas ideais e reais. Assim sendo,
na seção 2.1 obtemos uma equação geral para o balanço de massa de uma mistura binária,
incompressível, isotérmica e que pode reagir quimicamente. Nas seções 2.2 e 2.3 utilizamos a
equação geral para determinar as equações de reação-difusão e Cahn-Hilliard para soluções ide-
ais e reais, respectivamente. Na seção 2.4 avaliamos as diferenças do processo de transporte de
massa descrito pelas equações obtidas nas seções anteriores, a partir da analise da estabilidade
do estado de equilíbrio homogêneo e simulações. Por final, na seção 2.5 discutimos a possibili-
dade de utilizar as equações de reação-difusão e Cahn-Hilliard para descrever a emergência de
estruturas dissipativas.

Este capítulo é baseado no artigo: Silva-Dias, Leonardo. Continuous theory of
phase separation:The Cahn-Hilliard equation. Revista Brasileira de Ensino de Física (Online),
v. 45, p. e20230280, 2023.119
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2.1 Equação de balanço geral
Nesta seção iremos determinar uma equação de balanço de massa geral para uma

mistura binária de fluidos que podem reagir quimicamente.
Considere uma mistura binária, formada pelos componentes A e B, incompres-

sível e que pode reagir quimicamente. Também assuma que o sistema é isotérmico, fechado e
que νA = νB = ν, onde ν é o volume molecular. Nessa situação, V é o volume total do sistema
e as concentrações dos componentes obedecem cA + cB = C, C ∈ R+, e, consequentemente,
∂cA/∂t = −∂cB/∂t. A conservação de massa de A e B pode ser descrita pelas equações de
balanço abaixo:18, 119, 120

∂cA
∂t

= s−∇ · JA, (4)

∂cB
∂t

= −s−∇ · JB. (5)

Nas Eqs. (4) e (5), s representa os processos reacionais homogêneos locais,
definidos através da lei de ação de massas, e JA,B são os termos de fluxo. Repare que tais
equações podem ser obtidas para quantidades físicas genéricas, veja o Apêndice A para mais
detalhes. Nestas equações, os fluxos dos componentes químicos são compostos por um termo
advectivo e um termo difusivo, i.e., JA = vcA + j e JB = vcB − j, onde v é a velocidade do
fluxo que obedece a condição de incompressibilidade, i.e., ∇·v = 0.119, 120 Vamos nos restringir
à situação em que o plano de referência apresenta v = 0, ou seja, condição que representa um
sistema composto por partículas com momento igual à zero.18, 119–121 A partir disso, somos
capazes de reescrever a equação de balanço de A, por exemplo, da seguinte forma,

∂c

∂t
= s−∇ · j. (6)

Note que na Eq. (6) utilizamos c = cA por simplicidade. No regime linear, i.e.,
próximo do equilíbrio, os fluxos são funções lineares de forças termodinâmicas, de tal modo
que para este problema j = −Λ∇µ̄ e s = −Λrµ̄.120 Nestas expressões, µ̄ = µA − µB é o
potencial químico de troca, e Λ e Λr são os coeficientes de Onsager, que devem ser positivos
para garantir que a segunda lei da termodinâmica seja satisfeita (dS/dt > 0).18, 119, 121–124 O
Apêndice B descreve como a forma explícita dos fluxos j e s são determinados. Portanto, nós
podemos escrever uma equação de balanço geral de massa para soluções que reagem quimica-
mente, nas condições definidas anteriormente, utilizando a relações dos fluxos na Eq. (6). Este
procedimento resulta em:

∂c

∂t
= s+∇ · (Λ(c)∇µ̄(c)). (7)

Note que, na Eq. (7) o termo s é mantido na sua forma original e não é dado por
meio do potencial químico, como destacado no parágrafo anterior. Isso é feito pois é possível
mostrar que o fluxo reacional s = −Λrµ vale apenas quando a reação química está muito
próxima do equilíbrio termodinâmico. Caso contrario, s continua sendo descrito através da lei
de ação das massas.124

Como foi descrito na introdução deste capítulo, o objetivo principal é obter equa-
ções de balanço de massa para soluções quimicamente reativas ideais e reais. Para atingir este
objetivo basta determinar explicitamente o fluxo j, ou mais diretamente, o potencial químico de
troca, µ̄, para os casos em que o sistema é composto por fluidos ideais e reais. Faremos isso
separadamente nas próximas duas seções.
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2.2 Equação de reação-difusão
Nesta seção vamos obter a equação de balanço de massa para um sistema for-

mado por fluidos ideais. Iremos verificar que as equação resultante é a equação de reação-
difusão.

Suponha inicialmente que o sistema descrito na seção 2.1 é composto por fluidos
que se comportam de forma ideal. Nessa situação, o potencial de interação entre pares é igual
a zero, i.e., V (|ri − rj|) = 0, de tal forma que o Hamiltoniano do sistema físico é composto
apenas por termos de energia cinética. O modelo resultante representa um sistema formado por
partículas sem estrutura interna, que se comportam como esferas rígidas e a única forma de
interação é através de colisões.125 Tal aproximação é válida para soluções líquidas e gasosas
diluídas.18, 120

Assim sendo, partindo do Hamiltoniano descrito acima, podemos verificar que
a energia livre de Helmholtz (F ) de um sistema composto por dois fluidos ideais A e B, com
(NA, NB, V, T ) constantes é dada por125, 126

F = FA + FB, (8)

onde,

Fk = −kBTNk

[
1 + ln

V

Nk

+
3

2
lnT − ln

((
h2

2πmkB

)3/2
)]

, k = A,B. (9)

Repare que na Eq. (9), kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura, Nk é o
número de partículas de A e B, V é o volume do sistema, h é a contante de Planck em é a massa
das partículas. A partir dessa equação, o potencial químico pode ser escrito como17, 125, 127, 128

µA =
∂F

∂NA

∣∣∣∣
T,V,NB

= µ0 + kBT ln cA & µB =
∂F

∂NB

∣∣∣∣
T,V,NA

= µ0 + kBT ln cB (10)

onde µ0 é dado por,

µ0 = −kBT

[
1 + 2 lnV +

3

2
lnT − ln

((
h2

2πmkB

)3/2
)]

. (11)

Vale ressaltar que para se determinar µA,B, nós utilizamos cA,B = NA,B/V . Uma
vez que sabemos o potencial químico de um sistema ideal, somos capazes de calcular o potencial
químico de troca, µ̄, e, consequentemente, determinar explicitamente as equações de balanço de
massa. Assim sendo, utilizando os resultados anteriores e assumindo que Λ(c) = Λ0c, obtemos
a equação de reação-difusão:

∂c

∂t
= s+D∇2c. (12)

Na Eq. (12), D é o coeficiente de difusão. O Apêndice C apresenta de forma
detalhada a obtenção do fluxo de massa.

Concluímos nesta seção que a dinâmica espaço-temporal de um sistema formado
por fluidos ideais que podem reagir quimicamente é descrita por equações de reação-difusão.
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2.3 Equação de Cahn-Hilliard
Nesta seção iremos obter a equação de balanço para um sistema formado por

fluidos reais. Verificaremos que a equação que descreve a dinâmica espaço-temporal dessas
soluções é a equação de Cahn-Hilliard.

De forma similar ao que fizemos anteriormente, vamos assumir inicialmente que
o sistema descrito na seção 2.1 é formado por fluidos que se comportam de forma real. Diferen-
temente do que foi argumentado na seção 2.2, aqui as partículas apresentam estrutura interna,
de tal forma que o potencial de interação entre pares é diferente de zero, i.e., V (|ri − rj|) ̸= 0.
Ou seja, as interações energéticas partícula-partícula são contabilizadas no Hamiltoniano do
problema.

Baseado nestas considerações, podemos construir um Hamiltoniano do tipo Ising,
supondo que o sistema pode ser discretizado em uma rede com sítios fixos, e determinar a den-
sidade de energia livre f(c) da mistura a partir de uma aproximação de campo médio que é dada
da seguinte forma:119, 120, 129

f(cA, cB) = kBT [cA ln(νcA) + cB ln(νcB) + χcAcB] . (13)

Na equação acima, χ é o parâmetro de interação energético, também conhecido
como parâmetro de interação de Flory–Huggins.119, 120, 130, 131 Iremos utilizar a condição de con-
servação, i.e., cA + cB = 1, para reescrever a Eq. (13) como

f(c) = kBT [c ln(νc) + (1− c) ln(ν(1− c)) + χc(1− c)] , (14)

e, por simplicidade, continuamos utilizado c = cA. No caso de misturas reais, as
interações energéticas podem induzir um processo de separação do sistema em mais de uma fase
(isso será discutido na seção 2.4), atingindo então um estado de equilíbrio heterogêneo. Devido
a isso, para representar a formação de estruturas de longo alcance, como por exemplo gotas, a
energia livre total do sistema deve conter contribuições energéticas relacionadas à formação de
interfaces internas.119, 120, 132 Desta forma, podemos expressar a energia livre total na forma de
um funcional, como apresentado abaixo:119, 120, 132

F [c] =

∫
dV
[
f(c) +

κ

2
|∇c|2

]
. (15)

Nesta última equação, κ > 0 é associado à tensão superficial e largura da in-
terface, e o termo |∇c|2 representa o gradiente de energia relacionado à formação de interfa-
ces.119, 120, 132

A partir da Eq. (15), podemos calcular o potencial químico de troca da seguinte
forma

µ̄ =
δF [c]

δc

∣∣∣∣
T,V

(16)

onde, δ
δx

= ∂
∂x

− ∇ · ∂
∂∇x

é a derivada funcional,133–135 e com isso seríamos
capazes de determinar a equação de balanço. Contudo, é conveniente e uma prática comum
substituir f(c) na Eq. (15) por um polinômio de quarta ordem que mantém a forma de um
potencial de poço duplo ("double-well potential"), do tipo

f(c) = − b
2
(c− cc)

2 +
a

4
(c− cc)

4. (17)
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Acima, a e b são parâmetros relacionados às contribuições energéticas e entró-
picas do sistema.119, 120 A Eq. (17) foi obtida expandindo a Eq. (14) em torno de uma concen-
tração crítica (cc) e assumindo, por simplicidade, que os termos de primeira e terceira ordem
da expansão são iguais a zero.119 Este procedimento é apenas uma manipulação matemática
feita para evitar divergências na integração numérica da equação de balanço resultante. É fácil
notar que o Laplaciano da Eq. (14) contém termos que podem levar à problemas de singula-
ridade.119 Vale ressaltar que a substituição da Eq. (17) na Eq. (15) gera a energia livre de
Landau-Ginzburg.119, 120, 136

Agora, calculando o potencial químico de troca através da Eq. (16) e substituindo
essa expressão na Eq. (7), resulta na equação de Cahn-Hilliard:132

∂c

∂t
= s+M∇2(−b(c− cc) + a(c− cc)

3 + κ∇2c) (18)

onde Eq. (18), M é o coeficiente de mobilidade.119, 120

Concluímos nesta seção que a dinâmica espaço-temporal de um sistema formado
por fluidos reais que podem reagir quimicamente é descrita pela equação de Cahn-Hilliard.

2.4 O processo de transporte na ausência de reações químicas
Nas seções 2.2 e 2.3, nós mostramos que a dinâmica espaço-temporal de soluções

reativas ideais e reais é descrita pela equação de reação-difusão e equação de Cahn-Hilliard,
respectivamente. Entretanto, nós não destacamos os fenômenos que podem ser representados
por elas. A partir de uma análise direta, podemos perceber que as Eqs. (12) e (18) compartilham
o mesmo termo s para as reações químicas, contudo diferem significativamente nos termos de
transporte. Logo, nesta seção iremos focar apenas nos processos de transporte descritos por cada
uma dessas equações, assumindo então que s = 0, i.e., na ausência de reações químicas. Este
último termo será incluído na seção 2.5 e as consequências da sua presença serão analisadas.
142,857

A B

c

Figura 5: Densidade da energia livre em função da concentração química. A) Sistema
formado por dois fluidos ideais. Neste caso, f(c), i.e., Eq. (8), sempre será uma função convexa.
B) Sistema formado por dois fluidos reais. Para χ > χc = 2, a Eq. (14) passa a ter um máximo
local.

Vamos iniciar essa discussão a partir da análise das características físicas dos
potenciais termodinâmicos, dados pelas Eqs. (8) e (14), em termos da estabilidade do estado de
equilíbrio do sistema homogêneo. Por definição, um estado de equilíbrio é estável se ele cor-
responde à um mínimo de energia.17 Em outras palavras, a condição de estabilidade requer que
a energia livre seja uma função localmente convexa. Esse critério pode ser matematicamente
escrito através da segunda derivada de f(c) (assumindo que f é uma função contínua e suave),
i.e., d2f/dc2 > 0.119, 120, 137
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Partindo da definição anterior, vamos analisar as densidades de energia livre
(f = F/V ) em função da concentração para misturas de fluidos ideais e reais, apresentadas
nas Figuras 5A e 5B, respectivamente. Podemos notar através da Figura 5A que para qualquer
condição que o sistema seja imposto, e.g., diferentes condições de temperatura, f(c) sempre
será uma função convexa, ou seja, d2f/dc2 > 0, indicando que o estado de equilíbrio homogê-
neo é sempre estável. Isto está associado ao fato de que este modelo é composto por partículas
não interagentes, de modo que a energia livre é apenas constituída por termos entrópicos.119

Em conclusão, misturas de fluidos ideais não se separam. Logo, a equação de difusão irá des-
crever um processo de suavização/minimização de qualquer flutuação local na composição do
sistema.18

Por outro lado, podemos ver através da Figura 5B que quando o parâmetro de
interação energética χ é menor que um valor crítico, χc, a energia livre é sempre uma função
convexa.119, 120 Contudo, quando χ é maior que o parâmetro crítico, observamos a formação
de um potencial de poço duplo. Nesta situação, o estado homogêneo é instável para valores
de concentração química onde o máximo local se encontra, caracterizado por d2f/dc2 < 0.
Portanto, para minimizar a energia do estado de equilíbrio o sistema se separa espontaneamente
em duas fases, gerando então um estado heterogêneo.119, 120
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Instável

 Nucleação e crescimento

Figura 6: Densidade da energia livre de um
sistema formado por dois fluidos reais com
χ > χc. O gráfico indica regiões de estabili-
dade, metaestabilidade e instabilidade.

Vale analisar em detalhe a Eq.
(14) com χ > χc. Nestas condições, nós
podemos dividir a energia livre em duas re-
giões: (1) o gap de miscibilidade, i.e., quando
c1 < c < c2, onde o sistema minimiza a ener-
gia separando em duas fases; (2) as regiões
estáveis, i.e., c < c1 e c > c2, onde o es-
tado homogêneo é mantido, veja a Figura 6.
Nós também podemos categorizar dois domí-
nios diferentes dentro do gap de miscibilidade
seguindo as características do estado de equi-
líbrio, i.e., os domínios instável e metaestá-
vel. Essas regiões são separadas por pontos
de inflexão. Para composições na região ins-
tável, o sistema se separa espontaneamente na
presença de pequenas flutuações, através de
um mecanismo conhecido como decomposi-
ção espinodal. Por outro lado, o domínio me-
taestável é localmente estável para pequenas
flutuações na composição, i.e., o sistema não

se separa espontaneamente. Contudo, a presença de grandes flutuações induz separação, que
ocorre através de um mecanismo conhecido como nucleação e crescimento.119, 120, 137

As conclusões obtidas a partir da análise das energias livres dos sistemas consi-
derados podem ser confirmadas através da simulação das equações de difusão e Cahn-Hilliard,
como mostrado na Figura 7A e 7B. Podemos perceber a partir da Figura 7A, que as pertur-
bações locais no instante inicial são suavizadas pela difusão, de tal maneira que o estado de
equilíbrio é homogêneo. Já na Figura 7B, as altas interações energéticas entre os mesmos com-
ponentes químicos induz a decomposição espinodal, em que o sistema se separa em duas fases
distintas e atinge um estado de equilíbrio heterogêneo. Lembramos que após a decomposição
espinodal, as gotas formadas tendem a se combinar com suas vizinhas, gerando estruturas mai-
ores. Na ausência de flutuações térmicas, esse processo é conhecido como amadurecimento de
Ostwald.138 De maneira geral, isto é causado devido à diferença de pressão de Laplace entre
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gotas de diferente tamanhos e ocorre a fim de minimizar a energia do sistema.119, 120, 137

x

y

A B
c c

tempo

Figura 7: Simulação numérica das equações de difusão e Cahn-Hilliard. A) À esquerda,
estados inicial e final da simulação numérica da equação de difusão. B) À direita, estados
inicial e final da simulação numérica da equação de Cahn-Hilliard.

2.5 Estruturas dissipativas
Na seção 2.4 apontamos que as Eqs. (12) e (18) descrevem os processos irrever-

síveis de difusão e separação de fases próximos do equilíbrio termodinâmico, na ausência de
transformações químicas. Aqui vamos mostrar que os modelos obtidos anteriormente podem
descrever a formação de estruturas dissipativas, i.e., estados dinâmicos organizados, quando
certas reações químicas ocorrem simultaneamente com transporte de massa.

Para processos próximos do equilíbrio termodinâmico, a hipótese de equilíbrio
local é válida e os fluxos são funções lineares de forças termodinâmicas. As flutuações lo-
cais neste regime são minimizadas pelos processos irreversíveis, de tal forma que o sistema
evolui para um estado de equilíbrio estável.18 Contudo, a presença de reações químicas e flu-
xos contínuos de energia/matéria através das fronteiras podem fazer com que o sistema perca
sua estabilidade e evolua para estados estacionários organizados, conhecidos como estruturas
dissipativas.6, 18, 118 Tais estruturas apenas se formam em condições afastadas do equilíbrio ter-
modinâmico, onde as relações lineares entre fluxos e forças termodinâmicas não são válidas
e a presença de processos dissipativos, e.g., reações de autocatálise, amplificam flutuações lo-
cais gerando ordem em larga escala.6, 18, 118 Alguns exemplos destas estruturas são oscilações
temporais, ondas químicas, caos, e padrões de Turing.

Podemos então fazer uso das equações de reação-difusão e de Cahn-Hilliard para
descrever a formação estruturas dissipativas. Abaixo são apresentados dois exemplos:

• Padrões de Turing
A partir de equações de reação-difusão somos capazes de representar a dinâmica espaço-
temporal da reação CDIMA através do modelo de Lengyel-Epstein:89
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∂u

∂t
= a− u− 4uv

1 + u2
+∇2u (19)

∂v

∂t
= σ

[
b

(
u− uv

1 + u2

)
+ d∇2v

]
. (20)

A simulação numérica das Eqs. (19) e (20) resulta na formação de padrões de Turing,
como apresentado na Figura 8. Estes padrões são estacionários no tempo e periódicos no
espaço.81

A CB

x

y

Figura 8: Padrões de Turing obtidos a partir da integração numérica do modelo de
Lengyel-Epstein. Diferentes condições reacionais levam à formação de diferentes padrões:
A) Listras, B) Listras e pontos e C) Pontos.

• Supressão do amadurecimento de Ostwald
Considere uma solução de fluidos reais formada por dois componentes que possam converter-
se reversivelmente um no outro, da seguinte forma:

F + A
kd−−⇀↽−−
kr

B + S

Na reação química acima, F e S representam a fonte e o sumidouro de reagentes e pro-
dutos, respectivamente, kd é a constante de velocidade da reação direta e kr a constante
de velocidade da reação reversa. Note que se mantermos µF ̸= µS , garantimos que o
sistema está aberto e, consequentemente, fora do equilíbrio.119, 139 Podemos então fazer
uso da equação de Cahn-Hilliard para descrever esse problema. Desta forma, assumindo
que as concentrações de F e S são constantes no espaço e tempo, obtemos119

∂c

∂t
= Kdc+Kr(C − c) +M∇2µ̄. (21)

A simulação desta equação, com os parâmetros adequados, evoluí para um estado em
que o processo de amadurecimento de Ostwald é suprimido, mais especificamente, a
orientação do processo é revertida. Ou seja, as gotas maiores encolhem para formar gotas
menores, resultando num estado estável de gotas monodispersas, como podemos observar
na Figura 9.119, 139, 140
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x

y

tempo c

Figura 9: Supressão do amadurecimento de Ostwald. Resultados obtidos através da integra-
ção numérica da Eq. (21).
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3 Análise de estabilidade linear e bifurcações
No capítulo 1, nós afirmamos que os objetivos principais desta tese compreen-

dem o estudo de processos dinâmicos como oscilações temporais, padrões de Turing e ondas
químicas em diferentes cenários. Para conseguirmos fazer isso, precisamos definir condições
físico-químicas necessárias e suficientes para se observar a formação destas estruturas dissi-
pativas. Considerando este requisito, o objetivo deste capítulo é determinar as condições de
bifurcação de Hopf, Turing e onda através do método de análise de estabilidade linear. Isto será
feito utilizando um sistema genérico de reação-difusão. Repare que o procedimento matemático
não será desenvolvido aqui para a equação de Cahn-Hilliard, apresentada no capítulo 2, porque,
como ficará claro no desenvolvimento deste trabalho, a equação de Cahn-Hilliard foi utilizada
apenas na construção de um sistema químico heterogêneo. Desta forma, na seção 3.1 iremos
desenvolver a parte central do método de análise de estabilidade linear. Em seguida, nas seções
3.2, 3.3 e 3.4 vamos combinar os resultados da seção 3.1 com as condições de bifurcação de
Hopf, Turing e ondas, respectivamente, para obter expressões explicitas (em termos dos parâ-
metros dos modelos físico-químicos) para se observar a emergência de oscilações temporais,
padrões de Turing e ondas químicas. Ainda na seção 3.4, mencionamos a situação em que o
sistema químico pode estar em um estado "excitável" e ondas químicas no formato de pulso
podem emergir.

Este capítulo é baseado no artigo: Silva-Dias, Leonardo. Basic concepts of self-
organized phenomena in chemical systems. Química Nova, v. 44, 646-654, 2021.27
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3.1 Análise de estabilidade linear
A ideia principal da análise de estabilidade linear é utilizar a versão linear corres-

pondente do modelo dinâmico não linear para caracterizar qualitativamente o comportamento
das soluções do problema.10, 141–143 A aproximação linear é feita nas proximidades de um estado
estacionário (EE) e geralmente é válida, pois este procedimento mantém as características mais
importantes da solução do sistema dinâmico não linear na vizinhança do EE, diferenciando
apenas por pequenas distorções. Desta forma, a análise de estabilidade linear nos permite de-
terminar condições algébricas em que diferentes estados dinâmicos podem existir. Ressaltamos
que este método pode falhar em certas situações, mais especificamente quando os autovalores
apresentam parte real igual a zero (para mais detalhes, veja o teorema de Hartman-Grobman).141

Nesta situação, a estabilidade do sistema deve ser avaliada a partir de diferentes estratégias, e.g.,
determinação dos coeficientes de Lyapunov.

O procedimento geral da análise de estabilidade linear segue as seguintes eta-
pas:27, 144, 145

■ Determinação dos EEs do sistema dinâmico homogêneo;

■ Linearização do sistema dinâmico;

■ Solução do sistema de equações lineares, que se configura em um problema de autovalo-
res;

■ Determinação do polinômio característico;

■ Análise dos autovalores;

Exposto isso, podemos seguir as etapas descritas anteriormente e encontrar con-
dições gerais para as bifurcações de interesse. Para isso, considere um sistema dinâmico gené-
rico que pode evoluir no tempo e espaço, dado pela seguinte equação:

∂c
∂t

= s(c; r, t) + D∇2c (22)

Na Eq. (22), c é o vetor das variáveis dependentes, s(c; r, t) é o vetor que repre-
senta as transformações química locais, D é a matriz de coeficientes de difusão, neste caso esta
matriz é diagonal, uma vez que estamos desconsiderando acoplamentos no processo de trans-
porte de massa. Para prosseguir, vamos assumir que c = (cA, cB), de tal modo que a equação
acima pode ser representada pelo seguinte sistema de equações de reação-difusão:

∂cA
∂t

= f(cA, cB; r, t) +DA∇2cA (23)

∂cB
∂t

= g(cA, cB; r, t) +DB∇2cB (24)

Veja que no sistema de Eqs. (23 - 24), f(cA, cB; r, t) e g(cA, cB; r, t) são funções
não lineares. Como discutimos inicialmente, a análise de estabilidade é realizada ao redor de
um EE do sistema dinâmico, definido quando as condições abaixo são satisfeitas,

f(cEE
A , cEE

B ) = 0 & g(cEE
A , cEE

B ) = 0. (25)

Na equação acima, cEE
A e cEE

B representam os valores das variáveis dependentes
no EE. Seguindo, podemos avaliar a evolução de pequenas perturbações, que aqui vamos cha-
mar de (δcA, δcB), na vizinhança dos EE, supondo que a solução das Eqs. (23 - 24) são dadas
da seguinte forma:
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cA = cEE
A + δcA(r, t) (26)

cB = cEE
B + δcB(r, t). (27)

Seguindo o procedimento, vamos agora linearizar as funções f e g em torno de
um EE. Isso será feito a partir de uma expansão destas funções, utilizando a série de Taylor, e
truncando a expansão nos termos de segunda ordem, como apresentado abaixo

f(cA, cB) = f(cEE
A , cEE

B ) + (cA − cEE
A )∂cAf + (cB − cEE

B )∂cBf +O(cA, cB)
2 (28)

g(cA, cB) = g(cEE
A , cEE

B ) + (cA − cES
A )∂cAg + (cB − cEE

B )∂cBg +O(cA, cB)
2. (29)

onde ∂cAf = ∂f
∂cA

∣∣∣
cEE
A ,cEE

B

, ∂cBf = ∂f
∂cB

∣∣∣
cEE
A ,cEE

B

, ∂cAg = ∂g
∂cA

∣∣∣
cEE
A ,cEE

B

e ∂cBg =

∂g
∂cB

∣∣∣
cEE
A ,cEE

B

. Usando então as Eqs. (26 - 27) nas equações acima, somos capazes de reescrever

o sistema de Eqs. (23 - 24) na sua forma linear, que é dado por:

∂δcA
∂t

= δcA∂cAf + δcB∂cBf +DA∇2δcA (30)

∂δcB
∂t

= δcA∂cAg + δcB∂cBg +DB∇2δcB. (31)

As Eqs. (30) e (31) são fundamentais no processo de análise da estabilidade
do sistema. De fato, é o comportamento das suas soluções que oferecerá informações sobre
as soluções da versão não linear do sistema dinâmico. Sabe-se que a solução de sistemas de
equações diferenciais ordinárias lineares é da forma ∝ eλz, onde λ ∈ C e z é uma variável
independente genérica.146 Baseado nestas considerações, podemos utilizar o seguinte ansatz
para as soluções do sistema acima,

δc(r, t) = keλt+iq·r (32)

onde λ é o autovalor, k é o autovetor e q é o número de onda. Se utilizarmos a
Eq. (32) no sistema de equações (30 - 31), tomando r = xi e q = qi, iremos obter um sistema
de equações lineares que pode ser escrito através de uma notação matricial, da seguinte forma:[

∂cAf −DAq
2 − λ ∂cBf

∂cAg ∂cBg −DBq
2 − λ

] [
k1
k2

]
= 0. (33)

Repare que o sistema linear de equações anterior admite soluções não triviais,
i.e., k ̸= 0, se e somente se o sistema é não invertível.27, 135, 146 Em outras palavras essa condição
requer que

Det[M − λI] = 0 (34)

sendo M a seguinte matriz,

M =

[
∂cAf −DAq

2 ∂cBf
∂cAg ∂cBg −DBq

2

]
(35)

.
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Logo, se prosseguirmos com a operação definida na Eq. (34), iremos obter um
polinômio, conhecido como polinômio característico, em termos de λ e dependente de q:

λ2 − Tr[M(q)]λ+Det[M(q)] = 0. (36)

Portanto, basta encontrar os valores de λ e q para termos informações sobre as
soluções do sistema de equações, Eq. (32).

Como argumentamos no início desta seção, estamos interessados em determinar
condições para a emergência de estados de Hopf, Turing e ondas. Agora, isso pode ser feito
utilizando a Eq. (36) e as condições de bifurcação para os estados dinâmicos de interesse. Tal
procedimento será realizado nas próximas seções.

3.2 Bifurcação de Hopf
Nesta seção iremos determinar as condições para a bifurcação de Hopf em um

sistema formado por duas variáveis dependentes.
A bifurcação de Hopf ocorre exatamente quando Re(λ) = 0 e Im(λ) = n, tal

que n ∈ R0.147 Neste caso, vamos considerar a situação em que o sistema não é espacialmente
estendido, ou seja, q = 0. Logo, usando λ = 0 + ni no polinômio característico, Eq. (36),
obtemos as seguintes equações:

inTr[M(q = 0)] = 0 (37)

−n2 +Det[M(q = 0)] = 0 (38)

Veja que para a Eq. (37) ser satisfeita com n diferente de zero, Tr[M(q =
0)] = 0. Repare também que, reorganizando a Eq, (38), temos que n2 = Det[M(q = 0)].
Como n é um número real, o quadrado do seu valor sempre será maior que zero. Portanto,
Det[M(q = 0)] > 0. Dessa forma, a bifurcação de Hopf irá ocorrer quando:

Tr[M(q = 0)] = 0 & Det[M(q = 0)] > 0. (39)

Portanto, as condições acima, Eq. (39), determinam a bifurcação de Hopf.

3.3 Bifurcação de Turing
Nesta seção iremos determinar as condições para a bifurcação de Turing em um

sistema formado por duas variáveis dependentes.
A bifurcação de Turing ocorre quando Re(λ) = 0 e Im(λ) = 0, com q = qT ̸=

0, onde qT é conhecido como número de onda de Turing.147 Assim, utilizando λ = 0 + i0 na
Eq. (36), obtemos a seguinte condição:

Det[M(q)] = 0. (40)

Podemos avançar um pouco mais através da Eq. (40) para determinar condições
necessárias e suficientes para a formação de padrões de Turing. Estas condições nos auxiliam a
compreender requisitos importantes para a formação destes padrões. Para este caso, temos que

Det[M(q)] = q4DADB − q2(DB∂cAf +DA∂cBg) + (∂cAf∂cBg − ∂cBf∂cAg). (41)
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Note que a Eq. (41) é um polinômio de quarta ordem em termos de q. Como
argumentamos no início desta seção, o número de onda de Turing deve ser real e maior do que
zero, de modo que as soluções da Eq. (41) devem ser reais e positivas. Uma condição necessária
para que a solução seja maior que zero é10

(DB∂cAf +DA∂cBg) > 0 → DB

DA

> 1. (42)

Implica da condição anterior que, para que um sistema de reação-difusão forme
padrões de Turing, é necessário que haja uma diferença significativa entre os coeficientes de
difusão das variáveis dependentes.81 Esta é a condição de inibição de longo alcance e ativação
de curto alcance mencionada na seção 1.5. Chamamos a atenção neste ponto, pois a Eq. (42)
representa um requisito que é apenas necessário. Para ser necessário e suficiente, q deve ser
real. Assim, resolvendo a Eq. (41), obtemos

±q2 = 1

2

(
∂cAf

DA

+
∂cBg

DB

)2

±

√(
∂cAf

DA

+
∂cBg

DB

)2

− 4
(∂cAf∂cBg − ∂cBf∂cAg)

DADB

(43)

Para garantirmos que a Eq. (42) resulte em números reais, temos que impor que(
∂cAf

DA

+
∂cBg

DB

)2

− 4
(∂cAf∂cBg − ∂cBf∂cAg)

DADB

> 0. (44)

Logo, os padrões de Turing irão emergir quando as Eqs. (42) e (44) forem satis-
feitas, simultaneamente.

3.4 Bifurcação de onda
Nesta seção iremos obter as condições para bifurcação de onda em um sistema

composto por três variáveis dependentes.
A bifurcação de onda acontece quando Re(λ) = 0, Im(λ) = n, e q = qw ̸= 0,

onde n ∈ R0 e qw é o número de onda.147–150 Repare que a emergência dessa instabilidade
requer um sistema formado por, no mínimo, três variáveis dependentes.81, 147 Assim, podemos
prosseguir com o mesmo procedimento desenvolvido na seção 3.1 e obter o seguinte polinômio
característico:

λ3 − Tr[M(q)]λ2 +
3∑

i=1

|N [M(q)]i,i|λ−Det[M(q)] = 0. (45)

Neste polinômio, N [M(q)]i,i são os menores da matriz M. Prosseguindo, a subs-
tituição das condições da bifurcação, i.e., λ = 0 + ni e q ̸= 0, na Eq. (45) resulta no seguinte
sistema de equações: {

in(−n2 +
∑

|N [M(q)]|) = 0

n2Tr[M(q)]−Det[M(q)] = 0
(46)

Resolvendo o sistema (46) em termos de n, somos capazes de determinar a se-
guinte condição para a bifurcação de onda:

Γ =
3∑

i=1

|N [M(q)]|i,iTr[M(q)]−Det[M(q)] = 0. (47)
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Veja que a equação acima depende explicitamente de q. Da mesma forma como
argumentamos na seção 3.3, este parâmetro deve ser real e maior que zero. Então, o menor
número de onda que satisfaz essas condições é qw, tal que,18

dΓ

dq

∣∣∣∣
qw

= 0. (48)

Assim sendo, as Eqs. (47-48) definem a bifurcação de onda.
A partir do conteúdo apresentado nesta seção e considerando as exigências para

a bifurcação de onda, é compressível levantar a seguinte questão: seria possível descrever teo-
ricamente ondas químicas em um sistema formado por apenas duas variáveis dependentes? A
resposta para esta questão é sim. Sistemas químicos oscilatórios podem formar ondas químicas
mais complexas, conhecidas como "ondas de pulso", como mencionamos na seção 1.4.4 Tais
estruturas são formadas quando o sistema se encontra em um estado não oscilatório conhecido
como excitável. Nesta condição, pequenas perturbações que apresentem uma amplitude maior
do que um determinado limite causam o equivalente a uma oscilação ocorrer.4 Em sistemas
espacialmente estendidos e sem efeitos de agitação, a oscilação se transforma em uma pertur-
bação que viaja através do domínio reacional, como um pulso. A reação BZ é o exemplo mais
conhecido de sistema químico que exibe ondas no formato de pulsos. Estas ondas podem ser
descritas em um sistema com apenas duas variáveis dependentes, contudo não há exatamente
uma forma concreta de se determinar condições para a sua formação. Sabe-se que geralmente
o sistema é excitável na vizinhança da bifurcação de Hopf e a análise da sua emergência é
feita através das nullclines. O Apêndice D apresenta detalhadamente, por meio de um exemplo
simples, as características de um sistema excitável.
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4 Padrões de Turing em domínios que crescem como espirais
Em 1952, Alan Turing propôs uma teoria para explicar a desafiadora questão da

morfogênese: como um sistema originalmente uniforme (como um embrião) pode diferenciar
espontaneamente em formas complexas e organizadas? Para responder a essa questão, Turing
sugeriu uma abordagem baseada em princípios químicos e físicos, na qual padrões espaciais
podem emergir através da interação entre reações químicas e difusão. Estudos recentes mos-
traram que o crescimento do domínio reacional, que é inerente em sistemas biológicos, pode
afetar significativamente a robustez e morfologia dos padrões, agora comumente chamados de
"padrões de Turing". Considerando estes aspectos, investigamos neste capítulo a emergência de
padrões de Turing em um domínio que cresce como uma espiral em duas dimensões. Para isso,
utilizamos a fotossensibilidade da reação CDIMA para controlar o processo de crescimento.
Observamos a formação de espirais estacionárias com diferentes multiplicidades, i.e., espirais
simples, duplas e triplas, assim como padrões de transição. A partir de simulações numéricas
com o modelo de Lengyel-Epstein, analisamos a relação entre as morfologias finais e as ve-
locidades radial e angular, identificamos condições propícias para a formação de estruturas de
transição, examinamos a importância do tamanho do sítio de nucleação inicial na determina-
ção da multiplicidade da espiral e avaliamos a estabilidade e robustez dos padrões de Turing.
Nossos resultados indicam como a inclusão de graus de liberdade de rotação no processo de
crescimento pode levar à formação de uma nova classe de padrões estacionários em sistemas
químicos e biológicos.

Os resultados apresentados neste capítulo estão contidos no artigo submetido
para publicação: Silva-Dias, Leonardo, Epstein, I.R., & Dolnik, M. Turing patterns on rotating
spiral growing domains. Physical Chemistry Chemical Physics 2024.
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4.1 Apresentação do problema
Estudos têm demonstrado que o processo de crescimento de um organismo im-

pacta significativamente a formação de padrões biológicos.151–157 Podemos mencionar efei-
tos conhecidos, como a duplicação de listras nas peles de peixes e a geração de novas pontas
em plantas.152, 157 Essas evidências motivaram pesquisadores a investigar a emergência de pa-
drões de Turing em domínios que crescem em tamanho. Os primeiros estudos, predominan-
temente teóricos, avaliaram essencialmente os efeitos do crescimento na seleção de diferen-
tes padrões.105, 154, 158, 159 Posteriormente, abordagens mais matemáticas também demonstraram
consequências muito interessantes, como o aumento da região no espaço de parâmetros onde
os padrões de Turing existem,107–109, 160 a dependência da história do sistema para a formação
dos padrões em sistemas que crescem mais rapidamente que a escala de tempo da reação quí-
mica109, 160 e alterações nas condições de estabilidade para a formação de padrões de Turing,
mais especificamente padrões que podem emergir em condições de inibição de curto alcance e
ativação de longo alcance (o oposto das condições estabelecidas para a formação de padrões de
Turing).107 Trabalhos mais recentes têm avaliado os efeitos do crescimento do domínio reacio-
nal a partir de experimentos realizados empregando a reação CDIMA.

A utilização da reação CDIMA para avaliar os efeitos do crescimento na for-
mação de padrões de Turing é particularmente vantajosa, não apenas porque seu mecanismo
reacional é razoavelmente entendido, mas principalmente devido às suas propriedades fotoquí-
micas.90 Como mencionado na introdução, quando essa reação é exposta a luz visível de alta
intensidade, os padrões de Turing são inibidos devido à fotodissociação do iodo molecular. As-
sim, a construção de sistemas de reação-difusão com a reação CDIMA permite o estudo dos
efeitos do crescimento através do controle do tamanho e da geometria do domínio onde os pa-
drões irão emergir por meio de uma fonte de iluminação.102, 103 Estudos experimentais e teóricos
mostraram que as velocidades de crescimento, a geometria do domínio reacional que cresce e
a presença de heterogeneidades ou descontinuidades espaciais desempenham um papel muito
importante no processo de formação de padrões, podendo induzir a formação de padrões com
uma orientação específica e até mesmo diferentes morfologias.102–104, 161 Uma observação chave
dessas investigações é que é possível alcançar diversidade de padrões aumentando o número de
graus de liberdade do processo de crescimento.

4.2 Objetivos
O objetivo deste capítulo é estender estudos prévios e avaliar experimental e

teoricamente a emergência de padrões de Turing em um sistema que cresce como uma espiral
giratória. Esta extensão é realizada através da adição de um novo grau de liberdade no processo
de crescimento, i.e., a velocidade angular.

4.3 Experimentoe

4.3.1 Procedimento experimental

Uma representação esquemática do aparato experimental e do reator utilizado
está apresentada na Figura 10. Os experimentos foram realizados utilizando a reação CDIMA
em um reator sem agitação e alimentado continuamente (CFUR - "Continuously Fed Unstirred
Reactor") com temperatura controlada, 4 ± 0,5 Co. O CFUR era composto por um gel de
agarose 2% (Sigma-Aldrich) com espessura de 0,45 mm e diâmetro de 25 mm. A parte superior

eA tese de doutorado de C.J. Konow162 apresenta uma descrição detalhada de todo o procedimento experimen-
tal, desde preparo de soluções à execução do experimento.
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do CFUR foi colocada contra uma janela de vidro óptico impermeável, onde a iluminação foi
aplicada, e a base ficou em contato com um reator de agitação contínua (CSTR - "Continuous
Stirred-Tank Reactor"), que alimentou o CFUR com uma solução homogeneizada dos reagentes
químicos da reação CDIMA. O CSTR tinha um volume de 2,0 mL, foi agitado por três barras de
agitação magnética pequenas e redondas a 600 rpm, e foi continuamente alimentado com três
soluções usando bombas peristálticas (Gilson). O CSTR foi separado do CFUR através de uma
membrana de celulose (Whatman) com poro de tamanho de 0,45 µm e uma membrana anopore
(Whatman) com poro de tamanho de 0,2 µm, ambos impregnados com 2% de gel de agarose.
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Figura 10: A) Representação esquemática do aparato experimental. B) Visão lateral do
reator CSTR/CFUR.

O experimento foi realizado permitindo inicialmente o crescimento dos padrões
de Turing em todo o meio reacional sob luz ambiente (0, 4 mW cm−2), o que levou aproximada-
mente 3 horas. Após a completa formação dos padrões, uma máscara, composta por uma área
preta (0, 4 mW cm−2) em um fundo branco (10, 1 mW cm−2), foi projetada por um projetor DLP
(Dell 1510X) dentro do CFUR através da janela óptica, como mostrado na Figura 10A. Nessas
condições, os padrões são suprimidos na área iluminada do CFUR, mas não na área escura.
As imagens dos padrões foram coletadas a cada minuto durante todo o experimento por uma
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câmera (PixeLINK, PL-B953U). Por fim, as imagens coletadas foram processadas utilizando o
software Corel Photo-Paint 5 para melhorar o contraste.

4.3.2 Materiais

Soluções de (i) iodo, I2 (Aldrich), e ácido acético (Fisher) a 10% (v/v), (ii) dió-
xido de cloro, ClO2, preparado conforme demonstrado no Apêndice E, e (iii) ácido malônico,
MA (Aldrich), e álcool polivinílico ((C2H4O)n , PVA, MW 9000-10000), foram constantemente
bombeadas para o CSTR, e cada uma dessas soluções continha 10 mM de ácido sulfúrico,
H2SO4. As concentrações iniciais dos reagentes, após serem misturados na câmara de alimen-
tação, foram iguais para todos os experimentos: [I2] = 0,4 mM, [ClO2] = 0,084 mM, [MA] =
1,5 mM e [PVA] = 10 g/L.

4.4 Teoria

4.4.1 Modelo

A dinâmica espaço-temporal da reação CDIMA pode ser descrita pelo modelo
de Lengyel-Epstein, o qual é representado pelas seguintes equações diferenciais parciais:89

∂u

∂t
= a− u− 4uv

1 + u2
− w +∇2u (49)

∂v

∂t
= σ

[
b

(
u− uv

1 + u2
+ w

)
+ d∇2v

]
. (50)

Nas Eqs. (1) e (2), u e v são as concentrações adimensionais do ativador, I−, e do
inibidor, ClO−

2 , da reação, respectivamente; a, b e σ são parâmetros adimensionais relacionados
com as concentrações iniciais (dióxido de cloro, iodo e ácido malônico) e as constantes de
velocidade. w descreve os efeitos da iluminação, enquanto d = Dv/Du é a razão entre os
coeficientes de difusão dos intermediários principais.10

Como mencionamos anteriormente, a iluminação controla o modo de cresci-
mento. Portanto, para um domínio que cresce como uma espiral, o termo w deve ser uma
função dependente das coordenadas espaciais e do tempo, da seguinte forma:

w(x, y; t) =

{
w0, se ∥R∥ ≤ ∥r(t)∥ e θ(t) ≥ ϕ ≥ θ0

wmax, caso contrário.

Onde, r(t) e θ(t) são as coordenadas polares que definem o crescimento da área
escura:

r(t) = r0 + ṙt (51)

θ(t) = θ0 + θ̇t. (52)

Nas equações acima, ṙ, θ̇ ∈ R+, R = (x, y), ϕ = cos−1
(

R
∥R∥ ·

r0
∥r0∥

)
, r0 = (α, 0)

com α ∈ R+, e θ0 = 0. Para áreas não iluminadas w0 = 0, e para áreas iluminadas wmax = 1.5.
O modelo de Lengyel-Epstein foi resolvido numericamente usando o método

explícito das diferenças finitas para as partes espaciais e o método de Runge-Kutta de quarta
ordem com passo fixo para os termos cinéticos, como descrito na Apêndice F. Condições de
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fronteira do tipo Neumann com fluxo zero foram aplicadas nas paredes estáticas do sistema. O
passo no tempo usado nas simulações foi denotado por ∆t = 1, 0 × 10−3, e o passo no espaço
foi denotado por ∆x = ∆y = 0, 5. Os parâmetros utilizados foram a = 12, b = 0, 3, σ = 50 e
d = 1. Em todos os casos, o cálculo numérico prosseguiu até que o domínio que está crescendo
atingisse um raio final (rF ), rF = L

2
− 5, onde L é o comprimento do sistema na direção x (ou

y).

4.4.2 Parâmetro n

Os experimentos e as simulações foram desenvolvidos com diversos pares (ṙ,
θ̇), resultando em uma variedade de padrões com diferentes morfologias. Para analisar esses
padrões, introduzimos um novo parâmetro "n", que representa o número de comprimentos de
onda do padrão de Turing natural f que o raio do sistema cresce depois de uma rotação completa
de 360o:

n =
∆r

λ
. (53)

Na Eq. (53), ∆r = |rF | − |r0|, onde rF = (β, 0) é o vetor radial após uma
rotação de 360◦, β ∈ R+, e λ é o comprimento de onda do padrão de Turing natural. Vamos
assumir que r0 = (0, 0). O tempo necessário para completar uma rotação de 360◦ é, a partir da
Eq. (52), t = 360◦/θ̇. Utilizando este tempo na Eq. (51), podemos verificar que β = 360◦|ṙ|/θ̇.
A partir desta última expressão, podemos escrever explicitamente a Eq. (53) como:

n =
360o|ṙ|
θ̇λ

. (54)

O parâmetro n inclui informações sobre as velocidades angular e radial. Isso será
bastante útil para a compreensão da relação entre as condições de crescimento e as morfologias
finais dos padrões.

Para obter n nos experimentos, nós utilizamos o comprimento de onda do padrão
de Turing natural, λE = 0, 45 mm. Nas simulações, nós utilizamos o comprimento de onda
teórico do padrão de Turing natural, λT = 7, 25 unidades de espaço.

4.5 Resultados e discussão
A partir dos experimentos, obtivemos um conjunto de padrões de Turing com

formas de espirais simples, duplas e triplas. A classificação dessas estruturas é baseada no nú-
mero de pontas centrais que o padrão apresenta. Por exemplo, para n = 0, 88 (ṙE = 0, 2 mm/h,
θ̇E = 3,0o/min), observamos uma espiral simples mostrada na Figura 11A; para n = 2, 22
( ˙rE = 0, 5 mm/h, θ̇E = 3, 0o/min), encontramos uma espiral dupla mostrada na Figura 11B; e
para n = 3, 55 ( ˙rE = 0,4 mm/h, θ̇E = 1,5o/min), uma espiral tripla, conforme ilustrado na Fi-
gura 11C. O gráfico da evolução temporal na Figura 11 possibilita a identificação do número de
pontas que se formam no início do processo de formação de padrões, facilitando a classificação
das morfologias finais. Os pontos presentes nas Figuras 11B e 11C surgem devido a irregu-
laridades experimentais, como pequenas alterações nas concentrações dos reagentes dentro do
reator, e também de heterogeneidades no gel do CFUR. Apesar da presença desses pontos, a
orientação das espirais pode ser vista claramente à medida que o domínio cresce

f "Natural" nesse contexto se refere ao padrão formado sem nenhum tipo de perturbação e em um sistema com
uma área suficientemente grande.



34

513 599 685 771 857 943 

306 338 370 434 402 464 

316 371 394 417 440 465 

A

B

C

t(min) = 

t(min) = 

t(min) = 

4.5 mm

4.71 mm

4.0 mm

Figura 11: Evolução temporal dos padrões de Turing obtidos experimentalmente através
da reação CDIMA em um domínio que cresce em forma de espiral para diferentes valores
de n. A) Espiral simples obtida para n = 0, 88 (ṙE = 0, 2 mm/h, θ̇E = 3,0o/min), B) espiral
dupla obtida para n = 2, 22 ( ˙rE = 0, 5 mm/h, θ̇E = 3, 0o/min) e C) espiral tripla obtida para
n = 3, 55 ( ˙rE = 0,4 mm/h, θ̇E = 1,5o/min). Na coluna da direita, as curvas em verde, azul e
vermelho indicam a orientação dos braços das espirais.

As simulações numéricas corroboram os resultados apresentados na Figura 11.
Conforme mostrado na Figura 12, os padrões obtidos nas simulações são qualitativamente seme-
lhantes aos observados experimentalmente. É importante salientar que as quantidades físicas,
como velocidades angular e radial, são teoricamente definidas em termos de unidades de espaço
(ue) e tempo (ut), resultando em magnitudes diferentes daquelas usadas nos experimentos. Por
esse motivo, comparamos os resultados teóricos com os experimentais quando o sistema atinge
o mesmo número de comprimentos de onda dos padrões de Turing naturais após uma rotação
completa, ou seja, quando n é igual em ambas as abordagens. Feita essa observação, notamos a
formação de uma espiral simples na Figura 12A para n = 0, 88 (ṙT = 5, 37× 10−2 ue/ut, θ̇T =
3,0o/ut), uma espiral dupla na Figura 12B para n = 2, 22 (ṙT =0,134 ue/ut, θ̇T = 3,0o/ut) e uma
espiral tripla na Figura 12C para n = 3, 55 (ṙT = 0,107 ue/ut, θ̇T = 1,5o/ut).

A tendência das formas obtidas tanto teorica quanto experimentalmente sugere
que as morfologias dos padrões finais estão diretamente relacionadas com a escolha das velo-
cidades angular e radial, ou seja, com o parâmetro n. Como apresentado anteriormente, para
espirais simples, temos n = 0, 88. Nesse caso, o crescimento permite a formação de um padrão
com pouco menos de um comprimento de onda adicional após uma rotação completa, favore-
cendo a formação de uma espiral simples, como mostrado nas Figuras 11A e 12A. A mesma
explicação pode ser estendida para os outros dois casos. Quando n = 2, 22, uma espiral dupla é
favorecida, Figuras 11B e 12B, e quando n = 3, 55 normalmente encontramos espirais triplas,
Figuras 11C e 12C. De fato, podemos observar a adição de um, dois e três comprimentos de
onda em t = 685 min na Figura 11A e em t = 265 ut na Figura 12A, t = 370 min na Figura
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Figura 12: Evolução temporal dos padrões de Turing obtidos através da simulação numé-
rica do modelo de Lengyel-Epstein em um domínio que cresce em forma de espiral para
diferentes valores de n. A) Espiral simples obtida para n = 0, 88 (ṙT = 5, 37 × 10−2 ue/ut,
θ̇T = 3,0o/ut), B) espiral dupla obtida para n = 2, 22 (ṙT =0,134 ue/ut, θ̇T = 3,0o/ut) e C)
espiral tripla obtida para n = 3, 55 (ṙT = 0,107 ue/ut, θ̇T = 1,5o/ut). As simulações foram
realizadas em um domínio de tamanho igual a 80 ue×80 ue.

11B e t = 245 ut na Figura 12B e t = 417 min na Figura 11C e t = 390 ut na Figura 12C, res-
pectivamente. Portanto, o parâmetro n indica a multiplicidade mais provável da espiral. Assim
sendo, é razoável esperar que uma espiral com multiplicidade igual a m, onde m = nint(n) é
o número inteiro mais próximo de n, seja fortemente favorecida quando n está próximo de um
inteiro. Podemos estender esse raciocínio para situações em que n é metade de um número in-
teiro e esperar observar padrões irregulares, ou seja, com uma multiplicidade que não está bem
definida. Repare que, embora os resultados mostrados na Figura 12C para n = 3, 55 pareçam
contradizer nossa hipótese, eles não a invalidam. Demonstraremos que as morfologias finais
apresentadas nas Figuras 11 e 12 estão diretamente relacionadas à escolha de parâmetros de
controle, como o tamanho inicial do sítio de nucleação e o tamanho final da espiral. Podemos
testar essas hipóteses com a ajuda de simulações numéricas.

Para compreender melhor os efeitos do crescimento na morfologia dos padrões
e testar as hipóteses acima, realizamos simulações para construir diagramas paramétricos, os
quais estão apresentados nas Figuras 13A e 13B. Esses gráficos mostram regiões de anéis con-
cêntricos, espirais simples, duplas, triplas e múltiplas, i.e., quadruplas e maiores, assim como
zonas de transição com padrões de estrutura indefinida, isto é, estruturas que podem ser enten-
didas como combinações de espirais com diferentes multiplicidades.

Notamos na Figura 13A que, para velocidades angulares altas, a formação de
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espiral dupla

espiral tripla

espiral múltipla
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.
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rT
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Figura 13: Diagramas paramétricos. A) ṙT × θ̇T e B) ṙT × n apresentam regiões de anéis
concêntricos, espirais simples, espirais duplas, espirais triplas, espirais múltiplas e estruturas de
transição observadas nas simulações numéricas com o modelo de Lengyel-Epstein. Cada ponto
nos diagramas representam o resultado de uma simulação.

anéis concêntricos é favorecida. O surgimento desses padrões para essas condições de cres-
cimento está de acordo com os resultados de Konow et al.103 Neste trabalho, os pesquisado-
res relataram a emergência de anéis concêntricos para altas velocidades, mais especificamente
ṙE > 0, 4 mm/h e b = 0, 3, em domínios que crescem radialmente. A tendência observada na
Figura 13A é esperada porque o crescimento na forma de espiral se reduz para um processo de
crescimento radial em duas dimensões para altas velocidades angulares e deve, portanto, gerar
padrões similares àqueles obtidos por Konow et al.

r
.
T

Figura 14: Diagrama paramétrico ṙ × n com
o raio do sítio de nucleação igual a λT . O Grá-
fico apresenta regiões de anéis concêntricos, es-
pirais simples, espirais duplas, espirais triplas,
espirais múltiplas e estruturas de transição ob-
servadas nas simulações numéricas com o mo-
delo de Lengyel-Epstein, seguindo o mesmo es-
quema de cores da Figura 13.

Figura 13B mostra uma região
de espiral simples centrada em torno de n =
1, em acordo com a nossa suposição inicial,
ao passo que regiões de espirais duplas e tri-
plas estão deslocadas para a direita e não cen-
tradas em torno de n = 2 e n = 3, respec-
tivamente. Este deslocamento inesperado na
localização destas regiões é devido ao tama-
nho do sítio de nucleação inicial usado nas
simulações e experimentos. Para a constru-
ção dos diagramas paramétricos, utilizamos
um sítio de nucleação inicial com raio igual
a 1 ue, o qual representa a mesma condição
dos experimentos. Esta condição força o pa-
drão a se formar a partir de uma ponta simples
e, conforme o sistema cresce, ele se reorga-
niza na área disponível, favorecendo a emer-
gência de espirais de menor multiplicidade,
mesmo quando n é alto. As Figuras 11C e
12C são um exemplo desse comportamento.
Na Figura 14, nós mostramos simulações com
o raio do sítio de nucleação igual a λT , onde

as regiões de espiral dupla e tripla estão agora centradas em torno de n = 2 e 3, respectivamente.
As Figuras 13A e B demonstram que as regiões de formação de espirais nos

diagramas paramétricos são relativamente largas. Isso implica que padrões formados nos expe-
rimentos com condições selecionadas no meio das regiões de espirais simples, duplas e triplas
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devem ser robustos para pequenas flutuações nas condições experimentais durante a evolução
da reação química.

A

B

C

D

t(ut) = 

t(ut) = 

t(ut) = 

t(ut) = 

75 200 325 400

275 425 700 1150

250 450 650 895

250 400 500 600

Figura 15: Evolução temporal das estruturas de transição obtidas através de simulações
numéricas. A) n = 0, 5 (ṙT = 0,242 ue/ut, θ̇T = 24,0o/ut), B) n = 1, 55 (ṙT = 8, 05 × 10−2

ue/ut, θ̇T = 2,58o/ut), C) n = 2, 6 (ṙT = 0,107 ue/ut, θ̇T = 2,05o/ut) e D) n = 3, 6 (ṙT = 0,161
ue/ut, θ̇T = 2,22o/ut) em um domínio de 200 ue ×200 ue.

As Figuras 13 também mostram zonas de transição. Estas zonas são áreas es-
treitas localizadas nas fronteiras entre duas regiões de espirais. Os padrões formados nestas
localizações são espirais distorcidas, como mostramos na Figura 15. As morfologias de tran-
sição são resultado da interação de dois modos, e.g., a Figura 15A é a combinação de anéis
concêntricos e espirais simples, a Figura 15B mistura espirais simples e duplas, a Figura 15C
é uma interação entre espirais duplas e triplas e a Figura 15D combina espirais triplas e múlti-
plas. Este resultado apoia nossa suposição inicial de que padrões com multiplicidade indefinida
podem ser formados quando n está próximo da metade de um número inteiro.

Para verificar a estabilidade e a robustez das estruturas de transição, realizamos
simulações com parâmetros selecionados nas zonas de transição, variando o tamanho do sítio
de nucleação. As Figuras 16A e 16B mostram a evolução temporal de espirais formadas com os
mesmos parâmetros, mas com condições iniciais diferentes. Na Figura 16A, o sistema inicial
tem um sítio de nucleação pequeno, o que induz a formação de uma espiral dupla nos estágios
iniciais do processo de formação do padrão. Conforme o sistema cresce, o padrão se reorganiza,
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mudando sua multiplicidade de dois para três. A Figura 16B mostra a formação direta de
uma espiral tripla nos estágios iniciais do crescimento do padrão quando o sítio de nucleação
inicial é grande. Se o crescimento é interrompido no tempo t6 na Figura 16A, e o padrão
continua evoluindo no tempo com área fixa, a espiral dupla continua estável, mantendo sua
multiplicidade. Portanto, o tamanho inicial do sítio de nucleação e o tamanho da área disponível
para a formação do padrão desempenham papéis importantes na determinação da morfologia
final do padrão em condições de transição. Estes resultados numéricos sugerem que deve ser
muito difícil observar estruturas de transição específicas experimentalmente. De fato, a presença
de ruídos e pequenas irregularidades nas condições experimentais pode levar o processo de
formação de padrões em diferentes direções.

t1 t2 t3 t4 t5

t6 t7 t8 t9 t10

t1 t2 t3 t4 t5

t6 t7 t8 t9 t10

B

A

Figura 16: Evolução temporal dos padrões e Turing com diferentes condições iniciais. As
simulações foram realizadas com for n = 2, 66 (ṙT = 0,107 ue/ut, θ̇T = 1,99o/ut) e o raio
inicial do sítio de nucleação igual a A) 2,0 su e B) 10,0 ue. Em ambos os casos t1 = 0, t2 = 90,
t3 = 180, t4 = 370, t5 = 460, t6 = 550, t7 = 640, t8 = 730, t9 = 820, t10 = 1000 ut e o
domínio com dimensões iguais a 200 ue ×200 ue.

4.6 Conclusões parciais
Neste trabalho, exploramos experimental e teoricamente os efeitos do cresci-

mento espiral do domínio reacional na emergência dos padrões de Turing. A partir dessa inves-
tigação, obtivemos uma nova classe de padrões de espirais estacionárias, que podem ter dife-
rentes multiplicidades dependendo da escolha das velocidades radial e angular. Em princípio, a
formação de espirais simples, duplas e triplas é favorecida quando o par de velocidades angular
e radial permite, após uma rotação completa de 360o, que o sistema cresça um, dois e três com-
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primentos de onda de padrões de Turing, respectivamente. Através de simulações numéricas do
modelo de Lengyel-Epstein, nós apresentamos diagramas paramétricos que mapeiam regiões de
multiplicidade em função dos parâmetros de crescimento. A partir deles, também identificamos
regiões estreitas de estruturas de transição e verificamos que o tamanho do sítio de nucleação
inicial e o tamanho da área disponível para a formação do padrão interferem significativamente
na determinação da morfologia do padrão final. Este trabalho mostra que a introdução de no-
vos graus de liberdade no modo de crescimento do domínio reacional pode levar a uma rica
variedade de padrões estacionários.
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5 Determinação de frequências acústicas a partir da dinâ-
mica espaço-temporal da reação de Belousov-Zhabotinsky

Algumas características do sistema nervoso humano podem ser mimetizadas
através de soluções líquidas de reações químicas mantidas fora do equilíbrio termodinâmico.
Neste capítulo, apresentamos a possibilidade de explorar uma fina camada da reação de Belousov-
Zhabotinsky (BZ) como um substituto para a cóclea na detecção de frequências acústicas. Expe-
rimentos e simulações demonstram que, assim como no ouvido humano, onde a cóclea transduz
a energia mecânica das frequências acústicas em sinais eletroquímicos que são enviados para
o córtex auditivo do cérebro, nosso sistema químico bioinspirado baseado na reação BZ trans-
duz a energia mecânica em energia química, resultando em diferentes padrões espaço-temporais
quando diferentes frequências acústicas são aplicadas. As frequências acústicas entre 10 a 2.000
Hz foram particionadas em sete intervalos que podem ser distinguidos através de três parâme-
tros medidos no sistema proposto: 1) tipos de ondas químicas, 2) velocidade de propagação das
ondas químicas e 3) comprimento de onda das ondas de Faraday. Ressaltamos que este capítulo
destaca os resultados teóricos obtidos neste trabalho, uma vez que a parte experimental foi de-
senvolvida pelo grupo colaborador, liderado pelo Prof. Dr. Pier Luigi Gentilli, da Universidade
de Perúgia, e o idealizador desta investigação.

Os resultados apresentados neste capítulo foram publicados no artigo: Tomas-
soli, L., Silva-Dias, Leonardo, Dolnik, M., Epstein, I. R., Germani, R., & Gentili, P. L. Neuro-
morphic Engineering in Wetware: Discriminating Acoustic Frequencies through Their Effects
on Chemical Waves. The Journal of Physical Chemistry B. v. 128, 1241–1255, 2024.
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5.1 Apresentação do problema
O crescente desenvolvimento de novas tecnologias baseadas em inteligência ar-

tificial tem impactado diversas áreas da sociedade. Essas novas tecnologias auxiliam o trabalho
humano por meio de máquinas e algoritmos eficientes, e em alguns casos, excedem a perfor-
mance humana.163 Uma estratégia para o desenvolvimento de tais tecnologias é a criação de
dispositivos inspirados em sistemas e/ou organismos biológicos, ou seja, sistemas bioinspira-
dos.164 O aparelho auditivo humano é um sistema complexo capaz de analisar e identificar
frequências acústicas, de tal modo que pode servir como uma fonte de inspiração para a cons-
trução de tecnologias bioinspiradas.

Resumidamente, o sistema auditivo humano é composto por três partes anatô-
micas: a orelha externa, a orelha média e a orelha interna. O som é inicialmente captado pela
orelha externa no pavilhão acústico e propagado até a membrana timpânica através do meato
acústico. Ao chocar com a membrana timpânica, a onda acústica provoca vibrações, transfe-
rindo a energia mecânica para a orelha média. A orelha média tem a função de amplificar o
sinal acústico externo até a janela oval da cóclea através de um sistema de alavancas ósseas
formadas por três ossículos, sendo eles o martelo, bigorna e estribo. A cóclea é uma cavidade
em formato de espiral cheia de líquido. Quando a janela oval sofre vibrações mecânicas, ela
promove a movimentação do líquido coclear, que por sua vez causa deformações mecânicas na
membrana basilar. A forma dessas deformações depende da frequência das ondas capturadas
e dá origem a uma representação topográfica do som, possibilitando a distinção entre as dife-
rentes frequências. As vibrações da membrana basilar são transmitidas para o órgão de Corti,
localizado acima dessa membrana e composto por células ciliadas. Essas células são respon-
sáveis por converter a energia mecânica em sinais eletroquímicos, que são enviados ao cérebro
através do nervo auditivo para interpretação.165, 166

Como foi apresentado anteriormente, as vibrações mecânicas da membrana ba-
silar criam uma representação espacial do som captado, possibilitando a distinção das frequên-
cias. Baseado no funcionamento do sistema auditivo humano e motivados pelo desenvolvi-
mento de sistemas bioinspirados, é razoável levantar a seguinte questão: Podemos distinguir
frequências acústicas através de reações químicas auto-organizadas, afastadas do equilíbrio,
perturbadas por vibração mecânica?167, 167 Estudos já demonstraram que a aplicação de vibra-
ções verticais na reação BZ, para uma pequena faixa de frequências, afeta significativamente a
dinâmica da reação.1, 168 Nestas condições, a vibração vertical promove a formação de ondas de
Faraday, ou seja, ondas estacionárias que emergem na superfície da solução, i.e., na interface
líquido-ar.169 A presença destas ondas altera os processos de mistura, i.e., transporte de massa,
no meio reacional e, portanto, as propriedades da reação BZ. Estas informações indicam que a
dinâmica espaço-temporal de uma fina camada da reação BZ pode ser afetada por ondas sono-
ras, de modo que diferentes frequências acústicas podem induzir efeitos distintos. Assim sendo,
as respostas químicas desta reação à perturbação mecânica aplicada podem ser utilizadas para
a distinção das frequências, de forma análoga ao funcionamento da orelha humana.

5.2 Objetivos
O objetivo deste trabalho é investigar os efeitos da perturbação das ondas de

Faraday na dinâmica da reação BZ através da imposição do meio reacional a vibrações verticais
com frequências acústicas, e avaliar a possibilidade de utilizar uma fina camada da reação BZ,
nas condições descritas previamente, para distinguir as frequências acústicas aplicadas, através
de um mecanismo de transdução similar ao da orelha humana, ou seja, transdução de energia
mecânica em energia química.
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5.3 Experimento

5.3.1 Aparato e procedimento experimental

A Figura 17 apresenta uma representação esquemática do aparato experimental
adotado neste trabalho. Os experimentos foram realizados utilizando um gerador de vibração
(modelo US56001, da 3B Scientific Physics), i.e., um alto-falante capaz de gerar vibrações com
frequências no intervalo de 1 a 20.000 Hz, conectado a um gerador e amplificador de sinal
senoidal (modelo IPC) com potência máxima de 4 W. Um pino de montagem com um soquete
de 4 mm foi conectado no centro do gerador de vibração para transmitir as oscilações. Uma
placa de Petri circular feita de poliestireno com diâmetro interno de 14 cm foi usada como
reator. A tampa da placa de Petri foi colada na base do reator para evitar desnivelamentos em
relação à superfície da bancada onde o experimento foi realizado. O reator foi preso ao pino
de montagem no gerador de vibração através de um pedaço cilíndrico e furado de Plexiglass
colado no centro de sua base. Desta forma, a vibração gerada pelo gerador é transmitida ao
reator pela conexão feita com o pino de montagem.

ca
m

e
ra

gerador de vibração

gerador e amplificador 
de sinal

computador

reator

Figura 17: Representação esquemática do
aparato experimental utilizado para avaliar
os efeitos das frequências acústicas na reação
BZ.

Os experimentos foram rea-
lizados da seguinte forma: inicialmente,
uma solução contendo bromato de sódio
(NaBrO3), ácido sulfúrico (H2SO4), ácido
malônico (CH2(COOH)2, MA) e brometo de
potássio (KBr) foi preparada em um béquer e
agitada até que a coloração marrom desapare-
cesse (inclusive da fase gasosa). Em seguida,
ferroína foi adicionada à solução e a mistura
resultante foi agitada por mais 5 min antes de
ser transferida para a placa de Petri. O volume
transferido foi suficiente para formar uma ca-
mada de solução com uma altura de 2,6 mm
na placa de Petri. Uma vez que a solução foi
transferida para o reator, ela foi mantida em
repouso por alguns minutos e então a vibra-
ção horizontal foi aplicada por pelo menos 10
min. Os padrões produzidos no reator foram
gravados com uma câmera posicionada acima
da solução, como mostrado na Figura 17. Os
vídeos foram processados utilizando um soft-
ware desenvolvido pelo grupo, que extrai valores de coordenadas RGB, ou seja, a composição
local da cor em vermelho (Red), verde (Green) e azul (Blue), de cada pixel em intervalos de 1
s do vídeo original. Os dados obtidos das coordenadas RGB em função do tempo foram pos-
teriormente analisados com o software Origin Professional. A temperatura do laboratório foi
mantida constante, em torno de 22 ± 1oC, e a solução BZ foi mantida em contato com o ar
do laboratório. A resposta da reação BZ foi investigada apenas para as frequências que gera-
ram ondas de Faraday e, nestes casos, os experimentos foram reproduzidos pelo menos duas
vezes. As características qualitativas dos padrões espaço-temporais são reproduzíveis e suas
propriedades quantitativas foram calculadas por meio de médias obtidas a partir de dois a três
experimentos.
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5.3.2 Materiais

A solução foi preparada com água deionizada e as concentrações finais dos rea-
gentes na placa de Petri foram as seguintes: 0,35 M de NaBrO3, 0,35 M de H2SO4, 0,14 M de
MA, 0,081 M de KBr e 1,04 mM de ferroína.

5.4 Teoria

5.4.1 Sistema

Como apresentado na seção 5.1, quando um sistema líquido é submetido a uma
vibração mecânica periódica vertical, ou de maneira equivalente para o nosso sistema, quando
uma frequência acústica é aplicada na placa de Petri, há a formação de ondas de Faraday na
superfície do líquido em contato com o ar. Estas ondas, que são estacionárias, criam fluxos
advectivos na direção "z" do volume (bulk) da solução, aumentando os efeitos de mistura em
diferentes escalas, i.e., micro e macroescalas, e, consequentemente, alterando a dinâmica da
reação BZ. Baseado nesta observação empírica, é conveniente propor um modelo teórico que
considere os efeitos de mistura em diferentes escalas.170

Microcélulas

Macrocélulas

A

B

Figura 18: Representação teórica do sistema.
A) O sistema é formado pela a sobreposição das
redes de microcélulas, em preto, e macrocélu-
las, em vermelho. B) A esquerda, imagem cap-
turada do reator.

Desta forma, para estudar a
perturbação das ondas de Faraday na dinâ-
mica da reação BZ, vamos considerar um sis-
tema bidimensional, com formato quadrado e
composto por uma coleção de micro e macro-
células. Mais especificamente, o sistema será
construído a partir da sobreposição de duas
redes ("grids"), conforme apresentado na Fi-
gura 18A. A rede de microcélulas representa
o limite em que o sistema se encontra na au-
sência de ondas de Faraday, onde o processo
de mistura é regulado pela difusão molecu-
lar. Por outro lado, a rede de macrocélulas
representa o sistema perturbado por ondas de
Faraday, onde o processo de mistura ocorre
através de uma agitação vigorosa associada
aos fluxos advectivos mencionados anterior-
mente. Observa-se que a presença das ondas
de Faraday não elimina os efeitos em micro-
escala, embora estes sejam inferiores aos efei-
tos em macroescala. Isso justifica o uso das
duas redes sobrepostas. Vale ressaltar que o
termo "macrocélulas" refere-se às projeções
espaciais em 2D das ondas de Faraday na su-
perfície do líquido, conforme ilustrado na Fi-
gura 18B, de modo que os tamanhos das ma-
crocélulas (e também o número de macrocé-

lulas) estão relacionados com a frequência acústica aplicada ao reator.
Assim sendo, para construirmos o modelo a partir do sistema adotado, precisa-

mos inicialmente estimar o número de macrocélulas formadas em função da frequência da onda
acústica aplicada. Isso será feito na próxima subseção.
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5.4.2 Macrocélulas e intervalo de frequências

Sabe-se que o comprimento de onda das ondas de Faraday pode ser determinado
pela seguinte relação de dispersão:171

c2 =

[
gλ

2π
+
σ

ρ

(
2π

λ

)]
tanh

(
2πH

λ

)
. (55)

Na Eq. (55), c é a velocidade de fase da onda, σ é a tensão superficial da interface
líquido-gás, g é a aceleração gravitacional, ρ é a densidade do fluido e H é a espessura da
camada líquida. Esta equação pode ser ligeiramente manipulada para expressar o comprimento
de onda da onda de Faraday (λ) em função da frequência da vibração mecânica (νex) aplicada,
utilizando c = λνw = 1

2
λνex. Note que, para escrever a última expressão, consideramos o

resultado experimental de que a frequência das ondas de Faraday (νw) é igual à metade da
frequência da vibração mecânica, i.e., νw = 1

2
νex.171 Veja a Figura 19A construída para as

condições do nosso sistema.

A B

Figura 19: Propriedades das ondas de Faraday em função da frequência de vibração. A)
Comprimento de onda das ondas de Faraday (λ) em função da frequência de vibração externa
(νex). B) Número de macrocélulas (NL) em função da frequência de vibração externa (νex). Os
gráficos foram construídos considerando σ = 60, 9 mN/m,1 g = 9, 8 m/s2, ρ = 1, 067 kg/m3 e
H = 0, 0026 m.

É evidente, a partir da Figura 19A, que o aumento da frequência de vibração
do sistema induz à diminuição do comprimento de onda das ondas de Faraday e, portanto, ao
aumento do número de macrocélulas. Com base nessas tendências, suponhamos que o raio
das macrocélulas seja igual a r = λ/2 e, consequentemente, a área dessas células (Ac) seja
igual a Ac = πλ2/4. Através destas considerações, somos capazes de estimar o número de
macrocélulas (NL) através de NL = A/Ac, onde A = πR2 é a área da superfície em que as
ondas de Faraday se formam e R o raio dessa área. Portanto, nós temos que

NL =
A

Ac

=
4R2

λ2
, (56)

que implica em λ =
√

4R2

NL . Como apresentado na subseção 5.4.1, o sistema
considerado é bidimensional e quadrado. Então, podemos dizer que NL = nL × nL = (nL)2,
em que nL é o número de macrocélulas nas direções x e y, e reescrever
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λ =

√
4R2

(nL)2
. (57)

Utilizando a Eq. (55) na Eq. (57), obtemos a curva mostrada na Figura 19B,
indicando que o aumento da frequência da vibração aplicada leva à formação de um maior
número de macrocélulas, conforme observado experimentalmente.

A partir desta análise, podemos correlacionar os sete intervalos de frequência
estudados neste trabalho com o número de macrocélulas formadas na superfície da solução:

• Intervalo 1 (650 - 2000)Hz: NL ∈ (8.619− 40.000).

• Intervalo 2 (500 - 650)Hz: NL ∈ (6.058− 8.619).

• Intervalo 3 (200 - 500)Hz: NL ∈ (1.746− 6.058).

• Intervalo 4 (95 - 200)Hz: NL ∈ (615− 1.746).

• Intervalo 5 (50 - 95)Hz: NL ∈ (240− 615).

• Intervalo 6 (15 - 50)Hz: NL ∈ (35− 240).

• Intervalo 7 (10 - 15)Hz: NL ∈ (17− 35).

Com base nas informações apresentadas, principalmente nos resultados expostos
nas Figuras 19A e 19B, vamos assumir que o número de microcélulas (NS) que compõe a rede
é fixo e igual a NS = nS × nS = 40.000. Além disso, conforme discutido nesta subseção,
quando νex → 2.000Hz então NL → 40.000, i.e., limνex→ 2000Hz N

L = NS , ou de forma equi-
valente, limνex→ 2000Hz n

L = nS . Ou seja, no limite de altas frequências, ≈ 2.000Hz, a rede de
macrocélulas recupera o tamanho da rede de microcélulas, de tal forma que o processo de trans-
porte é controlado apenas por difusão. Há mais uma evidência experimental que corrobora esta
condição imposta ao modelo. Mais especificamente, mostraremos que para altas frequências a
dinâmica da reação BZ é muito similar à dinâmica da reação não perturbada.

5.4.3 O Oregonator

Para descrever a dinâmica da reação BZ, nós empregamos a versão do modelo
Oregonator proposta por Tyson e Fife:172

∂ui,j
∂t

=

[
ui,j(i− ui,j)−

fwi,j(ui,j − q)

q + ui,j

]
1

ϵ
(58)

∂wi,j

∂t
= ui,j − wi,j, i, j = 1, ..., nS (59)

Sendo u e w concentrações adimensionais de HBrO2 e Ce4+, respectivamente, ϵ
e q são parâmetros relacionados às condições iniciais e constantes de velocidade do sistema e f
é um fator estequiométrico igual a −2(d[Br−]/d[Ce4+]) g.

Repare que nas Eqs. (58) e (59), os índices (i, j) ∈ nS × nS . Portanto, aqui
estamos impondo mais uma condição, de que cada microcélula se comporta como um reator de
agitação contínua (CSTR), ou seja, o ambiente interno das microcélulas é homogêneo.

gEste fator representa o número de íons brometo formado quando dois íons cério são reduzidos.
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5.4.4 Termo perturbativo

As equações apresentadas na subseção 5.4.3 descrevem a dinâmica local da re-
ação BZ, ou seja, dentro de uma microcélula (i, j). Contudo, as microcélulas que compõem a
rede estão acopladas por um termo associado à troca de massa entre as células vizinhas, i.e.,
mistura, que é intensificada com a presença das ondas de Faraday. Os efeitos desse processo
podem ser incluídos nas equações do Oregonator através dos seguintes termos perturbativos:∑

⟨mn⟩

kc(um,n − ui,j) e
∑
⟨mn⟩

kc(wm,n − wi,j) (60)

Na Eq. (60), kc é a amplitude da perturbação, (i, j) é o índice de uma microcélula
e
∑

⟨mn⟩ é uma soma na vizinhança de (i, j).
Podemos melhorar esta descrição usando as seguintes constatações experimen-

tais: 1) A amplitude das ondas de Faraday diminuem com o aumento da frequência aplicada, 2)
os fluxos advectivos são muito mais intensos nas regiões dos antinós das ondas de Faraday do
que nas regiões de nó e 3) os efeitos da perturbação tendem a se propagar por longas distâncias
em situações em que a frequência da vibração é baixa e as macrocélulas são grandes; por outro
lado, essa propagação ocorre em curtas distâncias quando a frequência da vibração é alta e as
macrocélulas são pequenas.

As observações 1) e 2) podem ser incluídas no modelo através da redefinição do
parâmetro perturbativo kc, da seguinte forma, por exemplo

kc =

(
α + β(1− nL

nS
)

)
sin
(xπ
L

)2
sin
(yπ
L

)2
. (61)

Na equação acima, L = mS∆l, ∆l = ∆x = ∆y são os comprimentos em
unidades de espaço de uma macrocélula, mS = nS/nL é o número de microcélulas dentro de
uma macrocélula em uma direção do espaço, α = 0, 1 e β = 10. Note que as contantes α e β
foram escolhidas para representar as mudanças da amplitude da perturbação quando diferentes
frequências são aplicadas.

10

0

kc

A B

Figura 20: Ilustração gráfica do termo perturbativo kc. A) Descrição espacial de kc para o
caso em que nL = 5. B) Variação da amplitude de kc, i.e., α+β(1−nL/nS), em função de nL.

Na Figura 20A, apresentamos kc para o caso em que nL = 5, e na Figura 20B,
demonstramos como a amplitude de kc diminui com o aumento de nL, ou seja, com o aumento
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do número de macrocélulas. Podemos perceber a partir desses gráficos que as perturbações
serão maiores nas regiões de antinós e menores nas regiões de nó. Além disso, observamos que
à medida que nL → nS , a amplitude da perturbação vai a zero, ou seja, recuperamos a rede de
microcélulas na ausência de perturbação.

A observação 3) pode ser incluída no modelo definindo a vizinhança (m,n) do
ponto (i, j) em termos do tamanho das macrocélulas,

(m,n) :=
{
(m,n) ∈ nS × nS|(m− i)2 + (n− j)2 ≤ (mS)2,m ̸= i, n ̸= j

}
. (62)

i,j

Figura 21: Ilustração da vizinhança
do ponto (i, j). Os pontos (m,n)
contidos na região em verde na rede
fazem parte da vizinhança do ponto
(i, j), definida pela Eq. (62).

A ilustração apresentada na Figura 21
mostra a região definida como vizinhança de um ponto
(i, j) delimitada pelo círculo em verde.

Finalmente, um último ajuste deve ser
feito em kc. Esse parâmetro define uma interação local,
mas não pode ser igual para células muito distantes da
célula (i, j). Portanto, nós introduzimos os efeitos da
distância, reescrevendo kc como apresentamos abaixo,

Kc =
kc
∥r∥

, ∥r∥ = ∆l
√
(m− i)2 + (n− j)2. (63)

5.4.5 O modelo

A versão final do modelo utilizada para
descrever a dinâmica da reação BZ perturbada por on-
das de Faraday foi construída a partir da combinação
do modelo Oregonator, apresentado na subseção 5.4.3,
e o termo perturbativo, apresentado na subseção 5.4.4,
e é dada pelas seguintes equações:

∂ui,j
∂t

=

[
ui,j(i− ui,j)−

fwi,j(ui,j − q)

q + ui,j

]
1

ϵ
+
∑
⟨mn⟩

Kc(um,n − ui,j) (64)

∂wi,j

∂t
= ui,j − wi,j +

∑
⟨mn⟩

Kc(wm,n − wi,j), i, j = 1, ..., nS. (65)

As Eqs. (64 - 65) foram numericamente integradas utilizando o método numérico
de Runge-Kutta-Fehlberg com passo variável, como apresentado no Apêndice G, em um sistema
com 100 × 100 unidades de espaço, composto por 200 × 200 microcélulas, paredes sólidas,
parâmetros q = 0, 002 e ϵ = 0, 01 fixos e condições iniciais próximas do valor do estado
estacionário. Diferentes valores de f foram utilizados como vamos destacar na próxima seção.

5.5 Resultados e discussão
A partir das simulações numéricas realizadas com as Eqs. (64) e (65), e dos

dados experimentais coletados através do arranjo apresentado na Figura 17, observou-se que a
presença das ondas de Faraday, induzidas pela vibração periódica vertical do meio reacional,
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provocou mudanças nas velocidades de propagação, nos tipos e frequências das ondas químicas
formadas na reação BZ. Além disso, notou-se também que esses efeitos são distintos para sete
intervalos de frequências acústicas, que variam de 10 a 2.000 Hz, apresentados na seção 5.4.2,
associadas à perturbação mecânica externa.

As velocidades de propagação das ondas químicas (v) foram determinadas a par-
tir de médias das informações coletadas em diferentes pontos do meio reacional. Percebe-se
que à medida que a frequência da perturbação externa aumenta, a velocidade das ondas quími-
cas decai abruptamente e tende para valores próximos a zero, conforme mostrado na Figura 22.
O mesmo comportamento qualitativo e quantitativo foi observado nas simulações numéricas,
como demonstrado na mesma Figura.

Destacamos que, no caso teórico, as velocidades de propagação das ondas quí-
micas foram calculadas definindo

f(x) =

{
2 se x ≤ 1

2, 7 se x > 1.
(66)

Nessas condições, a região onde x ≤ 1 encontra-se no regime de instabilidade de
Hopf, ou seja, no regime oscilatório, enquanto x > 1 está no regime excitável, como verificamos
através da análise de estabilidade linear do Oregonator no Apêndice H. Assim, as oscilações que
ocorrem em x ≤ 1 perturbam periodicamente a região excitável, provocando a propagação de
ondas em apenas uma dimensão, o que facilita a determinação de v. Essas velocidades foram
inicialmente medidas em unidades de espaço (ue) e tempo (ut). A conversão de ue para cm/s
foi feita considerando que uma ue corresponde à dimensão linear de duas microcélulas, ou seja,
0, 07cm×2 = 0, 14cm. Além disso, o tempo adimensional do modelo Oregonator, t, é dado por
t = (k5B) · tempo = (0.5s−1) · tempo, onde k5 é a constante cinética da última etapa elementar
do Oregonator e B representa a concentração de ácido malônico e ácido bromomalônico.172

experimentos

simulações

Figura 22: Velocidade de propagação das on-
das químicas em função da frequência de vi-
bração externa. Em azul estão apresentados os
dados medidos experimentalmente e, em ver-
melho, os dados medidos a partir das simula-
ções numéricas do modelo proposto.

O comportamento da veloci-
dade observado na Figura 22 pode ser anali-
sado a partir das alterações provocadas pela
perturbação mecânica. Baixas frequências
acústicas provocam a formação de ondas de
Faraday com maior comprimento de onda, ou,
em outras palavras, um pequeno número de
macrocélulas grandes, como mostrado na Fi-
gura 19. Nessas situações, o processo de mis-
tura é mais vigoroso, Eq. (61), e atinge longas
escalas, Eq. (62), acelerando a propagação de
perturbações no meio. Por outro lado, altas
frequências induzem a emergência de ondas
de Faraday com menor comprimento de onda,
ou, de outra forma, um grande número de ma-
crocélulas pequenas. Neste caso, o processo
de mistura é brando e atinge curtas escalas,
desacelerando a propagação das ondas quími-
cas.

Também foi verificado que a
perturbação mecânica causou mudanças na

forma das ondas químicas. Experimentalmente, foi possível identificar três tipos de ondas:
ondas de fase (OF), padrões de alvo densos (PA1) e padrões de alvo dispersos (PA2). De ma-
neira geral, constatou-se que baixas frequências acústicas induziram a formação de ondas OF,
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enquanto o aumento das frequências acústicas favoreceu a formação de ondas do tipo PA1 e
PA2. Vale ressaltar que nos intervalos 1 e 2 também foram observadas combinações destes três
modos de ondas.

Intervalo
1

Intervalo
2

Intervalo
3

Intervalo
4

Intervalo
5

Intervalo
6

Intervalo
7

Figura 23: Características das ondas quí-
micas observadas para cada intervalo de
frequência considerado. À esquerda, fotos do
meio reacional experimental e, à direita, fotos
do domínio considerado nas simulações.

Os resultados obtidos a par-
tir do modelo teórico também indicaram a
mesma tendência na forma das ondas quí-
micas, ou seja, o aumento da frequência de
vibração induz um encurtamento do compri-
mento de onda da onda química, favorecendo
a formação de ondas do tipo PA, enquanto
que a redução da frequência leva a um alarga-
mento do comprimento de onda da onda quí-
mica, favorecendo então a formação de ondas
do tipo OF. Estes resultados corroboram as
observações experimentais. Contudo, o mo-
delo não foi capaz de descrever toda a com-
plexidade do problema, especialmente no que
se refere à distinção entre as ondas do tipo PA
e a emergência simultânea de diferentes tipos
de ondas. A Figura 23 mostra fotos repre-
sentativas dos tipos de ondas observadas para
cada um dos intervalos de frequência acústica
considerados, tiradas dos experimentos e si-
mulações.

As frequências dos padrões
espaço-temporais da reação BZ também fo-
ram determinadas para os intervalos de 1 a 7
nos experimentos. Verificou-se pequenas va-
riações neste parâmetro, em torno de 0,030
Hz, que não obedecem a uma tendência bem
definida.173 As mesmas alterações não fo-
ram observadas a partir dos cálculos com os
modelos teóricos. Neste caso, as frequên-
cias dos padrões químicos foram exatamente
iguais para todos os intervalos estudados. Isto
ocorre porque as ondas químicas nas simu-
lações são induzidas a partir de um ponto
na rede em que o sistema BZ está no re-
gime oscilatório, similar ao que foi definido
na Eq. (66). Este ponto é conhecido como
"pacemaker" e ele dita a frequência com que
as ondas químicas serão criadas. Como f é
igual em todas as simulações, a frequência dos padrões espaciais é sempre a mesma. Acredita-
se que as variações observadas no experimento estão diretamente relacionadas a ruídos e per-
turbações experimentais, e que poderiam ter sido avaliadas teoricamente a partir de abordagens
estocásticas.
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5.6 Conclusões parciais
Neste trabalho, investigamos experimental e teoricamente os efeitos da pertur-

bação de ondas de Faraday, geradas a partir da imposição do sistema reacional a uma vibração
periódica vertical com frequências acústicas que variam entre 10 e 2.000 Hz, nas propriedades
da dinâmica espaço-temporal de uma fina camada da reação BZ. Conseguimos mostrar que a
presença dessas ondas altera significativamente o processo de mistura dos reagentes químicos
em micro e macroescala e, consequentemente, a velocidade de propagação, tipo e frequência
dos padrões químicos. Além disso, também constatamos que os efeitos da perturbação mecâ-
nica são distintos em sete intervalos de frequência acústica.

Estes resultados indicam que a reação BZ, quando submetida a vibração vertical,
pode funcionar de forma análoga à orelha humana, transduzindo energia mecânica em energia
química e gerando representações espaciais para sete intervalos de frequências acústicas entre
10 e 2.000 Hz. As alterações causadas pela perturbação externa podem compor um banco de
dados, e estas informações, juntamente com o arranjo experimental proposto, podem servir
como um sistema de análise e reconhecimento de certas frequências acústicas. Contudo, é
evidente que o sistema BZ bioinspirado apresentado neste trabalho é ineficiente e pouco preciso
quando comparado com a orelha humana. Extensões dessa investigação podem ser conduzidas
a fim de avaliar as respostas da reação BZ à aplicação de múltiplas frequências acústicas em
paralelo e a sons inaudíveis. Talvez, para esses casos, o sistema proposto neste trabalho possa
ser utilizado como um dispositivo eficiente para análise de frequências.
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6 Demonstração em sala de aula de padrões de Turing em
um sistema fechado

Ao longo dos anos, reações químicas oscilatórias têm sido empregadas para o en-
sino de conceitos de química por meio de demonstrações em sala de aula. Tais demonstrações,
geralmente conduzidas através das reações de Belousov-Zhabotinsky (BZ) e Briggs-Raucher
(BR), são baseadas na emergência de oscilações temporais e ondas químicas, de modo que
não há relatos na literatura de demonstrações de padrões de Turing. Isso provavelmente está
relacionado à dificuldade de se obter esses padrões em um arranjo experimental simples. Con-
siderando tais impasses, neste capítulo, apresentamos um procedimento novo e prático para a
obtenção de padrões de Turing em um sistema de reação-difusão fechado, com potencial para
uso em demonstrações em sala de aula. Além disso, esta nova metodologia possibilita diversas
aplicações, uma vez que alterações nas condições experimentais podem induzir a formação de
diferentes padrões, entre pontos e listras, ou até mesmo levar à formação de ondas químicas
a partir do estado de Turing. Este experimento pode servir como uma ferramenta pedagógica
valiosa, auxiliando na introdução de diversos conceitos químicos, incluindo cinética de reação-
difusão, termodinâmica de não equilíbrio e autocatálise.

Os resultados apresentados neste capítulo foram publicados no artigo: Katz, L.;
Silva-Dias, Leonardo; and Dolnik, M. Turing Patterns in the Chlorine Dioxide-Iodine-Malonic
Acid Reaction–Diffusion Batch System. Journal of Chemical Education, v. 101, 1387-1393,
2024.
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6.1 Apresentação do problema
Demonstrações em sala de aula de reações químicas oscilatórias tornaram-se

uma ferramenta pedagógica útil para a introdução de uma variedade de conceitos químicos
aos estudantes, incluindo cinética, termodinâmica e catálise.174 Ao longo dos últimos 50 anos,
o tema "dinâmica química não linear" tem sido assunto de diversos artigos em revistas de
educação.5, 28, 174–202Estes trabalhos abrangem desde demonstrações experimentais de oscila-
ções e ondas através das reações BZ e BR,5, 28, 175, 178, 180, 192 o coração de mercúrio,199 o os-
cilador de evolução de gás,179 o oscilador quimioluminescente,174, 182 osciladores de pH,177 o
oscilador sal-água,200, 201 o oscilador de explosão183 e anéis de Liesegang,203–206 até a apre-
sentação teórica dos conceitos de dinâmica não linear, bifurcações e termodinâmica de não
equilíbrio.175, 176, 184, 186, 189, 198 A maioria dessas práticas experimentais foca em oscilações em
sistemas com agitação e propagação de ondas em sistemas sem agitação. Entretanto, não há
trabalhos relacionados à demonstração de padrões de Turing, o que é surpreendente, visto que
esses padrões podem emergir em sistemas que possuem similaridades cinéticas com aqueles
que geram oscilações e ondas.

De modo geral, a investigação de padrões de Turing é frequentemente desen-
volvida em sistemas abertos, através da reação CDIMA, usando reatores sem agitação e ali-
mentados continuamente (continuously fed unstirred reactor - CFUR).4, 207 Esta configuração
experimental complexa é necessária para manter a reação química longe do equilíbrio termo-
dinâmico e os padrões de Turing inalterados por longos períodos. Entretanto, já foi provado
que é possível, embora difícil, observar padrões de Turing transitórios na reação CDIMA em
um sistema fechado.208, 209 Tal dificuldade está associada a três pontos principais: 1) A manu-
tenção do sistema fora do equilíbrio por longos períodos de tempo, 2) a redução e preservação
da temperatura do sistema para uma faixa em torno de 3oC à 8oC e 3) a redução dos efeitos do
movimento Browniano. Tais limitações precisam ser superadas para que experimentos relacio-
nados à formação de padrões de Turing sejam aplicáveis no ensino de química.

6.2 Objetivos
Considerando o que foi exposto na seção 6.1, o objetivo principal deste trabalho

é desenvolver um procedimento experimental viável para a formação de padrões de Turing em
um sistema fechado, utilizando a reação CDIMA, e que possa ser aplicável para o ensino de
conceitos químicos na forma de uma demonstração ou prática experimental.

6.3 Materiais e métodos

Álcool polivinílico ((C2H4O)n, PVA, MW 9000-10000), ácido sulfúrico (H2SO4),
ácido malônico (CH2(COOH)2, MA) e iodo (I2) (Sigma-Aldrich) foram usados sem purificação,
e as soluções foram preparadas com água deionizada. A solução estoque de dióxido de cloro
(ClO2) foi sintetizada a partir do clorato de potássio (KClO3), ácido oxálico (H2C2O4 · 2H2O) e
H2SO4 (Sigma-Aldrich). Os detalhes da síntese de ClO2 estão apresentados no Apêndice E.210

As soluções foram preparadas da seguinte forma:

• Solução A: Preparou-se uma solução de 25 mL contendo 4 mM de MA, 4% (em massa)
de PVA e 20 mM de H2SO4 dissolvendo 1 g de PVA, 0,0104 g de MA e 0,5 mL de uma
solução de H2SO4 1M em água deionizada.

• Solução B: Preparou-se uma solução de 25 mL contendo 4mM de ClO2 e 20 mM de
H2SO4 em água deionizada. A quantidade de ClO2 utilizada para o preparo desta solução
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varia dependendo da concentração da solução estoque. Um espectrofotômetro UV-vis foi
usado para determinar a concentração de ClO2 da solução estoque (ClO2, absortividade
molar = 1200 M−1 cm−1 em 360 nm). Se apenas um espectrofotômetro VIS estiver
disponível, a molaridade da solução estoque também pode ser estimada em 390 nm. Neste
caso, a absortividade molar do ClO2 é 577 M−1cm−1. Para obter a concentração desejada
de ácido, 0,5 mL de uma solução de H2SO4 1M foi usado.

• Solução C: Preparou-se uma solução de 25 mL contendo 3,2 mL de I2 e 20 mM de H2SO4

dissolvendo inicialmente 0,0207 g de I2 em 2,5 mL de ácido acético glacial e, em seguida,
adicionando 0,5 mL de uma solução de H2SO4 1M e completando o volume com água
deionizada.

• Gel de agarose: Preparou-se uma solução 2% (em massa) de agarose dissolvendo 0,3 g
de agarose (CAS 9012-36-6) em 15 mL de água quente. O gel, em formato de disco com
cerca de 3,2 mm de espessura, foi preparado utilizando um anel de borracha como molde
entre duas placas de vidro. Durante a solidificação do gel, pesos foram colocados sobre
uma das placas de vidro para manter a espessura desejada. Após a solidificação, o gel
foi cortado utilizando uma ferramenta de punção em formato de arco ("arch punch") de
1-5/8". Recomenda-se um gel com diâmetro de aproximadamente 4 cm, mas pequenas
variações neste valor não afetarão os resultados do experimento."

• Saturação do gel de agarose 2% com reagentes: 8 mL da solução A foram misturados
com 8 mL da solução B e, em seguida, a mistura foi transferida para uma placa de Petri
de 60× 15 mm contendo o gel de agarose. O recipiente deve ser hermeticamente fechado
com parafilme para evitar a evaporação do ClO2 para a atmosfera e, então, guardado em
um refrigerador por no mínimo 3 h.

Todas as soluções e géis devem ser mantidos no refrigerador. A solução de I2
deve ser protegida da luz para evitar a decomposição.

6.4 Procedimento
A configuração experimental envolve um banho de gelo, uma pequena placa de

Petri Pyrex (por exemplo, 58×15 mm), um prato de cristalização médio (por exemplo, 125×65
mm) e uma câmera conectada a um projetor. A temperatura de aproximadamente 4◦C é obtida
imergindo a placa de Petri no banho de gelo dentro do prato de cristalização, conforme mostrado
na Figura 24. O experimento é iniciado transferindo 8 mL da solução C para a placa de Petri.
Em seguida, o gel saturado com PVA/MA/ClO2 é cuidadosamente colocado dentro da mesma
placa de Petri, acompanhado pela adição de mais 2 mL da solução C. O nível final da solução
de I2 deve estar aproximadamente 2 mm acima do topo do gel. Esse nível garante que haverá
reagente suficiente para suprir toda a área de formação dos padrões.

6.5 Resultados e discussão

6.5.1 O experimento

Observamos a formação de padrões de Turing claros e distintos quando um gel
de agarose a 2%, com uma espessura de 3,2 mm e pré-saturado com 2% de PVA, [MA] =
2,0 mM, [ClO2] = 2,0 mM e [H2SO4] = 20,0 mM, é colocado em uma solução refrigerada
de [I2] = 3,2 mM, utilizando o arranjo experimental descrito nas seções anteriores, conforme
mostrado na Figura 24. Este arranjo garante que: a) nenhuma reação química ocorra antes do
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Figura 24: Representação esquemática da visão lateral e foto da visão de cima do arranjo
experimental e padrão de Turing formado no gel de agarose. 1) Prato de cristalização; 2)
Banho de gelo; 3) Placa de Petri; 4) Solução de I2; 5) Gel de agarose com 40 mm diâmetro. A
imagem foi obtida 30 min após o início do experimento.

início do experimento, b) o gel seja carregado com quantidade suficiente de reagentes químicos
para manter a reação longe do equilíbrio por longos períodos de tempo, c) haja área superficial
suficiente para a formação dos padrões, d) a cinética da reação seja retardada pela redução da
temperatura do meio, e) o I2 difunda da solução para o gel, iniciando as reações químicas e
formando os padrões de Turing dentro do gel.

Constatamos também que padrões com diferentes morfologias podem ser obti-
dos ao alterar as condições químicas. Para verificar essas mudanças, realizamos experimentos
variando a concentração de ClO2 entre 1 e 2 mM, MA entre 1 e 2 mM e PVA entre 1 e 4% (em
massa), mantendo os demais reagentes com concentração constante. Nossos resultados indicam
que altas concentrações de ClO2 e MA, ou seja, concentrações em torno de 2 mM para cada
um deles, favorecem a formação de padrões transientes no formato de listras que são estáveis
por longos períodos de tempo, > 30 min. Por outro lado, baixas concentrações, i.e., em torno
de 1 mM, favorecem a formação de padrões no formato de pontos que são pouco estáveis, ≈ 5
min. Este último resultado condiz com as características já conhecidas da reação CDIMA.211

Os resultados também mostram que a utilização de PVA com concentração abaixo e acima de
2% gera padrões muito claros e muito escuros (com pouco contraste), respectivamente, dificul-
tando a visualização. Portanto, a concentração de PVA de 2% é ideal para o desenvolvimento
deste experimento. Vale ressaltar que, apesar de não termos alterado significativamente a con-
centração de I2, observamos que pequenas variações neste valor não alteram significativamente
a morfologia e a qualidade dos padrões formados.

Para investigar mais o desenvolvimento dos padrões de Turing transientes em
nosso sistema, capturamos imagens em intervalos regulares de tempo, mostrando a transição
morfológica dos padrões, de listras para pontos, durante o período em que os padrões permane-
cem estáveis, como ilustrado na Figura 25. O relógio foi iniciado quando o gel foi introduzido
na solução de I2. Após 8 min, observamos que os padrões transientes emergem, tornando-se
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visíveis em torno de 15 min. Após 20 min, eles estão completamente formados. No entanto,
à medida que o tempo avança e, consequentemente, a reação química ocorre, as concentrações
dos reagentes químicos diminuem, induzindo uma transição morfológica de listras para pontos.
Isso é evidente aproximadamente 50 min após o início do experimento, quando a proporção de
listras é significativamente menor.

Figura 25: Evolução temporal dos padrões de Turing transientes no sistema fechado. [MA]
= 2.0 mM, [ClO2] = 2.0 mM. O tempo em minutos é apresentado nas fotos. Cada imagem
representa uma área do sistema igual a 10 mm×10 mm.

Figura 26: Estabilidade dos padrões de Tu-
ring no sistema fechado. [MA] = 2.0 mM,
[ClO2] = 2.0 mM. O tempo em minutos é apre-
sentado nas fotos. Cada imagem representa
uma área do sistema igual a 10 mm×10 mm.

É importante observar que
neste sistema fechado, a concentração dos
reagentes muda continuamente, não apenas
como resultado das reações químicas, mas
também devido à difusão dos reagentes para
as vizinhanças. ClO2, MA e PVA difundem
do gel para a solução de I2, enquanto I2 di-
funde da solução para o gel. Entre 20 e 50
min, e entre 60 e 80 min, ocorre uma notá-
vel mudança na cor dos padrões. Eventual-
mente, as concentrações dos reagentes quími-
cos se desviam da concentração ótima neces-
sária para a formação dos padrões de Turing,
levando ao seu desaparecimento em torno de
80 min.

Como podemos ver na Figura
26, a formação dos padrões no experimento
realizado com 1 mM de MA e 1 mM de ClO2

foi mais lenta em comparação com os experi-
mentos anteriores. Estruturas discerníveis co-
meçaram a aparecer após aproximadamente
15 minutos, com a formação completa dos pa-
drões ocorrendo após cerca de 30 minutos. A
razão de listras para pontos foi consideravel-

mente menor neste caso, devido à diminuição da concentração dos reagentes utilizados.
Para demonstrações, recomendamos concentrações mais altas de MA e ClO2,

pois resultam em padrões mais robustos e com definição mais clara. No entanto, é importante
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observar que a formação de padrões ainda pode ocorrer com concentrações mais baixas de MA
e ClO2. Isso pode ser um recurso interessante para práticas experimentais, pois permite que o
experimentador induza padrões com diferentes morfologias através da variação da concentração
dos reagentes.

Nós também desenvolvemos outra configuração experimental para gerar padrões
de Turing na reação CDIMA em um sistema fechado, utilizando uma solução líquida, conforme
ilustrado na Figura 27. Este procedimento envolve a utilização de amido a 1% (em massa),
substituindo o PVA, com [I2] = 0,8 mM, [ClO2] = 0,5 mM, [MA] = 1 mM e [H2SO4] = 10 mM.
A chave para a visualização da formação dos padrões aqui recai na reação entre o amido e o I2,
que produz uma mudança de cor.

Para iniciar a formação dos padrões, misturamos volumes iguais das quatro so-
luções. A solução resultante é então transferida imediatamente para uma pequena placa de Petri
em um banho de gelo. Em questão de minutos, os padrões começam a se formar. No entanto,
a estabilidade dos padrões resultantes é consideravelmente menor do que aqueles obtidos no
experimento desenvolvido com matriz gelatinosa, desaparecendo rapidamente.

Apesar desses aspectos negativos, o experimento em matriz líquida pode servir
como um recurso pedagógico interessante para demonstrar fenômenos químicos não lineares de
forma rápida e acessível.

Figura 27: Padrões de Turing em um sistema fechado em matriz líquida. O tamanho do
sistema apresentado é 20 mm×17 mm.

6.5.2 Possíveis aplicações pedagógicas

A metodologia experimental desenvolvida neste trabalho pode ser utilizada como
recurso pedagógico no desenvolvimento de demonstrações da formação de padrões de Turing
em sala de aula. Assim como os experimentos com a reação BZ para a observação de ondas
químicas e oscilações, este procedimento é prático e simples. A partir dessas considerações,
nós propomos três abordagens práticas de ensino diferentes em que o experimento desenvolvido
poderia ser utilizado:

1. Demonstração para um grupo grande de estudantes

Em uma grande sala de aula (auditório), esta demonstração pode ser convenientemente
conduzida posicionando uma câmera acima da placa de Petri e os padrões podem ser
projetados em uma tela em tempo real. Nesta configuração, o instrutor pode usar ou-
tros recursos pedagógicos para fornecer explicações sobre o experimento, enquanto os
estudantes acompanham a formação dos padrões.
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2. Demonstração para grupos pequenos de estudantes

Em um grupo pequeno de estudantes, esta demonstração pode ser conduzida em uma
mesa de luz. Os estudantes terão a oportunidade de observar a formação de padrões a
olho nu, diretamente do gel na placa de Petri. A iluminação da mesa irá melhorar a
visibilidade dos padrões e facilitar uma visão clara para os participantes. Neste caso, os
estudantes podem manipular algumas variáveis, por exemplo, temperatura, e a discussão
dos conceitos de estruturas dissipativas pode ser estendida. Lembrando que o aumento da
temperatura nesse sistema induz uma transição de padrões de Turing para ondas químicas.

3. Atividade experimental para laboratório de físico-química

Considerando a variedade de conceitos químicos e físicos abrangidos por este experi-
mento, ele pode ser incluído como parte do currículo de um curso de laboratório de
físico-química. Neste caso, os estudantes serão responsáveis pela preparação de solu-
ções e aparatos para a execução do experimento. Tópicos e conceitos adicionais podem
ser explorados neste formato. Por exemplo, a formação de padrões pode ser estudada em
diversas concentrações dos reagentes. Um experimento pode ser designado para inves-
tigar a transição dos padrões de Turing para a emergência de ondas químicas quando a
temperatura do banho de gelo ao redor da placa de Petri é aumentada. Outros estudos
podem incluir a avaliação da estabilidade dos padrões quando o experimento é realizado
em matrizes líquidas.

6.6 Conclusões parciais
Neste trabalho, apresentamos um procedimento experimental simples e prático

para a produção de padrões de Turing em um sistema fechado, através da reação CDIMA. O
experimento envolve reagentes químicos de fácil acesso e um aparato experimental simples. A
partir da execução do experimento, obtivemos padrões de Turing com boa resolução e estabili-
dade por longos períodos de tempo, ≈ 80 min. O sucesso desta metodologia se deve ao uso de
um sistema gelatinoso, capaz de absorver uma grande quantidade de reagentes químicos, man-
tendo a reação afastada do equilíbrio por intervalos longos de tempo, e por servir como barreira
difusiva, auxiliando no cumprimento das condições necessárias para a emergência dos padrões
de Turing. Também observamos que mudanças nas concentrações dos reagentes, mais especifi-
camente do ClO2, geram variabilidade estrutural. Altas concentrações de ClO2 proporcionam a
formação de listras, enquanto baixas concentrações de ClO2 geram pontos.

Por fim, considerando a praticidade da metodologia sugerida, a qualidade e es-
tabilidade dos padrões formados, e os conceitos físico-químicos envolvidos no experimento,
sugerimos que este pode ser utilizado como recurso pedagógico para o ensino de química de
três formas: 1) Demonstração para um grupo grande de estudantes, 2) Demonstração para gru-
pos pequenos de estudantes e 3) Atividade experimental para laboratório de físico-química.
Neste contexto, este trabalho apresenta, pela primeira vez, uma prática educacional baseada na
demonstração de padrões de Turing.
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7 Morfogênese em células químicas sintéticas
Neste capítulo, apresentamos um modelo eficiente para descrever a morfogênese

e a emergência de estruturas espaço-temporais em células químicas sintéticas. Este trabalho é
motivado por um arranjo experimental usado para testar a teoria de Turing da morfogênese. O
modelo desenvolvido é baseado na teoria geral de gotas quimicamente ativas, que combina a
teoria clássica de separação de fases com sistemas de reação-difusão. Através de cálculos em
2D, encontramos as seis estruturas espaço-temporais previstas por Turing em 1952 e observadas
experimentalmente em um arranjo de gotas em 1D. Além disso, o sistema sofre morfogênese
quando está sob instabilidade de Turing. Esta abordagem teórica fornece uma ferramenta útil
para compreender a diferenciação física através do cálculo direto da pressão osmótica em cada
célula à medida que ocorre a reação química.

Os resultados apresentados neste capítulo foram publicados no artigo: Silva-Dias,
Leonardo & Lopez-Castillo, A. Morphogenesis in Synthetic Chemical Cells. The Journal of
Physical Chemistry Letters v. 13.1, 296-301, 2022.
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7.1 Apresentação do problema
O termo "morfogênese" refere-se de maneira ampla à geração de padrões e for-

mas induzidos pela interação dinâmica entre processos físicos e químicos.212 Uma das primeiras
descrições teóricas deste evento biológico foi proposta por Alan M. Turing em seu artigo “The
chemical basis of morphogenesis”.81 Neste trabalho, Turing apresenta um modelo que é apli-
cável a dois casos: 1) um anel homogêneo de material contínuo e 2) um anel heterogêneo de
compartimentos discretos, i.e., células.81, 116, 213 O segundo caso é mais relevante em biologia
porque tal configuração surge naturalmente durante o processo de desenvolvimento de um orga-
nismo.116 Contudo, o modelo de Turing não pode ser usado para fazer previsões neste contexto
devido às dificuldades de comparação entre teoria e experimento. Tais dificuldades estão asso-
ciadas à complexidade dos processos químicos que ocorrem em um dado sistema biológico e
ao nosso incompleto conhecimento dos seus mecanismos reacionais.116, 214

Para superar esses problemas e testar a teoria de Turing da morfogênese, Tomp-
kins et al. propuseram um sistema experimental de reação-difusão, utilizando uma reação quí-
mica com mecanismo reacional conhecido.116 Este sistema é formado por “células sintéticas”,
ou seja, gotas aquosas contendo os reagentes químicos da reação de Belousov-Zhabotinsky
(BZ), estabilizadas por surfactante e dispersas em um meio oleoso. A ideia chave desta cons-
trução é que a maioria das espécies químicas na reação BZ são polares, permanecendo presas
nas células. Entretanto, intermediários menos polares são formados no curso da reação, e eles
podem difundir através do meio oleoso, agindo como sinais químicos.38, 116, 215 Tecnicamente,
isso representa um arranjo de osciladores químicos acoplados por difusão. A partir do experi-
mento, Tompkins et al. confirmaram a teoria de Turing, mais especificamente, eles observaram
a emergência de sete estruturas espaço-temporais (seis delas previstas por Turing em 1952) e a
diferenciação física das células quando o sistema está sob instabilidade de Turing.

Apesar de os pesquisadores terem constatado que a teoria de Turing é capaz de
explicar a morfogênese, eles não conseguiram elucidar completamente o mecanismo físico-
químico do processo morfogenético e responder a questões como: o que induz a alteração do
tamanho das células químicas, ou seja, a diferenciação física, quando o sistema está sob insta-
bilidade de Turing? A impossibilidade de responder a essa pergunta, por exemplo, reside nas
dificuldades de se realizar medidas experimentais de propriedades como a pressão osmótica em
células muito pequenas (diâmetro médio de 110 µm).116 A elucidação completa desse processo
pode ser obtida por meio de um modelo teórico mais abrangente, que leve em consideração o
acoplamento entre a dinâmica espaço-temporal dos reagentes químicos e das gotas.

7.2 Objetivos
O objetivo deste trabalho é propor um modelo teórico baseado no arranjo experi-

mental proposto por Tompkins et al.116 e na teoria geral de gotas quimicamente ativas120, 139, 216–218

para auxiliar na elucidação do mecanismo físico-químico da morfogênese em células químicas
sintéticas.

7.3 Modelo
Considere um sistema composto por um fluido incompressível, isotérmico e com

volume molecular constante (ν), formado por gotas de um componente químico polar (P), origi-
nadas por meio de um processo de separação de fases, dispersas em um meio apolar, constituído,
consequentemente, por um componente apolar (N). Nesse cenário, a dinâmica de separação de
fase é dada pela equação de Cahn-Hilliard, como já mencionamos no capítulo 2,120, 132, 219
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∂ϕ

∂t
= s(c) +m∇2 δF [ϕ]

δϕ
. (67)

Na equação acima, ϕ(r, t) representa a fração volumétrica local do componente
P, m é a mobilidade do material da gota, s(c) representa os processos reacionais homogêneos
locais e obedece à lei de ação das massas, e F [ϕ] é a energia livre, dada pelo funcional de
Ginzburg-Landau,120

F [ϕ] =

∫
d2r

[
−β
2
(ϕ− ψ)2 +

α

4
(ϕ− ψ)4 +

κ

2
|∇ϕ|2

]
. (68)

Na Eq. (68), os parâmetros α e β são coeficientes positivos associados às inte-
rações energéticas e contribuições entropicas, enquanto o coeficiente κ está relacionado com a
tensão superficial e a largura da interface. Além disso, o potencial de poço duplo f(ϕ), i.e.,
f(ϕ) = −β

2
(ϕ−ψ)2+ α

4
(ϕ−ψ)4, na equação acima é responsável pela separação do fluido em

duas fases: uma fase rica em N, com ϕ = 0, e uma fase rica em P, com ϕ = Φ. A partir disso,
nós usamos ψ = Φ/2.139, 216

Nós podemos descrever arranjos de gotas polares a partir da Eq. (67), conside-
rando o seguinte ansatz para as condições iniciais:

ϕ(r, 0) =
Φ

2

[
1−

M∏
i=1

tanh

(
di
ω

)]
. (69)

Na Eq. (69),M é o número de gotas, di =
√

(x− x∗i )
2 + (y − y∗i )

2−R, (x∗i , y
∗
i )

são as coordenadas do centro da i-ésima gota, R é o raio da gota e ω =
√

2κ
β

é a largura da
interface. A Eq. (69) é baseada no perfil espacial da fração volumétrica que minimiza a energia
livre, F [ϕ], de um sistema com uma interface plana entre duas fases com ϕ = 0 e ϕ = Φ no
seio da solução.216

Ressaltamos que o arranjo resultante de gotas apresenta um comportamento di-
nâmico instável, ou seja, pequenas perturbações podem fazer com que as gotas sofram ama-
durecimento de Ostwald. Entretanto, tal arranjo pode ser mantido nesta configuração se ide-
almente evitarmos flutuações físicas e numéricas sobre o sistema e mantivermos as gotas su-
ficientemente distantes umas das outras. Este fato pode ser confirmado a partir do modelo de
Lifshitz-Slyozov.220 Tal modelo demonstra que em um sistema finito, uma gota isolada tem um
estado estacionário estável.139 Portanto, podemos combinar cópias de gotas isoladas garantindo
que elas não sofram amadurecimento de Ostwald. Com isso, não há a necessidade da inclusão
de surfactantes na descrição teórica do problema, mesmo embora essas macromoléculas sejam
utilizadas experimentalmente para evitar coalescência.

Agora, devemos especificar o mecanismo reacional e as equações de balanço
de massa dos componentes químicos. Depois disso, seremos capazes de definir s(c). Neste
trabalho, usamos o modelo "Brusselator estendido".6, 221 Este sistema pode ser escrito como,

A k1−−→ U
2 U + V k2−−→ 3 U
B + U k3−−→ V + D

U k4−−→ E
V

c1−−⇀↽−−
d1

W1

U
c2−−⇀↽−−
d2

W2
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Onde U e V são espécies polares classificadas como ativador e inibidor da reação,
respectivamente, e W1 e W2 são sinais químicos menos polares. Os demais, A, B, D e E são
reagentes e produtos polares responsáveis por manter a reação química afastada do equilíbrio
termodinâmico. A partir das características físico-químicas dos componentes químicos, U, V,
A, B, E e D são mantidos presos dentro das gotas, enquanto W1 e W2 podem difundir livremente
por todo o sistema. Apesar desta reação ser abstrata, ela satisfaz condições básicas de sistemas
ativador-inibidor, i.e., apresenta etapas de feedback positivo e negativo, possibilitando o estudo
de osciladores químicos acoplados.221

Seguindo a lei de ação das massas, nós podemos escrever as equações de balanço
de massa da seguinte maneira:

∂u

∂t
= f(u, v)− c2u+ d2w2 +

(
D(P )

u

ϕ

Φ
+D(N)

u

(
1− ϕ

Φ

))
∇2u (70)

∂v

∂t
= g(u, v)− c1v + d1w1 +

(
D(P )

v

ϕ

Φ
+D(N)

v

(
1− ϕ

Φ

))
∇2v (71)

∂w1

∂t
= (c1v − d1w1)Θ(r) +

(
D(P )

w1

ϕ

Φ
+D(N)

w1

(
1− ϕ

Φ

))
∇2w1 (72)

∂w2

∂t
= (c2u− d2w2)Θ(r) +

(
D(P )

w2

ϕ

Φ
+D(N)

w2

(
1− ϕ

Φ

))
∇2w2. (73)

Nestas equações, u, v, w1 e w2 representam as concentrações químicas de U, V,
W1 e W2, respectivamente, todas definidas através do volume total do sistema. Os coeficientes
de difusão das fases polar e apolar sãoD(P ) eD(N), respectivamente, enquanto k1, k2, k3, k4, c1,
d1, c2 e d2 são as constantes de velocidade. Além disso, as f(u, v) = k1a− (k4+k3b)u+k2u

2v
e g(u, v) = k3bu − k2u

2v são provenientes da cinética do modelo Brusselator, onde a e b
representam as concentrações químicas de A e B, respectivamente.

Nós podemos perceber que as Eqs. (70 - 73) estão acopladas à dinâmica da
fase por meio do processo de transporte de massa, resultando em um coeficiente de difusão
efetivo espacialmente dependente. Portanto, tomando D(P )

u = D
(P )
v ̸= 0, D(N)

u = D
(N)
v = 0 e

D
(P )
w1 = D

(P )
w2 < D

(N)
w1 = D

(N)
w2 , relações experimentalmente medidas, nós garantimos que U e

V difundem apenas dentro das células, enquanto W1 e W2 podem difundir em ambas as fases,
embora os coeficientes de difusão em cada uma das fases sejam diferentes.38, 77, 116, 215, 222–224

Note também que nas Eqs. (72) e (73), nós adicionamos de forma ad hoc uma função de
Heaviside, Θ(r), para garantir que as reações químicas ocorram apenas dentro das células,
como é observado experimentalmente. Veja o Apêndice I sobre o acoplamento das equações de
reação-difusão com a equação de Cahn-Hilliard, assim como a inclusão da função de Heaviside.

Para completar a construção do nosso modelo, devemos definir s(c). Este termo
descreve os efeitos das reações químicas sobre a dinâmica de separação de fase, de forma que se
s(c) = 0, a morfogênese não ocorre. Os termos cinéticos da equação de separação de fase são
derivados assumindo que a fase é composta por frações volumétricas de solvente e reagentes
químicos, resultando na seguinte equação final:

∂ϕ

∂t
= ηk(−a+ u) +m∇2 δF [ϕ]

δϕ
. (74)
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Na Eq. (74), k é contante de reação, neste trabalho assumimos que k = k1 =
k2 = k3 = k4, e η é uma constante que representa a diluição dos componentes químicos na fase
P. Veja uma dedução detalhada da Eq. (74) no Apêndice J.

Juntas, as Eqs. (70-74) formam o modelo utilizado para descrever a morfogê-
nese em células químicas sintéticas. Estas equações foram simuladas numericamente usando
o software livre xmds2 (versão 2.2.2), que emprega uma combinação dos métodos espectrais
e de Runge-Kutta de quarta/quinta ordem de passo variável.225 No Apêndice K, detalhamos
alguns aspectos dessa abordagem numérica. Vale lembrar que estas simulações também podem
ser executadas empregando o método combinado das diferenças finitas e Runge-Kutta de passo
fixo. As simulações foram executadas em redes de duas dimensões com condições periódicas
de contorno.

7.4 Resultados e discussão
Estamos interessados inicialmente na situação onde a fração volumétrica dos re-

agentes químicos é muito menor que a fração volumétrica do solvente, ou seja, η = 0. Isso sig-
nifica que as reações químicas não afetam a dinâmica de separação de fase. Através dessa abor-
dagem, nós nos concentraremos na emergência de estruturas dissipativas, mais especificamente,
buscamos por estruturas preditas por Turing e observadas experimentalmente por Tompkins et
al. Para conseguir isso, realizamos uma análise de estabilidade linear da versão homogênea do
modelo, i.e., Eqs. (70-73), para definir os parâmetros corretos para as instabilidades de Turing
e Hopf. Veja esse procedimento detalhado no Apêndice L.

B - {3,10}

{5.95,29} - C

{7,40} - D E - {2,8.40}

F - {2,8}

A 
 {8.6,60}

Hopf
 Turing

A B

Figura 28: Espaço de parâmetros (a × b) do modelo Brusselator estendido. A) Inibidor
fortemente acoplado com o sinal químico: c1 = 0.14, d1 = 0.35 e c2 = d2 = 7 × 10−3. B)
Ativador fortemente acoplado com o sinal químico: c2 = 0.14, d2 = 0.35 e c1 = d1 = 7×10−3.
Em todos os casos k1 = k2 = k3 = k4 = k = 0.07, D(P )

u = D
(P )
v = 10−3, D(N)

u = D
(N)
v = 0,

D
(P )
w1 = D

(P )
w2 = 10−2 e D(N)

w1 = D
(N)
w2 = 5 × 10−2. Os pares (a, b) indicados nas figuras foram

usados nas simulações numéricas apresentadas nas Figuras 29A-F.

A Figura 28A-B mostra o espaço de parâmetros (a × b) do modelo. O valor
numérico das constantes utilizadas para conduzir esta análise é baseado em dados teóricos e ex-
perimentais divulgados na literatura.38, 77, 116, 215, 222–224 Na Figura 28A, as condições de inibição
de longo alcance e ativação de curto alcance, necessárias para a instabilidade de Turing, são
satisfeitas, favorecendo a emergência de padrões estacionários. Por outro lado, na Figura 28B,
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as condições de alcance de ativação-inibição não são atendidas, de modo que a instabilidade de
Hopf prevalece.

Considerando os parâmetros indicados nas Figuras 28A-B nas simulações nu-
méricas, conseguimos obter as seis estruturas dinâmicas desejadas em um arranjo de células em
1D, como apresentado nas Figuras 29A-F. Cada um desses estados dinâmicos é classificado se-
guindo a notação de Turing, i.e., em termos de comprimento de onda e frequência. Tais estados
dependem diretamente do raio das células químicas e do espaço que separa (gap) duas célu-
las químicas consecutivas, de tal forma que padrões estacionários são favorecidos em sistemas
formados por células de menor tamanho e de pequeno gap, enquanto padrões oscilatórios são
favorecidos em sistemas com células de maior tamanho e mais distantes uma das outras. Um
outro aspecto interessante é que oscilações fora de fase e em fase apenas aparecem em casos
em que os sinais químicos estão fortemente acoplados com o ativador e o inibidor, respecti-
vamente. Essas relações mencionadas estão de acordo com as investigações experimentais e
teóricas divulgadas previamente na literatura.116, 221, 222
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Figura 29: Gráficos espaço-tempo expondo os seis casos previstos por Turing. Na base de
cada gráfico mostramos o perfil espacial do inibidor e um determinado tempo. As simulações
numéricas foram executadas considerando os parâmetros apresentados nas Figuras 28A-B, com
Φ = 2, m = 10−3, α = β = 6.66 e κ = 0.133. A) Padrão com comprimento de onda longo e
estacionário (qmin, 0) em um arranjo com 20 células de raio R = 0.70, distância de separação
d = 2R e perfil espacial de v no tempo t = 4500. B) Padrão com comprimento de onda longo
e oscilatório (qmin, ω) em um arranjo com 10 células de raio R = 0.80, distância de separação
d = 2R e perfil espacial de v no tempo t = 4200. C) Padrão com comprimento de onda curto e
estacionário (qmax, 0) em um arranjo com 10 células de raio R = 0.70, distância de separação
d = 2R e perfil espacial de v no tempo t = 4000. D) Padrão com comprimento de onda
intermediário e estacionário (q, 0) em um arranjo com 10 células de raio R = 0.70, distância de
separação d = 2R e perfil espacial de v no tempo t = 4000. E) Padrão com comprimento de
onda intermediário e oscilatório (q, ω) em um arranjo com 19 células de raioR = 0.82, distância
de separação d = R e perfil espacial de v no tempo t = 2400. F) Padrão com comprimento de
onda curto e oscilatório (qmax, ω) em um arranjo com 10 células de raio R = 0.86, distância de
separação d = 2R e perfil espacial de v no tempo t = 4050.

Uma vez que observamos os padrões estacionários e oscilatórios no arranjo uni-
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dimensional de gotas, voltamos nossa atenção para o fenômeno da morfogênese, ou seja, para as
alterações morfológicas das células químicas por meio de reações químicas. Aqui, os processos
físicos, como a separação de fases, são regulados por reações químicas. Portanto, η ̸= 0. Neste
caso, estudamos as variações morfológicas em um sistema composto por apenas duas células
sintéticas, quando (1) um padrão estacionário com comprimento de onda curto e (2) um padrão
oscilatório com comprimento de onda curto emergem. Veja os resultados nas Figuras 30A-B.
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Figura 30: Morfogênese em um arranjo de duas células químicas sintéticas, D1 e D2. A)
Gráfico espaço-tempo de um padrão estacionário com comprimento de onda curto, evidenci-
ando a ocorrência da morfogênese. B) Gráfico espaço-tempo de um padrão oscilatório com
comprimento de onda curto. C) Perfis espaciais v e u em t = 2000 nos sistema sob instabili-
dade de Turing.

Tempo

Tempo

Gota 1

Gota 2

Figura 31: Evolução temporal da média mó-
vel da pressão osmótica (Π). A) Padrão es-
tacionário e B) Padrão oscilatório com compri-
mento de onda curto.

No caso (1), as simulações re-
velam que à medida que a reação evolui ao
longo do tempo, as células químicas sofrem
diferenciação física, ou seja, a gota 1 (D1) in-
cha e a gota 2 (D2) encolhe, como mostrado
na Figura 30A. Para entender melhor o me-
canismo desse evento, calculamos a evolução
temporal da pressão osmótica (Π), dada por
Π = −f(ϕ)+ ∂f(ϕ)

∂ϕ
,120 em cada célula. Pode-

mos observar a partir do perfil espacial das es-
pécies ativadora e inibidora, Figura 30C, que
a dinâmica do estado de Turing é marcada
por um consumo e produção assimétrico de
reagentes e produtos, respectivamente, entre
as células. Como consequência, a concentra-
ção química interna de D1 se torna maior do
que em D2, criando um desequilíbrio na pres-
são osmótica, conforme mostrado na Figura
31A. Esse desequilíbrio na pressão osmótica
induz fluxos de solvente de D2 para D1, cau-
sando o inchaço desta célula em detrimento
do encolhimento da outra. Portanto, a morfo-
gênese em células químicas sintéticas segue o
mecanismo físico-químico bem estabelecido
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exposto acima.
Note que, diferentemente do

observado experimentalmente, o processo morfogenético descrito por este modelo prossegue
até que a gota com menor pressão osmótica desapareça completamente. Isso ocorre porque
as variações na forma das células causadas pela morfogênese induzem o amadurecimento de
Ostwald. Este fenômeno não pode ser controlado devido à ausência de surfactante no modelo,
como argumentamos anteriormente. Logo, para evitar qualquer confusão, é razoável distinguir
cada um dos fenômenos, ou seja, morfogênese e amadurecimento de Ostwald. Para fazer isso,
realizamos duas simulações com o mesmo sistema com (I) η = 0 e R0

1 = R0
2 e (II) η = 0,

R0
1 = R + δR e R0

2 = R, onde R0
1,2 são os raios iniciais de D1 e D2. Através dessas simula-

ções, somos capazes de perceber as principais diferenças entre cada um desses processos, como
mostramos no Apêndice M.

No caso (2), apresentado na Figura 30B, os resultados mostram que as células
químicas não sofrem diferenciação física. Nesta situação, a dinâmica do ativador-inibidor é
caracterizada por oscilações fora de fase. Tal estado cria momentaneamente diferenças na con-
centração interna das gotas, porém elas são reversíveis devido ao comportamento periódico da
reação química. Nestas condições, a pressão osmótica apresenta algumas pequenas variações,
como ilustrado na Figura 31B, porém essas variações não são amplas nem prolongadas o sufi-
ciente para ativar a morfogênese.

7.5 Conclusões parciais
Neste trabalho, estudamos teoricamente a morfogênese e a emergência de estru-

turas dinâmicas em células químicas sintéticas. Encontramos as seis estruturas previstas por
Turing e observadas experimentalmente por Tompkins et al. Verificamos que existe uma forte
dependência entre as estruturas formadas e as características geométricas do arranjo de células,
de modo que os estados de Turing e Hopf emergem em sistemas formados por células com
pequeno e grande raio, respectivamente. Além disso, as oscilações fora de fase são favorecidas
em sistemas onde os sinais químicos são acoplados ao ativador, enquanto as oscilações em fase
são favorecidas em sistemas onde o sinal químico está acoplado ao inibidor.

Nós conseguimos demonstrar precisamente que a morfogênese dessas células
não biológicas segue uma sequência bem definida de eventos: (i) emergência dos padrões de
Turing, criando assimetrias locais nos processos químicos, ou seja, diferenciação química; (ii)
propagação de uma significativa diferença na pressão osmótica entre as células sintéticas; (iii)
geração de fluxos de solvente de uma célula com menor pressão osmótica para uma célula com
alta pressão osmótica; e (iv) variação da forma, ou seja, diferenciação física ou morfogênese.
Sob instabilidade de Hopf, as células químicas não sofrem diferenciação física, uma vez que
neste estado não há emergência de assimetrias químicas locais.
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8 Conclusões
Seguindo os objetivos apresentados na seção 1.6, esta tese buscou investigar ex-

perimental e teoricamente a morfogênese e a formação de padrões (estacionários e não estaci-
onários) a partir de reações químicas auto-organizadas, mais especificamente as reações BZ e
CDIMA, em diferentes cenários. Isso foi realizado por meio de quatro trabalhos que avaliaram
os efeitos do crescimento do domínio reacional na formação dos padrões de Turing, a presença
das ondas de Faraday na emergência de ondas químicas, a formação de padrões de Turing em
um sistema fechado e a morfogênese em um sistema químico discreto

No capítulo 4, investigamos experimental e teoricamente os efeitos do processo
de crescimento do domínio reacional na forma de uma espiral giratória na emergência de pa-
drões de Turing, através da reação CDIMA. Os resultados dão suporte às discussões já levanta-
das na literatura de que o crescimento do sistema auxilia na modulação da morfologia final dos
padrões. Eles também demonstram que a variabilidade na forma dos padrões pode ser alcançada
a partir da inclusão de mais graus de liberdade ao processo de crescimento. Além disso, consi-
derando que o controle do crescimento neste processo é feito por meio de uma fonte de luz, algo
que não é provável em sistemas biológicos, é razoável fazer o seguinte questionamento: quais
seriam os efeitos de fronteiras sólidas (Neumann de fluxo zero) na determinação da morfologia
final do padrão neste modo de crescimento? Esta pergunta não foi respondida aqui, mas pode
ser abordada adiante. De maneira geral, examinar o impacto desta forma de crescimento no
desenvolvimento dos padrões de Turing pode oferecer indícios relevantes para a compreensão
de como padrões, por exemplo, em conchas, podem se formar em sistemas biológicos.

No capítulo 5, nós estudamos experimental e teoricamente os efeitos da pre-
sença de ondas de Faraday na propagação de ondas químicas na reação BZ. Diferentemente
dos sistemas reacionais usualmente empregados na investigação de ondas químicas, i.e., siste-
mas espacialmente estendidos sem a presença de fluxos advectivos, este trabalho considerou
um sistema com a presença de advecção e conseguiu mostrar que os efeitos locais de mistura
causados por esses processos alteram significativamente a auto-organização química em larga
escala. Também foi possível mostrar que o sistema químico em questão é capaz de transduzir
a energia mecânica aplicada sobre ele, a partir de uma vibração vertical, em energia química.
Esta transdução possibilita a identificação de sete faixas de frequências acústicas por meio da
análise da velocidade de propagação das ondas químicas, da forma das ondas químicas e do
comprimento de onda das ondas de Faraday. Apesar destes resultados, o sistema (bio)inspirado
no funcionamento da orelha humana se mostrou menos eficiente do que o aparelho auditivo hu-
mano. Este trabalho segue uma linha de pesquisa bastante atual que faz uso de reações químicas
auto-organizadas para o desenvolvimento de dispositivos e materiais funcionais.

No capítulo 6, desenvolvemos um sistema de reação-difusão fechado, baseado na
reação CDIMA, capaz de formar padrões de Turing transientes com alto potencial de aplicação
para o ensino de conceitos químicos na forma de demonstrações e práticas experimentais. O
experimento mostra claramente que as estruturas químicas inicialmente formadas sofrem altera-
ções conforme o tempo evolui e desaparecem quando o sistema entra em equilíbrio (a “morte”
termodinâmica), evidenciando a necessidade de fluxo contínuo de reagentes químicos para a
completa estabilização dos padrões formados.

No capítulo 7, nós desenvolvemos um modelo teórico, baseado na teoria clás-
sica de separação de fases com processo de reação-difusão, para descrever a morfogênese em
um sistema formado por células químicas sintéticas. O modelo construído conseguiu auxiliar
a investigação experimental na elucidação do mecanismo físico-químico da morfogênese, mos-
trando que a diferença das pressões osmóticas entre células em diferentes estados de Turing
induz a diferenciação física, corroborando as suposições feitas pelos pesquisadores experimen-
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tais. A nova abordagem proposta neste trabalho também possibilita o estudo dos efeitos do
arranjo das células, tamanho das células e distâncias que as separam. Além disso, expansões
podem ser feitas a fim de avaliar os efeitos dos fluxos dos reagentes químicos nos processos em
questão a partir do acoplamento do modelo desenvolvido com as equações de Navier-Stokes.
Apesar do modelo proposto apresentar bons resultados, ele possui pequenos problemas que de-
vem ser resolvidos: i) a dedução das equações foi feita assumindo que a fração volumétrica da
fase é conservada, porém isso não é verdade, como podemos perceber que há produção e con-
sumo constante de espécies químicas que compõem a fase. Essas alterações são imperceptíveis,
pois as mudanças das concentrações no tempo das simulações são muito baixas, devido à ciné-
tica ser relativamente lenta. Isso pode ser resolvido através de uma redefinição do valor total
de ϕ, como ϕNOV O =

∫
ϕ dA, a cada passo no tempo. ii) As fronteiras das células químicas

estão mal definidas para as variáveis u e v, e os efeitos dessa definição imprópria também não
são percebidos pelo fato de que o sistema está aberto. A correção desse problema pode ser feita
definindo internamente as fronteiras ou alterando a forma do funcional de energia livre. Vale
ressaltar que a presença desses problemas não invalida os principais resultados reportados neste
trabalho, uma vez que ou seus efeitos são mínimos ou são anulados por outras condições.
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9 Perspectivas
Considerando que esta tese de doutorado teve um grande enfoque no mecanismo

de Turing, parece ser razoável, ao final, refletir sobre o seguinte questionamento: O mecanismo
de Turing é suficiente para descrever o processo morfogenético, i.e., a formação de padrões
e alterações morfológicas, em organismos biológicos vivos? Os resultados desta tese, assim
como aqueles divulgados na literatura, dão suporte para a seguinte resposta: Sim, porém é im-
provável que esses processos, de natureza biológica, ocorram por meio da proposta de Alan
Turing. Podemos justificar esta resposta argumentando, inicialmente que, como o mecanismo
de reação-difusão é suficiente para formar padrões estacionários em sistemas puramente quí-
micos, e como os sistemas biológicos podem ser entendidos como uma extensão de sistemas
químicos, então o mecanismo de Turing é suficiente para descrever o processo morfogenético
no contexto biológico. Contudo, a condição que qualifica os sistemas biológicos como uma ex-
tensão de sistemas químicos, apontada anteriormente na segunda premissa, implica na presença
de diversos fatores, comumente controlados em laboratório, que podem interferir no processo
de emergência do estado de Turing por meio do seu modelo simplificado. Por exemplo: 1)
Variações de temperatura podem alterar a relação entre os tempos característicos de reação e
difusão, impossibilitando a formação de padrões de Turing. Isso é facilmente percebido na
reação CDIMA, que para formar padrões de Turing deve ser operada na faixa de 5°C;10 2) A
presença de outras espécies químicas pode provocar reações laterais diversas; 3) As condições
para formação dos padrões de Turing, geralmente analisadas em um espaço de parâmetros, são
muito estreitas. Assim, considerando que também pode haver variações nestes parâmetros, o
sistema como um todo pode se deslocar facilmente do regime de instabilidade de Turing;226 4)
Sistemas biológicos são geralmente de matriz aquosa, de tal modo que nesta situação a condi-
ção de inibição em longa distância e ativação de curta distância é dificilmente satisfeita.4 Em
conclusão, os fatos apontados de 1) a 4) indicam que é improvável que a morfogênese ocorra
por meio do mecanismo de Turing.

É interessante reparar que o argumento apresentado acima não descredibiliza o
trabalho de Turing, uma vez que ele mesmo reconhece que o modelo proposto é uma simplifi-
cação útil.81 Além disso, aponta para direções em que a ciência deve seguir para abordar pro-
blemas mais sofisticados. Dentro do contexto biológico, acreditamos que a combinação entre
processos físicos e químicos acoplados com condições de fronteiras “especiais” (por exemplo,
fronteiras que podem reagir quimicamente) representam uma abordagem mais adequada para
a representação de fenômenos dinâmicos de formação de padrões e morfogênese em sistemas
biológicos.227–231 Vale lembrar que essa abordagem já havia sido citada por Turing em 1952,
mas foi inviabilizada pela falta de recursos computacionais. Nesta mesma tendência, outras
linhas de pesquisa também se beneficiam. Uma delas que chama atenção é o desenvolvimento
de materiais capazes de realizar trabalho através de estímulos químicos; alguns exemplos são
o gel BZ, as partículas Janus e folhas autopropelidas.232–234 Apesar dos trabalhos mencionados
(das áreas da biologia e materiais) serem de alta complexidade tanto experimental quanto teó-
rica, os resultados de ambos os cenários são muito empolgantes e têm se mostrado capazes de
responder questões de alta relevância. Nesse sentido, acreditamos que esse campo de pesquisa
é muito promissor para desenvolvimento nos próximos anos.
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A Apêndice - Equação de conservação
Iremos determinar uma equação de balanço para uma quantidade física genérica

Z.18

Vamos considerar um meio contínuo, com massa total m e volume V , limitado
por uma área A. Nestas condições, nós podemos escrever Z =

∫
zdV em termos da sua

densidade z, i.e., Z ≡ zV . A quantidade de Z pode mudar através de dois processos:
i) Fluxos de entrada e saída de Z:

−
∫
A

(Jz · n)dA (75)

ii) Produção interna de Z: ∫
V

σzdV (76)

Note que na Eq. (75), n é o vetor normal que aponta para fora do volume do
meio e Jz é o fluxo de Z. Na Eq. (76), σz é a taxa de produção de z. Portanto, a equação de
balanço para a mudança de Z em V é dada por:

d

dt

∫
V

z(r, t)dV = −
∫
A

(Jz · n)dA+

∫
V

σzdV (77)

Repare que d/dt = ∂/∂t + v · ∇ é a derivada material.18 Continuando, nós
podemos fazer uso do teorema de Gauss e obter:135∫

V

(
dz(r, t)
dt

)
dV = −

∫
V

(∇ · Jz)dV +

∫
V

σzdV (78)

A Eq. (78) é a equação de balanço de Z na sua forma integral. Contudo, esta
equação deve ser válida para qualquer volume. A partir disso, nós podemos equacionar os
termos de dentro da integral e obter sua forma diferencial:18

dz(r, t)
dt

= −∇ · Jz + σz. (79)
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B Apêndice - Taxa de produção de entropia em um sistema
com transporte de massa e reações químicas

Iremos verificar as relações entre os fluxos e as forças termodinâmicas para o
processo de transporte, j = −Λ∇µ̄, e reação química, s = −Λrµ̄, através do cálculo da taxa de
produção de entropia.

Considere inicialmente que o sistema em questão se encontra próximo do equilí-
brio, de modo que a hipótese do equilíbrio local é válida. Podemos obter uma relação para taxa
de variação de entropia a partir da relação de Gibbs, i.e., TdS = dU + pdV −

∑n
k µkdNk, que

pode ser escrita da seguinte forma:119, 121

T
ds

dt
= −(µA − µB)

dc

dt
= −µ̄dc

dt
(80)

Por outro lado, podemos encontrar uma equação de balanço para a densidade de
entropia a partir da Eq. (79):

ds

dt
= σs −∇ · Js. (81)

Na equação acima σs é a taxa de produção de entropia devido a processos irrever-
síveis e Js representa o fluxo de entropia com as vizinhanças devido a ocorrência de processos
reversíveis. Combinando as Eqs. (80) e (81), obtemos

Tσs = −µ̄s+ T∇ · Js + µ̄∇ · j > 0 (82)

Note que a Eq. (82) deve ser maior que zero para garantir que a segunda lei da
termodinâmica seja satisfeita. Podemos reescrever a equação acima da seguinte forma

σs = − µ̄

T
s− j · ∇

( µ̄
T

)
+∇ ·

[
Js + j

( µ̄
T

)]
. (83)

Uma vez que σs representa a taxa de produção de entropia dentro do sistema,
essa expressão não pode ter termos de fluxo como ∇ ·

[
J + j

(
µ̄
T

)]
.121 Portanto, é necessário

que:

Js = −j
( µ̄
T

)
(84)

A partir disso, obtemos então:

σs = − µ̄

T
s− j · ∇

( µ̄
T

)
. (85)

Sabemos da base da teoria da termodinâmica de não equilíbrio que a taxa de
produção de entropia é dada como σs =

∑
i JiXi, onde Ji e o fluxo termodinâmico e Xi é a

força termodinâmica para o i-ésimo processo irreversível que ocorre dentro do sistema.18, 121, 124

Mais ainda, no regime linear, os fluxos são funções lineares das forças termodinâmicas. Utili-
zando então essas considerações, podemos escrever os fluxos associados ao transporte de massa
e reação química da seguinte forma:120

j = −λ(c)∇
( µ̄
T

)
= −Λ∇µ̄ (86)

s = −λr(c)
( µ̄
T

)
= −Λrµ̄. (87)

Nas equações acima, Λ, Λr ∈ R+ são os coeficientes de Onsager.
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C Apêndice - Fluxo de massa em uma solução ideal

Queremos verificar que para soluções ideias diluídas, i.e., quando cA/cB ≪ 1,18

j = −Λ∇µ̄ = −Λ∇(µA − µB) ≈ −D∇c.119

Para verificar essa solução, vamos considerar inicialmente a equação de Gibbs-
Duhem quado dP = 0 e dT = 0:124

cAdµA + cBdµB = 0. (88)

Por definição, sabemos que os termos infinitesimais na Eq. (88) podem ser es-
critos como dµA,B = dr · ∇µA,B.18, 124 A partir disso, somos capazes de escrever que

∇µB = −cA
cB

∇µA. (89)

Utilizando a Eq. (89) no fluxo, obtemos a seguinte expressão:

j = −Λ∇(µA +
cA
cB

∇µA) (90)

Mas como pontuamos inicialmente, estamos em uma condição de alta diluição,
onde vale que cA/cB ≪ 1.18 Portanto,18, 121

j ≈ −Λ∇µA = −Λ(∂µA/∂cA)∇cA. (91)

Assumindo então que Λ = λcA, e utilizando o fato de que µA = µ0+kBT ln(cA),119

temos que o fluxo é dado por

j ≈ −D∇c, (92)

Onde c = cA, e D = λkBT é o coeficiente de difusão.
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D Apêndice - Sistema excitável
Iremos apresentar através de um exemplo simples o conceito de "sistema excitá-

vel".235

Vamos considerar um modelo de um sistema genérico biestável como,

du

dt
= −u(u− a)(u− 1) + v (93)

onde a, v ∈ R e são parâmetros constantes. Note que a Eq. (93) é derivada a
partir de um potencial,

du

dt
= −δF

δu
, (94)

de tal modo que, para um determinado intervalo vmax < v < vmin, F é um
potencial de poço duplo.

a

u

F

u

F
v = 0.1

v = 0.06

v = 0.025

v = 0.0

estável

metaestável
metaestável

estável

A

B

Figura 32: Representação gráfica do poten-
cial F . A) Esquema representando a mudança
do estado do sistema quando u > a, com v =
0.0 e a = 0.25. B) Mudança de estabilidade dos
poços do potencial F para diferentes valores de
v.

Em geral, esse potencial é as-
simétrico, ou seja, seus poços apresentam
profundidades diferentes. Quanto mais pro-
fundo for o poço, mais estável é o atrator e
mais largo a bacia de atração. Vamos nos re-
ferir ao poço mais raso como descrevendo um
estado metaestável. Veja que para v = 0 o
poço da esquerda é centrado em u = 0, des-
creve um estado metaestável. Se considerar-
mos este estado como o estado inicial do sis-
tema e, em seguida, perturbarmos o sistema,
aumentando o valor de u além de uma bar-
reira de potencial, neste caso u > a, o sis-
tema vai evoluir em direção ao estado estável
u = 1, veja a Figura 32A. Repare que aumen-
tando v (com a constante), o estado metaes-
tável original, u = 0, se torna mais estável
e desvia para valores negativos de u. Desta
forma, o potencial na direita começa a se tor-
nar mais raso, e eventualmente desaparece,
como mostrado na Figura 32B.

Imagine agora que v é uma va-
riável dependente que evolui em uma escala
de tempo muito mais longa que u, descrita por

dv

dt
= ϵu, 0 < ϵ≪ 1. (95)

O sistema dinâmico, dado pe-
las Eqs. (93) e (95), não é mais um potencial. Contudo, ainda é muito útil manter em mente a
forma como F evolui com a variação de v. Podemos verificar que u = v = 0 é um estado estaci-
onário estável deste novo sistema. Suponha agora que o sistema esteja inicialmente neste estado
e perturbamos u além de um limite, u = a. Para ϵ≪ 1, v começa a aumentar e, como resultado,
o poço da direita se torna cada vez mais raso. A variável mais rápida, u, segue esta mudança
e o sistema se mantém dentro deste poço até o poço desaparecer. Neste momento, o sistema
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u

v

nullclines

u =0.30

u =0.240

Figura 33: Trajetórias do sistema dinâmico no espaço u × v. Nullclines apresentadas em
preto e trajetórias em azul e vermelho para as seguintes condições iniciais u0 = 0.24, v0 = 0.0
e u0 = 0.3, v0 = 0.0, respectivamente, com ϵ = 0.01.

se move para o poço mais fundo que se formou na esquerda. Este poço agora é localizado em
um valor negativo de u e, consequentemente, v começa a decrescer enquanto u se ajusta. Este
processo continua até a completa convergência para o estado estável inicial u = v = 0. Por isso,
perturbações maiores que o valor limite não decaem para estado inicial imediatamente, mas na
verdade, dirigem o sistema para um longo caminho no plano (u, v) antes de relaxar de volta
para o estado estacionário, veja Figura 33. É dito que estas perturbações "excitam"o sistema.
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E Apêndice - Preparação da solução estoque de dióxido de
cloro

O procedimento apresentado aqui foi desenvolvido segundo a referência.236

O ClO2 é um gás amarelo solúvel em água (até aproximadamente 3 %), e há
kits disponíveis para produzir dióxido de cloro a partir de NaClO2 e um ácido (e.g., HCl ou
ácido cítrico). Entretanto, como o cloreto é um subproduto desta reação e interfere na reação
CDIMA, o ClO2 preparado a partir destes kits não deve ser usado nos experimentos. O seguinte
procedimento é recomendado para preparar a solução de ClO2. Lembramos que se deve tomar
muito cuidado na realização desta reação, uma vez que utiliza-se ácido sulfúrico concentrado,
e o produto obtido é extremamente volátil, reativo e explosivo quando exposto à luz solar. Todo
o processo deve ser realizado em uma capela:

Frasco 1 Frasco 2 Frasco 3

Figura 34: Representação esquemática do arranjo experimental utilizado para a produção
de dióxido de cloro.

1. Montar o aparato experimental para a síntese, que inclui três Erlenmeyers (frascos 1, 2 e
3), conforme mostrado na Figura 34.

• O frasco 1, com volume de 250 mL, é colocado no topo de uma placa térmica com
agitação.

• O frasco 2, com volume de 500 mL, deve conter aproximadamente 300 a 400 mL
de solução saturada de carbonato de sódio, Na2CO3.

• O frasco 3, com volume de 250 mL, deve ser preenchido com 150 mL de água
gelada e mantido imerso em um banho de gelo.
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2. Adicionar 2,0 g de clorato de potássio (KClO3), 1,6 g de ácido oxálico dihidratado
(H2C2O4 · 2H2O) e, em seguida, 10 mL de 2M H2SO4 no frasco 1. Então, deve-se selar
as rolhas nos frascos 1 e 2 firmemente com parafilme e apenas colocar a rolha no frasco 3
sem selar. Este último frasco não deve ser selado e deve-se permitir que ele fique exposto
ao ar.

3. Agitar e esquentar a mistura do frasco 1 até 200 oC. Dentro de 15 - 20 min, um gás com
coloração amarelo-esverdeada irá se formar no frasco 1. Então, o gás começará a purgar
na solução de Na2CO3 no frasco 2 e, em seguida, no frasco 3. Neste ponto, o frasco 3
pode ser fechado, mas não firmemente. O gás que não se dissolver na água deve escapar
do frasco 3 para evitar aumento de pressão.

4. Monitorar cuidadosamente a reação. A mesma termina quando não se observarem mais
bolhas no frasco 3.

A quantidade de ClO2 deve ser mais que necessária para a realização dos expe-
rimentos.

Ressaltamos que a concentração de ClO2 na solução estoque deve ser medida
com um espectrômetro UV-VIS e, em seguida, guardada em um frasco escuro bem fechado
no refrigerador. Esta solução pode ser mantida desta forma por 6 a 12 meses. A solução de
Na2CO3 também pode ser utilizada em experimentos futuros.



92

F Apêndice - Runge-Kutta e diferenças finitas
Neste apêndice, iremos apresentar o método numérico formado pela combinação

dos métodos de Runge-Kutta e das diferenças finitas, empregado em grande parte dos cálculos
teóricos realizados nesta tese de doutorado.

Sendo assim, considere a seguinte sistema de equações de reação-difusão, i.e.,
sistema de equações diferencias parciais:

∂u
∂t

= f(u, t) + D∇2u. (96)

Na Eq. (96), u ≡ u(t, x, y), e f(u, t) são funções que dependem explicitamente,
em princípio, de u e t. D é a matriz de coeficientes de difusão, e ∇2 representa o operador
Laplaciano em coordenadas cartesianas, dado por ∇2 = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
.

O objetivo é obter a evolução espacial e temporal das funções u no intervalo
t ∈ (0, T ) e no espaço cartesiano (x, y) ∈ Lx × Ly, conhecidas as condições iniciais, ou seja,
u(0, x, y) = u0, e as condições de contorno, que podem ser do tipo periódicas, de Neumann
ou Dirichlet. Para isso, utilizaremos técnicas de integração numérica para determinar soluções
aproximadas da Eq. (96), uma vez que geralmente essa equação não possui solução analítica
para os problemas abordados neste trabalho de doutorado. Isto é justificado, pois o mecanismo
de reação de processos químicos auto-organizados é composto por etapas complexas, e.g., auto-
catálise, resultando em funções f(u, t) que são regularmente compostas por termos não lineares.

Uma forma eficiente de resolver numericamente a Eq. (96) é dividir a aproxima-
ção das soluções em duas etapas dentro de um passo de integração. De forma mais direta, neste
esquema numérico, a Eq. (96) pode ser separada em duas equações, uma contendo apenas os
termos de transporte,

∂u
∂t

= D∇2u (97)

e outra contendo termos associados a cinética química,

∂u
∂t

= f(u, t), ∀ (x, y) ∈ Lx × Ly. (98)

Desta forma, a primeira aproximação é realizada utilizando a Eq. (97) com o
método explícito das diferenças finitas, enquanto a segunda aproximação é obtida através da
Eq. (98), utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo.

Ambos métodos numéricos baseiam-se na discretização do domínio espacial e
do intervalo de tempo em uma rede de números inteiros. Assim, o espaço pode ser discretizado
em uma rede de Nx × Ny pontos, onde Nx = Lx/∆x e Ny = Ly/∆y, sendo ∆x e ∆y as
distâncias entre dois pontos consecutivos em ambas as direções espaciais, também conhecidos
como passos espaciais. O mesmo procedimento pode ser aplicado ao intervalo de tempo, i.e.,
podemos discretizá-lo em S pontos, onde S = T/∆t, de forma que ∆t represente o passo no
tempo. Nesta discretização espacial, u(t, x, y) ≈ un

i,j , onde n ∈ S, i ∈ Nx e j ∈ Ny.

F.1 Diferenças finitas
O método das diferenças finitas utiliza-se de aproximações das derivadas por

formulas de diferença finita no espaço discretrizado. Portanto, nesta construção uma equação
diferencial é transformada em sistema de equações algébricas, ou seja, uma equação para cada
ponto da rede.
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Assim sendo, como mencionamos, as derivadas numéricas são dadas pelas equa-
ções de diferença abaixo:237, 238

∂u
∂t

≈
un+1
i,j − un

i,j

∆t
(99)

∂2u
∂x2

≈
un
i+1,j − 2un

i,j + un
i−1,j

∆x2
(100)

∂2u
∂y2

≈
un
i,j+1 − 2un

i,j + un
i,j−1

∆y2
(101)

De tal modo, que as soluções da Eq. (97) são dadas pela seguinte expressão:

un+1/2
i,j = un

i,j + D∆t

(un
i+1,j − 2un

i,j + un
i−1,j

∆x2
+

un
i,j+1 − 2un

i,j + un
i,j−1

∆y2

)
. (102)

Reparem que a aproximação obtida na equação acima é un+1/2
i,j , onde n + 1/2 é

um passo virtual no tempo. Ele representa uma correção em u antes do tempo evoluir de fato.
Ressaltamos que para garantir estabilidade numérica desta etapa, o critério de

Neumann deve ser obedecido, i.e., D∆t
∆z2

≤ 1
2
, onde ∆z = min(∆x,∆y) e D = max(D).

F.2 Runge-Kutta
As soluções aproximadas através do método das diferenças finitas são utilizadas

no método de Runge-Kutta de quarta ordem de passo fixo para resolver a Eq. (98). Nesta
abordagem, a evolução temporal de u é dada por238

un+1
i,j = un+1/2

i,j +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (103)

tal que,

k1 = ∆t f(t,un+1/2
i,j )

k2 = ∆t f(t+
∆t

2
,un+1/2

i,j +
k1

2
)

k3 = ∆t f(t+
∆t

2
,un+1/2

i,j +
k2

2
)

k4 = ∆t f(t+∆t,un+1/2
i,j + k3).

O resultado desta etapa é a evolução de u em t+∆t em todos os pontos da rede
do espaço cartesiano considerado. O processo de aproximação se inicia novamente, no método
das diferenças finitas, e ocorre de forma iterativa até o tempo final desejado.
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G Apêndice - Método de Runge–Kutta–Fehlberg
Nesta seção, iremos apresentar alguns detalhes da implementação do método de

Runge-Kutta-Fehlberg com passo variável. Vale ressaltar que esse método foi desenvolvido
por Erwin Fehlberg e compõe a extensa classe de métodos de Runge-Kutta para a resolução de
equações, e sistemas de equações, diferenciais ordinárias (EDOs).239

Assim sendo, considere o seguinte sistema de EDOs

dy
dt

= f(t, y), (104)

sendo y o vetor das variáveis dependentes, t a variável independente e f um vetor
de funções que podem depender explicitamente tanto de y quanto de t. Segundo Fehlberg, a
aproximação numérica da Eq. (104) é dada da seguinte forma:

yn+1 = yn +
6∑

i=1

ciki. (105)

Veja que na equação acima, yn+1 = y(t + h), yn = y(t) e h é o passo de
integração. Assumimos que inicialmente h é pequeno, ≈ 10−4, e com a evolução do processo
de integração ele é modificado como vamos apresentar adiante. Repare também que na Eq.
(105), os vetores ki são dados por

k1 = hf(t+ q11h, yn)

k2 = hf(t+ q21h, yn + q22k1)

k3 = hf(t+ q31h, yn + q32k1 + q33k2)

k4 = hf(t+ q41h, yn + q42k1 + q43k2 + q44k3)

k5 = hf(t+ q51h, yn + q52k1 + q53k2 + q54k3 + q55k4)

k6 = hf(t+ q61h, yn + q62k1 + q63k2 + q64k3 + q65k4 + q66k5).

Para cada passo de integração, também somos capazes de estimar um novo passo
de integração, i.e., h̃, da seguinte forma:

h̃ = 0, 9h
( ϵ

err

)1/5
(106)

onde, ϵ≪ 1 (neste trabalho ϵ = 10−8) e err é o erro de truncamento, dado por:

err = ∥
6∑

i=1

uiki∥. (107)

Nas equações apresentadas acima os coeficientes qi,j , ci e ui são provenientes
das seguintes matriz e vetores:

Q = qij, i, j = 1, ..., 6 (108)

c = cj, j = 1, ..., 6 (109)

u = uj, j = 1, ..., 6. (110)
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Explicitamente, esses objetos são dados por:

Q =


0 0 0 0 0 0
1/4 1/4 0 0 0 0
3/8 3/32 9/32 0 0 0
12/13 1932/2197 −7200/2197 7296/2197 0 0
1 439/216 −8 3680/513 −845/4104 0
1/2 −8/27 2 −3544/2565 1859/4104 −11/40

 (111)

c =
(
16/135 0 6656/12825 28561/56430 −9/50 2/55

)
(112)

u =
(
−1/360 0 128/4275 2197/75240 −1/50 −2/55

)
. (113)

Esta estrutura foi implementada em Fortran 90 e o programa foi utilizado nas
simulações do modelo apresentado no capítulo 5.
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H Apêndice - Análise da estabilidade linear do Oregonator
Nesta seção, iremos desenvolver a análise de estabilidade linear do modelo Ore-

gonator. Através desse procedimento, seremos capazes de identificar condições em que o sis-
tema está sob instabilidade de Hopf.

Assim sendo, vamos considerar a versão completa do modelo Oregonator, que é
dado pelas seguintes equações:240

du

dt
= (qv − uv + u(1− u))

1

ϵ
(114)

dv

dt
= (−qv − uv + fw)

1

s
(115)

dw

dt
= u− w. (116)

Nas equações acima, u, v e w são as variáveis dependentes, t é a variável inde-
pendente e os demais termos são parâmetros constantes. Note que as Eqs (58) e (59) são obtidas
pois, segundo o dimensionamento de Tyson, s ≪ ϵ ≪ 1.172, 240, 241 Em outras palavras, a va-
riável v muda em uma escala de tempo mais rápida do que os demais intermediários químicos,
de tal forma que podemos assumir que v(t) é sempre determinado pelos valores instantâneos
de u e w, v = fw/(u + q). Usando esta expressão nas Eqs (114-116), recuperamos o modelo
apresentado no capítulo 5. Aqui, nesta análise, utilizamos a versão completa do modelo, pois
podemos extrair informações mais precisas.

Seguindo o procedimento exposto no capítulo 3, o modelo Oregonator apresenta
três estados estacionários, sendo eles:

(uEE
1 , vEE

1 , wEE
1 ) = (0, 0, 0) (117)

(uEE
2 , vEE

2 , wEE
2 ) =(

1

2

(
1− f − q −

[
1− 2f + f 2 + 2q + 6fq + q2

]1/2)
,

q + 3fq + q2 + q [1− 2f + f 2 + 2q + 6fq + q2]
1/2

4q
,

1

2

(
1− f − q −

[
1− 2f + f 2 + 2q + 6fq + q2

]1/2)
)

(118)

(uEE
3 , vEE

3 , wEE
3 ) =(

1

2

(
1− f − q +

[
1− 2f + f 2 + 2q + 6fq + q2

]1/2)
,

q + 3fq + q2 − q [1− 2f + f 2 + 2q + 6fq + q2]
1/2

4q
,

1

2

(
1− f − q +

[
1− 2f + f 2 + 2q + 6fq + q2

]1/2)
).

(119)

Entre esses três estados estacionários, apenas o (uEE
3 , vEE

3 , wEE
3 ) tem significado

físico, i.e., valores reais e positivos. Prosseguindo, podemos determinar a matriz M associada
ao sistema de equações lineares, resultante do processo de linearização,

M =

∂uf(u, v, w) ∂vf(u, v, w) 0
∂ug(u, v, w) ∂vg(u, v, w) ∂wg(u, v, w)
∂uh(u, v, w) 0 ∂wh(u, v, w)

 . (120)
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As derivadas que compõe M são calculadas no estado estacionário selecionado,
como definido no capítulo 3, onde f = (qv − uv + u(1 − u))1

ϵ
, g = (−qv − uv + fw)1

s
e

h = u − w. Resolvendo então o problema de autovalores, Det[M − λI] = 0, obtemos um
polinômio característico, que pode ser escrito de forma genérica como

a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4 = 0. (121)

A partir dos critérios de emergência do regime oscilatório, sabemos que a bifur-
cação de Hopf vai ocorrer quando a equação abaixo é satisfeita,

−a1a4
a2

+ a3 = 0. (122)

A Figura 35 mostra o espaço de parâmetros de f×ϵ. A curva em preto representa
a posição exata onde ocorre a bifurcação de Hopf, indicando que o sistema oscila no tempo para
parâmetros escolhidos dentro da região delimitada pela bifurcação, enquanto é estável para
parâmetros fora dela. Vale notar também que o sistema é excitável quando as condições são
selecionadas próximas da bifurcação de Hopf, conforme demonstrado na mesma Figura.

Intabilidade 
de Hopf

regime
 oscilatório

regime
excitável

Figura 35: Espaço do parâmetros f × ϵ do modelo Oregonator. A imagem mostra a região
de instabilidade de Hopf, definida pela curva que representa a bifurcação de Hopf. Os pontos
em vermelho (f, ϵ) = (2, 0, 001) e (f, ϵ) = (2, 7, 0, 001) são os parâmetros selecionados para
obter comportamento oscilatório e excitável, respectivamente.
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I Apêndice - Acoplamento entre as equações de reação-difusão
e separação de fases

Nesta seção, iremos mostrar o acoplamento entre as equações de reação-difusão
e separação de fases. Para isso, vamos considerar uma espécie química genérica z(r, t). Assim,
podemos escrever sua equação de reação-difusão como:

∂z

∂t
= h(z, c; r, t) +Dz∇2z. (123)

Na Eq.(123), h(z, c; r, t) representa as transformações químicas locais. Aqui, c é
o vetor de concentração dos reagentes químicos envolvidos na reação, r representa a coordenada
espacial, t é o tempo, eDz é o coeficiente de difusão de z. Ao assumir que o sistema é composto
por um fluido isotérmico e incompressível, formado pela mistura de componentes polares (P)
e apolares (N), e que o volume total é conservado, podemos proceder a partir da Eq. (123),
explorando a condição de conservação de volume, isto é, V = V (P ) + V (N), e escrever:

∂z

∂t
= h(z, c; r, t) +

V (P ) + V (N)

V
Dz∇2z. (124)

Por definição, temos que ϕP/Φ ≡ V (P )/V e ϕN/Φ ≡ V (N)/V , com ϕ(P ) +
ϕ(N) = Φ. Portanto,

∂z

∂t
= h(z, c; r, t) +

ϕ(P ) + ϕ(N)

Φ
Dz∇2z. (125)

Agora, vamos assumir também que Dz = D
(P )
z Θ(r) + D

(N)
z (1 − Θ(r)). Nesta

relação, D(P ),(N)
z representam os coeficientes de difusão de z nas fases polar e apolar, e Θ(r) é

a função de Heaviside, definida como:

Θ(r) =

{
1, r > rω
0, r ≤ rω

Note que rw é a posição da interface. Portanto, usandoDz na Eq. (125) e fazendo
simplificações, obtemos a seguinte equação:

∂z

∂t
= h(z, c; r, t) +

ϕ(P )D
(P )
z + ϕ(N)D

(N)
z

Φ
∇2z. (126)

Chamando então ϕ = ϕ(P ) e usando ϕ(N)/Φ = 1− ϕ
Φ

, temos que,

∂z

∂t
= h(z, c; r, t) +

(
D(P )

z

ϕ

Φ
+D(N)

z

(
1− ϕ

Φ

))
∇2z. (127)

Assim, obtemos o acoplamento da equação de reação-difusão com a dinâmica
da fase através do processo de transporte de massa.

Nós devemos também incluir de forma ad hoc a função de Heaviside nos termos
cinéticos dos sinais químicos, i.e., w1 e w2, para evitar que as reações químicas de primeira
ordem ocorram fora das células químicas. Portanto, as equações resultantes para essas espécies
químicas são:

∂w1

∂t
= (c1v − d1w1)Θ(r) +

(
D(P )

w1

ϕ

Φ
+D(N)

w1

(
1− ϕ

Φ

))
∇2w1 (128)
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∂w2

∂t
= (c2u− d2w2)Θ(r) +

(
D(P )

w2

ϕ

Φ
+D(N)

w2

(
1− ϕ

Φ

))
∇2w2. (129)

Este último passo poderia ser evitado assumindo que as reações químicas que
envolvem os sinais, W1 e W2, são de segunda ordem, e.g., V −−⇀↽−− V + W1 e U −−⇀↽−− U + W2.

Vale ressaltar que o acoplamento entre a fase e os reagentes químicos poderia
ter sido feito diretamente a partir dos conceitos básicos da teoria da termodinâmica de não
equilíbrio, evitando assim a necessidade de usar funções de Heaviside.124, 242
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J Apêndice - Termo cinético da equação de Cahn-Hilliard

Nesta seção iremos determinar os termos cinéticos s(c) da fase polar. Primeira-
mente, lembre que a equação que descreve a dinâmica da fase é dada por:

∂ϕ

∂t
= s(c) +m∇2µ. (130)

Nesta equação µ = δF [ϕ]
δϕ

. Continuando, vamos assumir que a fase P pode ser
escrita como,

ϕ = ϕS + ϕR. (131)

Na Eq. (131), ϕS representa a fração volumétrica do solvente (por exemplo,
água), enquanto ϕR representa a fração volumétrica dos reagentes e produtos químicos do Brus-
selator, ou seja, A, B, D e E. Repare que aqui não incluímos os intermediários químicos porque
suas concentrações são muito menores do que as concentrações dos demais componentes quí-
micos.

Podemos ir mais adiante e reescrever a Eq. (131) da seguinte maneira,

ϕ = ηSϕ+ ηRϕ (132)

de tal modo que, ϕR = ηRϕ, ϕS = ηSϕ e ηS + ηR = 1. Partindo então dessas
identidades, considerando que a reação global do Brusselator é dada por6

A + B −−→ D + E

e utilizando a Eq. (130), podemos escrever a dinâmica da fase polar como,

∂ϕR

∂t
= ηR[s(A,B,D,E) +m∇2µ]. (133)

Nesta fase, as espécies químicas A, B, E e D reagem (ou são produzidas) como
descrito pelo mecanismo do Brusselator, apresentado no capítulo 7. Por isso, s(A,B,D,E) =
−k1ϕA − k2ϕ

BϕU + k3ϕ
BϕU + k4ϕ

U . Note que, −k1ϕA e −k2ϕBϕU são os termos cinéticos de
consumo de A (A k1−−→ U) e B (B + U k3−−→ V + D), respectivamente, e k3ϕBϕU e k4ϕU são os
termos de produção de D (B + U k3−−→ V + D) e E (U k4−−→ E), respectivamente. Assumindo
que k1 = k2 = k3 = k4 = k, nós obtemos a seguinte equação para ϕR:

∂ϕR

∂t
= ηR[k(−ϕA + ϕU) +m∇2µ]. (134)

Da mesma forma, podemos obter a equação da dinâmica da fase apolar,

∂ϕS

∂t
= ηSm∇2µ. (135)

Portanto, usando as Eqs. (134) e (135) na Eq. (131), nós obtemos,

∂ϕ

∂t
= ηRk(−ϕA + ϕU) +m∇2µ. (136)

Veja que ϕA = νa e ϕU = νu.120 Nestas relações, ν é o volume molecular que
assumimos ser igual para todos os componentes químicos. Portanto, tomando ν = 1, então
temos ϕA = a e ϕU = u. Chamando η = ηR, podemos escrever a equação final como:

∂ϕ

∂t
= ηk(−a+ u) +m∇2µ. (137)
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K Apêndice - Método espectral de Fourier
Nesta seção, iremos apresentar uma breve discussão sobre o método espectral de

Fourier para a solução numérica de equações diferenciais parciais.
A utilização de transformadas integrais, por exemplo, Fourier, Laplace, entre

outras, é uma abordagem amplamente conhecida e empregada em diversos problemas físicos.
De maneira simplificada, a ideia principal da aplicação das transformadas integrais é obter
uma representação do problema original no espaço da transformada (espaço recíproco) que seja
matematicamente mais simples e de fácil resolução. Assim, através da solução desta equação
no espaço recíproco, podemos obter a solução do problema original empregando uma operação
inversa, ou seja, a transformada inversa.135

Podemos esclarecer melhor essa ideia através de um exemplo conhecido. No
entanto, dado que estamos interessados nos métodos espectrais de Fourier, vamos, antes de
apresentar o exemplo, definir a transformada de Fourier. Assim sendo, seja f(x) uma função
bem definida no espaço x. A transformada de Fourier é dada por135

g(k) = F [f(x)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)eikxdx, (138)

Onde g(k) é uma função no espaço k e F [ ] representa a aplicação da trans-
formada de Fourier. Da mesma forma, podemos definir a transformada inversa e obter f(x)
como,

f(x) = F [g(k)]−1 =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(k)e−ikxdk, (139)

de tal forma que, F [ ]−1 representa a aplicação da transformada inversa.
Tendo isso em vista, considere a equação de difusão, com condições iniciais e de

contorno conhecidas:

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
. (140)

Se aplicarmos a transformada de Fourier (com relação à coordenada espacial x),
iremos obter a seguinte equação no espaço recíproco, de número de onda k:

∂ũ

∂t
= −Dk2ũ. (141)

Repare que na Eq. (141), ũ = F [u] e ũ ≡ ũ(k, t); por isso, mantivemos a
notação de diferenciação parcial. Apesar de a solução ainda depender de mais de uma variável
independente, o problema no espaço de Fourier passa a ser uma equação diferencial ordinária
que deve ser resolvida em todo o espaço k. Esta equação possui solução conhecida. Assim,
uma vez que obtemos ũ, somos capazes de determinar u fazendo u = F [ũ]−1 (geralmente a
determinação das transformadas inversas analíticas é um problema complicado).135

Como podemos perceber no exemplo apresentado, a utilização da transformada
de Fourier é particularmente vantajosa para problemas que envolvem derivadas de altas ordens,
uma vez que135

F

[
dnu

dxn

]
= (ik)nF [u] = (ik)nũ. (142)

Em outras palavras, a aplicação da transformada de Fourier remove as derivadas.
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Desta maneira, o método espectral de Fourier é basicamente a aplicação numé-
rica da transformada de Fourier para a resolução de EDPs, com grande aplicação para problemas
que envolvem muitas derivadas de alta ordem, como, por exemplo, a equação de Cahn-Hilliard.
Considere, por exemplo, a Eq. (18) do capítulo 2, com cc = 0. A aplicação da transformada de
Fourier resulta em:

∂c̃

∂t
= s̃(c) +M [−k2Z̃ − k4κc̃], (143)

Na Eq. (143), c̃ = F [c], s̃(c) = F [s(c)] e Z̃ = Z, com Z = −bc + ac3. A ideia
central é resolver termos não lineares, ou seja, s(c) e Z, no espaço real, transformá-los para o
espaço recíproco e, assim, a equação completa pode ser numericamente integrada. Note que o
problema descrito pela Eq. (143) pode ser resolvido empregando técnicas como, por exemplo,
Euler e Runge-Kutta nas suas formas explícitas e implícitas.243, 244 Essa abordagem possibilita,
em muitos casos, a utilização de passos de integração mais largos comparados com aqueles que
seriam utilizados no método das diferenças finitas para a resolução direta da equação no espaço
real.

A resolução numérica requer a utilização das transformadas de Fourier discretas.
Assim, considere uma função f(xn), onde xn ≡ {xn ∈ (0, X)/xn = nX

2N
, n = 0, 1, 2, ...., 2N−

1 e N ∈ Z}, a transformada de Fourier discreta é dada por:135

g(km) = F [f(xn)] =
1

2N

2N−1∑
n=0

f(xn)e
ikmxn (144)

com km = 2πm
X

, m = 0, 1, 2, ...., 2N − 1. E, de maneira análoga, a transforma
de Fourier discreta inversa é,

f(xn) = F [f(km)]
−1 =

1

2N

2N−1∑
m=0

g(km)e
−ikmxn . (145)

O método espectral de Fourier segue então as seguintes etapas:

• Determinação dos termos não lineares no espaço real, s(c) e Z.

• Cálculo da transformada de Fourier dos termos não lineares, s̃(c) e Z̃.

• Aplicação do método numérico de escolha para a resolução da EDO, Eq. (143), em todos
os pontos do espaço recíproco.

• Após o passo anterior, obtemos a aproximação de c̃.

• Determinação de c a partir da transformada inversa de c̃.

• Recomeço do processo descrito acima, que continua de forma iterativa.



103

L Apêndice - Análise da estabilidade linear do Brusselator
estendido

Nesta seção, queremos definir as condições para a emergência dos estados de
Turing e Hopf a partir da análise de estabilidade linear das equações de reação-difusão. Note
que este procedimento pode ser uma tarefa árdua, uma vez que as equações de reação-difusão
dependem diretamente da fase, ϕ. Para lidar com esse problema, iremos utilizar a estratégia
proposta em 245 , que consiste em estudar separadamente a estabilidade das soluções em cada
uma das fases.

Dado o argumento anterior, podemos escrever as equações homogêneas de reação-
difusão para cada fase. Logo, para a fase polar, as equações são:

∂u

∂t
= f(u, v)− c2u+ d2w2 +D(P )

u ∇2u (146)

∂v

∂t
= g(u, v)− c1v + d1w1 +D(P )

v ∇2v (147)

∂w1

∂t
= c1v − d1w1 +D(P )

w1
∇2w1 (148)

∂w2

∂t
= c2u− d2w2 +D(P )

w2
∇2w2. (149)

E para a fase apolar, as equações são:

∂u

∂t
= 0 (150)

∂v

∂t
= 0 (151)

∂w1

∂t
= D(N)

w1
∇2w1 (152)

∂w2

∂t
= D(N)

w2
∇2w2. (153)

Nas equações acima, f(u, v) = k1a−(k4+k3b)u+k2u
2v, g(u, v) = k3bu−k2u2v

e D(P,N)
u,v,w1,w2 são os coeficientes de difusão dos componentes químicos nas fases polar e apolar.

Note que as Eqs. (146-149) possuem a forma apresentada acima, pois os inter-
mediários reacionais, com exceção dos sinais químicos, estão presos à fase polar. Portanto, as
reações e a difusão de u e v ocorrem apenas nesta fase. Além disso, nenhuma reação de pri-
meira ordem de w1 e w2 pode ocorrer fora das células, uma vez que os termos cinéticos dos
sinais químicos são modulados pela função de Heaviside.

Seguindo o mesmo raciocínio, percebemos que não há termos não lineares nas
Eqs. (150-153). De fato, nenhuma estrutura auto-organizada pode emergir na fase apolar e,
devido a isso, não iremos prosseguir com a análise de estabilidade nesta fase. Por outro lado,
as características das Eqs. (146-149) indicam que estruturas auto-organizadas podem se formar
na fase polar. Portanto, iremos utilizar a versão linear destas equações para encontrar condições
de instabilidade de Hopf e Turing.
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Vale ressaltar que a análise do acoplamento das equações entre as fases é irrele-
vante nesta situação, considerando que não haverá nenhuma atividade química na fase apolar,
como mencionamos anteriormente.245

Inicialmente, a partir das Eqs. (146-149), encontramos apenas um estado estaci-
onário para o Brusselator estendido, que é:

u∗ = a; v∗ =
b

a
; w∗

1 =
b c1
a d1

; w∗
2 =

a c2
d2

(154)

Usando essas soluções, podemos escrever a versão linear do sistema de equações
de reação-difusão considerado:


˙δu

δ̇v
˙δw1

˙δw2

 =


∂uf(u, v)− c2 +D

(P )
u ∇2 ∂vf(u, v) 0 d2

∂ug(u, v) ∂vg(u, v)− c1 +D
(P )
v ∇2 d1 0

0 c1 −d1 +D
(P )
w1 ∇2 0

c2 0 0 −d2 +D
(P )
w2 ∇2



δu
δv
δw1

δw2


Então, assumindo que a solução do problema é dada por δC(r, t) = αeλtcos(qr),

com C = (u, v, w1, w2), α = (αu, αv, αw1 , αw2), λ é o autovalor e q é o autovetor; podemos
determinar a seguinte matriz M:

M =


∂uf(u, v)− c2 −D

(P )
u q2 ∂vf(u, v) 0 d2

∂ug(u, v) ∂vg(u, v)− c1 −D
(P )
v q2 d1 0

0 c1 −d1 −D
(P )
w1 q

2 0

c2 0 0 −d2 −D
(P )
w2 q

2


(155)

Através da matriz M, obtemos um polinômio característico que pode ser repre-
sentado de forma genérica como:

a1λ
4 + a2λ

3 + a3λ
2 + a4λ+ a5 = 0. (156)

Como mencionamos no início desta seção, estamos interessados em dois casos:
na instabilidade de Hopf e Turing.

• Instabilidade de Hopf
Como apresentamos na seção 3.2, a bifurcação de Hopf acontece quando Re(λ) = 0 e
Im(λ) ̸= 0 e q = 0. Portanto, usando λ = 0 + ni, com n ∈ R e q = 0, na Eq. (156)
temos

a1n
4 − a2n

3i− a3n
2 + a4ni+ a5 = 0 (157)

Que resulta em, {
a1n

4 − a3n
2 + a5 = 0

−a2n3i+ a4ni = 0
(158)
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Resolvendo o sistema de equações acima para a variável n, nós determinamos a bifurca-
ção de Hopf:

a1 a
2
4

a22
− a3 a4

a2
+ a5 = 0. (159)

• Instabilidade de Turing
Como apresentamos na seção 3.3, a bifurcação de Turing acontece quando Re(λ) = 0 e
Im(λ) = 0 e q = qT ̸= 0. Portanto, usando λ = 0 + 0i na Eq. (156) temos

a5(a, b, d1, d2, c1, c2, q) = 0 (160)

Note que a5 depende explicitamente de q. O número de onda q deve ser real e maior que
zero. Então, o menor número de onda que satisfaz essas condições é qT , tal que

∂a5
∂q

∣∣∣
q=qT

= 0. (161)

O qT tem uma forma analítica, porém é uma longa equação algébrica e por isso nós não
mostramos ele aqui. Logo, a bifurcação de Turing é dada por:

a5(a, b, d1, d2, c1, c2, qT ) = 0. (162)

Assim sendo, utilizando as condições estabelecidas previamente, i.e., Eqs. (162)
e (160), conseguimos obter o espaço de parâmetros apresentado nas Figuras 28A-B do capítulo
7.
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M Apêndice - Amadurecimento de Ostwald
Nesta seção, pretendemos mostrar as diferenças entre a morfogênese e o amadu-

recimento de Ostwald neste modelo.
Para alcançar esse objetivo, realizamos duas simulações adicionais com os mes-

mos parâmetros da Figura 30A, exceto pelos raios iniciais e o fator de diluição: (I) η = 0 e
R0

1 = R0
2 e (II) η = 0, R0

1 = R + δ e R0
2 = R. Os resultados são apresentados nas Figuras 36 e

37.
No caso (I), podemos perceber que ocorre a formação de padrões de Turing e a

morfologia das células químicas permanece inalterada. Isso ocorre porque as reações químicas
não induzem a morfogênese, uma vez que η = 0, e a dinâmica também não provoca o amadu-
recimento de Ostwald, devido ao fato de que R0

1 = R0
2. Esta configuração pode ser mantida por

um longo período de tempo, desde que evitemos qualquer tipo de perturbação.
No caso (II), vemos que as estruturas de Turing emergem e a morfologia das

células mudam conforme o tempo passa. Aqui, as reações químicas não influenciam a dinâ-
mica das células (η = 0); entretanto, a diferença inicial entre os raios das células provoca o
crescimento de Ostwald, ou seja, a célula maior cresce às custas da célula menor.120, 139

Através da comparação dos casos (I) e (II) com os resultados da Figura 30, pode-
mos entender que as diferenças na concentração interna entre as células, devido à emergência do
estado de Turing, induzem, em um primeiro momento, a morfogênese. Tal efeito difere do caso
(II), onde as reações químicas não desempenham papel nas mudanças morfológicas observadas.
Portanto, podemos concluir que o fenômeno relatado no texto principal é a morfogênese.

A princípio, essa discussão poderia ser evitada com a inclusão dos efeitos de
um surfactante no modelo, considerando o campo vetorial de polarização resultante dessas
moléculas.119, 138 Entretanto, tal abordagem resulta em equações diferenciais parciais de alta
complexidade, cuja integração numérica é muito instável.

D1

D2

Tempo

Figura 36: Gráfico espaço-tempo de um padrão estacionário de comprimento de onda
curto com R0

1 = R0
2. Neste caso, usamos η = 0 e R0

1 = R0
2 = 0.7.
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D1

D2

Tempo

Figura 37: Gráfico espaço-tempo de um padrão estacionário de comprimento de onda
curto com R0

1 ̸= R0
2. Neste caso, usamos η = 0, R0

1 = 0.73 e R0
2 = 0.7.
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