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Resumo

Neste trabalho, consideramos equagdes de placa fraciondrias semilineares de segunda ordem no
tempo. Inicialmente, estudamos uma equacio governada por um operador biharmoénico, com condi-
¢oes de contorno fixadas em um dominio suave e limitado, essa equacdo modela estruturas de voo.
Neste contexto, incorporamos um termo dissipativo que depende diretamente da energia do sistema.
Em seguida introduzimos um termo de memoria na equagao, resultando em uma dissipacao do sistema
que leva em consideracdo tanto a energia quanto a memoria passada. Em ambos os casos, estudamos a
boa colocacgdo local e global e provamos a existéncia de um atrator global compacto para o semigrupo
de evolugdo associado. Além disso, mostramos que a familia de atratores globais é semicontinua

superiormente.

Palavras-chave: Atrator global, boa colocacio local e global, problema semilinear, semicontinuidade

superior.
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Abstract

In this work, we consider two second-order fractional semilinear plate equations in time. In the
first problem, we investigate an equation governed by a biharmonic operator, with clamped boundary
conditions in a smooth bounded domain, modeling flight structures. In this context, we introduce a
dissipative term that depends directly on the energy of the system. In the second problem, we add
a memory term, resulting in a dissipative system that depends on energy and past memory. In both
cases, we study local and global well-posedness and we prove the existence of a compact global
attractor for the associated evolution semigroup. Additionally, we obtain the upper semicontinuity of

the family of global attractors.

Keywords: Local and global well-posedness, semilinear problem, global attractor, upper semiconti-

nuity.
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Lista de Simbolos

%'(X) : Conjuntos das fungdes continuas de X em X;
(
(

y(a,r) : Bola aberta de centro a e raio r >0 emY;

X,Y) : Conjunto dos operadores lineares continuos de X em Y;

AN

9
X) : Conjunto dos operadores lineares continuos de X em X;

o

A : Fecho do conjunto A;
Q| : Medida do conjunto Q;
X* : Espaco dual de X;

dQ : Fronteira do conjunto Q;

supp(f) : Suporte de uma fungio f.






Introducao

Nos ultimos anos muitos pesquisadores estudaram equagdes ndo lineares de vigas com diferentes
tipos de amortecimento e dissipacdo, ver [21} 22, 26| 28, 37]. Este tipo de problema tem aplicacdes
fisicas importantes, entre elas, vibragoes de vigas e placas extensiveis.

E bem conhecido que no estudo do comportamento assintético de solucdes de equacdes diferen-
ciais parciais a no¢ao de atratores globais desempenha um papel crucial, porque este objeto captura
0 comportamento assintotico de sistemas autdbnomos. Em geral, um atrator € um conjunto compacto
(minimo) que satisfaz uma propriedade de invariancia e que atrai todos os subconjuntos limitados do
espago de fase, ver Definigao[1.44]

Em [21] os autores estudaram existéncia, unicidade e estabilidade de solu¢des para o modelo de

viga com amortecimento nao local
2 2 'NE _
Uy — KAu+Au—7y Q(]Au] + |ue|7) | Auy+ f(u) = 0.

No topico de atratores globais para equacdes de feixe extensivel muitos resultados importantes
foram obtidos nos dltimos anos, veja por exemplo os artigos [22, 26, 37] e suas referéncias. Veja
também os livros [2, (10, [19].

Recentemente, em [36]], os autores estudaram uma classe de vigas extensiveis com amortecimento

fraco ndo local da forma
e+ A%u — m(||Vual|*) Aue+ k(|| a]|*)ute + f () =
com condi¢des de contorno
u=Au=0 em JQ.

Os autores provaram a existéncia de solucdo global e de atrator global em um espaco de fase apropri-
ado. Veja também [37]].

Para amortecimento fracionario ndo linear, em [22]] os autores estudaram a equagao
s + Au —M(HVuHZ)Au —I—N(HVqu)(—A)eut + f(u) = h,

e mostraram a existéncia de atrator global compacto e de atrator exponencial para este problema.
Podemos citar também [[12]] onde os autores estudaram resultados de boa colocacdo para equacgdes

viscoelasticas ndo lineares com memoria na forma

s+ (=)t + (=8 s+ or(~B)u— [ a(s) (~A)ulo = s)ds-+ (w) =

1
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com condig¢des de fronteira de Dirichlet.
Mais recentemente, em [15]], os autores estudaram a existéncia de atrator global para a equagao

de onda semilinear com memdria dada por
Ut — AM[[ — Au+/ u(S)AM(t — S)ds +f(1/l) = h,
0

com condig¢des de fronteira de Dirichlet.

Quando enfrentamos a tarefa de modelar matematicamente um problema da vida real, € comum
que precisemos recorrer a aproximacgoes. Essas aproximacdes podem ocorrer devido a falta de dados,
ao uso de leis empiricas, simplificacio do modelo ou ao emprego de discretizacdes para aplicacao
de métodos numéricos. Assim, o0 modelo matematico resultante é apenas uma aproximagdo ou uma
perturbacio do problema real.

Nesse sentido, € fundamental que sejamos capazes de obter resultados que nos permitam extrair
algumas propriedades do problema original e aplica-las ao problema real. Especificamente, nosso
interesse € focar na robustez dos atratores globais para semigrupos. Em outras palavras, buscamos
identificar condi¢des nas quais, ao perturbar um semigrupo, o atrator global do novo semigrupo per-
manece proximo ao atrator global do semigrupo original. Em particular, estamos interessado na
semicontinuidade superior, que garante que os atratores nao explodem, ou seja, as solucdes globais
limitadas do semigrupo perturbado permanecem proximas as do semigrupo original.

No estudo da robustez de uma familia de atratores, podemos citar [[14]], onde os autores estuda-
ram propriedades de boa colocagdo, existéncia de atrator global e semicontinuidade superior de uma

familia de atratores do seguinte sistema de equacdes de ondas nao lineares acopladas:

uy —Au+ov+gi(u) + fi(u,v) =hi(x) em Qx (0,00),
Vie — Av+ o+ g (v) + fo(u,v) = ha(x) em Q x (0,00),

onde Q C R? é um dominio limitado com fronteira limitada C2, com condicdes de fronteira de Diri-
chlet.

Para o estudo da semicontinuidade superior para um problema ndo autdonomo, citamos [3], onde
os autores estudaram a existéncia, limitagdo uniforme, regularidade e semicontinuidade superior de

uma familia de atratores de pullback para o seguinte sistema de evolucao:

Uy +Au+ald = f(u), t>1, x€Q,
0, —k(t)AO —alAu; =0, t > 1, x €Q,

sujeito as condicdes de fronteira
u=Au=0=01t>r1,xcdQ.

Neste trabalho consideramos dois problemas de evolu¢do semilineares. O primeiro problema

consiste em uma equacdo dr onda, com o termo dissipativo dependendo diretamente da energia do
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sistema, dado da seguinte forma:

{u,z +(=A)u+Au— }/[E(u,u,)}un, +f(u)=h(x), t>0,xeQ, 0

u(0,x) =up(x), w(0,x) =uj(x), x€Q,

onde Q é um dominio suave limitado em R”, n > 1, 6 € [0,2], ¥y > 0, ¢ > 0 e E é um funcional
definido no espago de Hilbert H3(Q) x L?*(Q), dado por

E() = 5 (I8 P + aul>+ VP + [ Flads— [ eoud,

onde F é uma primitiva apropriada de f, ou seja

Hm:47®w+m @)

para uma escolha apropriada de u.
No segundo problema adicionamos um termo de memdria, ou seja, consideramos o seguinte pro-

blema -

s+ (—A)u+ A%u — yE (1) Au; — / g(s)A%u(t —s)ds

0

+f(u) =h(x), >0, 3)
u(x,0) =up(x) wu(x,0) =up(x), xeQ,

u(—s,x) = @(s,x), (s,x) €[0,400) x Q,
onde E(¢) € o funcional de energia associado ao problema que seré explicitado no decorrer do
trabalho.

Consideramos ambos os problemas sujeitos a condi¢ao de contorno grampeada
u=Au=0 em Q. %)

O objetivo deste trabalho é estudar as boas colocagdes local e global dos problemas (1) e (3).
Adicionalmente, provamos que o sistema dinamico (semigrupo) associado a cada um dos problemas
e possuem um atrator global compacto. Para isso utilizaremos a teoria da fun¢@o contrativa
desenvolvida em [24]] (ver também [8]]) para obter a compacidade assint6tica. Além disso, se conside-
rarmos Y%, € € [0, 1] em vez de yem (1)) e em (3) (ver e (3.109)), mostramos que 0s semigrupos
associados a (1)) e (3) sdo gradientes e as familias de atratores globais associados a estes respectivos
semigrupos sao semicontinuas superiormente em € = 0.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos resultados prelimina-
res necessdrios para o desenvolvimento do trabalho. O Capitulo 2 é organizado de forma que na
Secdo 2.1 apresentamos um problema de evolucdo semilinear com o termo dissipativo dependente
da energia do sistema e suas hipdteses. A Secdo 2.2 é dedicada a provar a existéncia, unicidade e
dependéncia continua dos dados iniciais do problema (I)-(d)). Na Sec@o 2.3 provamos a existéncia
de um atrator global compacto para o semigrupo associado. Finalmente, na Sec¢do 2.4 mostramos

a semicontinuidade superior em € = 0 da familia de atratores globais associados a (IJ)y, bem como
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que o semigrupo associado a este problema é gradiente. O Capitulo 3 foi estruturado de maneira a
abordar um problema de evolucdo semilinear com termos dissipativos dependentes da energia do sis-
tema e da memoria passada e suas hipoteses na Se¢do 3.1. A Secdo 3.2 se concentra em demonstrar
a boa colocagdo do problema (3)-(). Na Seg¢do 3.3, estabelecemos a existéncia de um atrator global
compacto para o semigrupo correspondente. Por fim, na Secdo 3.4, mostramos a semicontinuidade
superior, para € = 0, da familia de atratores globais associados a (3))ye, assim como a propriedade de

que o semigrupo associado a esse problema € gradiente.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

Seja © um aberto do R". Denotaremos por Cj'(Q2) o conjunto das fungdes ¢ : Q — K (onde K =R

ou K = C) que sao infinitamente diferencidveis em Q e que tem suporte compacto, onde o suporte de

Q
¢ € o fecho do conjunto {x € Q;¢(x) # 0} em Q, ou seja, supp (@) = {x € Q;p(x) #0} .
Dados @ = (a1, , ..., ;) € N" e x = (x,x2,...,X,) € R", representaremos por D% o operador

derivacdo de ordem ¢ definido por

o ol
DY =
dx1%19dx% ... dx, %’

n
em que |ot| = Z o;. Se a = (0,0,...,0), define-se D%u = u.
i=1
Dizemos que uma sequéncia { ¢y } C C;’(Q) converge para zero, denotando ¢, — 0, se, e somente

se, existe um subconjunto compacto K de Q, tal que:
i) supp(py) CK,VveN;
ii) D%¢, — 0 uniformemente sobre K, Voo € N”.

Dizemos que uma sequéncia { ¢y } C C7’ () converge para ¢ C Cy’(Q) quando a sequéncia { ¢y —
@} converge para zero no sentido acima definido.

O espaco Cy’(Q2), munido desta nog¢do de convergéncia, é denominado espago das fungdes testes,
e denotado por Z(Q).

Definimos como distribui¢do sobre Q todo funcional linear e continuo em Z(). O conjunto
de todas as distribuigdes sobre € € um espaco vetorial, representado por 9/(9), chamado espaco
das distribui¢des sobre Q, munido da seguinte noc¢do de convergéncia: seja (7,) uma sequéncia em
7' (Q) e T € Z'(Q). Diremos que T, — T em Z (Q) se a sequéncia numérica {(Ty, @)} converge
para (T, @) em R, para todo ¢ € Z(Q).
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Seja T uma distribuicdo sobre Q e o € N*. A derivada de ordem «a de 7', no sentido das

distribui¢des, € definida por:
(DT, @) = (—1)/*T,D%¢): Ve € 2(Q).

Verifica-se que D®T ¢ ainda uma distribuicdo e que o operador D% : 7' (Q) — Z'(Q), tal que a

cada T associa-se D®T, é linear e continuo.

1.2 Os Espagos L’(Q)

Seja Q um aberto do R”. Representaremos por L” (), 1 < p < +o0, 0 espago vetorial das (classes
de) fungdes mensuraveis definidas em Q com valores em K tais que |u|” é integravel no sentido de
Lebesgue em Q.

O espago LP(Q) munido da norma

p
el = ( o) para1 < p <4

[ul|= = supess|u(x)|, para p = oo,
xeQ

€ um espacgo de Banach.

No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert.

Teorema 1.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja (uy )y cn uma sequéncia
de fungoes integrdveis num aberto Q C R", convergente quase sempre para uma fung¢do u. Se existir

uma fungdo ug € L' (Q) tal que |uy| < uy quase sempre, Vv € N entdo u é integrdvel e tem-se

/ u= lim [ uy.
Q v—eo JO
Demonstracao: Ver [27].

Teorema 1.2. (Lema de Fatou) - Seja (uy )y ey uma sequéncia de fungées integrdveis e ndo negativas
que converge quase sempre para uma fungdo u. Se liminfy_,., [ouy € finito, entdo u é integravel e

tem-se
/ugliminf Uy.
Q

v Jo

Demonstracao: Ver [27].

Proposicao 1.3. - Se u € L'(Q) entdo as integrais indefinidas de u sdo funcoes absolutamente

continuas.

Demonstracao: Ver [27].
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1 1
Proposicao 1.4. (Desigualdade de Young) - Sejam 1 < p,q < o« tal que —+— =1 e a,b > 0. Entdo
p 4

Demonstracao: Ver [4].

Proposicao 1.5. (Desigualdade de Minkowski) - Sejam 1 < p < e f,g em LP(Q), entdo

1f+ 2l < Ifllre) + I8l @)

Demonstracao: Ver [27].

I 1
Proposicido 1.6. (Desigualdade de Holder) - Sejamu € LP(Q) eve LI(Q) com 1 <p<ooe —+— =
P 9

1. Entdo uv € L'(Q) e temos a desigualdade

[ 1] < a1t
Demonstracao: Ver [4].

Observacdo 1.7. Em L?(Q) a Desigualdade de Holder é conhecida como Desigualdade de Schwarz.

Segue como coroldrio da proposi¢ao anterior o seguinte resultado:

Corolario 1.8. (Desigualdade de Holder generallizada) - Sejam f1, fa,..., fx funcdes, tais que f; €

1 1

LPi(Q), pi>1,1<i<k onde —+—+...+— = — e — < 1. Entdo o produto f = fif>...fx €
pPr P2 Pk P P

LP(Q)e

1fllzr@) < Lfillzev @ 1 2llee2 ) - - [ fill e ) -
Além dos resultados acima, temos:
i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < +oo;
ii) LP(Q) é separdvel para todo 1 < p < oo
iii) 2(Q) tem imersdo continua e densa em L”(Q) para todo 1 < p < oo

iv) Se (f,) € uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) sdo tais que || f, — f||r(q) — 0 entdo existe uma
subsequéncia ( f,, ) tal que fy, (x) — f(x) quase sempre em Q.

!/

Teorema 1.9. (Teorema da Representacao de Riesz) - Sejam 1 < p < +oo, ¢ € (LP(Q)) com

1
—+ — = 1. Entdo existe uma tinica u € L1(Q), tal que

qg p
(@,v) = /Qu(x)v(x)dx, WeLP(Q)e|ul o) = H(pH(U’(Q))"

Demonstracao: Ver [4].

Quando p = oo, temos:
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Proposicio 1.10. Seja ¢ € (L' (Q))/, entdo existe uma tinica u € L(Q) tal que
(0.0) = [ uxp(o)dx, v e L@ e ulim@ = 191y g -
Demonstracao: Ver [4].
Denotaremos por L‘ID (), 1 < p < +o0 0 espago das (classes de) fungdes u : Q — K tais que
|u|P € integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Q munido da seguinte nogdo de
convergéncia: Uma sequéncia u, converge para u € Lfo () se para cada compacto K de Q tem-se:

ity —u) = ( /K ity (x) —u(x)|pdx) " 0.

Lema 1.11. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L}, .(Q), entdo T, = 0 se, e somente se, u =0

quase sempre em L, onde T, é a distribuicdo definida por

Tp) = [ ut)p(x)dx. Yo € 2(Q)

Demonstracao: Ver [0].

Deste lema tem-se que T, fica univocamente determinada por u € L}, (Q), isto &, se u,v € L} _(Q),

entdo 7, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em L.

Proposiciio 1.12. Seja (uy)yven C LY (Q), 1 < p < 4o, tal que uy — u em LY (Q), entdo uy — u
em 7' (Q).

Demonstracao: Ver [6].

Lema 1.13. (Lema de Gronwall) - Sejam f € C([0,T]) e z € L'(0,T) tais que z(t) >0, f(t) >0e
seja c uma constante ndo negativa. Se

flr) < c+/otz(s)f(s)ds, vVt €0,7T],

entdo
£(t) < ceo?)ds p e [0, 7).

Demonstracao: Ver [3].

Proposicao 1.14. (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R", entdo para toda funcdo

concava F e toda fungdo integrdvel h € L' (B) teremos

F(ﬁ/}gh(x)dx) > ﬁ/BF(h(x))dx.

Demonstracao: Veja [35].

Lema 1.15. (Lema de Lions) - Seja (uy) uma sequéncia de fungées pertencentes a L1(Q) com 1 <

q < oo. Se
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i) uy — u quase sempre em Q,

ii) Jluyl|Lo(g) < C, ¥V €N,
entdo, uy — u fraco em L1(Q).
Demonstracao: Ver [25].

Teorema 1.16. (Teorema da Média) - Seja f : (a,b) — X, onde X é um espaco de Banach, uma

fungdo continua. Para todo t € [a,b] tem-se

t+h
lim% /t F(s)ds = £(o).

h—0

Demonstracao: Ver [17].

Lema 1.17. (Aubin-Lions) Seja Ey, E e E;| espacos de Banach com Ey C E C E|, Ey imerso com-

pactamente em E e E imerso continuamente em E|. Defina
W ={ueL*(0,T;Ep);u' € L*(0,T;E1)},
onde 1 < p,q < oo, Entdo
i) Se p < oo, entdo a imersdo W — LP([0,T|;E) é compacta.
ii) Se p=oeq> 1, entdo aimersio W — C([0,T];E) é compacta.

Demonstracao: [25].

1.3 Espacos de Sobolev

Seja Q um aberto do R”, 1 < p < 40 e m € N. Representamos por W (Q) o espago vetorial de
todas as fungdes u € LP(Q), tais que para todo || < m, D%u pertence a L”(Q), sendo D*u a derivada
no sentido das distribui¢des.

O espago WP (Q) munido da norma

1

P
mp = ( ) /Q|D°‘u|pdx> , para 1 < p < oo,

o[ <m

|

| ut]| 00 = Z supess|D%u(x)|, para p =

|ot| <mX€Q
€ um espacgo de Banach.
Denotamos W"2(Q) = H™(Q) devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os espagos H™(Q) sio

espacos de Hilbert.
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Sabemos que Cj'(Q) € denso em L”(£2), mas ndo é verdade que Cj’(Q) é denso em W7 (Q) para
m > 1. Motivado por esta razdo definamos o espago W () como sendo o fecho de Cj () em
WP (Q), isto é,

————— WP (Q)

G = wrr ).

1 1
Suponha que 1 < p < el < g < tal que —+ — = 1. Representamos por W~"9(Q) o dual
q

p
topolégico de Wy (€2). O dual topolégico de H{J'(€2) serd denotado por H™ ™ (Q).

Proposicao 1.18. Sejam Q um conjunto aberto do R", de classe C™, com fronteira limitada e m um

inteiro tal que m > 1, e 1 < p < oo. Entdo temos as seguintes imersoes continuas:

1 1 1

1. se —— = >0 entdo WP (Q) — L1(Q), onde — = — — =
p n q p n
I m

2. se — — — =0entdo W"P(Q) — L1(Q), Vq € [p,+°],
p n
1 m _

3. se — — — < 0entdo W™P(Q) — L*(Q).
p n

Demonstracao: Ver [6].

Teorema 1.19. (Teorema de Rellich Kondrachov) Seja Q um subconjunto aberto limitado do R",
Qde classe Cl e 1 < p < oo, Entdo

1 1 1
1. se p <nentdo W' (Q) < L4(Q), Vq € [1,p*], onde — = — ——,
p n

2. se p=nentdo WP (Q) < L1(Q), Vq € [1,+),
3. se p=nentdo W'"P(Q) < C(Q).

Demonstracao: Ver [0].
Notacdo: < indica imersdo compacta.

A seguinte desigualdade serd util e pode ser encontrada em [4].
Proposicao 1.20. Sejam 1 < g < p < o e inteiros m > n. Entdo
1- 1,
[ullr @) < Cllull ooy [ullyrmq), Vi€ WH(Q),

onde

para alguma constante C > 0.

Como consequéncia da desigualdade anterior, temos o seguinte
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Coroldrio 1.21. Existe uma constante C > 0 tal que para todo w € H'(I), vale
oo
-y < Clhwlzzgy +Cllwla g Il
Demonstragdo. De fato, pela Proposicao anterior, existe C > 0 satisfazendo

| 1
Iwllzey < iy (19122 + InlZ2r)) o vw e B ),

€ com isso, resulta

1
by

IN

1

Clwl 72y (19112205, + w122 1))
1

Clwl 2y (IWllz2qry + Iz

1 1 1
Il (Il Il

1 1
Clwllizy + Cllwl oy el oy Vo € HY ).

”W||L°°(I)

IA
(S

IN

L]

Proposiciio 1.22. Para toda u € H}(I), vale

Loz 3
ey < 24l g i g -
Demonstragdo. De fato, dados 0 < x < L e u € H}(I), temos
2 2 2 td o, *
20 =200 ~i200) = [ L0 = [ 2u0ule)dn <2z s

L]

1.4 Topologia Fraca - 6(E,E’) e Topologia Fraca x -c(E',E)

Seja E um espaco de Banach, E’ o seu dual topoldgico e consideremos f € E’. Designaremos
por @7 : E — R, a aplicagdo dada por ¢7(x) = (f,x), para todo x € E. A medida que f percorre E’,

obtemos uma familia {¢r} rcg/ de aplicagdes de E em R.

Defini¢iio 1.23. Seja E um espago de Banach. A topologia fraca 6(E,E’) sobre E é a topologia

menos fina sobre E para a qual sdo continuas todas as aplicagdes @y, f € E’.

Notacao: Seja (x,),cn uma sequéncia de E convergente para x em E na topologia fraca ¢(E ,E/).

Utilizamos, neste caso, a seguinte notagao:
X, —~xemE.

Proposicao 1.24. Seja (x,),cn uma sequéncia em E, entdo:
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i) X, — x em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E'.

ii) Se x, - xemE, entdo x, — xemE.
iii) Se x, — x em E, entdo ||x,||g € limitada e ||x||g < liminf]|x,| g.
iv) Sex, ~xemkE e f,— femE' entdo (fn,xn) = (f,x).

Demonstracao: Ver [4].

Seja E um espago de Banach e seja x € E fixo. Definamos J; : E' — R por

<JX7f> = <f7x>'

As aplicagdes J, sdo lineares e continuas, portanto J, € E”, Vx € E.

Definamos, agora, J : E — E” tal que J(x) = J,.

Definicao 1.25. A topologia fraca , também designada por 6(E’, E), € a topologia menos fina sobre

E' que torna continuas todas as aplicacdes J,.
Proposi¢io 1.26. Seja (f,)ncn uma sequéncia em E', entdo:
i) fo—= f emE'se, e somente se, (f,,x) — (f,x), Vx € E.
ii) Se f,— f emE', entdo f, — f em E'.
iii) Se f, — f em E', entdo f, — f em E'.
iv) Se f, = f em E', entdo || f,||g ¢ limitada e || f|| g < liminf || f;|| z.
Demonstracao: Ver [4].

Lema 1.27. Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (x,),en uma sequéncia limitada de E, entdo

existe uma subsequéncia (xn,)reN de (X,)nen € X € E, tal que

Xy, —~xemkE.

Demonstracao: Ver [4].

Lema 1.28. Sejam E um espaco de Banach separdvel e (f,),cn uma sequéncia limitada de E', entdo

existe uma subsequéncia (f,, )ren € f € E', tal que
S = femE'.
Demonstracao: Ver [4].

Teorema 1.29. Sejam E e F espacos de Banach e T um operador linear e continuo de E em F.
Entdo, T é continuo em E, munido da topologia fraca 6(E,E'), em F, munido da topologia fraca

o (F,F'). A reciproca também é verdadeira.

Demonstracao: Ver [4].
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1.5 (- Semigrupos

Durante esta secdo, X denotard um espago de Banach e .Z(X) o espaco dos operadores linea-
res limitados de X em X. Uma familia de operadores {S(¢)},;>0 é denominada um Semigrupo de

Operadores Lineares quando satisfaz:
i) S(0) =1, onde I denota o operador identidade de X;
ii) S(t+s)=S()S(s), Vr,seR,.
O semigrupo {S(¢) };>0 € denominado de classe Cy, ou Cyp-semigrupo, quando satisfaz:
iii) tgr(% |IS(t)x—x||x =0, VxeX.

Proposicao 1.30. Se {S(¢)};>0 é um Cy-semigrupo, entdo t — ||S(t)||x € uma fungdo limitada em

todo intervalo limitado [0, T].

Demonstracao: Ver [32].

Resulta, da proposi¢ado anterior, que existem M > 1 e @ > 0 tais que
1S()||x < Me®, Vt>O0.
No casoem que @ =0e M = 1, o semigrupo {S(7) };>0 é denominado Cy—semigrupo de contracoes.

Definicao 1.31. O operador A definido por

S(h)—1
D(A) = {xGX; }llir%%x existe};
—
S(h)—1
Ax = lim () x, VxeD(A),
h—0

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo {S(¢) };>0 € D(A) é o dominio de A.
Proposicao 1.32. D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador linear.
Demonstracao: Ver [17].

Proposicao 1.33. Sejam {S(t)};>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal.

i) Sexe€ D(A), entdo S(t)x € D(A), Vt >0 e

d
ES(t)x =AS(t)x = S(t)Ax;

ii) Se x € D(A) entdo
t t
S(1)x — S(s)x = / AS(T)xdT = / S(v)Axd;
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iii) Se x € X, entdo [{S(t)xdT € D(A) e
t
S()x—x=A / S(t)xdr.
0

iv) Para todo x € X,
1 rtt+h J S
lim — S(7)xdt = S(t)x.
lim— [ S(z)xdT = S(0)
Demonstracao: Ver [32].
Proposicao 1.34. Valem as seguintes afirmagoes:

i) O gerador infinitesimal de um Co—semigrupo é um operador linear fechado e seu dominio é

denso em X;

ii) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador infinitesimal de, no

mdximo, um Co—semigrupo .
Demonstracao: Ver [32].

Defini¢iio 1.35. Seja X um espago de Banach sobre um corpo K com norma ||.||x e seja X' = £ (X, K)
o seu dual topolégico com a norma usual ||.||x+ (||x*||x* = sup{Re < x*,x >: ||x||x < 1}). A aplicacdo

dualidade j: X — 2X" é uma funcio multivoca definida por
jx) = {x" € X" :Re <x".x>=|lxflg, [I¥*[lx- = [lxllx}-
Note que, j(x) # 0, pelo Teorema de Hahn-Banach.

Definicao 1.36. i) Diz-se que um operador linear A : D(A) C X — X ¢é dissipativo se, para alguma
aplicacao dualidade j,
Re(j(x),Ax) <0, Vxe D(A).

No caso em que X é um espaco de Hilbert, equivalentemente, A : D(A) C X — X é dissipativo quando
(Ax,x)x <0, Vxe&D(A);

ii) Diz-se que A é m-dissipativo se for dissipativo e Im(IA —A) = X para algum A > 0;

iii) Diz-se que A € acretivo (m-acretivo) se —A for dissipativo (m-dissipativo).

Teorema 1.37 (Lumer-Phillips). Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S, onde ||S(t)|| <

1, entdo
(i) A é dissipativo relativamente a qualquer aplicacdo dualidade.

(ii) Im(AI—A) =X, para todo A > 0. Reciprocamente, se
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(iii) D(A) é denso em X.
(iv) A é dissipativo relativamente a alguma aplicacdo dualidade.

(v) Im(Aol —A) = X para algum Ay > 0. Entdo A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo,
onde ||S(1)|| < 1.

Demonstracao: Ver [17].
Corolario 1.38. Se A é m-dissipativo, entdo Im(Al —A) = X, para todo A > 0.

Demonstracao: Ver [17].

O Teorema de Lumer-Phillips pode ser reescrito da seguinte maneira:

Teorema 1.39 (Lumer-Phillips). Um operador A é gerador de um Cy—semigrupo de contracades se,

e somente se, A é m-dissipativo e densamente definido.

Demonstracao: Ver [17].

Tal versao do Teorema de Lumer-Phillips nos d4 como consequéncia o seguinte corolério:

Corolario 1.40. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e seu adjunto A* sdo

dissipativos, entdo A é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragoes.

Demonstracao: Ver [32].

1.6 Teorema de Carathéodory

Nesta sec@o enunciaremos o teorema de Carathéodory que serd utilizado posteriormente. A
demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [[11].

Seja Q@ C R™"! um conjunto aberto cujos elementos sio denotados por (£,Y),t € R,Y € R" e seja
H : Q — R" uma funcao.

Consideremos o problema de valor inicial

Y'(t)=H(t,Y (1)) (1.1)
Y(to) =Yp. |

Dizemos que H : Q — R” satisfaz as condi¢des de Carathéodory sobre Q se:
(i) H(t,Y) é mensurdvel em ¢ para cada Y fixado;
(ii) H(t,Y) é continua em Y para quase todo ¢ fixado;

(iii) para cada compacto K C Q, existe uma fungio real my(t), integravel, tal que

IH(t,Y)||ge < my(t), V(1,Y) €K.
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Teorema 1.41. Seja H : Q — R" satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory sobre ). Entdo existe
uma solugdo absolutamente continua Y (t) de sobre algum intervalo |t —to| < 3, B > 0.

Demonstracao: Ver [11].

Corolario 1.42. Sejam Y, = {x € R"; |x| < b} com b >0, [0,T] C R um intervalo fechado e H :
[0,T] x Q — R" satisfazendo as condi¢des de Carathéodory sobre [0,T] x Q. Suponhamos que Y (t)
€ uma solugdo de tal que |Yp| < b e que em qualquer intervalo I, onde Y (t) estd definida, se tenha
|Y(¢)| <M, para todo t € I, M independente de I e M < b. Entdo Y (t) possui um prolongamento em
[0,T].

Demonstracao: Ver [11].

1.7 Atrator Global

Nesta secao definimos atrator global e apresentamos alguns resultados basicos. As demonstragcdes

podem ser encontradas em [8], [34] e [38]].

Definicao 1.43. Seja (X,d) um espago métrico. Dados os subconjuntos A e B de X, o excesso ou

semidistancia de Hausdorff de A sobre B € definida por

du(A,B) = sup inf d(a,D).
acAbeB

Com a convengdo dp(A,0) = +oose A # 0 e dy(0,B) =0.

Definicao 1.44. Suponha que X é um espago métrico completo, e S(¢) é um Cyp-semigrupo de opera-
dores ndo lineares definidos sobre X. Um conjunto </ C X diz-se um atrator global se as seguintes

propriedades sdo satisfeitas:

(i) <7 é invariante, isto é,
S(t) o/ =<, ¥Vt >0.

(i1) o é compacto em X.
(iii) </ atrai uniformemente todo limitado de X, isto €, para qualquer limitado B C X

dy(S(t)B,</) = sup inf d(x,y) =0 com ¢ — oco.
xeS(t)BYEY

Para estabelecer a existéncia de um atrator global, um passo crucial € mostrar a existéncia de um

conjunto absorvente que definimos a seguir.

Definicao 1.45. Um semigrupo {S(¢)},>0 possui um conjunto absorvente By em um espago métrico

X, se para qualquer conjunto limitado B C X, existe o = 7o(B) > 0 tal que

S(t)B C By Vt > 1.
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Definicao 1.46. Seja A C X. Definimos o subconjunto de A, denotado por w(A) da seguinte forma:
®(A) = Nyz0Ur>sS(1)A
onde o fecho é tomado em X. Equivalentemente, ®(A) pode ser definido como
®(A) ={¢ : 3, — e uma sequéncia ¢, € A tal que S(t,)¢, — ¢ com n — oo}.

Podemos ver das defini¢des de atrator global e conjunto absorvente para um Cp-semigrupo nao
linear S(¢), que a existéncia de um atrator global implica a existéncia de um conjunto absorvente.
A reciproca nem sempre € valida, pois um conjunto absorvente nao necessariamente € um conjunto
invariante. Entretanto, temos o seguinte resultado que serd fortemente usado nos préximos capitulos

para provar existéncia de atrator global.

Teorema 1.47. Suponha que {S(t)}i>0 é um Co-semigrupo ndo linear definido sobre um espago de

Banach X satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) Conjunto Absorvente: Existe um conjunto absorvente limitado By para S(t).

(ii)) Compacidade Assintética: Para qualquer sequéncia limitada {(y,)} C X e uma sequéncia
numeérica t, — oo, existe uma subsequéncia {S(tn,)(yn, )} de {S(t,)(yn)} que é convergente em
X.

Entdo S(t) possui um atrator global &/ C X, que é precisamente o conjunto @ (By).

Demonstracao: Ver [2] e [34]].
Por outro lado, para verificarmos a propriedade (ii) do Teorema também conhecida como
compacidade assintdtica, utilizaremos uma abordagem mais recente, que pode ser encontrada em

Khanmamedov [23]] ou Lasiecka-Chueshov ([8], Capitulo 2, Proposicao 2.10).

Lema 1.48. Seja {S(t)},>0 um semigrupo sobre um espagco métrico (X,d) que possui um conjunto

absorvente By. Além disso, assuma que para qualquer € > 0 existe T = T (By, €) tal que

du(S(T)y1,8(T)y2) < e+ Pr(y1,y2), Vy1,y2 € By

onde ®1(y1,y2) é uma fungdo contrativa sobre By X By, no seguinte sentido, para qualquer sequéncia

lim inf lim sup®7(y,,ym) = 0.

n—o0 m—
Entdo, {S(t) };>0 € assintoticamente compacto em X, isto é, para qualquer sequéncia limitada (y,) C

X ety — oo, S(ty)yn é pré-compacto em X.

Demonstracao: Ver [8] ou [23].
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1.8 Dimensao fractal

O objetivo desta secdo € apresentar resultados sobre existéncia e dimensao fractal de atratores.
Para tal, vamos trabalhar com a defini¢dao de quasi-estabilidade. As defini¢des e resultados podem ser

encontrados em [9].

Definicao 1.49. Seja A um subconjunto compacto de um espago métrico 2. A dimensdo fractal de
A, denotada por dim A, € definida por

Inn(A
dimA = lim sup M,
£—0 In(1/¢€)

onde n(A, €) é o nimero minimo de bolas fechadasde raio € necessario para cobrir A.

Definicao 1.50. Uma seminorma ny(.) definida sobre um espago de Banach 2~ é compacta se

ng (xj) — 0 para qualquer sequéncia x; — 0 em 2.

No que segue, vamos definir o conceito de quasi-estabilidade. Sejam 2Z",Y,Z espacos de Banach
reflexivos com 2" —<— Y e H= 2" xY x Z. Consideremos o sistema dindmico (H,S(¢)) dado pelo

operador de evolucao
S(t)z= (u(t),u (1), &), z= (uo,u1,8) € H, (1.2)

e satisfazendo
ue CRT; 2)NC'(RY;2). (1.3)

Defini¢ao 1.51. Dizemos que o sistema dindmico (H,S(¢)) definido por ¢ quasi-estavel sobre
um conjunto B C H se existem uma seminorma compacta n g (.) sobre 2" e fungdes ndo negativas
a(t), b(t), c(t) sobre R onde a(t), c(t) sdo localmente limitadas em [0,%0) e b(t) € L' (R*) com
lim;_,. b(t) = 0, tais que

IS()z" = S(1)2|3 < a(t)llz' — 2|7 (1.4)
€
IS())z" = S(1)2%|3 < b(t)ll2' = 2|l +c(t) sup [ng(u' (s) —u?(s))]? (1.5)
0<s<t

parat >0ez € B,onde 7/ = (ul,u', &), i=1,2.

Teorema 1.52. Seja (H,S(t)) um sistema dindmico dado por (1.2) e satisfazendo a regularidade
(T.3). Se (H,S(t)) possui um atrator global compacto A e é quasi-estdvel sobre A, entdo o atrator A

possui dimensdo fractal finita.

1.9 Sistemas Gradientes e Semicontinuidade

Defini¢fio 1.53. Sejam (X,d) um espago métrico e {Ag }¢c[o,1) uma familia de subconjuntos de X.
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i) Diremos que a familia {A¢ }¢c[o,1] € semicontinua inferiormente em € = 0 quando

lim dy(Ae,Ao) = 0;

e—071

ii) Diremos que a familia {A¢} ecfo,1] € semicontinua superiormente em € = 0 quando

8ll>1’{)1+ dH (A()?AS) =0;

iii) Diremos que a familia {A¢} eco,1] € continua em € = 0 quando for semicontinua inferiormente

e semicontinua superiormente em € = 0.

Definicao 1.54. Dizemos que y* € X € um ponto de equilibrio (estacionario) para o semigrupo
{S(z);t > 0}, se o conjunto {y*} € a érbita de uma solugdo global constante; isto &, S(¢)y* = y*, para
todo ¢ > 0. Denotaremos por .4~ o conjunto dos pontos de equilibrio (estaciondrio) para o semigrupo
{S(2);t > 0}, ou seja,

N ={yeX; Sty =y, Vi >0}.

Definicao 1.55. Um semigrupo {S(¢);# > 0} é dito gradiente se tem uma func¢@o de Lyapunov, isto &,

se existe uma funcdo continua V : X — R com as seguintes propriedades:
(i) t+ — V(S(t)x) é ndo-crescente para cada x € X;
(ii) Sex étal que V(S(¢)x) =V (x) paratodo ¢ > 0, entdo x € 4.

Lema 1.56. Seja {S(t);t > 0} um semigrupo gradiente que possui um atrator global <, considere

A o0 conjunto dos seus pontos de equilibrio e V sua funcdo de Lyapunov, entdo

sup V(u) < sup V(u).
ucs ueN

Demonstracao: Ver [9]
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CAPITULO 2

Atratores para uma Equacao de Onda
Semilinear

Este capitulo é dedicado ao estudo de uma equacdo de ondas semilinear governada pelo operador
harmonico, onde a dissipagdo do sistema depende da energia. Vamos mostrar existéncia, unicidade e
dependéncia continua relativa aos dados iniciais usando o conhecido método de Faedo-Galerkin. Adi-
cionalmente, vamos mostrar um resultado de existéncia de atrator global compacto para o semigrupo
associado, para isso utilizaremos a teoria de funcdo contrativa desenvolvida em [24]. O conteudo

desse capitulo faz parte do artigo [29].

2.1 Apresentacao do Problema e Hipoteses

Estudaremos, nesta secdo, a boa colocacgd@o para o seguinte problema de valor inicial:

{uzz +(=A)u+Au— }/[E(u(t),u,(t))}unt +f(u)=h(x), >0, xeQ o

u(0,x) =up(x) wu(0,x) =ui(x), xe€Q,

onde Q é um dominio suave limitado em R*, n > 1, 6 € [0,2], ¥y > 0, ¢ > 0 e E é um funcional
definido no espago de Hilbert 77 := H3(Q) x L*(Q), dado por

E(u,v) = 5 [I1(=8)fulP+ aulP+ vIP] + [ Fudr— [ h(xjua 22

[
2
onde F é uma primitiva apropriada de f, isto €,

F(u) = /0 f(s)ds+pu, (2.3)
para uma constante i adequada. Consideramos o problema sujeito as condi¢des de contorno
u=Au=0 em JdQ. (2.4)

21
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Denote por || - [|1r(q) @ norma usual em L”(Q), para p > 1. Em particular, denotaremos por || - || a

norma em L2(Q) e por (-,-) := || -||* o produto interno em L?(Q). Usaremos as seguintes notagdes:
X=L*Q), Xi=H)(Q), X=H(Q)NHQ),

X, = {uc H"(Q)NH(Q) : Au|yq = 0}, param = 3,4,

%ZXzXX, %:Xg,XXl, %:X4XX2.

Considere .7 munido da norma ||(wi,w2)||%, = [|Aw1[|> + [[w2|? € escreva (w,w) 7 == [|w||%,.
onde w = (w,wy) € S, para designar o produto interno em .. Denote por L”(0,T;Z), 1 < p < oo,
o espago de todas as aplicagdes u : (0,T) — Z tais que fOT |u(t)||5dt < =, onde Z é um espago de
Banach munido da norma ||u(t)||z e L*(0,T;Z) denota o espago de todas as aplicagdes u : (0,7) — Z
tais que supess|ju(t)||z < o.

Denote por A o operador bi-laplaciano (—A)? com condicdes de fronteira dadas em (2.4). E bem
conhecido que A é um operador positivo auto-adjunto (Ver [7]) com dominio D(A) = X4. Entdo
podemos definir as poténcias fraciondrias A% (o > 0) associadas ao operador A. Denotamos por
Xo = D(A%) os espacos de poténcias fraciondrias associados a A com a norma do grafico (ver [1,20]),
ou seja,

@ a @
(M7V)Xoc = (Atu,A%v), ””HXa = llA%ul, u,v € Xq.

A seguinte estimativa € valida:
lull? < A7 [ Au?, (2.5)

onde A; > 0 é o primeiro autovalor de A.

Neste trabalho, assumimos as seguintes hipoteses:
(a) A funcdo h pertence ao espago X.

(b) A ndo linearidade f satisfaz as seguintes condi¢des:

() feC(R)e £(0)=0.

(i) Existe uma constante Cy > 0 tal que
() <Cp(1+]s]P), seR,

onde p satisfaz

p>0, se n=1,2,34 e 0<p<
(iii) Existe uma constante o € [0, 4;) tal que

_%MZ < /Ouf(s)ds < f(u)u, u€eR. 2.7)
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(c) A constante pt em ([2.3)) satisfaz a seguinte desigualdade:

1

-
u> ﬁllhl!z. (2.8)

Sob as hipdteses estabelecidas nesta se¢ao, o funcional energia E : 7 — R, dado em (2.2), estd
bem definido.

Por (2.3), com u satisfazendo (2.8)), segue de (2.7) que
(04
—Z]u\ng(u)—ugf(u)u, ueR. (2.9)
Obtemos também, devido a (2.6)), a seguinte cadeia de imersoes:

X, — LXPH(Q) — L2(Q).

2.2 Boa Colocacao Global

No que segue usaremos as seguintes definicdes de solugdes.

Definiciio 2.1. Uma funcio u € C([0,T];X;) NC'(]0,T];X) possuindo as propriedades u(0) = ug e

u;(0) = u; é chamada
* solugdo forte para o problema (2.1)-(2.4) no intervalo [0, 7] se
- (u,uy) € L=(0,T;56), uyy € L=(0,T;X);
— A equacdo (2.1) é satisfeita em X para quase todo 7 € [0,T];

* solucdo generalizada para o problema (2.1)-(2.4) no intervalo [0, 7] se existe uma sequéncia
de solugdes fortes {u, ()} para o problema (2.1)-(2.4) com dados iniciais (ug,,u1,) ao invés de
(up,uy) tal que

lim max ||U"(t)—=U(¢t)]| ;0 = 0.
fim max. [U"(0)=U (1)

Sob as hipdteses da sec¢do anterior, podemos mostrar a boa colocaciao global para o problema
(2.1)-(2.4). Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2. Sob as hipéteses (a), (b) e (¢), temos
(i) Se (ug,u1) € 5, entdo o problema (2.1)-(2.4) possui solugdo forte u satisfazendo

(u,us) € L*(0,T;.96) e uy € L7(0,T;X), paratodo T > 0. (2.10)

(ii) Se (uo,u1) € A, entdo o problema (2.1)-(2.4) possui solugdo generalizada u tal que (u,u;) €
C([0,T];52).
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(iii) Se U' = (u'(t),u} (1)) e U? = (u?(¢),u}(t)) sdo solugdes fortes (ou generalizadas) de (2.1)-
correspondentes aos dados inciais Ui = (u},ul) e U = (u},u?) respectivamente, entdo

existe uma constante positiva C = C(||Uy|| sz, ||U1 || #) > 0, tal que

|U(t) = U?(0)|| e < C|| U3 — Ug|les t €10,T]. (2.11)

(iv) A energia dada em (2.2)), definida sobre uma solugdo forte é ndo crescente. Precisamente,

temos a seguinte identidade

E(u(t), u (2 +7/ )V (7)|PdT = E (u(s), ur(s))-

A prova do teorema baseia-se no método de Faedo-Galerkin, que em linhas gerais, € descrito em

[25] por meio de vérios exemplos.

2.2.1 Problema Aproximado

(i) Seja (w;) jen o conjunto ortonormal completo de X4 dado pelas autofungdes de A% com con-

di¢des de fronteira (2.4) e considere V;, o subespago de X, gerado pelos primeiros m elementos de
(wj) jen, ou seja,

Vm = [Wl,WQ,...,Wm].

Para cada m € N, construimos uma funcdo #” dada por

m
W"(1) =Y yim(t)w; € Vin, t €1[0,T],
=1

onde (y;n) € uma solugao local em algum intervalo [0, 7,,] do seguinte sistema de equagdes diferen-

ciais ordinarias

(2 6).00) + (-7 (1) o) + (8 (0) Bowy) — [ Een(e)2 )] (8 e). )
+(f(u™(t)),w;) = (h(x),w;), t>0, x€Q (2.12)
u"(0) =uf u0)=ul', j=1,...m,

onde

1
E@W",u") =S|l )ZumHz+\|Au’”H2+lluﬂl + ")dx— | h(x)u"dx.
2 Q

Antes de prosseguirmos, observamos que admitimos que o sistema (2.12)) possui solu¢ado, prova-
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remos tal afirmac@o. De fato, note que o sistema (2.12)) pode ser reescrito na forma

(wi,wi)  (wa,wi) oo (Wi, w1) Vi (1) Joh(x)widx
(wi,wa)  (wa,wa) oo (wmsw2) || ¥a,(0) || Jol(x)wadx
(Wla.WM) (W27.Wm) (Wm;Wm) )’;1/1m<t> :fgh(x)wmdx
[ (Awi,Aw1)  (Awa,Awy) -+ (Awp, Awy) Yim(t)
N (Awy,Awn)  (Awp,Awp) -+« (Awpy, Awp) Yom(t)
(A A (BwaAwy) o (B Awn) | | Sn(0)

C((=D)%wiwi)  (=8)wa,wi) - ((=A) Wi, w) Yim(t) Jo f (™ (t))widx
N (=A)wi,wa)  ((=A)%wa,wa) -+ ((—=A) %Wy, w2) Yom(t) N Jo f (W™ (t))wadx
(AP (—8)%wam) o (A W) | |y | | S @)
(Awi,wi)  (Awa,wy) oo (Awpy,wi) yilm(t)

B (), ()] (AW1E,W2) (szz,wfz) (Aw,,?,m) :yZm(t) .
(AW],Wm) (AWZ,W'H) (Awmﬂ"/m) y;nm(t)
Chamando,
ylm(t)
Z(t): ?;ZM(t) )
Ymm(t)
(Awi,Awy)  (Awa,Awy)  --- (Awp,Awy)
- (Awi,Awn)  (Awp,Awp) -+ (Awy,, Awy)
(Awl,.Awm) (sz,'Awm) (Awm;Awm)
(Awi,wi)  (Awa,wy) - (Awp,wy)
B(z) = —y[E(W"(t),u;"(1))] (AWIj7W2) (AWZI’WZ) (AW”?’WZ)
(Awp, W) (Awa,wy) -+ (AWp, wi)
(wi,wi)  (w2,wi) -+ (W, w1)
_ | ww2) (wa,wa) e (Wi w2)
(Wl;wm) (W27.Wm) o (W W)
(=0)°wi,wi) (A wa,wi) - ((—=A) Wi, W)
(=0)°wi,wa)  ((=A)%wa,wa) - ((—A) Wi, w2)

D= : : .. : ’
(=8)%wi,wm)  ((=8)°w2,wm) -+ ((=2) Wy, W)
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[ Jo f(u™(2))widx
Jo £ u™(t))wodx

| o £ (1)) W

[ o h(x)widx
Jo h(x)wadx

i :fQ h(x)wpdx,

obtemos o seguinte sistema abstrato:

Cz +BE)Z)Z +(A+D])z+9(Z) =K (2.13)
Z(O) =27, Z/(O) =z
onde
ylm(o) yllm(O)
0_ y2m(0) 1 y/2m(0)
2= €z =|.
Y (0) Yimm(0)

Sendo (w j) jeN um conjunto ortonormal em Xy, temos que C = Idyx,, onde Idyx, denota a
matriz identidade m X m.

Assim, o sistema (2.13)) pode ser reescrito da seguinte forma:
?'"+B(z)7 + (A+D)z+ F(z) =K
2(0)=2" Z(0)=2z".
Defina
— — - ) 0_| %
Yi(t) =z(t), o(t) =2(t), Y(t)= l 1(8) ] e Y'= [ ! } :
Entao,

Y'(r) = { 28 } - { 5/(8) ] - { ~B@N() — (A+D)Yi() - F(i (1) + K } |

Logo, temos o seguinte problema de valor inicial

0
—Z (Y (t))+K

0 1

’W”:[ (4+D) —B)

(2.14)
Y(0)=Y".
Provaremos a seguir que o problema acima possui solugio local utilizando o Teorema [1.41] De

fato, consideremos a seguinte aplicacio H : [0, 7] x R¥" — R?™, definida por

0 Il 0 0

H(Y) = —y(Yl(t()))+K}+{—(A+D) O]Y(t)+[0 —B(Y)}Y(t)'
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Verifiquemos que a aplicagiio H satisfaz as condicdes de Carathéodory. Com efeito, seja ¥ € R>”
fixado, a fun¢do H é mensuravel como fungdo de 7 € [0, T], uma vez que esta ndo depende de ¢.

Por outro lado, para cada r € [0, T], H é continua como fun¢@o de Y. De fato, note que a aplicacéo
Ny : R?™ — R?™ dada por

M) = { (A+(1))) (I)}Y

¢ linear e, consequentemente, continua.
Além disso, seja {¥y }yeny € R?” uma sequéncia tal que ¥, — Y em R?", logo, se Yy = (Y1y,Y2y)
eY = (Y,Y2) com Yy, Y5,,Y),Y> € R™, entdo

Yiy =Y em R" e Y5, - Y, em R".
Mostremos que .# (Y1) — % (Y1). Efetivamente, como f é continua segue que para quase todo x € Q

f(Y1y) = f(Y1) em R.
Entdo, para quase todo x € Q
fMv)wj(x) = f(Y1)w;(x) em R.
Além do mais, {Yy }ycn € limitada, pois é convergente. Logo, existe uma constante M > 0, tal que
¥y l|gan <M

e, entao
HYlvHRm S M.

Obtemos de (2.7)) e do Teorema do Valor médio, que
F(1v)| < Cr(L+[Yiv][Rn) [Yiv[[rn < Cr(14+MP)M = Gy,

onde Cy > 0. Portanto, como {w;} é ortonormal, temos que | f(Y1y)w;(x)| < Co quase sempre em £,

paratodo v € Netodo j=1,...,m. Assim, pelo Teoremal|l.1

/Qf(Ylv)wj(x)dx—>/Qf(Yl)Wj(x), Vi=1,..m,

ou seja,
F(Yiy) — Z (Y1) em R™.
Logo,
K—y(ylv) %K—Q(Yl) em R™.
Agora, mostremos que a aplicagdo N, : R — R?™, dada por

M) = {8 c—'(z)e(y) ]Y
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¢ continua em relacdo a Y. Consideremos novamente {Yy }yen C R2" uma sequéncia tal que Yy — Y
em R?", logo, se ¥y = (Y1y,Y2y) e Y = (¥1,Y2) com Y1y, ¥5y,¥,Y> € R™, entio

Yiv =Y, em R" ¢ Y5, - Y, em R™.

Observe que

(Awp,wi)  (Awa,wy) oo (Awp,wi)
B() = —E My ay))e | A (Brz) e (B wz)
(Aw 1', W) (sz., W) o (Awn; W)

onde
1 [}
E(tiv:Yar) = 5 (=) s P |0 P+ [V ] + [ F(r)dr— [ h¥ivd.

Pela continuidade das normas e das hipdteses sobre f, temos que

1 [

I8 P avy P+ 12 ] + [ Py
1 [

5 [l + A% 2+ i) + [ F(ri)as.

Além disso, como h(x) estd no dual de X! = H} (Q), segue do Teorema que

_ /Q h(x)Yiydx — — /Q h(x)Yidx.

Assim,
E(YIVaYZV)q%E(Yl,Yz)q em Rzm,

o que implica que
B(Yy) = B(Y) em R>™.

Portanto, H € continua como func¢do de Y.
Por fim, seja K C [0,7] x R*" um conjunto compacto. Existe uma fungio real my(t) integravel,
tal que
1H(2,Y)||gan < my(t), V(1,Y) €K.

De fato, temos
[H(t,Y)|[gon < [|[K=F (Y1) |lRm + || (N1 4 N2) (Y) || g2m- (2.15)

Como visto anteriormente, K — .7 (Y} ) é continuo em R”, portanto, é continuo em qualquer compacto

K* C R™ e Ny + N, é continuo em R?” e, entdo existe M > 0 tal que
|K — ZF (Y1) |lgm + [|(N1 +No)(Y) || gaem < My, ¥(¢,Y)€[0,T] x K*. (2.16)

Tomando my(t) = My, para todo ¢ € [0,T], segue de (2.15) e (2.16) que

JH () g < milo), ¥(1,Y) € K.
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Assim, H satisfaz as hipoteses de Carathéodory e, como consequéncia do Teorema existe

solugdo Y (¢) do problema de valor inicial

Y/(t) =H(t,Y(1))
Y(0)=Y",

em algum intervalo [0,7,,), com 0 < 7, < T. Além disso, Y (¢) é absolutamente continua e, portanto,
derivével quase sempre em [0, 7;,,). Resulta deste fato que z(z) e Z'(¢) sdo absolutamente continuas em
[0,T;,) e Z/(¢) existe em quase todo ponto do intervalo [0, T;,).

Como os problemas e sdo equivalentes, existe uma solugao uy, (1) = L, yjm(t)w;
para o problema aproximado para cada m € N fixo, como queriamos.

A primeira estimativa a priori nos permitira estender a solug@o obtida a todo intervalo [0, 7.

2.2.2 Estimativa a Priori |

Daqui por diante, caso ndo haja confusao, denotaremos por C todas as constantes.
Multiplicando o sistema aproximado (2.12) por y;-m (1), utilizando a formula de Green e somando

em j de 1 até m, obtemos

d m m m m m
J (B (0),u"(0))) + YE " (1), ()| Ve (0)]|* = 0. (2.17)
Integrando de 0 <sat <T,, temos
t
E (™ (1), u" (1)) +7’/S [E (" (7), 4" (0)))7||Vad)" () |Pd T = E (" (5), 6 (5)) (2.18)
Em particular, tomando s = 0 em (2.18)), temos que para todo t < T,
t
E(u™(1),u" (1)) + 7/0 [E (" (s),ui" ()19 V" (5)|[*ds = E (" (0), 1" (0)). (2.19)
Por (2.5)) e a desigualdade de Young, obtemos
1 1
= [ nu ) =~ P = a2 (220)
Q M 4
Por outro lado, de (2.5)) e (2.9), temos
a
[ Fmx = a0+ il @.21)
Q 42
Segue de (2.20) e (2.21)) que
m m 1 % m 1 a m
EQ" (1), (0)) = S (=8) (1) |2+ (5 = 3 ) law" ()|
! (2.22)

1 m 2 1 2
— O+ u|Ql——||hl~.

Por (b)(ii), (c) e (2.22)), obtemos que

1
E(u™(t),u"(1)) ZH\QI—ZIIh\IZ >0, (2.23)
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E(u"(t),u" (1)) > Co| (" (1), u"(1)) |57 (2.24)

onde Co = min{4, 7 — ﬁ}.

Substituindo (2.24) em (2.19)), concluimos que

2 E(™(0),u"(0))
@ (6), (1)) P+ / POV ) Pa < SR <, @as)
De (2.23)), segue que
/otE<um<s>,u?(s))quw;"(s)szs >0, 1< T, (2.26)

Assim, (2.25) nos permite estender a solugdo local do problema aproximado para todo inter-
valo [0, 7], para qualquer 7 > 0 e observamos também que as estimativas (2.17)-(2.25]) permanecem

validas para todo ¢ € [0, T]. Assim, para cada m,
(", ") e L*(0,T;5¢) e u" € LZ(O,T;XI),
e, usando (2.23)), concluimos que
u™ é limitado em L2(0,T;X;). (2.27)
2.2.3 Estimativa a Priori Il
Considere o problema aproximado (2.12) e note que
(ug ,ul') — (ug,u;) forte em 7. (2.28)

Diferenciando (2.12)) com respeito a ¢, multiplicando por y’j’m(t) e somando em j de 1 até m,

obtemos

Al A2 (1)1 + A () |2+ [ () ]
+HYE " (), 1" ()N Vai (0)* = I + I,

| =
&|Q~

(2.29)

onde, usando (2.17)), obtemos

i([E(um(t),u;"(t))]q)/Au;"(t)uf;’(t)dx
= —PqlE " (1), ()27 V! (1) /Q A (1)l () dx

/ f(u ()uy (t)dx.
Vamos estimar os termos do lado direito de (2.29).
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Para g > 7, usando as desigualdades de Holder e Young, segue de (2.19) e (2.26) que

Inl < yzq[ (" 1)1 )P Ve 1) (11400 + oy )]
= %EW”’(()),M:"(O»PWHw;"<r>u2(||Au?’<r>||2+ oty 0]).

(2.30)

Para 0 < ¢ < 4, obtemos uma estimativa similar a (2.30) com E(«"(0),4"(0)) representado por
(lf = £ Al*) 7" (ver @23)).
Por outro lado, utilizando as desigualdades de Holder e Young, a imersao X, — Lz(p+1)(Q) e

(2.25]), obtemos que

1< Cyr [ 114 WP 0 b
< ¢ [ WO OIxCp [ 0P 00
< (a0 P+ a2 0) )
+%fuu Oy (WO sy + 1)) .

< L+ IO 1)l O + 1 0))

Cr [ TEG©. )] o .
< {1{ e ) }(nAut 1P + 3 0)1P)

2
< QC Au" 2 m 2
=5 m,a,%p(“ i ()||= + [|ug; (2) ] )»

e}

u™(0),u" (0
onde Cma'y,p =1+ [W]

Substituindo (2.28)), (2.30) e (2.31) em (2.29), temos que existem constantes C; > 0 e C; > 0

independentes de m e t tal que

%[!I(—A)gu?’(t)!\z 1A (1) 1% 4 [l (2) 2] -+ ¥IE (™ (2), 6" ()4 Vatgy (1) |
<

, (2.32)
(C1+Cal|Va ()I1P) [I1(=8) 2u (o) |1 + 1| Augg? (0) || + ey (1)1
paratodot € [0,T].
Por ([2.32)),
1(=A)5a () |2+ A (1) |2 + HM??(I)HZ+Y/t[E(um(S)aM?’(S))]qHW??(S)szS 2.33)

g m m u 2V ds
< (1(=8) 2" (0)]> + 1|4 (0) |2 + [} (0) ) o1 + IV D)) d

para todo ¢ € [0, T].
Agora, devido a (2.23)), (2.25]), (2.33]) e a convergéncia em ([2.28]), concluimos que existe uma
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constante positiva C independente de m e ¢ tal que

)8 ) P + 18 0) P+ 2 (0) P+ [ (). 6)) Vi ) P s
< T (| (=) B 0) 1+ |40 (0) 2+ 1 (0) )
< T (|- Fuf P+ [+ [ 0)])

para todo ¢ € [0, T].

SN

Na sequéncia estamos interessados em estabelecer uma estimativa para ||u*(0)]|?

(2.34)

que aparece no

lado direito de que garanta um limite uniforme. Para este fim, de forma semelhante ao feito

em multlphcamos 2) por y,,(t) e somamos em j de 1 até m (e tomamos 7 = 0) para obter

(u (0), 24 (0)) + (A%u 7 (0)) + (=), 17 (0))
— YIE(ug', 1) (Aut', 1z (0)) + (f ('), iz (0)) — (h(x), uz{ (0)) = 0.
Usando a desigualdade de Holder, temos
e (0)11> < (1A% [l O)[1 + 1| (—4) e[| 157 (O) |
+ YIE (ug', ") ]| Aae[[[]oaz (O) || 119 g [z O) | =+ 17l (O)],

€ entao

gy ()2 < [N AZag 1411 (=) 0y ||+ V1E Cay, ulI A |+ 1 () |+ 1]l O) .

Existe uma constante positiva C independente de m e ¢ tal que

gy O) < [|A%ug' ||+ 11 (—2) uy |
+VIE (ug, w7 | Au' | + |1 f (ug)) | + [ 2]
<C,

onde usamos (b) e (2.28]).

De (2.34)) e (2.35]), existe uma constante positiva C independente de m e ¢ tal que

oaz (2 )H2+ A (1) [+ 11(—2) 2 (1)

+ [ B ) o)V 5) Pds < €.

para todo ¢ € [0,T], o que nos permite concluir que
{u"} élimitado em L™(0,T;X>),

{u}} ¢élimitado em L*(0,7;X)

{u™} élimitado em L%(0,7:X;).

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Além disso, multiplicando ([2.12)) por A%y, () € somando em j de 1 até m, obtemos
1A% ()| < [luy ()] + 1 (=4) ™ (1)

HHE " (1), " ()] |Au" (@) + [ @™ @) | + [[A)
< C7

para todo ¢ € [0,T], onde C é uma constante positiva independente de m e t. Agora, segue de (b) que
{f(@™)} élimitadoem L7(0,T;X).

Portanto,
{u"} élimitadoem L*(0,T;Xy4). (2.39)

2.2.4 Passagem ao Limite

De (2.36)), (2.37), (2.38]) e (2.39), passando para subsequéncias se necessario, temos que

u™ = u em L™(0,T;Xy) [também em L=(0,7;X)], (2.40)
u™ = u, em L7(0,T;X,) [também em L=(0,T;X)], (2.41)
U™ = uy; em L7(0,T:X), (2.42)
U 2oy em L2(0,T:X;). (2.43)

Como as imersdes X4 — X, < X| — X sdo compactas, pelo Lema [1.17] e (2.40)-(2.43), existe

uma subsequéncia, que ainda denotamos por {u"}, tal que

u" —u em C([0,T];X>) (2.44)
e
u' —u, em C([0,T];X). (2.45)
Usando (b), e (2.45]), obtemos
FW™) = f(u) em L(0,T;X) (2.46)
e
E(™(t),u"(t)) — E(u(t),u;(t)) quando m — oo, (2.47)

uniformemente em [0, 7']. Agora, por (2.23)) e (2.47)) concluimos que
1
E(u(t),u (1)) ZH\Q|—A—1||’1||2 > 0. (2.48)
Mais ainda,

E(0).(0)) + 7 [ 1E ()00 () e = Euls) (),
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para todo t > s > 0. Em particular,

), +y/ NI Vaer (5) |2 ds = E (g, ur). (2.49)

Considerando os limites em (2.40))-(2.46)), podemos passar ao limite no problema aproximado
(2.12]) e provar que u satisfaz a equagdo

i+ (—A)u+ A%u — y[E (u,u:))9Au; + f(u) = h(x) em L(0,T;X).
De fato, com este propdsito e para simplificar a notag¢do, definimos
G(t) = [E™(@),u" (1)) e Git) = [E(u(t),u (1)), Vi€ (0,T),Vg>0.
Observe que
T T
| / G4 (7) (A" (7), @) 8 (T)d T — / G1(7) (Aus (1), )3 (2)dx|
0 0
T
<| /0 G(7)(Au)(T) — Auy (1), ©)8(T)d 7| (2.50)
T
+] /0 (G™9(1) — GA(7)) (Aus (1), @) 8(7)d x|,

para todo @ € X e todo 0 € C5(0,T). Agora, podemos mostrar que cada termo do lado direito de
(2.50)) tende para zero. Por (2.19)), (2.28)), a férmula de Green e a desigualdade de Holder, obtemos

[ G () - u(2),0)3(2)a]
<c/ (A" () — Aus(7), @) 8 (7)|de
<c/ /|Au, — Au(7))|| @] |8(2)|dxd (2.51)
< [ (@) - (o) o] [8(2)az

T
< C max {||Auw(7) - Auz(T)H}HwH/O |6()ldz.

0<t<T

Usando (2.19), (2.28)), (2.48)), (2.49), desigualdade de Holder e o Teorema do Valor Médio, temos

T
|/0 (G () = Gi(7)) (Aus(T), )8 (7) d7]
=4 /0 G (7) + Go(T)[17 1 |G (2) — Go(n)| | Aue () || | @] | ()| d (2.52)

<c|['6r'®) - Glms@lar] fol.

Finalmente, de (2.44)), (2.51)), (2.52) e (2.47)) concluimos que

YE (™ (1), (1)) Auit” = Y[E (" (1), u" (1)))"Aue - em  L7(0,T:X).
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A convergéncia dos outros termos em ([2.12)) é uma consequéncia direta de ([2.40))-(2.43)), (2.44),
2.45) e (2.46).
Portanto, o problema ([2.1])-(2.4)) tem solucdo u na classe

(u,u;) € L7(0,T;6)NC([0,T); ) e  uy € L™(0,T:X)NL*(0,T;X,),

o que prova o item (i) do Teorema[2.2]

2.2.5 Existéncia de Solugdo Generalizada

Consideremos o dado inicial Uy € 7#. Usando a imersdo compacta de 7% em ¢, existe uma

sequéncia de dados iniciais {Up}y . = (g, 4] ) fven C 783, tal que

Uy —Uoll# — 0, quando Vv — +oo. (2.53)

Para cada v € N, pelo Teorema[2.2](i), existe uma solucdo forte u" do problema (2.1))-(2.4)) na classe
(2.10) verificando

{urﬂr (~A)8u + A"~y [E(a¥ (1), (0)] A + () = h(w), 1>0,

(2.54)
u¥(0,x) = uy(x) »up € X w/(0,x) =uj(x) »ur €X, xcQ.

Agora, sejam UY = (u¥,u}') e U® = (u®,uf) duas solugdes de (2.54) com condigdes iniciais U) =
(uy,uy) e Uy = (ug,uf). Definimos w =u" —u®, wo =ug —uf, wi =uy —uf eIl(t) = [E(u¥(¢),u(t))]? —
[E(u®(t),u? (¢))]9. Entdo a diferenca UY —U° = (w,w;) € uma solug@o do seguinte problema:
wir (1) + (=) w(t) + &2w(1) = YE (u" (1),u) (1)) 9Aw (1)
+II()Au? (1) + f (u") — f(u®) =0, (2.55)
W(O) = wo, W;(O) = WwWj.
Multiplicando a equagdo (2.55)) por w; e integrando em Q, obtemos

L]
2

(—4) W(t)H2+HAW(I)IIZHIWt(t)IIZ} Y (0),u) ()] Vwe (1) > =T + I,

2dt |

onde

L= [ () =)o),
I, — 9T1(1) /Q Vil (1)Vw, (1) dx.

Usando @D, temos

e
onde € = y(ulQ ~ 1 [A]?) >0

Estimaremos os termos I; e I,. Pela hipétese (b) obtemos

9
2

WOI+lAw(O)] + i (1) 2] + €V ()] < T+ I, (2.56)

() = f (") < Clu¥ = u® (14 [u”] + [u®])P. (2.57)
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Usando ([2.57)) e a desigualdade de Holder generalizada com ol

+ 2( ) + % 1 temos

p+1) p+1

I | SC/Q(HIMV(I)HIM"U)I)”\W(t)l\Wz(t)ldx
< Cl [ (4 [ 2 ) WO | 21000 @ 92 (0]
< CllAw(@)|[[lw: @)
< C(llAw(@) | + [lwe (1) I%),

onde C € uma constante positiva independente de ¢.

(2.58)

Por outro lado, note que
E(u",u)) — E(u®,uf )|

1 0 [
= H oy ()12 4+ 1| (—A) Za” ||> + [| A [|* = (| (£)[|* = | (=) 20 ||> — || Au | ?]

+/F dx /h u—u dx|

= \—[(H(—A)MVH + (=8 2u® ) ([ (=) 2| = ([ (~4) 2u)]
||Auv||+|\AM°H)(||AMV|| 180 1) = Clloey" |+ e 1D Ul 1| =l 1)
+/F )a’x—/gh(x)(uv—uo)dx|.

Como (u¥,u)), (u°,u?) sdo limitadas em 5 e 6 < 2, de (2.40)-(2.42) segue que os termos
H(—A)%MVH + H(—A)%u"H, |AuY || + || Au® || e [|u) || + ||uf || sdo limitados e utilizando que a diferenca

das normas € menor ou igual que a norma da diferenca, segue que
E (¥, w)) — Eu®,uf)| <C[|lwl| + (= )2W|| + [ Awll]
(2.59)
+/ F(u¥) - |dx—|—/ I (x) () dx.
Q

Observamos que, pela desigualdade de Holder, segue que
/Q [A(x) (1 —u®)|dx < [A]|[lw]] < Cllw]| < Cl|Aw]. (2.60)

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio e usando (c), a desigualdade de Holder, a imersdo
L2PH)(Q) — L2(Q) e (2.40)-(2.42) que implicam que (¥, 1)), (u®,uZ) sdo limitadas em .7, temos

JIF@) = Fa)dx < [ 1)+ £ wldx
< |1 @”) + £ @O)ll|wl]
< C(ll¥ |+ 1"+ e [+ 1l @)D w (2.61)
v 2(p+1) ) 2(p+1) 4
= C(I" I+ 1M 26 1) 1871 2 gy + 1P Il
< C||Aw||.
Assim, substituindo (2.61)) e (2.60) em (2.59), temos

E@u",u)) — E(u® uf)| < CIwi(0)]| +[[(=A)

9
2

w(t)[l+ [|Aw(r)]]]
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e, consequentemente,
B ) = E(ul )P < ClIwi()]2+ [1(=) w(n) [+ aw(o) 2. (2.62)
Assim, usando (2.62)), e , existe uma constante positiva C independente de ¢ tal que
TU(r)| < g7 E (" (1), (1)) — E(u® (1),uf (1))
< C!E(uv(t),ut (1)) =E@u® (1),u (1))l

*(
< C(I(=a)2w(e) |+ Aw()]| + [wi ()]
< C(llAw()][ +[lwe 0)11)

(2.63)

onde ¥ = (u|Q|— /lll||h||2)’1 se g < 1 ou® =max{E(uy,uy),E(uy,u)}seq>1.
Assim, usando a desigualdade de Young generalizada, (2.41)), temos

L] < ?’IH(t)I/QIVuf(tN|VWz(t)|dx
< C(llaw@) +lwe D) Vug O] [[Vwi ()] (2.64)
< IV (O (I Aw(@)I? + [[we (1)[1%) + €| Vwe (1) |,

onde C = C(¢,||Up|| s#)-
Substituindo (2.38)) e (2.64) em ([2.56)), obtemos

M L1 w0 P+ 1w P (0)]12] + el V0P
< C(1+([Vul @)]17) (law(@) >+ l[we ()]),
e usando o Lema de Gronwall e a limitagdo (2.27)) obtemos
t v 2
U7 ()~ U ()3 < 1B UM OR) e gy g 3, < oy~ Ug Iy (2.65)
Usando a convergéncia (2.33) resulta que
1UY(1) —U° (1)

2o <CI|Uy —US I3 — 0, quando Vv, 0 — oo (2.66)

Isto prova que {U"},cn é uma sequéncia de Cauchy em C([0,7T]; ). Assim, existe uma fungdo
U € C([0,T]; ) tal que UY — U em C([0,T];.77), isto &,

1 UY(t)-U(()|*, =0. 2.67
vggmrr;g@]ll () =U )5 (2.67)

Segue de (2.67) que UY(0) — U(0) em ¢, combinado com (2.54) que

U(0) = (u(0),u:(0)) = (uo, u1)-

O que mostra que U é uma solugdo generalizada para o problema (2.1])-(2.4). Portanto, o Teorema
(ii) fica provado.
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2.2.6 Dependéncia Continua em Relagdo aos Dados Iniciais e Unicidade

Sejam U' e U? duas solugdes fortes (ou generalizadas) do problema 1} - 1} com dados iniciais

U'(0) = (u!(0),u! (0)) = (u},ul) e U?(0) = (u?(0),u?(0)) = (u3,u?), respectivamente, e seja w =

u' —u?. Procedendo analogamente como na prova do item (ii) do Teorema 2.2} usando u' no lugar de

u” e u? no lugar de u®, obtemos a seguinte desigualdade, similar a desigualdade (2.63)
|U' (1) = U2 (0)]15 < CeX'|UT(0) = U(0)[ 12

que mostra que as solu¢oes dependem continuamente dos dados iniciais. Em particular, para U(} = Ug,
o problema (2.1))-(2.4)) possui uma tnica solugdo forte (ou generalizada). Isto prova (iii).

A prova do item (iv) € obtida diretamente por multiplicar a equagdo (2.1)) por u; e integrar em
Q x (s,1), 1> s> 0. Isso encerra a prova do Teorema[2.2] ]

2.3 Existéncia de Atrator Global

Nesta se¢@o provaremos a existéncia de atratores globais para o problema (2.1]) em .77 para o qual
utilizaremos o Teorema [[.47]
Utilizando o Teorema ¢ possivel definir um Cyp-semigrupo S(¢) : 5 — s formado pelas

solugdes generalizadas do problema (2.1))-(2.4)).

2.3.1 Existéncia de um Conjunto Absorvente Limitado

Seja S(t) : A — A o Cy-semigrupo associado a solug@o (u(t),u,(t)) do problema (2.1))-(2.4))

com dados iniciais (ug,u;) € S, ou seja, para cadat > 0,

S(¢)(uo,ur) = (u(t), ui (7).

A existéncia de um conjunto absorvente em ¢ € assegurada pelo seguinte Lema.

Lema 2.3. Sob as hipoteses do Teorema o semigrupo ndo-linear S(t) : & — H dada por

S(2) (uo,ur) = (u(t), ur (1))
possui um conjunto absorvente limitado By em 7.

Demonstracdo. Fixemos um conjunto arbitrario B C .7 e consideremos a solu¢io do problema (2.1))-

(2.4) dada por (u(t),u(t)) = S(t)(uo,u;) com (ug,u;) € B.
Vamos denotar a energia do problema (2.1) E (u(t), u,(¢)) simplesmente por E(¢), ficando implicita

a sua dependéncia de u e u;. Recorde que

E@) = 3 [1-2) uIP+ 8w+ (1] + [ Flate)as— [ atoutryas
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Multiplicando a equagdo (2.1)) por u, e integrando em €, obtemos
%E(t) +YE(1)4||Vuy||* = 0. (2.68)
Agora, defina o funcional
Ec(t)=E(t)+€¥(t), onde WY()= /Q lu(t)us (1) dx.

Derivando E¢ em relagdo a ¢ e usando (2.68)), encontramos

d d
EES(I) = EE(I)—}—S/Qunudx—f—SHu;Hz
d
— EE(t)+e/g(—(—A)"u—A2u+yE(z)unt—f(u)+h)udx+g|yu,|12

= Vi P el (-8l — el + evE(@)? [ Aundxre [ flupuds
Q Q
+e/ hudx + €| us |2
Q

£ E ] &
= — 2B Y@Vl = S (=) Sl = S > +-evE ()7 | A

+e [ (P~ fldr+ Selul?,

ou seja,

d £ £ 0 £
—Ee(1) + SE(t) + YE ()| Vir|* + S | (=A) 2 ul|* + > || Au]|?
dt 2 2 2 (2.69)
3 2 '
T+ L+ el
onde
I —e / (F(u) — f (u)u)dx
Q
e
I, = syE(t)q/ Vu,Vudx.
Q
Vamos estimar os termos do lado direito de (2.69). De fato, usando (2.9), temos que
I} <eu|Q|. (2.70)
Além disso, temos
I < eYE(r)?|[Vue[[|[Vu]
2
Y 2, €Y 2
< SE@Vil|P+ =E @) Vul 2.71)
2
Y 2, €Y 2
< ZE)?||V —E(0)||Aul|”.
< TVl + 35 E©)au
Substituindo (2.70) e (2.71)) em (2.69)), obtemos
d £ £ [ 1 €
S Ee(1) + SE()+ LE@| Vi |+ S| (~8)$ulP + 5 (1 = SLE©0)9)]|Au]?

3
< eulQ| + Je
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Além disso, temos de (2.23)) que

ZE@O Vi > Cul Va2 > ]

substituindo em (2.72]), temos

d € ~ 3 ) € o o 1 ey 5
—E —E - = —[(—A)2 —(1—=—E0)))]|Au||* < Ql. 2.73
GEO+SEW + (=)l + S -t + 51— TEQ) AP < el @73)
Escolhendo € > 0 de maneira que

- 3 ey

—=&)> 1-—E(0)7) >0
Cu-30)20 e (1-5TEO)) >0
obtemos de (2.73)) que
d €

Utilizando a desigualdade de Young, a imersdo X, < X e (2.24), temos

£
|Ee(t) = E(1)| < &l|u|[|[ul] < —CoE(1),
o que implica que
—€CE(t)+E(t) < E¢(t) <eCE(t)+E(1),

escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos

1

3
SE(1) < Eelt) < SEQ). (2.75)
Substituindo (2.75)) em (2.74]), temos
d £
S Ee(t)+ SEel1) < eplQ) (2.76)

Multiplicando pelo fator integrante 5, obtemos

d £ £
E(Ee(f)wt) < eulQles’,

integrando de O a #, obtemos
€ ! € €
Ee(t)eS — Eo(0) < e/.L|Q|/ e$5ds = 3p|QleS,
0

portanto, temos
Ee(t) < e 5'Ee(0)+3u|Q),

usando novamente (2.75]), obtemos
E(t) <2¢3'E(0) +6u|Q). (2.77)

De 1} podemos tomar R > 2(6u ]Q])% e concluimos que a bola centrada em 0 e raio R contida
em .7, isto é, B(0;R) C . é um conjunto absorvente.
0
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2.3.2 Compacidade Assintdtica

Nesta se¢do mostraremos que o semigrupo S(¢) associado ao problema (2.1I)-(2.4) possui um

atrator global em 7. Para isso, estabelecemos o seguinte resultado.

Lema 2.4. (Desigualdade de Estabilidade). Considere o problema com as hipéteses do Teorema
Seja B um conjunto limitado invariante em 7 e U} = (u},ul) e U = (u},u?) dados iniciais em
B. Entdo, existem v > 0 e Cp > 0 (independentes de t) tais que
_ 2
U (0) = U ()3 < CollUp — UG |50~
! 2¢e
21— 2 2
1 [ HEI [190(5) P+ () -y s

2

para todo t > 0, onde u' e u* sao solucées generalizadas correspondentes aos dados inicias U(} e Ug,

respectivamente.

Demonstragdo. Definimos o funcional
VE()=V(t)+ed(t), €>0, (2.78)

onde ®(t) = [ow;wdx e

(SIS

V() = 5 w0 + 1) w2+ 5 aw (o)

Derivando V¢ em relag@o a ¢, obtemos

d d >
TV = VO +elw )P - el (-2)Pw)]]? — ellaw)]p - e ) 4
i=1
3
= %V(t)+2£||wt(t)||2—ZsV(t)—i—eZo%, (2.79)

i=1

onde
B = AEU ) [ Vw)wiod
& = (1) / Vi (1) Vw(t)dx,
Q
# = | ()= fu)

Para simplificar, a seguir usaremos C para denotar diversas constantes que dependem de B. Proce-
dendo como na prova do Teorema a diferenca U! — U? = (w,w,) satisfaz o problema (Z.33) e a
seguinte desigualdade
Ly (1) < —Cull Vo 0+ Clw(O) By ) + IV PV (1) (2.80)
dt - H ! 2(p+1) t ’ )

Por outro lado, os termos .Z7, %, e %3 podem ser estimados da seguinte forma

L < V[E(Ul(t))]qHVWz(t)HHVW(t)HS%HVM(I)HZ+CHVW(t)HZ,
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& < Ve @)V () +ClVw(n)].

e
25 < ClwOlanIVwill < Cellw(®)3p1) + €l Vw1
Substituindo (2.80), %}, %5 e %5 em (2.79), e usando ||w| 2, obtemos

%Vs( ) < — {%—S(ZC—FI)} [V (2)||* — 2€V (1)

+ IV IPY @)+ C [V (@) P+ 1wy -

Escolhendo € pequeno tal que CT“ —&(2C+1) > 0, obtemos que

d
SVE() < = {26 =CIVi O}V (1) +C [ IVw)| P+ [w(0) B )| (2.81)

De (2.78)), usando a imersdo X, — X e a desigualdade de Young, temos
£
€
VE(O) =Vl < lwi (D]l[lw(D)] < WHW:(OHHAW(I)H < Al/zV( )-

Para € > 0 pequeno e apropriadamente escolhido, obtemos

%V(t) <VEr) < %V(I). (2.82)
Usando (2.82)) em (2.81)), obtemos
d
SV +0v5) < CIVw P+ W) 2383
onde A
€
0. =5 IV

De (2.83)), temos

> Vs(t>efo®e(s)ds] < Celo®els)ds [”Vw(t)||2+Hw(t)||§(p+l)],

integrando em (0,¢), deduzimos que

't ! 't
VE() < VE()e hO:b)ds 4 ¢ / ¢ s @clr)dr [||VW<S)||2+||w(s)||§(p+l)]ds. (2.84)

Por outro lado, usando que ||Vu}||? +||Vu?||> € L'(0,T), existe C > 0, tal que

—/ ®c(1)dr — —r;r] +c/ |]Vut2(T)H2dT§—23—8(t—s)+C. (2.85)

Substituindo (2.83)) em (2.84)), obtemos
V) < VeI [ O 9w+ w5 B |
Novamente usando (2.82)), temos
Vi) < v FC [ e H [I9u) B+ IR ds. (2.86)

Portanto, de (2.86)), obtemos o desejado. [
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Lema 2.5. Sob as hipdteses do Teorema o Co-semigrupo {S(t) }s>0 correspondente ao problema
(2.1))-(2.4) ¢ quasi-estdvel em qualquer subconjunto limitado e positivamente invariante B C .

Demonstracdo. De fato, seja 2" = X,, Y = X. Entao como S(¢) é o operador solu¢do do problema
(2.1)-(2.4), as condicoes (I.4) e (I.5) sdo satisfeitas, devido ao item (iii) do Teorema[2.2]e ao Lema
[2.4] respectivamente. O

Agora, segue imediatamente do Teorema[I.52]o seguinte resultado

Teorema 2.6. Sob as hipdteses do Teorema o Co-semigrupo {S(t) };>0 correspondente ao pro-
blema (2.1))-(2.4) tem um atrator global <7 C e, além disso, a dimensdo fractal de </ ¢ finita.

2.4 Sistema Gradiente e Semicontinuidade Superior

Consideremos uma familia {7} ec[o,1] onde para cada € € [0, 1], 7z > 0 e existem constantes (in-
dependentes de €) ¥ > Y > 0, tais que, 1 < ¥ < 1.

Fixe € > 0. Consideremos a seguinte equagao
q
 + (—A) P u+ A%u— 1, [E(u(t), ut(t))} Au; + f(u) = h(x). (2.87)

Com as condi¢des impostas sobre (2.1)), a equacio possui um semigrupo {Sg(¢);¢ > 0} associ-
ado e 0o mesmo admite atrator global .o7.

O propésito desta se¢do consiste em demonstrar que o semigrupo {S¢(7);r > 0} é gradiente.
Usamos o Lema para mostrar uma limitacdo uniforme da familia de atratores induzida pela

perturbacdo e, por fim, provamos a semicontinuidade superior da familia de atratores globais.

2.4.1 Sistema Gradiente

Lema 2.7. O sistema dindmico (A ,S¢(t)) associado a equagao (2.87), com as mesmas condigdes
impostas sobre (2.1)), é gradiente.

Demonstracdo. Mostraremos que o funcional de energia E definido em (2.2) € uma funcdo de Lya-

punov para o Cp-semigrupo
Se(t) (o, u1) = (u® (1), 0" (1)), (uo,u1) € .

De fato, multiplicando a equagdo (2.87) por ut(g) (t,x) e integrando sobre Q, obtemos

d
TEE 0,0 (1)) = <% E@ @), 0)1Vi® (1) (2.88)
Assim, E satisfaz a condigdo (i) da Deﬁnigﬁo Além disso, (2.88)) fornece que

td
0 ds

== [ 1B (). 6111V () Pt

E(u® (6),u® (1)) — E(ug,u1) =
(2.89)
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Por (2.89), se E (u'® (t),ut(g) (1)) = E(ug,u;) entdo, como E(u(e)(t),ut(g) (1)) >0, ||Vu,(£)(t)||2 =0e,
consequentemente,
uO)=0 e u®@)=uy, Vt>0.

Logo, concluimos que E satisfaz a condi¢ao (ii) da Defini¢do Portanto, (77, Sg (7)) é um sistema
gradiente. u
2.4.2 Semicontinuidade Superior

Nesta subsecdo mostraremos a semicontinuidade superior para a familia de atratores globais da

equacao (3.4}, com as mesmas condi¢Oes impostas sobre (2. 1J).

Lema 2.8. O conjunto dos pontos de equilibrio associados a equagdo (3.4), com as mesmas condigées

impostas sobre (2.1)), é uniformemente limitado em relagdo a €.

Demonstragdo. Denote por .4 o conjunto dos pontos de equilibrio de (3.4). Logo,
Ne =A{(u,v) € H; Se(t)(u,v) = (u,v), vt >0}
= {(u(g),O) c A, (_A)Gu(e) +A2,®) —|—f(u(8)) ~ h(x) =0}

Assim, se (u(s),O) € Mg, entdo, satisfaz o seguinte problema eliptico
(—=A)%ul® + A2 4 (&) —h(x) = 0. (2.90)
Multiplicando por ul®) e integrando em €2, obtemos
H(—A)%u(‘g) 124 || Au'®) |2 + /Qf(u(s))u(g)dx— /Qh(x)u(’s)dx =0.
Segue de (2.7) que
(=882 2 2+ [ P [ nua©dx < ).

Assim,
E@u'®(1),0) < p|Q]. (2.91)

Portanto, utilizando (2.24)), podemos concluir que .4 € limitado uniformemente em relagdo a €. [
Agora, o Lema([l.56| nos leva a seguinte conclusao:

Corolario 2.9. A familia de atratores globais { </ } ecfo,1] € uniformemente limitada com respeito a

E.

Lema 2.10. Seja B um subconjunto limitado de 7. Suponhamos que |¥: — | — 0, quando € — 0.

Entdo,

lim sup sup ||Se(7)(u,v) —So(u,v)|| =0, (2.92)
€=0%4£(0,T) (u,v)eB

uniformemente sobre subconjuntos compactos de R.
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Demonstragdo. Seja B um subconjunto limitado de 7. Para cada (ug,u;) € B, definimos
(u®) (1), (1)) = Se(r) (wo, 1), Ve € [0,1], ¥ 20,
E©O@) =Ew® ), u® (1)), u=u® —u® ¢ 4, = u'® —u*). Entdo
g+ (—A)u+ A2u— I+ f(u®) - () =0,

onde
I = [lE@ ) A = 30 [EO(1))980”).
Observamos que podemos escrever J da seguinte forma

I = 3 ORI @)1+ EO 1) A+ 3 (Rl ()7 — B (0] () + &)

Substituindo (2.94) em (2.93)), multiplicando por u(z,x) e integrando sobre Q, temos

1d

55[”( )%()IIerIIAM()||2+||ut(t)||}nL (%l EQ 0]+ 1[E” ()]} Vuu |

== () = £ (r)ax

S TRECO) = EO @) [ (7 + i)V

(2.93)

(2.94)

(2.95)

Vamos majorar os termos ao lado direito de (2.95). Primeiramente podemos observar que de

(2.58) concluimos que existe uma constante positiva C; independente de € e (ug,u;) em B, tal que

< Col|(® (1), u® (1))]%-

L) =) (r)ax

Por outro lado, escrevendo

[SIX

VE® (0] — [EQ (1)) = [ [E€ (1)]

Utilizando (2.97)), desigualdade de Holder e a desigualdade de Young, obtemos

SOREO @ = 0lEO O} [ (Vi +Vi”)Vudx

<[REOW! +5E <><>mmw OF = EOO1 194 + Vi ] Ve |
< JREO@E + GIEO @] 1Vl
43 [REQONE - G EO O 196+ 176”)]?

< S IlE® @7+ E ()] V1
3 [REQON - GO 76 + 7).

SREOOR] PRI - 4 V0]

(2.96)

(2.97)

(2.98)
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Substituindo (2.96) e (2.98) em (2.93)), temos
1d
2dt
<o l=A)s 2 A 2 2 lnzv(S)z v, 92
< G| (=82 u@) P+ |Au() [+ e (DI | + STU [ Vet 17 + Vet 1],

[H(_A)%M(I)HZ + HAu(I)H2 + ||Mt(t)||2] (2.99)

onde

()| = (% — 1) E® @)+ {[E® )2 - [EQ ()2}
<% ~ R IEC ) +9 Lot E@ (1) - O ) 2.100)

1 1
<72 = RED O] +Co)| @ (1), ul (1)) e

onde ¥ = (u|Q|— lehHZ)_l se g <2ou ¥ =max{E(uy,uy),E(us,uf)}seq>2eC,>0independe
de (uo,ul) € E.
Assim, por (2.100), inferimos que

()2 [ Vil >+ [Vl |?]

| =

L1 0 (2.101)
< {17 — 1 PEED @)+ G| () 0), ) (0) 12 } IV 1P+ 1V 2],

Logo, substituindo (2.101)) em (2.99)), concluimos que

[ B P+ ) P+ ]

0
<3 <1+HVMI(€)H2+||VM§O)> [||(—A)2M(l)||2+||Au(f)||2+||ut(l)||2 (2.102)
11
+G31% — 75 PV 12 + v | 2],

onde C3 > 0 é uma constante independente de € e (ug,u).
Aplicando o Lema de Gronwall em (2.102) e utilizando (2.27), existe uma constante positiva C

independente de € e (up,u;) em B, de tal modo que
| o), ()2 < €~ 7). 2.103)
Assim (2.92)) é uma consequéncia de (2.103)). A prova do Lema[2.10]estd completa. O
Enfim, apresentamos o resultado principal desta subsecao.

Teorema 2.11. Seja € € [0,1]. A familia de atratores globais { e }¢c(o,1] € Semicontinua superior-
mente em € =0, ou seja,

dist (e, ) — 0 quando € — 0.
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Demonstracdo. Segue do Corolario [2.9|que existe um subconjunto limitado D C 7 tal que <7 C D,
para todo € > 0. Dado 6 > 0, existe um tempo Ty = Tp(0, D) tal que

0
dist 5 (S(t)D, o) < > vt > Tp. (2.104)
Aplicando o Lema |2.10} existe um 0 < & < 1 tal que

dist y (So(1) e, So(8)e) < ©

5 Vee(oel. (2.105)
Finalmente, (2.104) e (2.103) levam a concluir que
dist y (., <) = dist y (Se(t) 7, )
< dist (e (1), So(0) %) + dist o (So () e, )
6 6
< —+—-—=96
-2 + 2 ’

sempre que 0 < € < g et > Tp. Portanto, esta provada a semicontinuidade superior da familia de
atratores globais.
]
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CAPITULO 3

Atratores para uma Equacao de Placa
Semilinear com Memoria

Neste capitulo estudaremos a boa colocagdo global, existéncia de atrator global e a semicontinui-
dade superior da familia de atratores gerada por uma perturbacao de uma equagao de onda semilinear
governada pelo operador bi-harménico, onde como no Capitulo 2o termo dissipativo da equagao de-
pende diretamente da energia do sistema, porém, agora adicionamos um termo de memdria, assim,
a dissipacdo da energia também depende deste termo adicional. Para a prova de boa colocagdo e
existéncia de atrator global seguiremos as ideias de [13] e [[15]. Os resultados deste capitulo fazem

parte do artigo [30].

3.1 Equacao de placa com memoria

Considere o problema de evolucao

q o0

i (1) + (—=A)Pu(t) + Au(t) — y| E(u(t),u; (1), nt)} Auy (1) — /0 g(s)A%u(t —s)ds

+f(u(t)) =h(x), t>0, xeQ, G.1)

u(0,x) =up(x), wu(0,x) =uj(x), xe€Q,

u(_sax) = (P(va)v (S7x> S [07+°°) x €,
onde Q é um dominio suave e limitado em R”, n > 1, 0 € [0,2], y>0,¢ >0, ¢ : [0,4+) >R e
f R — R sdo fungdes apropriadas, n’(s,x) = u(t,x) —u(t — s,x) para todo s, > 0 e x € Q. Além
disso, E é um funcional energia associado ao sistema que sera definido posteriormente.

Consideramos o problema (3.1)) sujeito a condi¢ao de fronteira
u=Au=0 em Q. (3.2)

Denotemos por | - ||1»(q) @ norma usual em LP(Q), para p > 1, ou simplesmente || - || ,. Em L*(Q),
usaremos | - || em vez de || - ||;2(q) € denotamos por (-,-) := || - |? o produto interno nesse espaco.

Vamos usar as notagdes estabelecidas em [25]]:

49



50 Capitulo 3. Atratores para uma Equacdo de Placa Semilinear com Memoria

Se Z é um espago de Banach munido da norma ||u(t)||z, denotaremos por L?(0,7;Z), 1 < p < oo,
o espaco das aplicagdes u : (0,7) — Z tal que /T |u(t)||5dt < oo. Se Z é um espago de Banach
munido da norma ||u(¢)||z, denotaremos por L“((;), T;Z), o espago das aplica¢des u : (0,T) — Z tal
que supess||u(t)||z < oe.

Usaremos as seguintes notagoes:
X =Xo=L*Q), X; =Hy(Q), X, = H*(Q) N Hy(Q),

Xy ={uc HY(Q)NH}(Q) : Aulyq = 0}.

Seja g: Rt — [0,) e defina
My =L3(RT.X,), n=0,1,2,4,
munido da norma e do produto interno

1 oo
Ml x = MM gy (1B x) = | 6N, 66 ds,

respectivamente. Com o produto interno acima, .#, é um espagco de Hilbert separdvel para cada
n=20,1,2,4 (ver [12] ou [I15]).
Além disso,
MLz = Inl2E x,) ¢ (1,8).4=0,8) 2@ x,)
paratodon =0,1,2,4 (see [13]).
Considere o operador linear .7 : D(.7) C .#, — ., definido por

onde D(7) ={n € M, n' € M>; 1(0) =0}, e n'(r) = %7} no sentido de distribuigdes e 1(0) =

llms_>0 TI (S ) .
O operador .7 definido acima é o gerador infinitesimal do semigrupo de translagdo a direita }'(7)

em ./, definido da seguinte forma

0 0<s<t
n(s—t) s>t,

Para mais detalhes, veja [18, 31].
Considere os espagos de Hilbert 57 = Xy X X X My, 76 = Xy X Xo X My e H) = Xy X Xp X My
1 1 1
munidos das normas definidas por || - |y = (,-) 5. | [l = ()34 € | o4 = (,+) 3, onde

((u1,vi,m), (u2,v2,Mm2)) o = (u1,u2)x, + (vi,v2) + (N1, M2).5»
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((ur,vi,M), (u2,v2,M2)) o3 = (u1,u2)x, + (vi,v2)x, + (M1, M2) .z

((u1,vi,m), (u2,v2,M2)) 15 = (u1,u2)x, + (v1i,v2)x, + (M1, M2).4,
Defina o funcional de energia E : 5 — R por
E = ) Sl + o aul? + )2 2 F —h d 3.4
(u,v,m) = S{I(=A)2ull” + 1] Au[” + []v]]" + 17|, ] + Q[ (u(x)) = h(x)u(x)] dx,  (3.4)

onde | =1 — ;" g(7)dt. Aqui, F é uma primitiva apropriada de f, ou seja,

Fu) = /O " (s)ds+p, (3.5)

onde u serd explicitada posteriormente (ver [(H.3)).

Note que A := A% onde D(A) = X, satisfazendo a condi¢do de fronteira ¢ um operador
positivo auto-adjunto. Entdo podemos definir as poténcias fraciondrias A® (o > 0) associadas ao
operador A. Denote por Xy = D(A%) o espaco de poténcias fraciondrias associadas a A munido da

norma do gréfico (veja [1}20]), ou seja,
(V)5 = (A%u,A%),  Jullx, = A%ull, u,v€Xq.

Além disso,
uall* < A7 Aul?, (3.6)

onde A; > 0 é o primeiro autovalor de A.

Seguindo as ideias de [13]], definimos a nova variavel

n=n"(s,x) =u(t,x) —ut —s,x), (5,x) €[0,+00)xQ, t>0. (3.7)
Por (3.3) e (3.7),
N =IN+u. (3.8)
e
—/ g(s)A%u(t — s)ds = —A%u(r) / ds+/ (5)A’n! (s)ds. (3.9)
0
Usando (3.8)) e (3.9), podemos reescrever (3.1)), como
ut,—i—Agu-i—lAu—}/[ (u,uy, n)] A2u,—|—/ An(s)ds+ f(u) =h(x), t>0,
m=9n+u, (3.10)

u(0,x) =up(x), u;(0,x) =u;(x), x€Q,
T?O(Sax) = 1o(s,%), (5,%) € [0,+00) x Q,

onde TIO(S:X) = uo(X) - (p(s,x).
Assumimos as seguintes hipdteses:

(H.1) he Xy
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(H.2) A ndo linearidade f satisfaz as seguintes condi¢des:
(H.2)(a) f€C*(R)e f(0)=0;
(H.2)(b) Existem constantes Cyr, > 0, i = 1,2, tais que
IFD(s)| < Cr(1+]s]P), VseR,

onde f() = ¢, f@) = f” ¢ p é um ndmero real que satisfaz

4
n—4’

p>0, se n=1,2,3,4 € 0<p< se n>>5;

(H.2)(c) Existe uma constante o € [0,A) tal que
o, u
—glP < [ fds < flwu, uek:
0
(H.3) A constante u em ([3.5]) satisfaz a seguinte desigualdade:

227"
u> Ik
Q]

(H.4) ¢ € C([0,+0),.4>), 9(0) =up e ¢'(0) = —uy.
Com relacdo a funcdo g, vamos supor as seguintes condi¢des:
(a) g€ C'(RY)NLY(R);
(b) g(s) >0, paratodos € RT;
(c) &(s) < —ag(s), a>0,paratodoseRT;
) Jo g(s)ds < 3.

Observacao 3.1. Note que a fungdo g dada por

k —as
g(s) = el_ﬁ , VseRT,
s

com constantes 0 < f <1, o > 0e 0 < k <4(o+ B) satisfaz as condi¢des (a)-(d) acima.

Observacao 3.2. Segue de[(H.2)(b)| e [(H.2)(c) que

_%’u‘ZSF(u)—ugf(u)u, ucR. (3.11)

X3 Xo > L2PT(Q) — L2(Q). (3.12)
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3.2 Boa Colocacao Global

Nesta se¢do, provaremos a boa colocag@o global para o problema (3.10)-(3.2)). Para isso, assim
como no Capitulo |2, usaremos o método de Faedo-Galerkin, seguindo as ideias de [25)]. Usaremos as

seguintes definicdes de solucdes.
Definicdo 3.3. Uma funcdo (u(t),u(t),n") € C([0,T]; ) possuindo as propriedades u(0) = uo,
u;(0) = uy; e n° = no é chamada

* solugdo forte para o problema (3.10)-(3.2) no intervalo [0,7] se
- (u,uy,m) € L>(0,T;54), uyy € L=(0,T;X);
— equagao (3.10) ¢ satisfeita em X para quase todo ¢ € [0,T];

* solucdo generalizada para o problema (3.10)-(3.2) no intervalo [0, T se existe uma sequéncia de

solugdes fortes {(u,(t),um,n’)} para o problema (3.10)-(3.2) com dados iniciais (ugy, t1,, Non)
ao invés de (ug,u;,Mo) tal que

lim max ||U"(t) —U(t)]| ,» = 0.
tim mas. [U"(0)~U (1)

Temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4. Suponha que as condicoes|(H.1)H(H.4)| estdo satisfeitas. Entdo:

(i) Se (ug,ui,No) € X4 x X x D(T), entdo o problema (3.10)-(3.2)) possui uma solugdo forte
(u,u;, M) satisfazendo

(u,u;,m) € L*(0,T;2)NC([0,T];7) e uy€L™(0,T;X), (3.13)
para todo T > 0.
(ii) Se (up,u1,M0) € F, entdo o problema -(3.2) possui solugao generalizada (u,us,n) tal
que (w,um) € C([0, T); ).

(iii) SeU' = (u'(¢),ul (t),n"") e U? = (u®(t),u(t),n*") sd@o solugées fortes (ou generalizadas) de

1}1) correspondentes aos dados iniciais Uol = (ué,u},n&) e Ug = (u%, u?, 1‘15), respec-
tivamente, entdo existe uma constante positiva C > 0 tal que

Ut (1) = U*(0)le < CllUs = Ug e, 1 €[0,T).

Além disso, sobre solugdes, a energia dada em (3.4) é ndo crescente. Mais precisamente,

satisfaz a identidade
t
E(u(f),uz(f),nt)ﬂ’/ [E(u(0),u(0),n%))|| Vi (0)[*do < E(u(t),u(7),M"),
T
para todo T >t > 0.

A prova serd feita em etapas. Parte dos calculos sdo similares aos apresentados no Capitulo [2]e

serdo incluidos aqui por completude.
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3.2.1 Etapa 1: Problema Aproximado

Seja (W) jen uma base de autofungdes de A> com condigdes de fronteira e (I;)xen uma base
ortonormal de Lé(R““) contida em Z(R™). Seguindo as ideias contidas em [[16], obtemos uma base
ortonormal {;}% | para .#, onde cada &; pertence ao conjunto {ftw; : k,j=1,2,...,n,...}. Além
disso, & € 2(R™,X,), paratodo i € N.

Agora, para cada m € N, considere o subespaco de X4 gerado pelos primeiros m elementos de
(w}) jen, ou seja,

U, = [W],...,Wm] CXa

e o subespago de .#, gerado pelos primeiros m elementos de (&;) jcn;, isto &,

m = &1,y Em| C M.

Para cada m € N, construimos um par ordenado de fung¢des (u”(¢),n"™) C Uy X Vi,
m m
") =Y yimOw; e "=} zim(t), 1€ (0,0,
j=1 j=1

onde (yjm,zjm) ¢ uma solugdo local em algum intervalo [0,#,,] do sistema de equagdes diferenciais
ordindrias
(it (6),wj) + (=)™ (), wj) + L((=A) 2™ (1), w5) — YIE™ (0)]9(Au" (1), w;)
+ / (5) (=)™ (5),w)ds + (£ (1)) = (h(x)w)). oo
("™ &) = (TN E5) o + ( HORDHN7S
w"(0) =uy, w'(0)=uf', n*"=ng,
para 1 < j <m, onde (uf,ul',n{') € X4 x Xo x D(T), nf' = &} para todo m € N, {{J'},ney uma

sequéncia na base de ., tal que

&' — no fortemente em .,

(&Y — (no)" fortemente em .. (3.15)

Denote por E™(t) o funcional E (u™(t),u}(t),n"™) associado a (3.14)) definido por

E(u™(1),u"(1),n"") = %[H(—A)gum(t)llz+1HAM’"(I)H2+ e ()11 + [Im"

+ /Q [F (" (1,x)) — h(x)u(t,%)) dx,

A
(3.16)

onde [ € dado por
l= 1—/ g(t)dt.
0
A existéncia de solucdo local para o sistema (3.14) é garantida pelo Teorema de Caratheodory, a

prova € feita de maneira anéloga a feita no Capitulo 2.
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3.2.2 Etapa 2: Uma Estimativa a Priori |

A primeira estimativa a priori nos permitird estender a solug@o local obtida na Etapa 1, ao intervalo
[0,T], para todo T > 0. Seja (uf,u',ng") € H tal que

(ug ,ui',my') — (uo,u1,mo) fortemente em 7. (3.17)

Multiplicando a primeira equacdo de (3.14) por y; (), usando a férmula de Green e somando em
P ¥ q im

j de 1 até m obtemos

S LI B P P+ 242 [ () — b ()
= ~EG" (), (), 1) Va2 = (0w 0)). 1

Por outro lado, multiplicando a segunda equagao de (3.14) por z;,,(t) e somando em j de 1 até m,

(3.18)

obtemos
(" "), = (TN 0y + (" (1)) (3.19)
Substituindo (3.18) em (3.19), obtemos

3 LI B P P+ a2 [ [P ) = o )] + (i 0 g
= —E W (), (1), Vg | (T 0.,

observando que 2dt||17“"||//f2 (n™,n"™) 4, e como (T "™ n"™) 4, <0, integrando de 7 até t,
0< 7 <<t temos que

B @)@ ™) + [ B0 (0). 1 (@)1 Vul'(0) o

t (3.20)
_/r <9n07m7n67m)-///2d6 = E(um(f),u;"(f), nr,m)’ re [Oatm)7
em particular, tomando T =0 em , obtemos
t
E(um(t),ui"(f),n”m)Jr/o [E(u"(0),u}"(0),n""(0)))*|| Vi) (0)|*do
(3.21)

t
= [T 0T gudo =B ), 1 € 0.10),

Agora, com um cdlculo andlogo ao feito em (2.20)), porém, ajustando a desigualdade de Young

com € = Ail’ onde A; é o primeiro autovalor do operador bi-harménico com condi¢des de contorno

(3.2) e utilizando (2.3), temos
2 1
—/ h(x)u™(t,x)dx > ——||h||> — < ||Au™ (1) || (3.22)
Q Al 8

Por outro lado, usando (2.5) e (3.11)), temos

PR 0)dx >~ A (1) P+l (3.23)
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Usando (3.16), (3.22), (3.23), [(d)| e [(H.3)} segue que

1 0 [ 1 (07
E(ud™() . u" (1 t,m ——Afml‘z (_____>Amt2
1 m 2 1 tmi|2 2 2
= t —n> Q| ——|h
+ 3 1O+ 510", + 1] = 5 e .
2
> u|Q| — = ||h|)?
>l — -]
> 0.
Portanto,
E(u"(),u)" (1),1"™) = Cpgo, || (™ ()4 (£),0"™) |54 (3.25)
ondeCm:%—%—% > 0.
Substituindo (3.23)) em (3.21)), concluimos que
t
H(u’"(t),uﬁ”(t),n”’”)!@f+/O E(u"(7),u" (7),n*"™) || V" (7)|*d
m m m 3.26
E(u() ,l/t] 7n() ) ( )
N min{Cl,(X,/ll?’y}
Agora, devido as hipéteses [(H.2)(a) e [(H.2)(b) temos
|[F(r) = F(s)| < 2C7 (14 [r[+ [sDP(Ir[ + [s])[r = 5|, VrseR, (3.27)
entao
1P ) = Pluo ()| < [ 1 () = F (o))
§2Cf1/Q[HW(X)H!uo(X)|]pUu6”(x)|+!uo(x)\]!uﬁ’(X)—uo(x)!dx
<2Cy [1+ lug [|2(p+1) + HuOHZ(p—H)]p [Hu()nHz(pH) + HMOHZ(p—H)] |ugy — uol-
Levando em consideracéo as imersdes (3.12)) e a convergéncia ([3.17)), concluimos que
E(up,ut',ny') — E(ug,u1,Mmo) quando m — +oo. (3.28)
Observe que, de ([2.11)), (3.26)) e (3.28))
{™,u*,;N"™)}men € uniformemente limitado em L™(0,T;5¢) (3.29)
e
{u™}  é uniformemente limitado em L*(0,T;X;) (3.30)

para todo T > 0, e, por (3.12) e (3.29) [ver [33]],

{u"}pen € compactoem C([0,T];X).

Além disso, todas as rela¢des de ((3.20)) a (3.26|) sdo vilidas para [0, T].
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3.2.3 Etapa 3: Estimativa a Priori Il

Vamos considerar o problema aproximado (3.14) com condigdes iniciais (1), u]', ") € X4 X Xp x
D(.7) tais que
(ug,u'l',my') — (uo,u1,mo) fortemente em .73. (3.31)

Seja V"™ = —An""™. Entdo 0" € D(T) e

(0", &). = (T &) i, — (A" 7). (3.32)

1
para todo j = 1,...,m. Agora, multiplique (3.32)) por —A/z;u(¢) e entdo adicione as equag3es resul-

tantes em j, j = 1,...,m. Este processo fornece a seguinte equacao

5 dtlln""\l?m = (T ) gy + (U (1)), (3.33)

Na sequéncia, multiplicamos a primeira equagao em 1’ por A ijm (t) e a segunda equacdo por

Ajzjm(t) e entdo adicionamos as equagdes resultantes em j, j = 1,...,m, para obter

1m0+ 1 O (-4 1) P 5
= (h,u" (1))x, + (divV f(u"(1,%)), Au™ (1)) — (""" (1)),
onde
B(0) = L1 0P+ 218 a0 [P+ L4
Usando e temos

d m m q % m
()] + HE" (01| (-4) () 339)
= (" (O)x + (V£ (1,2), 807(0) + (T 07,0,

onde . . l .
(1) = LA O+ 2 1-8) F ) P+ L) P+ iy,
Como
(divV £l (2, ), Au™ / P (%)) V™ (2,0) P D™ (%) dx
-I-/f (t,x))|Au™(1,x)|? dx,
segue de[(H.2)(b)l 3.12) e que
(divV f(u™(t,x)),Au™ (1)) < CP™ (1), (3.36)

onde C é uma constante positiva independente de m e ¢.
Como (Zv"",v"™) 4, <0, usando as desigualdades de Holder e Young, (3.35) e (3.36)), con-

cluimos que

%[‘P’"(I)] +YE" ()] (—A) 2w (1)|* < € (14+¥(2)),
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onde C é uma constante positiva independente de m e t. Agora, segue do Lema de Gronwall que
t
(1) + 7’/0 [E"(5))9]|(—A) 20" (s) P ds < (14+97(0))eT. (3.37)

Além disso, de (3.31)) e (3.37)) concluimos que

{@™,u*,;n™)}men € uniformemente limitado em L™(0,7T;.54;) (3.38)

{U™ nen € uniformemente limitado em  L?(0,7;X %)
para cada 7 > 0. Entdo, por (3.12) e (3.38)) [ver [33]],

{u"}men € compactoem C([0,T];X3).

3.2.4 Etapa 4: Consequéncias das Etapas 1 e 2

De acordo com a Etapa 2, a sequéncia de solugdes {(u",u*,n™)}men do problema aproxi-
mado ([3.14) é uniformemente limitada em L*(0,7;.7%) quando consideramos os dados iniciais
{(ug ul',ni) men C Xa x Xo x D(.7) satisfazendo (3.31). Sob as hipéteses [(H.2)(a)| e (H.2)(b),

obtemos para tais solugdes (u”,u}", n™),

D) = | [ e
< [ 1 @) bl ds
<0y [+ 0 0lP) " (1,0)] () (3.39)
< ™ ) V1 + C 1 (115 1) o () a1y 0]
< G5, (I @+l @115 1) ) o]
< C((lau(r) |+ [aa () P*1) o]

para todo v € X, onde C é uma constante positiva independente de m e 7. De (3.29) e (3.39)) obtemos
que

{f(u"™)}men € uniformemente limitado em L7(0,7;X). (3.40)

Além disso, da desigualdade de Holder, (3.21)), (3.28]) e (3.38)),

(= [a% 14wy e 08w - an” 4.1}

¢ uniformemente limitado em L7(0,7;X).

Portanto, de (3.40)), (3.41]) e da primeira equacdo em ((3.14]), segue que

meN (3.41)

{u! }en € uniformemente limitado em L*(0,7;X),
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que associado a (3.38)) [ver [33]]] nos permite concluir que
{u"} ey € compactoem  C([0,7T];X3).
Agora, diferenciando em relac@o a r a primeira equacao em (3.14)), obtemos

(i (1), w7) == (=)l (1), w) + LB (), A2 w )+ YE™ (0)} (Aud (1), w))

1
+yg[E™ (014 (E™) (1) (A (1), w;) + (AN A2 w)). .z (3.42)
= (F1 ™t ) (1),wj),

paratodo j=1,...,m, onde (E™)’(¢) denota a derivada em relag@o a ¢ do funcional E (u™(¢),u" (¢),n""™)

dado em ([3.18)). Assim, de (3.18]) e (3.42)

(i (0),w7) == (=)0 (2), ) + LB (1), 22 w)
+YE"™ (0] (Mg (1), w)) = ValE™ ()17 | Va (1) | (A" (1), w;)

(3.43)
1
+yg[E" (O] (T 0" (A (0, w)) + (AN A2 w)).
— (@™ (2, )uf" (1), w;),
paratodo j=1,....,m
De acordo com [12], segue que
nt,m(s): u () u ( S),O_S_ ’ (344)
u(t)+ & (s—1) —uy, s>t
Conectando ([3.38)]) e (3.44)), obtemos que
{n/" }men € uniformemente limitado em L7(0,T;.#,), (3.45)

{nzm}meN C C([OaT];%Z)'

Na sequéncia, estabelecemos uma estimativa para |(.7 n"",n"™)_,,|. Como ||(I+ 7)1’ ’”||2//L,2 >

0 obtemos que
1 1
(=700 gy < S 2+ S 1T g, YmEN, V20, (3.46)

Segue que

1701, = [ s 71 9)|, ds
= [soNTnm R, ds+ [ g7 6) R ds

= [ e@lura =)l as+ [ gIEY -0l as

<CH+EY 2

onde C é uma constante positiva independente de m e ¢. Para todo ¢ > 0, segue de (3.13), (3.38)),
(3.46) e (3.47),

(3.47)

(T ") | <C, VmeN, (3.48)
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onde C € uma constante positiva independente de m e ¢.
Portanto, usando |(H.2)(b)| (3.26)), (3.28)), (3.38)), (3.43)), (3.45]) e (3.48)), concluimos que

{ul" } nen € uniformemente limitado em L*(0,T;X3). (3.49)
Segue de ((3.38)) e (3.49)) [ver [33]], que
{u'}men € compactoem C([0,T];X). (3.50)

3.2.5 Etapa 5: Passagem ao limite

Considerando os célculos das Etapas 3 e 4 numerados de (3.31]) a (3.50|) e usando, se necessdrio,

subsequéncias de {u"},,cn, que ainda denotamos por {u™},,c, existe u tal que

W Suoem  L7(0,T;Xy), (3.51)
W S, em L7(0,T:X,), (3.52)
Wt Sy em L7(0,T:X), (3.53)
W Sy em L7(0,T:X5), (3.54)
n"=n em L7(0,T;.4y), (3.55)
e
n' = ne em L7(0,T;.40), (3.56)
Agora, observe que as imersdes X4 — X, < X sdo compactas. Portanto, de ([3.51))-(3.56]),
u" —wu em L7(0,T;X;), (3.57)
u" —u em C([0,T];Xz), (3.58)
u' —»u, em L7(0,T;X), (3.59)
u' —>u, em C([0,T];X), (3.60)
n"—mn em L7(0,T;.4), (3.61)
e
n"—-n em C([0,T];. ). (3.62)

Além disso, usando (3.58)), (3.62) e (3.44)), temos

u(t)—u(t—s),0<s<r;
u(t)—o(s—t), s>t.

n(s) =n'(s) :{

Segue de|(H.2)(a), |(H.2)(b)|e (3.58]) que

f™ = f(u) em L7(0,T;X,). (3.63)
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Finalmente, segue de (3.14) e (3.51))-(3.63)) que

(1 + A%t Lau+ y [E )] “Adu + /O " g(s)An (s)ds
+f(u)=h(x) [em L=(0,T;X)],

n=9nN+uw [em L”(0,T;.4,)],

Lu(0) =uo, u,(0)=u;, 1n°=no.

3.2.6 Etapa 6: Existéncia de solugées generalizadas
Considere Uy € 7. Usando a imersdo compacta de X4 X X, X D(.7) em 7, existe uma sequéncia
de dados iniciais{Uy }yen = (up,u;, 1)) € X4 x Xo x D(7), tal que
Uy —Uoll# — 0, quando Vv — +oo, (3.64)

para cada v € N, pelo Teorema [3.4(i), existe uma solugdo forte (u",u’,1") do problema (3.1)-(3.2)
na classe (3.13) satisfazendo

uy, FATYY +iAnY — }/[E(uv,ut",n")} qA%u,v +/°og(s)An"(s)ds+f(uv) =h(x), >0,
n' =T +u, 0
u’(0,x) — up(x) € Xo, u/(0,x) »uj(x) €X, xeQ,
n%Y(s,x) — no(s,x) € A, (5,x) € [0,400) x Q,
onde Mo(s,x) = up(x) — @(s,x). Agora, sejam UY = (u¥,u;,n") e U° = (u®,u’,n°) duas solugdes

da equacao acima, definindo
— _ _ \4 (e}
wo = Uy — U, W1 =up — Uy € 1)0—170—7‘[0,

w=u"—u®, w=u'—u’ e v=n"-1°,
obtemos que UY — U° = (w,w;, v) é uma solug@o do problema
(wir (1) +A%W(Z) +1Aw (1) + Y[E (" (t),u) (1), nv’t)]qA%Wt(l)
AN (1) + [ g(9AV (s)ds+ (¥ (1) = f (1)) =0,

l)tt = ﬂvt—{—w,,
w(0) =wp, wi(0) =wy, 0 = o,

(3.65)

onde
(1) = [E(u"(1),u) (£),n")] = [Eu® (t),u (t),n°")]7.
A primeira equagdo do problema fornece a seguinte igualdade:
(wie (), we (1)) + (A w(z), we (1)) + 1(Aw(z), e (1))
FAE @ (1), (1),0" )9 (A2 wi (0), wi (1)) (3.66)
=J1(1) +12(t) — (V' we (1))
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onde
Jl(f)=/Q[f(uG(I,X))—f(uv(faX))]Wz(l,X)dx,
Jr(t) = yT1() /Q AuC (¢, x)w, (1, ) dx.

Note que

9 2 2 2 v v ViV y 2
o B+ 14w @) P + ] + VB 0 0.0 IV o
=Ji(t) + () = (V' wi (1))
onde usamos ([3.66)). A segunda equacdo em ([3.65|) fornece
(vtlavl)///z = (yvtvvt)/fz + (vtawt(l‘))///p
isto €,
1d
2dt

Usando (3.67) e - ) temos

3 [ w0 + LA + o ()P + 110

—[[v"]%,] = (T, 0). s + (V' wi(1)).- (3.68)

(3.69)
HYE@ (@) (1), Vwi ()P = 1 (1) + (1) + (T, 0") g
Como (T v',v") 4, <0, segue de (3.69) que
2 2 2 12
t || Aw(t t ]
2 [ B2+ e+ o 1)+ 1072 570
+Cl[Vwe (0)|* < J1 () +a(0),
onde C > 0 € uma constante independente det.
Vamos estimar os termos J () e Jo(¢) em (3.70)). Lembre que
|f(r)=f(s)] <2C (1 +|r|+]|s|)Plr—s|, VrseR. (3.71)
Como [ > %, usando 1) e as desigualdades de Holder e Young, obtemos
O1 <20y [ (14 (00|40 (00) )P (e, 0] (1.
< 2 |1+ [ (1) |+ [ (0 13 -1y 90 gty e 1) | a2

< Cllaw(r)|[[|wi ()]
< C(U]|Aw(e) |2 + | (1)),

onde C é uma constante positiva independente de f. Agora, vamos estimar o termo J>(¢). O Teorema
do Valor Médio, (3.21]), (2.11)) e ([3.27)), resulta que

TX(1)] < gM ™Y E (¥ (1),u (1),n") = E(u® (1), (1),n°")]
< CIE(u"(t),uy (t),n"") = E(u®(t),u7 (t),n°")|
< C(I(=8) 2w+ Aw(@)]| + i ()| + 110" |L.as)
< C(UAaw(@) 1+ we O]l + 110 |Las)

(3.73)
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onde C é uma constante positiva que nao depende de t, M = (u|Q| — ,%Hth)_l seg<louM=
max{E (ug,uy,ng), E(u§ ,uf,ng)} se g > 1. Logo,

20 VI [ |Aa (1) () dx
< C(UAW) |+ I O]+ 0L [V @[V 0)] (374
< C[Vu? (1) P (430 |+ o0+ 10 5) + €910

onde C € uma constante positiva independente de ¢.
Consequentemente, de (3.70), (3.72]) e (3.74)),

1d 0
EE[M—AVWVMV+uMw@HF+uwan+¢wq@%]+cde40w

< C(L+[IVa? ) (U Aw @)+ llwe ()17 + [[0']124,)-

(3.75)

Portanto, usando o Lema de Gronwall e a limitagdo (3.30)) obtemos
t o 2
0" (6) =U° (@0)|3 < Cre VOIS 10y —Ug |13, < €U —US 120, Vi €[0,T],
onde C e C; s@o constantes positivas independentes de ¢. Usando a convergéncia (3.64) resulta que
UV (1) —U°(1)|% < C|UY —US|% — 0, quando V,G — oo (3.76)

Isto prova que {U" }cn € uma sequéncia de Cauchy em C([0,T]; ) talque UY — U em C([0,T];.7¢),
isto €
lim max |UY (1) —U(7)|% =0. (3.77)

V—=r+toore(0,T]

Segue de (3.77) que UY(0) — U(0) em 57, logo

U(0) = (u(0)7ut(0)7n0) = (”07’417770)'

O que mostra que U é uma soluc@o generalizada para o problema (3.1)-(3.2). Portanto fica provado o
item (ii) do Teorema[3.4]

3.2.7 Dependéncia Continua em Relagcao aos Dados Iniciais e Unicidade

Sejam U' e U? duas solugdes fortes (ou generalizadas) do problema (3. 1)-(3.2)) com dados iniciais
U (0) = (u}(0).u! (0).7°") = (ub,ul, 1) € U2(0) = (u2(0),2(0),7°2) = (1.3, m3). respectiva-

'—u? e v =n'—n?. Procedendo analogamente como na prova do item (ii) do

mente, € seja w = u
Teorema usando u! no lugar de ¥, u? no lugar de u°®, n! no lugar de " e 12 no lugar de n°,

obtemos a seguinte desigualdade, similar a desigualdade (2.65))
U1 (6) = UA(@0)[ 5 < CeM U1 (0) = U*(0)][5¢

que mostra que as solu¢des dependem continuamente dos dados iniciais. Em particular, para U(} = Ug,
o problema ([2.1])-(2.4)) possui uma tnica solugdo forte (ou generalizada). O que encerra a prova do
Teorema O
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3.3 Existéncia de Atrator Global

Na presente secao, usando o Teorema mostraremos a existéncia de atrator global associado
ao problema em 7. Considerando o Teorema onde obtemos a boa colocac¢@o do problema,
podemos definir um Cy-semigrupo S(z) : 7 — F.

Seja S(t) : A — H o Cy-semigrupo associado a solug@o do problema ([3.10) com dados iniciais

(up,u1,MNo) € A, ou seja, para cada r > 0,
S(t) (uo,ur,no) = (u(t),u(t),n"). (3.78)

3.3.1 Existéncia de um Conjunto Absorvente Limitado

Nesta subsec@o iremos mostrar a existéncia de um conjunto absorvente para o Cp-semigrupo S(z).

Para isso, denotemos

E(t)=E(u(t),u(t),n"), Vt>0.

Usando (3.10) néo € dificil ver que

C W+ VEOY V)P = (70001 (379

Além disso, notemos que

—(In'n").m,=(M',m )%2

- / $()(@(AN'(5)), A0’ (5))ds
1 oo
=3 / s)an’(5)|Plds = 5 [ llan'(s) Pds
0
=3 [ #)1an’(s)|Pds
>3 / s) A’ (5)|ds
ou seja,
(04
(I < —EHn’Hi/,z. (3.80)

Portanto, substituindo (3.80) em (3.79)), obtemos

d o
ZEO+VEOVIIVu@)* < =" l%- (3.81)
Com essas informacdes estamos em condi¢Oes de enunciar e provar o seguinte lema.

Lema 3.5. Seja S(t) o Cy-semigrupo definido em . Entao, (,S(t)) possui um conjunto ab-

sorvente limitado.
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Demonstragdo. De fato, defina o funcional
Ee(t) =E(t)+e¥(t) onde W(1)= / w(1)uay(1)dx,
Q

Derivando E¢ em relagdo a ¢ e usando (3.81)), encontramos

d d
EES(I) = EE([)-'—E/QM;;MC{X—FSHMI‘HZ
< ()| 2 el) (=) Sl — et Aul + 7E () | Audx—e [ flupud
Q Q
(04
+e [ hudx+elu] (..o — 5 In1%,
€ el
< —eE(0)~ vE )|V |2 = S 1)l = 18+ ()7 | M

3 € o
e [ (P)— fluu)d+ el e+ 512, ~ 5101,

ou seja,
d € 0 el o
—Ee(1)+€E(t) + YE(@)|| Vit |> + S| (=A) 2ue]> + 5 [ Aue]> + S [m12,
dr 2 2 2 (3.82)
3 :
§]11+H2+]I3+§8Hu;H2,
onde
Li=e [ (F)— flwuds,
Q
]IQ:—eyE(t)q/ Vu,Vudx
Q
e
€2
I[3 - _£(n7u)<//lz + 5”””///2
Vamos estimar os termos do lado direito de (3.82). De fato, usando (3.11)), temos que
I, < ep|Q. (3.83)
Além disso, temos
Iy < eyE@)?[|Vu[|||Vul
2
Y 2 €Y 2
< EE(f)qHVMtH +7E(I)q\|vu|| (3.84)
2
Y 2 €Y 2
< ZE()?|V —FE(0)||Aul|~.
< Le P+ SLEO) ]
Mais ainda, utilizando a desigualdade de Young, temos
* 1 2 1 2 € 2
L<e [ o) IAnEIP+ 3 18ut)P)ds+ S mIPy,
0 2 2 2
—elaul? [ gs)ds+ex [ gls)|an(s)|Pds+ S nl? (3.85)
=&llaul® [ g(s)ds+e5 | g(s)An(s)[“ds+ S n, :

1
=< SZHAMH2 +ellnl%,.
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Substituindo (3.83)), (3.84) e (3.85) em (3.82), obtemos

d € ] 1 € €
SEe(t)+ €E () + JE(W Vi + S (=) Ful 2+ 51 = ST E©)7 = 5w
dt 2 2 2 M 4 (3.86)
a 3 '
(5 )N, < eui@l + SelulP.
Além disso, temos de (3.86) que
’}/ ~
EE(f)qHVMtHZ > Cy| Vi |* > Cu e,
substituindo em (3.86)), temos
d ~ 3 € 0 1 ey €
—Ee(t) +€E(1) + (Cu — S&)lur|* + 1 (=2) 2> + 5 (1 = S7E(0)7 — 7) || Au|?
o :
+(5 o)l <enlol
Escolhendo € > 0 em de maneira que
~ 3 £y £ a
Cu—2€)>0, (1——LE0)¥Y—>)>0 Z _£)>0
obtemos J
EEg(t) +EeE(r) < eu|Ql. (3.88)
Utilizando a desigualdade de Young, a imersdo X, < X e (3.23), temos
€
|Ee (1) — E(1)] < €llu[[[[u]| < —CoE(),
o que implica que
—€CE(t)+E(t) < E¢(t) <eCE(t)+E(1),
escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos
1 3
EE(I‘) <Eg(r) < EE(")' (3.89)
Substituindo (3.89) em (3.88)), temos
d 2¢e
—Ee(t) + —Ee(t) < eulQ|. (3.90)
dt 3
Multiplicando (3.90) pelo fator integrante ¢!, obtemos
d e e
T (Ee()e) < ep|Qle,
integrando de O a 7, obtemos
£ 4 £ 3 £
Ee(t)e¥' —E¢(0) < s,u|£2|/ e¥ods = pjQle™,
0
portanto, temos
2, 3
Ee(r) < e FE(0) + SulC,
usando novamente ([2.75]), obtemos
E(t) <2e73'E(0)+3u|Q|. (3.91)

De 1} podemos tomar R > 2(3u ]Q])% e concluimos que a bola centrada em 0 e raio R contida
em 7, isto é, B(0;R) C . é um conjunto absorvente. O
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3.3.2 Compacidade Assintdtica

Nesta subse¢do mostraremos que o Cp-semigrupo definido em (3.78]) possui um atrator global em

¢ . Para tanto, estabelecemos o seguinte resultado.

Lema 3.6. Seja B um conjunto invariante limitado em € e 7,7 € B, ou seja,

7= (uo,u1,Mo) e Z= (to,u1,Mo).

Entdo, existem constantes ¢ > 0 e Cp > 0, ambas independentes de t, tais que

1S(t)z — S()Z]% scBe"f+CB/0 DVl + w5 41))dT,

onde (u,u;, M) e (il, iy, N) sd@o solugées de (3.10)) associadas aos dados iniciais z e 7, respectivamente,

wW=u—idev="m-— 117
Demonstragdo. Seja

I(t) = [E(u(t),u(1),n")] = [E(a(r),@(t),7"))?, Vi=0.
Entdo, (w,wy, V") é uma solugdo para o seguinte problema:

(w1 (1) + (=) () + 182w (e) + YEu(e) (1) )] B 1

FLOAT(0)+ [ g8 (s)ds+ flul0) — £(a(6) =0,
=70+w

w(O) =wo, wi(0)=wy, v°=ny,

\

onde

wo = u(0)—i(0), wi=u,(0)—&(0) e vy=n"—7°

Agora, seja Z(t) o funcional definido por

IS

1 ! 1 1
Z(t) = S (=8) 2w > + S 1AwO) I + S Iwi ()17 + 502,

Na prova denotaremos por C > 0 constantes diversas que independem de ¢.
Com célculos andlogos aos feitos em (3.69)) e (3.70]), obtemos que existe uma constante C > 0 tal

que

d 3
EZ(t) +C1||Vwi (1) || < Z (3.92)

onde
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J3=(T0,0) 4.

Vamos majorar os termos do lado direito em (3.92)). Com cdlculos andlogos ao do Capitulo 2 e

utilizando a desigualdade de Young generalizada, para 6 > 0 escolhido posteriormente, obtemos

Ji <Clwl3p 41y + 8lIVwe, (3.93)
D < C||Vi|*Z(1) +C||Vwl? (3.94)
e, por (3.80) temos
o
J3 < —§||v||i//2. (3.95)
Assim, substituindo (3.93)), (3.94) e (3.95) em (3.92]), obtemos
L 2_2 C|\Vii |*Z(t) +C(||Vw]|?
20 < (€1 = 8)|will” = S vl + ClVaPZ(0) + VW] + Wl 1)),

tomando 0 > 0 de maneira que (C; — ) > 0, temos

d
20 = —Ca|we|* ~ —HU||///2 +C|IVa|*Z (1) +COIVWI> + [Wl3ps1))- (3.96)

onde C, > 0. Defina,
Ze(t) = Z(t) + €9 (), com ¢(t) = /Q wi (1 w(t)dx.
Por outro lado, utilizando as desigualdades de Holder e de Young, temos
|Ze(t) = Z(1)| < ellwi]|lwl] < CZ(2), (3.97)

onde C > 0.

Calculemos
d
279 = (wu,w) + i
= —[[(=A)2w|* = 1l|Aaw|* = YEU ") (Vws, Vw) — I1(2) (Viti, Vw)
+ (f () = f(i@),w) = (0, W), + [|wi]>

1 2 3 2 ! 2 x
< —Z(0)+ 5014, + S lP = SlawlP+ Y. 2,
j=1

[SfS.

(3.98)

onde
4 =—(0,w(t)).m,

£ = Y1) (Vi (1), V(1))
L5 = (f(u(t)) = f(@a(t),w(t)),
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Ly = YEU") (Vwi(t), Vw(r))

Vamos majorar os termos a direita de (3.98). Primeiramente utilizando a desigualdade de Young

generalizada para 23 > 0 apropriado que serd escolhido posteriormente, obtemos que

A< [ 6)(Cllav(s) P+ 2B aw(e) ) ds

_mquH/ ds+C5/ (s)|Av(s) | ds
< BllAw|]* +Clv] 1%,

Por outro lado, analogamente a (3.93)) e (3.94), obtemos as seguintes desigualdades:

%] <C||Va|*+C[Vw|?

L] < ClVwil > +ClIwll3p 4 1

Por fim, utilizando a limitagdo da energia e desigualdade de Young, obtemos
4] < ClIVw |+ Cllwl3p)-
Substituindo (3.99), (3.100), (3.101) e (3.102) em (3.98)), obtemos

d !
290 =-2(1) +Cllv[1%, +Cllwell* = (5 = B) | Awl®
+CUIVWIP +[Wl5ps1) +CIVaIPZ(0),

—B) > 0, concluimos

N|~

escolhendo 8 > 0 de maneira que (

d i
290 =-2(1) +Callv)%g, +Callwil P +CUVWIP + w5110 +CIIVa|PZ().

Utilizando (3.96)) e (3.103)), temos

d o
1Ze(1) < —(Co = £G3)||Vwi||* — (5 — eCa) 0],

+(ClI V| * —e)Z() + (VW + Iwll3p1).

tomando € > 0 suficientemente pequeno de maneira que

(Cr—eC3)>0 e (%—£C4) >0,

podemos concluir que

d .
S 2e() = —(e=CIVal)Z) +CIVw + w3 p1)-

Além disso, escolhendo € > 0 pequeno em (3.97)), obtemos
1 3

SZ(1) < Ze(r) < 5Z(0).

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)
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Substituindo (3.105) em (3.104)), temos

d
EZS(O +@:Ze (1) < C(||Vw|* + HWH2 (p+1)); (3.106)
onde
2¢e
O, = ?——C||Vut||2

Aplicando o Lema de Gronwall em ([3.106]), obtemos que
Ze(t) < Ze(0)e O - [ HODME (01 5)2+ [ (5) 1))l (3.107)
Por outro lado, utilizando (3.30]), obtemos
! 2
—/ O (r)d7 < —Ze(1—5)+C. (3.108)
N

Assim, de (3.107) e (3.108) concluimos a prova. ]

Lema 3.7. Sob as hipdteses do Teorema o Co-semigrupo {S(t) };>0 correspondente ao problema
(3.10)-(3.2]) € quase-estdavel em qualquer subconjunto limitado e positivamente invariante B C 7.

Demonstracdo. De fato, seja 2" = X,, Y = X. Entao como S(¢) é o operador solu¢do do problema
(3.10)-(3.2)), as condigoes (1.4) e (1.3) sao satisfeitas, devido ao item (iii) do Teorema [3.4]e ao Lema
3.6} respectivamente. O

Agora, segue imediatamente do Teorema[I.52]o seguinte resultado

Teorema 3.8. Sob as hipdteses do Teorema o Co-semigrupo {S(t)};>0 correspondente ao pro-
blema (3.10)-(3.2)) tem um atrator global of C F e, além disso, a dimensdo fractal de <f ¢ finita.

3.4 Sistema Gradiente e Semicontinuidade Superior

Seja K o intervalo fechado [0, 1] e {7} ecx uma sequéncia de nimeros reais tais que

0<n=<7%<n,

onde Y e 71 sdo constantes positivas independentes de €. Associado a sequéncia {7} }¢ck, considera-

mos a familia de problemas abstratos
’un+A%u+zAu+yg (E(u(t),u(0),n")| A%u,

+/ (5)ds+ () = h(),

977 + Uy,
(va) =uo(x), w(0,x)=ui(x), x€Q,
\no(s,x):uo(x)—(p(s,x), (Sax) < [ano) X Q,

(3.109)
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e denotamos por {S¢(f) }eck a familia de Cp-semigrupos associados a e { teek a familia
de atratores globais de {S¢(f)}eck-

Na teoria de sistemas dindmicos, y* € J# é dito um ponto de equilibrio para o semigrupo S() :
A — F se o conjunto {y*} é a 6rbita de uma solugio global constante, ou seja, S(¢)y* = y*, para
todo ¢ > 0. Denotamos por .4~ o conjunto de pontos de equilibrio para o semigrupo S(¢) : 7 — I,
ou seja,

N ={y e Sty =y, Vi >0}.
3.4.1 Sistema Gradiente

Nesta se¢@o provamos que o Cp-semigrupo Sg(¢) associado a (3.109) € gradiente. Temos o seguinte

teorema.
Teorema 3.9. O sistema dindmico (7 ,Se(t)) associado a (3.109)) é gradiente.

Demonstracdo. Afirmamos que o funcional energia E definido em ([3.4]) € uma fun¢do de Lyapunov

para o Cp-semigrupo
Se(t) (o, ur,10) = (W (), (1), %), (o, 1, Mo) € H.
De fato, usando o Teorema [3.4] concluimos que
E(u®(t),uf(t),n"®) énio crescente paratodo (ug,ui,mno) € H. (3.110)

Além disso, segue de (3.109)) a seguinte identidade

d
T EWE @)1 (0).0"0) | + % E@E (), (0.0 V)2 = (T01,0") g BATD)
Suponha que
E(uf(t),u; (t),n"¢) = E(uo,u1,Mm0), Vt>0. (3.112)
Entao
t d e

0= E(MSO)?”IS(Z‘)?nt’S) _E(u()?ul?no) = 0 % [E(us(s)vut (S)vnsvg)] ds.

Combinando a estimativa acima com (3.111)) e (3.112]) obtemos

t t
lE o, m0))* [ Vi (9)|Pds = [ (0% 0% s, Wi 0.
Como (I 1", 0") 4, <0 e ¥ [E (uo,u1,M0)]4||Vuf (t)||*> > 0 para todo ¢ > 0, segue da estimativa
acima que

IVuf (@)1 =0, v1>0, (3.113)

€ consequentemente,
W) =0 e uf(t)=uy, Vi>O0. (3.114)
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Combinando ([3.111]), (3.112)) e (3.113]), obtemos

(TN n") ., =0, Vi>0. (3.115)

Agora, usando ((3.114]) e (3.115) com a segunda equagéo em ([3.109)) concluimos que

n"®=mno, Vi>0.

Finalmente, usando (3.110) e (3.114]) obtemos que o funcional energia E satisfaz (i) e (ii) da
Defini¢do Portanto, (7, S¢(t)) é um sistema gradiente. O

3.4.2 Semicontinuidade Superior

O objetivo desta se¢do serd a prova da semicontinuidade superior para a familia de atratores glo-
bais {9 }¢cx associados a (3.109)).

Para cada € € K fixo, denotamos por .#¢ o conjunto dos pontos de equilibrio para o problema

(3.109)). Em outras palavras,
e = {(4,0,0°) € A+ A%uE +1AuE + /Omg(s)Ane(s) ds + f(u€) — h(x) = 0}.
A familia dos pontos de equilibrios do problema ((3.109)) serd denotada por {4 }eck-
Lema 3.10. A familia {_A¢}¢ck € uniformemente limitada em relacdo a €.
Demonstragcdo. Seja (u®,0,m%) € A¢. Entdo (u®,0,n%) satisfaz a seguinte equagao eliptica:
(—A)0uf +1A%u€ + /Ooog(s)Azns(s) ds+ f(u®) —h(x) =0.
Multiplicando esta equag@o por u® e integrando sobre Q, obtemos
(-8 $ P P+ )+ [ St [ e =0,
Com esta ultima equagdo e (3.11)) concluimos que
(8% A P+ )+ [ Pl [ hotdx < gl (3.116)

Note que,
(”87778)///2 = (u€7u€ - (p)//lz
= [[u®l%s, — (u*, 0).,
= (1=D]|Au||> = (u®, ).,
1
= (1= D>+ S 1%, -
B 1-1
2

1—1 S TR
> A+ 1

1-1
2
1A P+ 21081, + 21l

2 n %2 2 (piﬁz

1
|81+ 91,
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Combinando isso com (|3.116]), obtemos

9 1+! 1
(=) 8 P 8 P4 S0 P+ [ Flu)x— [ moudx < i,

o que implica
E(u®,0,n%) < ulQl,

e, finalmente, utilizando ((3.23)), concluimos que
Q
(6.0, < | 2L
Cl,a,l]

Como consequéncia do Lema e do Lema|l.56{obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.11. A familia {<f¢ }eck € uniformemente limitada em relagdo a €.
Quanto a convergéncia da familia dos Cp-semigrupos Sg (1), temos

Lema 3.12. Seja B um conjunto limitado em 7 e
1Se(2) = So ()| () = sup 1(Se(t) —So())zll~
para cada t > 0. Suponha que
|7e — | — 0 quando € — 0.

Entdo,

|Se(t) = So(t)l|.2(#) — 0  quando € — 0,

uniformemente em subconjuntos compactos de R.

Demonstracdo. Para cada (ug,u1,no) € B, definimos
(u (1), uf (1),m"°) = Se(t)(uo,u1,Mm0), Ve €K, Vtel0,+o).
Denote por E€(r) = E (u®(z),uf(t),n"%) e
u=uf—u’, w=uf-u’ e n=nc-n"
Podemos escrever da seguinte forma:
e +AZu+1Au+ e [EE (1)) 7AZup +T1(1) A0t
+ [ gl (s + 1) = £(u) =0,

o =IN+u,
u(0)=0, u;(0)=0, n°=0,
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onde I1(1) = ¥ [E€(¢)]? — 1[E®(t)]4. Este problema fornece

o ISP+ 18 P+ (P + I | + R EO QIO o
=G(1) +Go(t) + (T 1" ).y
onde
Gi(1) = T1(1) /Q At ) (1,) dx, 1> 0,

Galt) =~ [[[F00.0) ~ £t (e, ) v, 120
Q
Além disso, como E(€) (1) > u|Q| — %]Hth e 0 < y<7,paratodo € € [0, 1], (3.117) implica que

2 2 2 2 2
Zd[ ||( ) M(l’)” +l||AM(Z)|| +||ul(t)|| +”nl||//2:| +C[J,|Q|,Y(),A,1Hvul(t)“ (3118)
—Gl(t)"f’GZ(t)—’—(yntant)//lza
onde Cy o] .2, = W[KIQ| = 7 [|A]P]7 > 0.

Agora, como E€(0) = E°(0) = E(ug,uy,no), para todo € € K, e E(ug,uy,ng) é uniformemente
limitado em B [ver ([3.25))], temos

0,0 (00" < Cg 2, E(1) < Crg  E(0), Ve €K,

€ consequentemente,

IT1(1)| = |(ve — W) [E* (1)) 7+ {[ES())4 — [E°(1))}]
<% = WI[ES (D)) + yogM ' |E(r) — E°(1)] (3.119)
< % = WIE(0)]7 + yogM? ' C|| (u(t),u (t),n")]|
< C{lve =l + 1 (w(t), u (8),n")l
onde M = (u|Q|— 2 ||h|| ) se g <1ouM=E®(0)seqg>1eC éuma constante positiva inde-
pendente de €. Utlhzando e a desigualdade de Young generalizada para § > 0 conveniente

que sera explicito a frente, temos que

1G1(0)] < Co{ 17— 102+ [1(u(), (1), 0" |2 HIVa” |2+ 8| Vi |2, (3.120)

onde C é uma constante positiva independente de €.
Agora, adotando as mesmas técnicas usadas na Etapa 6 [ver ], obtemos a seguinte estima-
tiva:
(G2 ()] < Cll(u(e), e (1),n") 12 (3.121)
onde C € uma constante positiva independente de €.
Como (ﬂnt,n’)///z <0, com base em (3.118]), (3.120) e (3.121) verificamos que

[(=4)2 u(r)||2+l|\Au(t>H2+||ur(r)\|2+||n’|li/zz +(Cu oo — ) Vue (1)
2dt
< C{1%e — 101>+ Cul| (u(t),ur (1), n) 120 HIVeef |,



3.4. Sistema Gradiente e Semicontinuidade Superior 75

onde C e C| sdo constantes positivas independentes de €. Escolhendo 6 < Cyu |19, 0,1, » Obtemos

1d )
5 = [NAY R + 1180(e) P+ o 1) +

< C{%e = W+ Cill (), ue (1), n") |5 I Varf |-

(3.122)

Aplicando a desigualdade de Gronwall e utilizando o fato que u? € L([0, T];X;), obtemos

I(u(e),ue(1),0") |24 < C3e“ |1 — w0l
onde C, e C3 sdo constantes positivas independentes de €, e a prova estd completa. [

Como consequéncia dos resultados obtidos acima, obtemos a semicontinuidade superior da familia

de atratores globais {.2% }¢cx em € = 0. A prova segue como a prova do Teorema

Teorema 3.13. A familia de atratores globais { </; }¢c é semicontinua superiormente em € =0, ou
seja,

dist (e, Ay) — 0 quando € — 0.
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