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RESUMO

GANDOLFI, M. Modelos Skellam Generalizados. 2024. 105 p. Tese (Doutorado em Es-
tatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

Na estatistica aplicada, frequentemente dados de contagem sdo observados em diferentes dreas
de estudo. Devido a grande diversidade dos problemas que resultam nestes tipos dados, torna-se
necessario a proposta de novos modelos. Neste trabalho, propomos generalizagdes da distri-
bui¢do Skellam, cujo suporte consiste do conjunto formado pelos nimeros inteiros (positivos e
negativos), visando explorar também no contexto de modelos de regressdo. Para o processo de
estimacdo e inferéncia dos parametros dos modelos foram consideradas as abordagens classica
(método de maxima verossimilhanga) e bayesiana (Monte Carlo em Cadeia de Markov) para
fins de comparagdo. Especificamente sobre a abordagem bayesiana, que foi mais eficiente
nas propostas aqui apresentadas, utilizamos uma variante do algoritmo Hamiltoniano Monte
Carlo, que consiste na reformulacdo das equagdes de Hamilton ao introduzir uma componente
estocdstica na equagdo do gradiente, derivando o algoritmo Gradiente Estocdstico Hamiltoniano
Monte Carlo. Para ilustragdes dos modelos propostos, apresentamos as analises de conjuntos de
dados referentes a dois problemas reais (total de 3 conjuntos de dados): no primeiro problema
foi considerado um conjunto de dados correspondente as observagdes da variacao semanal da
pontuacgdo do Ibovespa, isto &, a diferenca de preco, medida em ticks (centavos) do dia atual com
relacdo ao dia anterior, no periodo entre janeiro de 2000 e dezembro de 2022. Os valores estima-
dos para o parametro p, caracterizaram o conjunto de dados como inflacionado de observacoes -2
(ticks); no segundo problema, foram considerados dois conjuntos de dados, correspondentes aos
valores das diferencas entre partidas ganhas e partidas perdidas pelos times na temporada regular
de 2022-2023 da National Basketball Association, em cada conferéncia (Leste e Oeste). Os
critérios de selecdo indicaram para o modelo k-MS com k = —12 como o mais bem ajustado para
a conferéncia Leste, enquanto para a conferéncia Oeste, o valor indicado foi k = —38. Diante
dos bons resultados, tanto os modelos k&-MS quanto os k-IS demonstraram ser boas alternativas

para explicar o comportamento de dados com valores inteiros.

Palavras-chave: Distribui¢do k-Modificada; Inflacdo; Deflacdo; Abordagem Bayesiana; Gradi-

ente Estocastico Hamiltoniano Monte Carlo.






ABSTRACT

GANDOLFI, M. Generalized Skellam Models. 2024. 105 p. Tese (Doutorado em Es-
tatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

In applied statistics, counting data are often observed in different areas of study. Due to the great
diversity of problems that result in these types of data, it is necessary to propose new models. In
this work, we propose generalizations of the Skellam distribution, whose support consists of the
set formed by integers (positive and negative), aiming to also explore in the context of regression
models. For the process of estimating and inferring model parameters, the classical (maximum
likelihood method) and Bayesian (Markov Chain Monte Carlo) approaches were considered for
comparison purposes. Specifically regarding the Bayesian approach, which was more efficient
in the proposals presented here, we used a variant of the Hamiltonian Monte Carlo algorithm,
which consists of reformulating Hamilton’s equations by introducing a stochastic component
into the gradient equation, deriving the Stochastic Gradient Hamiltonian Monte Carlo algorithm.
To illustrate the proposed models, we present the analyzes of data sets referring to two real
problems (3 datasets in total): In the first problem, a set of data corresponding to observations of
the weekly variation of the Ibovespa score was considered, that is, the price difference, measured
in ticks (cents) of the current day in relation to the previous day, in the period between January
2000 and December 2022. The estimated values for the parameter p characterized the data set as
inflated with observations -2 (ticks); In the second problem, two sets of data were considered,
corresponding to the values of the differences between games won and games lost by teams in
the 2022-2023 regular season of the National Basketball Association, in each conference (East
and West). The selection criteria indicated the k-MS model with kK = —12 as the best adjusted
for the Eastern conference, while for the Western conference, the indicated value was k = —38.
Given the good results, both the k-MS and the k-IS models proved to be good alternatives to

explain the behavior of data with integer values.

Keywords: k-Modified Distribution; Inflation; Deflation; Bayesian approach; Stochastic Gradi-

ent Hamiltonian Monte Carlo.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Estudos envolvendo dados de contagem sdo recorrentes em vérias dreas de conhecimento
e algumas distribui¢des discretas padrao sdo comumente usadas na modelagem desse tipo de
dados. Porém, para determinados conjuntos de dados, algumas observagdes podem registrar
frequéncias diferentes das frequéncias esperadas obtidas com as distribuicdes tradicionalmente
usadas, tornando inadequado o uso destas. Explorar os dados sem levar em conta essa particulari-
dade € inapropriado e pode acarretar em tomadas de decisdes erroneas. Essa € uma problematica
que tem sido discutida por muitos autores nas tltimas décadas, gerando metodologias alternativas
para esse cendrio (SINGH, 1963), (PANDEY, 1964), (SINGH, 1965), (GERSTENKORN, 1979).

Trabalhos pioneiros da drea concentram-se em abordagens para modelar a inflagdo de
zeros. Quando um conjunto de dados possui a observacao zero com uma frequéncia maior que
a esperada ao considerar uma distribui¢do discreta padrao, é chamado de zero-inflacionado.
Umbach (1981), um dos precursores no tema, prop0s a distribui¢do de Poisson Zero-Inflacionada,
assumindo uma mistura entre uma distribuicao degenerada no zero e uma distribui¢do de Poisson.
Em um contexto mais amplo, além da inflacdo de zero, Dietz e Bohning (2000) considerou o
caso de deflacdo de zeros. Ou seja, quando a frequéncia de zero € menor que a esperada, sendo os
conjuntos de dados referenciados como zero-deflacionados. Estes autores consideraram também o
modelo de Poisson Zero-Modificado, um modelo geral, adequado para explicar o comportamento
dos dados de contagem sem exigir qualquer conhecimento prévio sobre a discrepancia (alta
ou baixa) na frequéncia de zero. Além deste, o trabalho de Conceicao (2013) € um exemplo
de como as pesquisas na area progrediram ao longo dos anos. A ideia da zero-modificagdo é
estendida para distribuicdes discretas pertencentes a familia Série de Poténcia, que engloba
vérias distribui¢cdes com suporte nos nimeros naturais, denominada de familia de distribuicdes

Série de Poténcia Zero-Modificada.

Em outra conjuntura, o que também € muito evidente em problemas praticos, sdo casos

em que a alteracao na frequéncia da observagdo ocorre para algum valor diferente de zero, dito
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k. Como exemplo, um problema descrito por Pandey (1964) em um experimento para analisar
a quantidade de flores da planta Primula veris. Verificou-se que o nimero de plantas com oito
flores era muito superior ao das outras quantidades de flores observadas. Isso levou o autor ao
uso da distribuicdo de Poisson inflacionada no ponto kK = 8. Em Murat e Szynal (1998) € descrito
o problema da ruina do jogador com dois jogadores, um dos quais (jogador A) € infinitamente
rico, e o outro (jogador B) comeca com ky unidades monetarias. Ao considerar o conjunto
formado pelo nimero de jogos perdidos conjuntamente por estes dois apostadores contra um
terceiro oponente infinitamente rico (jogador C), sem saber qual deles ganhou o jogo (jogador
A ou jogador B), € inflacionado no ponto kg. Neste sentido, os autores estudaram a classe de
distribuicdes Séries de Poténcias modificadas inflacionadas, com a inflagdo podendo ocorrer em
qualquer um dos pontos do suporte (k inflacdo). Buscando uma familia de distribui¢cdes mais
geral, Carvalho (2017) estendeu esta ideia da zero-modificacdo para uma observagdo qualquer
k, fornecendo uma ampla familia de distribui¢des discretas, denominada Série de Poténcia
k-Modificada, a qual inclui a familia de distribui¢des Série de Poténcia Zero-Modificada como
caso particular (k = 0), capaz de ser utilizada para modelar adequadamente conjuntos de dados

k-inflacionados ou k-deflacionados.

Em contrapartida, pouco se é explorado sobre aspectos de modelagem/distribui¢cdo
modificadas para dados que correspondem a valores inteiros positivos € negativos (o conjunto
dos inteiros). No voleibol por exemplo, é comum as anélises serem feitas a partir de conjuntos
de dados que representam as diferencgas entre as pontuagdes (nimero de sets vencidos) de
uma equipe com seus adversarios no decorrer de um torneio. Um exemplo real é descrito por
Ntzoufras, Palaskas e Drikos (2019), em que o conjunto das diferencas entre as pontuagdes
¢ {—3;—2;—1;1;2;3}, correspondendo a pontuagdes {0 —3;1 —3;2—3;3—-2;3—1;3 -0},
respectivamente. Ao analisar estes dados no contexto de k-modificagc@o, poderiamos avaliar, por
exemplo, o caso de deflacdo no ponto k = 3, que seria consequéncia de uma equipe com poucas
partidas finalizadas com vitdria nos trés sets. Explorando ainda possiveis conjuntos de dados
no voleibol, pode ser de interesse analisar a diferenca entre os pontos obtidos pelas equipes em
cada set e, por exemplo, podemos ter os seguintes resultados hipotéticos pelos times em um
determinado confronto: 25 x 23, 25 x 18, 20 x 25, 26 x 28 e 15 x 13, que definem o conjunto
de diferencas {2,7,—5,—2,2}. Para esta situacdo, temos a possibilidade de casos de infla¢do
no(s) ponto(s) k = —2 e/ou k =2, uma vez que a diferenca minima entre as pontuagdes para o
encerramento do set precisa ser de dois pontos. Cabe ressaltar também que, para esta situagao,

ndo ha chance de ocorréncia das observagdes -1, 0 e 1 (probabilidades nulas).

No contexto de modelagem de varidveis aleatérias cujo suporte é formado por niimeros
inteiros (positivos e negativos), uma das distribui¢des de probabilidade promissoras € a distribui-
cao Skellam, também conhecida na literatura como distribui¢do da diferenga de duas Poisson. A
distribui¢ao Skellam foi proposta inicialmente por Irwin (1937) e posteriormente generalizada
por Skellam (1946). Irwin (1937) introduziu a distribuicdo da diferenca entre duas varidveis

aleatdrias independentes, cada uma com distribui¢do de Poisson, e considerando médias iguais.
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Depois de uma década, Skellam (1946) desenvolveu a distribuicao para o caso da diferenca entre
duas Poisson com médias diferentes. Embora a distribuicdo de Skellam tenha sido originalmente
derivada como a diferenca de duas varidveis aleatdrias independentes de Poisson, também pode
ser derivada como a diferenca de distribui¢des que possuem uma estrutura varidvel latente
trivariada especifica. Isso implica que podemos derivar a distribui¢do Skellam como a diferenca
de outras distribui¢des, o que motiva seu uso em vdarios casos (KARLIS; NTZOUFRAS, 2006).

Publicacdes de estudos envolvendo a distribui¢do Skellam passaram a ser mais frequentes
a partir do inicio deste milénio. No trabalho de Hirakawa, Bagai e Wolfe (2009), os autores traba-
lham com a distribuicdo Skellam em uma abordagem que consideram promissora para a redugdo
de ruido em medidas correspondentes a dados vindos de comunicagdes digitais, processamento
de sinais, astronomia e aplicagdes de imagem por ressonincia magnética. Alzaid e Omair (2010)
usam as propriedades da fungdo Bessel modificada do primeiro tipo, para obter as estimativas
de maxima verossimilhanca dos parametros da distribuicdo Skellam. Também discutem sobre a
propriedade de distribuicao assintdtica das estimativas de mdxima verossimilhanga e apresentam
formas alternativas para a funcao de massa de probabilidade da distribuicao Skellam. Tratam apli-
cacdes com dados da bolsa de valores da Ardbia Saudita e do hospital Dallah. Em outro trabalho,
Alzaid e Omair (2014), a distribui¢do Skellam € usada para modelar séries temporais com valores
inteiros (com possibilidade de valores negativos) e correlagdes positivas ou negativas. Os autores
introduziram o modelo autorregressivo com valores inteiros de diferenca de Poisson, que pode
ser utilizado como uma ferramenta para modelar dados de contagem nao estaciondrios. J4 em
Koopman, Lit e Lucas (2017), um modelo dinAmico Skellam € usado para medir a volatilidade
estocdstica de mudancgas discretas de alta frequéncia no preco de agdes. Com foco no estudo
de previsdo da volatilidade intra-didria, mostram que o modelo dindmico Skellam modificado

fornece previsdes mais precisas em comparacdo com abordagens alternativas de modelagem.

A primeira modificagdo da distribuicao Skellam foi apresentada por Karlis e Ntzoufras
(2006). Embora eles propusessem originalmente uma distribui¢do Skellam modificada com
uma probabilidade mais alta (inflacionada em zero) de observar ¥ = 0, seu método pode ser
facilmente adaptado para acomodar uma probabilidade mais baixa (deflacionada em zero) de
observar Y = 0. Em Karlis e Ntzoufras (2008), os autores apontam que o tradicional uso da
distribuicao de Poisson como abordagem de modelagem para descrever o nimero de gols
no futebol, pode ser questiondvel em casos de superdispersdo nos dados observados. Como
alternativa, trabalham diretamente com a diferenca do niimero de gols, usando a distribuicao
Skellam numa metodologia bayesiana. Também abordam um modelo Skellam inflacionado de
zero que possa acomodar o excesso de empates nos jogos. Um artigo recente, Conceicdo, Suzuki
e Andrade (2020) apresentam a distribui¢ao Skellam Zero-Modificada (ZMS) , introduzindo
também no contexto de modelo de regressao. Duas relevantes aplicagdes sdo apresentadas, uma
delas com dados de registros de convulsdes de pacientes epilépticos, visando analisar o efeito
de uma nova droga ministrada em relacdo ao grupo placebo. Na outra aplicagc@o, consideraram

municipios do Estado da Bahia (Brasil) com Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) superior
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a 0,65, dos quais foram analisadas a diferenca entre os nimeros de notificacio de casos de aids

nos anos de 2015 e 2016, tendo o IDH como varidvel explicativa.

A relevancia em promover o debate de modificagdes nas probabilidades de distribui¢cdes
com suporte nos nimeros inteiros, se dd diante do entendimento de que distribuicdes discretas
adequadas para tais medidas ainda s@o pouco difundidas, visto que dados com valores inteiros
ocorrem na medicina, na economia, na agropecudria, na inddstria, no esporte e em vdrias outras

areas.

1.0.1 Objetivo

O objetivo deste trabalho € estender a ideia da modifica¢do na probabilidade para além
da zero-modificacdo na distribui¢do Skellam. Isso, introduzindo generalizacdes da distribui¢ao
Skellam, em que uma massa de probabilidade € transferida para um ponto k e, posteriormente,
para dois pontos k; e k. A partir das generalizacdes, se define uma etapa imprescindivel,
que € a constru¢do de modelos de regressao para as generalizagcdes da distribuicdo Skellam.
O procedimento de estimacgdo e inferéncia dos parametros dos modelos foram apresentados
considerando duas abordagens para fins de comparacao: a abordagem cldssica, via método de
maxima verossimilhanca; e também a abordagem bayesiana, a partir da classe Monte Carlo
em Cadeia de Markov, utilizando uma variante do algoritmo Hamiltoniano Monte Carlo que
consiste na reformulagdo das equagdes de Hamilton ao introduzir uma componente estocastica
na equacdo do gradiente, derivando o algoritmo Gradiente Estocdstico Hamiltoniano Monte
Carlo.

1.0.2 Organizacao do trabalho

Seis topicos compdem a estrutura deste trabalho: no Capitulo 2 sdo apresentados con-
ceitos preliminares necessarios para o desenvolvimento do trabalho. Dentre eles, a distribuicao
Skellam com suas principais propriedades. No Capitulo 3, sdo introduzidas generalizacdes da
distribuicao Skellam, versao hurdle e suas propriedades estruturais. No Capitulo 4 é apresentada
a constru¢do do Modelo Skellam k-Modificado e sua versdo hurdle. Sdo utilizadas as abordagens
cldssica e bayesiana para o processo de estimacdo e inferéncia dos pardmetros, com as quais
sdo realizados estudo de simulacao, aplicacao com dados artificiais e aplicagdes a dados reais.
O Capitulo 5 é destinado a0 Modelo Skellam k; e k» Inflacionado. E apresentado o processo
de estimacao e inferéncia dos parametros do modelo adotando uma abordagem bayesiana, com
estudo de simulacdo, ilustracdes da aplicacdo do modelo com dados artificiais e dados reais. No

Capitulo 6 sdo feitos os comentdrios finais e apresentadas as propostas futuras.
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CAPITULO

CONCEITOS E NOTACOES PRELIMINARES

GeneralizacOes da distribuicdo Skellam podem ser construidas a partir da modificacdo
das probabilidades da distribui¢ao Skellam tradicional. Antes de introduzir as distribui¢cdes mais

gerais, apresentamos algumas definicdes necessdrias para desenvolvimento do trabalho.

2.1 Distribuicao Skellam

Seja (X1,X>) um par de varidveis aleatérias discretas, em que X; = W +Ws e X, =
W, + W3 de modo que W) e W, sdo independentes e W;, i = 1,2, segue uma distribuicao de
Poisson com parametro 6; > 0 (W ~ P(60;) e W, ~ P(6,)), e W3 segue qualquer distribui¢do. A
varidvel aleatdria Y = X| — X, tem distribui¢do Skellam, cuja fun¢do de massa de probabilidade

(FMP) é dada por:

y

_ 01 ?
75 (7:61,6) = e~ (%) (—1) 1, (2v/600,), vez. @.1)

emqueZ={...,—1,0,1,...} é o suporte da varidvel Y; e J,(§) ¢ a funcdo de Bessel modificada

do primeiro tipo de ordem y e argumento &, dada por:

vy 2J
o= (5) T 2 e=ona

) N ‘7
o)

para todo y € Z, temos J_(§) = J,(&). Para mais detalhes ver Arfken, Weber e Harris (2013).

Notacio: Y ~ Skellam(6,,6,).

A média e a variancia de Y sdo, respectivamente, t = 0; — 6, e ¢ = o’ = 0, + 6,.

Usando a Desigualdade Triangular, temos |6; — 6;| < 6; + 6, e, portanto, |u| < ¢.

Alzaid e Omair (2010) usam as propriedades da funcdo Bessel modificada do primeiro

tipo, para obter as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros da distribuicdo Skellam.
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Também discutem sobre a propriedade de distribui¢io assintética dos estimadores de méxima
verossimilhanca e apresentam formas alternativas para a funcdo de massa de probabilidade da

distribui¢dao Skellam.

2.1.1 Uma Reparametrizacao da Distribuicao Skellam (6;,6,)

Como o objetivo do nosso estudo é também incluir o contexto de modelos de regressao,
€ conveniente reparametrizar a distribui¢do Skellam em termos da média e da variancia. Sendo
assim, a partir da média da varidvel aleatéria com distribui¢ao Skellam (¢ = 6; — 6,), podemos

escrever

Y

0 =u+6;
0, =6 —u

e substituindo 0; e 6, nas equacdes dadas pela variancia (¢ = 0y + 6;) temos:

{ 61=0¢—-06, N { 0=¢—-6,+u

0, =¢—6 h=0—u—06)
e
= 9_¢_N 2.2)
p =

Para reescrever a FMP dada em (2.1) em termos da média u e da varidncia ¢, iremos

considerar 8, e 6, dado em (2.2) e substituir em (2.1). Assim, temos:

wono = ol (457)- () ()5 (45 ()
_ exp{—¢—u2—¢+u}(2jz)2jy<2\/¢2—¢u:¢u—u2)’

e, portanto, a distribui¢cdo Skellam reparametrizada em termos da média e da variancia ¢ €

T (s, 9) =exp{—9¢} (H)z% (\/ ¢2—u2), y € L. (2.3)

Notacdo: Y ~ Skellam(u, ).

dada por:

Observacao 2.1. Se Y for uma varidvel aleatéria com distribui¢ao Skellam com média u e

variancia ¢ > 0, entdo a FMP de Y pode ser escrita por:

ws(viit, ) = g(p, @) f (v, 9), yEZ,

1

em que g(K, 9) = (H) ¢ it 9) :exp{—mﬂy( ¢2—u2)-
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2.1.2 Propriedades da Distribuicao Skellam

Propomos o uso da distribui¢do Skellam para desenvolver novas distribuicdes e construir
modelos de regressao. Para isso, é fundamental estudar as propriedades da distribui¢cdo Skellam
tradicional. Baseando-nos na literatura existente sobre essa distribuicdo, apresentamos a seguir
algumas de suas propriedades mais relevantes. Para mais detalhes sobre essas propriedades,

recomendamos consultar os trabalhos de Karlis e Ntzoufras (2008), Alzaid e Omair (2010).

Proposicao 2.1 (Propriedade da Soma). Sejam Y; e Y, varidveis aleatorias independentes com
distribuicao Skellam, tais que Y| ~ Skellam(0;,6,) e Y, ~ Skellam(6s,0,). Entdo, a soma
Z =Y+ Y, também tera distribuicdo Skellam, cujos parametros sdo 0; + 63 € 6, + 04, isto €,
Z ~ Skellam(6, + 63,0, + 04).

Demonstracdo. Considere 6 = 0; + 63 ¢ 0; = 6, + 6;,. A FMP da varidvel aleatéria Z ~
Skellam(6y, 65) é dada por:

n(z;0) = exp{—(9f+92*)} <g§>232 (2@)

0; + 63
6, + 64

= exp{—(91+93)—(92+94)}< >§JZ<2\/(91+63)(92+64)), (2.4)

para todo z € Z, em que @ = (0, 6>, 63, 0,4) é o vetor de pardmetros associado a Z. Assim, temos

que:

PW'=06{—6;=(6+65)—(6:+64) e 9" =6{+6;=(61+63)+(62+064)

(61+63) =pu"+(62+64)
(92 + 94) = (91 + 93) — ,LL>'<

A partir de u*, podemos escrever { e substituindo na

variancia ¢*, temos:
{ (61 +63) -

=9 = (646, _ [ 61=0"—(61+6;—p")
(6,4 64) = 0"

(91+93) 92:¢*—(H*+92+94)
91—1—93:(]) tH
6,4+ 6, = 5

Reescrevendo a (2.4) em termos da média u* e da variancia ¢, temos:

oo = el (U3 () ()
(3552 ()

= exp{—¢*}(zijﬁz)zﬂz( (¢*)2—(u*)2), z€Z.  (2.5)
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Observe que (2.5) é a FMP e € equivalente a fun¢do dada em (2.3). O

Nota: Ao considerar uma amostra aleatéria de n de varidveis aleatoérias independentes de

n

Y ~ Skellam(6,,6,), ou seja Y; ~ Skellam(0,6,), i = 1,2,...,n, temos que Z, = ZY,- ~
i=1

Skellam(n6),n6,) e se aproxima de uma distribui¢éio normal rapidamente (KARLIS; NTZOU-

FRAS, 2006).

Proposicao 2.2 (Propriedade da Diferenca). Sejam Y e Y, varidveis aleatdrias independentes
com distribui¢do Skellam, tais que Y; ~ Skellam(6;,6,) e Y, ~ Skellam(63, 6y). Entdo, a dife-
renca Z = Y| — Y, também terd distribuicdo Skellam, cujos pardmetros sao 6, + 04 e 6, + 63, isto
¢, Z=Y| —Y, ~ Skellam(6, + 64,6, + 63).

Demonstragcdo. Andloga a demonstracdo da Propriedade da Soma. ]

Proposicao 2.3 (Coeficiente de Assimetria de Fisher). Para uma varidvel aleatoria Y ~ Skellam(6y,6,),

0, -6
o coeficiente de assimetria de Fisher € dado por Ay = 1—23
(91 + 92) 2
s - . o . ) M3
Demonstragdo. Por defini¢do, o coeficiente de assimetria de Fisher é dado por A = )3 ,
M>)2

em que M, denota o r-ésimo momento central (obtido a partir da r-ésima derivada sucessiva da

fun¢do geradora de momentos My (t) e fazendo t = 0).

A My (t) da distribuicio Skellam tem a seguinte forma:
My (1) = exp[— (61 + 62) + O1¢' + Bre™"].

Calculando a segunda e a terceira derivada de My (¢) e substituindo na equagéo para Ar, obtemos

6, —6,

Ap = ————.
(91 —{—92)?

]

Nota 1: A assimetria € determinada pelo sinal de 6; — 6,. Portanto, para todo 6, > 6,, a assimetria
€ positiva ou a direita; quando 0; = 6, tem-se simetria; para todo 0; < 65, a assimetria é negativa

ou a esquerda.

Nota 2: Para grandes valores de 0; + 6,, a distribui¢do pode ser suficientemente aproximada
pela distribui¢do normal. Se o parametro 6, for muito proximo de 0, entdo a distribui¢do tende
a uma distribuicao de Poisson. No caso em que o parametro 0; se aproxima de 0, existird uma

distribui¢do de Poisson no eixo negativo.

Uma outra propriedade interessante sobre simetria é dada por 7 (y; 01, 602) = w,(—y; 62, 6)
(ALZAID; OMAIR, 2010).
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Proposic¢ao 2.4 (Coeficiente Momento de Curtose). Para uma varidvel aleatoria Y ~ Skellam(6y, 6,),

. 1
o coeficiente momento de curtose € C,, = 3 + .
6+ 6,
~ i . , My
Demonstragdo. Por definicdo, o coeficiente momento de curtose € dado por C,, = W, em
2

que M, denota o r-ésimo momento central. Sendo a fun¢do geradora de momentos da distribui¢do
Skellam My (t) = exp[— (61 + 6») + 1€’ + 62¢7'], calculando a segunda € a quarta derivada de
My (¢) e substituindo na equag@o da defini¢do do C,,;, obtemos:
_14+3(61+6) 1

C, = =3+ .
" 0, +6, 6,+6,

]

Nota: Para valores grandes de 0; e 0,, isto €, 6 — 4o e 8, — +oo, 0 coeficiente momento de
curtose tende para 3 (ALZAID; OMAIR, 2010).

2.2 Distribuicao Skellam k-Subtraida

A partir da distribuicao Skellam, podemos definir uma distribui¢ao para uma varidvel
aleatéria em que um determinado valor &, k € Z, tem probabilidade zero de ser observado.
Para esta nova varidvel aleatoria, denotamos o suporte e a FMP por Z;_y e T, (y;u,9),

respectivamente.

Teorema 2.1. Considere Y uma varidvel aleatdria cujo suporte € definido pelos niimeros inteiros,

Z. A fungdo 7, . (v;u,¢), construida ao remover do suporte Z o inteiro k (k € Z), é dada por:

(v 1, @) (1—
1 _ﬂs(k;“7¢)

em que /[, (y) é uma funcéo indicadora, com Ly, (y)=1,sey=ke Ly, (y) =0, sey#k, e pode

ﬂk—ss()’;.uaq)) = I{k}()’))a y € Z,

ser escrita de forma equivalente por:

T (y; 14, 9)

T (Vi1 0) = ma

Y € Ly (2.6)
Entdo, 7, . (y; 1, ¢) é uma FMP.

Demonstragcdo. A Equacdo (2.6) ¢ uma FMP se

(i) m,_(;1t,9) >0, paratodoy € Zy_yy; €

(i) Z T (iu,0)=1.

YEL{ 1y



30 Capitulo 2. Conceitos e Notagdes Preliminares

Para provar (i), é suficiente notar que

mo(yiu, 9)
- ﬂs(k;uaq))

uma vez que 0 < 7 (y; 4, ¢9) < 1 para todo y € Z (incluindo y = k, usado no denominador da

>0

fracdo). Portanto, 7, s (y;it,¢) > 0, paratodo y € Z;_y.

A fim de provar (ii), temos:

1

> om i, g) = —x(eme) > m(viu,9)
YEL{ 1y SN yely gy
1
- (1-m(ku,¢)) =1
AT
Portanto, 7, . (v;1,¢) é uma FMP. O

Defini¢do 2.1. A fungio m, . (y;u,¢) dada em (2.6) é denominada distribui¢do Skellam k-

Subtraida (k-SS) .

k—SS

Notacdo: Y ~ k-SS(u,9).

Vale ressaltar que o termo k-subtraido € utilizado para representar a retirada do valor
k do suporte da varidvel aleatdria com distribui¢ao Skellam. Ou seja, se Y ~ k-SS(u,¢), a
probabilidade do evento Y = k é zero. Este é um conceito diferente daquele empregado para
distribui¢des truncadas (por exemplo, distribui¢do truncada em k), onde a probabilidade € nula

para todos os valores menores ou iguais a k.
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CAPITULO

GENERALIZACOES DA DISTRIBUICAO
SKELLAM

3.1 Distribuicao Skellam k-Modificada

Considere a situagdo em que a frequéncia da observagdo k (conhecida) em um conjunto
de dados do processo Skellam € maior (ou menor) do que o esperado pelo processo. Esse tipo
de conjunto de dados é considerado k-inflacionado (ou k-deflacionado) e, em tais situagdes, a
suposicao da distribuicao Skellam tradicional ndo € adequada. Nesse sentido, € possivel construir
distribui¢des de probabilidade com modifica¢des principalmente na probabilidade da observagdo
k(keZ).

Desse modo, considere Y uma varidvel aleatéria definida nos inteiros (positivos e ne-
gativos, Z). A distribuicao Skellam k-Modificada pode ser construida a partir da distribui¢ao

Skellam tradicional, como apresentado no Teorema 3.1.

Teorema 3.1. Seja w,_, . (y; U, ¢, p) uma fungdo definida por:

Tews Vil @, p) = (1=p)L,, (V) + prs(v:it,9), y€Z, (3.1)

em que p é o parametro responsavel por modificar as probabilidades da distribuicao Skellam

tradicional, de modo que

|
0o<p< —
_p_l—%

. 32
(kip,9) -2

Entdo, 7, (y; i, ¢, p) é uma FMP.

Demonstragdo. Se «,_,,.(y; 1, ¢, p) é uma FMP, as seguintes propriedades devem ser satisfeitas:

(i) m_,s(v;,9,p) >0, paratodoy € Z; e
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(ii) an—Ms(y;uv(P?p) =1.

YEZ

Caso (i):

Para que (i) possa ser comprovada duas situa¢des devem ser consideradas: a primeira, se

y = k; e a segunda, se y # k.

(i.1)Sey=k,entdo I, (y)=1e

nk—MS(k;.u?(P?p) =1 —p—l—pﬂs(k;,ll,q)) =1 —p(l —”s(k#%(]))-

Como0<p< ,segue que 0 < p(1 —m (k;u,9) < 1. Logo,

I —my(k;p, 0)

0<7 skt 9,p) <1

(i.2) Para todo y # k, temos que Ly, (y)=0e

Ty s, 0,p) = prE(yip, 9).

Uma vez que 7 (y; u,9) > 0, temos que &, (v; 10,9, p) > 0.

Desta forma, de (i.1) e (i.2) segue que &, ,, (y: 1,9, p) > 0 paratodo y € Z.

Caso (ii):
Para provar (if), € suficiente notar que

> T s 9,p) = (1=p)+pY m(:u,9)

VEZ VEZ
= (I=p)+p=1

Portanto, #,_, . (y; 1,9, p) é uma FMP. ]

k—MS

Vale ressaltar que o pardmetro p na fungdo 7, . (v; i, @, p) pode assumir valores maiores

que 1, o que a torna diferente das distribuicdes de mistura comumente encontradas na literatura.

Definiciio 3.1. A funcdo m_,, . (y;i,¢,p) dada em (3.1) é denominada distribuigdo Skellam
k-Modificada (k-MS).

Notacdo: Y ~ k-MS(u, ¢, p).

Cabe mencionar que a nova distribui¢do k-MS € uma generalizacdo da distribuicio ZMS

proposta por Conceicdo, Suzuki e Andrade (2020), sendo essas equivalentes quando k = 0.
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3.1.1 Casos Particulares da Distribuicdo k-MS (i, ¢,p)

Diferentes valores de p (o qual controla a probabilidade da observagdo k) podem levar a
diferentes caracterizacdes da distribui¢do k-MS. Em termos praticos, isso acarretard na propor¢ao

de observagdes k presentes nos dados amostrais.

A proporg¢do adicional ou de escassez da observacdo k é dada por:

T ws(ks i, 0,p) =g (ks,0) = 1—p+prg(ksp, o) —m(k;u,¢)
= l-p—ny(k;u,9)(1-p)
= (I-p)(1 —7ms(k; i, 9)). (3.3)

Assim, ao considerar diferentes valores de p (0 < p < 1/(1 —m (k; 1, ¢))), temos dife-

rentes casos particulares da distribui¢do k-MS, como descrito nos Coroldrios abaixo.

Corolario 3.1. Quando p =0, 7_,, (v; 14,9, p) € uma distribui¢do degenerada com toda massa

no ponto k.

Demonstragdo. Para p =0 em (3.3), m_, (k;u,9,p) — mg(kspu,¢) = 1 — my(k; 1, ¢). Logo,
T ys(kii,9.p) = 1. u

Corolario 3.2. Paratodo 0 < p <1, w_, (y;i,9,p) € a distribuicdo Skellam k-Inflacionada

(k-IS), a qual tem uma proporg¢ado adicional de k.

Demonstragdo. Paratodo 0 < p < 1em (3.3), temos que (1 — p)(1 — m,(k; 1, ¢)) > 0. Portanto,
nk—MS(k;.u*J¢7p)>7r5<k;.u*7¢)- D

Corolario 3.3. Quando p=1,7_,  (y;i,9,p) é a distribuicdo Skellam usual.

k—MS

Demonstragdo. Parap=1em (3.3), 7, (k;u,¢9,p)—m(k;,9)=0.Logo, x_, (k;u,¢,p)=
7y (kL. ). 0

1

_— 7
=) !
k-Deflacionada (k-DS), a qual tem uma proporc¢ao de escassez de k.

Corolario 3.4. Paratodo 1 < p < y;u, ¢, p) é a distribuicdo Skellam

1
Demonstracdo. Paratodo 1 < p < T r (ki 9) em (3.3), temos que (1 —p)(1 -7 (ks i, 9)) <
— my(k; 1,
0. Portanto, 7, (k;u,9,p) < mw(k; 1, 9). O
1
Corolario 3.5. Quando p = W Tt ,s(viu, ¢, p) é uma distribui¢do k-SS.
1
Demonstragdo. Parap= T—7(ap, ) em(3.3), m_, (ks 11,9, p) — (ks p, ) = — s (ks i, @)
O que implicaem «,_ . (k; 1,9, p) = 0. O
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Tendo conhecimento dos Coroldrios 3.1 - 3.5, ao ajustar a distribuicdo k-MS aos dados
amostrais, a estimativa do parametro p possibilita identificar em qual dos casos particulares o
conjunto de dados se enquadra e, consequentemente, a sua caracterizagdo com relacao ao tipo de

k-modificagdo.

3.1.2 Propriedades Estatisticas da Distribuicao k-MS (u,¢,p)

No estudo de uma distribui¢c@o de probabilidade € essencial compreender as propriedades
estatisticas. Dessa forma, algumas propriedades importantes da distribui¢ao k-MS sao descritas a

seguir.

Formalizando, considere Y uma varidvel aleatdria definida sobre Z, com distribui¢cao de
probabilidade dada em (3.1). E interessante listar as propriedades estatisticas de ¥ em funcdo da

distribui¢do Skellam tradicional.
Corolario 3.6 (Funcdo de Distribuicdo). A fungdo de distribuicdo de Y, F,, é dada por:

B pF(b), seb<k
FY(b>_{ 1-p(1—F(b)), seb>k,

em que F(b) é a funcdo de distribui¢do da Skellam tradicional no ponto b, para todo b € Z.

Demonstragdo. Por defini¢do de fungdo de distribui¢do, temos:

Fb) =P <b) = S {(1=p)l 0)+pmlp,0)}

yy<b
= D (= () + ) pm(yin.9)
yiy<b yiy<b

= (1=p) 21y 0) + P (),

yiy<b
YV b € Z. Portanto,

F

Y

(b) = pF(b), seb<k
| 1=p(1=F®)), seb>k

]

Corolario 3.7 (Fun¢ao Geradora de Probabilidade). A fun¢do geradora de probabilidade de Y,
G, , € dada por:

G,(z) = (1-p)& + pG(z),

para todo z tal que G(z) existe, em que G(z) é a fungéo geradora de probabilidade da distribui¢do
Skellam tradicional.



3.1. Distribui¢do Skellam k-Modificada 35

Demonstragdo. Por definicdo de funcdo geradora de probabilidade, temos:

G,()=EE) = 32 {(1=p)y () +pr:m.0)}

VEZ
= > 2 =p )+ _2pay:u, )
yZ VEZ

= (1-p)&+p>_ 2pry(y:u,0)
VEZ

= (1-p)Z+pG(z).

[
Corolario 3.8 (Fungdo Caracteristica). A funcdo caracteristicade Y, ¢,, ¢ dada por:
¢, (1) = (1-p)e” + po(r),
em que @(t) é a fungdo caracteristica da distribui¢do Skellam tradicional.
Demonstracdo. Por definicdo de funcdo caracteristica, temos:
Q) =E(™) = ) " {(1 =)y () + ps(ys 1, ¢>)}
yEZL
= > (U =p), () +p> Ty, 9)
YEZL yeEZ
= ¢™(1-p)+po().
[

Coroléario 3.9 (Funcdo Geradora de Momentos). A fungdo geradora de momentos de Y, M, , é

dada por:
M, (1) = ¢*(1 = p) + pM(t),

para todo ¢ tal que M(¢) existe, em que M(t) é a fungdo geradora de momentos da distribuicdo

Skellam tradicional.

Demonstragdo. Por definicdo de fun¢do geradora de momentos, temos:

My =E() = 3 {(1=p)y () + pmy(vip.9) }

YEZ
= > PU=p), () +p) " m(y:u,9)
YEZ yEZ

= A —p)+pM(2).
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Ao derivar sucessivamente M, (¢) em relagio a 7, obtemos

M) = T (1 et ), 34

em que (r) indica a derivada de r —ésima ordem de M (1) em relagdo a 1.

Assim, o r — ésimo momento da distribui¢do k-MS, denotado por m&’ ) —E (Y"), é obtido

por fazer t =0 em (3.4), isto é
my) = (1= p)k"+ pm"), (3.5)
em que m'") & o r — ésimo momento da distribui¢ao Skellam tradicional.

Proposicdo 3.1. (Média e Variincia). Se Y é uma varidvel aleatéria com distribuicdo k&-MS(u, ¢, p),

entdo sua média U, , . e varidncia o’ sdo dadas, respectivamente, por:

My ys = (1—p)k+pu e szst:P{(l_p)(k_‘u)z‘i“P}

em que U amédiae ¢ = 02 a variancia da distribui¢dao Skellam tradicional.
Demonstragdo. Prova imediata usando a equacdo (3.5). 0

Nota: Uma vez que o parametro p pode assumir valores maiores que 1, asseguramos que

2 _ 2 )42 - - - 2 )12
O = mg ) — {mg )}2 > 0 a partir da Desigualdade de Jensen, a qual diz que m§ ) > {mg 2,

Proposicao 3.2 (Funcdo Geradora de Cumulantes). Seja M, a fungdo geradora de momentos de
Y. A fun¢do geradora de cumulantes de Y, ¥, € dada por:

W, (1) = log(M, (1))

= log(*(1—p)+pM(1)),

e o r —ésimo cumulante da distribui¢do k-MS é obtido avaliando a r — ésima derivada de ¢, (¢)
no ponto t = 0.

Demonstracdo. Prova imediata a partir da defini¢do da funcdo geradora de cumulantes. ]

Proposicao 3.3 (Coeficiente de Dispersao). O coeficiente de dispersdo da distribuicao k-MS ¢é

dada por

. p{(1=p)(k—p)+0}

s |(1—p)k—+ pu|

Y

a qual € uma medida que fornece o grau de dispersao existente na distribui¢ao.
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Demonstragcdo. A prova é imediata a partir da definicdao do coeficiente de dispersao, dada por
c
d - — k—MS .
k—MS |,LLk_MS|
.~ o 2 _ 2
Pela Proposicdo (3.1), temos que i, ,,c = (1 —p)k+pueoc”, ,=p{(1-p)(k—u) "+
¢ }. Portanto,

, pL0 = p)(ke= w2+ 0}

. (1= p)k+pu|

]

A construgao deste coeficiente vem da propriedade de equidispersdo (U = 0?) da distri-

bui¢do de Poisson. A partir desta medida, podemos concluir sobre a dispersao:
e Se0<d,_,, <1I,temos que G]i s < |Hy_ys| € dizemos que a distribuigdo k-MS € subdis-

persa;
e Sed, ,, =1, temos que sz—MS = |W,,,ps| € dizemos que a distribuigdo k-MS € equidispersa;

e Sed

2
s > 1, temos que o

s > My © dizemos que a distribui¢do k-MS € sobredispersa.

3.1.3 Distribuicao k-MS e sua Versao Hurdle

Apesar dos modelos hurdle serem conceitualmente mais amplos (ver Mullahy (1986) e
King (1989)), uma reparametrizagdo da distribui¢do k-MS fornece uma estrutura similar. Assim,
a versao hurdle da distribuicdo k-MS € uma forma de trabalhar com uma distribui¢do de duas
partes: uma que explica a ocorréncia da observagdo k; e outra que explica a ocorréncia das

observacoes diferentes de k.

Corolario 3.10. A FMP dada em (3.1) pode ser escrita da seguinte forma:
T sV, @, 0) = (1 — )], (v) + 0_o (v: . 9), yEZL, (3.6)
em que ® € Q = [0, 1] é o parAmetro de modificagdo das probabilidades da distribui¢ao k-SS.

Demonstragdo. Da Equagdo (3.1), podemos reescrever 7, . (v; i, ¢, p) usando a fungdo indi-

cadora /, (y):

T s, 0.0) = T ys(kspt, @, p) o, (V) + 70, s (i, ¢, ) (1 =1, ()
= {l-p(l—m(kspt,9))}H,, () +

(1= { 0 (11, 0)

= {l-p(1 —”s(k;ﬂafl)))}l{k}(y)ﬂLP(l —”s(k;ﬂaq)))”kfss(y;ﬂﬁ)» VyeZ.
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Umavezque 0 < p < ,entdo 0 < p(1 —my(k; 1, ¢) < 1. Definindo @ =

I ﬁs(k;uv¢)
p(1—m (k;u,¢), temos:

ﬂk,MS(y;/.L,(]),CO) = (1 - (’))I{k}b’) +a)7rkfss(y;/,t,¢),Vy € Z.

emque )<< 1. ]

Do Coroldrio 3.10, &, ,,(y; 1,9, ®) pode ser interpretada como uma distribui¢do de
mistura, sendo 1 — @ a probabilidade do evento y =k e wm, . (y; 1L, ¢) a probabilidade de uma
observagdo y, y # k. Desta forma, esta representacio da distribui¢do k-MS pode ser interpretada
como uma superposi¢ao de dois processos, isto €, um que produz apenas a observacao k e outro
que produz observagdes diferentes de k a partir de uma distribui¢cao k-SS. Para a distribui¢ao

k-MS parametrizada por @, denotaremos por k —MS(U, 9, ®).

Vale frisar ainda que a versao hurdle da distribuicdo k-MS contém a distribuicao k-
SS como uma mistura, que difere da representacdo de mistura tradicional de distribui¢coes

inflacionadas.

De maneira similar, diferentes valores de @ podem levar a diferentes caracteriza¢des da
distribui¢do k — MS(u, ¢, ®). Assim, a propor¢do adicional ou de escassez da observagdo k é

dada por:
ﬂkaS(k;‘u,(P,a)) - n-S(k’uv(P) = l-o- ﬂs(kuua(p) (37)

Ao considerar diferentes valores de @ (0 < w < 1) em (3.7), temos os casos particulares

descritos nos Coroldrios a seguir.

Corolario 3.11. Quando w =0, w_,,(y; 4, ¢, ®) é uma distribui¢do degenerada com toda massa

no ponto k.

Demonstragdo. Para @ =0 em (3.7), n_, (k;n, ¢, 0) — w (ks ¢) = 1 — m (ks 1, ¢). Logo,
ﬂkaS(k;,u,(P,(D):l. [

Corolario 3.12. Paratodo 0 < o < (1 —m,(k; i, 9)), m,_,,(v; 1, ¢, ) é a distribuicao k-IS.

Demonstragdo. Paratodo0 < o < (1 —m,(k;u,9)) em (3.7), temos que (1 —m, (ks 1, 9)) — 0 >
0. Portanto, 7, ,, (ks i, ¢, @) > mo(k; i1, 9). O

Corolario 3.13. Quando w =1 — 7 (k;p,¢), ©_,,(v; 14,9, ®) é a distribuigao Skellam tradici-

onal.

Demonstragdo. Para @ = 1 — m(k;p,¢) em 3.7), &, (ksu, ¢, 0) — 7 (ks i, ¢) = 0. Logo,
T s(Ks 15 9, @) = 7y (ks 1, ). O
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Corolario 3.14. Para todo (1 — 7 (k;u,¢9)) <o <1, 7

k—MS

(y;u,¢,m) é a distribuicdo k-DS.

Demonstragdo. Paratodo (1 —m(k;pt,¢9)) <@ <1em(3.7), temos que (1 — 7w (k; 1, ¢)) — o <
0. Portanto, 7, ,, (k;it,9,®) < w(k; 10, 9). O

Corolario 3.15. Quandow =1, 7_ ¢

(y; 14,0, ®) é uma distribuigdo k-SS.

Demonstragdo. Para @ =1 em (3.7), &, (k;u, ¢, 0) — w(k;pu, ¢) = —m (k; 1, ¢) e implica

emmn,_,  (k;u,¢,0)=0. O

k—MS

3.2 Distribuicao Skellam k; e k, Inflacionada

Considere agora a situagdo em que um conjunto de dados do processo Skellam apresenta
altas frequéncias (inflacdes) em duas observagdes, ditas k; e k» (conhecidas). Em problemas
reais, € muito comum a discrepancia das frequéncias ocorrer nas observacdes zero e um (k; =0

e kp = 1), por exemplo.

Para um contexto mais geral, em que k; e k; podem assumir quaisquer valores inteiros
(ky,kp € Z, tal que k| # kp), propomos nesta secdo a distribuicdo Skellam k; e k, Inflacionada.
A ideia com essa nova proposta € explicar adequadamente o comportamento dos dados que

apresentam tal caracteristica.

Assim, considere agora uma varidvel aleatoria Z definida sobre os inteiros (positivos e

negativos), isto é, Z assume valores em Z.

Teorema 3.2. Seja a fungdo 7, , (z; 1, ¢, p) dada por:

T 5@l 0.p) = (1=p)ly, () + (1= p2)I, ,(2) + pomts(z: 1, 9), V2 € Z, (3.8)

em que k = (k;,ky) é um vetor correspondente aos pontos de modifica¢des (ki,k; € Z, tal que

ki # k»); Iy (z), com j = 1,2, é uma fung¢do indicadora, tal que:
J

I, sez=k;
) { 0, sez#k;

e p = (po,p1,p2) é o vetor de parAmetros responséveis pela modificagcdo das probabilidades
(principalmente das observacdes k| e k») em relacao a distribuicdo Skellam tradicional, sob as

condigdes:

Cl. p,e?=(0,1),V1=0,1,2;

2

C2. po=pi1+p2—1,tal que P0+Z(1 —p)=1
1=1

Entdo, a fungdo 7, ,(z;u,¢, p) é uma FMP.
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Demonstracdo. Para provar que (3.8) € uma FMP, precisamos mostrar:

(i) m_(z1,¢,p) >0,V z€Z;

@) Y e s(zu,0,p)=1.

72 z€A;

Caso (i):

(i.1) Se z = k1, temos:

ﬂkfls(kl;;uvq)vp) - (1 _pl) +p07rs(kl;.u'7¢)'

Umavezque 0 < p; <leO<pg<l,entdon,  (ki;u,o,p)>0.

(i.2) Se z = ky, temos:

Tckqs(kZ;,ua(Pvp) = (1 _p2) +p07rs(k2;.u7¢)'

Novamente, uma vez que 0 < p» < 1e 0 < pg < 1, entdo m, , (ko;ut,¢,p) > 0.

(i.3) Para todo z € Z, em que z # k| € 7 # k», temos:

n-kqs(z;‘ua(pap) = pOTL'S(Z;,u, (P)

Dado que 0 < py < 1, entdo m, ,(z; 1,9, p) > 0.
Logo, m,_,(z:,9,p) >0,V z€ Z.

Caso (ii):

S om @io.p) = Do {0, @+ (1= p2)ly () + pomy(z i, 0) |

Z€Z €L

= (I=p)+(1=p2)+po Y m(z1,9)

ZEZ
= (I=p1)+(1—=p2)+po

= (I—=p1)+(1=p2)+p1+p2—1
= 1.

Uma vez que os itens (i) e (ii) foram verificados, temos, portanto, que 7, , (z;14,¢,p) é
uma FMP. [
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Definicdo 3.2. A fun¢io 7, (z; 1, ¢, p) dada pela Equagdo (3.8) é denominada distribui¢do
Skellam k; e k Inflacionada (k-IS).

Notacgdo: k-IS(u, ¢, p).

A FMP (3.8) pode ainda ser escrita da seguinte forma:

(

(1=p1)+(p1+p2— D)7 (ks 10, 9), sez=k

(1=p2) +(p1+p2— D7(kos 10, 9), sez=ka

T, (z1,0,p) = ,
(p1+p2— )7 (z1,0), YzFkiez#ky, comzeZ

0, caso contrario

\

uma vez que pg = p1+p2 — 1.

Corolario 3.16 (Fungdo Geradora de Momentos). A func¢do geradora de momentos de Z, M, é

dada por:
M, (1) = (1= p1)e™ + (1= p2)e™ + poM(z),

para todo ¢ tal que M(t) existe, em que M(t) é a fungdo geradora de momentos da distribui¢do

Skellam tradicional.

Demonstragdo. Por definicdo de fun¢do geradora de momentos, temos:

M) =E@?) = S (1= pi)l @)+ (1= pa), () + pory (@ 18,9)

=Y/
= Zetz(l - pl>l{k1} (Z) + Zetz(l - pZ)I{kZ} (Z) + Po Zetyns(y;;ua (p)
€L €L YEZL

= (1—p))ef + (1= pr)e™ + poM(1).

[
Ao derivar sucessivamente M, (¢) em relagdo a t, obtemos
r drM t r r r
M) = d;( Do (1 p K (1 pa)ise £ poM ), (3.9)

em que (r) indica a derivada de r — ésima ordem de M () em relagdo a .

Assim, o r — ésimo momento da distribuigao k-IS, denotado por mg ) = E(Z"), é obtido

por fazer t = 0 em (3.9), isto é

m) = (1= p)k; + (1= p2)s + pom"”, (3.10)

z

em que m'") & o r — ésimo momento da distribui¢do Skellam tradicional.
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Proposicao 3.4. (Média e Variancia). Se Z € uma variavel aleatéria com distribuicdo k-1S(u, ¢, p),
entdo sua média u, , e varidncia o’ «_ss S0 dadas, respectivamente, por:
1 s=1=pki+(1—plka+popt e 0%, c=(1—p)ki+(1—p2)ks+po(c*+u?)

2

em que 4 a média e ¢ = ¢~ a variancia da distribui¢do Skellam tradicional.

Demonstragdo. Prova imediata usando a equacdo (3.10). L
E possivel destacar algumas especificidades da distribuigdo k-IS:

e Quando p; —> 1 (ou pp — 1) temos a distribuicdo kr-IS(i, @, p2) (ou k1-IS(u, ¢, p1)),
ou seja, a modificac¢do existe em um Unico ponto do suporte (k-inflagdo, com k = kj ou
k= ka);

e Quando p; —> 1 e pp — 1 temos a distribuicdo Skellam tradicional.

e Quando p; = 0,5 e p» = 0,5 temos py = 0, o que implica em 7, (z; 1,9, p) = (1 —
p1)l ) (2)+ (1 —=p2)I o) (z). Dessa forma, a probabilidade de observacdo de & e k, pode
ser vista como um ensaio de Bernoulli com possibilidade de ocorréncia de sucesso ou

fracasso.

3.2.1 Distribuicao k-1S e sua Versao Hurdle

A partir da fungdo 7, (z; 1,9, p), que corresponde a distribuicao k-IS, é possivel
definir a versao hurdle, a qual € vista como a superposicao de trés processos: um que explica
a probabilidade de k;; outro que explica a probabilidade de k;; e um ultimo que explica as

probabilidades das observagdes diferentes de k; e de ky. A seguir € apresentada sua construcao.
Corolario 3.17. A FMP dada em (3.8) pode ser escrita como:
T 5@ 9,0) =1 —w)l, () + (1 -, (2)+oom, o (0,9), z€Z, (3.11)

emque 7, . (z;4,¢) é a FMP da distribuicdo Skellam k; e k, Subtraida (k-SS), dada por:

7TS(Z;.LL7¢) .
ﬂk—ss(z;‘u7¢) = (1 — ﬂg(k1§ﬂa¢) — 71'5("2;“7@5) (1 _I{kl}(z>) (1 _I{kz}(z))’ 2 € L

® = (wy,m,0n) é o vetor de pardmetros responsaveis pela modificagdo das probabilidades,
2

sendo wy = @ + @, — 1 e satisfaz a condicao wy + Z(l — ;) = 1. Além disso, segue que @;

1=1
e m, tem espacos paramétricos condicionados aos parametros pp € p;:

p1—wg(kis 4, 9) < o1 < pi e p2— (ko p, @) < 2 < p2.
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Demonstragdo. A fungdo m_,(z; 14, ¢, p) dada na Equacdo (3.8) pode ser reescrita por meio da
funcdo indicadora I{k (), =12
T s 0,p) = T (z1,9,p), (2) + 7 (20, 0,P), ,(2)

+ 7B e,p) (=1, (2))(1 =1, 1 (2))
<(1—P1)+P07F (kisp, >1{k1 ( 1 — p2) + pormg(ka; 1, ¢)) 1y (2)
+ pomg(zip,9) (1 =1, (2) (1 -1, ,(2))

(1= 1)+ pomy (kas ,9) ) (2)+ (1= p2) + porty(kas 1. 0) ) ()

N p0<11—7rs(k1;/.l,¢)—ﬂs(kZQ“v‘P)) Sz, 9)(1— {k}(»(l_l{kz}(z))

—ﬂs(kl;uvq))_ﬂs(kZ;“?(P
— ((1—p1)+1007r (ki p, ¢)> @+ ((1—P2)+P0” (a1, ‘P)) Iy, (@)
+ PO(l_ﬂs<kl§.ua¢)_ns(kZ;uﬂq)))ﬂk—ss(Z;u’(p)’

em que

Tl (1 e T e ¢) 0=y @Y1y @)

corresponde a FMP da distribuigdo k-SS.

Definindo por
= p1—poTig(ki; 14, 9)

@ = p2 — pofig (k2 i, 9),
temos que a FMP & (z; 14, ¢, p) escrita como:
M5l 0,0) = (I—o)l, (&) + (1 —w)l,  (z)+
((pr+p2= 1) = pomy (ks 2. 0) = poy (ki 4. 0) ) (231, 9)
l—o)l,, (&) + (1 -o)l, () + (o + o — D)7, (231, 0)
I—o)l, (&) + (1 - o)l (2) + oom,_o (231, 9),

2

em que @ = (W, ®;, ), sendo @y = ®; + @, — 1 e sob a condigao a)0+Z(1 —a)=1.
1=1

(
(

Uma vez que 0 < py < 1, com algumas manipulagdes algébricas, segue que

p1— Tk, 0) < o < py

p2—Tg(kas L, 9) < @ < p2,
espacgos paramétricos de @; e a,, respectivamente.

Portanto, ,_,(z; 14,9, ®) é a versdo hurdle da distribuicdo k-IS. O
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Uma das vantagens em utilizar a versdo hurdle é poder interpretar (1 — ;) como
a probabilidade do evento z = kj, (1 — @) como a probabilidade de z =k, e (®; + @, —
1)z, . (z:1,¢) como a probabilidade de ocorrer uma observagio z diferente de k; e k, isto é,
{Vze€Z|z# ki ez# ky}.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO SKELLAM
k-MODIFICADO

4.1 O Modelo Skellam k-Modificado

Seja Y uma varidvel aleatéria tal que ¥ ~ k-MS(u, ¢, p). Considere dois conjuntos de
varidveis explicativas (covaridveis), x1,...,Xq, € V1,...,Vg,, associados respectivamente aos paré-
metros i e p. O modelo de regressao para conjuntos de dados com valores inteiros, assumindo

distribui¢cdo k-MS, € construido reescrevendo a distribuicdo (3.1) como

T s (%), 0, p(v)) = (1 = pW)I,, () + p(v) 75 (y; 1 (x),9), y € Z, (4.1)

no qual a condi¢éo p dada em (3.2) é reescrita para p(v) como

1

0<pv) < 1—m (ku(x),¢)’

(4.2)

emque x = (1,x1,...,x5,) ev=(1,v,...,v,,) denotam vetores de covaridveis relacionadas aos

parametros da regressao.

As covaridveis para os parametros U € p foram incorporadas no modelo por meio de
funcodes de ligagdo apropriadas, estritamente mondtonas e duplamente diferencidveis: i, (1) e
hy,(p). Para o pardmetro u, consideramos a fungao de ligagdo identidade, hy, (1) = pu(x) = xP,
que relaciona p ao preditor linear com um vetor de pardmetros B = (fo, B, - ., By, )" e o vetor
de covaridveis x = (1,x1,...,x,, ). E para o pardmetro p, consideramos uma funcao de ligagdo

que garanta a restri¢do definida na Equagéo (4.2). Neste trabalho consideramos &, (p) por:

h,(p) = log i =va, 4.3)
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) N A T
que relaciona p ao preditor linear com um outro vetor de pardmetros & = (0, ¢, ...,0g,) €0

vetor de covaridveis v = (1,v1,...,vg,).

Desse modo, temos que:
w(x) =hy,' (xB) e p(v) =h,' (var).

O modelo de regressao k-MS possui (g1 + g2 + 3) parametros desconhecidos a serem

estimados, correspondentes aos vetores B e @ e o pardmetro ¢.

4.1.1 Modelo k-MS e sua Versao Hurdle

Com base na versdo hurdle da distribuicdo k-MS apresentada em (3.6), o modelo de

regressao k-MS € escrito como:

nk—MS(Yh”(")a 0, a)(v)) = (1 - (D(V))I{k} (y) + a)(v)ﬂk—ss(y;u(x)v‘p): y €L, 4.4)

emque 0 < w(v) <1.

. ~ A T .
Nesta parametrizagdo, o vetor de pardmetros & = (Oco, A, .., Ocqz) e o vetor de covaria-

veis v = (1,v1,...,vy,) estdo associados ao pardmetro @.

Uma vez que @(v) e p(v) estdo relacionados por @(v) = p(v)(1 —m (k;u(x),9)), ao
explicitar p(v) na Equacéo (4.3) obtemos:

p(v) = (1 iﬁva) (1 —ns(kTM(xW)) .

Assim, temos:
o) = p)(1-my(k;u(x),9))
e’® 1
= () (a1 - no0)

eva

1+ ev®’

que equivale a iy (var).
Logo, a func¢ao de ligacdo para @ (associada com a funcao de ligagdo proposta para p,
h,(p)) é:
0
he(®) =log (L)v)) =va,

1 — o
conhecida como fung¢do de ligagdo logit.
Podemos notar que a fungdo de ligagdo logit para o parimetro @(v) exclui dois casos

especificos da varidvel aleatdria Y, a saber, quando Y tem uma distribui¢do degenerada em k e

quando Y tem uma distribui¢do k-SS.
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Outras fungdes de ligagdo podem ser consideradas para @(v) (ver Huayanay ez al. (2019))

e, nestes casos, € possivel encontrar as fun¢des de ligagdo correspondentes para p(v).

Ao contrario dos modelos de misturas tradicionais, o modelo (4.4) pode ser ajustado tanto
para conjuntos de dados k-inflacionados quanto para conjuntos de dados k-deflacionados. Além
disso, essa parametrizagdo leva a uma separacdao do modelo em duas partes (verossimilhanca
separavel), acarretando a ortogonalidade entre @(v) e os pardmetros 1 (x) e ¢, possibilitando

estimd-los independentemente.

4.1.2 Funcao de Verossimilhanca

Seja Y = (Y1,Y2,...,Y,) um vetor de n varidveis aleatérias independentes, com ¥; ~
k-MS (Wi, 9;, ®;), para todo i = 1,2,...,n, e seja y = (y1,y2,-..,Vn) O vetor de observagdes
associados a Y. Considere x; = (1,x1;,...,X4,i) € Vi = (1,v1j,...,v4,i) 0s vetores de covaridveis
associados a cada y; e, consequentemente, i; = [(x;) e @; = ®(v;). Denotamos por D =

{yi,xi,vi :Vi=1,...,n} as informagdes relacionadas a todos os individuos.

Assim, considerando o modelo (4.4), a func@o de verossimilhanga associada a y é dada
por:

£(p(xi), 6, 0(v); D) = H{ Vi)l (00) + @)%,y (vis 1 (x:), 9) }

T 1wy 00 (@O0 (), ) )
_ llel{(l o(v;)) ® (1_ g (ks (x;), ¢ )) }

O logaritmo natural da fun¢ao de verossimilhanga é

n

Uu(xi), 6, 0):D) = S {1, (0)log (1= @) + (1~ I, (1)) og (@(vi)) } +
i=1

D (11 () log (1 ffry pi g 2]))) . @5)

i=1

evia

Uma vez que ,u(x,) —x,ﬁ € w("t) 1+ evi T L via’

e substituindo em (4.5), temos:

p.0.:0) = 3 {1, o0moe (1- 1005 )+ (11 O oe (g ) |+

i=1

n

g(Xiﬁ,Q))yif(yi;xiB,(P)
; (1 {k} (yl)> log (1 —g(xiﬁ7¢)kf(k;xiﬁv¢)>
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(B,9,0;D) = Z{ L, (yi))vie —log(1+¢"%)} +

n

B . 1o ) o f(yi;xiB7¢)
Z (1 I{k} (y,)) {yll g (g(x;ﬁaﬁb)) +log <1 —g(xiﬁ,¢)kf(k§xiﬁa¢)) }

i=1

= l(a;D)+6(B,9:D), (4.6)

0 (a; D) = Z{(1 — 1, () vie—log(1+¢"%)}; e

DY — _ . ‘ _ fyixiB.¢)
2(B.0:2) =3 (1 =1y 00) {y’k’g (s(xiB.0)) +log (1 —g(x,-ﬁ,¢>kf<k;x,-/3,¢>> }

Diferentes abordagens podem ser adotadas para a estimagdo dos parametros. Para o
modelo k-MS, empregamos abordagem classica e bayesiana. A estima¢ao com enfoque bayesiano
foi realizada considerando um procedimento Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC, Monte
Carlo Markov Chain), mais especificamente, o método Hamiltoniano Monte Carlo (HMC),
descrito no item 4.3.2. Para este procedimento, € necessario encontrar o gradiente vetorial do
logaritmo natural da fungdo de verossimilhanga, isto €, o vetor escore U = (U B Uy, U a)T, com
Ug = (UﬁO,Uﬁl,...,Uﬁql) elUqg = (UaO,Ual,...,anz).

Assim, os elementos do vetor escore relacionados a B, U g = (Uﬁov Ug,y---, Ulgq1 ), 30
dados por:

_26L(B,9: D) & 8, (xiB,9)  fy (visxiB, ¢)
Un=""0p, = ,53“"{“(”)){1 sB.9)  SoiniB o)

gpj (xiB7 ¢)kf(k;xiﬁa¢) +g(xiﬁv¢)kfﬁj (k;xiﬁ7¢)
_g(xiﬁvq))kf(k;xiﬁa(l))

},ijO,l,...,ql,

em que g, (xiB,¢) (bem como 8, (xiB,0)") e fﬁj(*;xiﬁ,(})) (* = k,y;) denotam, respectiva-
mente, as derivadas das fungdes g(x;B,9) e f(x;x;B,¢) em relagdo a fB;.

O elemento do vetor escore relacionado a ¢, U,, € dado por:

Uq):w _ z":(l I, ( )){ g¢((x:ﬁ 9) [, ixiB,¢)

g0 U8 0) T riniBe) T
8, (xiB, ) f(k:xiB,9) + g(x:B,0) f, (k:xiB,9) }

- g(xiﬁa (P)kf(k;xiﬂ’ ¢)

em que g, (x;B,¢) (bem como g, (x;B, 0y e [ (*:xiB,¢) (x =k,y;) denotam, respectivamente,
as derivadas das fungdes g(x;B,9) e f(*;x;B,0) em relagdo a ¢.

Por fim, os elementos do vetor escore relacionados a @, U o = (Ug,, Ug, s - - - anz), sao
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dados por:

861(05;@) ~ eVi® )
Uaj:a—aj = Z (l—l{k}(yi))vl'j—m\/ij ,\V/]:(),l,...,qz.

A Tabela 1 apresenta as derivadas das fungdes g(x;B,¢) (bem como g, (x;B, 0)5) e
f(isxiB,¢) do modelo k-MS com relagdo a B; (j =0,1,...,q1) e .

Tabela 1 — Derivadas das fungdes g(xiB,¢) (bem como g, (xiB, )%y e f(yi;xiB, ) do modelo k-MS.

g(xiﬁ7¢) ggj(xiﬁad)) g¢(xiﬁ>¢)
(¢+x,-ﬁ)% o j xip
0 =P V0 +xB) (9 —xB) V0 +xB) (9 —xB)
g(xiﬁ7¢)k gp/(xiﬁa(p)k g(])(xiﬁvd))k
<¢ +xiB )é ki (0 +xiB)" kxiB/(9 +xiB)F 2
o—x;B (6 —x:B) (¢ —x:B)
f(yi;xiﬁaq)) fg (yl xlﬁ ¢) f¢(yi;xiﬁ7¢)
_ —Xi e_¢jl (\/‘PZ xlﬁ ) _ ¢j(r~(\/¢2_(xiﬁ)2)
e ‘Pjv 2~ Xi 2 xﬁ Xij e ¢ = -7, 2 Xi 2
(Vo-enr) By S

em que 7, = 2(9y1(8) +9511(£).

E possivel obter a matriz hessiana (H) ao derivar o vetor escore em relacdo a cada
parametro. O bloco da matriz H correspondentes as derivadas dos pardmetros B e ¢, de dimenséo

(q1+2) x (g1 +2), é formado pelos elementos

9%0,(B,¢:D " 8 (XiB,0)  fyp (VisxiB, ¢)
Sop = 2010 {y" B " B
85,5, (XiB,9) f(k:xiB.0) + 8, (xiB,9)" [, (kixiB, @)
—g(xiB,9)" f(k;xiB, )
85, (xiB.0)f, (k:xiB.9) +g(xiB,9) f, ;, (kixiB.9)
—8(xiB,9) f(k:xiB.¢)
(85, (xiB. )" f (k:xiB.,9) + 8(xiB.0) S, (k:xiB. )
(1—g(xiB,9) f(k;xiB,9))>
(g5, (xiB.0) f(k:xiB, ) +g(xiB,9)" f,, (k:xiB,9)) —
Lo GisxiB,0)fy visxiB,0) g5, (xiB, )2, (xiB,¢) _
fGixiB,9)? T g(xBL9)? } TrI=0d

i=1

X
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82£2(B,¢;®) & (yi)) {yigﬁ'j¢(xiﬂ’¢) fﬁj¢(yi;xiﬁ7¢)+

aoap — 27 sxiB.0) | S0ixiB.0)
85,0 (XiB.0)f (kixiB,¢) +g, (xiB,9)f, (k:xiB.¢)
1—g(xiB,9) f(k;xiB,9)
8, (xiB,9) [, (kixiB,9) +g(xiB. )"/, , (k:xiB.¢)
1—g(xiB,9)"f(k:xiB, )
(85, (xiB. )" f (k:xiB.,9) + 8(xiB.0)"f;, (k:xiB.9))
(1-g(xiB,9) f(k:xiB,9))?
(g, (xiB, ) f(k:xiB,9) + g(xiB,9)" f, (k:xiB,9)) —
Fo,0 i XiB,9)f 5 (visxiB,9) g, ,(xiB,9)g; (xiB,9) _
T foemB9? T g9y } = Oaie

X

29? WO\ aBo) T fonB0)

g¢2 (xl'ﬁv (p)kf(k;xiﬂv ¢) + 2g¢ (xiﬁv ¢)kf¢ (k;xiﬁ7 ¢) + g(xiﬁ7 ¢)kf¢2 (k;xiﬁ7 ¢)
1 —g(xiB,¢)"f(k:xiB,9)
(g, (xiB.9)" F (k;xiB.9) +2(xiB., 0)F, (k;xiB,9))”
(1 _g(xiﬁa ¢)kf(k;xiﬁ7 ¢))2

f¢(yi;xiﬁ7¢)2 . .g¢(xiﬁ,¢)2
SoixiB.0)? 7 g(xiB.o) |

I’L(B.¢:D)  _ i(l_l (yi)){ 8, (xiB.0) f,(ixiB,9)

i=1

+

O bloco da matriz H correspondentes as derivadas dos parametros @, de dimensdo
(g2+1) x (g2 + 1), tem os elementos

d%(1(a; D) " eVi® .
S dajda, - Z —Vjinim s Vir=0,...,q2.

i=1
4.2 Estimacao dos Parametros: Abordagem Classica

Para estimacio e inferéncia dos g; + g2 + 3 parametros do modelo k-MS, correspondentes
aos vetores f§ = (Bo,ﬁl,...,ﬁql)T, a(ap,ap,..., aqz)T € 0 pardmetro @, apresentamos aqui uma
abordagem cldssica. A partir das estimativas de B, & e ¢, obtém-se as estimativas de ®(v) e

W (x). O tipo de k-modificacdo presente no conjunto de dados é obtido diretamente do cdlculo da

A

a(v)
1— ﬂs(k;[L(x)a ¢)
Assim, nesta sessdo, abordamos o procedimento de estimac¢ao para os parametros do

estimativa do parAmetro p(v) por p(v) =

modelo k-MS via método de méaxima verossimilhanca. O algoritmo utilizado foi o Bound
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Optimization by Quadratic Approximation (BOBYQA). A performance dos estimadores foi
avaliada por meio de um estudo de simulagdo. A qualidade do ajuste no procedimento de
estimacao foi observada por meio de conjuntos de dados artificiais e a aplicabilidade do modelo

¢ representada com a andlise de um conjunto de dados reais.

4.2.1 Algoritmo BOBYQA

O algoritmo BOBYQA faz a minimizac¢ao usando uma aproximag¢do quadratica cons-
truida iterativamente para a fungdo objeto, sem a necessidade de fornecer derivadas (POWELL
et al., 2009). Optou-se por esse algoritmo devido ao seu desempenho favorédvel relatado na
literatura e a possibilidade da restricao nos limites dos parametros, uma necessidade decor-
rente da condi¢do imposta ao parametro ¢. No Software R, o algoritmo estd implementado
dentro do pacote “nloptr” (YPMA et al., 2018), e para utilizd-lo basta especificar o algoritmo
"NLOPT_LN_BOBYQA" nos argumentos da funcido nloptr.

BOBYQA ¢ um pacote de sub-rotinas Fortran que busca o menor valor de uma func¢ao

F(x),x € R", sujeita aos limites simples
aigxigb,-, i:1,2,...,n, (47)

nas componentes de x. O usudrio define a fung¢@o por outra sub-rotina que retorna o valor F(x)

para qualquer x em R". Nenhuma derivada de F é necessdria.

O método de BOBYQA ¢ iterativo, sendo k o nimero da iteragdo e n o nimero de
variaveis. Além disso, m € o nimero de condi¢Oes de interpolacdo que sdao impostas em uma
aproximagdo quadrdtica Qi (x), x € R", para F(x), x € R". A aproximagfo é obtida no inicio da

k-ésima iteracdo, as equacoes de interpolacdo t€ém a forma
Qk()’]):F()’])a jzlaza"'7m7
1
em que m é um ndmero inteiro do intervalo [n+ 2, 5 (n+1)(n+2)], escolhido pelo usuério do

software.

Seja x; 0 ponto do conjunto {y; : j =1,2,...,m} que tem a propriedade
F(x;) =min{F(y;):j=12,...,m}

, quaisquer empates serdo quebrados dando prioridade a uma avaliacao anterior do menor valor
da fung¢do F(x;). Um niimero positivo A, , denominado “raio da regido de confianga”, também é

obtido no inicio da k-ésima iteracao.

Se certas as condi¢des forem alcangadas o término ocorrerd na k-ésima iteracao. Caso
contrdrio, um passo d a partir de x; é construido tal que || dy || < Ay € vilido, tal que x = x; +d,
estd dentro dos limites (4.7), e tal que x; +d; ndo € um dos pontos de interpolag@o y;, j =

1,2,...,m.
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Em seguida, o novo valor da fun¢do F(x; + dy) é calculado e um dos pontos de inter-
polacido, digamos y,, € substituido por x; + dy, onde y, é diferente de x;. Segue-se que x| €

definido pela féormula

X, se F(x; +dy) > F(xi)
X1 =
x,+di, se F(xk —l—dk) < F(xk)
Além disso, Ay € Q1 sdo gerados para a proxima iteracao, Oy estando sujeito as

restricoes
Qk—‘—l(yj):F(S)])a j:1727"‘7m

nos novos pontos de interpolacao por

. araj £t
5, =47 paraj 7 j=1,2,....m

X, +dj, paraj=t

4.2.2 Critérios de Selecao de Modelos

Os critérios de selecdo de modelos sdo ferramentas usadas para comparar e selecionar
modelos ajustados. A seguir € apresentada uma breve descri¢do de alguns critérios cldssicos que

serdo utilizados para a sele¢cdo de modelos.

4.2.2.1 Critério de Informacio de Akaike (AIC)

O Ceritério de Informacao de Akaike (AIC), proposto por Akaike (1974), tem seu calculo
dado por:
AIC = —20(6;D) +2c,

em que £(0;D) é o valor do logaritmo natural da funcio de verossimilhanca avaliada nas

estimativas dos parametros 0 e ¢ é o numero de pardmetros desconhecidos no modelo.

O AIC penaliza modelos mais complexos, adicionando um termo que cresce com O
numero de parametros. Modelo com menor valor de AIC é considerado o melhor, pois indica um

bom ajuste aos dados com um nimero minimo de parametros.

4.2.2.2 Critério de Informacdo Bayesiano (BIC)

O Critério de Informacao Bayesiano (BIC) foi proposto por Schwarz (1978) e é dado
por:
BIC = —2/(0;D) +cIn(n),

sendo 7 € o tamanho da amostra.
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O BIC penaliza modelos mais complexos de forma mais severa do que o AIC, pois o
termo de penalizagdo (cIn(n)) é multiplicado pelo logaritmo do tamanho da amostra. O BIC

favorece modelos mais simples quando o tamanho da amostra é grande.

Em resumo, o AIC e o BIC sdo critérios que ajudam na escolha do melhor modelo,
equilibrando a sua complexidade (numero de parametros) com a sua capacidade preditiva.

Modelos com valores menores desses critérios sdo preferiveis.

4.2.3 Estudo de Simulacao: Avaliacao da Performance dos Estima-

dores Classicos

Para o estudo de simulagdo foram considerados conjuntos de dados com diferentes modi-
ficacOes na frequéncia de k, com o objetivo de caracterizar conjuntos de dados k-inflacionados
e k-deflacionados. Para cada cenério, foram gerados N = 100 conjuntos de dados do modelo
Skellam k-Modificado, cada um com tamanhos amostrais de » = 100 e n = 200. Além disso,
foram consideradas n observagdes da varidvel explicativa X, com X ~ ZTN(0, 1) (ZTN, Normal
Zero-Truncada). Os valores de k e dos parametros considerados para a geracao nos nimeros
pseudos aleatdrios com diferentes caracteristicas (k-inflacdo e k-deflagdo) s@o apresentados na
Tabela 2.

Tabela 2 — Valores de k e dos pardmetros considerados no estudo de simulagao.

. - Valores reais
k-Modificacdo | k % o B B 5
212,00 -3,50 3,00 —2,00 4,50
k-Inflagdo 01200 -3,00 6,00 -2,50 7,50
411,50 —-3,00 7,00 —5,00 8,50
212,00 1,75 —-4,00 1,50 5,50
k-Deflagdo 06,00 400 -—-500 2,00 6,50
416,00 2,00 -500 7,00 15,50

Para cada conjunto gerado, o modelo k-MS foi ajustado considerando o método de
maxima verossimilhanca. Com as estimativas obtidas, calculamos os intervalos de confianga via
procedimento bootstrap nao paramétrico considerando 5000 réplicas, obtendo assim os intervalos
bootstrap com 95% de confianca. De posse destes intervalos, avaliamos as probabilidades de

cobertura (PC) para cada parametro nos diferentes casos.

O desempenho dos estimadores dos parametros do modelo foi avaliado por meio do
célculo das medidas do erro o quadratico médio (EQM), da variancia (Var) e do viés absoluto
médio (B). Considerando que 6 representa cada um dos parametros do modelo, assumindo o,

o1, Po, B1 e ¢, as medidas sdo obtidas da seguinte forma:
N N N

Ao 1 A 0 A1 N 1 A
EQM(G):N;(G,-—Q), Var(G):N;(Gi—G), BzN;\Gi—G\,emque
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0 representa o estimador do parimetro .

N
1 . .
Ja a probabilidade de cobertura é calculada por PC(0) = N E d,, em que 5, assume 1
=1

1=
se o i-€simo intervalo de confianga contém o valor verdadeiro do pardmetro 8 e 0 caso contrdrio.

4.2.3.1 Conjuntos de Dados k-Inflacionados

Neste cendrio os dados foram gerados de tal forma que os conjuntos de dados fossem
caracterizados em k-inflacionados. A Tabela 3 apresenta as medidas do erro quadratico médio, da
variancia, do viés absoluto médio e da probabilidade de cobertura (em %) dos estimadores para
os parametros do modelo k-IS, considerando diferentes valores de n e de pontos de modificacao
k.

Tabela 3 — Avaliagdo dos estimadores dos pardmetros do modelo £-IS via procedimento cldssico, conside-
rando diferentes valores de k e n.

t | Medidas ] ] Estimadores |,
Qo [0 Bo Bi o

EOM 0,2196 0,5119 0,3302 11,2334 0,7362 | 100
0,0999 0,1885 0,1395 0,5331 0,5032 | 200
Var 0,2149 0,4937 0,3324 11,2458 0,7320 | 100
5 0,1003 0,1892 0,1406 0,5344 0,4965 | 200
B 0,0831 0,1522 0,0347 0,0065 0,1074 | 100
0,0236 0,0337 0,0148 0,0634 0,1081 | 200
PC (%) 95,00 94,00 90,00 92,00 91,00 | 100
97,00 98,00 95,00 93,00 93,00 | 200
EOM 0,3095 0,5391 0,5448 1,9669 1,6038 | 100
0,1187 0,2415 0,2579 11,0895 1,1036 | 200
Var 0,3023 0,5304 0,5499 1,9857 1,6039 | 100
0 0,1115 0,2262 0,2570 1,0673 1,1107 | 200
B 0,1010 0,1181 0,0208 0,0321 0,1263 | 100
0,0914 0,1328 0,0588 0,1814 0,0631 | 200
PC (%) 89,00 91,00 94,00 95,00 89,00 | 100
94,00 92,00 98,00 94,00 93,00 | 200
EOM 0,2833 0,6750 0,4705 2,4312 2,0817 | 100
0,1084 0,2411 0,5141 3,6089 1,8501 | 200
Var 0,2566 0,5994 0,4659 12,4501 2,0608 | 100
4 0,1075 0,2413 0,4974 3,3803 11,8283 | 200
B 0,1710 0,2856 0.0964 0,0749 0,2037 | 100
0,0452 0,0473 0,1473 0,5122 0,2003 | 200
PC (%) 92,00 91,00 92,00 93,00 91,00 | 100
97,00 95,00 97,00 96,00 96,00 | 200

De forma geral, o viés absoluto médio indica a tendéncia do estimador obter valores
proximos do verdadeiro valor do parametro, retornando valores proximos de zero. Isto €, em

média, as estimativas estdo préximas do valor real dos parametros. Para o EQM e para a variancia,
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temos valores pequenos como resultado, indicando para um bom desempenho na estimagio dos

parametros. Quanto menores forem esses valores, mais precisas sdo as estimativas.

Os resultados obtidos das probabilidades de cobertura para os parametros ficaram proxi-
mos ao nivel nominal de 95% de confianca, com valores levemente superiores para as amostras

de tamanho de tamanho 200.

4.2.3.2 Conjuntos de Dados k-Deflacionados

Ja para este cendrio os dados foram gerados de maneira que os conjuntos de dados
fossem caracterizados como k-deflacionados. Na Tabela 4 sdo apresentadas as medidas do erro
quadratico médio, da variincia, do viés absoluto médio e da probabilidade de cobertura (em %)

dos estimadores para os pardmetros do modelo k-DS, considerando diferentes valores de n e de
k.

Tabela 4 — Avaliacdo dos estimadores dos pardmetros do modelo £-DS via procedimento cldssico, consi-
derando diferentes valores de k e n.

Estimadores

k | Medidas _ _ ~ n
0o 071 Bo B ¢
EOM 0,6445 3,4472 0,1453 0,1535 0,5157 | 100
0,2215 1,0750 0,0680 00,0646 0,2585 | 200
Var 0,6424  3,2057 0,1444 0,1543 0,4977 | 100
5 0,2236  0,9734 0,0687 0,0651 0,2519 | 200
B 0,0926  0,5230 0,0479 0,0279 0,1517 | 100
0,0138 0,3336 0,0033 0,0106 0,0955 | 200
PC (%) 95,00 86,00 94,00 95,00 92,00 | 100
99,00 92,00 95,00 96,00 92,00 | 200
EOM 86,3790 25,7318 0,1867 0,1905 0,8141 | 100
64,7306 28,5561 0,0884 0,07343 0,3768 | 200
Var 30,8996 10,8774 0,1871  0,1915 0,7555 | 100
0 30,8435 88,1072 0,0884 0,0736 0,3803 | 200
B 7,4692  3,8682 0,0379 0,0304 0,2570 | 100
5,8477  4,5310 0,0297 0,0243 0,0159 | 200
PC (%) 88,00 100,00 92,00 95,00 86,00 | 100
92,00 99,00 96,00 96,00 94,00 | 200
EOM 86,3808 34,4117 0,3874  0,4627 2,1621 | 100
53,1701 20,2813 0,1061 0,2126 1,0392 | 200
Var 38,4085 12,9768 0,3912 0,4588 2,1789 | 100
4 30,4116  9,2551 0,0621  0,2533 11,0321 | 200
R 6,9539  4,6438 00,0080 0,0921 0,0707 | 100
2,9403  1,5339 0,0000 0,0121 0,0152 | 200
PC (%) 92,00 93,00 96,00 95,00 94,00 | 100
100,00 98,00 98,00 97,00 96,00 | 200
Para k = —2, temos bons resultados para EQM, Var e B, indicando para um bom

desempenho na estimagao dos parametros. Nas probabilidades de cobertura, para os parametros
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o e ¢ ficaram com valores um pouco distantes do nivel nominal de 95% de confianca. Ja para a
modificacio nos pontos k = 0 e k = 4, os valores obtidos para o EQM, Var e B dos parametros
Qp e o sdo grandes, indicando que nao obtivemos um bom desempenho no método de estimacao.
As probabilidades de cobertura se aproximam do nivel nominal quando aumentado o tamanho

da amostra, tendo como exce¢do o parametro 0 para k = 0, apresentando PC de 92% apenas.

4.2.4 Aplicacao: Conjuntos de Dados Artificiais

Como ilustracao, conjuntos de dados artificiais k-modificados (k-inflacionados/k-defla-
cionados) foram gerados com a partir do modelo k-MS, considerando tamanhos de amostra
n =100 e n = 200 e também considerando n observagdes de uma varidvel explicativa X, com
X ~ ZTN(0;1). Para obten¢do dos intervalos de confianca (IC) dos pardmetros do modelo, foi

considerado o método bootstrap ndo paramétrico.

4.2.4.1 Aplicacdo do Modelo Skellam k-Inflacionado

Considerando o modelo k-MS, os valores dos vetores de parimetros B e @ e ao pardmetro
¢ foram atribuidos de tal forma que os conjuntos de dados gerados apresentem a caracteristica
de k-inflagdo (0 < p(v) < 1) nos pontos k = —2,0 e 4 (valores dos pardmetros conforme Tabela
2). Considerando a abordagem classica, o modelo k-MS foi ajustado a cada conjunto de dados
gerado, obtendo as estimativas dos parametros € o seus respectivos intervalos com 95% de

confianca. A Tabela 5 apresenta os resultados deste estudo.

Tabela 5 — Estimativas (e intervalos de confianca de 95%) dos pardmetros do modelo k-IS, via procedi-
mento classico.

Estimativas (IC 95%)
k ~ ~ = n
do d Po B ¢
1,58 —3,60 2,88 —0,58 4,94 100
5 (1,54;3,94) (-5,72;-2,59) (1,55;3,72) (—3,84;0,50) (3,14;5,70)
2,06 —3,62 2,64 1,96 5,19 200
(1,21;2,72) (—4,20,—-2,12) (2,70,3,87) (-3,07;—1,82) (3,17;5,52)
2,55 —3,37 5,65 —-2,51 7,00 100
0 (1,56;4,24) (—5,50;—2,10) (4,33;6,81) (—4,69;0,10) (6,10;9,19)
1,80 —2,65 6,09 —3,37 8,15 200
(1,19;2,67) (—3,78;—1,83) (5,09;7,07) (—4,94;—1,86) (6,08;10,47)
1,35 —3,02 7,09 —5,58 8,25 100
4 (0,58;2,29) (—4,89;—1,86) (5,80;8,36) (—7,87;—2,80) (7,06;11,09)
1,59 —-3,51 7,20 —4,92 8,06 200
(0,84;2,86) (—5,19;-2,32) (6,12;8,19) (—6,42;-2,75) (7,13;10,54)

Nota-se que, em todos os casos apresentados, as estimativas estdo proximas dos verda-
deiros valores dos parametros, além destes também estarem contidos nos respectivos intervalos

de confianca.
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A Figura 1 apresenta graficamente as estimativas do parametro p (linha superior) e da
média ajustada (linha inferior) em fun¢do da covaridvel X para cada caso de tamanho n = 200
apresentado na Tabela 5, comparando com os valores reais. Para a média ajustada (e verdadeira),
também pode ser visto os dados gerados de ¥ em funcdo da covaridvel X. As proximidades
entre as médias verdadeiras e ajustadas indicam a boa qualidade das estimativas dos parametros.
Também € observado que as estimativas para o parimetro p sao proximas de seus verdadeiros

valores.
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Figura 1 — Estimativas de p e u, ,,, (juntamente com seus valores reais) obtidas a partir do ajuste do
modelo &-IS, para n = 200.

4.2.4.2 Aplicacdo do Modelo Skellam k-Deflacionado

Para este caso foram considerados valores dos vetores de pardmetros B e @ e ao pardmetro
¢ de tal forma que os conjuntos de dados obtidos a partir do modelo k-MS apresentem a
caracteristica de k-deflacdo (1 < p(v) < 1/(1 — my(k; 1u(x),¢))), com valores de k = —2,0 e 4
(valores dos parametros conforme Tabela 2). Similarmente, o0 modelo k-MS foi ajustado a cada
conjunto de dados gerado via procedimento cldssico. As estimativas dos pardmetros e o seus
respectivos intervalos bootstrap com 95% de confianga sdo apresentados na Tabela 6. E possivel
notar que em todos os casos considerados as estimativas dos parametros estao préximas dos

verdadeiros valores, bem como estes estdo incluidos nos respectivos intervalos de confianga.
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Tabela 6 — Estimativas (e intervalos de confianca de 95%) dos parametros do modelo k-DS, via procedi-
mento classico.

Estimativas (IC 95%)

¢ do d Bo B ¢ "
1,78 2.99 —4.37 1.60 6.29 100

L |(£0,45:4,75) (<0,0115,84) (-5,24,-3,53) (0,76:2,47)  (4,71;7,70)
1,72 2,16 —-3,92 1,54 5,68 200

(0,63:2,72)  (1,32:7,91)  (=5,03;—3,91) (1,56:2,53)  (4,52:6,55)
6,20 12,61 —5,36 1,95 7,77 100

o | (3:48:19,62)  (3,61:14,39) (6,32-4,42) (1,01;2,90) (5,84,9,44)
6.15 11,71 —5.40 2,46 6,27 00

(4,91;5,01)  (2,38;12,96) (—5,71;—4,55) (1,44:2,65)  (5,20;7,63)
5,04 0,53 ~5.73 7.23 15,41 100

4 | (3.76:20,61) (-0,97:12,78) (~7,10;—4,34) (5,85:8,63) (12,00:19,03)
5.36 3,14 =5.04 7.66 15,46 00

(4,57:21,27)  (0,75;11,49)  (—6,49;—4,65) (6,99:8.53) (14,00;18,98)

A partir das estimativas dos parAmetros B, & e ¢ apresentadas na Tabela 6, obtém-se as

estimativas de p e da média (U, ,,,), as quais estdo apresentadas graficamente na Figura 2. Ao

analisar os graficos desta Figura, nota-se a qualidade das estimativas ao comparar a proximidade

das estimativas de p (linha superior da Figura) e de u, ,,. (linha inferior da Figura) com os

valores reais em cada caso.
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Figura 2 — Estimativas de p e U, ,,, (juntamente com seus valores reais) obtidas a partir do ajuste do
modelo k-DS, para n = 200.

4.2.4.3 Aplicacdo do Modelo Skellam

A fim de corroborar com a proposta do modelo k-MS e também apresentar outra forma de
avaliar a qualidade das estimativas dos parametros, principalmente no que se refere a estimacao
do parametro p, que € responsavel pela caracterizacdo do conjunto de dados sobre presenga
ou auséncia de k-modificacdo, nesta Subsecdo propde-se gerar conjuntos de dados do modelo
Skellam tradicional (ou do modelo k-MS fixando p = 1, e assim restringindo ao caso particular
do modelo Skellam), considerar o ajuste o modelo generalizado (k-MS) para estes dados e avaliar
se as estimativas de p sdo préximas de seu verdadeiro valor (p = 1). Dessa forma, consideramos
dois tamanhos amostrais, n = 100 e n = 200, e trés conjuntos de valores de parametros como
apresentados na Tabela 7 (como neste cendrio p = 1, os valores do vetor de parametros @& nao

sdo definidos).

Tabela 7 — Valores dos pardmetros para a geracdo de conjuntos de dados do modelo Skellam.

Conjunto de Valores reais

Dados (CD) [ a9 o1 | B0 B ¢
CD1 - - | 700 -500 8,50
CD2 - = |-500 2,00 6,50
CD3 - - 1300 -2,00 4,50
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As Tabelas 8 e 9 apresentam as estimativas dos parametros obtidas ao ajustar o modelo
k-MS nos conjuntos de dados de tamanho n = 100 e n = 200, respectivamente, considerando
diferentes pontos de k-modificagdo (k = —2,0 e 4). Ao analisar as estimativas dos parametros
Bo, B1 e ¢, é possivel notar que sdo bem préximas dos valores reais. Além disso, os intervalos de
confian¢a ndo contém o zero e englobam os verdadeiros valores dos parametros. Com relagao
as estimativas dos parametros 0 € ¢(1, temos que na maioria dos casos a covariavel X nao foi

significativa, pois o valor zero estd contido no intervalo de confianca para o .

A partir dos resultados das estimativas dos parametros (especificamente do CD1 da
Tabela 8), a Figura 3 apresenta graficamente as estimativas de p (linha superior) e da média
Y, ,,s (linha inferior), juntamente com seus valores reais, para cada conjunto de dados. Para
os graficos de comparagdo das médias verdadeira e ajustadas, é possivel observar também os
dados gerados de Y em fungdo da covaridvel X. Mais uma vez nota-se as proximidades entre as
médias verdadeiras e ajustadas, bem como as proximidades dos valores verdadeiros e estimados
de p, indicando o qudo robusto é o modelo k-MS, principalmente pelo fato de poder ser ajustado
a conjuntos de dados com diferentes caracteristicas ou até mesmo desconhecendo o ponto de

k-modificacdo e fazendo suposicdo deste.
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Tabela 8 — Estimativas (e intervalos de confianga de 95%) dos pardmetros do modelo k-MS ajustados aos
dados gerados do modelo Skellam tradicional de tamanho n = 100.

Conjunto de K Estimativas
Dados do di Bo Bi ¢
5 6,79 —1,94 6,41 —4,88 9,23
(5,45;20,09) (—3,02;12,22) (5,37;7,47) (—5,96;,—-3,87) (7,00;11,68)
CD1 0 3,26 —0,11 6,54 —4,94 8,63
(1,86;7,59)  (—2,14;4,47) (5,5057,67) (—6,07;—-3,91) (7,00;11,01)
4 1,44 1,45 6,56 —4,87 9,08
(0,45;2,63) (0,31;3,78) (5,5057,69) (—6,00;—-3,79) (7,00;11,47)
5 1,97 —0,30 —-5,60 2,15 7,90
(1,08;3,13)  (—1,27;0,93) (—6,60;,—4,61) (1,13;3,18) (5,94;9,65)
CD2 0 3,37 —0,89 —5,37 1,90 7,71
(2,41;5,18)  (—=2,11;0,13) (—6,35;—4,38) (0,87;2,84) (5,64;9,45)
4 7,48 12,37 —5,44 2,08 7,85
(4,66;19,83)  (3,22;13,92) (—6,35;—4,48) (1,11;3,04) (5,79;9,63)
5 3,02 —0,52 2,77 —2,02 4,75
(1,85;5,11)  (—1,95;1,21) (2,00;3,58) (—2,83;—1,23) (3,47;6,04)
CD3 0 2,00 —0,25 2,56 —1,82 4,96
(1,20;3,09) (—1,16;0,70) (1,77;3,41) (—2,65;—1,06) (3,62;6,35)
4 0,96 1,80 2,39 -1,71 4,95
(0,13;1,93) (0,80;3,47) (1,46;3,21) (—2,54;,-0,84) (3,42;6,45)

Tabela 9 — Estimativas (e intervalos de confianga de 95%) dos pardmetros do modelo k-MS ajustados aos
dados gerados do modelo Skellam tradicional de tamanho n = 200.

Conjunto de k Estimativas
Dados do dy Bo Bi ¢
5 4,68 —1,60 6,58 —4,42 8,54
(3,71;6,51) (—2,70,—8,83) (5,89;7,29) (—5,05;-3,83) (7,00;10,32)
CD1 0 3,63 —0,93 6,46 —4,34 8,63
(2,92;4,78) (—1,62;—0,33) (5,77;7,18) (—4,99;-3,74) (7,00;10,31)
4 2,38 —0,07 6,99 —4,57 7,51
(0,68;3,03)  (—0,41;2,32) (6,08;8,14) (—6,00,—4,02) (7,00;10,47)
5 2,31 -0,20 —5,27 2,39 6,25
(1,67;3,09) (—0,81;0,48) (—5,89;—4,67) (1,87;2,90) (5,06;7,66)
CD2 0 3,53 —1,18 -5,39 2,45 6,41
(2,72;4,77) (—2,05;,—-0,47) (—6,01;—4,79) (1,91;2,99) (5,21,7,80)
4 9,57 10,25 —5,42 2,58 6,47
(3,89;19,84)  (2,72;12,56) (—6,02;—4,83) (2,02;3,11) (5,24;7,94)
5 3,49 —1,31 2.64 —1,39 4,40
(2,68;4,67) (—2,12;—0,63) (2,10;3,19) (—1,86;—0,90) (3,29;5,48)
CD3 0 2,80 —0,84 2,43 —1,42 4,53
(2,17;3,68) (—1,49;—0,28) (1,94;2,95) (—1,87;-0,99) (3,57;5,52)
4 1,02 1,57 2,45 —1,44 4,58
(0,29;1,76) (0,62;3,28) (1,89;3,00) (-1,93;-0,97) (3,53;5,61)
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Figura 3 — Estimativas de p e u, . (juntamente com seus valores reais) obtidas a partir do ajuste do
modelo k-MS, para valores de parametros do CD1 e tamanho de amostra n = 100.
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4.3 Estimacao dos Parametros: Abordagem Bayesiana

Para a estimagdo dos parametros, sob o contexto bayesiano, optamos por uma aborda-
gem considerando um procedimento MCMC, mais especificamente, o método do Gradiente

Estocastico Hamiltoniano de Monte Carlo.

4.3.1 Distribuicao Conjunta a Posteriori

Seja Y = (Y1,Y2,...,Y,) um vetor de n varidveis aleatérias independentes, com ¥; ~
k-MS(ui, ¢, @;), para todo i = 1,2,...,n, e sejay = (y1,y2,...,yn) O vetor de observagdes
associados a Y. Considere x; = (1,x1;,...,X4,i) € Vi = (1,v1j,...,v4,i) 0s vetores de covaridveis
associados a cada y; e, consequentemente, ; = [(x;) e @; = ®(v;). Denotamos por D =

{yi,xi,vi :Vi=1,...,n} as informagdes relacionadas a todos os individuos.

Considerando o modelo k-MS na sua versao hurdle, (4.4), a fung¢do de verossimilhanca

associada a y € dada por:

Clu(x),0,0):D) = [T{(1- 0@y 00 +omm, ((inx),9)}]
i=1

= — A oy O00) w("i)ns()’i;u(x,-),q)) 1_I{k}(yi)
= H{(l O)(V;)){} ( 1—7175(k;u(xi),¢>) ) .

i=1

Como apresentado no Capitulo anterior, em (4.6), podemos escrever a fun¢do de verossi-
milhanca em termos de /1 (a;D) e £,(B,¢;D) como:

L(B,9,0:D) = exp{li(a; D) +£2(B,¢;D)}.

Para prosseguir com o procedimento de estimagdo Bayesiano, precisamos especificar
uma distribuicdo a priori para os parametros do modelo. A ideia € especificar uma distribuicao
a priori de forma que, mesmo para tamanhos moderados de amostra, a informac¢do fornecida
pelos dados domine a informagao a priori. Assim, com a fatoracao da funcio de verossimilhanca,
sugere distribui¢des a priori independentes para @ e o par (B, ¢), denotados por (@) e 7(0,9¢),
respectivamente. Desta forma, a distribui¢do conjunta a posteriori € dada proporcionalmente por

n(B,¢,a:D) o< exp{li(a:; D)+ Lr(B,9: D)} (B, 9)7(cx).

Assumimos B e ¢ independentes e, portanto, 7(B,¢) = m(B)n(¢). Consideramos para

B e & uma distribui¢do priori normal multivariada independente N (8¢, c31), em que 09 =

(bo,b1,...,by,,a0,ai,... ,aqz)T ¢ um vetor de médias; op > 0 e I é uma matriz de identidade (g; +
g2+ 2)-dimensional. Para ¢, devido as restri¢des impostas a este pardmetro, ¢ > | max{|x;B|,i =
1,...,n}|, consideramos uma distribui¢do priori normal truncada
N(¢o, 0 12 ) 2
717()((]))2 7 :NT((PO»GIﬂé)?

(9]
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tal que 6 > max{|x;B|,i=1,...,n} e P(.) é a distribui¢do acumulada da normal padrio.

As inferéncias sobre os parametros podem ser baseadas em suas distribui¢des posteriores
marginais, que podem ser obtidas integrando a densidade completa a posteriori 7(f,¢, a;D)
com relagdo a cada parametro (CARLIN; LOUIS, 2008). Porém, ndo € possivel obter solucdes
analiticas para as integrais. Superamos essa dificuldade usando o método de integragdo numérica
baseado no procedimento de Monte Carlo para obter amostras das distribui¢cdes marginais e,
assim, fazer inferéncias sobre os parametros considerando estimativas de Monte Carlo. Neste
trabalho, consideramos o algoritmo Gradiente Estocdstico Hamiltoniano Monte Carlo (SGHMC)
para gerar amostras das distribui¢cdes marginais (CHEN; FOX; GUESTRIN, 2014). O algoritmo
SGHMC € derivado do algoritmo Hamiltoniano Monte Carlo (HMC) proposto por Duane ef al.
(1987), e posteriormente desenvolvido por Neal (1994), que introduziu a aplicacdo do HMC para
problemas estatisticos. Um texto amigavel para os leitores interessados no algoritmo HMC pode

ser encontrado em Neal (2011).

4.3.2 Algoritmo Hamiltoniano de Monte Carlo

Um grande desafio nos procedimentos de aceitacao-rejeicao para obter a estimativa de
parametros € encontrar uma amostra tipica da distribui¢ao-alvo. O algoritmo HMC explora
de maneira eficiente as trajetdrias dentro do espago paramétrico. Essa exploragdo resulta nao
apenas melhor efici€éncia computacional do que outros algoritmos da classe MCMC, mas também

garantias fortes sobre a validade dos estimadores resultantes (Stan Development Team, 2017).

Com base em atualizacdes simples para as varidveis, a simulacao a partir de um sistema
dindmico hamiltoniano permite obter propostas de estados distantes do estado atual. Sendo
a distribui¢do de destino € invaridvel sob essa dindmica. O gradiente da distribui¢ao fornece
informagdes sobre o comportamento local da distribuicao de destino. Assim, o novo estado é
proposto calculando uma trajetdria de acordo com a dindmica hamiltoniana, a obten¢do desse
estado proposto é obtida com um método de integracdo denominado leapfrog. Um estado
proposto desta forma pode estar distante do estado atual, mas tem uma alta probabilidade de
aceitacdo. Assim, permite movimentos maiores através do espago de estado (espaco paramétrico)
e, portanto, convergéncia mais rdpida para a distribuicao de destino. Isso supera a lenta exploragdo

do espago de estados que ocorre quando o algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) € utilizado.

O método HMC € uma técnica MCMC para amostragem de sistemas complexos e de
alta dimensdo. O hamiltoniano J{ representa a energia do sistema, que € a soma da energia
cinética e potencial tradicionalmente denotadas por €(0) e K(z), onde B, & e ¢ sdo as chamadas
coordenadas generalizadas e o vetor z € o chamado momento generalizado. Para simplificar
a notag¢do, denotamos o vetor de pardmetros como 6 = (B,9, a)T e, para o HMC, a fungao

hamiltoniana pode ser escrita como segue

H(0,z) =€(0)+K(2).
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Aqui, £(0) é chamada de energia potencial e serd definida como igual a menos o
logaritmo da densidade de probabilidade da distribuicdo de 0. A fun¢do K(z) é chamada de
energia cinética e geralmente é definida como

_Zrz

K(Z> - 2 ’

em que X € simétrica, definida-positiva, geralmente diagonal, multipla por um escalar da matriz
de identidade. Aqui, z serd representado por uma varidvel aleatéria normal Z ~ N(0,X) da mesma
dimensio dos parimetros (8 = (B,¢,@)"): ¢* = g1 + g2 + 3. Esta forma para K (z) corresponde
ao valor negativo do logaritmo natural da fun¢do de densidade de probabilidade (mais uma
constante) da distribui¢do Gaussiana de média-zero com matriz de covariincia X. As derivadas
parciais do Hamiltoniano determinam como 6 e z mudam ao longo do tempo, 7, de acordo com
as equagoes de Hamilton (aqui entende-se por tempo as iteragoes):

de,  9%(6,z) dz _ 9H(6,2)

- — = — 2 1=1.... .
dt oz, & 26, rod

Para qualquer intervalo de tempo de duragdo s, essas equacdes definem uma transicao do

estado em qualquer momento ¢ para o estado no momento ¢ -+ s.

Na estatistica bayesiana, o vetor de parimetros 6 assumird o papel da posi¢dao. Podemos
expressar a distribuicao posteriori como uma distribui¢do candnica usando uma funcao de energia

potencial definida por:
£(0) = —log{n(8:D)} = —log (exp{¢(6:D)}7(8)) +log(C),

em que C > 0 é a constante normalizadora; 7(0) e ¢(0;D) sdo, respectivamente,

£(6;D) =t1(a;D)+ (B, ¢;D).
Assim, o hamiltoniano J{ é dado por:

Zr71z
2 b

H(0;3z) = —log{n(0;D)} +

e as derivadas parciais da equagcao hamiltoniana sdo dadas por:

a6, dz)
dt dt Go,
c =27 =] |,
dt dt !
dlog(m(6,))

em que Gg, = U, + ,paratodot =1,2,...,q4".

do,
O algoritmo HMC completo € apresentado a seguir:
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Algoritmo 1 — Hamiltoniano Monte Carlo (HMC)
Requer:

M: niimero de amostras de Monte Carlo

€: passo de integracao

L: namero de etapas de interacdes

¥: matriz de massa (X < 621
0

para m < 1 até M faca

00 . glm=1)

Gere z\¥) de uma N(0;X)

Faca meio passo €/2, iteragdo para 0 momento z’ ©) por:

E ’

20 20 = Uq, (6 (m_l))-l-—log ({=(6, ) >) Vi=12,....q"
2 do,

para 7 < 1 até L faca

£

9{(1'-) — GZ(T_I) + ?zi(r_l)7 Vi=1,2,...,4"

se T # L entao

[ H’}“us{u&(e( >>+£1og ({n(el’(”))}, Vi=12,....4"
4

fim se
fim para

AR CaD +£{Uel(9( ))+%log ({”(9{(”))}, Vi=12,....q
1

Calcule a probabilidade de aceitacdo:

Ot(—mln{l exp{ f}( 0( ). ( ))4.3{(9( )’z(m—l))}}

Gere u ~U(0,1).
se 1 < o entido

o . g'® (aceita)

senao

0  gim-1) (rejeita)

fim se
fim para
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A escolha dos pardmetros no HMC pode afetar o desempenho do método. Sao trés os
principais parametros ajustiveis: o tamanho da etapa de integracdo €, o nimero de etapas de
integracao L e a matriz de massa X. Geralmente podem ser escolhidos arbitrariamente, sem que
a validade do método seja afetada, porém existem casos nos quais a ergodicidade da cadeia é

prejudicada pela escolha desses parametros (NEAL, 2011).

Por outro lado, o passo de aceitacdo e rejeicdo de MH pode levar a uma baixa taxa de
aceitacdo e cada rejei¢do corresponde a um desperdicio de célculos do gradiente. Dessa forma,
uma variante do algoritmo HMC foi proposta por Chen, Fox e Guestrin (2014), a qual consiste na
reformulacdo das equacdes de Hamilton ao introduzir uma componente estocdstica na equagao

do gradiente, evitando o passo de aceitacdo e rejeicio MH.

4.3.2.1 Algoritmo Gradiente Estocastico Hamiltoniano de Monte Carlo

O HMC simula a dinamica Hamiltoniana de acordo com as equagdes de Hamilton para
gerar amostras. Chen, Fox e Guestrin (2014) considera a possibilidade de modificar as equacdes
de Hamilton, acrescentando um termo de “fric¢do” a atualizagao do momento. As equacdes de

Hamilton com fric¢do sdo dadas por:

6 |

= — 3y
dt ¢
dz 1
il —G(0)—BX 'z+N(0,2B),
em que B é a matriz de difusdo e G(0) é um vetor cujos os elementos sdo
dl 0
Gg, = Uy, +%, paratodo1=1,2,...,4".
1

Cabe destacar que utilizamos um abuso de notag¢ao ao adicionar N(0,2B), que denota a
introducdo de uma varidvel aleatdria que € distribuida de acordo com esta gaussiana multivariada.
Na pratica, a matriz B nao é conhecida e precisa ser estimada, B. Chen, Fox e Guestrin (2014)

introduziu um termo de atrito C, especificado pelo usudrio (C domina B), e considerou a seguinte

dindmica:
do 1
-~ —_ 3 4.
- z (4.8)
‘;_"t’ — —G(8)-CX'z+N(0,2(C—B))+N(0,2B). (4.9)

No cendrio mais realista de estimativa imprecisa de B, a escolha mais simples é B=0.
Assim, fazendo B=B =0, a atualizacdo do momento simplifica-se para
d
d—f = —G(8)—CZ'z+N(0,2C).
Portanto, a dinimica é governada pelo ruido introduzido (controlavel) N(0,2C) e pelo

termo de atrito CZ ™. Para aplicacdes priticas, as equacdes diferenciais (4.8)-(4.9) ndo podem ser
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resolvidas analiticamente, sendo necessérios recorrer a procedimentos numéricos. Reescrevemos

(4.8)-(4.9) na forma discretizada onde € € o tamanho do passo de integracao:

A = eX 'z (4.10)

Az = —€G(0)—az+N(0,20%). (4.11)

em que o = eCZ 1. A constante o e o passo de discretizacdo € sdo constantes de ajuste; na
pratica, o tende a ser fixado em um valor pequeno. Na implementagao, fixamos @ = 0,10 e
€ =0,01. Para resolver (4.10)-(4.11), consideramos o método integrador leapfrog resumido nos

seguintes passos do algoritmo SGHMC:

Algoritmo 2 — Gradiente Estocastico Hamiltoniano Monte Carlo (SGHMC)
Requer:

M: ntimero de amostras de Monte Carlo

€: passo de integracdo

L: nimero de etapas de interacdes

¥: matriz de massa (X < 621+

o constante
0

param < | até M faca
6 gV
Gere z(¥) de uma N (0;X)
Faca
29 =1-a)z®- gG(O(O)) +N(0,2aX)
para 7 < 1 até L faca
0" =9 pexlzY
se T 7 L entao
29 =(1-a)z" ) —eG(6'™) +N(0,2ax)

fim se
fim para
Calcule:

2B = (1 — )21 = ;G(o/@)) +N(0,2a%)

Faca:
0  g'(L) (sem passo de MH)

fim para
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4.3.3 Critérios de Selecao de Modelos

A seguir, expomos uma breve descri¢cdo de alguns critérios que s@ao empregados na

selecdo de modelos ajustados no contexto bayesiano.

4.3.3.1 Critério de Informacdo de Akaike Esperado (EAIC)

A adaptacdo do AIC para o contexto bayesiano € o Critério de Informagao de Akaike
Esperado (EAIC), uma extensdo natural em que se considera a densidade a posteriori dos
parametros do modelo (BROOKS, 2002). Mais especificamente, o EAIC € um critério baseado
na média a posteriori da deviance e, para uma cadeia de tamanho M de cada parametro do vetor

0, tem seu célculo aproximado por:

M
_ 2
_ _“ (m).
EAIC = ME 0(0V"; D) +2c.

m=1

O EAIC penaliza modelos mais complexos, adicionando um termo que cresce com
o numero de parametros. Um modelo com um valor menor de EAIC € considerado o mais

adequado, sugerindo um bom ajuste aos dados com o minimo de parametros necessarios.

4.3.3.2  Critério de Informacdo Bayesiano Esperado (EBIC)

O Critério de Informacgdo Bayesiano Esperado (EBIC) adapta o BIC para a abordagem
nayesiana, utilizando a distribuicdo posteriori do modelo (CARLIN; LOUIS, 2008). Para uma

cadeia de tamanho M de cada parametro do vetor 0, esta medida pode ser aproximada por:

M
o 2
_ (m).
EBIC = —— §ljf(e ): D)+ cln(n).

O EBIC penaliza modelos com maior complexidade de maneira mais rigorosa em
comparacdo com o EAIC, pois o termo de penaliza¢do (cIn(n)) é multiplicado por In(n). O

EBIC tende a favorecer modelos mais parcimoniosos em casos de tamanhos de amostras grandes.

4.3.3.3 Critério de Informacdo Watanabe-Akaike (WAIC)

O Critério de Informagdao Watanabe-Akaike (WAIC) foi proposto por Watanabe e Opper
(2010) e pode ser interpretado como uma aproximacio para a validacdo cruzada. E um critério

usado no contexto bayesiano e seu célculo é baseado em:

elpd,uic = lpd — pyaic,

em que Puaic = ZVarg‘y(log(p(yJG))) elpd = Zlog(p(yib/) é o logaritmo natural da den-
i=1 i=1
sidade preditiva pontual.
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Ao reescrever
log(p(yi/y) = log /@ p(51]0)p(81y)d6

e considerando S simulagdes para aproximar a variancia do logaritmo natural do modelo para

cada ponto y;|0 pela varidncia amostral, temos:

n n S
Puaie = Var (log(p(/6")) e Tpd =3 log (D" p(l6")).
i=1 1

i=1 [— s=

Assim, o WAIC € definido por:

WAIC = —2elpd,,,
= _2{lpd_ﬁwaic}~

Portanto, o critério WAIC € uma abordagem bayesiana para selecdo de modelos que
leva em conta a incerteza na estimativa do modelo. Ele usa a distribui¢do preditiva do modelo
e fornece uma estimativa da discrepancia esperada entre os valores preditos pelo modelo e os

valores reais. Quanto menor o valor de WAIC, melhor o ajuste do modelo aos dados.

Resumidamente, o EAIC, o EBIC e o WAIC sdo critérios que auxiliam na sele¢ao do
modelo ideal, balanceando sua complexidade (nimero de parametros) com sua capacidade

preditiva. Modelos com valores mais baixos desses critérios sdo preferiveis.

4.3.4 Estudo de Simulacao: Avaliacao da Performance dos Estima-

dores Bayesianos

Conduzindo de maneira similar ao estudo de simulagdo descrito na Subsec¢do 4.2.3 para
a abordagem cléssica, N = 100 conjuntos de dados de tamanho n (n = 100 e 200) foram gerados
do modelo k-MS, considerando uma covaridvel X ~ ZTN(0,1). Para fins de comparacgio dos
procedimentos, os valores considerados para o ponto de modificacio k, para os vetores de

parAmetros B e @ e para o parAmetro ¢ foram os mesmos apresentados na Tabela 2.

Para cada um dos N conjuntos de dados gerados, o algoritmo SGHMC € usado para gerar
uma cadeia de tamanho 50.000, com 50% dos elementos descartados como burn-in, para cada
um dos parametros do modelo. A convergéncia das cadeias foi monitorada por meio do critério
de Geweke (GEWEKE, 1992), e a média posteriori (associada a funcdo de perda quadratica) foi
considerada como estimador bayesiano. Dessa forma, apds os ajustes do modelo, obtemos as N
estimativas dos parametros, e entdo sdo calculadas algumas medidas para avaliar o desempenho

dos estimadores.

As medidas calculadas foram: o erro quadritico médio (EQM); a variancia (Var); o viés
absoluto médio (B); e a probabilidade de cobertura dos intervalos de credibilidade bayesianos
(PC). Assim, considerando que 6 representa cada um dos parametros do modelo, isto é, 0 assume

o, a1, Bo, Bi, ¢, as medidas sdo obtidas por:
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em que 5(2 assume 1 se o i-€ésimo intervalo highest probability density (HPD) com 95% de

credibilidade contém o valor verdadeiro do pardmetro 6 e assume O caso contrario.

As Tabelas 10 e 11 apresentam os resultados do estudo de simulacio para os conjuntos
de dados gerados com diferentes valores de k e n do modelo k-IS e do modelo k-DS respectiva-
mente. Tanto para os casos k-inflacionados quanto para os casos k-deflacionados, os resultados
apresentaram valores de erro quadratico médio, variancia e viés absoluto médio muito préximos
de zero, o que indica um 6timo desempenho dos estimadores bayesianos. As probabilidades
de cobertura, em sua maioria, foram de 100% (acima do nivel nominal de 95%). Ao comparar
estes resultados com os obtidos com o procedimento cldssico, podemos concluir que o pro-
cedimento de estimacao bayesiano foi superior na qualidade das estimativas dos parametros
do modelo k-MS. O procedimento bayesiano também foi mais vantajoso quando comparado o

tempo computacional, se mostrando mais significativamente mais rapido.
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Tabela 10 — Avaliagdo dos estimadores dos pardmetros do modelo k-IS via procedimento bayesiano,
considerando diferentes valores de & e n.

t | Medidas ] ] Estimadores -
o7 o4 Bo B o

EOM 0,0016 0,0006 0,0012 0,0003 0,0002 | 100
0,0014 0,0006 0,0006 0,0002 0,0001 | 200
Var 0,0016 0,0006 0,0012 0,0003 0,0002 | 100
5 0,0014 0,0006 0,0007 0,0002 0,0001 | 200
B 0,0024 0,0025 0,0045 0,0008 0,0013 | 100
0,0019 0,0007 0,0006 0,0000 0,0023 | 200
PC (%) 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 100
100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 200
EOM 0,0016 0,0008 0,0012 0,0004 0,0006 | 100
0,0015 0,0008 0,0005 0,0002 0,0002 | 200
Var 0,0016 0,0008 0,0012 0,0004 0,0001 | 100
0 0,0015 0,0008 0,0004 0,0002 0,0001 | 200
B 0,0031 0,0020 0,0083 0,0064 0,0227 | 100
0,0030 0,0023 0,0063 0,0033 0,0127 | 200
PC (%) 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 100
100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 200
EOM 0,0019 0,0007 0,0015 0,0003 0,0007 | 100
0,0011 0,0006 0,0011 0,0002 0,0004 | 200
Var 0,0019 0,0007 0,0013 0,0003 0,0003 | 100
4 0,0011 0,0006 0,0009 0,0002 0,0002 | 200
B 0,0013 0,0013 0,0151 0,0020 0,0201 | 100
0,0006 0,0004 0,0119 0,0004 0,0135 | 200
PC (%) 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 100
100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 200
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Tabela 11 — Avaliacdo dos estimadores dos pardmetros do modelo k-DS via procedimento bayesiano,
considerando diferentes valores de & e n.

| Medidas ] ] Estimadores -
(o [od] Bo B ¢

EOM 0,0006 0,0002 0,0061 0,0017 0,0225 | 100
0,0004 0,0001 0,0030 0,0015 0,0063 | 200
Var 0,0006 0,0002 0,0022 0,0016 0,0006 | 100
5 0,0005 0,0002 0,0018 0,0014 0,0003 | 200
B 0,0045 0,0008 0,0628 0,0110 0,1477 | 100
0,0004 0,0003 0,0350 0,0082 0,0776 | 200
PC (%) 100,00 100,00 99,00 100,00 98,00 | 100
100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 200
EOM 0,0000 0,0000 0,0023 0,0016 0,0059 | 100
0,0000 0,0000 0,0014 0,0011 0,0016 | 200
Var 0,0000 0,0000 0,0015 0,0014 0,0002 | 100
0 0,0000 0,0000 0,0013 0,0011 0,0001 | 200
B 0,0002 0,0001 0,0287 0,0145 0,0755 | 100
0,0006 0,0001 0,0133 0,0051 0,0388 | 200
PC (%) 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 100
100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 200
EOM 0,0000 0,0000 0,0007 0,0007 0,3121 | 100
0,0000 0,0000 0,0009 0,0010 0,0068 | 200
Var 0,0000 0,0000 0,0007 0,0006 0,2850 | 100
4 0,0000 0,0000 0,0009 0,0009 0,0068 | 200
B 0,0005 0,0004 0,0045 0,0085 0,1729 | 100
0,0004 0,0001 0,0022 0,0097 0,0014 | 200
PC (%) 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 100
100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 200

4.3.5 Aplicacao: Conjuntos de Dados Artificiais

De maneira similar a descrita na Subsec¢do 4.2.4, ilustragdes com um tnico conjunto de
dados de cada caso apresentado no estudo acima serd aqui apresentado. Isto é: conjuntos de
dados artificiais de tamanho amostral n = 100 e 200 gerados do modelo k-MS considerando n
observagdes de uma varidvel explicativa X ~ ZTN(0; 1) e diferentes pontos de k-modifica¢do. Os
valores de k, dos vetores de pardmetros B e & e do parimetro ¢ foram os mesmos apresentados
na Tabela 2.

Considerando a abordagem bayesiana, o modelo k-MS foi ajustado a cada conjunto de
dados gerado e as estimativas bayesianas dos parametros (média a posteriori) e o intervalo HPD
com 95% de credibilidade foram obtidos. A Tabela 12 apresenta estes resultados. Em todos os
casos considerados, € possivel notar que as estimativas encontram-se proximas dos verdadeiros

valores dos parametros, além destes estarem contidos nos respectivos intervalos de credibilidade.
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Tabela 12 — Estimativas (e intervalos HPD com 95% de credibilidade) dos pardmetros do modelo k-MS

(k-1S e k-DS), via procedimento bayesiano.

Estimativas (IC 95%)
k — — < n
[0y (oA Bo B ¢
Modelo Skellam k-Inflacionado
1,94 -3,53 3,03 -1,98 4,50 100
5 (1,75;2,12) (-3,72;-3,34) (2,84;3,21) (-2,18;-1,79) (4,32;4,71)
2,00 -3,51 2,95 -2,02 4,52 200
(1,83;2,17)  (-3,69;-3,32) (2,77;3,13) (-2,20;-1,83) (4,33;4,71)
1,93 -3,04 6,02 -2,49 7,49 100
0 (1,76;2,12) (-3,23;-2,86) (5,84;6,21) (-2,68;-2,29) (7,31;7,70)
2,02 -3,01 5,96 -2,50 7,50 200
(1,85;2,20) (-3,19;-2,82) (5,77;6,14)  (-2,69;-2,31)  (7,31;7,69)
1,56 -2,97 6,97 -5,02 8,51 100
4 (1,38;1,74) (-3,16;-2,78) (6,79;7,16) (-5,21;-4,83)  (8,32;8,71)
1,48 -3,03 7,00 -5,01 8,49 200
(1,31;1,65) (-3,21;-2,84) (6,82;7,18) (-5,19;-4,81) (8,29; 8,68)
Modelo Skellam k-Deflacionado
2,01 1,76 -4,08 1,46 5,42 100
5 (1,82;220) (1,57;1,95) (-4,26;-391) (1,28;1,64) (5,23;5,62)
2,00 1,76 -4,08 1,54 5,35 200
(1,81;2,19) (1,56;1,95) (-4,26;-3,92) (1,38;1,71) (5,15;5,54)
6,00 4,00 -5,06 1,95 6,48 100
0 (5,80;6,20) (3,81;4,19) (-5,24;,-4,88) (1,77;2,14) (6,28; 6,67)
6,00 4,00 -5,04 2,03 6,42 200
(5,81;6,20) (3,80;4,19) (-5,21;-4,86) (1,86;2,20) (6,23;6,61)
5,99 1,99 -5,03 6,98 15,50 100
4 (5,79;6,19) (1,80;2,18) (-5,22;-4,85) (6,80;7,17) (15,31;15.71)
6,00 2,00 -4,99 7,05 15,49 200
(5,81;6,20) (1,80;2,19) (-5,18;-4,81) (6,86;7,23) (15,30;15,68)

A Figura 4 apresenta os dados gerados de Y versus X, juntamente com Ly pss € fi_ s,
para cada caso apresentado na Tabela 12. Na Figura 5 sdo apresentadas as estimativas para o
parametro p. Nota-se as proximidades entre os valores verdadeiros e ajustados em todos os casos,
indicando a boa qualidade do procedimento bayesiano via algoritmo SGHMC para a estimacao

dos parametros.
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Figura 4 — Estimativas bayesianas de u, . (juntamente com seus valores reais) obtidas a partir do ajuste
do modelo k-MS, para n = 200.
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Figura 5 — Estimativas bayesianas do paramtro p obtidas a partir do ajuste do modelo k-MS, para n = 200.

4.4 Aplicacao: Conjunto de Dados Reais

4.4.1 Dados do Indice da Bolsa de Valores de Sio Paulo

O Indice da Bolsa de Valores de Sio Paulo (Ibovespa) desempenha um papel fundamental
no mercado financeiro brasileiro como indicador do comportamento das transacdes de compra e
venda de acdes. E composto pelas principais a¢des negociadas na Bolsa de Valores brasileira,
visto que contém os ativos que movimentam em torno de 80% do volume total de negociacdes
da empresa B3 (uma das principais empresas de infraestrutura de mercado financeiro no mundo,

com atuacdo em ambiente de bolsa e de balcdo).

A pontuacgdo do Ibovespa € expressa em reais e o cdlculo € dado pela multiplicagdo do
preco de cada acdo pelo percentual de participacdo da empresa na carteira. Dessa forma, o indice
total reflete o valor total das acdes que compdem a B3. Se o indice sobe, isso indica que, em
média, as acdes que o compdem se valorizaram, e se ele cair, significa que boa parte das acdes
perderam valor. Essas flutuacoes sao reflexos das expectativas dos investidores em relagao aos

ativos e ao cendrio econdmico, tanto interno quanto externo.
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Dessa forma, o Ibovespa é um importante indicador da dinamica do mercado de acdes
no Brasil e € influenciado por uma série de fatores, tais como a saide financeira das empresas, a
politica econdmica do pafs, a situag@o internacional e as condi¢des do mercado financeiro em
geral. Atualmente, o indice € composto por cerca de 60 empresas dos mais distintos ramos, como

varejo, commodities e fabricantes de bens de consumo.

Um termo frequentemente empregado para comparar a mudanga em valores do mercado
de agdes € chamado de fick. Essa medida € usada para avaliar as mudancas de pregos de forma
discreta. Tendo isso em vista, nossos dados consistem em mudancas discretas de pregos, tick-
by-tick, do Ibovespa. Aqui definimos o tamanho do tick (tick size) no valor de 1 centavo da
moeda monetdria. Assim, usaremos como varidvel resposta a diferenga de preco, medida em ticks
(centavos), da pontuagdo do Ibovespa, do dia ¢ e do diat — 1. A partir desses dados, construimos
uma nova série de dados histdricos usando o logaritmo da razio entre o dia atual e o dia anterior,

isto é, o log-retorno dos valores do indice dado por

log( 2 ) .
Yi—1

Neste contexto, o conjunto de dados € composto por 1194 observacdes da variagdao

semanal da pontuacdo do Ibovespa, correspondente ao periodo de janeiro de 2000 até dezembro
de 2022. As negociacdes das acdes acontecem diariamente, de segunda a sexta-feira, no periodo
compreendido entre as 10h20 e as 16h. A distribui¢do de frequéncias das quantidades de ticks é

apresentada na Tabela 13 e melhor ilustrada na Figura 6.
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Figura 6 — Distribuicdo de frequéncias das quantidades de ticks registradas na variacdo semanal do
Ibovespa no periodo de 2000-2022.



Tabela 13 — Distribuicdo de frequéncias e algumas estatisticas descritivas das quantidades de ticks registradas na variacdo semanal do Ibovespa no periodo de
2000-2022.
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Para a escolha da covaridvel levamos em conta a opinido dos economistas, que consideram
o valor do ddlar (em reais) um dos principais fatores responséveis pela flutuacdo do indice
brasileiro. Compreender a relacdo entre o preco do ddlar e o comportamento do mercado
brasileiro € fundamental tanto para investidores quanto para as medidas governamentais. Com
esse objetivo, utilizamos o log-retorno do preco do délar dos dias ¢ e # — 1 como uma covaridvel

no modelo.

Para o ajuste do modelo k-MS faz-se necessario o conhecimento do ponto de modificacio
k, que em aplicagOes reais, muitas vezes, esse numero ¢ desconhecido. Assim, para identificar
o valor de k mais adequado, ajustamos o modelo k-MS considerando k = —2,—1,0,1 e 2 via
método de médxima verossimilhanca. Esses valores de k foram definidos com base na distribui¢do
de frequéncias dos ticks apresentada na Figura 6. Apds os ajustes, calculamos os critérios de
selecdo de modelos AIC e BIC. Menores valores do AIC e do BIC apontam para uma melhor
adequacdo do modelo. A Tabela 14 apresenta os resultados destes ajustes, de onde € possivel
notar que o modelo k-MS com k = —2 foi apontado como o melhor ajustado, por apresentar os
menores valores de AIC e BIC. Pelos valores estimados para o parametro p, temos o indicativo

de inflagdo de valores no ponto -2, caracterizando o conjunto de dados como inflacionado de -2.

Tabela 14 — Estimativas dos pardmetros e critérios de selecao dos modelos k-MS ajustados aos dados do
Ibovespa, considerando diferentes valores de k.

k| do a1 Bo Bi ¢ AIC BIC | minp max p
21243 -7,10 0,25 -80,31 10,19 | 6036,85 6062,27 | 0,82 1,03
-1 1224 -281 0,22 -80,19 10,21 | 6039,67 6065,09 | 0,87 1,03
0202 -1,22 0,22 -80,68 10,26 | 6041,51 6066,94 | 0,86 1,00
11,89 038 0,24 -82,29 10,46 | 6045,11 6070,54 | 0,87 0,99
2 1216 046 0,26 -81,14 10,29 | 6047,43 6072,85 | 0,90 1,02
Uma vez que os critérios de selecdo de modelos apontaram para o modelo k-MS com
k = —2, devido ao esfor¢co computacional, os intervalos de confianga foram obtidos apenas para

os parametros do melhor modelo ajustado. Para a obten¢do destes intervalos, os dados foram
reamostrados por meio do método bootstrap nao paramétrico. Na Tabela 15 sdo apresentados os
intervalos com 95% de confianca obtidos. Os intervalos de confianga indicam que os parametros

sao significativos, uma vez que nenhum deles contém o valor zero.

Tabela 15 — Estimativas e IC bootstrap ( 95%) dos pardmetros do modelo k-MS, com k = —2, ajustado
aos dados do Ibovespa.

Estimativas (IC 95%)
k — — x
do d Bo B ¢
5 2,43 -7,10 0,25 -80,31 10,19
(2,20;2,65) (-7,59;-0,93) (0,09;0,45) (-93,93;-74,09) (8,67 ;10,92)
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A Figura 7 apresenta algumas ilustracdes graficas dos resultados do ajuste. O grafico
(A) desta Figura apresenta os valores estimados para o parametro p e o intervalo de confianca
calculado via bootstrap. Ja grafico (B) apresenta as observagdes y (ticks) em fungao da covaridvel

X (log-retorno do cambio do ddlar), juntamente com a média u;_ s estimada.
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Figura 7 — Estimativas de p e de p;_ys obtidas a partir do modelo k-MS ajustado, com k = —2: (A) p
versus a covaridvel X; (B) y versus a covaridvel X, juntamente com a estimativa de L_ys.

Dos ajuste do modelo k-MS aos dados, podemos notar a relag@o entre variacdo no valor
do Ibovespa, em ticks, com a variacao no preco do délar. A medida que a variacdo no preco
do ddlar se torna negativa, maior tende a ser a variacdo da pontuacdo do Ibovespa. Assim,
ocorréncias de baixas no cambio do délar influenciam positivamente o valor das acdes que
compdem a carteira do Ibovespa. No caso de aumento no preco do ddlar, a pontuagdo Ibovespa

apresenta tendéncia de queda, isto é, o valor das acdes sofrem variagdo negativa.

4.4.2 Dados da Temporada Regular 2022-2023 da NBA

A National Basketball Association (NBA) € a principal liga de basquete dos Estados
Unidos e de grande destaque no mercado esportivo internacional. Atualmente conta com 30
times (franquias), sendo que 29 desses estdo localizadas em territorio estadunidense € um no

Canada. Os times sdo divididos em 2 conferéncias, Leste e Oeste, com 15 equipes em cada.

A NBA € composta por quatro fases: temporada regular, play-in, playoffs e final da
NBA. Durante a temporada regular, cada time disputa 82 jogos, cuja pontuacdo de cada time
na sua conferéncia € dada pela diferenca entre o nimero total de vitérias e o nimero total de
derrotas, podendo resultar em valores inteiros positivos ou negativos. No final da temporada
regular, a classificacdo dos times dentro de cada conferéncia funciona pelo sistema de “pontos

corridos”, sendo o primeiro (dltimo) colocado o time de maior (menor) pontuacdo dentro de
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cada conferéncia. Ao todo, os 10 melhores colocados de cada conferéncia avancam para as
proximas fases (play-in e/ou playoffs). Os seis primeiros classificados de cada conferéncia
seguem diretamente para a fase playoffs, e as equipes entre a sétima até a décima colocagao
disputam no play-in mais duas vagas restantes, enfrentando jogos tinicos de mata-mata, para

definir os dois ultimos classificados a disputar o playoffs.

Neste sentido, dois conjuntos de dados foram considerados neste estudo, que corres-
pondem aos valores das diferencas entre partidas ganhas e partidas perdidas na temporada
regular de 2022-2023 dos times em cada conferéncia (dados obtidos de Basketball Reference
(2024)). A Tabela 16 apresenta a distribuic@o de frequéncias da pontuagdo das equipes no final
da temporada na sua respectiva conferéncia (Leste e Oeste), além das medidas descritivas como
a média amostral () e o desvio-padrao (SD). Analisando esta Tabela, podemos ter uma visao das
performances das equipes de cada conferéncia, com relag@o as suas vitdrias e derrotas durante
a temporada regular. Interpretando essas pontuacdes, como exemplo um time da conferéncia
Leste, o time com pontuacdo -48 significa que este perdeu 48 jogos a mais do que ganhou (dos
82 jogos, ganhou 17 e perdeu 65). Outro exemplo, de pontuacdo positiva, o time dessa mesma
conferéncia com pontuacdo 34 significa que este ganhou 34 jogos a mais do que perdeu (dos 82
jogos, ganhou 58 e perdeu 24). A conferéncia Leste apresenta uma pontuacdo média de 1,48
jogos. Isso significa que, em média, as equipes desta conferéncia ganharam mais jogos do que
perderam. Porém o SD € de 22,43 jogos, sugerindo que as diferencgas entre as equipes variam
consideravelmente em torno da média. Na conferéncia Oeste, a pontuagdo média é de -1,47
jogos, isto é, em média, as equipes perderam cerca de um jogo a mais do que ganharam. Mesmo
apresentando um valor alto para o desvio padrao, de 18,02 jogos, a variacdo de pontuagdes
foi um pouco menor do que em relacdo a conferéncia Leste. A diferenca nas amplitudes das
pontuacdes das Conferéncia Leste e a Oeste indica uma distingdo de comportamento das equipes,

de modo que a Conferéncia Leste (Oeste) apresenta uma variabilidade maior (menor).

Tabela 16 — Distribuicao de frequéncias e estatisticas descritivas da diferenca entre jogos ganhos e perdidos
(a pontuagdo) das equipes de cada conferéncia da NBA na temporada regular de 2022-2023.

Conjunto de dados _

Ji 48 38 28 -16 -14 12 8 6 2 0 2 4 6 8§ 12 14 20 24 26 32 34| ~ 5D
Geral 1 2 1 1 1 2 1 1 2 221321 1 2 1 1 1 1 0 |20,05
Leste | f;i | 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1] 148 |2243
Oeste 2 1 1 1 1 2 1 21 1 1 1 -1,47 | 18,02

Como varidvel explicativa X, foi considerada a diferenca entre a quantidade de jogos
ganhos com no minimo 10 pontos de vantagem (J) € jogos perdidos com no minimo 10 pontos
de desvantagem (Jp) pela equipe, ou seja, X = J; —Jp. A Figura 8 ilustra graficamente os valores
da varidvel Y, as pontuacdes (diferencas entre jogos ganhos e perdidos das equipes), e também da
covariavel X = Jg — Jp, por conferéncia, na temporada regular 2022-2023 da NBA. Analisando
os graficos, podemos notar que, em sua maioria, as equipes com pontuagdes positivas sobressaem

por vencer mais jogos com uma vantagem minima de 10 pontos do que por perder com uma
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desvantagem equivalente. Por outro lado, equipes com pontuagdes negativas destacam-se por

perder mais jogos com uma desvantagem minima de 10 pontos do que por vencer com uma

desvantagem equivalente.
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Figura 8 — Ilustracdes em gréficos de barras das pontuagdes (cinza claro) e também da covaridvel X =
Jg — Jp (cinza escuro), por conferéncia, na temporada regular 2022-2023 da NBA.

Para determinar o valor mais apropriado de k-modifica¢cdo nos dados observados para o

ajuste do modelo k-MS, fizemos a suposi¢ao de alguns valores: na conferéncia Leste, considera-

mos ajustes com k = —48, —12, e 0; e na conferéncia Oeste, consideramos k = —38,2, e 6. Tais

valores foram definidos com base na distribui¢do de frequéncias das pontuacdes (Tabela 16). Por
meio do procedimento bayesiano com o algoritmo SGHMC, os resultados dos modelos ajustados,

especificamente a estimativa e intervalo HPD com 95% de credibilidade de cada parametro,
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para cada conferéncia, podem ser encontrados na Tabela 17. E importante ressaltar que, na
conferéncia Oeste, a covaridvel X ndo demonstrou significancia para o parametro correspondente

a k-modificacdo (p ou w) nos modelos k-MS ajustados, considerando tanto kK = 2 quanto k = 6.

Tabela 17 — Estimativas (¢ HPD 95%) dos pardmetros dos modelos k-MS ajustados aos dados de pontuacgio
da temporada regular 2022-20023 da NBA, considerando diferentes valores de k.

Estimativas (HPD 95%)
k _ _ -
[0 [od] Bo B ¢
Conferéncia Leste
48 2,73 0,90 2,53 0,67 69,19
(1,99; 3,22) (0,12;1,29) (1,96; 3,26) (0,56;0,78) (66,17;72,96)
B 1,97 0,40 0,25 1,36 58,01
(1,29;2,66)  (0,05;1,13)  (0,05;0,96) (1,17;1,58) (56,93;59,13)
0 2,00 -0,13 0,56 1,35 57,84
(1,32;2,70) (-0,71;-0,03) (0,16;1,21) (1,16;1,56) (56,79;58,91)
Conferéncia Oeste
33 2,67 0,23 0,91 1,09 61,06
(1,96;3,17)  (0,07;0,41) (0,23;1,53) (0,83;139) (59,47;63,12)
’ 1,97 -0,04 0,39 1,22 58,10
(1,29;2,67) (-0,17;0,07) (0,11;1,06) (1,01;1,45) (57,07;59,15)
6 2,00 -0,06 0,32 1,23 58,40
(1,34;2,72)  (-0,19;0,06) (0,09;1,01 ) (1,02;1,45) (57,35;59,48)

Ap0s ajustarmos 0 modelo k-MS para diferentes valores de k, procedemos ao cdlculo dos
critérios de selecao de modelos WAIC, EAIC e EBIC. A Tabela 18 exibe os resultados desses
critérios, evidenciando que o modelo k-MS com k = —12 foi identificado como o mais bem
ajustado para a conferéncia Leste, enquanto para a conferéncia Oeste, o valor indicado é k = —38

como o mais adequado.

Tabela 18 — Critérios de selecdo dos modelos k-MS ajustados aos dados de pontuagdo da temporada
regular 2022-20023 da NBA, considerando diferentes valores de k.

k | WAIC EAIC EBIC
Conferéncia Leste

-48 | 115,65 120,01 124,91
-12 | 101,75 108,15 113,73
0 |102,97 109,53 115,03

Conferéncia Oeste
-38 | 88,45 96,37 100,87

2 | 97,82 104,52 109,94
6 | 9691 103,70 109,08

A Figura 9 apresenta os graficos obtidos a partir do ajuste do modelo k-MS para os

valores de k identificados como mais adequados, para cada conferéncia. Os gréficos (A1) e
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(A2) representam as estimativas de p e  em relacdo a covaridvel X para a conferéncia Leste
(modelo k-MS com k = —12), enquanto os grificos (B1) e (B2) ilustram, respectivamente, as
estimativas de p e 4 em relacdo a mesma covaridvel para a conferéncia Oeste (modelo k-MS
com k = —38). Para ambas as conferéncias, os valores estimados de p indicam inflacdo no ponto
k (inflacdo de k = —12 na conferéncia Leste e inflacdo de k = —38 na conferéncia Oeste). O
bom ajuste do modelo k-MS aos dados em ambos os casos, evidenciado pela concordancia entre
o comportamento da média ajustada e os dados observados, sugere uma relacdo significativa
entre a covaridvel e a varidvel resposta, indicando que quanto maior o valor de X, maiores as

pontuacdes das equipes.
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Figura 9 — Estimativas de p e de l;_us, versus a covaridvel, X obtidas a partir do modelo k-MS ajustado,
com: (A1) e (A2) para os dados da conferéncia Leste, modelo k-MS com k = —12;e (B1) e
(B2) para os dados da conferéncia Oeste, modelo k-MS com k = —38.

A fim de validar os resultados obtidos a partir da andlise destes dados, obtivemos a
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pontuacdo média predita para os dados da temporada regular atual, de 2023-2024, e comparamos
com os seus respectivos valores reais. A Figura 10 apresenta a pontuagdo da temporada atual
e o predito em fungdo da covaridvel X (também da temporada atual) para cada conferéncia.
E importante destacar que o erro médio de predicio para a conferéncia Leste foi de 7 pontos,

enquanto para a conferéncia Oeste foi de 8 pontos.
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Figura 10 — Pontuacgao final da temporada regular da NBA 2023-2024 versus a diferencga entre a quantidade
de jogos ganhos com no minimo 10 pontos de vantagem e jogos perdidos com no minimo 10
pontos de desvantagem, para as conferéncias Leste e Oeste.

A partir desta andlise, considerando que a temporada regular é determinante para a
selecdo dos times que avancam e competem pelo titulo da NBA, o uso do desempenho das
equipes, conforme descrito pela covaridvel, oferece uma vantagem adicional na previsdo das
chances de chegada aos playoffs. Isso significa identificar com maior precisao as equipes com
maior probabilidade de se classificarem entre as 10 primeiras posi¢Oes na temporada regular da
NBA.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO SKELLAM k; E k,
INFLACIONADO

5.1 Modelo Skellam k; e k, Inflacionado

Seja Z uma varidvel aleatéria tal que Z ~ k-IS(u, @, p) como apresentado em (3.8). Con-
sidere os conjuntos de covaridveis, xi,...,Xg, € Vi1,.--,Vig,, L = 1,2, associados respectivamente
aos parametros [ e p;. Reescrevendo a FMP dada em (3.8), obtemos o seguinte modelo de

regressao Skellam k-Inflacionado:

ﬂk—ls(z;“(x)7¢7pl(vl>) = (1 —pl(V1))I{kl}(Z) + (1 _pZ(v2)>I{k2} (Z) +
pO(V17V2)ﬂs(Z;.u(x)v¢)7 ZEZ, (5.1)

em que x = (1,x1,...,x4,) € vi = (1,v11,...,Vi4,) sdo0 os vetores das covaridveis relacionadas

aos parAmetros da regressdo; e po(vy,v2) = p1(v1) + p2(v2) — 1 sob as condigdes:

Cl. p(v,)€P=(0,1),V1=0,1,2;

2
C2. (pi(v)+pa(v2)—1)+> _ (1-p(w)) =1.
1=1
Para incorporar covaridveis no parametro u, consideramos a funcao de ligacao iden-
tidade, hy (1) = u(x), que relaciona p ao preditor linear xB, hy (1) = p(x) = xP, sendo
B = (Bo,p1,---, ﬁqO)T o vetor de pardmetros. Para cada parimetro p,, assegurando as restri-

¢des paramétricas, consideramos a funcao de ligacdo logit. Dessa forma, temos

pi(vi)
h =log| ————— | =v;0;, 1 =1,2, 5.2
pl(pl) g(l—pl(vl)) 1Y% ( )
que relaciona cada p, ao preditor linear com vetor de pardmetros &, = (¢, %1, .- ., g, )T eo

vetor de covaridveis v, = (1,vi1,...,Vig,)-
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Ao explicitar p,;(v,) a partir da Equag@o (5.2), obtemos:

evlal
pilvi) = (W)

Portanto, o modelo de regressao k-1IS possui (gg + g1 + g2 +4) parametros desconhecidos

a serem estimados, correspondentes aos vetores 8, @ € @, e ao parimetro ¢.

5.1.1 Modelo k-1S e sua Versao Hurdle

A versao hurdle da distribuicdo Skellam k; e kp Inflacionada apresentada em (3.11), tem

o modelo de regressao escrito como
Ty (@), 0,0,0)) = (1— @), () + (1~ @), (2)+
(01(vi) + @ (v2) — )7, (z31(x),9), z€Z.  (5.3)
Os espagos paramétricos de @; (v]) e @, (v,) sdo dados por:

p1(v1) — (ks pu(x), ) < o1 (vi) < pr(vi)

e
p2(v2) — 7 (ko3 (%), 0) < 2 (v2) < pa(v2).
Nesta parametriza¢do, o vetor de parimetros @&; = (040, %1, - -, Oclqz)T e o vetor de
covaridveis v, = (1,v;1,...,V14,) estdo associados ao pardmetro @y, 1 = 1,2.

5.1.2 Funcao de Verossimilhanca

Seja Z = (Z,,25,...,Z,) um vetor de n varidveis aleatérias independentes, com Z; ~ k-
IS(ui, ¢,p;), i = 1,2,...,n, e seja z = (z1,22,---,2,) O vetor de observagdes associado a Z.
Considere Xi = (1,)61,‘, . ,xqoi), Vi = (1,\111,', . ,vlqli) €V = (1,\/21i, . 7V2612i) os vetores de
covaridveis associados a cada z; e, consequentemente, L; = W(X;), p1; = p1(v1i) € pai = p2(vai).

Denotamos por D = {z;,x;,v1;,v2; : Vi=1,...,n} as informagdes relacionadas as n observagdes.

Assim, ao reescrever o modelo 7, (z;1(x), ¢, pi(v1)), 1 = 1,2, como

By, 0.p00) = {0,000} {7 (i), 0.m 00 1

)) } (lil{kl} (Z)il{kz} (Z))

)

{ans (zs 1 (x), 9, pi(v

temos que a funcao de verossimilhanca associada a z é dada por:

n

L(u(xi), ¢, p1(vii),p2(v2i); D) = H{ {(1 —p1(vii)) + (p1(vii) + p2(vai) — 1)7T5(k1;u(xi)7¢)}[{kl}<a) X

i=1

[(1 —p2(V2i)) + (pl(vli) +P2(V2i) _ l)ns (kQ;H(xi),¢):| 1{k2}<2i) «

[(m (v12) + p2(va) — 1), (255 1 (x0), ¢)} (H{k. @) =1 g, @) }
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Assim, o logaritmo natural da fun¢do de verossimilhanga é

n

O (xi),¢,p1(vii), p2(v2i); D) = Z{ 1y (@) log ((1 = p1(vii)) + (p1(vii) + pa(vai) — D)7 (ks p (i), ¢)) +

i—1
I, (zi)log ((1 = p2(v2))) + (P1(vii) + p2(v2i) — 1) 7 (ko p(x:), ¢))+

(1 _I{kl}(zi) _I{kz}(zi)) log ((pl (Vll) +p2(v2l) - 1) (Zl».u'( )aq))) }7

Vi
que, ao substituir p(x;) = xiB e pu(vii) = ;- 0= 1.2) em (((xi), 9, p1 (V1s), p2(v2:): D).
obtemos:
n V10 V10 V20
UB.g.a1,02,D) = Z{ {ky }(Z’>]0g (( 1ie"lial ) + (lie"liﬂh + lie"zz‘az - 1)7’%(1(1;)@[3),(}5)) *
i=1

V20

eV2i00 eVl e
{A }( i) log ((1 B 1+ev2ia2> + (1+€V1ia1 + 1420 1)”5(]‘2?’51‘!3)7‘]))) +

V10

e eV2i %2
(1 _I{kl} (a) _I{’\'z}(zi)) log (( 1+ ev1i®1 + 1+ e%2i%2 B 1)7TS(Zi;xiﬂ),¢)> ’

Com algumas manipulacdes algébricas alcangcamos a seguinte equagdo para a funcdo
log-verossimilhanca ¢(B, ¢, a1, ay;D):

(B, 9, a1,02;D) = Z{I{kl}(zl)IOg(1+e”2’“2+("ll"‘l Vi 1) ;o (kisxiB,9)) +

i=1

I, (zi) log (1% 4 (%1 e¥2% 1) 7 (ko3 i B, 9)) +

<1 —Ly @) _I{kz}(zi)> log ("1 e™% — 1)y (z13x:B, 9)) —

log(1+ "% —10g(1+e"2f‘x2)}. (5.4)

5.1.3 Funcao de Verossimilhanca para a Versao Hurdle

Considere agora que as n varidveis aleatdrias independentes Z = (Z,,2,,...,Z,) tem,

cada uma, a distribuicdo k — IS escrita na versdo hurdle, isto é, Z; ~ k-1S(;, ¢, ®;), para todo

i=1,2,...,n.Sejaz= (21,22, ..,2n) 0 vetor de observagdes associado a Z e x; = (1,x1;,...,Xgi),
vii = (L,vitis- - Vigi) € v2i = (1,v214,...,v24,i) 0 vetores de covaridveis associados a cada
7 e, consequentemente, [; = U(X;), ®; = ®1(vy;) € @y = @r(vy;). Denotamos por D =
{zi,Xi,v1;,v2; : Vi=1,...,n} as informacdes relacionadas a todos os individuos. Assim, consi-

derando o modelo (5.3), a fun¢do de verossimilhanga associada a z € dada por:
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L(u(xi), ¢, 1 (vii), o (va);D) =[] { (1= (i)l (@) + (1 = o (vai)), , (2) +

i=1
(@1 (vii) + @ (vai) — 1), (zis 1 (xi), ¢)}

n

= H { (1— oy (Vu))[{kl}(Zi) x (1- (Dz(mi))l{kz)(zi) " (((m (vii) + @2 (vai) — 1) x

i=1

o (zis U(xi), 9) (lil{h}(z")*]{kz}(zi))
— g (kis p(xi), @) — 7 (kos o (x:), @) ,

e o logaritmo natural dessa funcdo é

U (xi), @, 0 (V1) 2 (v2i);D) - = Z{I{kl}(zi)log(l_wl(vli))+{k}(Zz)log(l_ (vai)) +

i=1

(11, (@) =1, (z)) [log (@1 (vi)) + @a(vai) — 1) +

s (zis 1 (x:), 9)
e <l—ns<k1;u<xi>,¢> —m(kz;u(xi),m) } }

Ao substituir

eV eV1i%ipV2i0s __ |
e s Ry o) Ao 0). 112,

1+ Vi@ 1+ ev1i%1)(1 + ev2i®2)

em £(U(x;), 0,01 (vy;), 0 (vy;); D), temos:

n

(). 0, (vi), (va):D) = 3 { oy (@) 10g (1 e (M o 1>ns<k1;u<xi>7¢>) T

i=1

{k }(Z,)log <1 +eV|ia1 + (eV]ialeVZiaZ _ l)ﬂs(kZ;“(xi), ‘P)) +
(1 _I{kl}(zi) _I{kz}(Zi)) log ((evliale‘)Ziaz - l)ns<zi;.u(xi)7¢)> -

log (1+€"%*") —log (1 + €"%) }

Diferentemente do modelo k-MS descrito no Capitulo 4, em que a versao hurdle propor-
ciona como vantagem a separagdo das probabilidades de ocorréncia de (algumas) observagdes
e facilidades no processo de estimacgdo, aqui a complexidade adicional introduzida para esse
contexto devido as restri¢des paramétricas, nao viabiliza o seu uso. A versao tradicional produz
uma log-verossimilhanca mais tratdvel, e isso, entdo, nos guiou para a utilizacdo do modelo com

esta parametrizacdo para o precedimento de estimacdo dos pardmetros.



5.1. Modelo Skellam k; e ko Inflacionado 91

5.1.4 Vetor Escore

Derivando a fungdo /(B, ¢, 01, a; D) dada em (5.4) em relagdo a cada pardmetro, obte-
mos o gradiente vetorial do logaritmo natural da fun¢do de verossimilhanca, isto €, o vetor escore
U= (Ug,Up,Uq,,Ug,)', sendo Ug = (Up,,Up,;...,Up, ), Ua; = (Uayp,Usyys - Uy, ) €
Ug, = (Uazo,Ua2l,...,Ua2q2).

Os elementos do vetor escore relacionados a B, sdo obtidos calculando a derivada parcial

8€(ﬁ,¢,a1,a2;®)

do logaritmo natural da funcdo de verossimilhanca, U, B = P . Assim, temos:
J

R Y ) (enio1eri® —1)(g(xiB, ¢)" f; (kisxiB,¢) + g, (xiB,0)" f(ki:xiB. 9))
B = Z {k1}(yl 1+eVZia2+(eVliale‘)Ziaz_1)g(xiB7¢)k1f(k1;xl‘ﬁ,¢)

i=1
(y-) <(EVIialeVZia2 - 1) (g(xiﬁa ¢)k2fﬁj (kZ;xiﬁv (b) +gﬁj (xipa ¢)k2f(k2;xiﬁ7 ¢)) )

1
[+ enar t (enerene — 1)g(xB, 0)% f (ki xiB,0)

{ka}

I, (kixiB,9) g, (xiB,9)° .
“"{kl}(y")"{kﬁ(y"))< foixiB.0)  g(xiB.0)" )} FIZ O

em que 85, (xiB,0) ef 5, (x;xiB,0) (x = k1, ky,z;) denotam, respectivamente, as derivadas das

fungdes g(xiB,¢)* e f(x;xiB,¢) em relacdo a f;.

ol(B,¢, 01, 0;D)
¢

( ) (ev”alehiaz - 1)(g(xiﬁ>¢)k1f¢ (kl;xiﬁa(l)) +g¢ (Xiﬁ,¢)k1f(k1;Xiﬁ, (P)) +
0" Ty ey (enmen@ —1)g(xB.0)  (aixiB.0)

O elemento do vetor escore relacionado a ¢, Uy = , € dado por:

Uy = Zn:{l{

i=1

I ( ) (ev”aleVZiaz - 1>(g(xiﬁ7¢)k2f¢ (kZ;xiﬁ7¢)+g¢ (xiﬁ7¢)k2f(k2;xiﬁv¢)) +
ta) D 1+ e 4 (eni®ieva® — 1) g(xiB, 9)% f (ka;xiB, 9)

f (kZ;xiﬁa‘P) 8 (xiﬁaq))kz
(I_I{kl}(yi)_l{kz}(yi))<]f(kz;x,-ﬁ,qb) + g¢(xi[3,¢)k2 >},

em que g, (xiB,9)" e f,(x;xiB,9) (x = ki,k2,2;) denotam, respectivamente, as derivadas das

fungdes g(xiB,9)" e f(*;x;B,¢) em relagdo a ¢.

U(B,¢9,ai,a:;D)

Ja os elementos do vetor escore relacionados a o, Ualj = a , Sdo
1j
dados por:
n (ev”aleVZiaz)g(xiﬁa¢)k1f(kl;xiﬁ,(P)-Vl[j
U(X]j = Z I{k}(yl) o o a & . +
— 1 14 evai 2—|—(ev“ 1eV2i 2—1)g(xiﬂ,¢) 'f(kl,xiﬁ,(f))

) (B (T g (1B, 0)" B 01
VI T o g (et 1) g(xiB 0 ) f (ki 0)

(evlialeVZiaZ)'vlij eV1i®i )
a _I{kl}(yi) _I{kz}(yi)) ( eviliph2ily | 1 + Vi yy s Vi=0,1,....q1.
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ag(ﬁ7¢7alaa2;®)
80611'

Por fim, os elementos do vetor escore relacionados a @, Uazj =

b

sdo dados por:

n . pV2i 0 V10 ,V2;i00 ky
Vojje + (eV1i%le xiB, o) fki;xiB,¢).vai
Ua, § :{I{/\']}(yi>< Y ( Js (i S t )-vais

— 1+ev2iaz+(ev1,-alevz,-a2 ) ( 13, ) (klaxlﬁ ¢)

I () (eni%1e"i%)g(x; B, 0)" f(kos xiB, 9).v2i N
I\ e - (enioievi: — 1)g(xiB, )% f(koi xi, 9)

(eVlial eV2i®2 ) V2ij eVt )
(1 _I{kl}(yi) _I{kz}(yi)) < eviilipn2ily | o 1 +eV2ia2_inj ’ v J= 07 17 - q2.

A Tabela 19 apresenta as derivadas das fungdes g(x;B,¢)" e f(x;xiB,¢) (x = k1, k2,2;)
do modelo k-IS com relacdo a B; (j=0,1,...,90) ¢ ¢.

Tabela 19 — Derivadas das fungdes g(x;B,¢) e f(z;;xiB, ¢) do modelo k-IS.

2(xiB.6)° 85, 5iB.9)° 20 (xiB.0)°
(¢+xiﬁ)z w0/ (0 +xB)" B+ xB)
0—xip (0 —xiB) " (0 —xp) "
7(+:x:B.9) £, (<:xiB.9) Fo(ixiB.9)
—x:Be 7 2" (x;B)? } / —(x;
ef¢j* < (Pz B (xiB)2> XIﬁ j* (_\/(iﬁ)z(x ﬁ) )xij e ) (‘Pj*( (Pi (x(;)p;)z) _ j* ¢2 _ (xiﬁ)2>

em que 7, = 1 (9,-1(8) +9.41(8)).

5.2 Estimacao dos Parametros: Abordagem Bayesiana

Devido ao bom desempenho obtido com o enfoque bayesiano via método SGHMC para
o modelo k-MS, seguimos com a mesma abordagem para a estima¢do dos parametros do modelo

Skellam k; e k, Inflacionado.

5.2.1 Distribuicao Conjunta a Posteriori

Prosseguindo com a descricdo do procedimento de estimagdo bayesiano, considerando a
funcdo funcdo de log-verossimilhanga apresentada em (5.4) e definindo o vetor de parametros 0,
agora @ = (B,a;,a,, ), temos que a distribui¢do conjunta a posteriori é dada proporcional-
mente por

7(0;D) o< exp{l(B,¢, 1, 0;D) } (B, e, 00)7m(9). (5.5)

A distribuigdo a priori considerada para os parametros B, ¢ € @ foi uma distribui¢do normal

multivariada N (0, Ggl ), onde B¢ é um vetor de médias; 6y > 0 é uma constante; e I ¢ uma
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matriz de identidade (go + ¢1 + g2 + 3)-dimensional. Para ¢, como temos a condi¢do de que

¢ > |max{|x;B|,i=1,...,n}|, consideramos uma distribui¢@o priori normal truncada
N((PO? 612) 2
m(¢) = 3 = NT(¢o,07,6),
—0
1 - q)( (3] 0)
tal que 6 > max{|x;B|,i=1,...,n} e ®(.) é a fungdo de distribui¢do acumulada da normal

padrao.

De maneira similar ao descrito na Subsecao 4.3.2, o algoritmo SGHMC foi usado para
gerar amostras das distribui¢des posteriores marginais, € assim realizar inferéncias sobre os

parametros sobre os parametros do modelo.

5.3 Estudo de Simulacao: Avaliacao da Performance dos

Estimadores Bayesiano

Neste estudo de simula¢do, N = 100 conjuntos de dados do modelo k — IS (k = (ki,k2))
foram gerados, considerando tamanhos amostrais de n = 100 e 200. Além disso, foram considera-
das n observagdes da varidvel explicativa X, com X ~ ZTN(0, 1). Para este estudo consideramos

um tunico cendrio, e os valores considerados de k e de cada pardmetro de 0 para a geragdo do da-
dos foram: k = (k1;k2) = (—4;1) e 0 = (Bo; B1; ®tio; 0115 003 0215 0) = (—7;6;3;2;4;—3;7,5)

O modelo k — IS ¢é ajustado a cada conjunto de dados gerados e a partir do algoritmo
SGHMC obtém-se uma cadeia de tamanho 50.000 para cada pardmetro do modelo, com 50%
dos elementos descartados como burn-in. O critério de Geweke foi empregado para avaliar a
convergéncia das cadeias, e a media posteriori foi considerada como estimador bayesiano. Apos
obtidas as N estimativas dos parametros, calculamos o erro quadratico médio (EQM), a variancia
(Var), o viés absoluto médio (B) e a probabilidade de cobertura dos intervalos de credibilidade

bayesianos (PC).

A Tabela 20 apresenta os resultados das medidas obtidas para os estimadores dos parame-
tros do modelo k-IS. Analisando estes resultados, observamos bons desempenho dos estimadores,
com valores de EQM, Var e ‘B bem préximos de zero. Corroborando a isso, temos também ainda
probabilidades de cobertura com percentual de 100% (acima do nivel nominal de 95%) para

todos os parametros.
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Tabela 20 — Avaliacdo dos estimadores dos parametros do modelo k-IS via procedimento bayesiano,
considerando diferentes valores de n.

k Medidas ] ] ] EstinAladores ] "
ki ko (o) [od] Qoo 01 Bo Bi ¢

EOM 0,0273 0,0050 0,0524 0,0354 0,0352 0,0255 0,0351 | 100

0,0279 0,0042 0,0299 0,0280 0,0307 0,0407 0,0380 | 200

Var 0,0276 0,0050 0,0453 0,0349 0,0355 0,0255 0,0250 | 100

0,0275 0,0041 0,0292 0,0260 0,0308 0,0402 0,0347 | 200

—4 1 B 0,0002 0,0000 0,0869 0,0294 0,0021 0,0144 0,1018 | 100

0,0260 0,0122 0,0313 0,0468 0,0134 0,0288 0,0599 | 200

PC (%) 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 100

100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 | 200

5.4 Aplicacao: Conjuntos de Dados Artificiais

Aqui, um conjunto de dados de tamanha n considerado no estudo de simulacdo anterior é
apresentado como ilustracdo, a fim de analisar principalmente as estimativas bayesianas pontuas
e intervalar. Isto é: um conjunto de dado de tamanho n (n = 100 e 200) é gerado do modelo k-IS
considerando a mesma varidavel explicativa X, o mesmo valor de k e dos parimetros de 6 do

estudo de simulacao.

Como curiosidade do comportamento de cada um desses conjuntos de dados, as Tabelas
21 e 22 apresentam as distribui¢des de frequéncias e algumas estatisticas descritivas dos conjuntos
de dados artificiais gerado do modelo k-1IS, com k| = —4, k» = 1, considerando n = 100 e n = 200

respectivamente.

Tabela 21 — Distribui¢@o de frequéncias e estatisticas descritivas do conjunto de dados artificiais gerado
do modelo k-IS, com k; = —4, k, = 1, considerando n = 100.

_ Conjunto de dados
Y2 10 9 8 7 6 5 4 3 2 -1 0 1
fil1 4 1 2 6 8 12 17 6 11 7 5

SD
3,34

— W
—| N
<

-3,12

Tabela 22 — Distribui¢ao de frequéncias e estatisticas descritivas do conjunto de dados artificiais gerado
do modelo k-IS, com k; = —4, ky = 1, considerando n = 200.

‘ Conjunto de dados _ SD
Yi14 13 -1l -0 9 8 7 6 5 4 3 2 -1 0 1 23 5] "7
il 2 2 2 5 3 10 12 14 17 22 23 18 22 10 32 2 3 1|-325]3,54

Considerando a abordagem bayesiana via algoritmo SGHMC, vérios modelos k-1IS foram
ajustados a cada conjunto de dados gerado, considerando diferentes valores para k. As estimativas
bayesianas dos parametros (média a posteriori) e o intervalo HPD com 95% de credibilidade estdao

disponiveis na Tabela 23. Apesar do ajuste de diferentes modelos (consequéncia de considerar
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diferentes k), nota-se que em todos os casos considerados, as estimativas encontram-se proximas

dos verdadeiros valores dos parametros, além destes estarem contidos nos respectivos intervalos

de credibilidade.

Tabela 23 — Estimativas (e intervalos HPD com 95% de credibilidade) dos pardmetros dos modelos k-1S
ajustados considerando diferentes valores de k, via procedimento bayesiano.

k Estimativas (HPD 95%) "
ki ko 010 Oy o (o3} Bo Bi [}

2,76 1,97 4,12 2,99 —6,90 6,19 7.45 100

4 L(L79:3,76) (1,00:2,94) (3,40:4,85) (=3,82:-2,14) (=7,5%-6,31) (5,35:6,99) (6,71:8,23)
3,11 2,08 3,99 —3,17 6,99 6,17 7.57 00

(2,21;4,00) (1,11;3,01) (3,36:4,61) (—3,96;-2,42) (—7,51;—6,48) (5,40;6,93) (6,88;8,31)
1,86 1,85 4,13 —2,97 6,77 6,34 7,62 100

o 1 L(1,10:2,66) (0,93:2,77) (3,40:4,87) (-3,8%-2,14) (~7,42:—6,11) (5,50:7,15) (6,828,48)
2,21 1,90 4,00 3,14 —6.,85 6,28 7,84 00

(1,48;2,94) (1,01;2,82) (3,37:4,64) (—3,93;-2,39) (—7,38;—6,29) (5,51;7,06) (7,02;8,62)
2,77 1,98 4,31 —2,89 ~6,92 6,12 7,39 100

4 g L(L81:3.77) (1,01:2,95) (3,53:5,07) (=3,77:-2,03) (-7,52:-6,32) (5,29:6,91) (6,70:8,17)
3,13 2,08 4,26 3,05 ~6,97 6,08 7,42 00

(2,23;4,01) (1,12;3,01) (3,60:4,97) (—3,86;-2,22) (—7,47;—6,45) (5,31;6,81) (6,77:8,12)
2,78 1,95 4,33 —2,89 —7,06 6,07 7.43 100

s o | (1,80:3,76) (0,98:2,93) (3,56:5,10) (-3,76:-2,02) (-7,656,45) (5,25:6,87) (6,79:8,16)
3,14 2,07 4,32 3,058 —7,00 6,01 7,44 00

(2,27;4,05) (1,11;3,01) (3,66;5,03) (—3,87;-2,21) (—7,62;—6,61) (5,25:6,75) (6,86:8,11)
2,77 1,95 4,30 2,90 7,02 6,13 7,44 100

sy L(1L79:3,75) (0,97:2,93) (3,52:5,06) (=3,77:-2,04) (-7,64,—6,44) (5,30:6,92) (6,78:8,19)
3,13 2,06 4,25 —3,06 7,07 6,10 7,48 200

(2,26;4,04) (1,12;3,02) (3,59:4,95) (—3,86;—2,23) (—7,58:—6,57) (5,33:6,83) (6,85;8,16)
2,66 1,98 4,13 —2,99 6,79 6,20 7,46 100

3 L(1,69:3,66) (1,03:2,96) (3,41:4,87) (-3,86:-2,17) (=7,41:—6,19) (5,37:7.01) (6,67:8,26)
3,03 2,08 3,99 3,16 ~6,90 6,17 7.57 200

(2,14:3,94)  (1,12:3,00) (3,38:4,64) (—3,96;—2,41) (—7,43;—6,39) (5,42:6,96) (6,85;8,34)
2,75 1,93 411 3,01 —7.01 6,19 7,51 100

s L(1L76:3,73) (0,96:2,91) (3,40:4,84) (-3,82:-2,14) (-7,656,43) (5.35:6,99) (6,82:8,29)
3,11 2,05 3,98 =3,17 7,00 6,18 7,62 200

(2,23:4,01) (1,12:3,01) (3,36:4,60) (—3,97;-2,43) (=7,61:—6,59) (5,42:6,96) (6,96:8,35)

Uma vez que varios modelos k-IS foram ajustados por considerar diferentes valores para
k (apesar de se conhecer que os conjuntos de dados foram gerados considerando k; = —4 e

ko = 1), obtivemos os valores dos critérios de selecao de modelo como uma forma de identificar
o melhor modelo ajustado. Isso foi feito pensando no ponto de vista pritico que, muitas vezes, os
valores de k| e ko, podem ser também desconhecidos e precisam ser determinados previamente
para o ajuste do modelo. Idealmente esperamos que os critérios apontem para o verdadeiro
modelo. A Tabela 24 apresenta os valores dos critérios de selecdo de modelos WAIC, AIC e
EBIC para todos os modelos ajustes, considerando n = 100 e 200. Destaca-se que todos os
critérios apontaram para os verdadeiro valores de k; e kp considerados para a geracao dos dados,
istoé, ky =—4eky=1.
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Tabela 24 — Valores dos critérios de sele¢ao dos modelos k-IS ajustados ao considerar diferentes valores

de k.
k Critérios de Selecdo
ki ky | WAIC _EAIC _ EBIC | "
4 | | 468,63 478,04 498,93 | 100
957,07 966,29 991,95 | 200
0 1148810 490,69 511,68 | 100
982,33 979,02 1005,53 | 200
4 ;| 50464 501,21 521,59 | 100
1028,12 1014,21 1040,21 | 200
s | 503,19 500,41 52077 | 100
1073,69 1032,69 1059,05 | 200
s | 511,08 504,34 524,95 | 100
1036,58 1017,41 1043.49 | 200
5 || 47683 484,97 50559 | 100
958,53 967,17 992,86 | 200
s | 471,36 481,09 501,32 | 100
959,70 967,88 993,62 | 200

A Figura 11 apresenta os dados gerados de Y versus X, juntamente com as médias
verdadeiras ;_;g e as médias ajustadas fl;_;¢ obtidas com o modelo ajustado k — IS, com
k = (—4,1), e tamanho de amostra n = 200. Observamos as proximidades entre as médias
verdadeiras e ajustadas, indicando a boa qualidade do procedimento bayesiano via algoritmo

SGHMC na estimagdo dos parametros.

0 o *
* * ¥

* *
* * % * * * EX S *k K o o

Figura 11 — Estimativas bayesianas de L ;¢ (juntamente com seus valores reais) obtidas a partir do
modelo k-IS ajustado, com k; = —4 e ky = 1, e tamanho amostral n = 200: y versus a
covaridvel X, juntamente com a estimativa de L_g.
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5.5 Aplicacao: Conjunto de Dados Reais

5.5.1 Dados do Indice da Bolsa de Valores de Sdo Paulo

Iremos considerar o mesmo conjunto de dados do Ibovespa apresentado na Subsecdo
4.4.1 (ver Tabela 13 e Figura 6). O objetivo aqui € identificar possiveis pontos k; e kp que
ocorrem inflacdo nos dados observados e assim obter o melhor modelo ajustado. Para isso, o
ajuste do modelo k-IS aos dados foi feito considerando diferentes pares para k; e k. Os valores
de k foram definidos com base na distribui¢do de frequéncias dos ticks apresentada na Tabela 13

(e/ou Figura 6).

Os resultados dos modelos ajustados aos dados sao apresentados na Tabela 25. Nesta
Tabela encontra-se descrito os valores de kj e k>, bem como as estimativas e os intervalos HPD

com 95% de credibilidade dos parametros de cada modelo ajustado.

Tabela 25 — Estimativas (e intervalo HPD com 95% de credibilidade) dos parametros dos modelos k-IS,
considerando diferentes valores de k, ajustados aos dados do Ibovespa.

k Estimativas (Intervalo HPD 95%)
ki ky 0o Oy 020 01 Bo Bi 9
3 3 4,53 1,93 4,50 —5,13 0,27 —61,86 9,02
(3,65;5,51) (0,01;3,87) (3,53;5,60) (—9,09;—1,36) (0,05;0,48) (—68,32;—-55,32) (8,24;9,79)
5 3 4,71 2,00 5,21 —5,35 0,25 -61,80 9,03
(3,82;5,68) (0,03;3,90) (3,72;7,03) (—11,13;-0,64) (0,05;0,47) (—68,11;—55,14) (8,29;9,83)
o 4,73 1,99 5,81 —4,91 0,24 —62,17 9,05
(3,81;5,71) (0,10;3,89) (4,08;7,72) (—10,77;-0,74) (0,02;0,45) (—68,40;—56,10) (8,32;9,86)
P 4,71 2,01 4,42 =5,04 0,23 —61,95 9,14
(3,82;5,74) (0,11;3,93) (3,39;5,58) (—8,78;—1,42) (0,02;0,45) (—68,18;—55,91) (8,38;9,96)
P 4,72 2,00 4,66 —4,68 0,22 ~61,83 9,13
(3,80;5,69) (0,00;3,90) (3,25;6,40) (—10,38;—1,03) (0,01;0,44) (—68,24;—55,38) (8,35;9,95)
5 9 2,72 1,99 5,33 —4,68 0,22 —61,74 9,07
(3,81;5,70) (0,05;3,93) (3,71;7,27) (—10,49;—0,98) (0,03;0,42) (—67,97,—55,44) (8,32;9,86)
Ly 3 4,72 2,01 3,90 —4,38 0,17 —62,06 9,04
(3,84;5,71) (0,12;3,99) (3,12;4,78) (—8,30;—0,46) (0,04;0,39) (—68,19;—55,66) (8,28;9,81)
0 1 4,30 1,97 4,02 —4,62 0,20 —61,79 9,31
(3,39;5,27) (0,10;4,00) (3,11;5,04) (—8,58;,—0,80) (0,01;0,42) (—68,28;—55,81) (8,50;10,16)
) 3 4,31 2,04 3,84 —4,30 0,14 —62,01 9,10
(3,45:5,30) (0,10;3,98) (3,08:4,68) (—8,15;—0,51) (0,02;0,36) (—68,20;—55,89) (8,36:9,92)

Para cada modelo ajustado, calculamos os critérios de selecao de modelos WAIC, EAIC
e EBIC. A Tabela 26 apresenta os resultados destas medidas, de onde é possivel notar a con-
cordancia unanime dos critérios, apontando o modelo k-IS com k; = 2 e k; = 3 como o melhor
(menores valores para os trés critérios). Temos assim, o conjunto de dados caracterizado como

inflacionado de observacdes 2 e 3.

Algumas ilustracoes gréficas dos resultados do ajuste sdao apresentadas na Figura 12.
Os gréficos (A) e (B) desta Figura apresentam, respectivamente, os valores estimados para do
parametro p; e do pardmetro p,. Ja o grafico (C) apresenta as observagdes y (ticks) em funcao
da covariavel X (log-retorno do cambio do doélar), juntamente com a média U _ ;¢ estimada.

Podemos notar que a média estimada acompanha o comportamento dos dados.
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Tabela 26 — Valores dos critérios de selecao dos modelos k-IS ajustados aos dados do Ibovespa, ao
considerar diferentes valores de k.

k Critérios de Selecdo

kq ko WAIC EAIC EBIC
-3 3] 6207,33 6090,34 6130,48
—2 =3 6226,48 6094,04 6134,06
-2 —1| 6217,81 6093,62 6133,68
-2 0| 6218,78 6094,98 6135,13
-2 1| 6220,66 6093,15 6133,17
-2 2| 6218,56 6094,60 6134,63
-2 3] 6220,99 6088,47 6128,55

0 1| 6215,39 6093,14 6133,28

2 3)6207,96 6088,36 6128,51

(A) (B)

gophe ok dk ROF
*W

083 084 085 086 087 098 089 100
093 0584 095 09 097 098 099 100

- — e * o
a <y * %
T T T T T T T T
-0.05 0.00 0.05 0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
X X
k1 =2e k2 =3
* ¥ #* Dados Observados

* 00 e I4s EStimada

o |

o 4

>

-0.05 0.00 0.05 0.10

Figura 12 — Estimativas de pi, p, e de U;_;s obtidas a partir do modelo k-IS ajustado, com k; =2 e
ky = 3: (A) py versus a covaridvel X; (B) p, versus a covariavel X; (C) y versus a covariavel
X, juntamente com a estimativa de U_pss.
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Os valores de k; e ky apontados como inflacionados no conjunto de dados possuem
frequéncias semelhantes. Durante o periodo analisado, houve uma variagdo de 2 ticks na pontua-
¢ao do Ibovespa em 125 semanas, enquanto 3 ticks foram registrados em outras 125 semanas.
Assim, nessas semanas as acdes que compdem a carteira do Ibovespa apresentaram aumento de

valor em comparag@o com a semana anterior, uma vez que as variagdes foram positivas.
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CAPITULO

COMENTARIOS FINAIS

Neste estudo, introduzimos generalizagdes da distribui¢do Skellam, que incluem um
unico ponto de k-modificacao, abrangendo tanto inflacdo quanto deflacdo, e também conside-
rando a inclusdo de dois pontos de modificacdo, k| e k,, focando exclusivamente em casos de
inflacdo. Para isso, foi necessario abordar algumas defini¢des, caracteristicas, propriedades e

reparametrizacdo da distribui¢ao Skellam tradicional.

Para as distribuicdes propostas, a distribui¢do Skellam k-Modificada (k-MS) e a distribui-
cdo Skellam k; e k; Inflacionada (k-IS), fornecemos uma andlise abrangente de suas propriedades
e particularidades. Extensdes dessas distribui¢cdes foram feitas para o contexto de modelos de
regressdo. Apresentamos a formulacdo dos modelos k-MS e k-IS, introduzindo varidveis ex-
plicativas para o parametro y, comum nos dois modelos, e também para o(s) parametro(s)

responsdvel(eis) pela modificacdo das probabilidades.

No procedimento de estimacdo e inferéncia dos parametros do modelo k-MS, adota-
mos uma abordagem cldssica utilizando o método de maxima verossimilhanga, além de uma
abordagem bayesiana utilizando o método da classe MCMC, com o propdsito de comparacao.
Os resultados obtidos através do procedimento bayesiano mostraram-se altamente promissores,
impulsionados pelo uso eficaz do método do Gradiente Estocéstico Hamiltoniano de Monte
Carlo (SGHMC). Foi possivel observar a adequacao do ajuste do modelo k-MS a conjuntos de
dados com diferentes pontos de modificag@o k, sem a necessidade de conhecimento prévio sobre

o valor de ponto k e/ou mesmo sobre o tipo de modificacao (inflacdo/deflacao).

Aplicagdes do modelo k-MS foram apresentadas para dois problemas reais: O primeiro
problema envolveu o conjunto de dados correspondente as observacdes da variagdo semanal da
pontuacgdo do Ibovespa. Isso se refere a diferenga de preco, medida em ticks (centavos), do dia
atual em relacdo ao dia anterior, durante o periodo entre janeiro de 2000 e dezembro de 2022;
J4 o segundo problema envolveu dois conjuntos de dados correspondentes as diferengas entre

partidas ganhas e partidas perdidas pelos times durante a temporada regular de 2022-2023 da
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National Basketball Association, em cada conferéncia (Leste e Oeste).

Na aplicagao que utiliza os dados da variacao semanal da pontuacdo do Ibovespa, onde
o preco do délar (log-retorno) é empregado como covaridvel, o modelo k-MS com k = —2 foi
identificado como o mais bem ajustado segundo os critérios de selecdo. Os valores estimados
para o parametro p, caracterizou o conjunto de dados como inflacionado de observagdes -2 (ticks).
Ja para a aplicac@o dos dados da temporada regular da NBA de 2022-2023, os critérios de selecio
evidenciaram que o modelo k-MS com k = —12 foi identificado como o mais bem ajustado para

a conferéncia Leste, enquanto para a conferéncia Oeste, o valor indicado foi k = —38.

Mediante a constatagdo do bom desempenho do procedimento bayesiano na estimacao e
inferéncia dos parametros do modelo k-MS, optamos por seguir essa abordagem na estimagao dos
parametros do modelo Skellam k; e k, Inflacionado. Os resultados das estimativas pontuais e dos
intervalos de credibilidade obtidos no estudo de simula¢do também foram altamente satisfatorios.
A aplicacgio, realizada para os dados do Ibovespa, teve o indicativo de inflagdo nos pontos 2 e 3,

que representam variagao positivas na pontuagao do indice.

Com base nos resultados obtidos, tanto os modelos k-MS quanto os k-IS demonstraram
ser boas alternativas para explicar o comportamento de dados com valores inteiros: o modelo
k-MS por abranger tanto inflacdo quanto deflacdo de qualquer observagdo k e possibilitar a
identificag@o do tipo de modificagdo por meio da estimativa do pardmetro p; o modelo k-1IS por
permitir a anélise de conjuntos de dados com a presenca de dois pontos de inflacdo. Em resumo,
sao potenciais ferramentas no ambito de distribui¢do e de modelagem para conjuntos de dados

inteiros.

Por fim, hd vérias pesquisas que podem dar continuidade ao trabalho desenvolvido nesta

tese. Entre elas, propomos os seguintes topicos:
e Considerar uma abordagem bayesiana para identificar o ponto de k-Modifica¢ao, introdu-
zindo uma priori para k;
e Considerar o modelo k-MS no contexto multivariado;

e Estender a ideia da inflagdo na probabilidade de ocorréncia de k; e de & feita no modelo k-
IS, para o caso k; e kp Modificado. Assim, teriamos o Modelo Skellam k; e k, Modificado,
que acomodaria também a deflacdo.
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