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RESUMO

Este trabalho aborda o papel das demonstracdes em geometria nas aulas de
Matematica dos anos finais do Ensino Fundamental. Para tanto, considera como
ponto de partida a BNCC, que inclui a realizacdo de demonstracdes entre as
habilidades que estudantes devem adquirir ao longo de sua escolarizacao.
Aborda a demonstracdo como caracteristica intrinseca a Matematica, como meio
de validacdo e de avancos nas mais diversas areas de estudo dessa ciéncia e
apresenta a sugestdo de trés demonstracfes do teorema de Pitagoras que
podem ser realizadas de maneira conjunta com estudantes do 9° ano do Ensino
Fundamental, de forma a responder a pergunta norteadora “De que forma é
possivel realizar demonstracbes do teorema de Pitdgoras no Ensino

Fundamental?”

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras. Demonstracdo. Base Nacional Comum

Curricular.



ABSTRACT

This work adresses the role and importance of demonstrations in Mathematics
classes for the final Years of Elementary Education. To this end, it considers as
a starting point the BNCC, which includes the performance of demonstrations
among the skills that students should acquire throughou their schooling. It
discusses the demonstration as intrinsic characteristic of Mathematics, as a
means of validation and advancement in the most diverse fields of study of this
Science. It also presents he suggestion of three demonstration of the
Pythagorean theorem that can be carried out together with 9th-grade students of
Elementary Education, in order to answer the guiding question “How is it possible
to perform demonstrations of the Pythagorean theorem in Elementary

Education?”.

Keywords: Pythagorean theorem. Demonstrations. Common National

Curriculum Base.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo propor uma sequéncia didatica que
apresente demonstracdes do Teorema de Pitagoras que possam ser realizadas
e, principalmente, compreendidas pelos estudantes do 9° ano do Ensino
Fundamental. A educacado brasileira, em especial, a proposicdo de novos
documentos norteadores da elaboracdo de curriculos e da organizacdo dos
sistemas e redes de ensino, tem passado por importantes transformagdes na
tltima década, desde a criagdo do Plano Nacional de Educacéo (PNE) em 2014
que estabelece metas de acesso, permanéncia e qualidade nas diferentes
etapas e modalidades de ensino, passando pela criacdo da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), homologada em 2018 e as reformas do Ensino
Médio de 2017 e 2024.

Dentre essas transformacdes, abordamos neste trabalho, as novas
diretrizes propostas pela BNCC, em particular a importancia dada por esse
documento normativo ao papel das demonstracées nas aulas de Matemética.
Antes da BNCC, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) para o ensino de
Matematica ndo incluiram no processo de ensino-aprendizagem as provas de
teoremas, propriedades e proposicfes matematicas como parte inerente da
criacao de significado aos objetos de estudo e da caracterizacao e diferenciacéo
da Matemética para as demais Ciéncias.

Utilizamos como referencial tedérico nesse trabalho, Morais Filho (2018)
gue defende a realizacdo de demonstraces matematicas, sempre de acordo
com o grau de escolaridade dos estudantes, como parte inerente ao processo
de ensino-aprendizagem bem como o rigor mateméatico nessas demonstracoes,
e como referencial bibliografico, consultamos a Base Nacional Comum Curricular
e elencamos as habilidades que envolvem demonstragcdes propostas nesse
documento.

No capitulo 1 caracterizamos o documento intitulado BNCC — Base
Nacional Comum Curricular — apresentando um histérico sobre a sua
construcéo, as legislagdes que a previam (Constituicdo Federal, Lei de Diretrizes
e Bases da Educacao Nacional e Plano Nacional de Educac¢ao), sua organizacéo

e, em especial, a area de Matematica presente nesse documento normativo,
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tanto nos anos finais do Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio e
apresentamos as competéncias especificas para esses niveis.

No capitulo 2 apresentamos a mateméatica como um sistema axiomatico
formal e discutimos o que diferencia a matematica das outras ciéncias. Tratamos
também de termos matematicos como defini¢do, teorema, conjectura e alguns
dos tipos mais comuns de demonstragoes.

No capitulo 3 propomos uma sequéncia didatica composta por trés
diferentes demonstragcbes do Teorema de Pitdgoras, sendo que uma delas
envolve a semelhanca de triangulos, e as outras duas apresentam como
conhecimento especifico prévio o calculo de area de triangulos e quadrilateros.
Além das demonstracBes selecionadas, elencamos as habilidades previstas na
BNCC que sdo mobilizadas para cada uma dessas demonstracdes. Também
neste capitulo, analisamos trés livros didaticos adotados por escolas publicas
gue abordam a demonstracédo do Teorema de Pitagoras.

A escolha dessa tematica reflete o interesse do autor em compreender
como inserir as demonstracdes como parte das aulas de matematica, de modo
a enriquecé-las, assim como o fazem a apresentacdo de aplicacdes (sejam
internas ou externas a propria matematica) e a utilizagdo da historia da
matematica de modo a propiciar um aprendizado significativo. Ainda nesse
sentido, a realizacdo desse trabalho permite que o autor desenvolva habilidades,
conhecimentos e experiéncia sobre como conduzir demonstragcfes junto aos

alunos dos anos finais do ensino fundamental.
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1 A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR COMO DOCUMENTO
NORTEADOR NA ELABORACAO DE CURRICULOS

Este capitulo apresenta reflexdes envolvendo a Base Nacional Comum
Curricular — BNCC — com o proposito de explicitar os caminhos dados por tal

documento para o ensino de Matematica.

1.1 Breve historico da construcdo da base nacional comum curricular

O documento intitulado Base Nacional Comum Curricular — BNCC — tem
um carater normativo, isto é, obrigatdrio para todas as etapas e modalidades da
educacdo béasica nacional, previsto na Constituicdo Brasileira de 1988, que
estabelece em seu artigo 210, que “serdo fixados conteudos minimos para o
ensino fundamental, de maneira a assegurar formacéo basica comum e respeito
aos valores culturais e artisticos, nacionais e regionais”. Em 1996 a Lei de
Diretrizes e Bases da Educacéo Nacional — LDB - volta a destacar a necessidade
de uma base nacional da educacdo que assegure por meio da colaboracéo de
Unido, Estados, Municipios e o Distrito Federal, a fixacdo de conteudos minimos
que subsidiem a elaboracédo dos curriculos escolares.

A mesma LDB, por de meio da Lei 12.796 de 2013, esclarece, em seu

artigo 26 que:

[...] os curriculos da educacéo infantil, do ensino fundamental e do
ensino médio devem ter base nacional comum, a ser complementada,
em cada sistema de ensino e em cada estabelecimento escolar, por
uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas regionais e locais
da sociedade, da cultura, da economia e dos educandos]...] (LDB,
1996, p. 12).

Em 2014, com o Plano Nacional de Educacdo — PNE — aprovado pela lei
13.005, de 25 de junho daquele ano, mais uma vez é reafirmada a necessidade
da construgédo de uma base nacional comum para a educagao nacional, para
gue se atinja a meta 2 deste documento, que versa sobre a universalizacao do
ensino fundamental de nove anos. Nele é definida a estratégia em que a Uniédo,

por meio do Ministério da Educacéo e em parceria com Estados, Distrito Federal
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e Municipios deveria implementar até 2016, segundo o PNE (2014), “elaborar e
encaminhar ao Conselho Nacional de Educacéo, precedida de consulta publica
nacional, proposta de direitos e objetivos de aprendizagem e desenvolvimento
para os (as) alunos (as) do ensino fundamental”.

No Plano Nacional de Educagdo consta novamente a criagdo da Base
Nacional Comum Curricular como estratégia para se atingir desta vez uma das
metas, a que prevé que o Brasil alcance nota 6 no indice de Desenvolvimento
da Educacao Bésica, o IDEB, para os anos iniciais do ensino fundamental; 5,5
para os anos finais do ensino fundamental e 5,2 no Ensino Médio, indices esses
gue deveriam ser atingidos até 2021, por meio da melhoria do fluxo escolar que
esta relacionado as taxas de aprovacao, evasdo e distorcdo idade-série e a
melhoria da aprendizagem. Para tanto a estratégia deste Plano Nacional de

Educacéao indica que se deve:

[...] estabelecer e implantar, mediante pactuacéo inter-federativa,
diretrizes pedagodgicas para a educacgdo basica e a base nacional
comum dos curriculos, com direitos e objetivos de aprendizagem e
desenvolvimento dos (as) alunos (as) para cada ano do ensino
fundamental e médio, respeitada a diversidade regional, estadual e
local. (BRASIL, 2014, p. 31)

Sendo assim, podemos sintetizar que a Base Nacional Comum Curricular
era prevista em pelo menos trés documentos ou textos de grande relevancia
nacional: a Constituicdo Federal de 1988, a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao Nacional (LDB) de 1996 e mais recentemente pelo Plano Nacional de
Educacao (PNE) de 2014. Finalmente, em abril de 2017, o Conselho Nacional
de Educacéo recebeu do Ministério da Educacao, a segunda versdo da BNCC
da educacéo infantil ao ensino fundamental que foi elaborada apds consulta
publica nacional. Nos meses de julho, agosto e setembro, o CNE promoveu
audiéncias publicas que tinham por objetivo, receber propostas de melhorias
desta verséo da Base, em capitais das cincos regides do Brasil, a saber: Manaus,
Recife, Floriandpolis, Sdo Paulo e Brasilia. Entdo, depois dessas audiéncias, o
Conselho Nacional de Educacao aprova no final de dezembro daguele mesmo
ano, a terceira e versao definitiva da Base Nacional Comum Curricular do ensino
infantil e fundamental que, posteriormente, veio a ser homologado pelo Ministério

da Educacao, em fevereiro de 2018. J4 a Base do Ensino Médio, foi homologada
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pelo MEC apenas em dezembro de 2018, na qual passa a ser considerado um
documento de carater normativo e obrigatério da educacgéo brasileira.

Com a aprovacao e homologacdo da BNCC, imediatamente sao definidos
prazos e medidas em algumas vertentes da educacgéo que estao diretamente
ligadas a Base, como a formacdo de professores, a elaboracdo de material
didatico, as referéncias as matrizes de avaliacdo e principalmente a elaboracao
de curriculos escolares pelos sistemas e redes de ensino. E evidente que todas
essas acOes devem estar atreladas ao que € definido pela Base.

Com relacdo a adequacéo das escolas, sistemas e redes de ensino ao
gue € previsto na Base, a resolucdo n° 2 de 2017, do CNE, define que até o ano
letivo de 2020, todos os sistemas e redes de ensino e, por consequéncia, as
escolas, devem ter (re)elaborado seus curriculos para o ensino infantil e o ensino
fundamental de acordo com a BNCC. Ja as matrizes de referéncia de avaliacao
em larga escala, ou seja, 0 SAEB, Sistema de Avaliacdo da Educacéo Basica, e
as avaliacdes regionais, como o caso do SARESP, no Estado de Séo Paulo,
passam a ter como diretrizes, a orientacéo da Base Nacional Comum Curricular,
a partir de 2019.

O Programa Nacional do Livro Didatico - PNLD - também deve se adequar
a Base, sendo que os autores e as editoras devem se atentar as habilidades
previstas em cada ano ao longo dos ensinos infantil, fundamental e médio. Os
cursos de formacéo de professores devem se orientar pelo documento normativo
e os professores em exercicio devem receber formacao para que se alinhem a
Base Nacional Comum Curricular. Tal formacéo deve ser oferecida pelas redes
e sistemas de ensino com o apoio do Ministério da Educacdo (BRASIL 2018).

Vejamos a seguir como esta organizado esse documento, lembrando que
vamos utilizar BNCC quando nos referirmos ao documento intitulado Base

Nacional Comum Curricular.



15

1.2 A organizagcdo da base nacional comum curricular do ensino

fundamental

A etapa do Ensino Fundamental, dividido em dois ciclos — do 1° ao 5°
ano sao os anos iniciais e do 6° ao 9° ano sdo os anos finais — é organizada por
areas do conhecimento. Cada area constitui-se de um ou mais componentes
curriculares. A area de Ciéncias Humanas compreende 0s componentes
curriculares Histéria e Geografia; a area de Matematica possui apenas o0
componente curricular Matematica, 0 mesmo ocorre para a area de Ciéncias; a
area de Linguagens é composta por Lingua Portuguesa, Lingua Inglesa, Arte e
Educacédo Fisica. Cada area do conhecimento e cada componente curricular
possui competéncias especificas que devem ser desenvolvidas ao longo de todo
o Ensino Fundamental. Tais competéncias especificas, cada qual em sua area,
estdo alinhadas as dez competéncias gerais da Base Nacional Comum
Curricular que devem ser desenvolvidas ao longo de toda a escolaridade basica
do estudante, isto €, do Ensino Infantil ao Ensino Médio. Como consta na BNCC
(2017), competéncia é definida como “a mobilizagcdo de conhecimentos
(conceitos e procedimentos), habilidades (préticas, cognitivas e
socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida
cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.”

A seguir apresentamos um diagrama (Fig. 1), que resume a organizacao

do Ensino Fundamental na BNCC.
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Figura 1 — Organizacdo da BNCC do Ensino Fundamental.

. EDUCACAO BASICA

ENSINO FUNDAMENTAL
Areas do conhecimento '

Componentes
curriculares

Anos Inicial

(™ ao 5* ano) (6* ao 9* ano)

Educac&o Fisica

Lingua Inglesa

Ciéncias da

Cibncias Geografia
Humanas

Histéria
Ensino Ensino
Religioso Religioso

Fonte: BNCC (2018, p. 27).

Para alcancar as competéncias especificas, cada componente curricular
possui também unidades tematicas, nos quais sdo determinadas habilidades que
devem ser desenvolvidas, em diferentes anos da escolarizacdo dentro destas
unidades tematicas, essas habilidades sdo organizadas por um cddigo

alfanumérico como mostra o exemplo a seguir (Fig. 2).
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Figura 2 — Conteudo e habilidades de Matematica.

Grandezas ¢ medidas Area de figuras planas

Area do circulo e comprimento de sua
circunferéncia

Violume de cilindro reto

Medidas de capacidade

(EF0BMAIS) Resclver e elaborar problemas gue envolvam medidas de area de figuras
gecmeétricas, utilizando expressdes de calculo de area (guadrilateros, tridngulos e circulos), em
situactes como determinar medida de terrenocs.

(EFOBMA2D) Reconhecer a relacdo entre umn litro & urn decimetro cdbico @ a relacio entre litro
e metro cubico, para resclver problemas de calculo de capacidade de racipientes.

(EFOBMA21) Resolver & elaborar problemas que ervolvar o calocule do volurme de recipiente
cujo formato & o de um bloco retangular.

Fonte: BNCC (2018, p. 313).

Nas imagens acima podemos identificar a unidade teméatica de Grandezas
e Medidas e que, por exemplo, a habilidade (EFO8MA21) diz respeito a 212
habilidade do componente curricular Matematica, para o 8° ano do Ensino

Fundamental. Voltamos a nossa atencao agora para a area de Matematica.

1.3 A organizacgao da base nacional comum curricular do ensino médio

A BNCC do Ensino Médio propde uma Formagéo Geral Basica e a criagéo
de ltinerarios Formativos. A Formacdo Geral Basica € composta pelos
componentes curriculares tradicionais que, assim como a BNCC do Ensino
Fundamental, estdo organizados por area do conhecimento, a saber: a area de
Linguagens e suas Tecnologias (Lingua Portuguesa, Lingua Inglesa, Arte e
Educacdo Fisica), Matematica e suas Tecnologias (apenas o componente
curricular Matematica), Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias (Biologia,
Fisica e Quimica) e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas (Historia, Geografia,
Sociologia e Filosofia). Cada uma dessas areas e desses componentes
curriculares possui competéncias e habilidades especificas.
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Os ltinerarios formativos sdo suborganizacdes curriculares entre 0s
componentes curriculares que permitem ao estudante do Ensino Médio escolher
estudar areas que sdo de seu maior interesse. Por exemplo, um Itinerario
Formativo pode ser composto por um estudo, além das habilidades e
competéncias ja explicitadas na BNCC, de componentes curriculares das
Ciéncias da Natureza e Matematica; outro Itinerario Formativo pode propiciar um
estudo avancado de Linguagens e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas,
dentre outras organizacdes possiveis, além de Formacéo técnica e profissional,
que também pode ser escolhida pelos estudantes (BRASIL 2017).

A Figura 3 resume a organizacao da Base Nacional Comum Curricular do

Ensino Médio.

Figura 3 — Organizagao da BNCC do Ensino Médio.

-
COMPETENCIAS GERAIS
DA EDUCACAO BASICA
= i
Competéncias :
especificas de 1
Matematica 1
8 e i
4 I
m Hubi'l:adu :
de & : :
1 1
1 1
1 1
1 1
o T Fe-——
7] 1 1
IE :
= 1
T 1
() i
IE :
ol
\ —

Fonte: BNCC (2018, p. 469).

A BNCC do Ensino Médio estéa diretamente relacionada e integrada com
a chamada Reforma do Ensino Médio (Lei 13.415/2017) que, dentre outras
mudancas, propde a organizacéo curricular explicada acima, institui o0 aumento
da carga horaria anual para no minimo de 1000 horas anuais (até entdo, eram

minimas de 800 horas anuais) e fixa em no maximo de 1800 horas para a
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Formacéo Geral Basica dos estudantes, devendo o restante da carga horéaria
pertencer a formacéao diversificada, isto é, os Itinerarios Formativos.

No momento da concluséo dessa dissertacao (julho de 2024) estdo sendo
discutidas novas mudancas na Reforma do Ensino Médio, sobretudo na fixagéo
de diretrizes para os Itinerarios Formativos e mudancas na carga horaria

destinada as formacdes geral e diversificada.

1.4 A area de matemética na base nacional comum curricular

A area de Matematica da BNCC do Ensino Fundamental esta dividida em
cinco unidades tematicas: Nimeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas
e Probabilidade e Estatistica. Ao compararmos o documento BNCC com os
Parametros Curriculares Nacionais podemos perceber uma primeira grande
mudanca, a insercdo de uma quinta unidade teméatica. Nos PCNs existiam 0s
eixos tematicos Numeros e Operacdes, Espaco e Forma, Grandezas e Medidas
e Tratamento da Informacdo. O eixo tematico Numeros e Operacdes dos PCNs
desdobrou-se em duas unidades tematicas da Base - Numeros e Algebra -,
Espaco e Forma passou a ser denominado simplesmente por Geometria,
manteve-se a unidade temética Grandezas e Medidas e, por fim, aquilo que era
chamado de Tratamento da Informacg&o nos Parametros Curriculares Nacionais
passou a se chamar Probabilidade e Estatistica na Base Nacional Comum
Curricular (BRASIL, 2018).

Com as cinco unidades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria,
Grandezas e Medidas e Probabilidade e Estatistica pretende-se desenvolver oito
competéncias especificas para a area de Matematica do Ensino Fundamental,

gue mencionamos a seguir:

1. Reconhecer que a Matematica € uma ciéncia humana, fruto das
necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes
momentos historicos, e é uma ciéncia viva, que contribui para
solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e para alicercar
descobertas e construcgdes, inclusive com impactos no mundo do
trabalho;

2. Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigacdo e a
capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos matematicos para compreender e atuar no mundo;

3. Compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos
diferentes campos da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria,
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Estatistica e Probabilidade) de outras areas do conhecimento, sentindo
seguranca quanto a propria capacidade de construir e aplicar
conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a
perseveranga na busca de solucdes;

4. Fazer observacdes sistematicas de aspectos quantitativos e
qualitativos presentes nas praticas sociais e culturais, de modo a
investigar, organizar, representar e comunicar informacdes relevantes,
para interpreta-las e avalia-las critica e eticamente, produzindo
argumentos convincentes;

5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos,
sociais e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e
resultados;

6. Enfrentar situagdes-problema em mudltiplos contextos, incluindo-se
situagBes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto
pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusdes,
utilizando diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas,
esquemas, além de texto escrito na lingua materna e outras linguagens
para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados);

7. Desenvolver elou discutir projetos que abordem, sobretudo,
questbes de urgéncia social, com base em principios éticos,
democréticos, sustentaveis e solidarios, valorizando a diversidade de
opinides de individuos e de grupos sociais, sem preconceitos de
qualquer natureza;

8. Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando
coletivamente no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para
responder a questionamentos e na busca de solu¢fes para problemas,
de modo a identificar aspectos consensuais ou ndo na discussao de
uma determinada questéo, respeitando o modo de pensas dos colegas
e aprendendo com eles. (BNCC, 2018, p. 267)

De acordo com a BNCC, o ensino desenvolvido ao longo do Ensino

Fundamental deve ter em vista o desenvolvimento do Letramento Matematico,

termo utilizado pelo PISA, definido como:

[...] a capacidade individual de formular, empregar e interpretar a
matematica em uma variedade de contextos. Isso inclui raciocinar
matematicamente e utilizar conceitos, procedimentos, fatos e
ferramentas matematicas para descrever, explicar e predizer
fenbmenos. Isso auxilia os individuos a reconhecer o papel que a
matematica exerce no mundo e para que cidadaos construtivos,
engajados e reflexivos possam fazer julgamentos bem fundamentados
e tomar as decisfes necessarias. (BNCC, 2018, p. 266)

No que se refere ao contexto, salientamos que tal palavra ndo deve ser
relacionada apenas aos contextos do cotidiano, mas também aos contextos de
outras areas do conhecimento e mesmo a contextos préprios da Matematica.
Isso implica na necessidade de se utilizar contextos significativos, pois sem eles
0 processo de ensino-aprendizagem da Matematica pode se tornar pouco
utilitario e perder seu sentido, pois segundo Machado (2009, p. 30), “quando os

contextos sdo deixados de lado, os contetdos estudados deslocam-se
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sutilmente da condicdo de meios para a de fins das acdes docentes. E, sempre
gue aquilo que deveria ser apenas meio transmuta-se em fim, ocorre o fenémeno
da mediocrizagao”.

Sendo assim, com a clara percepcéao dos diversos contextos nos quais a
Matemética é empregada, podemos caminhar rumo a um ensino de fato
significativo, evitando o tecnicismo no processo de aprendizagem da disciplina.
Passamos, a seguir, para as mudancas curriculares apresentadas pela BNCC.

Ja a area de Matematica da BNCC do ensino médio esta organizada em
5 competéncias especificas do componente curricular que estdo descritas

abaixo:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades
cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das
guestdes socioeconémicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes
meios, de modo a contribuir para uma formacao geral;

2. Propor ou participar de a¢des para investigar desafios do mundo
contemporéneo e tomar decisfes éticas e socialmente responsaveis,
com base na andlise de problemas sociais, como os voltados a
situacOes de saude, sustentabilidade, das implicacdes da tecnologia
no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando
conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica;

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacao das solugbes propostas de modo a construir argumentacgao
consistente;

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes
registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicacéo
de resultados de problemas;

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e
recursos, como observacgao de padrdes, experimentacdes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas
conjecturas. (BNCC, 2018, p. 531)

Cada uma dessas competéncias engloba habilidades das cinco unidades
tematicas (nimeros, algebra, geometria, grandezas e medidas, e probabilidade

e estatistica).

1.5 Mudancas em relacao aos curriculos tradicionais

A area de Matematica da BNCC do Ensino Fundamental esta organizada

de modo a desenvolver ideias fundamentais da Matematica que promovam a
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articulacéo estre seus ramos. Sendo assim, as ideias de equivaléncia, ordem,
proporcionalidade, interdependéncia, representacdo, variagdo e aproximacao
permitem a articulacdo entre as unidades tematicas Numero, Algebra,
Geometria, Grandezas e Medidas, e Probabilidade e Estatistica.

A BNCC também apresenta mudancas em relacao a entéo estrutura dos
curriculos das redes de ensino que estavam vigentes, como, por exemplo, o
curriculo do Estado de S&o Paulo. A unidade tematica Algebra, como exemplo,
deve ser trabalhada desde 1° ano do Ensino Fundamental, isto €, ja a partir do
primeiro ciclo desta etapa de ensino. Neste sentido a Base (2018), nos orienta
gue devem ser enfatizadas ideias de regularidade, generalizacdo de padrdes e
propriedades, porém sem o uso de letras, que é uma atribuicdo deixada para o
professor especialista dos anos finais do Ensino Fundamental e n&o do professor
polivalente dos anos iniciais.

Destacamos também a mudanca do ano de abordagem de alguns
contetdos tradicionalmente comuns nos curriculos, enquanto na atual
conjuntura dos curriculos escolares o0 estudo dos produtos notaveis e fatoragédo
é feito no 8° ano, a Base Nacional Comum Curricular os insere no 9° ano, quando
0s estudantes ja sdo capazes de entender com mais clareza as ideias abstratas
presentes neste estudo. A Base também coloca a resolucédo de equacdes do 2°
grau incompletas na forma ax? = b para ser estudada no 8° ano e em nenhum
momento cita o uso da formula resolutiva da equagdo do segundo grau.

Podemos destacar também a énfase maior que é dada neste documento
para a area de Estatistica e Probabilidade, neste sentido os estudantes devem
concluir o Ensino Fundamental com moderado conhecimento em medidas de
tendéncia central (média, moda e mediana) e com capacidade de leitura e
analise de graficos e tabelas. Os alunos também devem ser encorajados a
realizar pesquisas e experimentos para a obtencdo da probabilidade de
ocorréncia de eventos aleatorios.

Por fim, destacamos que a Base procura promover a autonomia e a
capacidade de criatividade dos alunos, o que se justifica pelo fato de que muitas
das habilidades propostas na BNCC nao citam apenas a resolugao de problemas
nos mais variados contextos, mas também a elaboracdo dessas situacfes-
problema, caracterizando assim a relevancia do carater criativo dos alunos para

a obtencao de uma aprendizagem significativa (BRASIL, 2018).
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2 O METODO AXIOMATICO DA MATEMATICA
Neste capitulo, apresentaremos o0 método axiomatico da matematica, mas
antes apresentamos aspectos histéricos da mateméatica, passando da

matematica praticada pelos egipcios, pelos hindus e pelos gregos.

2.1 Aspectos histéricos

A Mateméatica surge da necessidade pratica da contagem e da
quantificacdo, e os primeiros indicios dessa necessidade datam de algo em torno
de 35.000 a. C., inicialmente com apenas o que conhecemos hoje pelos
algarismos 1 e 2. Em Raz&o Aurea, Livio sugere que a concepcéo do nimero 2,
por exemplo, se deve ao fato de os seres humanos possuirem duas maos, dois
olhos, dois ouvidos, e assim por diante. A partir disso, 0s povos antigos
conseguiam ter a percepcao dos nimeros 3 e 4 pela combinacéo das ideias de

1 e 2. Fato semelhante ocorreu em diversos lugares do mundo.

De modo semelhante, estudos etnograficos de 1890 sobre os nativos
das ilhas de Estreito de Torres, entre a Australia e Papua Nova Guiné,
mostraram que eles usavam um sistema conhecido como dois-
contagem. Eles usavam as palavras “urapun” pra “um” e “okasa” para
“dois”, e depois combinagdes como “okasa-urapun” para “trés e “okasa-
okasa” para “quatro”. Para numeros maiores do que quatro, os
habitantes da ilha usavam a palavra “ras” (muito). Formas quase
idénticas de nomenclatura foram encontrados em outras populagtes
indigenas do Brasil (os botocudos) a Africa do Sul (zulus). Os aranda
da Australia, por exemplo, tinham “ninta” para “‘um”, “tara” para “dois”,
e depois “tara mi ninta” para “trés” e “tara ma tara” para “quatro”, sendo
todos os outros numeros expressos como “muitos”. (LIVIO, 2008, p.

25).

A partir de entdo a percepcao acerca dos nimeros passa a evoluir até que
se chegue ao conceito de base numérica, isto €, o conjunto limitado de simbolos
(algarismos) com o qual é possivel escrever e representar quantidades, em
diferentes contextos histéricos. Conforme Livio (2008), alguns povos usavam a
base cinco, provavelmente pelo fato de termos cinco dedos em cada méao, outros
povos adotaram a base 12, que pode ser em decorréncia das doze divisbes que
as juntas dos dedos de nossas maos formam. Ha também a base 20, que ainda
encontra vestigios em algumas linguas como o francés (80 em francés é quatre-

vingts, que se traduz por quatro vintes) e a base 60, utlizada pelos
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Mesopotamios em 4000 a. C., que perdura até hoje, pela divisdo do tempo em
minutos e segundos, bem como o ciclo trigopnométrico que é composto, em
graus, por um multiplo de 60.

Comecam entdo os periodos de grande desenvolvimento da Matematica,
primeiro com o0s Egipcios e os Babildnicos que possuiam uma cultura
matematica bastante peculiar. Segundo Livio (2008), a matematica desses
povos era voltada a resolucéo de problemas praticos e a sua resolucéo era dada
na forma de receita, de modo que seguindo 0 passo a passo se pudesse
encontrar a solucdo desejada. Tal maneira de se fazer matematica se restringia
também a casos particulares, de modo que nao se previa e, talvez nem se
desejasse, uma generalizacdo que mais tarde fora feita pelos gregos. Assim
atribui-se aos egipcios, os primeiros conhecimentos de Geometria. Conta-se que
o rei do Egito havia dividido a terra entre seus moradores de modo que cada um
pagasse um tributo proporcional ao tamanho de sua propriedade. Mas, quando
havia as cheias do Rio Nilo que acabavam por prejudicar as terras, o tributo
deveria ser revisto por meio da verificagao, feitas pelos medidores, do que havia
sobrado do terreno original. Da natureza de problema praticos como este, a
geometria foi fundada e desenvolvida entre os egipcios.

Na Grécia, uma nova concepcao de Matematica comeca a ser praticada,
agora sem a mesma preocupacao para a resolucdo de problemas de natureza
pratica como ocorria com 0s egipcios e babilénicos. Nesse sentido Machado
(2009) justifica o desinteresse dos gregos pela acepcdo matematica-realidade e

0 gosto desse povo pelo puro deleite intelectual da Matematica:

J& na sociedade grega, o trabalho dos escravos, facil de obter e cujo
rendimento ndo importava melhorar por meio de aperfeicoamentos
técnicos, permitia a elite dirigente um alheamento da realidade
concreta. Esta estrutura social imprimiu um carater original a
Matematica grega, onde acentuado era o desdém pelas aplicacGes
praticas. N&do era de se estranhar que um grego da classe dirigente se
inclinasse a especulacdes intelectuais e, motivado por razdes
estéticas, se locupletasse de abstragbes.” (MACHADO, 2009, p. 11)

Os gregos, portanto, se interessavam pela Matematica por si s6, sem
vislumbrar onde tais conhecimentos seriam aplicados. Eles tinham uma

preocupacdo puramente estética com as situagbes-problema da Matemética.

Nesse sentido 0 matematico e engenheiro americano Richard Buckminter Fuller
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(1895-1983) disse certa vez “quando estou trabalhando num problema, nunca

penso a respeito de beleza. Eu penso apenas em como resolver o problema.

Mas quando termino, se a solugéo nao é bonita, eu sei que esta errada.”.
Grandes nomes da Matematica, como Euclides, mostravam um certo

desdém em relacdo a possivel aplicabilidade da Matemaética.

A exceléncia grega em Matematica foi, em grande parte, consequéncia
direta de sua paixdo pelo conhecimento em si mesmo, e nao
simplesmente por motivos praticos. Ha uma historia que diz que,
guando um estudante que aprendia com Euclides uma proposicao
geomeétrica perguntou “Mas o que eu ganho com isso?”, Euclides disse
a seu escravo para dar ao garoto uma moeda, de modo que ele
pudesse ver algum ganho concreto. (LIVIO, 2008, p. 80).

Ressaltamos que, embora o0s gregos tivessem grande apreco pela
Geometria, eles também mostravam grande interesse pela Aritmética, sobretudo
com Pitdgoras e os pitagoricos, que atribuam aos ndmeros caracteristicas
bastante peculiares como, por exemplo, o nimero 2 era um namero feminino, o
namero 3 um numero masculino, e o numero 5, (2 + 3), representava o
casamento ou a unido entre o0 homem e a mulher. Atribui-se aos pitagéricos
também os chamados numeros perfeitos, como o nimero 6 (nimeros perfeitos
sdo aqueles que podem ser formados pela soma de seus divisores que séo
menores que o préprio numero, 6 =1 + 2 + 3, 0 préximo namero perfeito é 28 =
1+2+4+7+14).

Ja a Algebra surge com os arabes e os hindus. Esses (ltimos foram os
responsaveis pela concepcao do zero como um numeral de posicao, fato esse,
sem duvida, indispensavel para um acelerado desenvolvimento ndo s6 da
Matematica, mas também da Ciéncia como um todo, principalmente no que se
refere ao trabalho com simbolismo e a representacdo de grandes nimeros.

Fizemos este resgate histérico da Matematica em diversas sociedades
para tentar elucidar uma questdo que talvez ndo seja tao clara em um primeiro
momento: a universalidade da matematica néo significa sua neutralidade.
Segundo Machado (2009), embora nas Ciéncias ditas exatas essa afirmacéo
pareca ser um fato, devemos considerar que todo tipo de producdo e
transmissao esta sujeita e atrelada a conjectura politico-social no momento de
sua concepcdo. Sendo assim, se a matematica teve um viés mais pratico e

utilitario, como no Egito, isso ocorreu porque assim se fez necessario dadas as
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condicBes sociais e o0 contexto daquela época. De modo semelhante, os gregos
puderam se “alienar” das aplicabilidades matematicas e usufruir do esteticismo
cientifico, porque a sociedade grega era concebida de tal maneira que assim

pudesse ser tratada a Matematica. Ainda nas palavras de Machado (2009):

Consideramos que somente a partir da percepgcdo clara dos
mecanismos que relacionam o conhecimento matematico com a
realidade concreta historicamente situada, somente a partir da critica
dos pressupostos que a validade universal do conhecimento
matematico determina a sua neutralidade, de que a Matematica se
refere a entidades perfeitas de um mundo supratemporal e que “se
aplica” ao real, ou o que é mais grave, “rege-0”, somente assim poder-
se-ia repensar o ensino da Matematica em um sentido globalizante.
Um sentido que transcenda os tecnicismos de todas as ordens, que
possa inscrever tal ensino numa perspectiva de agao transformadora.”
(MACHADO, 2009, p. 17).

Dados aspectos historicos, passamos a tratar o modo de apresentacéo da

matematica, como um modelo axiomatico.

2.2 A matematica como um modelo axioméatico

A primeira tentativa de se organizar o método matematico € conhecido
como logicismo que tem como grandes expoentes no tema Leibniz (1646 — 1716)
e Russell (1872 — 1970). Este método procura reduzir a Matematica a Ldgica,
para isso seria necessario deixar evidente que todo tipo de proposicéo
matematica pode ser expresso na linguagem da légica e que quando essas
proposi¢coes sdo verdadeiras isso significa que sdo expressdes de verdades
l6gicas. Segundo Pires (2017), “proposicao é toda expressao sobre a qual faz
sentido estabelecer seu valor verdade, ou seja, é qualquer expressao na qual se
tenha sentido afirmar se seu contetdo é verdadeiro ou falso”. Entretanto, os
logicistas encontram problemas. Eles se deparam com alguns paradoxos que

nao podem ser expressos em linguagem légica, como o paradoxo de Russell.

Consideremos o conjunto cujos elementos séo os catalogos de livros
(individuos). Diremos que um catalogo é normal (atributo) se ele nao
se incluir entre os livros que cita; se ele se incluir, sera anormal.
Consideremos, agora, o conjunto de todos os catadlogos normais e
organizemos o catdlogo de todos os catédlogos normais (individuo?).
Este catalogo sera normal ou anormal? Se ele for normal, ele ndo se
incluird, por definicdo deste atributo e, portanto, devera se incluir uma
vez que é o catalogo de todos os catalogos normais, sendo
consequentemente anormal. Se ele for anormal, ele se incluird e,
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portanto, serd normal, uma vez que s6 inclui os normais. (MACHADO,
2009, p. 27)

Em seguida, podemos caracterizar o formalismo, fundamentado por Kant,
esta visdo se opBe ao logicismo quando ao invés de considerar os axiomas
principios logicos, ou consequéncias de tais principios, sugere que estes - 0s
axiomas - podem ser descritos com base na percepcéo sensivel. E a visdo do
formalismo que indica a constituicdo da Matematica por meio de teorias formais.

Uma teoria formal, conforme Machado (2009), € a composi¢ao de termos
primitivos (termos primitivos séo ideias aceitas sem uma definicdo mas que sao
distinguidas claramente por meio da percepcdo, sao termos primitivos, por
exemplo: reta, plano, ponto) que séo a base para as regras de formulacdo de
férmulas. Uma teoria formal também contém axiomas ou postulados (afirmacdes
consideradas verdadeiras sem que seja necessaria uma demonstracdo) e a
partir dos postulados e pela aplicacdo das regras de inferéncia podem ser
demonstrados os teoremas.

Adotamos o0s conceitos de termos primitivos e postulados conforme
descritos por Machado, no entanto, reconhecemos que Euclides, em sua obra
Os Elementos, apresenta os conceitos primitivos como defini¢cdes. Por exemplo,
Euclides define ponto como “aquilo de que nada é parte”.

A titulo de esclarecimento, apresentamos a seguir alguns exemplos de
axiomas e teoremas, buscando elucidar a diferenca entre esses.

Duas coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si, ou se parcelas iguais
forem somadas a quantias iguais 0s resultados obtidos serdo iguais sao
exemplos de axiomas, que s&o sentencgas que, pela mera percepgéo, mostram-
se verdadeiras e ndo precisam ser demonstradas. Axiomas nao se demonstram,
bem como definigdes.

O conhecido Teorema de Pitagoras que afirma que em um tridngulo
retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢ é valida a igualdade a? = b? + ¢? é
caracterizado por teorema justamente por ser passivel de demonstracgéo,
utilizando-se as regras de inferéncias, bem como Teorema da soma dos angulos
internos de um triangulo, por exemplo.

No meio matematico € comum ouvirmos o termo conjectura, que pode ser
entendida como um candidato a teorema, isto porgue enquanto um teorema é

uma verdade demonstrada, uma conjectura € uma proposi¢cao que ndo possuli



28

uma demonstracdo, mas que também nao possui um contraexemplo que possa
refuta-la. Uma conjectura bastante conhecida é chamada conjectura do
matematico prussiano Goldbach (1690 — 1764) que afirma que todo namero par
maior que 4 pode ser escrito como a soma de dois himeros primos, assim 10 =
3+ 7, 3 =5+ 31, 100 = 3 + 97, podemos verificar infinitos casos que
exemplificam a conjectura, entretanto ndo existe uma prova de que tal afirmacéo
seja valida.

Ainda sobre a teoria formal na Matemaética, conforme Avila (2010):

[...] devemos lembrar que um sistema axiomatico deve satisfazer as
trés condi¢cBes seguintes: ser consistente, quer dizer, os postulados
ndo podem contradizer uns aos outros, por si mesmo ou por suas
consequéncias; deve ser completo, no sentido de serem suficientes
para provar verdadeiras ou falsas todas as proposi¢des formuladas no
contexto da teoria em questdo; e, por fim, cada postulado deve ser
independente dos demais, no sentido de que ndo € consequéncia
deles, sob pena de ser supérfluo. Pois bem, Godel provou, dentre
outras coisas, que a consisténcia de qualquer sistema matematico que
englobe a Aritmética ndo pode ser estabelecido pelos principios légicos
usuais. Isto ele prova como consequéncia deste seu outro resultado,
conhecido como o teorema da incompletude: se uma teoria formal
abrangendo a Aritmética for consistente, ela necessariamente sera
incompleta, o que significa dizer que havera alguma proposicao sobre
os inteiros que a teoria sera incapaz de decidir ser verdadeira ou falsa.

Essa ultima afirmacdo sobre a incompletude de uma teoria formal nos
remete ao paradoxo de Russell, corroborando para a constatacdo da
impossibilidade de se reduzir a Matematica a Logica. Avila esclarece que o
matematico Hermann Weyl (1885 — 1955), disse que “Deus existe porque

certamente a Matematica € consistente; e o dembnio existe porque somos

incapazes de provar essa consisténcia”.

2. 3 Algumas estratégias de demonstracao

Existem diferentes formas de se fazer demonstracoes, a escolha de cada
uma delas depende das caracteristicas do objeto de estudo. A seguir
destacaremos alguns dos principais métodos de demonstracdo que sao
usualmente apresentados em livros didaticos.

Convém, antes de aprofundarmos nosso trabalho nas demonstracgdes,

caracterizar alguns conceitos que aparecem com frequéncia em textos
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matematicos que se propde a justificar resultados através do método dedutivo,
isto €, os passos utilizados, apoiados em axiomas e postulados, capazes de
demonstrar a validades de proposi¢cdes matematicas método esse, inclusive, que
€ capaz de diferenciar a Matematica de outras ciéncias. Shoenfield (1967) chama
atencdo que um fisico, por exemplo, compara resultados teéricos com a
observacéo na validacdo de avancos na area, enquanto que para o matematico,
pouco importa a observacdo de milhares de exemplos se ndo houver uma
demonstracao que valide o fato estudado.

Ao considerar o método dedutivo utilizado nas demonstracdes
matematicas, compreendemos que a Matematica € construida e desenvolvida
pelo acréscimo de novos conhecimentos que edificam e fortalecem cada vez
mais esse grande campo de estudo enquanto as demais ciéncias por vezes
evoluem por substituicdo. Na Quimica, por exemplo, a medida que as pesquisas
evoluiam modelos atémicos, foram sendo substituidos por outros que melhor
modelavam a realidade; na Astronomia ja acreditamos que o a terra era o centro
do universo e que nosso planeta era plano, agora, em Matematica, o Teorema
de Pitdgoras é tdo valido agora (e continuara sendo) quanto era ha alguns
milhares de anos. Isso porque a natureza logico-dedutiva desse campo nao
permite a construcdo de novos conhecimentos e descobertas sem que seja feita
e validada a demonstracdo daquele fato, ou seja, ndo ha substituicdes e sim
acumulo de novos teoremas.

Neste trabalho, tratamos do Teorema de Pitagoras, mas como ja
dissemos, convém diferenciar alguns termos matematicos comuns. Segundo
Morais Filho (2016), teorema é uma sentenca matematica verdadeira, garantindo
sua validade por meio de uma demonstracdo. Esse termo € utilizado algumas
vezes como sinbnimo de proposicdo, que pode ser compreendido como um
teorema de menor importancia dentro de um contexto ou campo de estudos ou
ainda um teorema menos disruptivo.

Ainda segundo Morais Filho (2016), “lema é um teorema auxiliar ou
preparatério, que sera usado na demonstracdo de outro teorema” enquanto
corolario é “um teorema obtido como consequéncia de outro recém-provado”.

Teorema, lema, corolario, proposicao sao todas sentencas matematicas

verdadeiras e que possuem demonstracado e ndo devem ser confundidas com
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definicdo que é o ato de “dar nomes a objetos matematicos, mediante
determinadas propriedades interessantes que possuam e que os caracterizem”.

A partir da compreensao de que, na Matematica, cada resultado apenas
pode ser considerado valido por meio de uma demonstraco, Avila (2010) nos
alerta de modo incisivo a respeito da importancia de realiza-la no processo de

ensino-aprendizagem da disciplina

Sim, teoremas e demonstracdes também sdo uma parte importante no
ensino. E deploravel constatar que esses recursos tenham sido
abandonados ja ha tantos anos! Como se pode falar em Matemética
sem teorema e demonstragfes?! Isso € essencial no ensino, ndo pode
faltar! Como sabemos que existe uma infinidade de nimeros primos?
Por causa de uma demonstracdo! Como sabemos que nao existe
fracdo cujo quadrado seja 2? Por causa de uma demonstracéo! Como
sabemos que a série harmbnica diverge? Por causa de uma
demonstragao! Alias, bem simples e inteligivel a qualquer jovem de 12
ou 13 anos de idade. E um absurdo, um verdadeiro insulto a
inteligéncia dos jovens apresentar-lhes resultados como esses
“‘dogmaticamente”, sem justificativa nenhuma, isso € inaceitavel.
Melhor, ent&o, ndo ensinar. (AVILA, 2010, p. 11)

3. 3. 1 Demonstracao Direta

A demonstracéo direta € a maneira mais simples e usual de se provar
proposi¢coes em Matematica. Ela consiste, segundo Costa (2015) em representar
adequadamente as premissas que serdo utilizadas, em linguagem coerente e
precisa. Esse tipo de demonstracao esta relacionada a operacao condicional do
calculo proposicional, objeto de estudo da Logica Matemética. Assim, por meio
da consideracdo da veracidade da(s) hipdtese(s) prova-se a tese. Como
exemplo 1 consideremos a proposi¢do: “se a e b sdo dois numeros impares
entdo o produto ab é impar”. Neste caso, devemos representar adequadamente
0S numeros imparesa e b (a = 2k + 1,b = 2c + 1, por exemplo) e apenas
multiplica-los para chegar a conclusao de que a afirmacéo é de fato verdadeira.

Vamos demonstrar a proposicdo acima apenas como exemplo. Sejam

a= 2k + 1eb = 2c + 1 dois nUmeros primos quaisquer, queremos provar
qgue o produto a-b também ¢é um ndmero impar. De fato,
ab=02%k+1)(2c+ 1) = 4kc + 2k + 2¢ + 1 = 2(2kc + k + ¢) +

1 = 2q + 1, que € um numero impar, como queriamos demonstrar.
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Esse tipo de demonstracdo € um dos primeiros passos para se adquirir
habilidades para a prova de proposicbes, isto €, sentencas matematicas
verdadeiras, visto que é bastante simples, bem como é uma maneira de
familiarizar os estudantes com termos matematicos, tais como conjectura e
teorema, sabendo diferencia-los adequadamente.

Considerando o exemplo 1 apresentado acima, podemos perguntar aos
estudantes se a multiplicagdo de dois impares sempre resulta em um namero
impar e, em seguida, proceder com a demonstracdo. Para a préatica desta
modalidade de demonstracdo é conveniente solicitar aos estudantes, 0s
resultados obtidos da multiplicacédo entre dois pares, e entre um namero impar e
um numero par, entre outras possibilidades. Outros casos que podem ser
provados por demonstracdo direta é soma dos angulos internos de um triangulo,

o Teorema de Pitagoras, a formula resolutiva da equacao do segundo grau, etc.
2. 3. 2 Demonstracdo por Absurdo

De acordo com Costa (2015), a demonstracéo por absurdo consiste em
considerar que a negacao do que queremos provar € verdadeira e, assim, a partir
de implicagbes logicas, concluir uma contradicdo, de forma que a Unica
alternativa que resta é considerar que o absurdo que supomos inicialmente de
fato ndo é verdadeiro. Como exemplo 2, vejamos a prova de que v/2 é um niimero
irracional.

Demonstrar por absurdo que este nimero é de fato irracional consiste em

supor (um absurdo) que v2 é racional. Assim procedendo com implicacdes

l6gicas concluiremos que V2 s6 pode ser um namero irracional.

Inicialmente vamos provar que se a é par entdo a2 também o é, isto é, a
é par = a2 é par.

Consideremos o inteiro par a = 2n, fazendo a? obtemos (2n)? = 22 - n? =
4n? = 2 - (2n?) = 2k, mdltiplo de 2, portanto par.

Vamos demonstrar, por absurdo, a irracionalidade de 2

Consideremos, por absurdo, que v/2 ndo seja um namero irracional, ou

. , . . a
seja, V2 € racional, e, portanto, pode ser escrito na forma s coma,beZeb
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. , a a ~ . , ~ . .
0, isto é, V2 = X sendo 5 uma fracdo irredutivel, a e b sédo primos entre si, ou

seja, mdc (a, b) = 1. Como b # 0, multiplicando ambos os membros da igualdade
por b, obtemos: a =2 - b = a2 = (V2 - b)2 = a2 = (+/2)2 - b2 = a? = 2b2 (1),
concluimos entdo que a € um namero par, e, portanto, pode ser escrito na forma
a = 2n (Il). Substituindo (I) em (I), temos:

(2n)? = 2b? = 22 - n? = 2b? = 4n? = 2b2,

Dividindo-se ambos os membros da igualdade por 2, obtemos 2n? = b?,
podemos entdo concluir que b € um numero par e, portanto, pode ser escrito na
forma b = 2m (lll), no entanto, comparando (Il) e (lll) percebemos que a e b sédo

nameros pares, o que é um absurdo, pois inicialmente supinhamos que a € b

~ . . . ~ a , . , .
Sao primos entre si, pois a fracédo 5 € irredutivel. Logo, pelo absurdo verificado,

descartamos a hipotese de que v/2 é racional e entéo, s6 é possivel admitir que

v/2 é um namero irracional, como queriamos demonstrar.

2. 3. 3 Demonstracgdo por Inducdo Matemética Finita

A demonstracdo por inducdo matemética consiste em considerar
verdadeiras duas hipoteses para se provar a validade da tese. Este tipo de
demonstracao ja ndo € mais encontrada em livros didaticos do Ensino Médio,
com excecado de Dante (2012; 2014), para 0 3° ano do Ensino Médio.

A demonstracdo por indugdo matemética tem passagens bastante sutis,
gue se apoiam nos Axiomas de Peano a respeito dos numeros naturais.
Apresentamos esse metodo de demonstracdo por meio de um exemplo.
Consideremos a proposicdo p(n): 1 +3+5+ 7+ ...+ (2n—1) =n?, onde n é um
namero natural qualquer. Esta proposi¢cdo sugere que a soma dos n primeiros
nimeros impares naturais € da dada por n?. Assim, devemos supor, por
hipétese, que:

i) a proposicéo p(n) é valida para o primeiro n, isto é, 1 = 12, o que de fato
é verdade. Este € o chamado passo base da inducdo matemética.

i) a proposicao p(n) € validaparan = k,comk > 1,isto é: p(k): 1 +3 +

5+7+9+ ..+ (2k-1)=k?(l), esse é o chamado passo de inducéo.
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Tendo essas duas hipéteses, e utilizando a segunda, devemos entéo
provar que p(k + 1) é valida, isto €, se a proposi¢ao vale para um k qualquer,
entdo também é valida para o sucessor de k, e assim esta provado que p(n) €
verdadeira para qualquer n natural.

De fato, se a proposicédo for valida entédo p(k + 1) = (k + 1) (ll).

Analogamente, adicionando o sucessor de 2k — 1 a ambos os membros
de()temos: 1 +3+5+7+...+(2k-1)+2k+1)=k?>+(2k+1)=(k+1)*=
p(k + 1). Portanto, estd provado que a proposi¢do p(n) € valida para todo n

natural.

Para ilustrar essa situacdo alguns autores fazem uma analogia desse tipo
de demonstragdo com uma carreira de dominds. Imagine uma sequéncia de
pecas de doming, de tal forma que se uma peca é derrubada, a seguinte também
e assim sucessivamente. Se a primeira peca do dominé dessa sequéncia for
derrubada (passo base), entdo todos os outros também o serdo. Considerando-
se a veracidade do passo de inducé&o, assim fica provado que esse efeito de uma
dada proposicao ser valida para o primeiro termo e para um termo qualquer
acarreta que a proposicao € valida para qualquer elemento do conjunto em
guestao.

Enfatizamos mais uma vez que este tipo de demonstracdo ndo € comum
de ser vista no Ensino Médio. Acreditamos, no entanto, que sua utilizacdo
propicia, tal qual os outros dois métodos anteriormente apresentados, a
apropriacdo da estrutura logica e do formalismo da Matematica, além de ser

importante para o escopo de nossa pesquisa.

2.4 O papel da demonstragdo na BNCC

Voltemos a citar a Base Nacional Comum Curricular para analisar desta
vez, o que o documento sugere em relagcdo ao papel das demonstracbes no
processo de ensino-aprendizagem de Matemaética.

E importante salientar que a area de Matematica da BNCC ja ressalta e
indica o uso das demonstracdes nas aulas desde o 8° ano do Ensino

Fundamental. A Base Nacional Comum Curricular (2018) prevé que alunos do
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8° ano saibam demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da
identificacdo da congruéncia de triangulos e que alunos do 9° ano consigam
demonstrar relacdes simples entre os angulos formados por retas paralelas
cortadas por uma transversal e, ainda, demonstrar relacdes métricas do triangulo
retangulo, entre elas o teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanca
de triangulos. Tais habilidades de demonstracéo, propostas por um documento
de carater normativo, ressaltam a importancia de tal pratica para tornar o
aprendizado mais consistente e significativo. O quadro abaixo sintetiza as

habilidades de demonstracdo previstas na BNCC do Ensino Fundamental:

Quadro 1 — Habilidades de demonstracdo propostas na BNCC do Ensino

Fundamental

Habilidade (c6digo) Habilidade (descrigéo)
EFO8MA14 Demonstrar propriedades de

guadrilateros por meio da
identificacdo da congruéncia de

triangulos.

EFO9MA10 Demonstrar relacbes meétricas
simples entre os angulos formados
por retas paralelas cortadas por uma

transversal.

EFO9MA13 Demonstrar relagdes métricas do
triangulo retangulo, entre elas o

teorema de Pitagoras, utilizando,

inclusive, a semelhanca de triangulos.

Fonte: Elaborado pelo autor

A BNCC do ensino médio também insere a demonstragdo como parte
integrante para se atingir uma das competéncias especificas de Matematica do

Ensino Médio, definida como a capacidade de:
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Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como
observacdo de padrdes, experimentacbes e tecnologias digitais,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez
mais formal na validacdo das referidas conjeturas (BNCC, 2018, p.
531).

E para atingir essa competéncia, conforme consta no BNCC (2018), faz-
se necessaria a habilidade de investigar propriedades de figuras geométricas,
guestionando suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para
refutd-las ou reconhecer a necessidade de sua demonstracao para validacao,
como os teoremas relativos aos quadrilateros e triangulos, por exemplo.

A tematica das demonstragdes é citada em textos oficiais, o que reforca a
ideia de que tal pratica € bem-vinda no ensino de matemética. Isto porque, além
da aplicabilidade e da relacdo com o cotidiano, possivel de ser visivel e praticavel

no ensino de matematica, ela pode ser vista como um sistema formal.
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3 PROPOSTAS DE DEMONSTRACOES DO TEOREMA DE
PITAGORAS

Este capitulo tem como finalidade, apresentar uma sequéncia didatica que
aborde a caracterizacdo de um triangulo retangulo, o Teorema de Pitdgoras e
algumas de suas demonstracoes.

E possivel comecar, antes mesmo de apresentar o Teorema de Pitagoras
aos estudantes, questionando se € possivel estabelecer alguma relagédo
numeérica entre as medidas dos lados de um triangulo retangulo, buscando que
os estudantes estabelecam algumas conjecturas. Na sequéncia é possivel fazer
uma apresentacdo do Teorema e, inclusive, discutir aspectos histéricos, tratando
de aspectos historicos sobre a Escola Pitagorica, por exemplo.

Teorema (de Pitdgoras): Se ABC é um triangulo retdngulo de hipotenusa
a e catetos b e ¢ entdo a? = b? + c2.

Salientemos que a reciproca do Teorema de Pitagoras também é
verdadeira, isto €, se em um tridngulo ABC a? = b? + ¢? entdo esse triangulo é
reto em A. No entanto, neste trabalho, trataremos apenas da primeira forma
apresentada.

Convém, nesse momento, uma analise matemética criteriosa acerca do

significado de teorema e as partes que o formam.
Segundo Morais Filho (2018), teorema pode ser compreendido como uma
sentenca matematica cuja veracidade foi validada através de uma
demonstracdo. Um teorema é composto duas partes: a hipotese e a tese.
Conforme Morais Filho (2018):

TESE: provém do Grego, significando proposi¢do, conclusdo mantida
por raciocinio. J4 a palavra HIPOTESE é formada pelas palavras
hipo+tese. Como ja dissemos, o sufixo grego hipo transmite a ideia
daquilo que estd em posicdo inferior, debaixo de. Assim,
etimologicamente, hipotese é aquilo que € inferior a tese, que esta
abaixo, ou melhor, que vem antes da tese, ou ainda aquilo que da base
a um argumento, a uma conclusdo. Nada mais que do que o papel
desempenhado pela hipétese, que é usada para concluir a tese.
(CORDEIRO FILHO, 2017, p. 164)

Sendo assim, no Teorema de Pitdgoras enunciado acima, a hipotese é o
triangulo ABC ser retangulo de hipotenusa a e catetos b e c e a tese € a relagcao

a? = b? + ¢? ser verdadeira.
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Compreendidas as partes que formam o teorema estudado, devemos
entdo definir de modo rigoroso e formal o que séo os catetos e 0 que é a
hipotenusa de um triangulo retangulo. Podemos fazer isso partindo da raiz
etimoldgica das palavras cateto e hipotenusa, ainda segundo Morais Filho
(2018), hipotenusa tem origem grega e significa linha estendida por baixo
(lembremos que o sufixo hipo traz a ideia de posicéo inferior, debaixo de), a
hipotenusa €, portanto, a linha que € estendida por baixo do angulo reto. De fato,
€ comum principalmente nas demonstracdes, utilizarmos a hipotenusa como a
base do triangulo retangulo, de forma que esta fique inferior ao angulo reto.
Cateto por sua vez também possui origem grega e significa reta perpendicular,
reta vertical (a outra).

A partir dessas definicbes, os estudantes poderdo ser capazes de
caracterizar e diferenciar esses elementos, compreendendo os catetos como 0s
lados do triangulo que séo adjacentes ao angulo reto e a hipotenusa como sendo

o lado do triangulo oposto a esse angulo.

3.1 Demonstracéo utilizando semelhanca de triangulos

Nesta primeira demonstracdo proposta do Teorema de Pitdgoras,
usaremos a semelhanca de triangulos, obtendo algumas rela¢cdes métricas entre
os elementos de um tridngulo retangulo, isto é, entre as medidas dos seus lados,

projecdes e altura, e chegando a principal delas: o Teorema de Pitagoras.

O quadro abaixo apresenta as habilidades propostas na BNCC que podem ser
trabalhadas ou aprimoradas nessa demonstragéo.
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Quadro 2 — Habilidades mobilizadas na primeira demonstracéo proposta

Unidade tematica

Objeto do conhecimento

Habilidade

Grandezas e medidas

Angulos: nocéo, usos e

medida.

(EFO6MA27) Determinar
medidas da abertura de

angulos, por meio de

transferidor elou
tecnologias digitais.
Geometria Triangulos: construcao, | (EFO7MA24) Construir
condicao de existéncia e | triangulos, usando régua
soma das medidas dos | e compasso, reconhecer
angulos internos. a condicao de existéncia
do triangulo quanto a
medida dos lados e
verificar que a soma das
medidas dos angulos
internos de um triangulo
é 180°.
Geometria Semelhanca de | (EFO9MA12)
triangulos Reconhecer as
condi¢cbes necessarias e
suficientes para que dois
triangulos sejam
semelhantes.
Geometria Relagbes métricas no | (EFO9MA13)
triangulo retangulo. | Demonstrar relacbes
Teorema de Pitdgoras: | métricas do triangulo

verificacbes
experimentais e

demonstracao

retdngulo, entre elas o

teorema de Pitagoras,

utilizando, inclusive, a
semelhanca de
triangulos.

Fonte: Elaborado pelo autor



39

Notemos que a propria Base Nacional Comum Curricular sugere que,
dentre as habilidades que os estudantes devem adquirir ao longo do Ensino
Fundamental, uma delas é ser capaz de demonstrar o Teorema de Pitdgoras

através da semelhanca de triangulos.

Nesta primeira demonstracdo usaremos a semelhanca entre triangulos.
Para tal, podemos sugerir que os estudantes construam um triangulo retangulo

ABC, com hipotenusa a, conforme ilustra a Figura 4.

Para essa demonstracdo, os estudantes devem construir um triangulo
retdngulo de medidas arbitrarias, nomear os catetos por b e c e a hipotenusa por
a. Também devem nomear os dois angulos agudos do tridngulo retangulo,

chamemos entdo a medida do angulo ABC de a e medida do angulo ACB de £.

A construcdo desse primeiro triangulo pode ser feita com a utilizacdo de
régua e esquadro e os estudantes podem utilizar um transferidor para verificar a

medida dos angulos construidos.

Figura 4 — Representacao de um tridngulo retangulo.

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na sequéncia, os estudantes devem tracgar a altura h relativa ao vértice A

do triangulo construido, ou seja, o segmento AH de medida h, a Figura 5
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apresenta a altura tracada. Devemos observar que, de modo a garantir que o
segmento tracado € altura, este deve ser perpendicular a base do triangulo
(neste caso a base € a), isto €, 0 ponto H é a projecado ortogonal do ponto A no

segmento BC.

Tracada a altura h, chamaremos de m e n a medida dos dois segmentos
originados partir do lado a do triangulo retangulo e de 6 e 1 os dois angulos

originados a partir do angulo reto.

Figura 5 — Representacao de um tridngulo retangulo com altura e projecdes.

A

®
H

da

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nesse momento podem ser feitos alguns questionamentos:

e Analise o triangulo AHB. Qual é o valor de 6 + a + 90°?
e Agora analise o triangulo AHC. Qual é o valor de 1 + 8 + 90°?
e E analisando o triangulo ABC é correto afirmar que a + f + 90° = 180°?

Por qué?
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e O que é possivel concluir sobre 6 e f? E sobre 1 e a?

Essas perguntas e as discussfes que surgirdo a partir delas € importante
para que os estudantes compreendam, de modo prético, que na Matemética é
necessario justificar cada conclusdo parcial obtida, isto €, ndo existe a
possibilidade de avancar na demonstracdo se houver qualquer tipo de divida ou
desconfianca acerca da validade das hip6teses, premissas ou conclusdes
parciais ja obtidas. Apos esses questionamentos, os estudantes deverdo concluir
gue os trés triangulos analisados sdo semelhantes entre si, ja que possuem 0s
mesmos angulos internos, ja que 8 = e A = a. Podemos entdo destacar os trés

triangulos estudados, que estao representados nas Figuras 6, 7 e 8:

Figura 6 — Representacao do triangulo retangulo ABC.

A

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 7 — Representacgéo do triangulo retangulo ABH.

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 8 — Representacéo do triangulo retangulo AHC.

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

42
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A partir desses trés triangulos retangulos semelhantes, € possivel
estabelecer as razbes de semelhanca. Comecaremos com o0s triangulos

retangulos ABC e HBA que estao representados na Figura 9.

Figura 9 — Representagéo dos triangulos retangulos ABC e HBA.

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ao comparar os lados homodlogos dos dois tridngulos semelhantes acima, os

estudantes devem chegar as seguintes razdes:

a

c

b

h

c

m

Logo:

a_b:> h=b
i ah = bc
a c .
—=—=am=c
c
b ¢
—=—>bm=ch
h m
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Na sequéncia, os estudantes devem realizar a comparacao dos triangulos

ABC e HAC destacados na Figura 10 a seguir:

Figura 10 — Representac¢édo dos triangulos retangulos ABC e HAC.

A A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Chegando, desta forma, as seguintes razdes:

a

b

b

n

C

h

E, portanto:

a
Z_Z — h2
b n=>an b
a_c:> h=b»
b_h an = bpc
b_ ¢ ph=
Tl_h =Ccn

Finalmente, os estudantes deverdo realizar o estudo do ultimo par de
triangulos semelhantes, ou seja, os triangulos HBA e HAC que estdo na Figura
11
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Figura 11 — Representacao dos triangulos retangulos HBA e HAC.

A A

H 4©

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, as razdées que podem ser estabelecidas sao:

c

b

h

n

m

h

Logo:

¢t =
y = cn =
C—m=> h=0»>b
» = ch =bm
h m
—=—=h?=mn
n h

Ao fazer essa andlise, obtemos as seguintes relacdes métricas entre as

medidas, alturas e proje¢des de um triangulo retangulo:

bm = ch
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bh = cn
ah = bc
h? = mn
an = b?
am = c?

Como neste trabalho estamos interessados em abordar apenas a
demonstracdo do teorema de Pitdgoras, nos atentaremos somente as duas
tltimas relacbes métricas. Podemos questionar aos estudantes se € possivel
chegarmos a tese do Teorema de PitAgoras a partir dessas relacdes métricas,
de modo que eles percebam que ao somar, membro a membro, an = b? e

am = c?, temos:

an + am = b? + ¢?
a(n +m) = b? + c?
a® = b* + c?

Portanto, demonstramos o teorema de Pitdgoras usando semelhanca de
triangulos, conforme previsto na habilidade EFO9MA13 da Base Nacional

Comum Curricular.

3. 2 Demonstracdao utilizando area do triangulo e do quadrado

Nesta 22 proposta de demonstracao trabalharemos a equivaléncia entre
areas e a decomposicao de figuras planas em quadrilateros e triangulos.
Abaixo apresentamos o quadro de habilidades presentes na BNCC que

serdo trabalhadas na conducéo desse processo de prova matemaética.
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Quadro 3 — Habilidades mobilizadas na segunda demonstracao proposta

Unidade tematica

Objeto do conhecimento

Habilidade

Grandezas e medidas

Equivaléncia de area de
figuras planas: célculo
de areas de figuras que
podem ser decompostas

por outras, cujas areas

podem ser facilmente
determinadas como
triangulos e

guadrilateros

(EFO7MA31)

Estabelecer expressoes
de calculo de area de
tridngulos e de
quadrilateros.

(EFO7MA32) Resolver e
elaborar problemas de
calculo de medida de
area de figuras planas
gue podem ser
decompostas por
quadrados, retangulos
elou triangulos,
utilizando a equivaléncia

entre areas.

Geometria Relacbes métricas no | (EFO9MA1L3)
triangulo retangulo. | Demonstrar relacdes
Teorema de Pitdgoras: | métricas do triangulo
verificagbes retdngulo, entre elas o
experimentais e | teorema de Pitagoras,
demonstracao utilizando, inclusive, a
semelhanca de
triangulos.
Geometria Triangulos: construcao, | (EFO7MA24) Construir

condicao de existéncia e
soma das medidas dos

angulos internos.

triangulos, usando régua
e compasso, reconhecer
a condicao de existéncia
do tridngulo quanto a
medida dos lados e
verificar que a soma das

medidas dos angulos
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internos de um triangulo
é 180°.

Algebra

Expressdes algébricas:
fatoracdo e produtos

notaveis

(EFO9MAQ9)

Compreender 0S
processos de fatoracao
de expressoes
algébricas, com base
em suas relacbes com
0s produtos notaveis,
para resolver e elaborar
problemas que possam
ser representados por
equacdes polinomiais do

2° grau.

Fonte: Elaborado pelo autor

Inicialmente, os estudantes deverdo construir um tridngulo retangulo de

medidas arbitrarias e destacar a medida dos lados e dos angulos internos desse

triangulo. A Figura 12 apresenta a construgao esperada.

Figura 12 — Representagdo de um tridngulo retangulo com suas medidas e angulos.

C

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Nesse momento, os estudantes devem ser questionados sobre qual € o
valor de a + 8 + 90°, de modo a relembrar que a soma dos angulos internos de
um triangulo é sempre 180°, esse é um resultado parcial e ja conhecido que

precisaremos utilizar como argumento no decorrer de nossa demonstracao.

Se necessario, o0 professor pode sugerir que os estudantes mecam, com
o auxilio de um transferidor, cada um desses angulos e, entdo, determinem a
soma. Essa é uma maneira experimental, e que se opde ao processo
demonstrativo que sera trabalhado em seguida, mas importante até mesmo para
diferenciar o rigor matemético ao demonstrar teoremas e a analise empirica a

partir das observacoes.

Apés os estudantes concluirem que a + S +90° = 180°, eles devem
construir outros trés triangulos retangulos idénticos a primeira construgéo e, a

partir dos quatro triangulos construidos, formar um quadrado.

Na Figura 13 abaixo temos a representacdo do quadrado que os

estudantes deverao formar.

Figura 13 — Representac¢do do quadrado construido a partir dos quatro triangulos retangulos.

b C

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Os estudantes devem, agora, determinar a medida de cada um dos

angulos internos do poligono central.

Os estudantes deverao notar que esse poligono central se assemelha a
um guadrado, mas ndo € possivel fazer essa afirmag¢do sem argumentos, para
gue o poligono central de fato seja um quadrado € necessario que 0s seus quatro
angulos internos sejam retos. Chamemos, entédo, esse angulo central de 6,

conforme a Figura 14.

Figura 14 — Representacao do quadrado construido a partir dos quatro triangulos retdngulos

).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste momento € possivel realizar uma discussdo com os estudantes.

Podemos questionar:

e Qual éovalorde a+ f?
e Qual é ovalorde a+ f + 6? Por qué?
e Conhecendo-se o valor de a + 8 € possivel determinar o valor de 6?

Como?
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O objetivo é que os estudantes percebam que 8 = 90° e, portanto, a figura
central de fato € um quadrado.

Agora, a area do quadrado de lado b + ¢ pode ser obtido de duas formas:
fazendo (b + ¢)? ou ainda fazendo a soma das areas dos 4 triangulos retangulos

com a area do quadrado central, ou seja:

b
4-7C+az=(b+c)2

Desenvolvendo a expresséo acima, obtemos:
2bc + a? = b% + ¢? + 2bc
Ou seja:
a? = b? + ¢?

Acabamos de demonstrar o Teorema de Pitdgoras, desta vez utilizando

como conhecimento central o conceito de area.

3. 3 Demonstracdo utilizando area do triangulo e do trapézio

Nesta demonstracdo, também de apelo geométrico, atribuida ao ex-
presidente americano James Abram Garfield, iremos comparar a area de um
trapézio com a &rea de uma das partes que o forma.

No quadro abaixo apresentamos as habilidades mobilizadas nessa

demonstracao:

Quadro 4 — Habilidades mobilizadas na terceira demonstracdo proposta

Unidade tematica Objeto do conhecimento | Habilidade
Geometria Construgdao de retas | (EFO6MA22) Utilizar
paralelas e | instrumentos, como
perpendiculares, réguas e esquadros, ou
fazendo uso de réguas, | softwares para
esquadros e softwares. | representacdes de retas
paralelas e
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figuras planas: célculo
de areas de figuras que
podem ser decompostas

por outras, cujas areas

podem ser facilmente
determinadas como
triangulos e

guadrilateros

perpendiculares e
construcao de
quadrilateros, entre
outros.

Grandezas e medidas Equivaléncia de area de | (EFO7MA31)

Estabelecer expressdes
de célculo de éarea de
tridngulos e de
quadrilateros.

(EFO7MA32) Resolver e
elaborar problemas de
calculo de medida de
area de figuras planas
que podem ser
decompostas por
quadrados, retangulos
elou triangulos,
utilizando a equivaléncia

entre areas.

Geometria

Relagbes métricas no
triangulo retangulo.
Teorema de Pitdgoras:
verificacbes

experimentais e

demonstracao

(EFO9MA13)
Demonstrar relagbes
métricas do triangulo

retangulo, entre elas o

teorema de Pitagoras,

utilizando, inclusive, a
semelhanca de
triangulos.

Fonte: Elaborado pelo autor

Essa ultima maneira de demonstrar o Teorema de Pitdgoras tratada neste

trabalho é semelhante a anterior, isto porque trabalharemos como conhecimento

central a nogdo de area. E possivel comecar pedindo que os estudantes
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construam um triangulo retangulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a, ilustrado na

Figura 15.

Figura 15 — Representacdo de um triangulo retangulo.

90"

b

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, os estudantes dever&o construir outro triangulo retangulo

idéntico a este e organiza-los como ilustra a Figura 16 :

Figura 16 — Representagéo da figura formada a partir de dois triangulos retangulos.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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De modo analogo a demonstracao feita anteriormente, podemos deduzir
que 6 = 90°.

Formaremos entdo um trapézio e determinaremos a sua area de dois

modos, como esta apresentado na Figura 17.

Figura 17 — Representacao de um trapézio.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A é&rea do trapézio acima de bases b e ¢ e altura b+ ¢ pode ser
determinada aplicando-se a férmula para o calculo da area de um trapézio, ou

seja:

(b+c)-(b+c)-%
b 2.1
(b+c) >

1
(b? + ¢? + 2bc) '3

Ou ainda como a soma das areas dos trés triangulos, isto é:

) bc_l_a2
2 2
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a2

b R
c+2

Igualando as expressoes, obtemos:

a2

bc+2

1
(b% +c? + 2bc)-§

2bc + a? = b? 4+ c? + 2bc
a’ = b* + c?

Que é, mais uma vez, o teorema de Pitagoras.
3.4 Analise das demonstragdes apresentadas em livros didaticos

Apresentaremos aqui a abordagem de trés livros didaticos acerca da
demonstracao do teorema de Pitagoras. Analisaremos trés obras aprovadas pelo
PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico) e que ja estdo disponiveis nas
escolas publicas brasileiras desde o primeiro semestre de 2024.

No livro Teléris Essencial Matematica, de Luiz Roberto Dante e Fernando
Viana, sdo propostas algumas demonstracdes do Teorema de Pitdgoras em uma
secao chamada “Explore para Descobrir”. A primeira proposta abordada nesta

obra é apresentada na Figura 18 abaixo.

Figura 18 —Imagem apresentado no livro Teléris Essencial Matemética.

b a
3-. [=]
29
b .
.
TI T s . [
b a [+
= =
-] [«

Fonte: (Dante, 2022, p. 172).
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A obra prop0e que os estudantes representem a Figura 18 em uma folha
sulfite e, na sequéncia, realizem recortes e colagem de modo que o quadrado
azul (decomposto em triangulos) e o quadrado verde cubram completamente o
quadrado marrom, mostrando desta forma, usando o contexto de area, que a? =
b?% + c2.

O livro de Luiz Roberto Dante e Fernando Viana também apresenta a
demonstracdo do Teorema de Pitdgoras por meio da semelhanca entre
triangulos (Figura 19), de modo que sdo dados os comandos que devem ser

seguidos pelos estudantes.

Figura 19 — Atividade proposta no livro Telaris Essencial Matematica.

Explore para descobrir x
I\. MAO ESCREVA MO LIVRO. )

De modo analogo ao que foi mostrado, vamos considerar agora os triangulos ABC e HAC.

A

- A 2

~/

<

b 7

;

. N o S i
B a C H n C g

1. No caderno, represente os 2 triangulos na mesma posicao, verifique e escreva qual caso de seme-

Ihanca se aplica a eles. Os tridngulos tém um angulo reto e o angulo C & comum; portanto, s&o
semelhantes pelo caso AA. _ _ )
2. Como os lados homdlogos tém medidas de comprimento proporcionais, copie e complete no cader-

no as proporgdes a segulir.

a_b_c
b n h
3. Considerando as propor¢des que vocé completou, escreva no caderno as seguintes relagoes de
igualdade:
P ey s
( b2=an (V) J bh=nec ((VI) ah = be ((VII)
Adicionando os 2 membros das igualdades II e V, obtemos:
b? = an
b*+c*=an+am = b* +c* =a(m + n)
c® =am

4. Utilize a relagao I para substituir (m + n) na equacao anterior e completar:
P+ci=ala=| Z2=0F+&

Essa € uma das demonstracoes do teorema de Pitagoras. Mas ha muitas outras maneiras de provar
que a’= b’ + &

Fonte: (Dante, 2022, p. 175).
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Por fim, esse livro da colecao Telaris Essencial Matematica, apresenta um
trapézio formado por tridngulos retangulos (Figura 20) e mostra como € possivel

chegar ao Teorema de Pitagoras por meio do céalculo de areas.

Figura 20 — Trapézio apresentado no livro Telaris Essencial Matematica.

Fonte: (Dante, 2022, p. 176).

A obra Matematica e Realidade, de Gelson lezzi, apresenta a
demonstracdo do Teorema de Pitagoras por meio da semelhanca entre
triangulos. Diferentemente do livro Telaris Matematica em que essa
demonstracdo € feita, de certa forma, de maneira conjunta com o estudante
(conforme a Fig 19), em Matemética e Realidade a demonstracdo € apenas
apresentada, de modo que cabe ao estudante realizar a leitura e compreensao
do passo a passo utilizado na demonstragéao.

No entanto, na secdo denominada “Na histéria” &€ proposto um exercicio
no qual o estudante deve demonstrar o Teorema de Pitagoras. Nesse exercicio,
é dito que essa demonstracao € creditada ao ex-presidente americano James
Garfield e a partir de uma imagem séo feitos alguns questionamentos que levam
o estudante a raciocinar com maior cautela. A imagem reproduzida no livro € a

Figura 21 abaixo.
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Figura 21 — Trapézio apresentado no livro Matematica e Realidade.

o :
a b |

Fonte: (lezzi, 2022, p. 157).

A obra solicita que o estudante justifique o fato de que o triangulo de
catetos c € retangulo, na sequéncia propde que o estudante calcule a area do
trapézio, a area dos trés triangulos e, a partir disso, demonstre o teorema de
Pitagoras.

A terceira colecdo analisada € denominada SuperAcao Matematica (essa
€ a obra adotada na rede na qual o autor da dissertacdo atua). Essa colecao é
uma obra coletiva da Editora Moderna, que possui Lilian Aparecida Teixeira
como Editora Responsavel.

Nessa obra séo apresentadas (e demonstradas) as relacdes métricas do
tridngulo retangulo a partir da semelhanca de triangulos, no entanto a partir
dessas relacdes métricas ndo se conclui o Teorema de Pitagoras, fato Unico e
isolado nas trés cole¢des analisadas nessa pesquisa.

Essa obra apresenta uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras a partir

da Figura 22 seguinte.

Figura 22 — llustracdo apresentada no livro SuperAc¢ao Matematica.

b C
ol a

o

C b

Fonte: (Moderna, 2022, p. 123).
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Ao analisar essas trés obras é possivel notar que os livros didaticos
apresentam demonstracdes do teorema de Pitdgoras, de diferentes formas,
porém na maioria dos casos essas provas hao sdo conduzidas de maneira

conjunta com os estudantes, ou seja, a demonstracdo é apenas apresentada.
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CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacdo buscou apresentar sugestdes de demonstracdes
que pudessem ser realizadas pelo professor com a participagdo ativa dos
estudantes, motivo esse pelo qual consideramos importantes 0s
guestionamentos sugeridos para serem feitos aos estudantes que foram
apresentados no capitulo 3. Nao tivemos neste trabalho a pretensdo ou audéacia
de elaborar um manual que deve ser seguido por professores para realizar tal
pratica em sala de aula, pelo contrario, buscamos apresentar um ponto de
partida para a pratica de demonstracées em sala de aula, que devido ao seu
ambiente dinamico requer adaptacdes do que fora aqui sugerido.

A realizacdo de demonstragfes nas aulas de Matematica, em especial
nos anos finais do Ensino Fundamental, ndo € tdo comum nas salas de aulas
brasileiras pois sequer apareciam como habilidades em documentos curriculares
precursores da BNCC. A partir do momento em que a Base insere trés
habilidades de demonstracao no Ensino Fundamental, fica evidente o importante
papel desempenhado por essa argumentacao nas aulas de Matematica pois, ao
considera-las habilidades, isso significa que ndo € apenas o professor que deve
realizad-las, mas também, e principalmente, os estudantes, visto que esse
conhecimento pode ser abordado em provas e exames como SARESP e ENEM.

A realizacdo dessa pesquisa agregou ao autor do trabalho conhecimentos
e experiéncia na elaboracdo de sequéncias didaticas que envolvem as
demonstracdes matematicas, de forma que essa pratica possa ser inserida
gradualmente na pratica pedagogica do autor em diferentes contextos da
Educacéo Basica.

A principal limitacdo do trabalho foi ndo ter sido possivel aplicar a
sequéncia didatica sugerida e realizar uma analise qualitativa dos possiveis
resultados, nesse sentido € possivel realizar trabalhos futuros nos quais as
demonstracdes ora sugeridas (dentre outras possiveis) possam acontecer em
salas de aula dos anos finais do Ensino Fundamental e, desta forma identificar

possiveis pontos de melhoria.
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