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Resumo

Dados dois espacos topolégicos M e N, M equipado de uma involucdo livre 7, e uma aplicacao

f: M — N, definimos o conjunto de Borsuk-Ulam coincidéncias como

BUCoin(f;7) = {{x,7(x)} [ f(x) = f(7(x))}.

Nesse trabalho, queremos exibir g: M — N homotopica a f tal que minimize a cardinalidade do
conjunto de coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam. No caso onde os espagos forem superficies, mostra-
remos uma técnica algébrica envolvendo o grupo de trancas de superficies que € util para estudar tal
problema. Essa técnica também exibe o indice de cada Borsuk-Ulam coincidéncia, visto como clas-
ses de coincidéncias. Daremos uma resposta explicita ao problema quando ambos os espagos forem

garrafas de Klein.

Palavras-chave: MINIMALIDADE, COINCIDENCIAS BORSUK-ULAM, NIELSEN-BORSUK-
ULAM, GRUPO DE TRANCAS, SUPERFICIES.






Abstract

Given topological spaces M and N, with M equipped with a free involution 7, we define the set of

Borsuk-Ulam coincidences as

BUCoin(f;7) = {{x,7(x)} [ f(x) = f(7(x))}.

In this work, we want to exhibit g: M — N homotopic to f such that it minimizes the cardinality of
set of Borsuk-Ulam coincidences. In the cases where spaces are surfaces, we will show an algebraic
technique involving braid groups of surface that is useful to study such a problem. This technique
also displays the index of each Borsuk-Ulam coincidence, seen as coincidences classes. We will give

an explicit answer to the problem when both spaces are Klein bottles.

Keywords: MINIMALITY, BORSUK-ULAM COINCIDENCES, NIELSEN-BORSUK-ULAM,
BRAID GROUPS, SURFACES.
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Introducao

Dados X um espago topologico e f: X — X uma autoaplicagdo, desde o inicio do proprio estudo
da drea de topologia, questiona-se sobre a solucdo de uma equagdo especifica: f(x) = x. Tal per-
gunta se mostra bastante significativa, pois € vista com muito interesse em diversos outros ramos da
matematica, além da prépria topologia.

Ao adicionarmos Y, um espago topoldgico, e tomarmos f,g: X — Y aplicacdes, € factivel uma
pergunta similar a feita anteriormente agora perante a equago: f(x) = g(x).

Os questionamentos descritos nos pardagrafos supracitados fizeram com que parte dos matematicos
se debrucassem sobre essas perguntas, as quais sdo generalizadas como problemas de ponto fixo e
coincidéncias, como por exemplo os bem conhecidos nimeros de Lefschetz e de Nielsen, os quais
podem ser visitados de forma mais completa através de [[14}, [15] 26, 29].

Figura 1: Stanislaw Ulam. Figura 2: Karol Borsuk.

Em paralelo com o desenvolvimento dessa drea da matemadtica, o pesquisador polonés chamado

Stanislaw Ulam, visto na Figura|[I] conjecturou o Teoremal0.1]
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Teorema 0.1. Seja f: S" — R" uma funcdo continua, onde S" é a esfera n-dimensional. Entdo, existe

x € S" tal que f(x) = f(t(x)), para t: S* — S" a aplica¢do antipodal.

Uma interpretacdo geométrica do Teorema quando n = 2 pode ser visualizada através da
Figura[3]

e (o o) N
. ! |
9. Nt \_ >

7o

S
|

Figura 3: Ilustragdo relativa ao Teoremal0.1] - Retirado de [32].

Entretanto, apenas em 1933, outro polonés, Karol Borsuk, visto na Figura|2|, conseguiu provar
essa conjectura. Mais ainda, eles abriram espago para uma categoria de perguntas relativamente
relacionadas, por exemplo a generalizagdo a partir da troca da aplicacao antipodal por uma involugdo
livre. Esta teoria ficou chamada de Teoremas do tipo Borsuk-Ulam, que podem ser vistos de maneira
mais completa através de [32].

Se tomarmos g supramencionado no conceito de coincidéncias e a fungdo f o 7 referente ao Te-
orema [0.1} de forma que elas sejam iguais, observamos que ambos 0os momentos nos questionamos
quais valores de x € X tal que a seguinte equacdo seja valida: f(x) = f(7(x)). Esses valores sdo

definidos de forma mais precisa como a seguir.

Definiciio 0.2. Sejam X e Y espacos topolégicos, ©: X — X uma involugdo livre, isto é, T2 = idy e
T(x) # x, para todo x € X, e f: X — Y uma fungdo continua. Um ponto x € X é dito uma Borsuk-
Ulam coincidéncia se f(x) = f(t(x)).

A partir da Defii¢do [0.2] podemos definir uma propriedade que classifica as classes de homo-

topia de certas aplicacdes perante a caracteristicas relacionadas a Borsuk-Ulam coincidéncias. Esta
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defini¢do pode ser encontrada com mais detalhamento através da Defini¢do [1.4] contida na Se¢io
do Capitulo[T]

Definicao 0.3. Dada a tripla (X,1,Y), com X e Y espagos topoldgicos e T: X — X involugdo livre,
dizemos que k € [X,Y] tem a propriedade de Borsuk-Ulam, se para cada f € «, existe x € X tal que

f(e(x) = f(x).

Alguns trabalhos recentes tiveram bastante relevancia na dire¢do de classificar as funcdes para
superficies com a propriedade de Borsuk-Ulam como [13, [16]. Néo obstante, no intuito de classificar
[T2,T?], [K?,K?] e [T? K?], para T? o toro e K? a garrafa de Klein, em relaciio a propriedade de
Borsuk-Ulam, os trabalhos [19]] conseguem tal objetivo e sdo artigos amplamente citados
nesta tese.

Um dos critérios utlizados em vdrios desses artigos envolvem grupos fundamentais do espaco X
e do espaco de Orbitas de X em relacdo a involucdo 7, além dos grupos de trancas totais e puras
relacionadas ao espaco Y. Dessa maneira, € factivel comentarmos sobre trangas em uma determinada
superficie.

Os grupos de trancas de Artin foram introduzidos e ganharam o sobrenome de seu criador, Emil
Atrtin, retratado na Figura[d] em 1925, de forma geométrica e intuitiva. Apés o periodo de guerra, ele
foi obrigado a migrar para os Estados Unidos e 14, teve vdrias contribui¢des, vistas em [[1}, 2, 3], como

verificar que, de fato, formam um grupo e conseguir uma apresentacao para eles.

Figura 4: Emil Artin. Figura 5: Ralph Hartzler Fox. Figura 6: Lee Neuwirth.

A partir da mudanca da superficie em que os pontos da tranca sdo baseados, também obtemos
grupos, apresentacoes e caracterizacoes geométricas. Além disso, em 1962, os matematicos Ralph
Hartzler Fox e Lee Neuwirth, vistos respectivamente nas Figuras[5|e[6] definiram os grupos de trangas

em uma superficie através da utiliza¢do de grupos fundamentais de certos espacos de configuracdo e
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retratando que os grupos de trangas de Artin seriam um caso particular quando a superficie fosse o
disco D?.

Por motivos de ter papel importante em diversas dreas da matemaética, como topologia, geometria,
algebra, sistemas dinamicos e fisica, hd alguns artigos recentes que utilizam as trangas como ferra-
menta para diversas aplicacdes, como por exemplo na teoria de homotopia, invariantes topoldgicos,
nds e enlacamentos, assim como na criptografia, biologia, grupos cristalograficos e nas teorias que
envolvem ponto fixo, coincidéncias e Teoremas do tipo Borsuk-Ulam, como faremos nesta tese. Dei-
xamos a seguir algumas outras referéncias [4, 15, 16} [7, 8, 12} {13}, 120, 22} 128} 136]].

Retomando a investigacao sobre classes de homotopias de aplicacdes f: X — Y, trabalhos mais
atuais como [10, [11]], utilizando uma vertente de ideias relacionadas ao nimero de Nielsen de pontos
fixos e coincidéncias, definiram classes de Nielsen-Borsuk-Ulam e seu respectivo nimero, NBU( f, 7),
para determinadas variedades com propriedades especificas. Essa linha de estudo € caracterizada
como Teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam, a qual relaciona a teoria de pontos fixos e coincidéncias com
a teoria de Borsuk-Ulam, assim como feito na Defini¢ao @

Uma das perguntas que surgem em decorréncia do estudo perante ao ndmero de Nielsen-Borsuk-
Ulam € sobre a sua minimalidade. O trabalho [33] traz uma perspectiva sobre essa pergunta, desen-
volvendo uma técnica, respondendo tal questionamento para quando as superficies sdo orientdveis e
explicitando para quando as superficies sdo os toros 7" de dimensao baixa, isto €, n < 3. Entrentanto,
a questdo sobre a sua minimalidade do nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam para quando as superficies
fossem nao orientdveis continuava em aberto. Dessa maneira, a proposta dessa tese € construir uma
técnica que englobe também superficies nao orientdveis e, ao utilizarmos os trabalhos [16, 17,18} 19]],
conseguimos relacionar as teorias acima mencionadas com a teoria de trancgas, dando possibilidade
deste estudo mais geral. Ainda aliado com [17], conseguimos obter de maneira mais detalhada o
problema de autoaplicacdes da garrafa de Klein K2.

O Capitulo[T] deste texto engloba um compilado de defini¢des e resultados preliminares que dardo
suporte para resolver a questdo referente a minimalidade supracitada. Dessa forma, na Secéo [I.1] é
exposta definicdes referentes a teoria de ponto fixo, coincidéncias e coincidéncias do tipo Borsuk-
Ulam, como as de indice, nimero de Nielsen, conjunto de Borsuk-Ulam coincidéncias, nimero de
Nielsen-Borsuk-Ulam e as propriedades que as relacionam. Jd na Se¢éo|[I.2] € tratado um pouco mais
sobre a teoria de trancas. Destacamos a defini¢do geométrica de uma tranca sob uma superficie M,
salientando a apresentacdo deste grupo para quando a superficie for o disco, visto que seus geradores
estdo presentes nas apresentacdes de grupos de trancas de outras supreficies. Por fim, enunciaremos
a conexao que relaciona o grupo de trancas com o grupo fundamental do espago de configuracao.

O Capitulo 2] traz uma construgdo semelhante a feita em [16]. Na Secdo [2.1] denotaremos as
aplicacoes e diagramas que culminam na Se¢do [2.2]no Teorema [2.7} que tem por inspiragdo o enun-

ciado e demonstragao do [27, Teorema 1.1] e tem sua prévia vista na sequéncia.

Teorema 0.4. Sejam a tripla (M,T,N) como descrita no Lema@ uma aplicagdo f: M — N, k>0
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eiy,ia,...,ix € Z. Entdo, as seguintes condigcoes sdo equivalentes.

i) Existe uma aplicacdo g ~ f tal que o conjunto de Borsuk-Ulam coincidéncias seja BUCoin(g; )
={{x1,7(x1) }s.. s {x, T(xk) } } com ind(g,g o T;x;) = ij (ou indice local £i;j no caso ndo ori-

entdvel);

ii) Existem um homomorfismo ¢ : m <M;D> — M (W) e elementos v; € P,(N), com j €

{1,...,k}, tais que o diagrama

Zs (1
(58] - o (229
(h)#L l(lz)#
m () e ()
#
é comutativo e satisfaz
o ([0D]) = leilv]_] ---kai"vlzl. 2)

O Teorema conecta a existéncia e a quantidade de Borsuk-Ulam coincidéncias, além de seus
respectivos indices com uma forma distinta de equagdo no grupo de trangas By(N) e o Diagrama

2.9| que envolve o grupo fundamental do espaco M retirando D e quocientando por uma involugio,

T (M = ) , 0 grupo fundamental do espaco M, quocientado pela mesma involugdo, m; (%4), 0 grupo

T
de trancas de N, By(N), visto como T (—(NX](\;]%A

NXN
(o]

>, o primeiro grupo de homologia de N, H{(N),

Visto por 7 ( ) Zs e seus respectivos homomorfismos. Ressaltamos que o resultado abrange as
superficies ndo orientdveis, assim como abraga o problema para outras superficies orientaveis.

O Capitulo [3|tem o intuito aplicar o Teorema para quando as superficies em questdo sejam a
garrafa de Klein, representando um exemplo de uma superficie ndo orientavel. Com isso, obtemos
um estudo completo dessa superficie neste capitulo visando nosso objetivo. Na Secdo vemos a
estrutura do grupo Z X Z e como se associa com o grupo fundamental de K2. Na Secdo [3.2} descre-
vemos [K2,K?], separando-a em duas familias de homomorfismos: as que se levantam para o toro
T2, que chamamos de Tipo B, e as demais, as quais chamaremos de Tipo A. A Segﬁo estuda um

pouco sobre as involugdes da garrafa de Klein, estuda o espago de 6rbitas desse espaco pela involugao

M—-D
T

T, observa que T ( ) = F(c1,c2), um grupo livre de dois geradores, e acaba concluindo com um

2
resultado que descreve os homomorfismos que partem de F(cy,c;) e chegam em Z; e em T (KT)
J& a Segdo [3.4] visa o estudo dos grupos de trangas totais e puras da garrafa de Klein, contribuindo

também na descricdo dos homomorfismos que envolvem estes grupos. A seguir, a verificacdo feita
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na Secdo [3.5] é relacionada ao primeiro grupo de homologia da garrafa de Klein e descrigdo do ho-
momorfismo entre o By(K?) e Hi(K?) direcionando o estudo que culmina na Sego a qual traz
consigo uma condi¢do sobre 0 homomorfismo entre 7 (1%2) e H|(K?) completando o diagrama de

forma que o mesmo comute e permitindo com que possamos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 0.5. Seja T: K> — K2 uma involucdo livre. Dada uma aplicacdo f: K> — K?, temos

i) Existe g ~ f tal que g ndo tém coincidéncias Borsuk-Ulam se, e somente se, f ndo se levanta

para o toro T2.

ii) Se f se levanta para o toro T?, entdo existe g ~ f tal que g tem apenas um par de coincidéncias
do tipo Borsuk-Ulam. Além disso, cada ponto de coincidéncia desse par tem indice local igual
a*l.

O teorema imediamente acima traz consigo a resposta para mensuracdo da quantidade de coin-
cidéncias do tipo Borsuk-Ulam de autoaplicagdes da garrafa de Klein. Ele pode ser visto com mais
detalhes através do Teorema sendo, naturalmente, uma aplicacdo do Teorema concluindo
nossos resultados e, assim, a tese.

Ressaltamos que as fotos dos matematicos, que na introdugao foram utilizadas, estdo disponiveis
em paginas virtuais de livre pesquisa, bem como em diversos sitios eletronicos. Entrentanto, as demais
figuras foram confeccionadas pelo autor desta tese ou referenciadas na sua descrigao.

Ademais, ha pretensdo de publicarmos o artigo que estd relacionado a este texto e que possui

pré-print ([211]).



CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo tem o intuito de organizar as preliminares que estruturam a tese incluindo notagdes,
defini¢Oes e alguns resultados. A primeira secdo destaca consideracdes sobre a teoria de Nielsen-
Borsuk-Ulam, introduzindo-a mediante conceitos mais basicos. Na se¢do posterior, mencionaremos
aspectos introdutérios da teoria de trancas em superficies de forma geométrica e de forma algébrica.

Consideraremos em todo o texto que I = [0, 1].

1.1 Aspectos basicos da teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam

A ideia desta primeira secdo € tratar alguns aspectos bdasicos voltados ao estudo de pontos fi-
xos, de coincidéncias e coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam, como por exemplo, as definicdes de
involugdes livres e indices de uma coincidéncia. Tais conceitos guiam para defini¢do do conjunto de
Borsuk-Ulam coincidéncias, estudados nos trabalhos [[10} [11] e sobre o qual comentaremos algumas
propriedades como, por exemplo e com destaque, a minimalidade.

Dado X um espago topoldgico, diremos que f: X — X € uma autoaplicacao se a mesma for
continua. Também diremos que uma autoaplicacdo admite ponto fixo se existe x € X tal que f(x) =x.
Denotaremos por Fix(f) o conjunto de pontos fixos de f.

Trabalharemos também com um tipo de aplicagdo especifica chamada involu¢do. Uma involucgao
é uma autoaplicagio T: X — X que satisfaz que 72(x) = 7(7(x)) = x, para todo x € X. Ainda diremos
que ela é uma involucao livre se Fix(7) = 0. Dizemos também que duas involugdes livres 71,7, : X —
X sdo equivalentes se existe um homeomorfismo 1n: X — X tal que 107, = 7, on. De maneira
equivalente, duas involugdes livres sdo equivalentes se o seguinte diagrama € comutativo:

T

X X (1.1
n n
X X

]
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Além dos conceitos supracitados, no decorrer do trabalho, serd necessdrio utilizar o conceito
de homotopia, o qual € apresentado a seguir. Sejam f,g: X — Y aplicacdes com X e Y espagos
topoldgicos. Dizemos que f é homotdpica a g, que denotaremos por f =~ g, se existe uma aplicacio
H: X xI—Y tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x) para todo x € X. Chamamos a fungdo H
de homotopia. Note que “ser homotdpica” € uma relagdo de equivaléncia no conjunto das funcdes
continuas de X e Y. O quociente das fungdes continuas por essa relagio é denotado por [X,Y]. Para
f,g: (X,x0) — (Y,y0) aplicagdes pontuadas, isto é, f(xg) = yo = g(xo), dizemos que f € homotodpica
a g relativamente ao ponto xy, que denotaremos por f ~ g rel xg, se existe H: X x I — Y tal que
H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), para todo x € X, e H(xo,t) = yo, para todo ¢ € I. Chamamos a fungio
H de homotopia pontuada. Também observamos que “ser homotdpica relativamente ao ponto xg”
¢ uma relagéo de equivaléncia no conjunto das fun¢des continuas pontuadas de (X,xg) e (¥,yp). O

quociente das fun¢des continuas pontuadas por essa relagdo é denotado por [X,xo;Y, o)

Caminhando lado a lado com o que foi abordado, para X e Y espagos topoldgicos e dadas f,g: X —
Y aplicagdes, dizemos que x € X é um ponto de coincidéncia, ou simplesmente coincidéncia, se
f(x) = g(x). Denotaremos por Coin(f,g) o conjunto de coincidéncias de f e g. Observemos que,
quando tomamos em particular ¥ = X e g como a aplicacdo identidade id: X — X, retornamos ao

caso dos pontos fixos, tornando-o um caso particular das coincidéncias.

Dados dois pontos xg,x; € Coin(f,g), dizemos que eles sao equivalentes em relacdo a coin-
cidéncias, se existe um caminho y em X tal que ¥(0) = xp, (1) = x; e f oy~ goy com pontos
extremos fixados, isto €, uma homotopia pontuada relativa aos pontos 0, 1 € I, referéncia para os pon-
tos inicial e final dos caminhos fo7y e go 7. Tal relagdo é uma relacdo de equivaléncia que divide o

conjunto Coin(f,g) por classes C chamadas de classes de coincidéncias (usuais).

Inspirado por [25, 37, [38], para X e Y espacos que sdo realizagdes geométricas de poliedros
conexos n-dimensionais, com Y homogéneo - isto €, todos os simplexos que sdo0 maximais possuem
mesma dimensdo - e para f e g aplicacOes simpliciais entre esses espacos, em [38] e reproduzido
em [, Teorema 3.2.2] é provado que existem f’ e g’ homotdpicas e arbitrariamente préximas de f
e g, respectivamente, tais que Coin(f”,g’) é finito e seus pontos de coincidéncia estdo localizados na
realizacdo geométrica de um simplexo maximal distinto. Sem perda da generalidade, podemos supor
que o conjunto de coincidéncias Coin(f,g) € finito e formado pelo que chamamos de coincidéncias

1soladas.

Sejam X e Y n-variedades orientaveis. Dadas as aplicacdes f,g: X — Y e xo um ponto de coin-
cidéncia de f e g, dizemos que xy € X é uma coincidéncia isolada, se existem cartas Ex: D" — X
e &: D" — Y tais que x € Ex(int(D")) e as aplicagbes & = &, o fobx e &g =&, ' ogoly tém

somente &y ! (x0) como coincidéncia. Esse conceito pode ser acompanhado utilizando o Diagrama
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o qual é comutativo.

X— =Y (1.2)

&
D'— =D
ﬁ/

Como &¢ e &, ndo possuem coincidéncias em dD" = §"—1, entdo a aplicacdio h: "' — §"~! dada
por h(x) = % estd bem definida.

Uma defini¢cdo que utilizaremos com constancia nesse material € a definicdo de indice de uma
coincidéncia isolada. Para isso, relembremos a defini¢do de grau de uma aplicacao.

Para uma aplicag@o f: §" — §", podemos considerar o homomorfismo induzido f,: H,(S") —
H,(S") no n-ésimo grupo de homologia. Considerando que H,(S") = Z, obtemos que existe m € 7Z tal

que fi(x) = mx para todo x € Z. Definimos m como sendo o grau da aplicagao f, o qual denotamos
por deg(f).

Definicao 1.1. Definimos o indice de uma coincidéncia isolada x(, ou simplesmente indice, o qual

denotaremos por ind(f, g,x0), como

ind(f7g7x0) = deg(h)a

onde deg(h) representa o grau da aplicacdo h: S"~' — §"~! definida por h(x) = %, como
8

feito anteriormente.

Entdo, dadas duas n-variedades orientdveis, estabelecemos uma no¢do de indice de uma coin-
cidéncia atrelando a uma propriedade local. Para tal feito, é necessdria uma escolha das cartas &y e
&y as quais tém orienta¢des locais que podem ser tomadas a partir da orientacdo global e, por causa
disso, fixamos este indice por um nimero i € Z. Entretanto, podemos estender a no¢ao de indice para
n-variedades ndo orientdveis novamente fazendo escolhas para as orientagdes das cartas, que dessa
vez ndo poderd ser fixada globalmente e denotamos esses indices locais por +i com i € N.

Concentrando nosso foco para n-variedades orientdveis, dada uma classe de coincidéncias C, po-

demos calcular o que chamamos de indice da classe de coincidéncias que é dado por

lnd(f,gac) = Z ind(f7g7x0)7

xoeC
com xq coincidéncia isolada em C. Com isso, conseguimos trazer a defini¢do de essenciabilidade de

uma classe.

Definicao 1.2. Uma classe de coincidéncias C é chamada de essencial se ind(f,g,C) # 0. Caso

contrdrio, ela é dita ndo essencial.
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Com a Defini¢ao temos o que precisamos para definir o famoso nimero de Nielsen.

Definicao 1.3. O niimero de Nielsen do par (f,g) é o mimero de classes essenciais. Em outras

palavras e denotando por N(f, g),

N(f,g) =#{C:ind(f,g,C) # 0},
onde C representa as classes de coincidéncias.

Inspirados no Teorema [0.1} como visto na Introdugdo, conseguimos relacionar esse estudo com o

contexto de aplicacdes homotdpicas, o qual pode ser visto através da seguinte defini¢ao.

Definicao 1.4. Dada a tripla (X,7,Y), com X e Y espacos topoldgicos e T: X — X involugdo livre,

dizemos que x € [X,Y] tem a propriedade de Borsuk-Ulam, se para cada f € K, existe x € X tal que

f(r(x) = f(x).

Percebemos que satisfazer o Teoremal0.1]é um caso particular de possuir a propriedade de Borsuk-
Ulam quando tomamos X = S", ¥ = R”" e para a involugdo 7: S" — S" definida por 7(x) = —x,
chamada de involucao antipodal que € livre de pontos fixos.

Em [17, Proposicao 8] foi estudado se duas involugdes equivalentes mantinham essa propriedade

e foi visto que a resposta € afirmativa, conforme enunciada na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.5. Sejam X e Y espacos topologicos, T\,Tr: X — X involucoes livres equivalentes
e N: X — X o homeomorfismo de equivaléncia que satisfaz o Diagrama [I.1} Entdo, a aplica¢do
H: [X,Y] — [X,Y] definida por 7 ([f]) = [fon '] é uma bijecdo. Mais ainda, se k € [X,Y] é uma
classe de homotopia, entdo K satisfaz a propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a T, se, e somente

se, € (K) satisfaz a propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a T,.

Nessa mesma dire¢do, o trabalho feito em [17] conseguiu explorar e classificar as classes de
[X,X] que tém a propriedade de Borsuk-Ulam, quando X € o toro ou a garrafa de Klein, assim como
explicado na Introdugdo e que serd melhor desenvolvido na Segéo [3.2]do Capitulo[3]

Ainda motivado pelo Teorema[0.I]e em paralelo ao estudo sobre possuir a propriedade de Borsuk-
Ulam, o estudo para coincidéncias de pares de fung¢des do tipo (f, f o T) comegou a ser explorado
pelos professores Fabiana Santos Cotrim e Daniel Vendruscolo, unificando e dando inicio ao que
chamamos de teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam. Portanto, os proximos resultados sdo baseados nos
trabalhos [[10} [11] e em suas ramificagdes, como por exemplo em [33]].

Inspirado em [9, Teorema 3.2.2], novamente no contexto de complexos simpliciais e para f uma
aplicagdo entre esses espagos, com g = f o T, [10, Teorema 2.1] mostra que existe ' homotGpica a
f tal que o conjunto de coincidéncias do par (f, ' o T), Coin(f’, f' o T), é finito. Nessa dire¢do e
sem perda da generalidade, podemos supor que Coin(f, f o T) é finito e assim podemos enunciar a

defini¢ao de conjunto de Borsuk-Ulam coincidéncias.
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Definicao 1.6. Seja a tripla (X,t,Y), com X e Y complexos simpliciais n-dimensionais, e T: X — X
involucdo livre. Para a aplicacdo f: X — Y, com conjunto de pontos de coincidéncia dado por
Coin(f, fot)={x1,t(x1),...,Xm, T(xm)}, definimos o conjunto de Borsuk-Ulam coincidéncias para

o par (f,7) como sendo o conjunto de pares

BUCoin(f;7) = {{x1,7(x1) };s-..s {xm, T(xm) } }-

Além disso, dizemos que dois pares {x;,T(x;)} e {x;,7(x;)} estdo na mesma classe de coincidéncias
do tipo Borsuk-Ulam, denotada por C, se existe um caminho ¥ de um ponto de {x;, t(x;)} até um

ponto de {xj,7(x;)} de modo que f o ¥ é homotdpica a f o To ¥ com pontos extremos fixados.

Para xy e x; coincidéncias usuais entre f e f o T, notamos que, se existe ¥ caminho em X tal
que Y(0) =xp, (1) =x; e foy~ foToycom extremos fixados, podemos dizer que xp e x| estdo
numa mesma classe de coincidéncias usual C. Observe também que T(xg) e 7(x) sdo coincidéncias
usuais entre f e f o 7T que estdo em uma mesma classe C’, bastando tomar o caminho 7oY. Por
outro lado, podemos perceber que {xo, 7(xo)} € {x1,7(x1)} sdo coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam e,
ainda que, se existir ¥ caminho em X tal que ¥(0) = xo ou ¥(0) = 7(xp), (1) =x; ou (1) = 7(x1) e
fo¥ =~ foto¥com extremos fixados, conseguimos dizer que {xo,7(xp)} e {x;,7(x;)} pertencem a
mesma classe C de coincidéncias Borsuk-Ulam. Com isso, é possivel relacionar elementos das classes
de coincidéncias usuais com elementos das classes de coincidéncias Borsuk-Ulam.

Dada C C BUCoin(f;7) uma classe de coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam para BUCoin(f; 1),
como definido anteriormente, entdo existe C C Coin(f; f o T) uma classe de coincidéncias usual de
Coin(f; f o T) com a seguinte propriedade: se x € C, entdo {x, 7(x)} € C. Chamaremos essa condi¢io
de propriedade entre classes de coincidéncias usuais e classes de coincidéncias do tipo Borsuk-
Ulam e, quando ela acontecer, cometeremos o abuso de linguagem de dizer que C C C. Diremos
que uma classe de coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam C é composta por apenas uma classe de coin-
cidéncias usual C; se ndo existir outra classe de coincidéncias usual C; tal que esta seja a imagem
C) pela involugdo 7, ou seja, para um ponto x € Cy, entdo 7(x) € Cj. A vista disto, cometeremos o
abuso de linguagem de dizer que C = C;. Caso contrdrio, o abuso de linguagem feito sera através de
C = C UG, isto é, dada uma classe C, as imagens pela 7 das suas coincidéncias sdo separadas para
uma classe C,.

Posto isso, nos préximos tépicos podemos classificar as classes C de coincidéncias Borsuk-Ulam
em simples e duplas e verificar que tal classificacio decorre da existéncia da classe C vista no

pardgrafo anterior.

Definiciio 1.7. Uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C é dita uma classe de coincidéncias
Borsuk-Ulam simples se para cada par {x,7(x)} € C existe um caminho 7y de x para t(x) tal que

foY >~ foToYcom pontos extremos fixados.

Proposicao 1.8. Se C é uma classe de coincidéncias usual para o par (f,f o), entdo existe uma

classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C do par (f,7) tal que C C C.
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Proposicio 1.9. Uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C é simples se, e somente se, é composta
de apenas uma classe de coincidéncias usual do par (f,fo ). Se C ndo for simples, chamada de

classe de coincidéncias Borsuk-Ulam dupla, entdo possuird as seguintes propriedades:

i) C={{x;,7(xD)}, ..., {xm, T(xm) } .

ii) A menos de uma renomeagdo por troca de elementos x; por elementos t(x;), temos que C; =
{x1,.ccxm} e Co={t(x1),...,7(xm) }-

iii) C = C1UGCy, onde Cy e C, sdo classes de coincidéncias usuais do par (f, f o).

O préximo passo € definir uma ferramenta similar ao indice para a teoria de Nielsen-Borsuk-
Ulam, antes, porém, podemos observar uma relagdo importante entre o indice de coincidéncia entre

0s pontos x e T(x), que pode ser descrita por

(—1D)™ind(f, fot;7(x)), se T preserva orientagdo,

ind(f, fot;x) = (1.3)

(—=1)"lind(f, fot;7(x)), se T reverte orientagio,

em que n € a dimensao de X e Y. Essa relacdo contribuiu para a defini¢do do que chamamos de

pseudo-indice.

Definicao 1.10. Sejam X e Y n-variedades compactas, conexas, orientdveis, triagularizdveis e sem
bordo, uma involugdo livre T: X — X e uma aplicagcdo f: X — Y tal que BUCoin(f; 1) ¢ finito. Se
C = {{x1,7(x1)},..., {xx, T(xx)}} € uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam, definimos o pseudo-

indice de C, o qual denotamos por |ind|(f, t;C), por

T reverte orienta¢do
e né par
ijeé ind(f, fot;x;) mod 2, se ou
T preserva orientag¢do
e n é impar,
|ind|(f,7:C) = :
’ T preserva orientacdo
. ~ e n é par
ind(f, fot;C)
_— se ou
T reverte orienta¢do

e n é impar,
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se C for simples ou, definimos por

; . ~
T reverte orientagcdo

e né par

lind(f, fot;Cy)|, se ou
T preserva orienta¢do
e néimpar,

lind |(f,7;C) =
T preserva orienta¢do
e né par

ind(f, fot;Cy), se ou

T reverte orienta¢do

\ eneimpar,

se C for dupla e C = C; UC,, para Cy e C, duas classes de coincidéncias usuais do par (f,f o T)

distintas.

Destacaremos agora uma propriedade em relagdo ao pseudo-indice que pode ser vista em [11}
Lema 3.1].

Proposicao 1.11. Sejam X e Y n-variedades compactas, conexas e triangularizdveis, T: X — X
uma involugdo livre e uma aplicacdo f: X — Y. Para {xo,7(x9)} € BUCoin(f;7) tal que xo é
uma coincidéncia isolada com ind(f,f o T;x9) = 0, entdo existe g ~ f tal que BUCoin(g;7) =
BUCoin(f; 1) — {{x0,7(x0)}}-

A Proposi¢ao nos diz que, para pares de coincidéncias que possuem pseudo-indice igual a
zero, o que acontece por conta da hipétese do indice, podemos desfazer tais coincidéncias Borsuk-
Ulam através de homotopias. Mais ainda, os autores ainda provam em [10, Teorema 3.5, Corolério
3.8 e Corolario 3.9] que o pseudo-indice € um invariante homotdpico, no sentido que as classes
coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam, a menos de homotopia, produzem mesmo pseudo-indice.

Assim como fizemos para coincidéncia, torna-se natural definirmos o que seria uma classe essen-

cial de Borsuk-Ulam e, por consequéncia, o que chamamos de niumero de Nielsen-Borsuk-Ulam.

Definiciio 1.12. Seja C uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam. Dizemos que C é uma classe
essencial de Borsuk-Ulam se |ind|(f,t;C) # 0.

Definicao 1.13. O niimero de Nielsen-Borsuk-Ulam do par (f,7) é o nimero de classes essenciais

em BUCoin(f; ), o qual é denotado por NBU(f, t). Em outras palavras,

NBU(f,7) = #{C: |ind|(f,5.C) # 0},

onde C representa as classes de coincidéncias Borsuk-Ulam.
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Por fim, destacamos o resultado visto em [11, Proposi¢ao 2.7] que retrata que o nimero de

Nielsen-Borsuk-Ulam satisfaz uma propriedade quando tivermos aplicacdes homotdpicas.

Proposicao 1.14. Se g é homotdpica a f, entdo g possui pelo menos NBU(f, T) pares de coinciéncia

do tipo Borsuk-Ulam.

Em suma, o nimero Nielsen-Borsuk-Ulam contorna a questdao de que certas coincidéncias do
tipo Borsuk-Ulam conseguem ser desfeitas por meio de homotopia e ainda enumera as coincidéncias
Borsuk-Ulam que ndo desaparecem. Disso, € factivel nos questionarmos sobre a minimalidade desse

conjunto e, como mencionado na Introdugdo, ¢ um dos propdsitos desta tese.

1.2 Aspectos basicos de trancas

A técnica que desenvolveremos no escopo deste trabalho envolve os grupos de trancas de uma su-
perficie, portanto esta se¢do tem o carater introdutério de forma a nortear o leitor sobre tais conceitos.
Ainda traremos a relacdo entre o grupo de trangas de cada superficie com o grupo fundamental do
espaco de configuracdo ndo ordenado dessa mesma superficie. Esta teoria esta feita de forma mais
detalhada em [28, [36l].

Sejam M uma superficie conexa e n um inteiro positivo. Considere o conjunto de pontos de M,
{P1,P,...,P,}, dois a dois distintos. DefinaA; = P, x {1} em M x {1} e Bi =P, x {0} em M x {0},

parai=1,2,...,n.

M x {1}

7

» >
Mxft} _* ¢ & >
¢ >

X

Mx{0}<__é o

Figura 1.1: Tranca sobre M.
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Definicao 1.15. Uma n-tranca sobre M baseada em {Py,Ps,...,B,} é uma n-ipla B = (B1,B2,---,Bn)
de caminhos B;: 1 — M x I, definidos por Bi(t) = (bi(t),1 —t), com b;: I — M para todo i €

{1,2,...,n}, que satisfazem as seguintes condi¢des:
i) Para todo 1 <i<n, temos B;(0) =A; e Bi(1) = B}, para algum j € {1,2,...,n}.

ii) Para qualquer pardmetro t € I, existem exatamente n pontos de interse¢do entre o conjunto

{Bi(2),B2(t),...,Bn(t)} e cada superficie de nivel M x {t}.

Cada caminho B; é chamado de corda de 3.

Vimos na Figura [I.I o comportamento de uma tran¢a. Poderemos, por momentos, identificar a
tranga B como a imagem de suas cordas. De forma que o conceito de trangas fique mais claro, iremos

trazer alguns exemplos e contraexemplos.

Exemplo 1.16. Para M um disco topoldgico (homeomorfo a um quadrado), temos exemplos de
trangas com 2 cordas e 4 cordas na Figura[l.2)em (a) e (b), respectivamente. Jd a configuragdo

descrita na Figura (c) ndo é uma tranca, visto que ndo satisfaz a Defini¢do|l.1

TE
C
%é\ —

(b) (c)

Figura 1.2: Exemplos e contraexemplo de trangas.

Denotaremos por %, (M) o conjunto de todas as n-trangas de M. Nesse conjunto, podemos definir
uma operacdo bindria, através da concatenagdo, que do viés geométrico € bastante natural. Este
produto € feito da seguinte forma: dadas duas n-trangas 8 e B, o resultado da operagdo B’, que
chamamos de produto de trancas, junta os pontos da parte inferior da tranca B com os pontos da

parte superior da tran¢a 8, visualizado a seguir através da Figura
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ﬂéﬂg BE'

Figura 1.3: Produto de trancas § e 8.

Iremos agora descrever quando duas trancas sdo equivalentes. Tal processo perpassa pela seguinte

defini¢do.

Defini¢iio 1.17. Sejam B = (P1,...,Bx), B’ = (By.-...B,) duas n-trangas em M. Elas sdo ditas
homotépicas ou equivalentes se existem uma familia continua de caminhos B},...,B5: 1 — M x 1,
s €1 tais que B = B, B =B} e (B{,B5, ..., BS) é uma tranga para cada s € 1. Denotamos por 3 ~ f/

quando houver essa equivaléncia.

De maneira intuitiva, duas trancas sao consideradas equivalentes se conseguimos deformar uma
na outra através de uma homotopia. E bem conhecido na literatura que a Deﬁnigﬁo ¢ equivalente
a outras definicdes como, por exemplo, a de movimentos elementares vista em [36, Capitulo 1,
Defini¢ao 3.1] e as de isotopias ambiente e forte que podem ser vistas em [36, Capitulo 6, Secdo
1]. Na mesma secdo que sdo definidas as isotopias, podemos encontrar as equivaléncias entre esses
conceitos.

As relacdes acima citadas, em particular a de homotopia entre n-trancas, sao de fato relagcdes de
equivaléncia em %, (M). Denotamos seu quociente por B, (M) = %, (M) /~. Mais ainda, o produto de
trancas induz uma operagdo bem definida em B, (M), cuja importancia é dada pelo seguinte resultado,

provado em [36, Capitulo 2, Teorema 1.5].

Teorema 1.18. O conjunto B,(M) = {B Be%B,M )} munido da operagdo induzida pelo produto
de trangas é um grupo, chamado de grupo de n-trangas de M, também chamado de grupo de trancas

com n cordas.

Quando ndo houver risco de confusdo, ndo faremos distingdo entre a tranca 3 e sua classe de

equivaléncia 3. Vemos na Figuramais alguns exemplos de trancas em outras superficies.
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N
o <=

Figura 1.4: Exemplos de trancgas na esfera e no toro.

Sejam B uma n-trancae j: {1,...,n} — {1,...,n} a bijecdo tal que a corda 3; de B conecta A; a

Bjg),parai=1,...,n. Definamos 7: B,(M) — S, por

1 2 ... n
np)=1{ . . : . 1.4
®=( st s 7 it ) 4
Temos que 7 € um epimorfismo, chamado de permutacao de trancas ou permutagdo associada a

tranca.

Definicao 1.19. Diremos que uma tranca em B,, é uma tranga pura se sua permuta¢do associada é a

trivial. Dessa forma, denotaremos por P,(M) = Ker(x) o subgrupo das n-trangas puras.

A Definigdo [I.19)pode ser vista através de seguinte sequéncia exata curta

1 —P,(M) —>B,(M) *—~S, —1, (1.5)

onde 1 € a inclusdo natural do grupo das n-trangas puras no grupo de n-trangas.

Uma maneira que visa simplificar o jeito de ver uma tranca € através do processo de projecao que
tem como ideia permitir a visualizacdo da mesma como um objeto bidimensional facilitando assim o
desenho, contudo, hd uma perda de informacdo que € saber qual corda passa pela frente ou por trés
de uma outra. Sendo assim, existe um método pratico que ajuda nessa percep¢cao que quando a corda
passa pela frente, manteremos a linha cheia, e, caso contrario, faremos um tracejado na linha no local

da interse¢do, o que pode ser visto através da Figuras[[.5]e[1.6
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B-® XXX

Figura 1.5: Projecdo de trancas. Figura 1.6: Cruzamentos.

Para p tal projecao dada, notamos que esse jeito de observar a curva acarreta algumas condi¢cdes

que podem ser encontradas em [36, Capiitulo 1, Se¢ao 4].

Exemplo 1.20. Veremos pela Figura[l.7jcomo podemos observar a tranga da Figura[l.5] através da

projecdo, sem haver perda de informagdo dos cruzamentos.

N

CJ , ‘ ¢
Sl =

2
SN

Figura 1.7: Tranca apds a projecdo e identificacao.

No intuito de fornecer uma descricao algébrica para o grupo de trancas e visto que € um processo
especifico, exporemos aqui quando a superficie M for um disco D?. Iremos elucidar algumas propri-
edades que irdo compor a apresentacao desse grupo, mostrando como podemos decompor qualquer
n-tranga, explicitando o conjunto dos geradores, chamados de geradores de Artin, e o conjunto das
relagdes. Para isso, analisemos uma tranga e facamos sua projecdo. E facil particionar essa projecdo
por planos de nivel tal que entre dois planos consecutivos a tranga possua apenas um cruzamento
entre duas cordas e as demais descam verticalmente. Ilustramos isto na Figura[I.§]

Definamos o; e Gi_l como as trangas retratadas nas Figuras e Temos entdo o seguinte

resultado.
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&

N

Figura 1.8: Divisao de uma tranga em planos de nivel.

\

Oj 0} i_ 1
Figura 1.9: Tranca o; em B, (D). Figura 1.10: Tranga o; ' em B, (D).

Proposicao 1.21. Qualquer n-tranga pode ser escrita por produtos de elementos do conjunto {Giil },

para 1 <i<n—1, ou seja, 01,0,,...,0,_1 geram B,(D?).

Verifiquemos agora o conjunto de relagdes e logo apds enunciaremos o Teorema [I.22] com a
apresentacao completa do grupo de trangas do disco. Tal prova pode ser encontrada de forma completa
em [30, Teorema 1.24].

A primeira propriedade é que os geradores comutam se estiverem distantes o suficiente. Mais
precisamente ;0 = 0} 0; para |i — k| > 2. Vejamos a Figura|l.11

Para provar essa propriedade, basta deslocarmos os cruzamentos de forma independente. J4 a se-
gunda propriedade serd provada para um caso especifico através de homotopia entre trangas, contudo
pode ser generalizada para todo 1 <i < n— 1, visto que podemos acrescentar cordas que descem

triviais a direita e a esquerda. Teremos que 0;0;410; = 0;+10;0;+1, para 1 <i < n—2. [lustraremos
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o O ) () - S«
o [ ] o X \/\...()m

Figura 1.11: 0,0, = 0;0;.

a validade para o caso i = 1 numa 3-tranc¢a dada na Figura[T.12]

X S =S
B

f

01

Figura 1.12: 010201 = 0201 0.

Teorema 1.22. O grupo de trangas Bn(]Dz) é descrito algebricamente através da seguinte apresentacdo

B,(D?) =< Ol s Ot (1.6)

0;0,110; = 0;110:0;+1, para 1 <i<n—2; >
0;0; = 0;0;, para |i— j| >2 '

Quando for necessario explicitar uma apresentagcao de algum grupo de trangas especifico, traremos
de maneira resumida e referenciando o texto em que determinada demonstragdo pode ser encontrada.
Todavia, a escolha de expor geradores e relacdes quando a superficie é o disco D? foi feita porque
existe um homomorfismo injetor entre B,(D?) e B,(M), para M uma superficie compacta diferente
de S? e RP?, estando estes geradores presentes nas apresentacdes dos grupos de trancas de M. Tal

resultado pode ser conferido em [6, Teorema 1.6, Teorema 1.7].
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Destacamos um elemento que serd importante no nosso trabalho. Para n = 2, seja o7 o gerador de
Artin cldssico. Definimos
B=o?. (1.7)

Existe uma outra maneira de definir grupo de trangas. Para tanto, introduziremos o que chamamos

de espago de configuracao.

Definicao 1.23. Para X um espago topolégico qualquer, 0 conjunto

Fo(X) ={(x1,x2,...,%,) €EX X X---X; x; #xj, sei # j},

munido da topologia induzida de X", é chamado de espago de configuracdo de n pontos ordenados
de X. Além disso, notemos que o grupo das permutacoes com n elementos, S,, age livremente,
permutando as coordenadas, em F,(X) e o quociente D,(X) = F,(X)/S, é chamado de espago de

configuragdo de n pontos ndo ordenados de X.

Para M superficie compacta, conexa e sem bordo, podemos enunciar um teorema bastante conhe-

cido e que pode ser encontrado em [[13}23]].

Teorema 1.24. Seja x0 = (9,x9,...,x0) um elemento de D,(M). Entdo, o grupo fundamental
m (Dn (M ),F) e B, (M) sdo isomorfos, sendo B,(M) o grupo de n-trancas de M baseado nos pontos
{0,x9,...,x0}. Ademais, m (F,(M),x°) e P,(M) sdo isomorfos, sendo P,(M) o grupo de n-trangas

puras de M baseado nos pontos {x3,x9,...,x9}.

Ver os grupos de trancas de M através do grupo fundamental dos espacos de configuragdo nao
ordenado de M € uma das maneiras as quais este texto utilizard na sua extensao. Contudo, na literatura,
ainda existem outras formas de definir o grupo de trancas de uma superficie como, por exemplo,
através da definicdo de mapping class group. Por motivos de fuga do escopo do texto, deixamos

como referéncia os textos [6, |12}, |34]] para maiores detalhes.
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CAPITULO 2

Generalidades

Esse capitulo tem o objetivo de expor algumas generalidades que culminam em uma técnica
algébrica a qual envolve a teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam, como exposto na Segéo [I.1]do Capitulo
[ e que utiliza a teoria de trangas, vista na Segdo também do capitulo anterior, como uma fer-
ramenta. Para tal feito, serd necessaria a recuperacdo de alguns conceitos vistos no Capitulo |1} e de

construcdes de alguns diagramas que nos guiardo nesse processo.

2.1 Pré-requisitos

Nessa secdo, perpassaremos por algumas construgdes advindas da teoria de Nielsen-Borsuk-
Ulam, além de alguns outros comentarios algébricos e topoldgicos. Comegaremos com alguns re-
sultados de conhecimento geral que podem ser encontrados em [24, 135, 40], como por exemplo o fato
de aplicagcdes continuas induzirem homomorfismos no grupo fundamental.

Sejam X e Y espagos topolégicos com pontos base xg € X e yg € Y. Para uma aplicacdo f: (X,xo)
— (Y, y0) tal que f(xo) = yo, podemos construir fy: 7y (X, x9) — m1 (Y, yo), definida por fx(@) = f(ct),
para @ € m; (X, xp) e onde o € um lagco com ponto base xo. Chamamos fi de homomorfismo induzido
da f nos grupos fundamentais. Sabemos que todo elemento p € & € um lagco com ponto base xo,
isto é, p: I — X caminho tal que p(0) = p(1) = xp e homotépico a . Dessa forma, se tomarmos
duas aplicacdes f,g: (X,xp) — (Y,yo) homotdpicas, entdo os homomorfismos fi,gu: 71 (X,x0) —
71 (Y,y0) induzidos respectivamente de f e g sdo iguais. E natural também pensarmos se e sob quais
condi¢des um dado homomorfismo poderia advir de uma aplicac¢do, funcionando como reciproca

dessa constru¢do acima. Para tanto, enunciaremos a préxima definicao.

Definicao 2.1. Um espaco topologico X conexo por caminhos cujo grupo fundamental é isomorfo a
um dado grupo G e que tem um recobrimento universal contrdtil é chamado um espaco Eilenberg-

MacLane para n = 1, ou simplesmente, K(G, 1), onde o 1 ¢é referente ao m,.
A Defini¢ao pode ser vista de forma equivalente com 7, (X) = 0, para todo n > 2. Dessa

23
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forma, adicionando essa hipétese, conseguimos uma espécie de reciproca questionada e resumida no

teorema a seguir.

Teorema 2.2. Sejam X um espaco CW-complexo conexo e Y um espago de Eilenberg-MacLane com
xo € X e yo €Y. Entdo todo homomorfismo ¢: m(X,xo) — 7 (Y,y0) € induzido por uma tinica
aplicacdo f: (X,x0) — (Y,y0), isto é fu = ¢, sendo que f é uinica a menos de homotopia com x
fixado.

Essa condi¢do nos da suporte na construgao de certos passos da nossa técnica algébrica e, para
consulta do leitor para demonstragdo do Teorema [2.2] deixamos como referéncia [24, Proposigdo
1B.9].

Uma defini¢do que vale a pena ser ressaltada aqui é quando dois homomorfismos sao conjugados.

Definicao 2.3. Sejam ¢1,¢,: G — H homomorfismos entre grupos. Dizemos que ¢1 e ¢ sdo conju-

gados se existe v € H tal que
01 () = v (u)v™t, para todo u € G.
Se @1 e ¢p sdo conjugados, entdo escrevemos @1 ~ ¢.

Note que a conjugacdo é uma relacdo de equivaléncia. De fato, para a reflexibilidade basta to-
marmos v = ey, com ey o elemento neutro do grupo H. Para a simetria, existe v/ € H tal que
o1(u) =V ¢ (u)v'~!, para todo u € G. Basta tomarmos v = v/~ e obteremos que ¢»(u) = vy (u)v".

Por fim, para a transitividade, existem v/, v"" € H tais que ¢; (1) =/ ¢ (u)v' "' e ¢ (1) = V"3 (u)v" 1.

V" também é elemento, entdo, obtemos

91 (1) = o (u)/~!
_ VIVN(])3 (M)V//—lv/—l
_ (VIV//)¢3 (Lt) (V/v//)—l
= v (u)v !

Portanto, em particular, a conjugacdo é um relacdo de equivaléncia em Hom(7; (X, x0), 71 (Y,y0)), que

: H X x0),m (Y
denotaremos seu quociente por om(m (X.x0). 71 (Y:30))

~

Por H ser grupo, v=v

E de conhecimento geral e pode ser vista por exemplo em [40, Capitulo 5] que existe uma relacio

direta entre o quociente [X,xq;Y,yo|] com Hom(7;(X,x9), 7 (Y,y0)). Em [17, Teorema 4] foi enunci-
Hom(m; (X,x0),71 (Y,y0))

~

ado um resultado que relaciona o quociente [X,Y] com

, 0 qual pode ser visto na

sequéncia.

Teorema 2.4. Sejam (X,xo) e (Y,y9) CW-complexos com Y um espago Eilenberg-MacLane. Seja
Ixy: [X,x0;Y,y0] = Hom(m(X,x0),71(Y,y0)) a aplicagdo definida por I'x y(o) = oy para toda
classe de homotopia pontuada a € [X,xo;Y,yo|, onde o = fa e f: (X,x0) — (Y,y0) é um represen-
tante de classe de . Seja também Axy: [X,x0;Y,y0] — [X,Y] a aplicagdo definida por Ax y (o) =
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Q.z, onde 0Lz € a classe de homotopia atrelada a classe de homotopia pontuada o a partir da escolha

de um representante de classe f: (X,xo) — (Y,y0) e observando a classe de homotopia da aplicagdo
[X,Y] — Hom (7 (X x0).71 (¥.y0))

~

f: X =Y. Entdo, existe uma aplica¢do Ay y : tal que o seguinte dia-

grama
T
X, x0; Y, yo] S Hom(m (X,x0), M (Y, o)) 2.1)
Ax_yy YX,Y
! Ax_’y ~J

Hom(7; (X ,x0), 71 (Y,y0))

~

é comutativo, onde Yx y: Hom(m(X,x0), 7 (Y,y0)) — é a projecdo canénica
associada a relacdo ~ vista na Defini¢cdo @ Ademais, I'x y e Ax y sdo bijegoes e Ax y e Yxy sdo

sobrejecoes.

O fato de I'y y ser uma bijecdo pode ser encontrado em [40, Capitulo 5, Teorema 4.3]. Ja a
sobrejecao de Ay y segue de [40, Capitulo 3, Se¢do 1, 1.13] e a existéncia e bije¢cdo de Ay y sdo con-
sequéncias de [40, Capitulo 5, Coroldrio 4.4]. Dada uma classe de homotopia 8 € [X,Y], denotaremos
a classe do homomorfismo Ay y () por B.

O Teorema [2.4] nos garante classificar uma determinada propriedade para fungdes homotGpicas
através de uma caracterizacdo dos homomorfismos induzidos nos grupos fundamentais a menos de
conjugacdo. Essa mudancga de perspectiva pode ser vista aplicada a garrafa de Klein no Capitulo 3]

Localizando para o nosso problema principal, sejam M e N duas superficies compactas, conexas €
sem bordo. Fixada uma involugdo livre 7: M — M e dada uma aplicacdo f: M — N, pela Definicao
[T.6] podemos atribuir o que chamamos de conjunto de coincidéncias Borsuk-Ulam e nos questionar
sobre caracteristicas desse conjunto.

Pelo que foi feito no final da Segéo [I.1} podemos verificar que existe g homotépica a f tal que
BUCoin(g;7) = {{x1,7(x1)};...;{xm, T(xm)}}, ou seja, existe e é finito. Observe que o conjunto
BUCoin(g;7) pode ser vazio, contudo, para o estudo sobre minimalidades, esse caso ndo é tdo in-
teressante, visto que ele ja serd o proprio conjunto minimo. Mais ainda, existe também um disco
topolégico D em M de forma que {xi,...,x,} C int(D) e tal que {7(x;),...,T(xy)} C int(7(D)),
com DN t(D) = 0. Notemos que se xo € dD, entdo g(xg) # go T(xp).

Faremos a partir de agora uma construgio semelhante a feita em [16]. Chamamos f: M — N x N
a aplicacdo definida por f(x) = (f(x), f(t(x))). Note que N x N admite uma involu¢io ¢ dada por
o (x,y) = (y,x). De fato, temos

o*(x,y) = (o (x,)

=0 (y,x)
= (x,).
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Observe também que f é Z,-equivariante em relacdo as acdes de T e 0 em M e N X N, respectiva-

mente. Com efeito,

Fe(x) = (f(r(x)), f(2((x))))
= (f(z(x)), f(x))
=o((f(x),f(t(x))))
=o(f(x))
Denotamos, respectivamente, por p; € ps as projecoes naturais M — % e (NXN)— M,
(NxN)

onde apenas o primeiro é um recobrimento duplo. Ademais, f induz uma aplicagdo f: A%[ —

definida por f(%) = po(f(x), f(7(x))) para algum x € p7!(%), o qual pode ser visto no seguinte

diagrama comutativo:

M ! N xN 2.2)
Pt Po

M N XN

T f o

Observe que se {x,7(x)} € BUCoin(f;7), entio temos que f(x) = (f(x),f(t(x))) € A, onde
A={(a,a) € NxN:aec N} échamada de diagonal do conjunto N x N.

Considerando D = int(D) U int(t(D)) € 1, 11 € 1, as respectivas inclusdes naturais, podemos

ampliar o Diagrama[2.2] da seguinte forma.

M-D Thd  (NxN)-A

2.3)

T o

Pely—p Pol(nxny-a

M—D— (NxN)—A
flu-p
11 1 1 b
M - N xN
i

Pt Po
M NxN
T f 1]

Induzindo as respectivas aplicagdes para os homomorfismos nos grupos fundamentais com ponto

base xg € dD e com yg = (f(x0), f(7(xp))), obtemos o seguinte diagrama:
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m <M;D 7Pr(x0)>
(Pelyr—p )4 (11 (M=D.p:(x0)))

Ty ((ng)7A>PG(yO)>
T (Polvxn)—a)#(m ((NXN)=A),y0)

0

=7 ld Zn

) gy n
- ?‘Mfﬁ
) (MlD,pc(xo)> —t i ((NXZH,Po(yo))
(P1|M7f))# (PG|(N><N)—A)#
. (Fla—p)
71 (M — D, xo) wor 71 (N % N) = A,y0)
(1)# L L (12)s
7171(M,X()) i s (NXN,yo)
(pr)# (170')#
f
m (%, p:(x0)) ’* m (Y52 po(v0))

2.4)

sendo O; e T as respectivas projecdes naturais nos grupos quocientes.

o

Ao recordarmos o Teorema [1.24] temos que 7 ((NXN)_A,pG(yO)) = By(N) e m((N xN) —

A,yo) = P,(N). Mais ainda, em comparag¢do com a sequéncia vista em (|1.5)), vemos que 7 é o homo-
morfismo permutagao.
Em consonancia com o Diagrama @ e de forma a obter o melhor entendimento do mesmo,

podemos explicitar a seguinte informagdo sobre certos grupos por meio do proximo teorema:

Teorema 2.5. Os grupos m; <(N§N) , Do (yo)) e H\(N) sdo isomorfos.

A demonstra¢do do Teorema [2.5| pode ser encontrada em [39, Pdgina 527, Teorema]. Contudo,
voltaremos a enunciar esse teorema de forma especifica para quando os espacos em questao forem a

garrafa de Klein através da Proposi¢do [3.10

2.2 Técnica algébrica: conexao entre teorias

Tendo a construgdo feita na Segdo 2.1} recordando alguns conceitos e adicionando algumas
hipdteses, partiremos nesta secao para expor a técnica algébrica que nos permite responder ao questio-
namento em relacdo a quantidade de coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam. Para tanto, iremos enunciar
um lema que nos ajudard na demonstragdo da referida técnica. Contudo, lembremos as hipdteses
que precisaremos. Sejam M e N superficies compactas, conexas € sem bordo, onde N € um espaco
Eilenberg-MacLane, em particular my(N) = 0, 7: M — M uma involugao livre e f: M — N uma
aplicagdo. Em decorréncia de [10, Teorema 2.1], existe /" homotdpica a aplicag¢do f tal que possua o
conjunto BUCoin(f”; 7) finito. Por abuso de linguagem, consideraremos que BUCoin(f; 7) seja dado
por BUCoin(f;1) = {{x1,7(x1)};...;{xx, T(xx)}}. Ainda por [10, Teorema 2.1], podemos escolher
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um disco D C M com xp € dD e {x1,...,x} Cint(D) tal que DN 7(D) = 0. Observe que, essencial-
mente, as hipdteses da construgio do Diagrama[2.4]se mantém, sendo apenas acrescido a informacao
que o Y é um espaco de Eilenberg-MacLane. Lembrando que D = int(D) U int(7(D)) e omitindo os

pontos bases daqui em diante, temos o seguinte lema:

Lema 2.6. Sejam a tripla (M,T,N), onde M e N sdo superficies compactas, conexas, sem bordo,

com my(N) =0 e t: M — M uma involugdo livre. Sejam ainda uma aplicacdo f: M — N, k > 0,

i1,02,...,0ik €L evi,va,...,vx € Ps(N). Entdo, para B = 612, as seguintes condi¢coes sdo equivalentes.

i) Existe um homomorfismo ¢ : (M ;D ) — <W> tal que o diagrama

A (2.5)
&N
M—D (NxN)—A
m () = ()
€ comutativo e satisfaz
¢([0D]) = viB v,y BRy L (2.6)

ii) Existe um homomorfismo y: m T >

—U*_ (in ; in i —
M-U (in(D;) U t(T(Dj)))) . ((N><N) A>’c0m discos D

C int(D) que contém x;j, tal que o diagrama

Lo 2.7

- (M—u_’ﬁ_mimwi) y im(r(Dj)))) . i ((in;f)-A)
é comutativo e satisfaz
k . .
v H ajaDja;] = le”vl_1 = -ka’kvk_l, (2.8)
j=1

onde aj é um caminho que liga xo com um dado ponto x;- €dD;.

Demonstracdo. Para essa demonstracdo, basta observarmos que dD e HljzlaﬂDja;l sao
homotdpicos, para tanto, observemos a Figura[2.T]a seguir.
O

Portanto, agora temos todos os requisitos para poder enunciar e demonstrar a técnica algébrica

que possibilitard resolver algumas questdes de minimalidade como exposto na Introducao.

Teorema 2.7. Sejam a tripla (M,t,N) como descrita no Lema@ uma aplicacdo f: M — N, k>0

eiy,i,...,ix € Z. Entdo, as seguintes condi¢des sdo equivalentes.
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M

Figura 2.1: Os a; e a ideia geométrica intuitiva da homotopia entre dD e H’;zl a;joD jajfl.

i) Existe uma aplicagdo g ~ f tal que o conjunto de Borsuk-Ulam coincidéncias seja BUCoin(g; 1)
= {{x1,t(x1) }s.. s {xk, T(xk) } } com ind(g, g0 T;xj) =i (ou indice local £i; no caso ndo ori-

entdvel);

ii) Existem um homomorfismo ¢ : T (M;D> —m <(NX]:)_A> e elementos vj € P,(N), com j €

{1,...,k}, tais que o diagrama

Zy (2.9)
&N
(85— - (223
(h)#L l(lz)#
() e (Y21)
#
€ comutativo e satisfaz

¢ ([0D]) = viB v,y By, L. (2.10)

Demonstracdo. | i) = ii) | Suponhamos que existe g: M — N homotdpica a f tal que BUCoin(g; 7)

= {{x1,7(x1)}s.. s {2, T(xk) } } comind(g,go 7;x;) = i; (&i; no caso ndo orientdvel), e x; € int(D),
para 1 < j <k (ver [10, Teorema 2.1]).
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Tome ¢ = <§| M_D > DM (M ;D ) — (%). Note que ¢ tomado desta forma faz com
que o Diagrama[2.9)do Teorema [2.7] seja comutativo. Como estamos lidando com superficies, pode-
mos fixar discos fechados D; C int(D) disjuntos com x; € int(D;), paracada j € {1,...,k}, e assuma
que g(xo), &(7(x0)), g(D;) € int(U) C N, também para cada j € {1,...,k} eonde U C N é um disco

aberto.

*o 7(xo)

D (D)

M

Figura 2.2: Uma possivel visdo geométrica de M e defini¢do geométrica dos a;.

Sejam a; C D caminhos que ligam x( a x’j € dD; de modo que dD seja homotSpico ao lago
alaDlal_l . -akaDkak_l com ponto base xo e caminhos A; j, A> ; em N que ligam g(xp) e g(7(xp))
com g'(x;) e g'(7(x;)), respectivamente (ver Figuras 2.2 ¢[2.3).

Portanto, temos
g(dD) ~ g(alc?DlaII --~ak8Dka;1)
~ g(a1)g(dD1)g(ar ") - g(ar)g(dDx)g(a; ")
~ g(an) Ay A1g(@D)A Aaglar ') glar) A A kg(OD) Ay A aglag ')

g(d1(D)) ~got(aidDia;" - axdDra; )
~ got(ar)got(dDi)got(a; ') -got(ar)got(dDy)got(a; ")
~go T(al)l£111271g0 T(aDl)lilllngo T(afl) ---go T(ak)lzjkllz’kgo 7(dDy)

A‘Z_kl Axgo ‘L'(a,:1 ).

w)

Agora, se olharmos para a imagem de [d D] pelo homomorfismo ¢ : 7 (M = > — M <W),

temos
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g(@(x'))

g(@(x'1))

9 = g(1(x))
L]

[ ]
9(x) = g(r(x))

(x1)

9(x) = g(t(x1))

=g(t(x1))

N N

Figura 2.3: Uma possivel visdo geométrica de N destacando a imagem dos elementos pela g.

o(loD]) = (g|<m>)#<[am>

[(g(an) Ay A118(@D)A{ Aaglar ') - glar) A A1 k&(ODi) Aq 4 Ak
gla;"),got(ar) Ay A2,180T(dD1)A;{ Ay ygot(ar’) - got(ax)
A i M kg o T(IDK) Ay Ay g o tlar )] 2.11)
= [H];:1(g(aj)k1 r807(aj)Ay; D(A1,jg(@D))A; J ! 22,jg0T(AD,; )25 N
(A1jg(a; "), A jgot(a; )]
=T [(g(a)Ay j g0 w(aj)A; })][(M,jg(9D)) Ay}, A2, jg 0 T(ID})A5 ;)]
[(Arjg(a; ), Az jg o T(a )]

Defina v; == [(g(a;)A ] 80 t(a;)A, |} ;)]. Observe que v; € um lago em w com ponto base
[(g(x0),8(7(x0)))]. Mais ainda, observando a Flgura. percebemos que v; € P>(N).

Além disso, observamos que [(41,;g(dD;)A, ; ' 2 ;g0 t(dD; )y 1] estd no grupo de trangas com
duas cordas no disco aberto U que € isomorfo a Z gerado por B. Tal fato segue por conseguimos uma
fibragdo localmente trivial dada por U — {xp} < (U x U) — A — U justificada pelo [6, Teorema 1.2],
quandoM =U,m=0,n=2et = 1. Comisso e pela sequéncia longa de homotopias, obtemos que ha
um isomorfismo entre 7 (U — {xo},x1) e m; (U x U) — A, (x0,x1)) = P»(U), 0 que basta, pois, por U

ser homeomorfo a R?, B pode ser visto como o lago que gera 7 (U — {xo},x1) = Z. Outra referéncia

que traz esse fato provado acima € o [27, Teorema 1.1].
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9(t(x0))

A21

9(Dy) gz,
/ TN

L 90) = g(r(xy)) /
/—\
e

N

Figura 2.4: Uma possivel visdao geométrica de N destacando a Borsuk-Ulam coincidéncia x;.

Por causa dessas duas observagoes, temos que (2.11)) implica que ¢ ([dD]) = le"lvf1 i -\1;<B"’C\)k’1
como queriamos, ja observando o aparecimento do indice como expoente de cada B.
Ademais, temos que g(d1(D)) = go1(dD) e go1(dT(D)) = goT01(dD) = g(dD). Por isso,

olhemos a imagem de [d7(D)] pelo homomorfismo ¢. Temos,

),
gCIR
)

~(5(e) ), 10

=[(go ’L’(a1)7tz’1 Ay 1go T(&Dl)lilllz,lg ot(a;')---go T(ak)ﬁtzjkl)tlk
goT(dDk) Ay, Aggot(a; '), gla)A A 1g(dD1) A Aiglay ')
gla) A M kgD M rg(a )]

=[5 (g0 t(a))Ay |, &(a))A; ) (A2, jg 0 °(AD))A; |, A1 jg (DA, })
(A2jgot(a; "), A jg(a; )],

=115 [(got(a))Ayj gap)Ay
[(A2jgot(a; "), A jg(a; ")),

=1T5_, [(g(aj)Ay | g0 t(a)) 2 DI(M,j8(ID)AL [, Az jgo T(ID))A; ;)]
[(Ar,j8(a; "), A2 g0 T(a;!))].

= V1Bi1vf1 - 'ka’."kal

o(9%(0)) = (2 B

T

I(A2,jg07(9D)) Az, A,jg(D))A )]

2,77
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Para terminar a demonstracdo dessa direcdo, basta fazermos consideragdes perante a orientabili-
dade. Se M, N sao orientdveis e T preserva a orienta¢do, os sinais dos i; sdo definidos da escolha
da orientacdo sobre M e N. Ja no caso nao orientdvel, nds podemos “escolher” o sinal dos indices

fixando a orientabilidade paraD C M e U C N.

ii) = i) | Reciprocamente, existem ¢ : 7 ( ) — M <(NX#) e elementos vi,vy,..., v €
Py(N) 2 ((N x N) —A) tais que o diagrama

V \
S S—
(h)#l l(lz)#
() e (%) 2

comute e satisfaca a equacdo em trangas

o([dD]) = leilvl_l o -kai"v,:1

T —

No entanto, pelo Lema esta hipdtese significa que ha y: m;

m (W), com discos D; C int(D) contendo x;, e elementos vi,va,...,vx € P(N) =

N

(M US_, (int(D, >umt<r<D,->>>)

7 ((N X N) —A) tais que o diagrama

m (7)

comute e satisfaca a equacao em trangas

k
74 ( [HajaDja;'
=

Note que o seguinte diagrama

) = le”vl_] ---ka’kvk_]

vz

. (M—Uljl(int(Di) U int(T(Dj)))) . - ((lec\yf) A)
(Pl)#] ’(Pz)#
e (M—U]J‘-:l(int(Dj) U int(T(Dj)))> 5 71 (N X N) — A)
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¢ comutativo, em que f = f| M-U*_( € p1 € pp sdo as respectivas passagens ao quo-
j=1

int(D;) U int(z(D;)))
ciente. Por [17, Lema 5], existe uma aplica¢@o equivariante g; : M — UIJ‘-: ((int(D;) U int(t(Dj))) —
(N x N) — A, definida por x — (g(x), g’ (x)) para aplica¢des g,g": M — UI;':I (int(D;) U int(t(D;)) —

N e tal que (g1)# = (f)#. A partir dai, podemos dizer que

(8(z(x)),8'(z(x))) = g1(z(x))
=0o(g1(x))
=0 (g(x),8'(x))
= (¢'(x),8(x))-

Em particular, temos que g’(x) = g(7(x)), ou seja, g1 (x) = (g(x),g(7(x))). Mais ainda, por (g1)s =
( f )# e pelo Teorema temos g1 ~ f, o que significa particularmente que g ~ f.

Note também que a imagem pela g; estd em (N x N) — A, logo g(x) # g(7(x)) para todo x €
M— UI;':1 (int(D;) U int(t(Dj))). Portanto, nesse dominio, ndo existe pontos de coincidéncia do tipo
Borsuk-Ulam.

Por g ser definida sem pontos de Borsuk-Ulam coincidéncias em M — U];':1 (int(D;) U int(t(D;))),
podemos nos debrugar sobre g(xg), g(7(xp)) € N e partir para definir g nos pontos em U’;:1 (int(D;) U
int(t(D;))). Note que podemos tomar g(xo), g(7(xg)) € N proximos de forma a estarem contidos em
um disco Dy. Defina g(x;) = g(7(x;)) = g(xo) paratodo j € {1,...,n}. Tal construgdo implica que
obteremos k pares de conjuntos que representam as Borsuk-Ulam coincidéncias, os {x;,7(x;)}.

Seja X € dDj, defina o ponto x; € [x;,X] no segmento com pontos finais x; e X por x; = rx+ (1 —
t)xj, comt € [0,1]. Desta forma, definimos a imagem dos pontos x; € D; pela aplicagdo g como

g(x;) =1g(x)+ (1—1)g(x;) (ver Figura[2.5).

g(xo) g (xo)

[ ] [ ]
9(t(x0)) g(t(x0))

=
<l

M N N

Figura 2.5: Defini¢io geométrica de g(x;) e g(y;).

De forma similar, para y € d7(D;), defina o ponto y; € [t(x;),¥] no segmento com pontos finais
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T(x;) e y por yy = ty+ (1 —1)t(x;), comt € [0,1]. Definimos g(y;) =1g(y) + (1 —1)g(7(x;)) (ver
Figura[2.3).

Com esta defini¢do, obtemos g ~ f| M—(int(D) U int(z(D))) = f tais que x; sdo coincidéncias do tipo
Borsuk-Ulam com indices i;, como queriamos.

Observe ainda a tranga (g(ajaDjajfl),go ‘L'(aj8Dja;1)) € (NxN)—A, em que 0s a; sdo os
mesmos vistos nas Figuras 2.1 e 2.2] que conta o nimero de vezes que a primeira corda envolve a
segunda, realizando o elemento B com seus respectivos indices, ja que a primeira corda da i; voltas

em torno da outra, e, portanto, pela definicdo de indice local, realizaveis nos inteiros fixados. (ver

Figura[2.6).
N

Figura 2.6: Visualizagdo da tranca em Dy C N.

Ademais, para o caso ndo orientdvel, o indice deve ser visto como indice local no sentido que nao
existe uma definicdo de indice global para coincidéncias.
O



36

Capitulo 2. Generalidades




CAPITULO 3

Garrafa de Klein

Em decorréncia do que foi dito anteriormente, principalmente na Introdugdo e no Capitulo [I]
sabemos que algumas Borsuk-Ulam coincidéncias podem ser desfeitas, sendo assim factivel o ques-
tionamento sobre a minimalidade desses pontos. O trabalho feito em [33]] responde tal pergunta para
autoaplicagdes do toro de dimensao 1, 2 e 3, através da utilizacdo dos grupos de homologia. Entre-
tanto, ao nos apoiarmos na teoria de trangas, conseguimos abranger tal questionamento sobre tal mi-
nimalidade destes pontos, incluindo as demais superficies orientaveis e as superficies ndo orientaveis
através do Teorema[2.7]

Com intuito de ilustrarmos através de uma aplicacdo deste teorema obtido no Capitulo [2 estu-
damos com mais proximidade a garrafa de Klein, destacando algumas propriedades topoldgicas e
algébricas. Assim, veremos no Teorema [3.13] uma classificagdo das autoaplicacdes da garrafa de
Klein em relagdo a quantidade de coincidéncias do tipo Borsuk-Ulam e, por consequéncia, obteremos

resultados sobre os indices e a minimalidade desses pontos.

3.1 A estrutura Z x Z e o grupo fundamental de K*

A garrafa de Klein, denotada por K?, é uma variedade bidimensional ndo orientdvel. Podemos
destacar também que K> é compacta, conexa e sem bordo. Iremos relembrar como podemos construi-
la, entretanto, para isso, iremos destacar um conjunto em particular e equipado com uma estrutura de

grupo. Tais destaques nos ajudardo nas contas que desenvolveremos mais a frente.

Proposicao 3.1. No produto cartesiano 7 x Z definimos a seguinte operagdo

(ZXZ)x(ZXZ) — Zx7 .
((I’,S),(C,d)) — (V"f‘eSC,S—i—d), (3.1

com
& =(=1)" 32)

Entdo, 7. x 7, munido da operagcdo acima, é um grupo com

37
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i) (0,0) o elemento neutro desse grupo;
ii) (r,5)~' = (&1, —s) 0 elemento inverso do elemento (r,s).

Mais ainda, para r,s,c,d € Z, o conjugado de um elemento é dado por

(c,d)(r,5)(c,d) ™" = (c+ & 1c+€41,9) (3.3)
e as poténcias sdo dadas por
(r.s) (tr,ts), sesépar (3.4)
rs) = :
(&ryts), ses éimpar,

onde

1 senéimpar.

5, — {0 se n é par (3.5)

Ademais, 7. X 7. é gerado por {(1,0),(0,1)}.

Em virtude do entendimento das demonstra¢des da Proposi¢do [3.4] da Proposicdo 3.9 e da
Proposi¢do [3.11] iremos desenvolver a demonstracdo da Proposicdo Entretanto, antes de fazé-la,

definiremos de maneira mais formal este grupo.

Definicdo 3.2. O grupo formado pelo conjunto 7 x 7Z munido da operagdo vista em (3.1) é chamado
de produto semidireto de 7. com 7 e denotado por 7, X 7.

Demonstragdo - Proposi¢do 3.1} Dados (r,s),(c,d),(a,b) € Z x Z e a operagao
(r,s)(c,d) = (r+g&c,s+d),

onde &, = (—1)", vamos verificar que Z x Z, munido com essa operag¢ao, é¢ um grupo.

A associatividade é dada por

((r,8)(c,d))(a,b) = (r+ &c,s+d) (a,b)
= (r+&c+g.qa,5+d+b)
= (r+&(c+¢gqa),s+(d+b))
= (1,5)(c+¢€4a,d+Db)
= (1) ((c,d)(a,b)).

J4 o elemento neutro € verificado por

(r,5)(0,0) = (r+&0,s+0) (0,0)(r,s) = (0+ &r,0+5)
= (r+0,5+0) = (0+7,0+5)
= (ns). = (ns).
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Resta calcularmos o elemento inverso para asseguramos que €, de fato, um grupo.

(r,8)(r,s) " = (r.5) (411, —5) (r,8) 7" (r,s) = (&1, —5) (r,5)

= (r+ &/(&+1r),s+ (—s)) = (&q1r+ €51, (—5)+5)
= (r+&q1r),s+ (=) = ((&+1+&)r(=s) +5)
=(r = (0r,—s+5)

= (0 = (

0,0).

—rs—s)

,0).
Mais ainda, toda conjugagio da forma (c,d)(r,s)(c,d) ™" é expressa por

(c7d)(r,s)(c,d)_l = (C—f—gd}",d—f—S) (8d+1C7 _d)
= (c+&r+€445€141¢,d+5—d)
= (c+&ir+&q445+16,5)

(

= (c+ & 1c+g41,5).

Ja, para calcular as poténcias (r,s)’, para r € Z, serd necessério dividir em casos. Quando s é par,

temos uma facil computacao do resultado, visto que &r = r. Observe que,

(1,5)* = (r,5)(r,5)

(
=(r+&ns+s)
=(r+nrs+s)
= (2n,2s).

Ao proceder esse argumento recursivamente, obtemos que (r,s)" = (¢r,ts). Por outro lado, quando s é

impar, temos que dividir em casos conforme a paridade de 7.

e Se t for par, existe k € Z tal que t =2k: o Se t for impar, existe k € Z tal que t = 2k + 1:

(r8) = (rs)*
= ((r9) (6 =) ™
~((rs = (9)*(r9)
E;(f%—()‘z(rs)j-s) = (0,2k5)(r,5)
o . = (&1, 2ks + 5)
E(’) 2“;“) = (r,(2k+ 1)s)
s (lrts)
s
(5,;,ts).

Ademais, resta mostrar que {(1,0),(0,1)} gera o produto semidireto de Z com Z. Para tanto, seja
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(r,s) € Z x Z um elemento qualquer. Ao utilizar as poténcias verificadas acima, temos que

(r,s) = (r+0,0+s)

(

= (r+¢&0,0+5)
= (,0)(0;s)

= (r1,r0)(8)0,s1)
= (1,0)7(0,1)’,

concluindo o desejado. [

Ap6s definirmos o grupo Z x Z, podemos voltar a entender como construir K. Sabemos que
a garrafa de Klein pode ser obtida do quociente de R? pela seguinte acdo {: (Z x Z) x R? — R?
definida nos geradores por {((1,0);(x,y)) = (x+ 1,y) e £((0,1);(x,y)) = (1 —x,y+ 1). Por conta
dessa construco, podemos identificar K2 através de um quadrado (tomaremos o quadrado I x /) com

seus lados identificados conforme a Figura[3.1]

=
>

a
Figura 3.1: Garrafa de Klein K.

Em decorréncia dessa construgio, observamos que a garrafa de Klein pode ser recoberta por R? e

que seu grupo fundamental tem a seguinte apresentacao
m (K?) = (a,b | abab™' =1). (3.6)

Por causa desses fatos anteriores, temos um isomorfismo entre 7; (K 2) e Z x 7 definido por
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b“ “(0’1) “b

(1,0)

QY

Figura 3.2: Isomorfismo entre 7; (K?) e Z x Z.

o qual pode ser explicitado através da Figura[3.2]

Observamos que, daqui em diante, ndo iremos distinguir um ponto de R? e um ponto de K2.

3.2 Descricdo de [K?, K?|

Podemos agora dar uma caracterizacio algébrica para o conjunto [K?, K?]. Utilizando o Teorema

om(7 (k?).m (K*))

~

. - H . .
2.4] faremos tal caracterizagdao observando as classes de . Para tanto, identificamos

o m; (K?) do dominio por {a,b | abab~! = 1) e m; (K?) do contradominio por Z x Z.
Proposicao 3.3. Seja h: m (K*) = (a,b | abab™' = 1) — m (K?) = Z x Z uma aplicagdo dada nos

. {a = ()

b — (p.q),

parar,s,p,q € Z. Entdo, h é um homomorfismo se, e somente se, s = 0 e ocorre pelo menos uma das

geradores por

seguintes condicoes:
i) r=0.
ii) q é impar.

Demonstragdo. Seja h: {a,b | abab™' = 1) — 7 x 7 definido como na hipétese da Proposi¢io

Sabemos que /# é um homomorfismo se, e somente se, satisfaz [i(a),(b)]" = h(a)h(b)h(a)h(b)~' =

(0,0), o que reflete em algumas condi¢des em r, s, p, ¢ € Z, coOmo mostramos a seguir
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(0,0) = h(a)h(b)h(a)h(b)~"
= (r.5) (p.q) (r:5) (p.q) ™"
= (.5) (p,q) (1,5) (&g41P, —4)
= (r+&p,s+q)(rs) (&+1p,—q) a7
(r + &P+ Egh, 25+ q) (8q+1p, —q)
= (r+&p+&1qr+€5148410,25)
(r + &P+ &gl + E(s4q) 41D 2s)
((1 +&q) 1t (& Ex(ctq)+1) P 25) -
Contudo, a equagao vista em ¢ satisfeita se, e somente se, ambas as Uplas sao zeradas, o que, em
particular, significa que s = O e
(L+&q)r+ (& +&(s1qr1)p =0 (1+€)r+p—p=0 38)
& (1+¢)r=0.
Entretanto, a validade para a equacdo vista em (3.8)) ¢ satisfeita se, e somente se, r = 0 ou ¢ é impar,

obtendo o desejado. 0

Com tal caracterizagdo dos homomorfismos h: m; (K?) = (a,b | abab™' = 1) — m (K*) = Z x
Z., percebemos que podemos classifica-los e descrevé-los em tipos distintos, ao qual veremos na
Proposi¢ao[3.4] Tal demonstragdo desta proposi¢do pode ser verificada por [17, Teorema 4, Diagrama

(24), Proposi¢ao 20 e Proposi¢do 24].

Proposicao 3.4. No conjunto Hom({a,b | abab~' = 1),7 x Z) considere o subconjunto Q cujos
elementos sdo:
Tipo A Tipo B
{H(nm ) {H(o,m
b (i,2s+1), b (1),
r,s€Z,r>0,ie€{0,1} r,s € Z,r > 0.

Entdo, dada uma aplicacdo f: K> — K2, existe uma aplicacdo homotdpica f': K* — K? que preserva
o ponto base xg e tal que (f')y: m (K*) = (a,b | abab™' = 1) — m (K?) 2 Z x Z é um elemento de
Q. Mais ainda, estd bem definida u: [K?,K*] — Q dada por u([f]) = (f')# a qual é uma bijecao.

Dada uma aplicagdo f: K> — K2, dizemos que [f] se levanta para o toro T 2 seexiste f: K2 —T?

tal que po f = f. Isto é, existe f tal que o diagrama a seguir

T2
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€ comutativo, sendo p um recobrimento duplo.
Uma caracterizacdo dessa defini¢do é dada por: dada uma aplicacio f: K> — K2, dizemos que
[f] se levanta para o toro T2 se existe f’ homotépica a f tal que preserva o ponto base e que sua ima-
gem por (f7)#, homomorfismo induzido no grupo fundamental, estd contido no subgrupo gerado por
{(1,0),(0,2)}, sendo (1,0) e (0,1)? = (0,2) poténcias dos geradores de Z x Z vistos anteriormente.
A luz do pardgrafo imediatamente acima, da Proposicio [3.4]e dos resultados dados em [17, Teo-

rema 3, Proposi¢do 32] conseguimos enunciar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.5. Dada a tripla (K*,7,K?), com t: K*> — K? involugdo livre. Sejam f: K> — K*
e Uu: [KZ,Kz] — Q aplicagdo e bijecdo respectivamente dadas na Proposi¢cdo As seguintes

afirmagoes sdo equivalentes:
i) A classe [f] tem a propriedade de Borsuk-Ulam.

ii) A classe [f] se levanta para T>.

iii) A imagem U([f]) da classe [f] é um elemento da familia de homomorfismos do Tipo B.

3.3 Ainvolucdo 7 em K2

Para a continuidade, precisaremos apresentar uma involugio na garrafa de Klein. Defina 7: K> —

K? por 7(x,y) = (x+ %, y). A autoaplicacdo 7 é uma involugao livre representada pela Figura

a_ . a
1-m1) o)
) G )
T :
b b 7 N\ b b
® (0’ n) (1, n)q <%'n) i
e
& o 0 @

Figura 3.3: Involugdo livre 7.

De fato, 7 € uma involugao livre, pois

T (x,y) = ((x,y))
1
T<x+§ay)

= (x+1,y)
~ (x, ).
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Em [[1'7, Proposi¢do 27], os autores verificam que, essencialmente, sé precisaremos trabalhar com

essa involugdo 7. Este resultado serd enunciado a seguir e tem prova na mesma referéncia supracitada.

Proposicio 3.6. Seja t: K> — K? uma involucdo livre. Entdo, 7| é equivalente a T, definida imedi-

atamente antes da Figura[3.3|e representada pela mesma imagem.

Em virtude da Proposi¢ao[I.3]e da Proposi¢cao[3.6 a involucdo 7 definida imediatamente antes da

Figura[3.3]e representada pela mesma imagem serd a involu¢do que estudaremos neste trabalho.

a

Pz (a,7) = p‘r(aIS)

p.(a’s) =p.(as)
- B
pT(D) = pT(T(D))

PN

pra’3) = p‘[(a’4)

QA (@) = pe(ay)

Figura 3.4: Quociente pela involugao 7.

O quociente de K? por essa involucdo é também uma garrafa de Klein e a sua projegio natural,
k2 K2 : : :
que denotamos por pr: K“ — 7 = K*, pode ser vista geometricamente pela Flgura Para o grupo

fundamental da garrafa de Klein, advinda do quociente, escreveremos sua apresentacao por

2
m (KT) =(a,B|aBaB™ ' =1). (3.9)

Sejam D um disco topolégico em K2 e D = int(D) U int(t(D)). Se retirarmos D de K? e proje-

K*-D

- > € um grupo livre de rank igual a 2, assim como

tarmos no quociente pela 7, obtemos que 7; (
mostra a Figura[3.3]
Com intuito de resumir o que falamos nos ultimos paragrafos, enunciaremos um lema que sintetiza

e traz mais algumas informacdes.

Lema 3.7. Seja t: K> — K? involucdo livre definida por T(x,y) = (x+ %,y). Com respeito a dis-
cussdo prévia, podemos identificar T, (KZT’D> =F(c1,c0) em (KTZ) ={(a,B | aBaB~' =1). Ade-

. 2 _ RN 2 R 2 . .
mais, os homomorfismos 0;: (K D) —Zy e (1)g: m (K D) —m <K7> definidos no Dia-

T T
grama2.4) satisfazem, respectivamente,

1
912 { Cl— ¢ (ll)#l { c1—

Czl—>6
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Figura 3.5: Identificacdo de m; (@) por F(cy,cz).

3.4 Os grupos de trancas total e puras de K*

Em alguns materiais é encontrado que K2 pode ser vista como a soma direta de dois planos proje-

tivos, RP*#RP2, ou seja, que esses dois espacos sdo homeomorfos.

a a

al b:az

a>

aq aq

Figura 3.6: K2 visto como RP?#RP?.
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O fato enunciado no paragrafo acima pode ser visto, por exemplo, em [31, Capitulo 1, Exemplo
4.3] e através da sequéncia de imagens da Figura[3.6]

Utilizando esse homeomorfismo descrito imediatamente acima da Figura @, em [4, Teorema
A.3], pode ser vista uma descri¢io algébrica do grupo de trancas em K* dada através de uma

apresentacao como temos a seguir.

Teorema 3.8. Uma apresentacdo para By(K?) é dada por

Gl_larol_lar:arcr]_]arcl, re{l,2}

2\ —1 —1
Bz(K )— ap,a, 0] 0, aj01a2 = a0, a;0]
B = 62

Geometricamente, os geradores ay, ay e O} estdo descritos pela Figuras[3.7[3.8l e

a, az

o a
<
a aq a, a; aq a, a,
az
o
°x, X1 X1
Yo a, Xo a, Xo aq

Figura 3.7: Gerador a; para
a apresentacio de B, (K?) por

[4].

Figura 3.8: Gerador a, para
a apresentacdo de B,(K?) por

[4].

Figura 3.9: Gerador o para
a apresentacio de B, (K?) por

[4].

Note que as Figuras[3.7} [3.8|e[3.9]do Teorema[3.§|representam trangas através de uma visualizac¢@o
distinta da que apresentamos até entdo. Agora, tais trancas podem ser observadas de um outro angulo,
sendo uma referéncia relativa a parte de cima da superficie. Com tal maneira de ver e tomando a tranga
como um objeto concreto, o observador passa a olhar da parte superior e perceber que os caminhos
formados ainda s@o as cordas, contudo, como por exemplo nas Figuras e [3.8] os caminhos que
partem e chegam em x; sdo triviais, ou seja, a corda que parte e chega de x| é a corda que desce
trivialmente como um segmento de reta.

A partir dai e com base em [18}, Proposicdo 3.1, Observacgdo 3.2 e Proposic¢ao 3.5], reunimos na

Proposi¢do [3.9/uma coletanea de resultados referentes ao grupo de trangas da garrafa de Klein.
Proposicao 3.9. O homomorfismo : By(K?) — Zy é dado por

0, sebec Py (K?)
1, sebd P(K?).

n(b) =

Ademais, dado um elemento b € By(K?) — Ps(K?), existe um tinico elemento by € Ps(K?) tal que
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be]G], (3.10)

onde o) € B2(K?) é o gerador de Artin. Existe um isomorfismo I: Py(K?) — F(u,v) xg (Z x Z) tal
que I(B = 6%) = (wvuv=1,0,0). Por abuso de notagdo, também escreveremos B = uvuv='. A agdo
0: 7 x 7 — Aut(F(u,v)) satisfaz:

U — B OnyEn g=m+0n
0(m,n):  vi—s B"yu~2mB "+
B+ B,

onde

1 sen éimpar

0 senépar
5n:{ P

€, = (—1)". Com respeito a esse isomorfismo, seguem as seguintes propriedades.
i) O gerador de Artin 6| € By(K?) satisfaz 67 = (B;0,0).

ii) O conjunto G ={(u;0,0),(0,v,0),(I;1,0),(1;0,1),(B;0,0)} gera F (u,v) xg (Zx7Z) = P,(K?),
onde 1 representa o elemento identidade de F(u,v). Ademais, por @), G U {01} gera
By(K?).

iii) Selg,: Po(K*) 2 F(u,v)xg(ZXZ)— Py(K?) 2 F(u,v) xg (Z x Z) é 0 homomorfismo definido
por ls,(b) = 061b0; ! para todo b € Py(K?), entdo:
lo, (u"50,0) = ((Bufl)rB*r;r,O) lo,(1;m,0) = (1;m,0)
I, (v30,0) = ((uv)—s(uB)&;o,s> lo, (1;0,n) = (B5n;0,n)
l5,(B;0,0) = (B;0,0),

para todo m,n,r,s € 7, onde o terno (a;b,c) € F(u,v) xg (Z X 7Z) e o simbolo 1 denota o

elemento trivial em F (u,v).
iv) Se p1: F>(K?) — K? é a aplicacdo definida por p\(x,y) = x, entdo o homomorfismo induzido
no grupo fundamental (py)s: Py(K?) — my (K?) = Z % Z satisfaz (p1)#(w;r,s) = (,5).

Considere as seguintes aplicacoes

. F(u,v) = P»(K?) | Py(K?) = F(u,v) . o F(u,v) = F(u,v)
" w (w;0,0), e (w;m,n) —w p: p=prols ol

Dado um elemento w € F (u,v), seja p(w) € F(u,v) e g(w) € Z X Z tal que l5 (w;0,0) = (p(w),

g(w)), entdo g: F(u,v) — Z X Z é o homomorfismo definido na base {u,v} por:

{g(u) = (1,0)
g(v) = (0,1).
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Seja (6}) o fecho normal do elemento 6 = (B;0,0) em Py(K?). A menos de isomorfismo,
(62) pode ser identificado com o grupo Ker(g) que é um grupo livre de rank infinito no conjunto

{Bk.i}k ez, onde By = vEu! Bu=lv=k, para todo k,l € Z. Com respeito com essa descrigdo, a a¢cdo

0: Z xZ — AutF (u,v) e a aplicagdo p induzem os homomorfismos Z x Z — (c}) e (63) — (o}),

respectivamente, que também denotaremos por 0 e p, respectivamente. Sejam w € F (u,v) e g(w) =

(r,s). Entdo existe um tinico elemento x € (6}) tal que w = u'v*x.

3.5 Outros grupos e homomorfismos do Diagrama E para M
e N sendo iguais a K*

Com o intuito de completar o Diagrama[2.9 com as devidas apresentagdes dos grupos envolvidos
quando M e N sdo iguais a K2, basta estudarmos o H;(K?) e os homomorfismos que estio relacio-

nados a ele no diagrama supracitado. Como falado no Teorema [2.5] e utilizando o [39] Pédgina 527,

. 2 2
Teorema], vamos descrever o isomorfismo entre 7; (K EK , (xo,x0)> e H; (K?).

K*xK?
(o)

Proposicao 3.10. Seja o um lago em com ponto base em (xg,x). Entdo, existem lagos o e

o em K? com ponto base em xg tais que a/(t) = (o (t), 0(t)). A fungdo

22—
T (K éK ,()CO,)C())> — m (Kz,xo)Ab & HI(KZ)

[a] — o]+ o]
€ um isomorfismo.

-— 2 2 .
Se escolhermos um ponto base (xg,x;) € % tal que xg # x;, diferentemente do grupo de

K2xK?
(o)

trangas, em 7| ( , (X0, )), podemos pensar um elemento deste grupo como uma configuracao
com 2 cordas tais que estas cordas podem se cruzar ou até, eventualmente, coincidir. Assim, dado
um elemento b € By(K?) com by e by suas cordas, na realizacio geométrica de (12)#(b), a menos de
homotopia, ndo distinguimos se b passa pela frente ou por trds de b;.

Dessa forma, podemos entio descrever algebricamente o homomorfismo (1)#: By(K?) —
2 2
 (E55) ~ ),

Proposicao 3.11. Os grupos m <K2§K2,(xo,x1) e 7.® 7y sdo isomorfos. Utilizando a descri¢do
algébrica de By(K?) dada na Proposicdo
T (KZXKZ,(xo,x1)> = 7.® 7 satisfaz:

temos que o homomorfismo (1) : Bo(K?) —

o

((1;0,0) — (0,1);
(v;0,0) — (—1,0);
(1) (1;1,0) — (0,0);
50 (1,0,1) > (—2:0);
o1 +— (0,0);
| (B;0,0) — (0,0)
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Demonstragdo. Sejam ay,a;, 01 € By(K?) como nas Figuras e Como, pela Proposi¢ao
vemos um conjunto gerador para By(K?), o primeiro passo para entender esta demonstracio é
observar como podemos representar os geradores de P>(K?) através da apresentagio vista no Teorema

@ Por [[1'7, Teorema 13, Teorema 19], obtemos a equivaléncia desses elementos descrita abaixo.

(;0,0) = o1a1a20] ;

(v;0,0) = Glaz_]cl_];

(1;1,0) = o1a10; ‘a1 614207 az; (3.11)
(1;0,1) = a;lclaglafl;

(B;0,0) = o}

Para uma melhor precisdo da demonstracdo, ndo vamos considerar grupos isomorfos como o
mesmo grupo. Mais precisamente, faremos uso do seguinte diagrama, onde, cada homomorfismo,

serd explicado na sequéncia.

2 2\ _ P
By(K*) =m (wa (X07X1)> 2)e 7 (KzéKza(Xo,X1)>

(i |ofog =1),,
Kab

(a,blabab™' =1),, =7&ZLy.

Seja 7, o caminho constante em xo € K2 e seja 95 o caminho em K? cuja imagem é um pequeno

segmento de reta do ponto x; a xo. Entdo o caminho y em % dado por y(t) = (71 (2), 12(1)),

K2x K>
o

. . 2 2 ———— — . .
t € 1, induz um isomorfismo wy: 7 (%, (xo,xl)) — m ( ,(xo,xo)>. Seja @' o isomor-

fismo de <K2§K2 »W) para a abelianizac¢do do grupo <Oc1 o | 06120622 = 1>, visto na Proposicao
3.100 Lembrando que a aplicacdo x : <061 0 | 06120622 = 1> — <a,b|abalf1 = 1> definido nos gera-
dores por k(o) = ab e k(&) = b~! é um isomorfismo cuja inversa é dada nos geradores por
kK '(a) =aa,' e k7 '(b) = a; . Sejam Ky € Kk, 0s isomorfismos correspondentes nos grupos
abelianizados. Considerando que, pela Proposi¢ao e para toda tranca b € By(K?), ela pode ser
escrita por b1 of, com by € Py(K?) e € € {0,1}, e pelo isomorfismo Ps(K?) 2 F(u,v) xg (Z x Z),

temos que (12)y = Kyp 0 @' 0 oy o (12)#. Assim, usando as Figuras e temos

()gla1) = Kapo owyo()4(ar) =Kap(—1) = —a—b =(—1,1) (3.12)
()g(az) = Kapo® 0 wyo (12)s(a2) = kap(—0) = b =(1,0) (3.13)
()4(01) = Kapo@ omyo(12)s(01) = Kap(0) = 0 =(0,0) (3.14)
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Ap6s toda a construgdo feita acima e como ndo hd mais perigo de confusdo, iremos denotar (1),

também por (1;)#. A descri¢do (1)# dada no enunciado segue usando (3.11)), (3.12), (3.13) e (3.14)

as quais sao feitas a partir das contas abaixo:

° (lz)#(Glalazcl_l) = (0,6)(—1,T)(1,6)(0,6>_1
=(0,0)(—1,1)(1,0)(0,0)
_ (0.7).

= (—1,0).
o (n)4(c1a107 'a101a207 'az) = (0,0)(—1,1)(0,0)~" (—1,1)(0,0)(1,0)(0,0)~'(1,0)
= (0,0)(—1,1)(0,0)(—1,1)(0,0)(1,0)(0,0)(1,0)
= (0,0).

]

Conseguimos, assim, sintetizar as descri¢des algébricas dos homomorfismos através do seguinte

diagrama.

(g
i
W1(7> fu
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3.6 Aplicaciao em K

ApOs as construgdes feitas nos primeiros capitulos e agora nas secdes anteriores, reunimos toda
a maquindria para enunciarmos uma aplicacao do Teorema Para isso, retomemos a Proposicao
.4 a Proposi¢do [3.10| e a Proposicdo [3.11] para enunciarmos uma proposi¢do antes da aplicagdo

propriamente dita.

Proposicio 3.12. Dada uma aplicagdo f: K> — K? tal que 1 ([f]) é do Tipo B, como definidos nas

proposicoes supracitadas. Entdo, o homomorfismo

K? x K?

fu: m <§>:<a,ﬁ]aﬁaﬁ_1:1>—>m( ):Z@Zz

satisfaz

—  Ja—1(0,0)
Ta: {B—>(4s,6),

para algum s € 7.

Demonstragdo. Paraum ponto (x,y) € K?, ainvolugdo t: K? — K? é definida por 7(x,y) = (x+3,¥),
o que implica que T € homotopico a aplicacdo identidade. Lembramos também que pela aplicacao
f: K* = K? x K?, definida por f(x) = (f(x),f(7(x))), a menos da homotopia mencionada ante-

riormente, podemos considerar o homomorfismo induzido de f nos grupos fundamentais dado por
fu = (fy, fu). Segue da Proposigﬁoe da hipétese que p ([f]) € do Tipo B que

f#(a) = ((070)7 (070)) € f#(b) = ((I’,ZS), (I’,2S)).

Pela Figura temos que (pe)y: T (K?) = m <K72> satisfaz (pr)#(a) = a® e (p7)#(b) = B. Entdo,
usando o Diagrama[2.4] a Proposi¢do[3.10]e a Proposi¢ao [3.11]temos

Fe(@®)=(0,0) e fy(B)=(25.7)+(25,7) = (45,0),

Da primeira equagdo dada imediatamente acima, concluimos que fyx(ot) = (0,8) para algum & €
{0,1}. Argumentaremos por contradi¢do com objetivo de concluir que 6 = 0. Entéo, suponhamos
que fu(o) = (0,1). Pelo [10, Teorema 2.1], existe uma aplicagio g: K> — K? tal que g é homotdpica
de f e BUCoin(g;7) € finito. Assim, pelo Teorema existe o homomorfismo ¢ : (KLD ) —

T

2 2 —_— . . , .
T (W) tal que o seguinte diagrama € comutativo

Lo
2N
b (
> A

( K2><K2)—A>
o
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e ¢([dD]) é o produto de conjugados de B. Utilizando o Lema [3.7] e a Proposicio para cada
i € {1,2}, temos ¢(c;) = (u'iv'ili;m;,n;)o7", onde ri,s;,mi,n; € Z e l; € (67). Novamente, pela
Proposicdo [3.4] temos

(12)# (" V¥ilim, mi) o7 ")
(12)# ((;0,0)(v;0,0)% (1;;0,0) (1;1,0)™(1;0,1)" (07)* ")
(—si—2n;,77).

(12)#(0(ci))

Entdo, novamente pela comutatividade do diagrama acima, temos que
(3.15)

Note que, por (3.15), podemos concluir que r é impar e r; e 51 sdo pares.

Como ¢([dD]) ¢ o produto de conjugados de B e pela Proposi¢do 3.9} temos ¢ ([0D]) = (w;0,0),
onde w € <012> e este ultimo grupo € identificado como o grupo livre de rank enumerével gerado por
{By.}. Pela Figura e pelo Lema concluimos que ¢ ([dD]) = ¢(cicacicy'). Assim, temos a

seguinte igualdade no grupo Z x Z

(0,0) =

pl#WOO)

p#(9(creacicy )

(P1)#(

= (p1)#(9

= (p1)s((" s‘11,m1,n1)61(urzvszlz;mz,nz)(ur‘vs‘ll;ml,n1)61(urzvszlz;mz,nz)*l)

= (p)#((@"V Ismy e, (W2V2D;ma,m0) (W Vv smy,ny)) of (W2v2hsma o) ™)

= (p)((@ v zmy, ny)lg, ((172:0,0)(v*2:0,0)(12:0,0) (1:m2,0)(1;0,n2) (™ 0,0) (v 0,0)
(11:0,0)(1;m1,0)(1;0,n)) 62 (U 2v2la;my, ny) 1)

= (m1,n1)(r2,0)(0,52) (m2,0)(0,72) (r1,0) (0, 51) (m1,0) (0,721) (2, m2) ™!

= (m1,m1)(r2,52) (ma,n2) (r1, 1) (ma, 1) (ma, n2) ™!

= (my + &y 12+ Eyyma + €y 11+ Eyymy —mo,ny + 52 +n2+ 51 +n1 —n2)

= (

my + €n, 12 + €y, M2 + En 11 + Enymy —mp, 201 + 52+ 51).

A segunda coordenada e (3.15) implica que s = 0. Entéo ny é par. J4, da primeira coordenada

obtemos
0=2my+r;+rp, sen; épar
0= —2my —ry —ry, se ny é impar,

o que é um absurdo, porque r é impar e r, € par. Assim, § tem de ser zero e temos que

fe(a)=(0,0) e fu(B)=(25,7)+(25,7) = (45,0).
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Agora temos todos os requisitos estabelecidos para enunciar € demonstrar o resultado principal

desta secdo e o qual encerra o capitulo e, portanto, essa tese.

Teorema 3.13. Seja ©: K> — K? uma involugdo livre. Dada uma aplicagdo f: K> — K2, temos

i) Existe g ~ f tal que g ndo tém coincidéncias Borsuk-Ulam se, e somente se, f ndo se levanta

para o toro T2.

ii) Se f se levanta para o toro T?, entdo existe g ~ f tal que g tem apenas um par de coincidéncias
do tipo Borsuk-Ulam. Além disso, cada ponto de coincidéncia desse par tem indice local igual
a*£l.

Demonstragdo. O item [f)] segue diretamente da Proposigdo [3.5] Demonstraremos, portanto, o item
i1)

Seja f: K? — K? tal que u([f]) seja do Tipo B. O objetivo da prova desse teorema é encontrar
uma aplicacio g: K> — K? homotdpica a aplicacdo f tal que g tem uma Borsuk-Ulam coincidéncia.
De acordo com a Proposi¢do [3.12] existe s € Z tal que

—  |a—1(0,0)
f# . —
B — (4s,0),

~ 2 2
Defina ¢ : m; (KZT_D) — (M) nos geradores livres por

(o2
(P' c1 = 0]
e = (1;0,1)77.

Observe que ¢ definida dessa maneira faz o diagrama

comutar. De fato,

() = (f)s(
Da((m)s(cr)) Ha((1)#(c2))
= (fao (u)s(cr) = (f)uo (11)#(c2)
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Resta verificarmos que aimagem de [d D] pela ¢ resulta em um conjugado de B e, sendo verdadeira

essa afirmacao, observamos o seu expoente, o qual revela o indice atrelado a esta coincidéncia. Temos,

¢0([0D]) = ¢(cicacrc; )
= 01(1;0,1)"%061(1;0,1)
61(1;0,1) %0, '6#(1;0,1)%
01(1;0,1)%c; ' ¥of(1;0,1)%
I, ((1:0,1)%)] 67 (1;0,1)*
(1,0,2)]*07(1;0,1)*
(10, —25)02(1;0,25)

=
[

o}
B.

Para 1 € P»(K?) e por haver apenas um conjugado de B = 1B1~!, temos que essa aplicacio possui
apenas uma coincidéncia do tipo Borsuk-Ulam e, mais ainda, possui indice local +-1 em decorréncia

do seu expoente. [
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