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Resumo

Seja Qg um dominio em R3. Considere —Agﬁ o operador Laplaciano de Dirichlet em Qg. Neste
trabalho, apresentamos uma andlise detalhada das propriedades espectrais de —Agﬁ nos casos em que
Qg € uma guia de onda com canto, uma guia de onda com canto variando e no caso de uma guia de
onda reta, esticada e localmente torcida. Em particular, obtemos informagdes sobre o espectro essen-
cial e discreto do operador, em que cada uns dos resultados obtidos sdo influenciados pela respectiva
geometria de Qg. Além disso, apresentamos uma andlise espectral do operador Laplaciano em uma

superficie em forma de uma guia de onda.

Palavras-chave: Laplaciano de Dirichlet, guias de onda, espectro essencial, espectro discreto.






Abstract

Let Q be a domain in R3. Consider _A?ZB the Dirichlet Laplacian operator in Qg. In this work,
we performed a detailed analysis of the spectral properties of —Agﬁ in case that Qg is a waveguide
with corner, a waveguide with varying corner and in the case of a straight, stretched and locally
twisted waveguide. In particular, we find information about the essential and discrete spectrum of
the operator, in which each one of the results obtained are influenced by the respective geometry of
Q. Furthermore, we realized a spectral analysis of the Laplacian operator on a surface shaped like a

waveguide

Keywords: Dirichlet Laplacian, waveguides, Essential spectrum, Discrete spectrum.
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Introducao

O espectro do operador Laplaciano de Dirichlet em dominios ilimitados tem sido extensivamente
estudado nos ultimo anos. De fato, a existéncia de autovalores discretos é um problema nao trivial e
depende da geometria da regido [} 3, 4, 15, 16, [7, 8}, 9L [11}, 12} 13 [14} 118, (19} 22, 23] 24, 25| 27, |29,
30, 131,132,133, 136]]. Este topico desempenha um protagonismo relevante na mecanica quantica, pois a
procura de estados ligados do hamiltoniano de uma particula em guias de ondas quanticas permitem
descrever a probabilidade de que um sistema (por exemplo, um elétron ou um 4tomo) se localize em
uma determinada regido do espaco, tais estados sao bem conhecidos na matematica como autovalores
e estes representam as energias admissiveis do sistema.

Seja © uma capa conica em R? (resp. R?), isto é, uma regido infinita em R? (resp. R>) limitada por
duas superficies conicas idénticas. Denote por —Ag o operador Laplaciano de Dirichlet em Q. Neste
caso, mesmo a regido possuindo uma geometria simples, o operador possui importantes propriedades
espectrais; 1,8, 11} 12, [13)22, 23, 33]]. Nos préximos paragrafos, apresentaremos com mais detalhes
alguns dos modelos e resultados.

Suponha que Q ¢ suficientemente suave no sentido que a superficie referencial conica € suave,
excepto no seu vértice. Em particular, para o caso 2-dimensional, para cada 6 € (0,7/2), considere

Q como sendo
Vo ::{(x,y)ERz:xtan9<|y|< (x+i>tan6}; (1)
senf

Vp €é também chamada de faixa com canto. Em [22] os autores investigaram o caso 0 = /4 e
provaram que o operador —Aee tem um unico autovalor discreto o qual € igual a 0,93. Em [1]]
verificou-se que _Alv)e tem pelo menos um autovalor discreto, para cada 6 € (0,7/2), e mais que
um para qualquer angulo suficientemente pequeno. Além disso, em [12] os autores provaram que o
numero de autovalores discretos do operador —Aee ¢ sempre finito, para cada 0 € (0,7/2), e este
nimero tende para infinito quando 6 aproxima-se a zero. Em [33]] os autores provaram a existéncia
de um angulo critico o* de modo que, para todo 6 € (a*,7/2), a multiplicidade total do espectro
discreto € um; também foi encontrado um limite inferior assint6tico para a multiplicidade quando 6
se aproxima de zero.

Modelos 3-dimensionais foram estudados em (8, (11} 13} [19, 23]. Como exemplo, para cada

0 c (0,7/2), considere a capa conica Xy em R* dada pela rotacdo da regidio plana

{(x,y) € R?: (x,y) € ((0,cotB) x (0,xtan 8]) U (ot B,0) x (0,7))},
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a0 longo do eixo y = xtan® em R3. Os resultados de [8] [19] mostram que o espectro discreto de
—Age € ndo vazio e que a sua cardinalidade pode exceder qualquer ndimero inteiro fixo para 0 sufi-
cientemente pequeno. Mais tarde, em [23]], os autores observaram que as demonstracdes de [8, [19]
podem ser usadas para garantir que o operador possui uma sequéncia infinita de autovalores discre-
tos. Em [13]] os autores também analisaram a infinitude dos autovalores discretos no caso em que 0 é
suficientemente pequeno. Em particular, como o dominio meridiano de Xy ¢ uma faixa como em (),
os autores discutiram como se pode passar de um numero finito de estados ligados para um nimero
infinito adicionando uma dimensao.

Em [11] os autores estudaram o Laplaciano de Dirichlet com uma capa conica ndo suave. Nesse
trabalho, a regido pode ser vista como um octante do qual outro octante “paralelo” é removido. Eles
mostraram que o espectro discreto do operador € ndo vazio e finito. Sobre a questdo da finitude ou
infinitude do espectro discreto, esse trabalho apresenta diferencas significativa entre as capas conicas
suaves, como as estudadas em [13} 134} 23], e as capas cOnicas ndo-suaves em R3.

Motivados pelos trabalhos dos pardgrafos anteriores, uma das nossas principais contribui¢des ao
tema € apresentado em [2], resultados que mostramos com detalhes no Capitulo 2} No entanto, apre-

sentamos brevemente o modelo e alguns dos resultados abaixo.

Qs
Qs
TN N
\\\ I \lk\ V7 7
W \ 4
D N
> Da:
(a) Guia de onda com canto. (b) Guia de onda com canto variando.

Figura 1: Guias de onda com canto Qﬁ, com 3 =0.9.

Seja S C R? um subconjunto aberto, conexo e limitado. Considere a curva espacial rg:R— R3,

rg(x) == (x,0,f(x)) = (x,0, B|x|), com € (0,0). Definimos a ““guia de onda com canto”

Qg = {rg(x) +y1e2 +y2e3: (x,y1,y2) E R X S};

e1, e; denotam os vetores (0,1,0) e (0,0, 1), respectivamente. Denote por —Agﬁ o operador Laplaci-
ano de Dirichlet em Qg. O objetivo do Capitulo EI ¢ estudar o espectro deste operador. No contexto
deste modelo,  denota um pardmetro de “abertura” da guia de onda com canto; veja Figura|[lal

Considere o operador bidimensional

T(B):=—d; — (1+B)a, 2)
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domT(B) :={ve H(S): T(B)ve L*(S)};
denote por E{(B) o primeiro autovalor de T (f3).

Nosso primeiro resultado (veja Proposigéo mostra que o espectro essencial do operador —Agﬁ
¢ o intervalo [E(f),%). Em seguida mostramos a existéncia de elementos no seu espectro discreto
(veja Proposi¢ao . Além disso, mostramos que o nimero de autovalores discretos de —Agﬁ é
sempre finito (veja Proposi¢ao 2.5).Assim, podemos observar que de fato a existéncia de um canto na
geometria da guia de onda, dada pela curva espacial rg(x), afeta a estrutura do espectro do operador.

No Capitulo 2 também podemos encontrar alguns resultados interessantes no caso particular de
uma guia de onda retangular com canto; isto €, no caso em que S é um retangulo. Uma questao natural
na hora de estudar este tipo de regides € saber o que acontece como espectro do operador quando o
dominio possui mais de um canto. Esse tema também € abordado neste capitulo, onde respondemos
esta pergunta.

Por outro lado, no Capituloestudamos o espectro do operador —A2 5+ 110 Caso em que Qp € uma
“guia de onda com canto variando”; veja Figura[Ib| Neste capitulo mostramos que este dominio, ainda
tendo uma geometria semelhante ao dominio definido no Capitulo [2} implica propriedades espectrais
interessantes para o operador. Nosso primeiro resultado (ver Proposigdo [3.1)) mostra que o espectro
essencial do operador —Agﬁ ¢ o intervalo [E], o), em que E| denota o primeiro autovalor discreto do
operador Laplaciano de Dirichlet em S. Além disso, mostramos a existéncia do espectro discreto do
operador (ver Proposicdo [3.2)). Por outro lado, mostramos propriedades espectrais interessantes no
caso particular de uma guia de onda retangular com canto variando.

Agora, ndo sendo menos importante, existem estudos relacionados a tipos de geometria que im-
plicam a inexisténcia de autovalores discretos no operador Laplaciano. Por exemplo, seja I' € uma
linha reta. Considere a regido tubular construida pela rotacdo de uma secdo transversal nao circular
ao longo de I'. Nesta situag@o, em [21] os autores mostraram que um efeito de tor¢ao local ndo pro-
duz autovalores discretos. Baseado neste modelos, mostramos que uma deformacao apropriada pode
garantir a existéncia de elementos no espectro discreto. Os detalhes sdo apresentados abaixo.

Novamente, seja S C R? um subconjunto aberto, conexo, limitado e ndo invariante por rotagdes
(com relagio ao origem em R?). Seja f: R — R, f(x) = Bx, uma fungio continua e localmente
Lipschitz, com 8 € (0,), diferencidvel em quase todo ponto e com f’ € L*(R). Considere também
o : R — R uma funcdo de classe C? com o/ € L=(R). A partir destas fun¢des, definimos a fungéo

rotacao
Ra(x,y1,y2) = (0,y1 cos(a(x)) —yasen(a(x)), yisen(e(x)) —yz cos(a(x))),
e a curva espacial rg : R — R, rg(x) := (x,0, f(x)) = (x,0, Bx). Finalmente, definimos a regidio
Qg = {rg(x) + Ra(x,y1,¥2) : (x,y1,y2) € R x S},

a qual chamamos de “guia de onda reta, esticada e localmente torcida”; veja Figura |2l Denote por

—Agﬁ o operador Laplaciano de Dirichlet em Qg. O objetivo do Capitulo @/ € estudar o espectro



4 Introducdo

Figura 2: Guia de onda reta, esticada e localmente torcida Qg, com § = 0.9 e &¢(x) = (tanh(x) +7) /2.

deste operador. No contexto deste capitulo, B denota um pardmetro de deformacgdo dado por um
“estiramento” da guia de onda reta e localmente torcida.

Como uma hipéteses natural, vamos assumir que
!/
o' (x) =0, |x| = oo

assim Qg € assintoticamente reta “no infinito”.

Nosso primeiro resultado (veja Proposigéo mostra que o espectro essencial do operador —Agﬁ
é ointervalo [E|(f8),c0), em que E| () denota o primeiro autovalor do operador 7'(8) definido em (2)).
Em seguida estudamos sob quais condi¢des o espectro discreto € ndo vazio. Em particular, mostramos
que a condigdo [p V(x)dx < 0 pode gerar autovalores discretos para o operador (veja Proposi¢ao ,

em que

V(x) := (A; + By —2C) (' (x))> +2(C3 — Az) B (x)sen(o(x)) +2(Bs — C2) B! (x) cos(ax(x))
+ (A3 — B3)B?(sen(a(x)))? 4 2C4 B2sen(ax(x)) cos(o(x)).

para x € R. As constante Aj, Ay, A3, By, B2, B3, C1, (3, C3 e C4 dependem das caracteristicas da
regido S e estdo definidas na Secao.2] Assim, podemos observar que de fato a geometria da guia de
onda reta, dada pelo pardmetro de deformacdo f3 e a fungdo rotacdo R, afeta a estrutura do espectro
do operador no sentido de produzir autovalores discretos.

Nos Capitulos [2] [3] e ] na descrigdo dos respectivos conjuntos do espectro essencial do operador
Laplaciano de Dirichlet em €2g, € usado fortemente a Proposi¢do 2 em [38], em que o autor mostra
que o espectro essencial do operador —Agﬁ depende basicamente da geometria da regido apenas no
infinito.

Para finalizar, seja £ : [0,1] — R? uma curva fechada de classe C2, parametrizada pelo compri-

mento de arcot, &(¢) = (&;(r),&(¢)). Considere também f, g : R — R fungdes localmente Lipschitz
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continuas, diferencidveis em quase todo ponto e com ', g’ € L”(R). A partir destas fungdes, defini-

mos a curva espacial 7 : R — R3, r(x) = (x, f(x), g(x)). Finalmente, definimos a superficie
S={r(x)+&()er+E(t)es:xeR e 1 €[0,1]}.

Denote por —Ag o operador Laplaciano em S. O objetivo do Capitulo [5] é estudar o espectro deste
operador. Um ponto interessante neste caso € que o operador Laplaciano nao esta sujeito a condi¢des
de contorno no dominio.

Como uma hipdtese natural, vamos assumir que

=B e g)=p, x| o

assim S € uma superficie tubular reta “no infinito”.

Considere o operador 2-dimensional

! 2 N\ 2
J <1+ﬁ12+l322> 2 oo | (P (5, 5,)
Tgpp =5 || ——— || +(1+Bi +B5) LR ) LP2
B1.B2 2 1 1T P2 7 3 5
ot hﬁl-ﬁz 4hB1,/32 4hﬁ17ﬁ2

domTp, 5, :={v € H'(C) : Ty, p,v € L*(C), V(0) =v/(1)},

em que hfﬁ, g =1+ (B1&5 — B2&{)*. Denote por E1(0) o primeiro autovalor discreto de Tp, g,
Nosso primeiro resultado (veja Proposi¢dao mostra que o espectro essencial do operador —Ag

€ o intervalo [E;(0),). Em seguida estudamos sob quais condigdes o espectro discreto é ndo vazio.

Em particular, mostramos que a condi¢do [p V(x)dx < 0 pode gerar autovalores discretos para o

operador (veja Proposi¢ao[5.5), em que
V(x):=Cx)+(1+(f)?+(¢))Dx) - (1+ B +B5)E, xeR.

As fungdes C(x), D(x) e a constante £ também dependem das caracteristicas de €4 e estdo definidas
na Segﬁo Assim, fica claro como a geometria da superficie, dada pela defini¢do das curvas &(7) e
r(x), influencia no comportamento do espectro do operador Laplaciano.

Resumindo, este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No Capitulo [I] apresentamos as
defini¢cdes e resultados usados ao longo do trabalho. O Capitulo [2| ¢ dedicado ao estudo do opera-
dor Laplaciano de Dirichlet —Agﬁ em guias de onda com canto, este capitulo € divido em sete secdes.
Na Secao @ apresentamos a geometria da guia de onda com canto, Qg. Na Secdo @ estudamos
o espectro essencial do operador Laplaciano de Dirichlet em €g. Na secéo @ demonstramos a
existéncia do espectro discreto do operador —Agﬁ e o fato deste conjunto ser finito. Nesta secdo,
primeiramente definimos um problema auxiliar com o fim de mostrar como a simetria da regido influ-
encia no espectro do operador. Em seguida, realizamos uma mudanca de varidveis a fim de trabalhar
com uma guia de onda reta. Na Secdo [2.4] trabalhamos com uma guia de onda retangular com canto,
para este caso achamos um intervalo de variagdo de B no qual o espectro discreto do operador La-

placiano de Dirichlet possui um tnico autovalor. Na Se¢ado mostramos uma conjetura sobre o
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comportamento do espectro do operador —Agﬁ quando f tende a infinito. Na Secao € mostrada
a existéncia do espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet, no caso em que a guia de onda
possui mais de um canto. Na Secao exemplificamos de forma numérica os resultados mostrados
no capitulo.

O Capitulo 3| € dedicado ao estudo do operador Laplaciano de Dirichlet _ASDZg em guias de onda
com canto que depende de f3, este capitulo esta dividido em cinco se¢des. Na Se¢do[3.1] apresentamos
a geometria da guia de onda com canto que depende do pardmetro de abertura 8, g, e encontramos
o espectro essencial do operador —Agﬁ. Na secdo realizamo uma mudanca de varidveis a fim de
trabalhar com uma guia de onda reta e demonstramos a existéncia do espectro discreto do operador.
Na secao descrevemos a geometria de uma guia de onda retangular e neste caso definimos uma
outra forma quadrética. Na Secao mostramos a existéncia de um intervalo de variacdo de 8 de
modo que o espectro discreto do operador —Agﬁ possui um unico autovalor. Na Secdo mostramos
o comportamento dos autovalores discretos quando f3 tende a infinito.

O Capitulo 4| € dedicado ao estudo do operador Laplaciano de Dirichlet _A?ZB em guias de onda
retas esticadas localmente torcidas, este capitulo esta dividido em trés se¢cdes. Na Secdo 4.1} apresen-
tamos a geometria da guia de onda reta, esticada e localmente torcida, Qg, € encontramos o espectro
essencial do operador —Agﬁ. Na secdo realizamos uma mudanca de varidveis a fim de tirar a
dependéncia de B do dominio e mostramos condi¢Ges suficientes que gerem elementos no espectro
discreto do operador Q5. Na se¢do mediante um exemplo numérico para o caso de uma guia de
onda retangular, reta, esticada e localmente torcida, analisamos o comportamento dos elementos no
espectro discreto do operador —Agﬁ.

Por tltimo, o Capitulo [5] é dedicado ao estudo do operador Laplaciano —As em superficies em
formas de guias de onda, este capitulo esta dividido em quatro se¢des. Na Secdo apresentamos
a geometria da superficie de uma guia de onda, S. Na Secdo realizamos duas mudancas de
varidveis a fim de trabalhar com uma superficie de uma guia de onda reta. A Secao[5.3] ¢ dedicada as
demonstracdes de alguns resultados principais relacionados ao espectro essencial do operador —Ag.
Na Secdo mostramos a existéncia de elementos no espectro discreto do operador Laplaciano em
S.

No final do texto apresentamos um apéndice com resultados que foram usados ao longo do traba-

lho. Além disso, apresentamos os codigos usados nos exemplos numéricos.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados bésicos, além de notagcdes, que utilizaremos
ao longo do trabalho. Iniciamos com algumas defini¢des e resultados da teoria de operadores au-
toadjuntos e operadores compactos. Em seguida, vamos apresentar alguns tépicos relacionados aos
operadores que sdo definidos por formas quadraticas. Por ultimo, apresentaremos o Principio Max-
Min que serd uma ferramenta bastante util ao longo do trabalho.

Neste capitulo, B sempre denota um espago de Banach, 7 um espago de Hilbert, B(3) o conjunto
de operadores lineares 7 : B — B limitados. Além disso, a nota¢do ¥ C X indica que Y é um

subconjunto denso em X. Devido ao caréter introdutdrio, a maioria das demonstragdes serao omitidas.

1.1 O resolvente e o espectro de um operador

Definicao 1.1. Seja 7 : dom T C B — 53 um operador linear no espaco de Banach complexo 5 # {0}.
O conjunto resolvente de T, denotado por p(T), é o conjunto dos A € C para os quais o operador

resolvente de T em A,
Ry(T):B—domT, Ry(T):=(T—-A1)"",
existe e € limitado, isto é, Ry (T') € B(B). O espectro de T € o conjunto 6(T) := C\ p(T).

Observemos que 6(7) contém todos os autovalores do operador T, isto €, todos os nimeros A
para os quais a equagdo (7 — A1)y = 0 tem pelo menos uma solugéo ndo nula ¥ € dom7'; nesse

caso, ¥ é chamado de autovetor de T

Teorema 1.2. Seja T : domT C B — B e Ay € p(T). Entdo, para todo A no disco |A — L] <
1/||R;,(T)|| do plano complexo, Ry (T) € B(B) e

[0

RA(T) = Y (A —20) Ry (T)

J=0

em que a série é absolutamente convergente.
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Corolario 1.3. p(T') € um conjunto aberto e o(T) é um conjunto fechado de C.

As provas dos resultados enunciados nesta secao podem ser encontrados em [16]].

1.2 Operadores autoadjuntos

Definicao 1.4. Um operador linear 7 : dom7T C H — H € simétrico se
(Té,n)=(8,Tn), VE,n €domT.

T € hermitiano se € simétrico e dom7 C H.

Sejam H; e H, espagos de Hilbert. Seja 7 : domT C H; — H,, definimos dom7T* como o

espaco vetorial dos elementos 1) € H, tais que o funcional linear
§—(n.T§), ¢edomT,

pode ser representado por § € H;, ou seja,

(n,1¢)=(¢,8), V& edomT.

Definicao 1.5. O adjunto de T é o operador T* com dominio dom 7™ definido acima e, para ] €
domT*, T*n := {. Assim,

n,T&) =(T"n,§), VEedomT,vn € domT™.

Note que é essencial que dom7 C H; paraque T* : domT* C H, — H; esteja bem definido.
A seguinte proposicdo mostra algumas propriedades do adjunto para o caso especifico de opera-

dores limitados.
Proposicio 1.6. Se T € B(H1,H,), entdo T* € B(Ha, Hy), T** =T e ||T*|| = ||T||. Portanto,
<n;T§>:<T*TI;§>7 vg EHMVTIEH}

Definicao 1.7. a) Um operador linear T : dom7T T ‘H — H é autoadjunto se T =T*

b) Um operador limitado T : H| —> H, € unitdrio se ImT = H;, € injetore T* = 71
Observacao 1.8. a) Note que T : H; — H, € unitdrio se, e somente se,
(TE,Tm) = (&, T°Tn)=(E,n), YE,n€H,,

e ImT = H,; em particular os operadores unitarios sio isometrias e 7! também é unitério.
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b) Se T é autoadjunto, entdo (T, &) € R, para todo & € domT. De fato, dado £ € domT

(T€,8) = (6, T78) = (5, T€) = (T¢&,8).

Além disso, um operador autoadjunto é simétrico. Portanto, todo operador autoadjunto € her-

mitiano.

¢) Se T € B(B), anogdo de hermitiano e autoadjunto coincidem.

Definicao 1.9.  a) Dizemos que os espacos de Hilbert H e H, sdo unitariamente equivalentes se

existe um operador unitdrio U : H; — H,.

b) Dois operadores lineares Tj : dom7; C H; — Hj, j = 1,2, s@o unitariamente equivalentes se

existe um operador unitario U : H; — Hj tal que dom 7, := U domT; e
T,=UT,U '=UnU".
Proposicao 1.10. Sejam T| e T, operadores lineares unitariamente equivalentes. Entdo,

a) se Ty é hermitiano (resp. autoadjunto), entdo T, também é hermitiano (resp. autoadjunto);

b) G(Tl) = G(Tz).

Prova: a) Por hipétese, existe um operador unitario U : H; — H, tal que dom7> = UdomT; e

T, = UT,U*; note que dom 7> C H,. Suponha 7} hermitiano. Dados £, € dom T3,

(S, m) = ((UTU")E,n) =(hi(U")E,U"n)
= (U ¢, Ti(U"n)) = (&, (UTIU")n)
= <§7T2n>

Portanto, 7> € hermitiano. Agora, suponha que 7; seja autoadjunto. Nesse caso,
T,y =Unu"* =U""(UN)" =UTyU" =UNU" =T.

Portanto, 7> € autoadjunto.
b) Dado z € C, vale
U(Ty —z2)U* =T, —z1.

Assim, z € p(T1) se, e somente se, z € p(T). Logo o(T1) = o(T»). O

Uma das propriedades fundamentais do espectro dos operadores autoadjuntos é o seguinte teo-

rema.
Teorema 1.11. Se T ¢é autoadjunto, entdo o (T) é um subconjunto ndo vazio de R.

Teorema 1.12. Seja T autoadjunto, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
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a) z€ p(T).
b) Im(T —z1) =H.

c) de > 0tal que ||(T —z1)&|| > ¢||&||, V& € domT.

Defini¢do 1.13. Um operador hermitiano T é limitado inferiormente se existe € R tal que (&, TE) >
Bl&I1%, V& € domT. Neste caso, usamos a notagio T > 1 e dizemos que 8 é um limite inferior para

T. No caso em que 3 =0, T também é chamado de operador positivo.
Teorema 1.14. Seja T um operador autoadjunto com T > B1, entdo o(T) C [B,o0).
Outra propriedade interessante é mostrada no seguinte teorema.
Teorema 1.15. Seja T autoadjunto. Se A é um ponto isolado de 6(T ), entdo A é um autovalor de T.
Definicao 1.16. Seja 7 um operador autoadjunto.

a) O espectro essencial de T é o conjunto O, (7) de pontos de acumulag@o de o(7') junto como

os autovalores 7" de multiplicidade infinita.

b) O espectro discreto de T € o conjunto Oy;s(T) := 6(T) \ Cess(T ), isto €, o conjunto de autova-

lores isolados de T, cada um com multiplicidade finita.

¢) Se Op55(T) = 0, entdo T diz-se ter espectro puramente discreto; se 4;5(T) = 0, entdo T diz-se

ter espectro puramente essencial.
Note que C.55(7) C o(T) desde que este dltimo é um conjunto fechado.

Definicdo 1.17. Uma sequéncia (&,) C H converge fracamente a & € H, &, = &, se paracadan € H

tem-se
(Enim) = (&,M).

Dizemos que (&,) C H converge em norma ou converge fortemente a & € H se
16a =Sl =0, n—eo.
O préximo resultado apresenta uma caracterizagao importante do espectro essencial.

Teorema 1.18. Se T é autoadjunto, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

i) A € Ops(T);
&l = 1, Vn) de tal modo que &, > 0

ii) Existe uma sequéncia normalizada (§,) C domT (isto é,

e
(T-A1)E, — 0, n— oo

Tal sequéncia é chamada de sequéncia singular de Weyl para T em A.
Corolario 1.19. Se T ¢ autoadjunto, entdo Gss(T ) é um subconjunto fechado de R.

As provas dos resultados enunciados nesta secao podem ser encontrados em [[16].
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1.3 Operadores compactos

Definicao 1.20. Um operador linear 7 : dom7T & ‘H — H é compacto, também chamado de com-

pletamente continuo, se T (A) é compacto em H para todo subconjunto limitado A C domT.

Observacao 1.21. Equivalentemente, 7 : dom7 C ‘H — H € compacto se para toda sequéncia limi-

tada (&,) C domT, a sequéncia (T'£,) tem uma subsequéncia convergente em .

O seguinte teorema mostra uma caracterizacdo dos operadores autoadjuntos com espectro essen-
cial vazio; devido a tal caracterizacdo estes operadores também sao chamados de operadores com

resolvente compacto.

Teorema 1.22. Seja T : domT T ‘H — H um operador autoadjunto e suponha que dimH = oo,

Entdo, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

i) Ouss(T) =0.

(oo}

it) Existe uma base ortonormal (&;) 71 de M formada por autovetores de T, TEj= A&, Vj, com

Aj autovalores reais, contando suas multiplicidades, satisfazendo 1im;_,.|A;| = oo (e assim,

cada um deles possui multiplicidade finita).

iii) R,(T) é um operador compacto para algum z € p(T) (portanto, ¥z € p(T)).

A prova deste teorema pode ser encontrada em [16].

1.4 Formas sesquilineares

Seja domb um subespago denso no espaco de Hilbert H. Uma forma sesquilinear em H € uma
aplicacao

b :domb x domb — C

que € linear na segunda varidvel e antilinear na primeira. b € hermitiana se

b(éﬂn):b(rhé)? VéaUEdomb-

A aplicagdo & — b(&,E) :=b(E), & € domb, é chamada de forma quadrdtica associada a b. Em

algumas situacoes denota-se domb x domb simplesmente por domb.

Observacao 1.23. 1) Vale a seguinte identidade de polarizag¢do para formas quadraticas:

4b(&,m) =b(E+n)—b(E—n)—ib(E+in)+ib(§ —in), VE,n € domb.
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ii) b é hermitiana se, e somente se, a forma quadratica associada € real. De fato, suponha que b

seja hermitiana. Para cada & € domb,

b(G) =b(5,5) =b(§,8) =b(&),

ou seja, b(&) é real. Agora, suponha que b é uma forma quadrdtica real. Do item i), quaisquer

que sejam &, 1 € domb,

b(G,n) =1/4b(E+n)—b

—~
o
|

n)—ib(& +in)+ib(§ —in)]
) —ib(n —i&) +ib(n +i)]
) +ib(n +i&) —ib(n —if)]

ou seja, b € hermitiana.

Definicao 1.24. Uma forma sesquilinear € limitada se

6(81.8)]

D] ;= sup
&1 &edoms [1G11[[152]
§1s€2750

€ finito, isto &, ||b|| < oo.

Exemplo 1.25. O produto interno (-,-) num espago de Hilbert # é uma forma sesquilinear limitada,

de norma 1.

Proposicao 1.26. Se b : H x H — C é uma forma sesquilinear limitada, entdo existe um unico

operador T, € B(B) satisfazendo

b(&1,8) = (Ty61,8), VE&,& cH.

Além disso,

T,|| = ||b|| e se b é hermitiana, entdo T, é autoadjunto.

Observacao 1.27. Existe uma correspondéncia biunivoca entre as formas sesquilineares limitadas
(resp. hermitianas) em H e os operadores limitados em H (resp. autoadjuntos). A forma sesquilinear

do Exemplo tem como operador autoadjunto associado o operador identidade.
Definicao 1.28.  a) Seja b uma forma sesquilinear hermitiana. Entdo, b € positiva se a forma
quadrdtica associada satisfaz b(&,&) > 0, VE domb.

b) Seja b uma forma sesquilinear hermitiana. Entdo, b é limitada inferiormente se existe f € R
com b(E,&) > B||&||%, VE domb. Neste caso, denotamos b > 1 e dizemos que B & um limite

inferior de b. Note que b — 1 define uma forma sesquilinear positiva a qual é dada por

(b—=B1)(5,n) :=b(G,n) = B(5,M)-
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¢) Seja b uma forma sesquilinear hermitiana e (&,) C domb. (&,) é chamada de sequéncia de
Cauchy em relagdo a b (ou em (domb, b)) se b(&, — &) — 0 quando n,m — eo. Diz-se que (&,)
converge a & em relacdo a b (ou em (domb, b)) se & € domb e b(E, — &) — 0 quando n — oo.

d) Uma forma sesquilinear b é fechada se para cada sequéncia de Cauchy (&,) em (domb,b) com
& — & em H, tem-se & € domb e &, — & em (domb,b).
Observacao 1.29. Note que se b é uma forma sesquilinear limitada inferiormente, entdo sua forma
quadratica associada € real. Logo, pela Observagao[1.23| tem-se que b € hermitiana.

Se B € o limite inferior da forma sesquilinear b, definimos o seguinte produto interno em domb C
H:
<§,77>+ :b(gvn)+(1_ﬁ><§7n>, véanedomb'

Note que

(6,8)+ =b(&,8)+(1-B)(E.&) =b(&) + (1= B> =b(E) —BIEI*+IIEI* > IEII*.

Logo, [l€]1+ i= v/T& &)+ = [I€], V& € domb.

Lema 1.30. Seja b uma forma sesquilinear hermitiana tal que b > B 1, para algum B € R. Entdo, as
seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

i) (domb,(-,-)+) é um espago de Hilbert.

ii) b é fechada.

Exemplo 1.31. Dado um operador linear T : dom7 C ‘H — H, podemos definir duas formas ses-

quilineares hermitianas e positivas. Mais precisamente, definimos domb := dom7T =: domb e
b(g,n) =(T¢,Tn),
b(&.m)=(T&,Tn)+(&n).

Em particular, desde que b(§,&) = ||TE|]>+ 1€ ||> = ||€]|% (isto é, o quadrado da norma do gréfico de
1), b é fechada se, e somente se, T é fechado.

Esta forma quadratica pode ser vista como uma motivacdo para a introdu¢do do produto interno
(€,m)+ e 0 Lema[l.30

Exemplo 1.32. Um operador hermitiano 7 : dom7 C ‘H — H define uma forma sesquilinear her-

mitiana b7 da seguinte forma:
bT(E,m):=(E,Tn), domb! =domT.

Ainda mais, b! é limitada inferiormente se, e somente se, T é limitada inferiormente. b7 é chamada

de forma sesquilinear gerada por T .

As provas dos resultados enunciados nesta secao podem ser encontrados em [16].
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1.5 Operadores associados a formas quadraticas

Definicao 1.33. Dada uma forma sesquilinear hermitiana b : domb — C, domb C H, o operador 7},

associado a b é definido como

dom7}, :={& € domb: 3§ € Hcomb(n,§)=(n,{), Vn € domb},
Tbé = C, é € dom7p,

isto é, b(n,&) = (N, T,&), Vn € domb, V& € domT,. Tal operador T}, estd bem definido desde que
domb C H.

Note que 7}, é simétrico, pois, desde que b é hermitiano, para &, 1 € domTj,,

(n,T,6) =b(n,8) =b(&,n) = (&, Tpn) = (Tpyn,§).

Além disso, se b ¢ uma forma sesquilinear hermitiana limitada, o operador 7;, da Definigdo [1.33]
coincide com o operador da Proposicao

O préximo teorema € conhecido como representacdo de formas sesquilineares.

Teorema 1.34. Seja domb T H e b : domb x domb — C uma forma sesquilinear fechada com
limite inferior B € R (portanto hermitiana,).

Entdo, o operador T, associado a b é o vinico operador autoadjunto com domT;, = domb tal que
b(n,&)=(n,T,&), VYnedomb, V& € domT,.

Ainda mais, T, > B1 e domT}, é um cerne de b, isto é, b|gom 1, = b .0 subespago domb é chamado de

dominio da forma de Ty,.

O proximo resultado é uma versdo do Teorema [1.18, o qual apresenta uma caracterizacao do

espectro essencial no qual a forma quadratica associada a T apareca.

Teorema 1.35. Sejam T : domT T H — H um operador autoadjunto e positivo e b a sua forma

quadrdtica associada. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

i) A€ OCpss(T);

ii) Existe uma sequéncia normalizada (&,) C domb, de tal modo que &, > 0 em H e
(T—A1)é, — 0, n— oo,
em (domb)*, o qual denota o espaco dual do espaco domb.

As provas dos resultados enunciados nesta secdo podem ser encontrados em [16] e [29].
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1.6 O principio Max-Min
Em alguns casos € possivel caracterizar os autovalores de um operador que estdo abaixo do seu
espectro essencial através de uma aproximacao variacional. Vejamos os resultados abaixo.

Proposicao 1.36. Seja T : domT T ‘H — H um operador autoadjunto e limitado inferiormente.

Suponha que, contando a multiplicidade, os autovalores de T sejam
M<h<A3<--< infGess(T).
Entdo,

o (6T
A= f E,:=N(T-MI
R 1

(6.76)

A= inf 7 E; :ZEl@N(T—QLQI)
0£EedomTNE; ||€ ||
T
M= inf <€7 €> emque E, |:= Ek_z@N<T—Ak_1I).

07é§€d0mTﬂE]f;1 H§||2 ’

A Proposicdo [[.36]¢é conhecida como caracterizagdo variacional do espetro discreto.

Teorema 1.37 (Principio Max-Min). Seja T : domT T H — H um operador autoadjunto e limitado

inferiormente. Para cada n € N, defina

M,y | yedomTnNM:- |
wll=1

em que o supremo é tomado sobre todos os subespacos lineares M,,_ de dimensdo no mdximo n — 1.

Entdo, para cada n € N, tem-se o seguinte:

i) M(T) < Aess(T) :=1inf{A € 0.55(T)} se, e somente se, T tem no minimo n autovalores menores
que Aess(T). Neste caso, 2,(T) é o n—ésimo autovalor de T e o infimo em é atingido
quando M,_| = |ey,...,e,—1], em que e; é o j—ésimo autovetor de T (j =1,2,...,n—1)
correspondente ao j—ésimo autovalor.

ii) Ay(T) = Aess(T) se, e somente se, T tem no mdximo n— 1 autovalores menores que Aqs5(T) e,

neste caso, Ay (T) = Ay(T), para todo m > n.
Serd conveniente ter uma versdo do Teorema (1.37| no qual a forma quadrética associada a T
aparega.
Teorema 1.38. Sejam T, 2,(T) e M,—; como no Teoremall.37, Entdo, para cada n € N,

An(T) = sup { inf b(l//)},

M, l//EdombﬂMn{]
lyll=1

em que b(-) e domb sdo a forma quadrdtica e o dominio da forma de T, respectivamente.
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1.7 Os quocientes de Rayleigh

Definicao 1.39. Seja Q uma forma sesquilinear limitada inferiormente e fechada, com dominio dom Q
denso em um espaco de Hilbert . Denote por A o operador autoadjunto associado a Q. Os quocientes

de Rayleigh do operador A podem ser definidos como

Aj(A)= _inf sup Q(Wz) (1.2)
%ﬁg‘EJQ wico; vz
Y
Seja u = info,e(A). O quociente de Rayleigh {A4;(A)}jcn forma uma sequéncia ndo decrescente
que satisfaz: (i) Se A;(A) < u, entdo este ¢ um autovalor discreto de A; (ii) Se A;(A) > u, entdo

Aj(A) = w; (iii) o j-ésimo autovalor de A menor que u (se existir) coincide com A;(A).

Definicao 1.40. Seja H; um subespaco linear fechado de um espaco de Hilbert H. Sejam S : dom S C
H—HeT:domT C H; — H; operadores autoadjuntos positivos. Denote por a e b as formas
quadraticas associadas a S e T, respectivamente. Dizemos que 0 < § < T se, e somente se, domb C

doma e
0<a(&)<b(&), VEedomb.

Lema 1.41. Sejam S e T como na Defini¢do e suponha que 0 < S < T. Entdo, 4,(S) < A,(T),
para todo n € N.

As provas dos resultados enunciados nesta secdo podem ser encontrados em [16] e [20]].

1.8 Particao da unidade e a formula de localizacao IMS

Em alguns resultados vamos trabalhar com particdes da unidade devidamente definidas no se-

guinte sentido:
Defini¢ao 1.42. Uma familia de fungdes {x j}Tzl é chamada uma partigéo da unidade se
i) 0<yx;(x) <1, paratodo x € R".
ii) YL, x7(x) = 1, para todo x € R”.
iii) {yx;} é localmente finito.
iv) x;j€Cy.
V) Suppegn L1y [V (0)[* < oo,
A chave para a abordagem geométrica apresentada aqui € a seguinte formula de localizacao:

Lema 1.43 (féormula de localizagdo IMS). Seja {x ]'}7[:1 uma parti¢cdo da unidade, e seja V-um po-

tencial qualquer, tal que H = —A+V tem um dominio da forma dom(—A) Ndom(V,.). Entdo,

XiHX = Y IVl
j=1 j=1

H =

m

A prova do resultado enunciado nesta secdo podem ser encontrado em [37].



CAPITULO 2

Laplaciano de Dirichlet em guias de onda
com canto

As propriedades espectrais do operador Laplaciano de Dirichlet em regides ilimitadas do espaco
euclidiano n-dimensional tem sido estudado extensivamente nos dltimos anos. Neste contexto, €
bem conhecido que em regides limitadas o espectro € puramente discreto, porém a situacdo muda no
caso ilimitado. Assim, a questdo sobre a existéncia do espectro discreto em regides ilimitadas surge
naturalmente; neste caso os resultados ndo sdo triviais e dependem da geometria da regido. Neste
capitulo investigaremos o espectro do Laplaciano de Dirichlet em uma “guia de onda com canto”,
cujo canto ndo depende do parametro de abertura, como mostra a Figura Mostraremos que o
espectro discreto existe e € finito. Além disso, para o caso particular de uma guia de onda retangular
com canto, estudaremos condi¢des sobre as quais existe um tnico autovalor discreto e uma conjetura
para o comportamento dos elementos do espectro discreto quando o parametro de abertura tende a
infinito. Para finalizar o capitulo, estudaremos a existéncia do espectro discreto no caso em que a guia

de onda contem mais de um canto e apresentaremos alguns exemplos numéricos.

Wb
N

(@) B =0.3. (b) B =1.5. ) B =3.

Figura 2.1: Guias de onda com canto que ndo depende do pardmetro de abertura f3.
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2.1 Geometria da guia de onda

Denote por {e], e, e3} abase candnicaem R?. Seja S C R? um conjunto aberto, conexo e limitado,

denotemos por y = (y1,y2) um ponto de S. Tome 8 € (0,c0) e considere a curva espacial dada por
rg(x) :== (x,0,Bx]), xeR. 2.1)

Defina a aplicacao
) 3
,Cﬁ : RxS — R (2.2)
(X, y1,y2) g (x) +y1€2 +y2e3,
e a regiao

Qp == Lg(RxS). (2.3)

Geometricamente, Qg € obtida pela translagdo da regido S ao longo da curva rg(x) tal que, em
cada punto da curva, S € paralela ao plano gerado por {e;,e3}, como mostra a Figura[2.2] Observemos
que Qg € simétrico com relagdo ao plano {ez,e3} e tem um “canto” neste plano. Por outro lado, a
menos de um conjunto compacto apropriado, 4 € a unido de dois semi-tubos retos. Qg sera chamado

de guia de onda com canto.

z

(a) Regido S no plano ¢z e a traslacdo de S para alguns  (b) Dominio tubular gerado pela traslagdo de S ao
valores de x ao longo da curva rg(x). longo da curva rg(x).

Figura 2.2: Guia de onda com canto Qg, com f§ = 0.5.

Denote por —Agﬁ o Laplaciano de Dirichlet em QB’ isto €, o operador autoadjunto associado com

a forma quadratica

08, (W)= | vy, domQR, =Hh(€p): 2.4)

x = (x,,z) denota um ponto de Qg. O propésito deste capitulo € entender como a geometria da guia

de onda com canto g influencia o espectro do operador _Agﬁ'

2.2 Espectro essencial
Denote por dy, := d/dy; e dy, := d/dy,. Considere o operador 2-dimensional

T()=—0d; —(1+5%)3y, (2.5)
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domT(B) := {ve H.\(S): T(B)v € L*(S)}. Denote por E () o primeiro autovalor discreto de 7'(3).
Desde que T'(f) é um operador eliptico com coeficientes reais, E1(f3) é simples, ver Capitulo 8 de
[26].

Para cada € (0,0), defina a curva espacial 7g (x) := (x,0, Bx), x € R, e a aplicagio Eﬁ (x,y1,y2) =
7g(x) +y1e1 +y2ea, (x,y1,y2) € R x S. Considere a guia de onda reta ﬁﬁ = Zﬁ (R x S), como mostra
a Figura A Proposicao 3 de [38]] mostra que o Laplaciano de Dirichlet em (Nl[; tem um espectro

puramente essencial e este coincide com o intervalo [E(f),o).

-
#

Q

Figura 2.3: Guia de onda reta ﬁﬁ, com 3 =0.5.

Assim, desde que o espectro essencial do Laplaciano de Dirichlet em um dominio tubular é deter-

minado pela geometria da regido apenas no infinito, é esperado o seguinte resultado para _Ag,;

Proposicao 2.1. Para cada B € (0,), 0 espectro essencial do operador —Agﬁ coincide com o inter-
valo [E1(B), o).

Demonstragdo. Seja K C Qg um conjunto compacto tal que Qe :=Qp \ K = QL LIQ2

ext>

1

em que Qg

e Q2. sdo conjuntos isometricamente afins a um semi-tubo reto. Defina Qi := int(K). Consideremos

DN D QDN

a forma quadritica Q; st >

em que

2w = [ [VyPax
domQBY = {y € H'(Qo) : y = 0in Q5 NI},

DN e QDN

com @ € {int,ext}. Denote por HPV e HOY os operadores autoadjuntos associados a QPN ¢ QY

int e
respectivamente. Observemos que vale a desigualdade
D DN DN
-2y = Hint 69[_Iext ) (2.6)

no sentido das formas quadraticas (veja [33]], Capitulo X1/1.15). A Proposicao 3 e a Observagao 1

DN
H ext

em [38] implicam que O ( ) = [E1(B),°). Pelo Principio Max-Min e desde que o espectro do

operador HigtN ¢ puramente discreto (veja [[15], Capitulo 7), tem-se a estimativa

nt

inf Gess(—AQy, ) > inf Gegs (Hiny' @ Heyy' ) = inf ess (Heyy ) = E1(B),
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isto €,
G&S‘S(_Agﬁ) g [EI(B)7OO)'

Por outro lado, pelas consideracdes em [38]], € possivel a constru¢do de uma sequéncia de Weyl
suportada em Qeyq, associada a cada A > Ej(f). Isto mostra que [Ej(B),) C Gess(—Agﬁ). O que

conclui a demostragao. O

2.3 Espectro discreto

Esta secdo é dedicada ao estudo do espectro discreto de —Ag g

2.3.1 Problema auxiliar

Nesta subse¢do mostraremos como a simetria de €2g influencia o espectro discreto de —Agﬁ. Os
argumentos baseiam-se em [12].
Defina

QZ; =QpN{x=(x,1,z) ER’:x >0},

e HDQE = 0Qpg N QQE. Considere a forma quadritica

PNy = [ |Vy|Pdx,
QQE(W) /QE| V|

dong’Ev ={yveH'(Q}): y=0indpQ}}.

Denote por —Agﬁ’ o operador autoadjunto associado a Qgﬁ’ . Especificamente,
B B

dom(~AQY) = {w e H'(Q): Ay € IA(Q), w=0indpQ;, and Jy/dx=0inx= 0} .

Observemos que € natural impor a condigdo de Neumann em Qg M {planox = 0} pois esta garante a

igualdade dos espectros no seguinte sentido.

Lema 2.2. Suponha A um autovalor discreto de —Agﬁ, e denote por W, a autofungdo correspondente.

Entdo, ) é par, com relagdo a x, e dyy, /dx =0 em Qg N {planox = 0}.

Demonstragdo. Primeiro, note que 4 < E1(f3). Considere a decomposigdo y; = y3"" + l//i’dd com

relag@o a x, em que em que

ven X,1,2) + —X,1,2 X,t,2) — —X,1,2
wi (x’t’Z)ZWA( ) 2‘/’1( ) e l//ﬁdd(x,t,z):lm( ) 211/1( )

Logo, obtém-se

—Al[/iven _ ;Lwiven e _szdd _ A‘Widd7 em 'Q'B
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De fato, dado (x,7,z) € Qp

—AWA()CJ,Z)—AW)L(—)C%Z) _ A«WI(X,I,Z)—%AWA(—X,I,Z)
2 B 2
_ )LWQL(-XJaZ) +2W)L(—X,I,Z) _ )Ll/fiven(X,l,Z);

de modo andlogo obtém-se a igualdade para I/Jgdd em Qg.

AV x1,2) =

Agora, observe que

Wi)dd(o’t,z) _ IV?L(Oat7Z> ; II/)L(()?th) _ 0,
0,7,2) + ¥,.(0,2,2)

Vfiven(o,t,Z) _ l//l( 5

=y, (0,1,2)

d
ax‘//iven(x7t7z>‘x:0 = %«LLZ) =0.
odd

Isto implica que y7““ satisfaz a condig@o de Dirichlet e y7"" a condigdo de Neumann em Qg N

{planox = 0}.

odd 4

A seguir, mostremos que y°% = 0. De fato, suponhamos que y??¢ é uma fungio nio nula em Qg,

isto €, A é um autovalor discreto de —Ag+. Desde que QZ; C Qﬁ, pela monotonicidade do espectro

.. - L. B
de Dirichlet em relacao ao dominio, tem-se que

Ai(=83,) S Ai(=Ag.), iz 2.7)
Logo, o espectro em QE € “superior” ao espectro no tubo reto infinito QB. Assim, desde que o

espectro de —Ag ¢ puramente essencial e coincide com o intervalo [Ej(f3),c0), de 1i segue que
B
—A?ﬁ ndo pode conter autovalores discretos abaixo de E|(f3), o qual é uma contradi¢do. Portanto,
B

l,l/Odd —0e V= lI/even. N
Proposicao 2.3. Para cada 3 € (0,), tem-se Gdis(—A?zB) = Gdis(—Ag%]).

DN
AQE’
autofunc¢do correspondente, isto €, —Al//; (x,t,z) = lly/{r (x,2,7), em QE. Denote por y; a extensao

Demonstragcdo. Primeiro, suponha que A é um autovalor discreto de — e denote por l///l+ a

par, com relacdo a x, de l;//;bF para Qg. Isto €,

B WI(x,t,z), sex >0,
w,l(x,t,z)—{ w{(—x,t,z), sex < 0.

Note que, parax <0, —Ay; (—x,1,2) = Ay (—x,1,2), e ¥ (x,1,2) = ¥ (—x,1,2) em Qg N {planox =
0}. Logo, y; define uma autofuncéo de —Agﬁ associada ao autovalor discreto A. Entao, Gd,-s(—Agﬁ’ ) C
B
Gdis(_AgDzﬂ )
Agora, seja A < E1(f) um autovalor discreto de —Agﬁ e denote por y; a autofungio correspon-

dente. Pelo Lema [2.2| a restricdo de y; em QE define uma autofun¢do de —Agﬁ’ com autovalor
B

discreto A. Entio, O'd,-s(—AgB) C Gdis(—Ag]g). O
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2.3.2 Mudanca de variaveis

Devido a Proposicio a partir de agora estudaremos Gdis(_Ag]g ) ao invés de Gd,-s(—AgDZB).

Relembremos que —Ag+ € o operador autoadjunto associado a forma quadrética
B

DN _ 2
083w = [ IV wPax
domQQ+ ={y e H'(Q}): y=0inpQ;}.

Nesta subse¢do realizamos uma mudanca de varidveis a fim de que o dominio domQ Y nao
dependa de . 5

Lembremos a aplicagdo L4 dada por (2.2). Denote A := (0,00) X S; em alguns momentos, um
ponto de A serd simplesmente denotado por (x,y), y = (y1,y2). Logo, @} = Lg(A). Pela Proposicio
1em [38], £} := Lg|a € um C%!-difeomorfismo local. Desde que L’E é injetora obtemos um C%!-
difeomorfismo global. Por conseguinte, a regido Q 8 pode ser identificada com a variedade Rieman-

niana (A, Gg), em que Gg = (Gé ) é a métrica induzida por L, isto &,

=(Gp.G4) =Gf, i,j=12,

em que
+ + +
glzc}’ﬁﬁ gzzaﬁﬁ g3:8£ﬁ.
P ox TP oy TP oy,
Mais precisamente,
1+8%2 0 B
Gp zvcg-(mg)f = 0 1 0 |, detGg=1.
B 0 1
Agora, consideremos o operador unitario
Ug: L(QfF) — L*(A
B L7(Qp) ( )+ | 2.8)
v = Yo Lﬁ

e definimos

05(w) 1= 02Y WU v) = [ (VG V) faer G dudy

:AOW_

dom Qg ::U[;(dong]g):{l/lele( ):w=00n (0,00) x dS},

2
- \Vyllf|2) dxdy, (2.9

em que Y’ := dy/dx, e Vyy := (d), ¥,0d),y). Denote por Hg o operador autoadjunto associado a

forma quadratica Qg (y). Assim. desde que os operadores H, g e —ADN o+ 880 unitariamente equivalente,

g
o(Hg) = G(—Ag%’).
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2.3.3 Existéncia e finitude do espectro discreto
Nesta subsecao mostraremos a existéncia do espectro discreto para _AgDzB-
Proposicio 2.4. Para cada B € (0,), tem-se infG(—Agﬁ) < Ei(B), isto é, Gd,-s(—Agﬁ) # 0.

Demonstracdo. Considere a forma quadratica

ap(v) = Qp(y) — E1(B)l|wll}>y), domgg =domQp. (2.10)

De acordo com e a Proposicao ¢ suficiente mostrar que existe uma fungio y € dom Qg \ {0}
tal que gg(y) < 0. Construiremos tal fungdo nos pardgrafos abaixo.

O primeiro passo é construir uma sequéncia { Y, }en C domgg tal que q[;(l//n) — 0, quando
n — oo, Para isto, seja w € C*(R) uma funcéo real tal que w = 1 para x < 1, e w = 0 para x > 2.

Defina, para cadan € N,

X
@ =w (2] e ynlxy) = w()20),
em que ) denota a autofunc¢do normalizada correspondente ao primeiro autovalor Ej(f3). Em parti-
cular, .
/ |w;|2dx:—/ W|?dx — 0, as n— oo, (2.11)
0 nJo
e
[ (002 (1+ B3, 2) dy = E1(B). 2.12)

De (2.12), e desde que [ xdy, xdy =0, tem-se
CH%(‘Vn) = QB(‘Vn) _El(ﬁ)H‘VnHiZ(A)
2 2
= [ (1wh=Briduo P+l [V32]?) ddy = E1(B) [ fwaf? [z iy
= /A [IWh 22> = 2Bwaw, 29y 2 + [l (195, 217 + (14 B2) 1y, * — E1 (B) | x]?)] dxdy
= [ I Pa
0

De (2.11), podemos observar que gg(y,) — 0, quando n — oo.
Agora, fixamos € € R. Para cada n € N, defina

llfn78(x7y) = ll/n(xvy) +8¢()C,y),
para algum ¢ € domgg. Neste caso,

ap(Wne) = qp(Wn) +2€Re (g5 (¥, 9)) + €2q5(9),

em que

4 (Vi) = [ [(Gov = B2 (00— B3rs0) + (3, ¥idh, )+ (3, 01n0) — E1 (B) (W50 iy
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A estrategia € mostrar que existe ¢ satisfazendo

1im qp (s, 9) 0. (2.13)

De fato, se ¢ valida, € suficiente escolher € conveniente tal que gg(Wn ) < 0, para algum n
suficientemente grande.

Considere 7 € C(R), com suppn C [0,1) e 7(0) # 0. Tome i € HJ(S) (h serd escolhido mais
adiante). Definimos ¢ (x,y) = n(x)h(y). Logo,

ap (Vs ®) = [ (081 = Brwndrs20) (' = B 3y,h) -+ w0y, 2Oy -+ 60y, 20 By = En (B)wn ] dedy
= /A (W'l — Bwyx 19y, — Bwndy, x0'h + B*w,d), x 19y, k) dxdy
+ /A (Wn 0y, X N0y, h+ Wiy, XNy, h — E1(B)wnxnh) dxdy
- /A (Whan'h— Bw, 20y, h— Bwady, xn'h) dxdy
—/A(8y21x+(1+B2)8y22x+E1(ﬁ)x)wnnhdxdy
—>—B/An’8y2xhdxdy,

quando n — 0. Finalmente, definimos A(y) := yx(y); note que h(y) = 0, para todo y € dS. Assim,
desde que n(0) # 0,

Bn(0)

L #0.

B [ n'Ohyarddy = Bn(0) [ duxyaxdy = -

Logo, (2.13) € valida, o que finaliza a demonstracao. 0

Seja Q uma forma sesquilinear limitada inferiormente e fechada, com dominio dom Q denso em
um espaco de Hilbert H. Denote por A o operador autoadjunto associado a Q, usaremos a notagcao
N(A, L) (ou N(Q,A)) para indicar o maximo indice j tal que o j-ésimo quociente de Rayleigh de
A € menor que A. Segundo os modelos abordados na Introdugdo, o “efeito canto” em Qg também
induz a questdo sobre o nimero de autovalores discretos. A continua¢do mostraremos um resultado

associado a finitude do conjunto do espectro discreto
Proposicio 2.5. Para cada B € (0,), Gdis(—Agﬁ) é finito.

Demonstracdo. Consideremos uma particdo da unidade de classe C*=, (¢, @;), tal que qog(x) +

@7 (x) =1, go(x) = 1 parax < 1 € @p(x) = 0 para x > 2. Primeiro, fixe M > 0. Defina

Prm(x) = (A%) , £e{0,1}.

Pela férmula de localizagdo IMS (ver, por exemplo, Capitulo 3 de [10]), para cada y € domQg,

0p(w) = 0p(QomV) + Qs (Q1mV) — ||‘P6,M‘lf||iz(,\) - ||(P{,Mllf||iz(A)- (2.14)
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Defina
Wi = [oh (5)[ +[of (57|
Logo,
9oar vy + 1900w = [ 2 (g oy ardy. @15)

Agora, considere os seguintes subconjuntos de A,
Oom={(xy)eA:x<2M} e O y={(x,y) €A:x>M}.

Para ¢ € {0, 1}, defina as formas quadrdticas

WM (x )
M2

Qv (W) :=/O (Iaxw—ﬁ8y2w!2+!8y1w|2+|8y2w\2— lez) dxdy, (2.16)
‘.M

com

dom(Qoy) = {w € H'(Oom) : w = 0em dpANIOp s e em {2M} x S},
dom(QlM) :H(%(Ol.,M)-

De2.14), 2.15) e qmp podemos escrever, para todo y € dom Qg,

0p(¥) = Qom(PomV¥) + Q1 m(PrmVy).

Note que, do Principio Max-Min, tem-se, para j € N,

Aj(Hg) = inf Gv)
weldom(@p)\{oNnEf [1WI172 )

Qom(Pom¥) + C1.m(P1mY)

(2.17)
= sup n . 5 3 ,
Fiv | weldom(@p)\(ONNFL 1o W72 ) T 101072 4

em que o supremo ¢ tomado sobre todos os subespacos lineares F,,_; de dimensao no méaximo j — 1.

A seguir, encontraremos um limite inferior para A; (Hﬁ) Introduzimos a aplicacao

R : dom(Qp) — dom(Qo ) x dom(Q1pr) definida por  R(Y) := (Qom V¥, Pr.mV).

Desde que {@o , @1 m} € uma particdo da unidade, R € injetora. Em particular, R ¢ bijetora sobre

sua imagem. Logo, do Lema [1.41} desde que R(dom(Qp)) C dom(Qo ) x dom(Q1 ), de 2.17)
segue que

A (Hﬁ) > sup inf Qo.m(V0) +Q1’M(2W1) = )“j(HBM)v
(vo.v)eR((dom(0g)\ oD ) [Vl o, ) F 1V 12201,

(Oom)

emque Hpg,, € o operador autoadjunto diagonal associado a forma quadratica Qg y + Q1 em dom(Qy, M) X
dom(QL M)-
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Seja Hg,, o operador autoadjunto com dominio dom(HBZ ,,) associado a forma quadratica Qy y

em dom(Qy ), para £ = 0, 1. Entdo,

Hg, O iy
Hpg, = ( 6“” Hﬁ1“M> , com dominio dom(Hg,, ) x dom(Hpg, ).

Portanto, A;(Hg,,) € 0 j-ésimo elemento do conjunto ordenado

{Ak (Hﬁo,M)}keN U {A‘k(Hﬁl.M)}kGN'

O que implica
N(Qg,E1(B)) < N(Qom,E1(B)) +N(Q1.m,E1(B)).

Assim, desde que o operador autoadjunto associado a Qg y tem resolvente compacto, N'(Qo . E1 (B))
é finito (ver, Teorema[1.22).

Para completar a prova, mostraremos que existe Mo > 0 tal que N'(Qj ur, E1(B)) € finito, para todo
M > M.

Consideremos o subespaco fechado 7 := { f(x)x(y) : f € L*(M, )} do espaco de Hilbert L?(O; 5)
e a decomposicao ortogonal

POy)=J0J"%

Assim, para y € Lz((’)LM), escrevemos

y(x,y) = f)x) + i (xy), feL* (M), y €T (2.18)

Em particular,
yedomQp <« feH (M=), ¥y, €domQsNJ". (2.19)

Além disso, v € J+ implica que
/I[IL x,y)x(y)dy=0, and /8 v, (x,y)x(y)dy=0, q.tp.x. (2.20)
Para y € dom Qg, da decomposigdo em (2.18), das propriedades em (2.19) e (2.20), e desde que
| dwiroaandy =~ [ YIfa,pdy.
O1m O1m
| Frowwedsdy=— [ IFazandy,
O1m O1m
segue
2 2 2
Qrm(y) = /O <|8x(fx + W) =By (fx + v |+ 0 (Fx +wi)|" + [0 (fx + v
1M

WM( )

fx+v. |2> dxdy

=Qim(fx)+Qim(yL)+4B Re/@ f79y, x 1 dxdy.
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Fixando € > 0, note que da desigualdade 2Re(f/d), x ;) > —é\f’8y2x|2 —g|y, |2, segue que
2 )
0un(¥) = Quulf2)+ Qun(wi) — 2 [ xBIfPdx—2ep [ yifdedy  @21)
M

em que := 9,1
Agora, vamos encontrar limites inferiores para Q1 y(fx) e Q1 m(y ). Alguns calculos mostram

que

outrn) = [ 177+ (mip) -2 ) ]
> [ (1P + (Ev(B) ~ gystimnomn) 17 ax 222)

em que V := ||Wj||. ndo depende de M.
Por outro lado, observe que a desigualdade —2Re(dyy 1 d), ) > —1[dc W, |* — €[y, y %, im-
plica

00w~ Ba v > 10w P~ B 1o - epla, v P+ B, v P

B (1 a g) 05w [+ (B> —€B) [0, v |
> (B*—eB)|d, v |,

para € > 3. Consequentemente,

Ounty) = [ (B2~ eB) B P [ v [+ 0w = Mo vy

Z—egf+1
= [ B B+ 3, i)y
M

n OLM((l—ﬁz%g;l) 3w 0y ) s

Seja E»(B) > E(B) o segundo autovalor discreto do operador 7'(f). Pelo Principio Max-Min

L (B21ayi 410y, v Plasdy = Ea(B) [ |y Pavay:

1M .M

Entdo, para todo € > 3,

AR Kﬁz%gjl) EB) - g | [, v Pasay 2.23)

Definamos o nimero

2_
o= (P ) gy - 26p 1.

e as formas quadraticas

b(fx) = /;K 2P >|f!2 (E (ﬁ)—l[ﬁ,2m>|f|2}dxv (2.24)
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s(yy) =2 /O [y Pdxdy, (2.25)
1LVv

agindo em domQgNJ e domQgNJ L, respectivamente.
Suponha € > 2kf3 e tome My := +/Vv. Entdo, para M > My, combinando (2.21)) - (2.23)), tem-se

O1m(y¥) = b(fx)+s(vL),

para todo y € dom Q. Esta desigualdade implica que N'(Q1.1,E1(B)) <N (b,E1(B)). Assim, desde
que N (b,E{(B)) é finito (ver Observagio Apéndice[A)), completamos a demonstragdo. O

2.4 Numero de autovalores discretos

O objetivo desta se¢do é mostrar que é possivel encontrar um intervalo de variacao para 3 para
o qual o espectro discreto do operador —Agﬁ possua um unico autovalor discreto. Por conveniéncia,
nesta secao vamos descrever nossa guia de onda com canto, através de um outro conjunto, pois pre-
cisamos trabalhar com uma forma quadratica diferente a definida em (2.9), isto com o fim de poder
encontrar os resultados desejados.

Seja S = (a,b) x (¢,d), paraa,b,c,d € R. Seja Qg a guia de onda retangular com canto associada

a B € (0,00), com secdo transversal S, como mostra a Figura dado pelo seguinte conjunto
Qp = {(5,1,2) € Rx (a,b) x R: Bls| + ¢ <z < Bs| +d}, (2.26)

em que f3 denota a semi-abertura do canto em Qg.

s o

Figura 2.4: Guia de onda retangular com canto Qg, com f§ =0.7.

Denote por —Agﬁ o operador autoadjunto associado a forma quadrética

08, (v) = [ [VwPds, domQf, = Hh(p): 2.27)
B

s = (s,t,7) denota um punto de Qg, e Vy denota o gradiente de y.
Antes de mostrar a existéncia do intervalo para o qual o espectro discreto do operador Laplaciano
de Dirichlet em g possui um unico autovalor discreto, precisamos de realizar uma mudanga de

varidveis que ajude na procura.
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-,

(a) Guia de onda Q. (b) Guia de onda Qg.

B

Figura 2.5: Guias de onda isométricas, com 3 = 0.7.

Relembrando as notacdes e os resultados da Subsecdo [2.3.1} € suficiente estudar o espectro dis-

creto do Laplaciano de Dirichlet em QE. Considere o conjunto aberto Qﬁ,

fzﬁ = {(§,f,2) € (—(d—c)\/%ﬁz,x) x (0,b—a) x (0,(d—c)ﬁ) :

o —c; se s — —cL
Z<ﬁ+(a’ ) g 6( (d )mﬁ)},

como mostra a Figura o) g € isometricamente afim a QE.

Denote por —AgN o operador autoadjunto associado a forma quadrética
B
ng;(w) = /Qﬁ IVy|2dg, dong’ﬁV ={yeN' (Qp):w=0 em dpQyg}, (2.28)

em que X = (§,7,%) denota um ponto de Qﬁ e 8DQ5 =R x(0,b—a) x (0, (d—c)/\/l—f—ﬁz)ﬂ&flﬁ.

Seja Qum conjunto aberto,

Q= {(x,yl,yz) € (—d—\/_;,oo) x (0,b—a) x (O,%) : Y2 <x+d—\/_§c, sex € (—%,0)},

como mostra a Figura[2.6]

Figura 2.6: Semi-guia de onda retangular Q.

Considere a aplicagao dilatagdo Fpg : Q — R? definida como

A

fﬁ(x>Y17y2)=<X\/%,y1,yz\/%>, V(x,y1,y2) € Q.




30 Capitulo 2. Laplaciano de Dirichlet em guias de onda com canto

Observemos que Qﬁ = fﬁ(fl), além disso, det.JFg(x,y1,y2) = 2B/(1+ %) # 0. Logo, Fp : Q—
SNZﬁ ¢ um difeomorfismo local e, de fato, um difeomorfismo global, pois Fg € injetora.

Agora, consideremos o operador unitario

Z/A[IBS Lz(ﬁﬁ) — L2

(2.29)
74 > ,/ l[/o]:ﬁ

e, definamos

A

0 (w) := 02 (W5 ') = /va )o Fg[2- |detJ Fg| dxdy

1+ +
- (55 ) e+ aove+ (F2E) ] aws

domQﬁ ::LA{ﬁ(dongg) ={y e HY(Q): vy =0em IpQ},

em que dpQ :=R x (0,6 —a) x (0,(d —¢)/v/2) NI Denote por I:IB o operador autoadjunto asso-
ciado a forma quadritica Qﬁ (v).

Em particular, pelos resultados da Se¢io [2.2]e Subse¢io[2.3.1] tem-se que

Ooss(—AD ) = Ouss(Hp) = | 7° ! +1+ﬁ2 ), e ous(—AD )= 0cus(Hg). (2.30)
ess Qg/) — Dess\H1B) = (b—a)?  (d—c)?)’ ) dis Qg) = Odis\H1p). (2

Agora estamos em condicdes de provar o seguinte resultado.

Proposicao 2.6. Se S é o retangulo (a,b) x (c,d), entdo, para cada B € (0,B3%), em que

ﬁ*z{ V/3R, seR<2/\/_ R d—c

(1/2)V —R2+3+ V49 + 2R2+ R*, seR>2/V/3. T b—a’

o operador —Agﬁ tem exatamente um autovalor discreto.

Demonstra¢do. Dado (2.30), a estrategia é estudar G([:Iﬁ). Suponha que 4, (I:Iﬁ) ey (FI,B) sd0 auto-
valores discretos do operador A [ig
Consideremos a fatia W, como mostra a Figura definida como a regido limitada pelos seguin-

tes conjuntos

T = {(x,yl,yz) c (-%,o) « {b—a} x (o,‘%") :y2<x—|—d—\;;},
ni={ o € (<250) x 00 -a) < (0},
Ty = {(x,yl,yz) € {0} x (0,b—a) x (o‘%c)}
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(—%(d _ c),0,0> <l

(0,0,0) z

Figura 2.7: Fatia W com condic¢des de Dirichlet-Neumann.

Agora, considere o operador

J(B) ;:—(”BZ)ag—ayZl—(”BZ)ajz, 2.31)

e o problema auxiliar

JB)y=uy, emW,
v =0, emT1UTLUT;,

dhy=0, emTy, (232)
oy=0, emdW\(TTUTKLUT3UTy).
em que dV € a derivada direcional ao longo do vetor normal exterior.
Sejam /,Lf3 e ,ué3 os dois primeiros autovalores do problema (2.32)) (o espectro do operador J é

B B

puramente discreto), e sejam Y, € Y, suas respectivas autofungdes. Note que, no caso particular
B =1, tem-se J(1) = —A. Assim, da Observagdo do Apéndice |Al parad —c < (2/v/3)(b —a)
segue que

e () - (S (s ()

1 4
“’21:7[2<<d_c)2+(b_a)2) ) II/ZI(xaylayZ) \/—COS<7E )Sen (;)ﬂ) sen (%yZ)a
emquee=(d—c)/v2e f=(b—a)/2. Suponhamos que

B~ 1 1+ B2
427 (G ) 239

Considere o subespaco
Ef: (pedomQﬁ: w{g(pdxdy:0 .
w

Seja ¢ € Qﬁ, e seja ¥ a restricio de ¢ em W. Note que, para cada w € C = {¢p € H' (W) : ¢ =
Oem 73 UT, US, }, tal que [y l,l/{3 y dxdy = 0, pelo Principio Max-Min, tem-se que

”2<(b_1a)2+(1+[32>/ \‘If|2d’€d}’<ﬂ /|‘V|2dXdy

< [1(58) aw +iagu + (2 Yi,we

(2.34)
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Além disso, para cada ¢ € dom Qﬁ

nz((b—la)2+(1ltlj)22>/fz\w(pdedy</ﬂ\W[< 25 >|ax(P + 19y, I + (12/52) |3y2(,0|2] dedy.  (2.35)

Por (2.34) e (2.35), obtemos, para todo ¢ € EB,

n? ((b—la)z + (Ltf;) A (p[zdxdyé/ﬁ K%) 10:0]* +19), 0> + (1+2B2) ]8y2(p\2] dxdy.

Desde que E B tem dimensdo no maximo 1, segue que

. - 0 1 1+ B2
A (Hg) > inf oV ))27:2(< L 1HP ),

l[/GdomQBDEB | W”Lz b—a)* (d—c)?
y#0

o que contradiz a hipétese de A2 (Hp) € 04is(Hg). Logo, A1 (Hg) é o tnico autovalor discreto de Hg

no intervalo (0,72 (1/(b—a)*+ (1+B?)/(d —c)?)).
Agora, vamos encontrar os valores 3 para os quais (2.33)) é verdadeira. Para estimar os autovalores

do problema auxiliar (2.32), pelo Principio Max-Min, sabemos que

T [ () 12wl + 13y, w2+ (H°) 10, w2 deay

,uf = sup inf 5 ,
F yECNFi- HWHLZ(W)
y#0

em que o supremo é tomado sobre todos os subespacos lineares F| de dimensdo no méximo 1. Observe

que
2 2
1 (19 P+ |3 v+ [0, dxdy
U, = sup inf
F WECQFIL || II/HLZ W1
y#0
2 2
B 2 T[S ) 1w+ 1w+ (M) 13, w2 dvay
gmax{ 5 1, 2}sup inf 3
ﬁ 1+ﬁ F l[/ECﬂFIJ‘ HWHLZ(W)
y#0
282 2 B
= 1 .
max{l+B2, 71+B2}1u’2
Logo,

o 27 ((d—1c>2+<bja>2)mi“{lz+ﬁ§2’l’Hzﬁz}‘

Finalmente, para B € (0,v/3R), a desigualdade (2.33) ¢ valida para R < 2/+/3.
Agora, assumimos R > 2/ /3. Neste caso,

“11:”2(<d—1c>2+<b—1a>2>’ “5:”2(<d—1c>2+<bfa>2>‘
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Um andlise similar mostra que

e 2”2((d—scﬂ*<b—1a>2)mm{lz+ﬁ€2’1’Hzﬁz}'

Logo, o resultado é obtido para f§ € <0, (1/2)V/—R2+3+ 49+ 2R? +R4>. O

Observacio 2.7. As desigualdades d —c > (2/v/3)(b—a) e d — ¢ < (2/v/3)(b — a) usadas na
demonstracdo acima determinam o valor do segundo autovalor discreto ,uzl do operador —A. Por
outro lado, observe que f € (0, %) é apenas uma condicao suficiente para garantir a singularidade do

autovalor discreto.

Observacao 2.8. A estrategia usada na demonstracdo da Proposicao para achar o intervalo de
variagio de f8, pode ser usada também para o caso de uma regido arbitraria § C R?, desde que o

dominio Qg possa ser definido como em (2.26) e sejam conhecidos os valores E(f3), ,ull e ,ull.

2.5 Conjectura: espectro discreto

Considerando o caso particular em que S € um retangulo, nesta secio mostraremos uma conje-
tura sobre o comportamento dos elementos do espectro do operador Laplaciano de Dirichlet em Qg
quando B — oo. Motivados pelos resultados em [5]], a ideia é baseada no seguinte fato puramente

geométrico:
Proposicao 2.9. Se S ¢é o retdngulo (a,b) X (c,d), entdo,

limsup |B; (s) NQg| =0, (2.36)
B—reo
SEQﬁ

em que B (s) denota a bola de radio 1 centrada em s € R? e | - | representa a medida de Lebesgue.

Demonstragdo. Lembre o difeomorfismo dado por (2.2)), definido por EE (x,y1,2) = (x,y1, f(x) +
y2), em que f(x) = xf3, dom f = (0,0), e tal que Q} = EE((O,oo) x S). Para cada 1 € R, denote por
X(n) o conjunto de pontos que se intersectam a fronteira dQg com a semi-reta horizontal (0,e0) x
{(a+b)/2} x{n}. Desde que f é estritamente crescente, para todo 11 > d, o conjunto £(1n) consiste
justamente de dois pontos s1(1) = Lg(x1(n),(a+b)/2,d) e s2(n) = Lg(x2(n),(a+b)/2,c), com
1 <x1(n) <x2(n). Sejas = Lg(x,y1,y2) um ponto em Qg tal que x € positivo, y; = (a+b)/2 e a
componente no eixo z, N, satisfaz  := f(x) +y, > 1 +d. Logo, como se mostra na Figura tem-se

que Bi(s)NQp C [x1(n—1),x2(m+1)] x [(a+b)/2—1,(a+b)/2+1] x [N — 1,1 + 1], e entdo
\Bl(s)ﬂQﬁ] <22 pn+1)—x(n-1)|. (2.37)
Pelo Teorema do Valor Médio,

24 (d—c)=fla(m+1)) = fla(n—1)) = f (&) x2(n+1) —xi(n—1)],
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a8
S s
Figura 2.8: Semi-guia de onda QE, com f§ =4, em que §1(n —1) = Lg(x1(n —1),(a+b)/2—-1,d)
efH(n+1)=Lgxa(n+1),(a+b)/2+1,c).

em que & € (x1(n —1),x2(n +1)). Logo, por 2.37), [B1(s) NQg| <42+ (d —c))/f (&n). Assim,
desde que f'(&y) = B segue que |B1(s) NQg| — 0 quando ff — oo. O

Observemos que no caso em que S é um conjunto aberto, conexo e limitado de R?, existe um
retangulo (a,b) x (c,d) tal que S C (a,b) x (c,d). Assim, da Proposi¢do [2.9] podemos “supor” que

se = oo, Gess(—Agﬁ) = 0, isto &, o espectro de —Agﬁ é puramente discreto.

2.6 Guias de onda com mais de um canto

Nesta secdo apresentamos alguns resultados ao respeito de como a geometria das guias de onda
com mais de um canto influencia o espectro do operador Laplaciano de Dirichlet em tais regides.
Seja S um conjunto aberto, conexo e limitado em R%. Tome f8,M € (0,) e considere a curva

espacial dada por

rgm(x) = (x,0,f(x)), x€R, (2.38)
em que
—Bx, sex <0,
flx)= Bx, se0<x<M,

—Bx+2MB, sex>M.

Defina a aplicacao
) 3
Legy: RxS — R (2.39)
(6, y1,52) = rgm(x) +yie2+yaes,
e a regido

Q= Lpu(RxS). (2.40)

Geometricamente, Q% w € obtido pela translac@o da regido S ao longo da curva rg (x) tal que, em

cada punto da curva, S € paralela ao plano gerado por {e,,e3}, como mostra a Figura Observemos
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2
B.M

distancia entre esses dois cantos, na dire¢do x.

tem dois “cantos”, um no plano {0} x R? e outro no plano {M} x R?, M é o valor da

2
B.M

que Q

serd chamado de guia de onda com dois cantos.

Q% v

..

Figura 2.9: Guia de onde com dois cantos Q[23 yocom B =0.7eM=2.25.

2

B.M> isto é, o operador autoadjunto associado

Denote por —Agz o Laplaciano de Dirichlet em Q
B.M

com a forma quadritica
D 2 D 1/02
= Vy|d dom = Q 241
QQ%,M (II/) /Qﬁ | II/‘ X, Y QQ%,M H()( /37M>7 ( )

X = (x,t,z) denota um ponto de Qé u
Note que, pela Proposi¢do 1 em [38], L£g ) € um C%!-difeomorfismo local. Desde que Lgy €
injetora obtemos um C%!-difeomorfismo global. Logo, de modo andlogo & Subsecio podemos

realizar uma mudanca de varidveis em (2.4 1)) e chegar a seguinte forma quadrética definida por

Opm(V) 1:/

RxS

/ 81/’ : 2
'v/—f(X)a—yz‘ 1V, | vy, (2.42)

dom Qg y :={y € HU R xS): w=0o0n(0,00) x dS},

em que Y :=dy/dx, Vyy := (d), ¥, 0y, ¥), f'(x) = B, para todo x € [0,M) e f'(x) = — B para todo

x € R\ [0,M). Denote por Hg j; o operador autoadjunto associado com Qg »/(). Assim, desde que

os operadores Hg ys € —Agz sdo unitariamente equivalente, 6 (Hg ) = CS(—A?22 ). Dos resultados
, "

B.M

da Seg¢do2.2] tem-se que

Oess(—ADy ) = Oegs(Hpg pr) = [E1(B), ). (2.43)

B.M
Proposicao 2.10. Dado M € (0,), para cada B € (0,0), tem-se Gdis(—Agz ) #£0.
B.M
A demonstragdo da Proposicao [2.10] segue os mesmos passos da prova da Proposicao [2.4] sendo

necessdrio apenas a seguinte modificagdo. Considere w € C*(R) tal que w = 1 para x € [—1,1], e

w =0 para R\ [-2,2], e a fungdo n € C5(R), com suppn C (—1,N), em que N = min{1,M/2},
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e 11(0) # 0. Do suporte da fungdo 17, podemos observar que a demostracdo esta focada num canto,
particularmente, no canto que se encontra no plano {0} x R. O que implica que o fato da guia de
onda possuir pelo menos um canto, garante a existéncia do espectro discreto do operador Laplaciano

de Dirichlet.

Agora, observemos que no caso em que

—Bx, sex <0,
Flx) = X, se0<x<M,
) —Bx+2MB, seM <x<2M,

Bx—2MpB, sex>2M,

considerando a aplicacdo em (2.39)), definimos

Q%}M = Lpu(RxS). (2.44)

3 2 3
B.M B.m> B.M

possui trés “cantos”, um no plano {0} x R?, e mais dois nos planos {M} x R? e {2M} x R2, como se

Geometricamente, Q7 , . € descrita da mesma forma que no caso Q com a diferenca que Q

mostra na Figura[2.10] Observe que M representam a distincia entre os cantos consecutivos na guia

3

de onda, na dire¢do x. Q B.M

recebe o0 nome de guia de onda com trés cantos.

Q%,M

Figura 2.10: Guia de onde com trés cantos Q% > com B=07eM=2.25.

Por outro lado, no caso em que

—Bx, sex <0,
Bx, se0<x<M,
fx)=< —Bx+2MB, seM <x<2M,

Bx—2MPB, se2M <x < 3M,
—Bx+4MB, se2M < x < 3M,

obtemos
Qp 4= L u(RxS). (2.45)

Neste caso, Q‘é 4 Possui quatro “cantos”, um no plano {0} x R?, e mais trés nos planos {M} x R?,

{2M} x R? e {3M} x R?, como se mostra na Figura[2.11] Q?i v recebe 0 nome de guia de onda com

quatro cantos.
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4
Qﬁ,M

&

Figura 2.11: Guia de onde com quatro cantos Qé/;,M’ comf =0.7eM =2.25.
Observemos que, seguindo o padrio dado na definicdo das fungdes f(x) acima e a ideia da
demonstracdo da Proposi¢do [2.10, independentemente do nimero de cantos que possam ser adici-

onados a guia de onda, tem-se que, dado M € (0,) e n € {3,4,5,6,...}, paratodo B € (0,00),

Cess(—A0y ) =[E1(B),22) e cuis(=Agy ) #0. (2.46)

Pois, lembremos que o espectro essencial do operador Laplaciano de Dirichlet num dominio tubular é
determinado pela geometria da regiao no infinito. Além disso, da Proposicao podemos observar
que o fato do dominio tubular possuir pelo menos um canto, garante a existéncia do espectro discreto.

Por outro lado, vale a pena mencionar que, quando M = 0, nos casos em que n € {2,4,6,...},

.m

guia de onda com canto i definida em (2.3)).

corresponde a uma guia de onda reta, e nos casos em que n € {3,5,7,...}, Q% M corresponde a

2.7 Analise numérica

Nesta secdo, vamos mostrar alguns resultados numéricos baseados nos problemas descritos nas
secOes anteriores, para isto, foi usando o software Freefem++ [28]. Além disso, apresentaremos

algumas conjeturas baseadas nos resultados numéricos.

Exemplo 2.11. Seja § = (0,7v/2/2) x (0,71/2/4). Dado o operador 2-dimensional definido em
[2.5), tem-se que, para todo 8 € (0,0), E1(B) =2+ 8(1 + ?). Através do c6digo descrito no Exem-
plo do Apéndice Bl para um tamanho de malha de aproximadamente 0.1, obtemos os dados
representados na Figura [2.12] para B € (0, 10].

Como se observa na Figura para 3 € (0,1.73] (segundo valores calculados) o espectro dis-
creto do operador —Agﬁ possui um unico elemento, o nimero de autovalores discretos para 8 > 1.73

é finito e além disso o nimero de autovalores discretos tende a aumentar conforme 3 aumenta.

Exemplo 2.12. Seja S = (0,27) x (0.7). Dados ,M € (0,00), consideramos o dominio Qf - para

n =234, como se mostra na Figura De (2.46]) e do o operador 2-dimensional definido em
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Figura 2.12: Relag@o entre o nimero de autovalores discretos #4 e 3.

[.5), tem-se que E; (B) = 5/4 + B2. Fixando os valores B = 0.7,1.5,5, através do cédigo descrito no
Exemplo do Apéndice B} é possivel observar que, numericamente, para o caso em que 3 € igual
a 0.7 e 1.5 o operador Laplaciano de Dirichlet em g possui somente um autovalor abaixo do infimo
do espectro essencial, € no caso em que 3 =5, _A?ZB possui 8 autovalores discreto. Note que essa
andlise nao depende de M.

Agora, variando M, vamos analisar o comportamento dos autovalores discretos do operador —AZD »
pra cada uns dos valores 3 e n fixos, isto €, o comportamento do espectro discreto no caso em que a
guia de onda contem mais de um canto. Nos graficos apresentados nesta secao, as linhas retas de cor
azul, mostram o infimo do espectro essencial em cada caso, os pontos vermelhos representam os valo-

res calculados por meio do software Freefem++, e a linha preta descreve a tendencia dos autovalores

discretos A.

Cason =2

Consideremos a guia de onda retangular com dois cantos 9%7 y; definida em (2.40). Através do
codigo descrito no Exemplo do Apéndice [B} para um tamanho de malha em [0.17,0.7], foram
obtidos os dados representados na Figura[2.13]

Como se observa nos gréficos em (a), (b) e (c) da Figura dado B € (0,00), 0 nimero de
autovalores discretos € finito € podemos observar o seguinte comportamento para alguns valores de
M. No caso B = 0.7, para M > 6 o espectro discreto possui dois elementos, no entanto observemos
que para M > 30 o espectro discreto possui um elemento degenerado, isto €, um autovalor discreto de
multiplicidade igual a 2. No caso 8 = 1.5, para M > 0.79 o espectro discreto possui dois elementos e
para M > 7, o espectro discreto possui um elemento de multiplicidade igual a 2. No caso 3 = 5, po-
demos observar um comportamento semelhante, pois neste caso para M > 0.02 obtemos mais de dois

autovalores discretos e para M > 2 observamos a existéncia de vdrios elementos de multiplicidades

igual a 2.
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. . . . . . . . . . . . , . . . . .
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 0 15 3 45 6 75 9 105 12 135 15
M M

(a) Relagao entre M e os autovalores dis- (b) Relagdo entre M e os autovalores dis-
cretos, para 3 =0.7. cretos, para 3 = 1.5.

26

24

22

(c) Relacdo entre M e os autovalores
discretos, para 8 = 5.

Figura 2.13: Autovalores discretos do operador Laplaciano de Dirichlet em guias de onda retangulares
com dois cantos Q2

B.M:

Cason=3

Consideremos a guia de onda retangular com trés cantos Q% M definida em (2.44). Através do
codigo descrito no Exemplo do Apéndice [B} para um tamanho de malha em [0.18,0.7], foram
obtidos os dados representados na Figura[2.14]

Como se observa nos graficos em (a), (b) e (c) da Figura dado B € (0,00), 0 nimero de
autovalores discretos € finito e podemos observar o seguinte comportamento para alguns valores de M.
No caso f = 0.7, para M > 8 o espectro discreto possui trés elementos, no entanto, observemos que
existe M € [22,00) tal que o espectro discreto possui um elemento degenerado, pois podemos encontrar
um autovalor discreto de multiplicidade igual a 2 ou 3. No caso § = 1.5, para M > 0.9 o espectro
discreto possui trés elementos e existe M € [10,00) tal que o espectro discreto possui um elemento
de multiplicidade igual a 2 ou 3. No caso 3 = 5, podemos observar um comportamento semelhante,
pois neste caso para M > 0.01 obtemos mais de trés autovalores discretos e existe M € [4,00) tal que
o espectro discreto possui varios elementos de multiplicidades igual a 2 ou 3.

Cason =4

Consideremos a guia de onda retangular com quatro cantos Q?f, 4 definida em (2.45). Através do
codigo descrito no Exemplo do Apéndice [B| para um tamanho de malha em [0.18,0.79], foram
obtidos os dados representados na Figura [2.15]
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1.68
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1.64 |

1.62

0 4 8 12 16 20 24 28 (] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
M M

(a) Relacdo entre M e os autovalores dis- (b) Relagdo entre M e os autovalores dis-
cretos, para 3 =0.7. cretos, para 3 = 1.5.
26 ‘ : : ‘ ‘ ‘ ‘ : : Y/
2
2
<

(c) Relacdo entre M e os autovalores dis-
cretos, para 3 = 5.

Figura 2.14: Autovalores discretos do operador Laplaciano de Dirichlet em Guias de onda retangula-
res com trés cantos Q>

B.M*

Como se observa nos gréficos em (a), (b) e (c) da Figura dado B € (0,00), 0 niimero de
autovalores discretos € finito e podemos observar o seguinte comportamento para alguns valores de
M. No caso 3 =0.7, para M > 9 o espectro discreto possui quatro elementos, no entanto observemos
que existe M € [18,00) tal que o espectro discreto possui pelo menos um elemento degenerado, pois
podemos encontrar um autovalor discreto de multiplicidade maior ou igual a 2. No caso f = 1.5,
para M > 3 o espectro discreto possui quatro elementos e existe M € [6, ) tal que o espectro discreto
possui pelo menos um elemento de multiplicidade maior ou igual a 2. No caso f = 5, podemos
observar um comportamento semelhante, pois neste caso para M > 0.02 obtemos mais de quatro
autovalores discretos e existe M € [2,00) tal que o espectro discreto possui pelo menos um elemento
de multiplicidade maior ou igual a 2.

Observemos que em cada uns dos casos vistos anteriormente, o valor de M no qual obtemos os
resultados descritos, esta inversamente relacionado com f. Pois cada vez que foi aumentado o valor
de B, o valor M no qual foi encontrado a existéncia de n autovalores, diminuia.

Por outro lado, note que nos casos em que o espectro discreto do operador —Agﬁ possui um tnico
autovalor discreto, para cada uns dos casos n, existe um M* € (0,0) tal que para todo M € (M*,o0),
o espectro discreto de —A2 2 possui exatamente n elementos.

Por dltimo, de modo geral podemos supor que, no caso de guias de onda retangulares com n
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I I I I I I I 2.9 I I I I I
0 4 8 12 16 20 24 28 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

M M

(a) Relacdo entre M e os autovalores dis (b) Relagdo entre M e os autovalores dis-
cretos, para 3 =0.7. cretos, para 3 = 1.5.

(c) Relacdo entre M e os autovalores
discretos, para 3 = 5.

Figura 2.15: Autovalores discretos do operador Laplaciano de Dirichlet em Guias de onda retangula-
res com trés cantos Q%

B.m

cantos, dado f € (0,0), existe M*,M** € (0,00) tal que para todo M > M* o espectro discreto do

operador —AD% possui pelo menos n elementos, e além disso, em [M** o) existem valores de M
M

cujo espectro discreto possui pelo menos um elemento degenerado.
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Figura 2.16: Guias de onda retangulares com mais de um canto Q% yoparan=234 B=07e
M =2.25.



CAPITULO 3

Laplaciano de Dirichlet em guias de onda
com canto variando

Motivados pelos resultados em [12]], neste capitulo investigaremos o espectro do operador Lapla-
ciano de Dirichlet em uma “guia de onda com canto variando” com relaciao ao parametro de abertura,
como mostra a Figura Mesmo que o dominio neste caso possua uma geometria semelhante ao
dominio definido no Capitulo 2] mostraremos com detalhes o resultado que envolve a existéncia do
espectro discreto. Por outro lado, focaremos a nossa aten¢ao no caso particular de uma guia de onda
retangular com canto, na qual estudaremos condi¢des sobre a existéncia de um tnico autovalor dis-
creto e também o comportamento dos elementos do espectro discreto quando o parametro de abertura

tende a infinito. Para finalizar o capitulo, apresentaremos um exemplo numérico.

/// QB
B G \ /
B 7 L
Q 8 l\\ / / /
\ C > ) N /:v /// J/\j ”/
[ % /’/ | / z
/ /
/ =
(2) B =0.3. ®) B = 1.5. © B =3.

Figura 3.1: Guias de onda com canto variando com relag@o ao parametro de abertura f3.

43
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3.1 Geometria da guia de onda e espectro essencial

Denote por {e},e3,e3} a base candnica em R>. Seja S € R? um conjunto aberto, conexo, limitado

e denote por y := (y1,y2) um ponto de S. Tome 3 € (0,o0) e considere a curva espacial
rg(x) == (x,0,Blx[), xeR. (3.1

Defina a aplicacao
Lg: RxS — R? 3.2)
(X, y1,y2) rﬁ(x)+Y1€2+y2\/1+ﬁ2€3, '

e aregido
Qg :=Lg(RxS). (3.3)

Agora, considere SNZﬁ o tubo reto definido por

éﬂ = {<x7y17Bx+y2\/ 1+ﬁ2) GR?’ : (xaylayZ) ERXS}v

em que S corresponde a secdo transversal inclinada de Qg. Considere também a se¢do

Sg = ﬁﬁﬂ plano 1z = { (yl,y2\/1+[32) eR%: (y1,ym) € S}. (3.4

De acordo com o modelo anterior, geometricamente, Qg pode ser obtida pela traslagdo da se¢do Sg
ao longo da curva rg(x), tal que, em cada punto da curva, Sg € paralela ao plano gerado por {ez,e3},
como mostra a Figura Observemos que Qg € simétrico com relagdo ao plano {es,e3} e tem um
“canto” neste plano que varia com relag@o ao parametro . Por outro lado, a menos de um conjunto

compacto apropriado, Qg € a unido de dois semi-tubos retos.

Figura 3.2: Guia de onda com canto variando g, se¢do transversal inclinada S e B=0.7.

Denote por —Agﬁ o Laplaciano de Dirichlet em Qg, isto €, o operador autoadjunto associado com

a forma quadrética

Qgﬁ(w) = /QB|V1;/]2dx, dongﬂ =H(Qp); (3.5)
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x = (x,t,z) denota um ponto de Qg. O propésito deste capitulo € entender como a geometria da guia
de onda com canto variando g influencia o espectro do operador _A?Zﬁ’ no caso em que a se¢ao
transversal inclinada ndo depende de f3.

Do Capitulo 2} sendo SB C R? um conjunto aberto, conexo e limitado, definido em (3.4), e dada
a aplicagdo Lg definida em @), observemos que nossa guia onda também pode ser definida como
Qp = Lg (RxS 3). Denote por E o primeiro autovalor discreto do operador Laplaciano de Dirichlet

em S, —A? . Logo, da Proposi¢ao tem-se o seguinte resultado

Proposicao 3.1. Para cada B € (0,00), 0 espectro essencial do operador _Alf)lp coincide com o inter-
valo [Ej,).

Por outro lado, das Proposi¢des e segue que para todo f € (0,00), Gdis(—Agﬁ) +0eé
finito. Porém, relembrando que nosso principal objetivo € mostrar a existéncia do espectro discreto
do operador Laplaciano de Dirichlet em Qg, na seguinte se¢do, usando a aplicagdo definida em (3.2)),

o resultado que envolve a existéncia de autovalores discreto sera demonstrado com detalhes.

3.2 Espectro discreto

Nesta secdo estudaremos o espectro do operador —Agﬁ , no caso em que Qg € o dominio definido
através da aplicagdo (3.2).

3.2.1 Mudancga de variaveis

Recorde a aplicacdo ﬁﬁ dada por (3.2). Denote A := (0,) x S e defina, QE = ﬁﬁ (A). Do
Capitulo 2] relembrando as notacdes e os resultados da Subsecao [2.3.1} a partir de agora estudaremos
Gd,-s(—Agﬁ' ) a0 invés de Gdis(—Agﬁ)- Relembremos que —Ag+ é o operador autoadjunto associado 2

B

forma quadratica
DN (v _ V|2dx,
0B3w) = [ 1vviax
dom Qg = {y € H'(Qf) : y = 0in IpQ; }.
B

Nesta subse¢do realizamos uma mudanga de varidveis a fim de que o dominio dom Qgﬁ’ nao

B
dependa de .
Pela Proposicao 1 em [38]], EE = ﬁﬁ | A é um C%!-difeomorfismo local. Desde que EAE ¢ injetora
obtemos um C%!-difeomorfismo global. Por conseguinte, a regido QE pode ser identificada com a

variedade Riemanniana (A, Gg), em que Gg = (Gg) ¢ a métrica induzida por /jz; isto &,

Gy = (G5.94) = Gg, i,j=1.2,

em que

At At +
Gl — 8£B . 8£B . 8£B
B ox ’ B dyr’ B dy,
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Mais precisamente,

1+B* 0 BVI+p?
0

0 1
BV1+B2 0 1+p2

Agora, consideremos o operador unitario

Gg=VLL (VL) =

2
B B ) detGlg:H—B.

Ug: L*(Q)) — L*A)

B R
% — (1 +ﬁ2)1/4‘l/057§ ’ (36)
e definimos
05 (w) 1= 02V v) = [ (V4G V) faetGpdudy
B oyl JawP . 1 |ay]
_ /- VI dxdy, 3.7
N V14 B2 92 ‘9)’1 1+ B2 |9y, g G-

dom Qg ::L{B(dongIg) = {y € H'(A): y =0em (0,%) x 9S},

em que ' := dy/dx. Denote por Hg o operador autoadjunto associado a forma quadratica Qg ().

. DN ~ . . . _ DN
Assim. desde que os operadores Hg € _AQE sdo unitariamente equivalente, o(Hg) = © (—AQE).

3.2.2 Existéncia do espectro discreto
Nesta subsecao mostraremos a existéncia do espectro discreto para _AszB-
Proposicio 3.2. Para cada B € (0,), tem-se inf G(—Agﬁ) < Ej, isto ¢, Gdis(—Agﬁ) # 0.

Demonstracdo. Considere a forma quadratica

ap(¥) = Qp(¥) — Eillylf2(s). domgp =domQp. (3.8)

De acordo com (1.2) e a Proposigdo 3.1} é suficiente mostrar que existe uma fungéo y € dom Qg \ {0}
tal que gg(y) < 0. Construiremos tal fungdo nos pardgrafos abaixo.
O primeiro passo € construir uma sequéncia { Y, },ecn C domgg tal que gg(¥,) — 0, quando
n — oo. Para isto, seja w € C*(R) uma funcgao real tal que w = 1 parax < 1, e w = 0 para x > 2.
Defina, para cadan € N,
X

wa(0) =w(2) e ynlny) = w020,

n

em que X denota a autofun¢do normalizada correspondente ao primeiro autovalor E1. Em particular,

(o) 1 (oo}
/|w;|2dx:—/ W[2dx =0, as n— oo, (3.9)
0 nJjo

/S(|3y1%!2+!3ylez)dy=E1. (3.10)
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De (3.10) e desde que [ x 0y, xdy =0, tem-se

qﬁ(‘l’n) = Qﬁ(‘//n) —E HV’nHiZ(A)

WOy, X

2
ﬁ +|Wn‘ [‘aylx} +1 2 H_ﬁz |a)’2X|2_E1 Xﬂ) dxdy

—/ A Lﬁwn Wiy, X+ [wal* (10, 212 + [0y |* — Ex|x]?) ] dxdy

De (3.9), podemos observar que gg (W) — 0, quando n — .
Agora, fixamos € > 0. Para cada n € N, defina

l,l/,,,g(x,y) = Wn(xuy) +8¢(x7y)7

para algum ¢ € domgpg. Neste caso,

a(Wne) = g5 (W) +2€Re (g5 (¥, 9)) +€2q5(9).

A estrategia € mostrar que existe ¢ satisfazendo

1im g5 (v, 9) 0. (3.11)

De fato, se ¢ valida, ¢ suficiente escolher € tal que g (Wne) < 0, para algum n suficientemente
grande.

Considere 1 € C7(R), com suppn C [0,1) e 7(0) # 0. Tome h € HJ(S) (h serd escolhido mais
adiante). Definimos ¢ (x,y) = n(x)A(y). Logo,

Qﬁ(ll/na(z)) :/A [ (W;% - %ﬁzwnanX) (n/h_ \/%ﬁznayzh> +Wn3y1%773y1h

+

1
rﬁzanyzxn 8y2h — Elwnxnh] d)Cdy

ﬁ B
_/< nX"? [32 nxnayzh \/7“"}1 yzxnh dXdy

+ / (Wnayl %Tlayl h + Wnayzxnayzh - Elwnxnh> d‘Xdy

/3

- /A (02 x+02x +E1)() wmhdxdy

/ n'dy,x hdxdy,

B
V1+ B2 /A
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quando n — 0. Finalmente, definimos %(y) := y»x(y); note que h(y) = 0, para todo y € dS. Assim,
desde que 1(0) # 0,

Bn(0)

D #0.

—p /A n'dy, 2 y22dxdy = Bn(0) /S Ay, X y2xdy = —

Logo, (3.11) é valida, o que finaliza a demonstracao. [

3.3 Geometria e espectro de uma guia de onda retangular

Desde que Gdis(_All")B) = () e é finito, uma questdo interessante agora € analisar a quantidade
N (Gd,-s(—A?ﬁ),E 1) de acordo com a variagdo de 3. Em particular, vamos mostrar a existéncia de
um intervalo de variagdo para 3, de modo que o Gd,-s(—A?ﬁ) possua um unico autovalor e também
analisar o que ocorre quando f3 se torna arbitrariamente grande. Por conveniéncia, nesta se¢do vamos
descrever nossa guia de onda com canto, através de um outro conjunto, pois precisamos trabalhar com
uma forma quadritica diferente a definida em (3.7)), isto com o fim de poder encontrar os resultados
desejados.

Seja S o retingulo (0,27) x (0,7) em R?. Seja ['g a guia de onda retangular com canto variando
com relagdo ao parametro 3, com f3 € (0,0) a semi-abertura e S a se¢do transversal inclinada, definido

por

I'g= {(s,t,z) ERx(0,21) xR : <|s| —n—‘lg—ﬁz) B<z< [3|s|}, (3.12)

como mostra a Figura[3.3

(0,0, —mv/TF B)

Figura 3.3: Guia de onda I'g, com § = 0.7.

Denote por —Af?ﬁ o Laplaciano de Dirichlet em I'g, isto €, o operador autoadjunto associado a

forma quadratica
or, (w) :/r Vy[?ds, domQf = Hy(T'p): (3.13)
B

s = (s,t,z) denota um punto de I'g.
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Seja E; (—A? ) =5/4 o primeiro autovalor do operador Laplaciano de Dirichlet em S. Da Proposicéo

tem-se que
Gess(—AP}) = [5/4,00). (3.14)

A seguir, defina

FE =IgN{s=(s,t,2) € R3: s> 0},

e 8DFE =0dl'gN 8FE. Considere a forma quadratica

Q%V(I//):/ﬁwwzds, domQPY = {y € H'(T}) : y = 0em dply ). (3.15)
B

DN

+
s

Denote por _AIQE o operador autoadjunto associado a Q~"', isto €,

dom(—A%v) ={y e H'(T}) : Ay € L*(T})),

y=0emdpl'}, e dy/dx=0emx=0}.

Observemos que I'g € uma guia de onda retangular simétrica com relagio ao plano {e>,e3}. Logo,
da Proposi¢do[2.3] segue que para a analise do espectro discreto é suficiente estudar o espectro discreto

de —Alr)g’

3.3.1 Mudanca de variaveis

Considere o conjunto aberto f‘ﬁ definido por

fﬁ = {(f,f,ﬁ) € (—mP,o) x (0,27) x (0,7) : 2 < %+7rse§€ (—ﬂB,O)},

como mostra a Figura fﬁ ¢ isometricamente afim a I"E.

(0,0, —ry/TF )
(a) Guia de onda retangular FE. (b) Guia de onda retangular fﬁ.

Figura 3.4: Guias de onda retangulares isométricas, com f§ = 0.7.

Denote por —A?N o operador autoadjunto associado a forma quadrética
B

ng;v(w) ::/f IVy|*ds, domg’g;v::{weﬂl(fﬁ):w:()emanﬁ}; (3.16)
B
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§ = (8,7,2) denota um ponto de fﬁ e 8Dfﬁ = (R x (0,27) x (0,7)) N 8fl3. Considere a aplicagdo
dilatagio Fp : R? — R3, Fp = (Bx,y1,y2), € defina

A

I':={(x,y1,2) € (—m,00) x (0,27) x (0,7) : y» <x+7wsex € (—x,0)}.

Finalmente, consideremos o operador unitdrio

A

U,B . Lz(fﬁ)
v

L*()

3.17
VB(woFp)’ G-A7)

ﬁ
H
e definamos a forma quadrética

A 1

0p(w)i= 020y ) = [ (s 10w+ 12, w2+ 3w ) oy,

domQﬁ ::Zflﬁ(domQ?;v) ={ye Hl(f) cy=0em 8Df‘},

em que dpl = (R x (0,27) x (0,7)) N JT". Denote por I:Iﬁ o operador autoadjunto associado a Qﬁ.

. DN . 1. o5 o . v\ DN
Assim, desde que os operadores _AFE e Hg sdo unitariamente equivalentes, 6 (Hp) = G( — AFE )

3.4 Numero de autovalores discretos

O objetivo desta secdo é mostrar a existéncia de um intervalo de variacdo para B de modo que o
espectro discreto do operador —AIF)ﬁ possua um Unico autovalor. A estrategia € estudar o operador Flﬁ,
usando como referéncia os resultados para o caso bidimensional que foi estudado em R? de [33].

Suponha que A, (I-AI[;) el (I:Iﬁ) sdo autovalores do operador ﬂﬁ. Consideremos a fatia W, como

mostra a Figura definida como a regido limitada pelos seguintes conjuntos

T = {(x,y1,y2) € (—7,0) x {27} x (0,7) : y» <x+ 7},
T = {(x,y1,y2) € (—m,0) x {0} x (0,7) : y» <x+ 7},
S1={(xy1,32) € (=7,0) x (0,27) x {0}},

82 = {(x,y1,2) € {0} x (0,27) x (0, 7)} .

(0,27, m)

Y2

Y

(—w,o,o)/// -
(0,0,0)

Figura 3.5: Fatia W com condi¢des de Dirichlet-Neumann.
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Denote por d, := d/dx, dy, := d/dy; e dy, := d/dy,. Defina o operador

1
AB) = —paf—ayzl —d;. (3.18)

Vamos considerar o seguinte problema auxiliar

AB)y =2y, emW,
v =0, emTTUT,USy,
oy =0, em S»,
oy=0, emdW\(T{UTL,US US,);

(3.19)

em que dV € a derivada direcional ao longo do vetor normal exterior.

B B

Sejam u; e W, os dois primeiros autovalores do problema (3.19) (o espectro do operador A €

puramente discreto), e l//lﬁ e I//zﬁ suas respectivas autofungdes. Note que, no caso particular f = 1,
tem-se A(1) = —A. Logo,
3 2
i = 2’ i (x,y1,y2) = n—\/ﬁcos (%) sen (%) sen (%) ;
2

3 X Y2
13 1 X
B =3, W, (x,y1,2) nﬁcos<2>sen(y1)sen<2>.

Suponhamos que,

(3.20)

|

Considere o subespaco
EP ={pecdomQp: | yPodudyidy,=07.
14

Para ¢ € domQﬁ, seja y a restricdo de @ em W. Note que, para cada y € C := {¢ € H! (W):0 =
Oem ThbUT,US,}, tem-se [y, l,tlfj Y dxdy;dy, = 0. Assim, pelo Principio Max-Min, tem-se que

5
Z/ !w\zdxdyldyzéuf/ | w|*dxdy;dys
w w

1 , ) ) (3.21)
S/w(walm + {9 y|" + [0,y )dXdyldyz-
Além disso, para cada ¢ € dom Qﬁ,
3 [ IoPaayar < [ (i|ax<p!2+\9y1¢>|2+|8y2<p\2) dudyidy.  (3.22)
4 Jr\w ~ Jow \ B2
Por (3.21)) e (3.22), obtemos
5 1
7 [ JoPddyidy, < [ (@wxw%|ay1<p\2+\ay2<p|2> dxdyrdy2,

para todo ¢ € E f Desde que E B tem dimensdo no maximo 1, segue que

M (Hg)>  inf Glv) >

l[/GdomQﬁﬂEf || W”iz(f)
y£0

5
4’
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o que contradiz a hipétese de A,(Hg) € (0,5/4).
Agora, vamos encontrar os valores de 3, para os quais (3.20]) é verdadeira. Para estimar os auto-

valores do problema auxiliar (3.19)), pelo Principio Max-Min, sabemos que

] T (100w 419,y + [0,y dxdyrdy
W1, = sup inf

F | veenri H‘V”zz
U ! 2

em que o supremo é tomado sobre todos os subespacos lineares F| de dimensdao no méximo 1. Observe

que
2 2
3 (19w + (3wl 4 |0 v]) dedyidy
— = U, = sup inf 5
2 R | weCnFi- HWHLZ(W)
y#0
2 2
) b (10w P+ 0 v+ (3 v]) dxaviay,
<max{f“,1}supq inf 5
R | weCnr HIVHLz(W)
y#0
= max{B2, 1}u}.
Logo,

u > 2 min{1/82 1),

Esta desigualdade mostra que se € (0,/6/5], entdo a hipétese em li ¢ valida. Portanto, temos

demonstrado o seguinte resultado.

Proposicao 3.3. Para cada B € (0,1/6/5], o operador _AIQB tem exatamente um autovalor discreto.

3.5 Acumulacao de autovalores

O objetivo desta se¢ao é estudar o nimero de elementos no espectro discreto quando 8 — oo.
Geometricamente, observe que, quando 3 — oo, existe mais e mais espago na regido do canto da
guia de onda retangular I'g, o que pode levar a aumentar o nimero de autovalores. Este fendmeno €

comprovado pelo seguinte resultado.

Proposicao 3.4. Para qualquer B € (0,o), o niimero de autovalores discretos do —A?ﬁ tende ao

infinito quando B — .

Demonstragdo. Dado um paralelepipedo Pg contido em I'g, como mostra a Figura pela monoto-

nicidade do espectro com respeito a condi¢do de Dirichlet, tem-se que

Ai(=8p) 2 Ai(—A7,) V=1, (3.23)
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=

i)

(0,0, —m/T+ 5?)

Figura 3.6: Paralelepipedo Pg com condigdes de Dirichlet contido em I'g, com § =4 e a = 3.

De (3.12), escolhemos Pg na forma de um paralelepipedo limitado pelas linhas ¢ = 0, 1 = 2,

z=—an,z=0es==47Tm, em que & e T satisfazem

oc (O,\/1+B2> e Tm= (—a\/%ﬁerl) n—”lgﬁz

Assim, desde que os autovalores do problema de Dirichlet em Pg sdo

1 /2 5, 4n?

ll,m,n(—APB) =2 (; +m”+ ?) ,

paral,m,ne N, e Gess(—A?ﬁ) = [5/4,00), procuramos os autovalores ll’mﬂ(—AIQB) menores que 5/4,
ou seja, procuramos os valores de [,m,n € N tais que

[2 4n?
?+m2+? <5. (3.24)

Escolhendo o > 1,

—”Jrﬁﬁz_l <1, PBe€(0,0).

Dai [ = 1 (pois T < 1) e os valores m,n € N que satisfazem (3.24) sdo necessariamente da forma

T<

I p emt i eN
—+m+— = m +—, mn )
2 T e ap "

Fixando m € N e optimizando Pg: o minimo de ).n(—Af.?ﬁ ) € obtido para « tal que

d B 22 8n*
E(?L,;(—A%»_O = e @
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Desde que,
B
(V1+p2—ap o
a:41/3n2/3(\/1+ﬁ2—a)

B2/3 ’
o1 41/3,2/3 _ 413023, /1+ B2 _ 41/3,2/381/3
Bz/s Bz/s B ’
V1+B?
para 8 suficientemente grande, tem-se 3/4/1+ B2 ~ 1. Assim,
o= 432313
e
1 B? 4n?
An(—AR ) == 2y
( PB) 4 (m_a)z—i—m +a2>
1] B? 5 4n?
4| (14B2)(1— 41323273y 42303332/
1] 1 2 41/3.2/3p-2/3
=4 | aippnpapy T AT e

Seja Z = 41/3n2/3[3‘2/3, e considere a equagdo

+m?+Z=>5.

(1-2)?
Sem=1,

1
4 124Z=5 = ——_47Z=4
-z 7 (-zp °=%

tem como raizes, Z; ~ 0.46791, Z, ~ 1.6527 e Z3 ~ 3.87938. Note que, pelo menos Z; ¢ menor que
5/4, isto é, para Z < 0.46791, tem-se que ln(—A%) < 5/4 e, portanto, ln(—A?ﬁ) < 5/4. Observemos
que,

3/2
n< (0.46791 .4*1/3/32/3) — 0.467913/2.0.58 ~ 0.160034,

implica que o nimero maximo N € N tal que AN(—AID% ) < 5/4, é maior do que 0.160034f3. Portanto,
o numero de autovalores de —A’F)B menores do que 5/4 tende ao infinito quando § — eo.
Se,m=2

1 2 1
W+2 +7Z=5 <= m-ﬁ-Z:l

tem como raizes, Z=0,Z =3/2+ iv3 /2eZ=3/2— iv3 /2, tais raizes contradizem a defini¢do de
Z. O

Y

Agora, vamos mostrar um resultado numérico baseado no problema descrito nas se¢des anteriores

para o caso da guia de onda retangular, para isto, foi usando o software Freefem++ [28]].
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Exemplo 3.5. Dada I'g a guia de onda retangular com canto, definida em (3.12). Através do codigo
descrito no Exemplo do Apéndice B, obtemos os dados representados na Figura para B €
(0,24], em que as linhas retas de cor azul, mostram o infimo do espectro essencial, E; = 5/4, os
pontos vermelhos representam os valores calculados por meio do software Freefem++, e a linha preta
descreve a tendencia dos autovalores discretos A do operador —A?B.

Como se observa na Figura para 3 € (0,4.12] o espectro discreto do —Af?ﬁ possui um unico
elemento, o nimero de autovalores discretos para 8 > 4.12 € finito e além disso o nimero de autova-

lores discretos tende a aumentar conforme 3 aumenta.

Figura 3.7: Relacéo entre o valor dos autovalores discretos A do operador —A?ﬁ e .
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CAPITULO 4

Laplaciano de Dirichlet em uma guia de
onda reta, esticada e localmente torcida

Entre uma variedade de resultados estabelecidos na literatura, um dos resultados mais conhecidos
€ o fato de que em uma guia de onda reta o operador Laplaciano de Dirichlet ndo possui elementos
no espectro discreto, isto €, seu espectro € puramente essencial. Como ja comentado na Introducao, o
mesmo acontece no caso de uma guia de onda reta e localmente torcida [21].

Motivados pelos resultados em [21]], neste capitulo investigaremos condi¢des suficientes que im-
pliquem a existéncia de espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet em uma guia de onda
reta, esticada e localmente torcida. Além disso, apresentaremos como exemplo o caso de uma guia
de onda retangular, reta, esticada e localmente torcida e analisaremos numericamente seu espectro

discreto, aplicando os resultados prévios do capitulo.

4.1 Geometria da guia de onda e espectro essencial

Denotemos por {ej,e,e3} a base candnica de R3. Agora, seja S C R? um subconjunto aberto,
conexo e limitado ndo invariante por rotagdes (com relagio ao origem em R?), denotemos por y :=
(y1,y2) um ponto de S. Seja f : R — R definida por f(x) = Bx uma fungdo continua e localmente
Lipschitz, com 8 € (0,%0). Além disso, f ¢ diferencidvel q.t.p. e f/ € L*(R). Seja @ : R — R uma

funcdo de classe C? com o € L™ (R), definimos a fungdo rota¢ao
Ra(x,y1,y2) = (0,y1cos(a(x)) — yasen(a(x)), yisen(e(x)) — y2 cos(ax(x))).
Agora, sejarg : R — R a curva espacial dada por
rg(x) := (x,0,f(x)) = (x,0,Bx), x€R. 4.1)

Consideremos a aplicagdo

Vﬁ: RxS —R3 42)
(x,71,72) — rg(x) + Ra(x,y1,72)- '

57
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Definamos a guia de onda
Qp :=Vg(R xS). 4.3)
Geometricamente, Qg € obtido pela traslagdo da regido S ao longo da curva rg(x), tal que, em cada
punto da curva, S é paralela ao plano gerado por {e;,e3} e possui uma rotacdo de angulo o(x)
na posicdo x, como mostra a Figura No contexto deste capitulo S denota um pardmetro de
deformagéo dado por um “estiramento” da guia de onda reta e localmente torcida, assim Qg sera

chamada de “guia de onda reta, esticada e localmente torcida”.

Figura 4.1: Guia de onda reta, esticada e localmente torcida, com f = 0.9 e o(x) = (tanh(x) + 7) /2.

Consideremos a forma quadratica Qgﬁ definida por
08, (w):= | Vyfas. domOR, = Hh(ey) (44

em que s = (s,¢,z) denota um ponto de Q . Denotamos por —Agﬁ o operador autoadjunto associado
a Qb 50 © qual age no espaco de Hilbert L2 (Qg) com condigdes de contorno de Dirichlet. O objetivo

deste capitulo € estudar o espectro de —AgDzﬂ. Inspirados por [21], assumimos que

lim o (x) =: 0. (4.5)

x| oo

Denote dy, := d/dyi, dy, := d/dy,. Considere o operador bidimensional
T(B):=—d} — (1+p*)d;,, (4.6)
domT(B) = {v e H.(S): T(B)v € L*(S)}. Denote por E;(f) o primeiro autovalor de T(f3). Desde

que T'(P) é um operador eliptico com coeficiente reais, E| () é simples.

Considerando Qg uma guia de onda reta no infinito, a Proposi¢ao 3 de [38]] mostra que o Laplaci-
ano de Dirichlet em Qg possui um espectro puramente essencial e este € igual ao intervalo [E| (f3), ).
Assim, desde que o espectro essencial do Laplaciano de Dirichlet em dominios tubulares € dado uni-

camente pela geometria da regido no infinito, temos o seguinte resultado:
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Proposicao 4.1. Suponha que (.3) é satisfeita. Entdo, para qualquer 3 € (0,0), 0 espectro essencial
do operador _A?ZB coincide com o intervalo [E|(B),e), em que E\(fB) corresponde ao primeiro
autovalor de T (P).

4.2 Espectro discreto

Nesta secao estudaremos o espectro discreto do operador —Agﬁ. Primeiramente, vamos imple-

mentar uma mudancga de varidveis com o propdsito de tirar a dependéncia de 8 do dominio dom Qgﬁ.

4.2.1 Mudanca de variaveis

Relembre a aplicagdo Vg dada por (4.2). Denote A := R x S. A saber, Qg = Vg(A). Pela
Proposicdo 1 em [38], Vg € um difeomorfismo local C%!. Desde que Vg € injetora obtemos um
difeomorfismo global C%!. Assim, a regido Qg pode ser identificada com a variedade Riemanniana
(A, GB), em que Gg = (Gg) ¢ a métrica induzida por Vg, isto &,

1y _ i Ji .
Gﬁ_<gﬁ’gﬁ> Gﬁa la]_1727

em que

Mais especificamente, definimos

M(x,y) := K(x,y)cos(a(x)) + P(x,y)sen(ct(x)) e N(x,y) := —K(x,y)sen(a(x)) + P(x,y) cos(a(x)),

em que

K(x,y):=—a'(x)yisen(a(x)) —a'(x)y2 cos(a(x)), L(x,y) := o' (x)y1 cos(et(x)) — o' (x)y2sen(ax(x)) +B.
Logo,

1+ K>(x,y) + P*(x,y) M(x,y) N(x,y)
G[g = VVB . (VVﬁ)t = M(x,y) 1 0 e detGB =1.
N(x,y) 0 1

Agora, considerando o operador unitario

Ug: L*(Qp) — L*(A)

4.7
W — yoVs 4.7)
definimos
0p(y) == Oh, Uy W) = [ (Vy,G,'Vy), [detGpdrdy
—/ <’l//’+ x)ys — Bsen(a ()))g;lf (o' (x)y; + B cos(a ‘ +|Vyl//]2)dxdy, (4.8)

com dom Qg = Ug (H(Qp)), em que Y’ := dy/dx. Dado que f', 0 € L(R), tem-se que dom Qg =

H}(A). Denote por H s 0 operador autoadjunto associado a forma quadratica Qg ().
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4.2.2 Existéncia do espectro discreto

Defina as constantes

Ap = /SY%layﬂdzdyy Ay = /SYZ|ay1%|2d)’» As :=/S|8y1x|2dy,
By := [ yi|0,, x|’ dy, By:= 10,,x*dy, Bz:= [ |d,,x]*d
1- Syl X174y, 2 SYI v XAy, 3- < X1 4y,

Cl = /SnyZa)qxayz%dyv C2 = /gy28y1xay2xdy7 C3 = /Sylaylxayzxdy) C4 ::/Saylxayzxd%

eafuncio V:R — R,

V(x) == (A; + By —2C) (' (x))> +2(C3 — Az) B (x)sen(o(x)) +2(Ba — C2) B! (x) cos(ax(x))
+ (A3 — B3) B%(sen(a(x)))? 4 2C4B?sen( o (x)) cos(ax(x)).

Proposicao 4.2. Para cada B € (0,0), suponha que . é uma fungdo ndo nula que satisfaz (.5)), tal
que V(x) € LY(R) e [V (x)dx < 0. Entdo

info(—Ag,) < Ei(B),
isto é, Gd,-s(—Agﬁ) #£0.
Demonstragdo. Considere a forma quadrética

qp(v) = Qp(v) —E (5)”‘!’”%2(,\)7 domgg = dom Qg. 4.9)

De acordo com (1.2) e a Proposig:éo ¢ suficiente mostrar que existe uma fungdo y € dom Qg \ {0}

tal que gg () <O0.
Seja w € C(R) uma fungdo linear, tal que w = 1 parax € [—1,1], e w = 0 para x € R\ (—2,2).
Defina, para cadan € N,

X

W) =w(2) e ynlny) = ()2,

n

em que ) denota a autofunc¢do normalizada correspondente ao primeiro autovalor Ej(f3). Em parti-

cular,

I
/\W;Fdx:—/ Wldx =0, as n—s oo, (4.10)
R nJr

Ei(B) =/S(I8y1x|2+<1+ﬁ2)|8y2x|2)dy. (4.11)
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De @.11)) e desde que [gxdy, xdy = [0y, xdy =0, [sy1X0y,xdy = [¢y2X 0y, xdy =0, segue que
ap(¥n) = O (W) — E(B) ¥l 72(0)
= [, (h+ @32~ Bsen(ar)) s 2~ (1 -+ Beos(ata)) b
(9,2 sy E1(8) [ oy
= /Q [l%lzlxz +2(0 (x)y2 — Bsen(a(x)))waw;, 2 0y, x — 2(0t' (x)y1 — Beos(e(x)) ) wawy, Xy, X
+ |wal? <[1 + (0 (x)y2 — Bsen(e(x)))?][0y, x> + [1 4 (o' (x)y1 + B cos(ax(x)))*] |9y, x|

—2( (x)y2 — Bsen(a(x))) (' (x)y1 + B cos(ax(x))) dy, 29y, X — Ei (B)%’2> ] -

/QO [Iw;|2|12 +wal® ((a’(X)yz — Bsen(a(x)))?[0y, 2 * + (o' (x)y1 + B eos(ax(x)))* — B?]| 0y,
2(a'(x)y2 — Bsen(a(x))) (& (x)y1 + B cos(e(x))) dy, 29y, X

+|3y1x|2+(1+ﬁz)\9yzx|2El(ﬁ)lx!2>]dxdy

:/ \W;yzdx+/v(x)ywn\2dx.
R R

Assim, de (4.10) e desde que ||wy|l < 1e [pV(x)dx <O, pelo teorema da convergéncia dominada,

seque que
C]ﬁ(‘lfn)—>/V(X)dx, quando 71 — 0.
R

Logo, existe N € N tal que gg(yn) < 0. O

Note que, a condigdo [ V(x)dx < 0 implica a existéncia de autovalores discretos para _A?ZB'

Observacao 4.3. Da definicao da funcdo V, desde que

A1+ B —2Cy :/S(y28y1x_y18y27()2dy205

vale ressaltar que o valor da integral [V (x)dx ser negativo vai depender de forma significativa do
valor de B € (0,00).

Em particular, no caso em que 8 = 0, tem-se

Y. L oyl
0 (w) = /Q (’v/w (x)yza—;’: —a (x))’la_;l:’ + |Vyw|2> dxdy (4.12)

V(x) = (41 +B1 —2C) (' (1))} = /RV(x)zO. (4.13)

Neste caso,

£1= [ (19,2 +1.2 ), n
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€ o primeiro autovalor discreto do operador Laplaciano de Dirichlet em LZ(S), em que )1 € sua
correspondente autofuncao normalizada. Pela defini¢do variacional de Ej, tem-se pela desigualdade

de Poincaré,
L)y = By [ [x0)Pdy. v € Hy(S). @15)

Note que, E; = E1(0). Além disso,

oy oy |? )
_ / -r / - r
Qo(y) = /Qo (’V/+a (x)yzay1 a'(x)y 7 +|Vyy >dxdy

= ||y’ + o'y20y, ¥ — &'y1 9, w||* + Vw2,

com dom Qg = H(Qo), usando [@.14) no segundo termo da dltima igualdade, junto com o Teorema

de Fubini, imediatamente obtemos o limite inferior
HO Z E 1,

em que Hy = — (0 + o/ (x)y20y, — &' (x)y19y,)* — (dy,)* — (Jy,)*. Do Teorema e a Proposicao
, segue que o operador —Agﬁ ndo possui elementos no espectro discreto, isto €, seu espectro €
puramente essencial. Resultado a ser esperado, pois note que no caso em que 3 = 0 nossa guia de

onda € reta.

4.3 Analise numérica
Nesta secdo, exemplificaremos os resultados obtidos na se¢ao anterior.

I's

-,

Figura 4.2: Guia de onda retangular, reta, esticada e localmente torcida, com f = 0.9 e o(x) =
(tanh(x) + ) /2.

Consideremos I'g = Vg(R x §), em que § = (0,7)2. De (@.6), fazendo alguns calculos (ver

Proposi¢do [A.4] no Apéndice [A), tem-se que a autofun¢do correspondente ao primeiro autovalor
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Ei(B) =2+ B2 é x(y) = 2sen(y; )sen(y>) /7. Neste caso, temos

2 2

2 o) 1
A= /Sy% ECOS()’l)Sen()’z) dy =B = /Sy% Esen(yl)cos(yz) dy = 8(27:2 —3) ~2.7899,
2 2 2 2 P
Ay = /yz —cos(yr)sen(y2)| dy =By = /y1 —sen(y;)cos(y2)| dy= =,
s |m 7 >
2 2 2 2
A3 :/‘—COS()’I)SCH()’Z) dy = B3 :/‘—sen(yl)cos(yz) dy=1,

1

4
G = SPylyzCOS(Yl)Seﬂ()’Z)Sen()’1)COS(yZ)dy 4

C,=C3=Cs=0,

V(x) = <%7r2 - 5) (@ ()2 + 7B (x) (cos(a(x)) — sen(a(x))), ¥x€R.

3 2

A seguir, vamos modelar o problema descrito acima usando o software Freefem++ [28]. Através
do cédigo descrito no Exemplo do Apéndice [B] obtemos os dados representados na Figura [4.3]

Para este andlise fixamos § = 1.5 e consideramos a fun¢do a(x) = ctanh(x) + /2, com ¢ € R.

Observemos que ¢(x) é uma fungdo de classe C* e sua derivada a’(x) = ¢(1 — tanh?(x)) satisfaz a

condi¢do (4.5). Analisaremos a relacdo entre a constante ¢ da fungao ¢ (x) e os elementos no espectro

discreto do operador Laplaciano de Dirichlet em I'g. Além disso, enquanto ¢ varia, analisaremos a

relacdo entre o valor de [ V(x)dx e o nimero de autovalores discretos do operador —A?ﬁ. Cada uns

dos graficos apresentados nesta se¢do, descrevem a tendencia dos autovalores discretos A do operador

Laplaciano de Dirichlet em I'g, baseados nos valores calculados por meio do software Freefem++.

~ 3.8f

3.6

341

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

C

(a) Valor de A vs constante c.

(b) —V (x) vs ndimero de autovalores (#1).

Figura 4.3: Relacdo da constante ¢ e autovalores discretos do operador —A?ﬁ , para B = 1.5.

Como se mostra na Figura

4.3a)

| sendo Ej(1.5) = 4.25 o infimo do espectro essencial de —AIQB,

para cada c € (0.01,0.144], o operador tem exatamente um autovalor discreto, e para valores ¢ > 0.144

o numero de autovalores € finito. Por outro lado, como mostra a Figura 4.3b, podemos observar
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que o nimero de autovalores discretos dependem do valor da integral [ V(x), isto é, o nimero de
autovalores diminui quando [ V (x)dx se aproxima de 0 pela esquerda, ainda mais, o valor da integral
tem uma relacao direta com o valor da constante c.

Agora, consideremos o caso particular em que ¢ = 1/2, isto é, o caso em que ¢ (x) = (tanh(x) +
7)/2. Geometricamente, I'g € representada pela Figura Como se mostra na Figura para
alguns valores 8 € (0,00) tem-se que V(x) < 0, para todo x € R, o que implica que [V (x) < 0.
Portanto, a Proposi¢ado garante que —A?ﬁ possui pelo menos um autovalor discreto. Além disso,
pelo mencionado no paragrafo anterior, fazendo um comparativo entre os graficos das Figuras e
o aumento do valor 3 neste caso, poderia gerar um aumento de elementos no espectro discreto

do operador Laplaciano de Dirichlet em I'g.

V(z)

ool

o
—_
NeJ

e
OO0 O = O

o R XD ™

Figura 4.4: Grifico da fung¢do V (x), para a(x) = (tanh(x) 4 ) /2, para alguns valores de f3.



CAPITULO 5

Analises espectral em superficies

Motivados pelos resultados em [[17,138]], neste capitulo investigaremos o espectro do operador La-
placiano em uma “superficie em forma de uma guia onda”. Neste caso, observemos que o operador a
ser estudado ndo possui condi¢des na fronteira. Mostraremos que o espectro essencial do operador de-
pende do comportamento da superficie no infinito. Além disso, investigaremos condi¢des suficientes

que impliquem a existéncia de espectro discreto.

5.1 Geometria da superficie

Denote por {e,es,e3} a base candnica de R. Seja £ : [0,1] — R? uma curva fechada simples
180l =1, vr €[0,1])
com & (1) = (&1(¢),&E(2)). Sejam f, g : R — R fungdes localmente Lipschitz continuas. Além disso,

no plano yz, de classe C?, parametrizada pelo comprimento de arco ¢ (isto &,

vamos supor que f,g sdo diferencidveis em quase todo ponto, e f',g" € L*(R). Agora, considere a

curva espacial
r(x) = (x,f(x),8(x)), x€R. (5.1)

Definimos a aplicacao
P: RxC — R

5.2
(w0 )+ & e+ Ealt)es, 2

em que C denota o circulo de comprimento 1, e a superficie
S:=PRxC). (5.3)

Geometricamente, S é obtida pela traslagdo da curva & ao longo da curva r(x), como mostra na
Figura Denote por —Ag o operador Laplaciano em S, i.e., o operador autoadjunto associado a

forma quadrética

0s(w) = /5 Vydx, domQs=H'(S): 5.4)

65
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x = (x,y,z) denota um ponto de S. O objetivo deste capitulo € estudar o espectro do operador —Ag.

Inspirados por [38], vamos supor que

lim f'(x) = B, ‘)}‘iinwg’(x) =2, P, eR. (5.5)

e[ e

S
€
X S
\Y
z
Y (b) Vista plano xy.
5 x

| S

K
[
o

IR

A

(a) Superficie S.

(c) Vista plano xz.

Figura 5.1: Superficie em forma de uma guia de onda.

5.2 Mudanca de variaveis

Relembremos que S = P(X), em que X := R x C. Logo, nesta se¢do vamos implementar uma
mudanca de varidveis de tal forma que Qs () passe a agir no espago de Hilbert L?(X) em vez de
L2(S).

Seja G = (G;;) a métrica induzida pela aplicacdo P, i.e.,
Gij=(Gi,G;) =Gji, i,j=12,

em que
G1= 2 = (170,800, 6= =0.6).80)

Mais precisamente,

G=VP.(VP) = ( L+ (f/(0))? + (') f' ()& () +8' (0)&5(1) >
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e detG =1+ (f'(x)&(t) — g'(x)&][(1))? # 0, para todo (x,t) € ¥, desde que P é um difeomorfismo
global entre X e S, podemos realizar uma mudanca de varidveis.

Denote por h(x,t) :=h o (x,t) = /detG. A norma no espago de Hilbert L*(X, h(x,t)dxdt) é dada
por

Iy = /Z y2hddr.

Considerando o operador unitdrio

U: LX(S) — L*(X,hdxdr)

w D e (5.6)
definimos
O (W) = 0sU™"y) = [ (V.G Vy)VdetGauar
2 2
-/ (w’—<f’<x>5{<z>+g'<x>éﬁ<r>>%‘f FOH 080 g WE 0|2 )hd(’;f‘j)
Y = (P 0E )+ ®)E )y >
- /)E e drdr + /E h(x,1) |Gy duds, 5.7)

domQp o :=U(domQs),
em que ¥’ := dy/dx. Desde que f/,g' € L*(R), tem-se que domQ y = H'(E). Denote por Hyr o

o operador autoadjunto associado a forma quadrética Qg (V).
Agora, considerando mais um operador unitario

U: L*Z,h(x,t)dxdy) — L*(X) (5.8)
W — Vhy '

definimos

Op o (W) = Qp g U y) = Qp g (')

‘(h‘l/zw)’—(f’§{+g’€é)9r(h‘l/2w)’2
:/Z - dxdt+/2h

8,(h_1/21//)‘2dxdt (5.9)

domQAf/g/ :=domQp o,
em que (h~/2y) ;= d(h~'/2y)/dx. Observemos que,

2
02 = (4 (P WZ0 ~ ¢ FP) ) =2 v = Sw]
€
2
3y ) =31+ (W0~ ¢ WEO ) =2 [y D]
Logo,
2 2 72 2 2

fo,gf(w)z/zé w’—%w—(f’éfw’éz’) [@w—i%w] dxdf+/Z O'W—i%‘l’ dds
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Desde que, f',¢’ € L”(R), tem-se que dom O ¢ = H!(Z). Denote por Hy , 0 operador auto-
adjunto associado 2 forma quadrética Q g (W). Assim, desde que Hy o € H 1.4/ S30 unitariamente
equivalentes, podemos identificar —Ag com o operador autoadjunto A £ gl

Agora, considere o operador 2-dimensional

! 2 I\ 2
o [(1+p2+B2 (h3, 5, (h3, 5.)
Top = —75, (hzl—z | +(1+B7+p3) 4541—& + 4;;—[32 ,  (5.10)
ﬁhﬁZ ﬁl?ﬁz ﬁlaBZ

domTp, 5, == {v € H'(C) : Ty, p,v € L*(C), V(0) =v/(1)},

em que h1231, g =1+ (Bi1&; — B2&{)*. Denotemos por E;(0) o primeiro autovalor discreto de Tg, g,.

Desde que T, g, € um operador eliptico com coeficientes reais, segue que E(0) € simples.

5.3 Espectro essencial

Nesta secdo vamos estudar o espectro essencial do operador —Ag. Inspirados em [3], temos o

seguinte resultado para o caso em que 31, B, sdo finitos.

Lema 5.1. Um niimero real A pertence ao espectro essencial de Hy 4 se, e somente se, existe uma

sequéncia { Yy, }nen C dom 0 .o tal que as trés condi¢des seguintes sdo satisfeitas
(i) [[Yallr2s) =1, Vn e N;
(ii) (I:If@g/ — A1)y, — 0, quando n — oo, em (domI-AIf/7g/)*,
(iii) supp ¥, C S\ (—n,n) xC, Vn € N.

Demonstragdo. Pelo critério da sequéncia de Weyl para formas quadréticas, A € Oy (H 1 g/) SE, €
somente se, existe uma sequéncia { U, },eny C domQ o tal que (i) e (if) mantém-se mas (jii) € subs-
tituido por (iii') v, = 0, quando n — oo, em L?(S)

A sequéncia { y, } e satisfazendo (i) e (iii) é claramente uma sequéncia que converge fracamente
para zero. Dai, uma implicacio do Lema é evidente. Reciprocamente, seja A € Gz (H 1 '), pelo
critério para formas quadraticas, existe uma sequéncia {v,},eny C domQ ¢ ¢ satisfazendo (i), (i) e
(iil'). A partir dela vamos construir uma sequéncia { ¥, },cn satisfazendo (i), (ii) e (iii).

Observe que na condigdo (ii), (domI—AIfggr)* denota o espago dual do espaco dom(QAffvg/). Além

disso, lembremos que a condicao (if) significa que

-0, (5.11)

X . |<¢7(FI /,/_AI)W"H
[(Hyr g = A0l = [[(Hp g =AWl gomg,, - = SUP ng |
d)Edome/.g/\{O} ¢ !

quando n — oo, em que

1917 := O ¢ (9) + 1911 72(s):
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Escrevendo,
On = (Hp g +1)" (Hp g = A1) 0+ (1+ 1) (Hp g +1) "0, (5.12)

e usando (ii), segue que a sequéncia {v, },cn é limitada em dom Q gl
Seja ¢ € C*(R) uma fungio real tal que ¢(x) =0,se x € [—1,1] e (x) =1, se x € R\ (—2,2).
Defina, para cada cada k € N,
X
Pu(x) = @ (%> ;
mantemos a mesma notacdo para a fun¢do ¢ ® 1 em R x C e, similarmente, para suas derivadas ¢’ e
¢". Note que, supp @ C S\ (—k,k) x C.

Para cada k € N, o operador (1 — @)(Hp o +1)"! é compacto em L*(S), dai, lim, (1 —
ox)(Hp g +1)7 10, =0 em L*(S). Logo, existe uma subsequéncia {Vy, }ren de {Un}nen tal que
limg oo (1 — @) (Hp g +1) "'y, = 0 em L*(S). Consequentemente, de (5.12) e (ii) segue que
limy oo (1 — @)Uy, = 0 em L?(S). Logo, podemos assumir || @y, || > 1/2, para cada k € N, e defi-

nimos
¢k an
| @0 ||

Note que, y; satisfaz (i) e (iii). Resta verificar (if).

Yy = € dom Qf/’g/

Agora, para toda ¢ € domQ ¢ \ 10}, tem-se

(9. (Ap g = A1)y | = Q1.9 (6, Y1) — A9, Vi) 25 .

Sem perda de generalidade, vamos supor || @y, || = 1. Integrando por partes,

R 1/, o h A, h> e o2
O (0, W) :/Eﬁ < 20 (f'&+4'&) [ T ¢>]> < Ve 2 vi—(f'&€+¢'&) Pwk yTv) wD dxdr
A h>
+ [ (30~ %z0) (v T wk) dud

T oh? L
= Qf’ /(¢(Pk,vnk)+2<h <¢ 4h2 ¢ (f 51 +g 52) |:at¢ 4h2 ¢:|> 7h(pkvnk>L2(Z)

1 " axh2 TEL 4 o alhz (f 51//+g/§2) /
+<hz¢a(pk Unk>L2(Z)_<<2h4 - (& +¢8) 7 o T 0, ¢ U, LZ(Z)7

240, Wn)12(x) = — A Pr; Un,) 123 para toda fungdo teste ¢ € C(X). Assim, de (5.11), tem-se
’Qf’.,g’(¢(Pk7 U”k) —A <¢¢k; v”k>L2(Z)’ |Qf’,g’(¢(Pk7 vnk) -2 <¢q)k7 vnk>L2(Z)|
sup < sup
peCs(DN0) 19[4 0eCs(2)\ {0} 9 P4
0970

=(Ap g = A1), [l -1 =0,
quanto k — co. Ao mesmo tempo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a estimativa

1 o h? o, h?
HE( o~ (e + '8 {atcp 4h2¢D

2

<Q0p () < |||,
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obtemos
1 1
‘<E< Hiro— U5 +5) 00 Mwﬂ»E%WJy@><HdHHvH—£—
sup S oo || Un || 5 )
9eCy (2)\{0} rai k “linf| |

em que ||} ||. denota o supremo da norma de ¢}. Assim, da normalizagdo (i) e desde que ||@} /. =
~1/¢/||, segue que os dois termos tendem a zero quando k — . Além disso, da estimativa ||¢|| <
||¢||1, desde que || @ | = k%[ 9"

o0, SEZUE qUE

(o),

1
sup < 194 1ol On 557757 = O,
9eCy (D\{0} Ik " inf |12|
e
+
(3 - g+ eep e+ LD o gi,) |
sup < | @klleo | O, [ K =0,
0eCy(2)\{0} 1911
quando k — 0, em que na tltima desigualdade K := sup ‘ S — (& +¢ 62) % )
Resumindo, acabamos de verificar que ||(Hy o — A1)y ||—1 — 0 quando k — eo. Portanto, { W }nen
satisfaz a condicdo (ii), o que conclui a demonstragao. 0

Usando o lema anterior, chegamos imediatamente ao seguinte resultado (dizendo que o espectro
essencial do operador Laplaciano é determinado pelo comportamento da superficie apenas no infi-

nito).
Proposiciio 5.2. Suponha as condigoes em (5.3). Ento, Gess(Hr o) = Oess (I-Alﬁlﬁz).

Demonstragdo. Seja A € Goy5(Hp, p,). Pelo Lema|5.1|, exite uma sequéncia {y, },eny C domHp, g,

tal que as condigdes (i) — (iii) sdo satisfeitas. De (5.12)), para cada n € N, escrevemos

v, = (Hp, p, + 1)’1(1‘7[317;;2 — A1)y, + (14 A)(Hg, g, + 1)y,

Da condigdo (ii) do Lema podemos observar que a sequéncia {y; },cn € limitada no conjunto

dom Qﬁl B
Seja

A ‘ 1 /! axhz ! =/ el athz / axhz ! =/ el athz
Qf/’g/<¢;ll’n) :/Zﬁ (q) - 452 ¢_(f 51—‘!-8&2) |:8t¢ 4h2 ¢:|> ( vy WWH_(]“ §1+g§2> [ath_WWn}> dxdr

oh? oh?
+/): (a 4]’12 ¢> (at‘I/n - 4thn> dtha

€

2 2
ahg, g, Ahg, g,

51 B2 ( Bi, Bz)/
+/< 4h2 ¢> (8,1//n 2 w,,) dxdr.

BB

A /’l2 ! 2 /
0p, 5, (9, Vi) :/h% <¢/—([315f+[52§2/) [9&5— U, ) ¢]) (sz—(ﬁlﬁﬁﬁzﬁﬁ) [&Wn U, ) Y

) dxdt
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Alguns calculos mostram que

1\2 "2 2
Qf’.,g'(‘ball/n):Qﬁl,ﬁz(¢7ll/n)+/ 7 - ¢/%+ 1+(f)2+(g) . 1‘{‘[21 +B2 at¢atllfn
hm By h "5, g,
th2 / ( %31 ﬁz)/ /
+ (G +88) 7 — (Bi&i+5&) W, (0" W+ Oy)
_ f&ll/_;g§2 _Blé}i;_BzéZ (¢/(9th+(9:¢1[/,/1)
Bl B2

[ , o O (hg 5)'
— | P () G — BT+ ) ] (39w +00,v1)

L Bi.B2

' YN 250"\
| @n) (G ) 0B < i ) wn)dxdz

/ oh? el e o,h? och?
_< < 452 ¢ (f él +8 52) |:al¢ 452 ¢:|> ’4h3WH>L2():)

ath /! Il athz
- <¢a4h4 <‘l’f1 (f'&1+4'&) [8,1//,1 - W‘I/n]>>y(2)-
(5.13)

Desde que { ¥, }nen € limitada no domQp, g,. |9]17 = O o (¢) + H¢H%2(S), usando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz e o fato de que || axh2/4hiHL°°(z\(—n,n)xc) — 0, quando n — oo, para i = 3,4, tem-se

2 2
. (5 (0= %o~ (& +28) [a0 — Gi0] ) St wn) o
¢€dome/7g/ H¢H1
9#0
oh?
4h3

[wull — 0,
L>(E\(—n,n)xC)

€
oh?
. (0.3 (v e +22) [ = 2w )
u
¢€dome/7g/ H¢H1
670
oxh? o h*
£ il + 108+ Sl |1l | G5z vl ) 0
L>(Z\(—n,n)xC)
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quando n — oo. Além disso, note que

T Lo, ||LHUH(E) 1+BE+ B 0
272 , 5 d |
' hﬁl'ﬁ2 L E=nm)>C) ! hﬁhﬁZ L=(Z\(—n,n)xC)
oih? (h% . )
H (f'él +8/52/)4t7 — (Bi&i +Ba&) 451’132 0,
BB 1l L=(2\(—nn)xC)
[8i+8S  Biéi+5S
lh2 - éz — 0,
BlvﬁZ (Z\( )XC)
o, h? (h2 o
‘ (1+(f)*+ (¢ )4th4 (1+BZ+B3) 451,[32 N
Bibe lli=(z\(=nm)xc)
2
o\’ (h3 )
0+%ff+wyf)(i?)-—u+ﬁ%+ﬁ@ T S0,
. 4hﬁl 57)

L=(2\(—n,n)xC)

quanto n — oo, Assim, desde que supp v, supp J; W, C supp ¥, € || (I-AI[;1 B — AWl -1 — 0, quando

n — oo, de (ii) no Lema segue de (5.13) e (5-11) que ||(Hy o — A1)y, ||—1 — 0, quando n — .
Portanto, A € G, (H # ¢). De modo andlogo, obtemos a inclusio Cess(H g) C Gess(ﬂﬁl,ﬁZ) O

Como uma consequéncia da Proposicao[5.2|a partir de agora estudaremos o espectro do operador

H 3,,8, €m lugar do operador H 1.¢/- Logo, falta determinar o espectro (essencial) do operador H B,.Ba-
Proposicio 5.3. O espectro do operador H 3,8, € puramente essencial e é igual ao intervalo [E1(0),00).

Demonstragdo. Seja Fy: L>(X) — L*(X) a transformada de Fourier parcial na varidvel longitudinal

x. Fy é um operador unitdrio e, para as funcdes y € L!(X), sua expressdo explicita é dada por

(Fw)p0) = —— / %y, 1) dx.

Consideremos o operador I:Iﬁ] B i=Fx H B, Bz}— o qual admite uma decomposicao direta integral

Hg, p, :/R Hpg, p,(p)dp,
em que, para cada p € R, no sentido de distribuigdo,

I:IBI B(P) =~ hz;(ip)z + 2ipM

h2
ﬁhﬁz ﬁhﬁz
/ 2
d | [1+B2+RB2 (hg, 5 (hg )
-2 (%) | +(1+ B2+ B3 (Mf;ﬁz + 4£;ﬁ2 ,
Bi.B> Bi.B2 Bi.,B2

domHyg, g,(p) ={ve H'(C): Hg p,(p)v € L*(C), V'(0) =V/(1)}; se p =0 obtemos Tp, g, definido
em (5.10). Desde que

o(Hg, g,) = | o(Hp, 4,(p)), (5.14)
PER
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a estrategia é estudar a familia de operadores {I-Alﬁhﬁ2 (p) : p € R}. Pela compacidade do mergu-
lho H!(C) — L?*(C), cada I:Iﬁh B (p) possui espectro puramente discreto. Em particular, denote por

{E,(0)},en a sequéncia ndo decrescente de autovalores de A ,.,(0) = Tp, p,- Note que,

Ay (p)—_ \EBIEBS ( l_l.pwl&;wz&g))z_ PBERY | P
1,2 2 2 R2 2 2. p2 2
hﬁlﬁz L+Bi+ 5 hﬁ1,ﬁ2<1+ﬁ1+ﬁ2) hﬁlﬁz
/ 2 N/ 2 N 2
1+ B2+ B3 (hg, 5,) (g, 5,)
_( h21 2 at+(1+ﬁ12+ﬁ22) 4541/32 + 4;:;[52
Bi.B2 Br.B2 B1.B2
:_1+I312+B22(at_l.p(ﬁlél’Jrﬁzéé))er P
n 1+B7+ B3 1+ B7+ B3
! 2 AN 2 N 2
14 B2+ B2 (h, 5,) (hg, 5,)
_< h21 2 at+(1+B12+B22) 4}[:‘1‘132 4 4:;!32
B1.B> B1.B2 B1.B>
2
_ e, [Tﬁ ] +P—} 1),
LAy rEye:
em que
) o PBIE B
S+ BE+BE
Consequentemente,
2
A P
o (Hg, (p))={En(0)+—} : (5.15)
ol L+ B82S e

Por tanto, de (5.14) e (5.15)), obtemos o resultado desejado.

Das Proposi¢des[5.2)e[5.3|segue o seguinte resultado.

Proposicao 5.4. Suponha as condigdes em (5.5). Entdo, Cp55(—As) = [E1(0),00).

5.4 Espectro discreto

Defina, para todo x € R, as funcdes

1 1g1 rel ath2 Jd (&l +4'¢E axhz
A(x) ::/(:ﬁ|x|2dt7 B(x) ::/C [(f§1+g§2)—+—( 1h28 2)_ o

2
2h* ot } I 7dr,
C(x) ::/

c

an\* 9 O,h? 2>
(%) — 5 (re+es e ) - ra+es g ]|x|2dt,

816
AN AW AN
D) '_/(:<h2‘X| * 8t<4h4 A PTE

!xl2> dt,
| S AN IS
Eo— |X/|2+ Bi.B2 4 Bi.B> |%|2 dr,
c \ h2 4h% 4hn3
ﬁl7ﬁ2 ﬁh& BlaﬁZ

a constante
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e a funcdo
V(x):=Cx)+ (1+(f)?+(8))D(x) — (1+ B + B)E, x€R.
Proposi¢do 5.5. Suponha as condigdes em (5.3), V(x) € L'(R) e [ V(x) < 0. Entdo,
info(—As) < E(0),
isto é, 04i5(—As) # 0.

Demonstragcdo. Considere a forma quadratica

qu’,g/(lI/) = QAf/7g/(lll) —E1 (0)”!’/“%2(2), domqﬂg, = domQAf/7g/. (516)

De acordo com e a Proposicao é suficiente mostrar que existe uma fun¢do y € domgy o \
{0} tal que gy o (y) < 0. Construiremos tal fungdo nos pardgrafos abaixo.
O primeiro passo € construir uma sequéncia {¥, },en C domg o tal que 4p (W) — 0 quando
n — oo. Para isto, seja w € C*(R) uma fungdo real tal que w = 1 para x € [—1,1], e w = 0 para
x € R\ [-2,2]. Defina, para cadan € N,
X

wn(x):w<ﬁ> e Ynlx,1) =wp(x)x (1),

em que ¥ denota a autofung¢@o normalizada correspondente ao primeiro autovalor E;(0).

Em particular,
1
/|W;|2dx:—/|w'|2dx—>0, as n— oo, (5.17)
R nJr

2 (h2 )/ ! <h2 )/ 2
[aspepy [ EL | (Be0) o (CBE) ) a=p0).  G18)
¢ h 4h[31ﬁ2 4h

Bi.B2 Bi.B>
De (5.18)), segue que
G0 (W) = Opr g () — E1(0)[ v gy,

1121412 2 2 {E! 59
-/ [|wn| AP - 2SS
X

! a a h2 2

o \* A2
+ (B0 e+ 8+ 980 (Lt - 2 |wn|2|x|2)

w 1 ’ 2\’
e (M2 () () )

I 2

w2122 (h3, 5,)' (h3, 5,

[ prepy) | MePEE (TR (TR 2 )
= BiB Bi.B Bi.B

Note que,

/C (f/§1h+g/§2)xx dr — /at (flélz‘gléz) |2,

[ragenma=- [ 3 (e g ) e



5.4. Espectro discreto 75

Logo,

Qi) = [ ACOW, P [ Blowwds

+/R (C)+ (1+ () +(8)7)D(x) = (1+ B + BI)E) |wal*dx

< [acomiace ( fsorimpa) ([ wira) s [ viomtar

Assim, de (5.17) e desde que ||wy|l < 1e [z V(x)dx <0, pelo teorema da convergéncia dominada,

segue que
éfl7g/(llfn)_>/V(x)dx7 quando n — oo.
R

Logo, existe N € N tal que G4 o (wn) <O0. O]

Observemos que, a condi¢do [p V(x)dx < 0 implica a existéncia de autovalores discretos para

—Ags. Porém, ndo é uma condi¢do necessdria para que isso acontega. Por exemplo,

Proposiciio 5.6. Suponha as condi¢oes em (5.3)), V(x),B(x) € L'(R), [z V(x) =0 e B(x) ndo cons-

tante. Entdo,

info(—Ag) < E;(0),

isto é, 04i5(—As) # 0.

Demonstragdo. Para cada n € R, considere wy, e W, como na demostragio da Proposicdo [5.5] No

entanto, adicionamos uma pequena perturbacdo, com € € R, e definimos
Wne(x,1) = Wy(x,1) + € (x,1),
para algum ¢ € domgg. Neste caso,
Qp.g(Yne) =g (Yn) +26Re (G (V. 9)) +E7p10(9).
A estrategia € mostrar que existe ¢ satisfazendo
1im G g (¥, 9) 7 0. (5.19)

De fato, se (5.19) € valida, € suficiente escolher € tal que § 5 o/(Wy,e) <0, para algum n suficientemente

grande.
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Considere 1 € Cj’(R), com suppn C (—1,1). Definimos ¢ (x,#) = n(x)x(¢). Logo,

. "] och? o h? och? o h?
4y 0)= [ (w,i— o (£ +48) [a,wn— a wD ( O (P S [cw e ¢])dxdr
oh? o,h?
+/Z (azllln_ 4h2 V/n) (at¢_ 4/’12 ¢> dxdt—El (O)/):Wn(Pdth

— 1 ! onln]2 ax 2 S el S ) , (9;/’12
=L wu ' x| — e winlxl? = (& + & &l |mx _472"%

och? Och?* Oh? h? o h?
=z e P+ s w4 (f§1+g’§z) X {nx’ihznx}

— (& +8'&) {wnxnx ah2 wanl'|x|* — i":;wnx’nx i":ji’:jwnnlxlzbdxdt

+/Z (H(f/); (89°) (wnx ah2 x> <nx’i’h]fnx> dxdthl(O)/annlxlzdxdt
= o [ g (FEE /5'2:5’/52) 08+ e

+ [ (%,ff)z—a(usl ¢E ) - (e e 2o ]| Pan

+/Z(1+(f’1;+(g’)2)n< : it:;xfdxdt_E(o)/zmﬂzM
[ i
[ )

quando n — co. Se a dltima integral é zero para todo n € Ci(R), deveriamos ter V (x) —B'(x) /2 =0,

q.t.p., o que implica que B(x) =2 [pV(x)dx+ C = C, o que é uma contradi¢do, pois por hipéteses

B(x) ndo € constante. Portanto, existe uma funcdo ¢ satisfazendo (5.19). O



APENDICE A

Autovalores e autofuncoes do Operador
Laplaciano

Neste apéndice mostraremos algumas propriedades dos autovalores do Laplaciano em dominios

simples.

A.1 Caso unidimensional

Proposicao A.1. Seja Q = (0,L) um intervalo, entdo os autovalores e autofungcdes do Operador
Laplaciano com condigoes de contorno de Dirichlet sdo:
T\ 2
Ap = <Z) n?, neN,

as autofungoes correspondentes sdo

n(x) = \/%sen(\/l_nx) - \/%sen (%x) , neN.

Demonstragdo. Dado o problema de autovalores do operador Laplaciano de Dirichlet no intervalo €2

—u"(x) = Au(x), emQ,
u(0)=u(L) =0,

note que a equagdo caracteristica de —u”(x) = Au(x) é r>+ A =0. Para A > 0, tem como solugdo

r = £+/Ai, assim a solucdo de —u” (x) = Au(x) é

u(x) = Acos(vVAx) + Bsen(VAx),

~ N _— 2

em que A, B sdo constantes arbitrarias. Da condi¢do de contorno, tem-se que A =0¢e A = (%) n?,
. , . . 2

para n € N. Dai, temos um nimero infinito de autovalores A, = (%) n? com suas correspondentes

autofungdes

tn (x) = Bsen(y/Ax),

77
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em que B € arbitrario, paran € N.
Mostremos que ndo existem outros autovalores. Observemos que se A = 0 é um autovalor, nosso

problema de autovalores torna-se

As solucoes desta EDO sao
u(x) =Cx+D,

em que C, D sdo constantes arbitrarias. Da condi¢do de contorno, tem-se que C = D = 0. Portanto, a
tnica fun¢do u que satisfaz o PVI é u(x) = 0, para todo x € (0,L). Por defini¢do, a func¢éo zero ndo é
uma autofuncao.

Agora, suponhamos que A = —7¥> é um autovalor do PVI, neste caso, nosso problema de autova-

lores torna-se
{ —u"(x) = —7y*u(x), em (0,L),
u(0) =u(L) =0,

As solugdes desta EDO sao
u(x) = E cosh(yx) + F sinh(yx),

em que E, F sao constantes arbitrarias. Da condi¢ao de contorno, tem-se que £ = F = 0. Portanto, a
tinica funcdo u que satisfaz o PVI é u(x) = 0, para todo x € (0,L). Por defini¢do, a fun¢do zero nio é
uma autofuncao.

Para finalizar, desde que,

L L
laallZ2(0.) = /0 1t () PPl = /0 |Bsen(v/2x) *dx

B2 VL

= B? /OL senz(\/),_nx)dx = T b sen’(1)dr

B[l 1 VAL g g2
= \/_)L_ |:§l — ZSGH(2I>:| = T — Wsen(Z\/ /lnL)
n 0 n
B’L B’ B’L
= T — @Sen(Znﬂ) = T,

pela normalizacdo de u,, isto &, ||u,|| 2(0.L) = 1, segue que B = /2/L. Portanto, paran € N

up(x) = \/%sen <%x> :
]

Observacao A.2. Os autovalores do Laplaciano para o problema de Neumann no caso unidimensional

{ —u"(x) = Au(x), em(0,L),
/(0) = /(L) =0,
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sao
P (%)2112, neNU{0},

e as autofungdes correspondentes sao

uy(x) = \/%cos(\//l_nx) = \/%cos (%x) , neNU{0}.

De fato, note que a equacio caracteristica de —u”(x) = Au(x) é r> +A = 0. Para A > 0, tem como

solugdo r = £+/Ai, assim a solucdo de —u”(x) = Au(x) é

u(x) = Acos(VAx) + Bsen(V/Ax),

~ o - 2
em que A, B sdo constantes arbitrarias. Da condi¢ao de contorno, tem-se que B=0e A = (%) n?, para

, . . . 2
n € NU{0}. Dai, temos um nimero infinito de autovalores 4, = (%) n? com suas correspondentes

autofungoes
up(x) = Acos(v/Apx),

em que A é arbitrario, paran € NU{0}.
De modo andlogo, ao caso Dirichlet, € possivel mostrar que ndo existem outros autovalores. Além
disso, pela normalizagdo de u,, segue que A =1/ VL, paran=0eA = /2 /L, para n € N. Portanto,

1 2
uo(x):ﬁ, up(x) = \/;cos <%x>, neN.
Observacio A.3. N (b,E{(B)) é finito, De fato, seja

a(f) ==Cf"+ (Ex(B) — Lpsom) f, (A1)
emque C=1— # > 0, o operador autoadjunto unidimensional associado a forma quadratica b
definida em (2.24)). Desde que,

a=-C v, eom v ={ FEC L e U

tem-se,
a > (~CADY y + (Er(B) — 1)1) & (~CAY,, . + Er(B)1).
logo,
info(a) > inf (a (—CA(DA’ZZM) 4 (Ey(B) — 1)1) Uo (—CA](VzM’w) VE (/3)1)) .
Dai,

N(gr.Er(B) <N ((~CafRm + (EV(B) ~ 1) Er(B) ).
pois, inf & <—CA](\QR7M) +Ef(ﬁ)1) > ES(B).
Dado o seguinte problema de Dirichlet-Neumann

{ —Cy"(x)+ (E1(B) — Dy(x) = Ay(x), em (M,2M),
y(M) = y'(2M) =0,
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cuja equacdo caracteristica €
Crr+A—E(B)+1=0 = rP=-""""C
a qual tem como solugdo
A—E(B)+ li
C )
para A —E;(B) + 1 > 0, assim a solucdo de — <1 — @) V' (x)+(E1(B) — Dy(x) = Ay(x) é da

forma
() = Acos ( w) '\ Been ( M) |

r==+

C

em que A, B sdo constantes arbitrarias.

Das condi¢des de contorno,

Bcosz< %M) =0.

y(s) =Acos (\/lj_Eléﬁ) i 1x> ;

emque A; =C (1\%)2 (j— %)2 +E;(B) — 1 denota os autovalores discretos do operador CA?AI/}'zM) +

(E1(B) — 1)1, para j € {1,2,3,...}, e A € uma constante arbitraria ndo nula. No caso B # 0, ndo

Se B =0,

tem-se solucao.
Assim, para todo M > M, tem-se que N (b,E;(B)) é finito.

A.2 Caso 2-dimensional

Proposicao A.4. Seja Q = (0,L) x (0,1) um retdngulo plano, entdo os autovalores e autofungées do

Operador T(B) = —uy, — (1 + B?)uyy com condigées de contorno de Dirichlet sdo:

o= (T 1)1 ).

2 mm nmw
U p(x,y) = msen ( ) sen <7y> ,

para m,n € N,

Demonstra¢do. Dado o problema de autovalores do operador 7'(3) de Dirichlet na regido retangular

Q
{ T(ﬁ)u(x,y) :_uxx_(l—f—ﬁz)uyy:)tu(x?y)a emQa
u(x,y) =0, em dQ.
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Pelo método de separacéo de varidveis, comegamos procurando u da forma u(x,y) = X (x)Y (y), deri-

vando, tem-se
Uxx = X//(X)Y(y>7 Uyy = X(X)Y//(y)7
substituindo em 7'(B)u(x,y) = Au(x,y) e dividindo por X (x)Y (y), obtemos
) 4

_X//( x)
X (x)

YH<
o)

Note que, o lado esquerdo depende unicamente de x, o lado direito depende unicamente de y, e A é um

= (1+p?)

autovalor em R. Assim, esta equacdo pode ser cumprida somente se ambos os lados sdo constantes,
isto é,
X'
= (1+B*) 5~
X(x)

A partir dai, obtemos duas EDO’s independentes

X" (x)+puX(x) =0,
Y"(y)+ <f+_ﬁ“z> Y(y)=0.

Y'()

+A=u, e R.
Y(y) o, M

(A.2)

Impondo as condi¢des de contorno u(0,y) = u(L,y) = 0, obtemos X (0) = X (L) = 0, ou seja, temos o

nosso conhecido problema de autovalores no caso unidimensional

—X"(x) = pX(x
X(0)=X(L) =

), em (0,L),
0,
Se u = p? > 0, como foi mostrado na Observagio , U = (mrt/L)? e X (x) = \/2/Lsen(mnx/L),

para todo m € N.

Agora, precisamos resolver nossa equacao para Y. Em particular, temos que resolver

Y'(y)+yY(y) =0,

em que y = Impondo as condigdes de contorno u(x,0) = u(x,1) =0, obtemos Y (0) =Y (/) =0,

A—
1+B2
isto nos leva ao seguinte problema de autovalores

{ —Y"() = 7Y (3), em (0,0),
¥(0) =¥ (1) =0,

Se y =12 > 0, como foi mostrado na Observacio|A.1| 1, = (n7/l)? = /2/Isen(nmy/l), para

todo n € N. Portanto, os autovalores e correspondentes autofungoes sao dadas por
2
N
(142 ).

U (%,Y) = Xn(X)Y,(y) = isen (m_ﬂ:x> sen (?y) ,

Amn = i+ (14 B*)p = 7° (LZ

param,n € N. [
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A.3 Caso 3-dimensional

Proposicao A.5. Seja Q = (0,a) x (0,b) x (0,c) um paralelepipedo, entdo os autovalores e autofungées

do Operador Laplaciano com condigoes de contorno de Dirichlet sdo:

2 m* n?
ll7m7n:ﬂ2< +ﬁ+_>7

Im mm nw
ulmn(xayaz)zclmnsen —X Sen(_y>sen<_z>7
LAt ] s1Ey a b c
para l,m,n € N.

Demonstragcdo. Dado o problema de autovalores do operador Laplaciano de Dirichlet na regido Q

—Au(X,y,2) = —Uxy — Uyy — Uz; = Au(x,y,z), emQ,
u(x,y,z) =0, em dQ.

Pelo método de separagdo de variaveis, comegamos procurando u da forma u(x,y,z) = X (x)Y (y)Z(z),

derivando, tem-se

e =X" (Y (V)Z(), uyy=X(x)Y"(y)Z(2), uz =Xx)Y()Z"(2),
substituindo em —Au(x,y) = Au(x,y) e dividindo por X (x)Y (y), obtemos

_X"(x) _ Y"(y) Z//(Z)
Xx) Y  Z(2)

Note que, cada termo é uma funcdo separada de x, y, e z. Desde que as varidveis possam mudar de

+A.

maneira arbitraria, tem-se

X' Y'0) | 2
X0 7o) Tz AT KeER

Observemos que, impondo as condi¢des de contorno u(0,y,z) = u(a,y,z) = 0, obtemos X (0) =

X(a) = 0, ou seja, temos 0 nosso conhecido problema de autovalores no caso unidimensional

—X”(X) = HX(X), cm (0,61),
X(0)=X(a) =0,
Se u = p? > 0, como foi mostrado na Observagio , w = (Ir/a)* e X;(x) = \/2/asen(Inx/a),
para todo / € N.
Agora, desde que

~
=
=
SN—

N
3
SN—

= Z+?L—/.L:r7 TeR,

impondo as condi¢des de contorno u(x,0,z) = u(x,b,z) = 0, obtemos Y (0) =Y (b) = 0, isto nos leva
ao seguinte problema de autovalores

_Y”( ) (y)7 (0717)7
V() ~¥(5) =0,
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Se 7 =12 > 0, como foi mostrado na Observagﬁo T = (mm/b)? e Yiu(y) = \/2/bsen(mmy/b),
para todo m € N.

Por dltimo, precisamos resolver nossa equagdo para Z. Em particular, temos que resolver
Z"(z) +7vZ(z) =0,

em que ¥ = A — i — 7. Impondo as condig¢des de contorno u(x,y,0) = u(x,y,c) =0, obtemos Z(0) =

Z(c) = 0, isto nos leva ao seguinte problema de autovalores

~2"(z) = vZ(z), em(0,c),
Z(0) = Z(c) = 0,

Se y= &2 > 0, como foi mostrado na Observagio|A.1| y, = (n7/c)? e Z,(z) = \/2/csen(nmz/c), para

todo n € N. Portanto, os autovalores e correspondentes autofuncdes sdo dadas por

12 2 2
117"17”:“1_'_1—’71—'—’)/’1:%2 (_2+_+_2>7
a c

212 I mm nm
Wmeaz&meawzvﬁfm<—0m4;wﬁmﬁga,
para l,m,n € N. O

Observacao A.6. Dado o seguinte problema de autovalores com condi¢des de contorno Dirichlet-

Neumann na regido Q = (—a,0) x (0,2b) x (0,a)

_Au(xayaz) = TUxx — Uyy — Uzz = lM(xayvz)v em Qa

M(x7y70) = uZ(xayua) = 07 para (xuy) € (—Cl,O) X (0,2[7)
u(—a,y,z) = ux(0,y,z) =0, para (y,z) € (0,2b) x (0,a)
u(x,0,z) = u(x,2b,z) =0, para (x,z) € (—a,0) x (0,a).

Da demostragdo da Proposicao precisamos resolver os seguintes problemas de autovalores

{ _X”(x) - ,LLX(X), em (_a70)7 { _Y//(y) = TY(y)7 ém (O,Zb),
X(—a) = X'(0) = 0, Y(0) = Y(2b) — 0,

~2"(z) =vZ(z), em(0,a),
Z(0)=Z'(a) =0,

Se, u = p? > 0, tem-se que
X(x) = Acos(px) + Bsen(px).

Das condi¢des de contorno, segue que B=0e pa = (I+1/2)x. Logo, pela normalizacdo de X;, segue
que A = +/2/a. Assim, paral € NU{0}

n? 1\* =2 ) \/5
" —Q+Q-q;m+w,e&@— 2 cos(v/).

=
Se,A—u =7=12>0, tem-se que

Y(y) = Acos(ty) + Bsen(ty).
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Das condi¢des de contorno, segue que A = 0 e 2bt = mzm. Logo, pela normalizacdo de Y,,, segue que
B=/1/b. Assim, param € N

2
T 1
Tp=—m?, e Yu(y)=—=sen(y/T.y).

e Vb

Por dltimo, se A —  — 7 =y = €2 > 0, tem-se que
Z(z) = Acos(ez) + Bsen(€z).

Das condigdes de contorno, segue que A =0 e €a = (n+ 1/2)xw. Logo, pela normaliza¢do de Z,,
segue que B = /2 /a. Assim, paran € NU{0}

n2 1\*> =2 2 \/5
yn_—z(n+§) =12, e 2,0 = Ssen(yR).

a

Portanto, os autovalores e correspondentes autofuncdes sao dadas por

2 2 2 2
= ((21+1)° m~ (2n+1)
ll,m,n:,ul"’fm‘i"}/n:Z (T‘i—ﬁ‘{’T )

) mn (6,,2) = X; (%)Y (9)Z0 (2) = a\z/E cos ( (2 ;Lal)ﬂ x) sen ( Z_Ziy> en < (2n ;La l)nz> |

param € Nel,ne NU{0}.



APENDICE B

Lista de codigos

Neste capitulo, apresentamos como exemplos, os cdigos usados para gerar os resultados numéricos

deste trabalho, através do software Freefem++ [28]].

Exemplo B.1. Elementos do espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet na guia de onda
retangular flﬁ , definida na Secao

load "msh3”
load “medit”
int np=16;
int np2=64;
real t;
6 |int L=1;
real beta=0.8;
real epsilon = pi;
9 |// Mesh
10 |border ba(t=—(epsilon:xsqrt(2)=beta)/(4xsqrt(beta”2+1)), L){x=t; y=0; label=1;}
11 | border bb(t=0, (epsilon=xsqrt(2))/(4=sqrt(beta*2+1))){x=L; y=t; label=2;}
12 |border be(t=L,0){x=t; y=(epsilon:xsqrt(2))/(4=sqrt(beta*2+1)); label=3;}
13 | border bd(t=0,—(epsilon=sqrt(2)xbeta)/(4=sqrt(beta™2+1))){ x=t; y=(x/beta)
14 | +(epsilonssqrt(2))/(4=«sqrt(beta™2+1)); label=4;}
15 | mesh Th2 = buildmesh(ba(np#L+np) + bb(np) + bc(np+L)+ bd(np=L));
16 | fespace Vh2(Th2,P1);
17 |int[int] rup=[0,6], // label: upper face 0—> 1 (region —> label)
18 | rdown=[0,5],// label: lower face O—> 1 (region —> label)
19 |rmid=[1,1,2,2,3,3,4,4];
20 |real zmin=—epsilons*sqrt(2)/4,zmax=epsilon=xsqrt(2)/4;
21 | mesh3 Th=buildlayers(Th2, np2,
22 | zbound=[zmin,zmax],
23 |// region=rl,
24 |labelmid=rmid,
25 |reffaceup = rup,
26 |reffacelow = rdown);
27 |cout << "Tho:inv.=." << Th.nv << ”.nt.=" << Th.nt << endl;

O N O
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85




28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51

0NN B W

ke — p— p— o —
O 00 9 ON U B Wi~ O o

20

86 Apéndice B. Lista de codigos

fespace Vh(Th,P1);

Vhul,u2;

Vh h = hTriangle;

cout << size_of_mesh_=_" << h[].max << endl,

real sigma = 00; // value of the shift

macro Grad(u) [dx(u),dy(u),dz(u)] / EOM

varf a(ul,u2)= int3d(Th)( Grad(ul)’+Grad(u2) — sigmax ul*u2 )

+ on(1,2,3,5,6,ul=0) ; / Boundary condition

varf b([ul],[u2]) = int3d(Th)( ul*u2 ) ; // no Boundary condition

matrix A= a(Vh,Vh,solver=sparsesolver),B=b(Vh,Vh);

int nev=20; // number of computed eigenvalue close to 0

real[int] ev(nev); // to store nev eigenvalue

Vh[int] eV(nev); // to store nev eigenvector

int k=EigenValue(A,B,sym=true,value=ev,vector=eV, tol=1e—10, maxit=0, ncv=0);
k=min(k,nev);

for (int i=0;i<k;i++){

ul=eV[i];

real gg = int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul) + dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)=dz(ul) );

real mm= int3d(Th)(ul=ul) ;

cout << 7_lambda[.” << i<< 7=l << ev]i] << 7, lerr=." << int3d(Th)(dx(ul)=*dx(ul)
+ dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)*dz(ul) — (ev[i])*ul=ul) <<endl;

}
medit("Omega_beta”,Th);
plot(eV[0],cmm="ev._"+0+"_v_=" + ev[0],wait=1,value=1);

Exemplo B.2. Elementos do espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet na guia de onda

retangular com dois cantos Q2 , , definida em (2.40).

B.M
load "msh3”
load “medit”
int np= 64;
int np2= 132;
real t;
int L=10;
real M=5;
real beta=0.7;
real epsilon = pi;
/l Mesh for different region of the rectangle
//border cc(t=0,2:pi){x=(4+sin(4:=t))xcos(t);y=(4+sin(4x=t))=sin(t);label=1;}
//mesh Th2= buildmesh(cc(np));
mesh Th2= square(40,20,[2+epsilon:x,epsilonxy]);
fespace Vh2(Th2,P1);
int[int] rup=[0,6], // label: upper face O—> 1 (region —> label)
rdown=[0,5],// label: lower face O—> 1 (region —> label)
rmid=[1,1,2,2,3,3,4,4];
real zmin=-L, zmax=L+M;
func g =y —betasxz;
func q =y +betaxz;
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func p= y—z=beta+2+M:beta;

func f = (z< 0)xg + (z>=0 && z < M)*q + (z>=M)x*p;

mesh3 Th=buildlayers(Th2,np2,

zbound=[zmin,zmax],

// region=r1,

labelmid=rmid,

reffaceup = rup,

reffacelow = rdown,

transfo=[z,x,f],

facemerge=1);

cout << "Th.:.nv.=." << Th.nv << ".nt_=" << Th.nt << endl;

fespace Vh(Th,P1);

Vhul,u2;

Vh h = hTriangle;

cout << size_ofumesh.=." << h[].max << endl;

real sigma = 00; // value of the shift

macro Grad(u) [dx(u),dy(u),dz(u)] // EOM

varf a(ul,u2)= int3d(Th)( Grad(ul)’+Grad(u2) — sigmax ul*u2 )

+ on(1,2,3,4,5,6,ul=0) ; / Boundary condition

varf b([ul],[u2]) = int3d(Th)( ul*u2 ) ; // no Boundary condition

matrix A= a(Vh,Vh,solver=sparsesolver),

B=b(Vh,Vh);

int nev=135; // number of computed eigenvalue close to 0

real[int] ev(nev); // to store nev eigenvalue

Vhlint] eV(nev); // to store nev eigenvector

int k=EigenValue(A,B,sym=true,value=ev,vector=eV, tol=1e—10, maxit=0, ncv=0);
k=min(k,nev);

for (int i=0;i<k;i++){

ul=eV]Ji];

real gg = int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul) + dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)=dz(ul) );

real mm= int3d(Th)(ul=ul) ;

cout << “_lambdal.” << i<< 7]=0" << ev[i] << 7, lerr=." << int3d(Th)(dx(ul)=*dx(ul)
+ dy(ul)=dy(ul) + dz(ul)*dz(ul) — (ev[i])*ul=+ul) <<endl;

}
medit("2V-shaped_D_3D”,Th);
plot(eV[0],cmm="ev."+0+"_v_=" + ev[0],wait=1,value=1);

Exemplo B.3. Elementos do espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet na guia de onda

retangular com trés cantos Q> ., definida em (2.44).

B.M>
load "msh3”
load "medit”
int np= 64;
int np2= 132;
real t;
int L=10;
real M=5;
real beta=0.7;
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real epsilon = pi;

/ Mesh for different region of the rectangle

//border cc(t=0,2:pi){x=(4+sin(4:t))xcos(t);y=(4+sin(4=t))=sin(t);label=1;}

//mesh Th2= buildmesh(cc(np));

mesh Th2= square(40,20,[2xepsilon:x,epsilon=y]);

fespace Vh2(Th2,P1);

int[int] rup=[0,6], // label: upper face O—> 1 (region —> label)

rdown=[0,5],// label: lower face O—> 1 (region —> label)

rmid=[1,1,2,2,3,3,4,4];

real zmin=—L, zmax=L+2+M;

func ag = y —betaxz;

func bg =y +betaxz;

func cg = y —betaxz+2+M:=beta;

func dg =y +betaxz—2:xMz=beta;

func f = (z< 0)+ag + (z>=0 && z < M)xbg + (z>=M && 7 < 2xM)*cg + (z>=2+M)=*dg;
mesh3 Th=buildlayers(Th2,np2,

zbound=[zmin,zmax],

/l region=r1,

labelmid=rmid,

reffaceup = rup,

reffacelow = rdown,

transfo=[z,x,f],

facemerge=1);

cout << "Th.:inv.=_" << Th.nv << ".nt.=" << Th.nt << endl;

fespace Vh(Th,P1);

Vhul,u2;

Vh h = hTriangle;

cout << ’size_of_mesh_=_" << h[].max << endl,

real sigma = 00; // value of the shift

macro Grad(u) [dx(u),dy(u),dz(u)] // EOM

varf a(ul,u2)= int3d(Th)( Grad(ul)’+Grad(u2) — sigmas ul=u2 )

+ on(1,2,3,4,5,6,ul=0) ; // Boundary condition

varf b([ul],[u2]) = int3d(Th)( ul=u2 ) ; // no Boundary condition

matrix A= a(Vh,Vh,solver=sparsesolver),

B=b(Vh,Vh);

int nev=15; // number of computed eigenvalue close to 0

real[int] ev(nev); // to store nev eigenvalue

Vh[int] eV(nev); // to store nev eigenvector

int k=EigenValue(A,B,sym=true,value=ev,vector=eV, tol=1e-10, maxit=0, ncv=0);
k=min(k,nev);

for (int i=0;i<k;i++){

ul=eV]Ji];

real gg = int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul) + dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)=dz(ul) );

real mm= int3d(Th)(ul=*ul) ;

cout << "_lambda[ )" << i<< 7= << ev[i] << 7 err=." << int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul)
+ dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)*dz(ul) — (ev[i])*ul=ul) <<endl;

}
medit("3V—shaped _D_3D”,Th);
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‘ plot(eV[0],cmm="ev."+0+"_v_.=" + ev[0],wait=1,value=1);

Exemplo B.4. Elementos do espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet na guia de onda

retangular com quatro cantos Qg 4- definida em (2.45).

load "msh3”

load “medit”

int np= 64;

int np2= 132;

real t;

int L=10;

real M=5;

real beta=0.7;

real epsilon = pi;

/l Mesh for different region of the rectangle

//border cc(t=0,2:pi){x=(4+sin(4:=t))xcos(t);y=(4+sin(4x=t))=sin(t);label=1;}
//mesh Th2= buildmesh(cc(np));

mesh Th2= square(40,20,[2:=epsilon#x,epsilonxy]);

fespace Vh2(Th2,P1);

int[int] rup=[0,6], // label: upper face O—> 1 (region —> label)
rdown=[0,5],// label: lower face O—> 1 (region —> label)
rmid=[1,1,2,2,3,3,4,4];

real zmin=—L, zmax=L+3+M;

func ag = y —betaxz;

func bg =y +betaxz;

func cg = y —betaxz+2+M:beta;

func dg =y +betaxz—2+M:=beta;

func eg = y —betasz+4«M:xbeta;

func f = (z< 0)xag + (z>=0 && z < M)xbg + (z>=M && 7 < 2+M)*cg
+ (z>=2+M && 7z < 3xM)*dg +(z>=3xM)=eg;

mesh3 Th=buildlayers(Th2,np2,

zbound=[zmin,zmax],

/ region=r1,

labelmid=rmid,

reffaceup = rup,

reffacelow = rdown,

transfo=[z,x,f],

facemerge=1);

cout << "Th.:.nv.=_" << Th.nv << ".nt_=" << Th.nt << endl,
fespace Vh(Th,P1);

Vhul,u2;

Vh h = hTriangle;

cout << size_of_mesh_=_" << h[].max << endl,

real sigma = 00; // value of the shift

macro Grad(u) [dx(u),dy(u),dz(u)] / EOM

varf a(ul,u2)= int3d(Th)( Grad(ul)’+Grad(u2) — sigmax ul*u2 )
+ on(1,2,3,4,5,6,ul=0) ; / Boundary condition

varf b([ul],[u2]) = int3d(Th)( ul*u2 ) ;// no Boundary condition
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matrix A= a(Vh,Vh,solver=sparsesolver),

B=b(Vh,Vh);

int nev=15; // number of computed eigenvalue close to 0

real[int] ev(nev); // to store nev eigenvalue

Vhlint] eV(nev); // to store nev eigenvector

int k=FigenValue(A,B,sym=true,value=ev,vector=eV, tol=1e—10, maxit=0, ncv=0);
k=min(k,nev);

for (int i=0;i<k;i++){

ul=eV[i];

real gg = int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul) + dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)=dz(ul) );

real mm= int3d(Th)(ul=ul) ;

cout << ”_lambdal.” << i<< 7]=0" << ev]i] << 7, err="" << int3d(Th)(dx(ul)=dx(ul)
+ dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)*dz(ul) — (ev[i])*ul=xul) <<endl;

}
medit("4V-shaped_D_3D”,Th);
plot(eV[0],cmm="ev."+0+"_v_=" + ev[0],wait=1,value=1);

Exemplo B.S. Elementos do espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet na guia de onda

retangular com canto que depende de f3, I'g, definida na Segéo

load "msh3.”

load "medit”

int npoints= 16;

int npoints2= 64;

real t;

int L=5;

real beta=4.12;

real epsilon = pi;

// Mesh

border ba(t=—L, 0){x=t; y=—xxbeta—epsilon:xsqrt(1+beta*2); label=1;}
border bb(t=0, L){x=t; y=x:xbeta—epsilon:sqrt(1+beta*2); label=2;}
border be(t=Lx«beta—epsilon=sqrt(1+beta™2), Lxbeta){x=L; y=t; label=3;}
border bd(t=L,0){x=t; y=x=beta; label=4;}

border be(t=0, —L){x=t; y=—xxbeta; label=5;}

border bf(t=Lxbeta, Lxbeta—epsilon=sqrt(1+beta™2)){x=-L; y=t; label=6;}
mesh Th2 = buildmesh(ba(npoints:L) + bb(npointsxL) + bc(npoints)+ bd(npoints+L)+
be(npointsxL)+ bf(npoints));

fespace Vh2(Th2,P1);

int[int] rup=[0,1], // label: upper face O—> 1 (region —> label)
rdown=[0,1],// label: lower face O—> 1 (region —> label)

rmid=[1,1, 2,1, 3,1, 4,1, 5,1, 6,1];

real zmin=0,zmax=2xepsilon;

mesh3 Th=buildlayers(Th2,npoints2,

zbound=[zmin,zmax],

// region=r1,

labelmid=rmid,

reffaceup = rup,

reffacelow = rdown);
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cout << "Th.:.nv.=_" << Th.nv << ".nt_=" << Th.nt << endl;

fespace Vh(Th,P1);

Vhul,u2;

Vh h = hTriangle;

cout << size_of_mesh_=_" << h[].max << endl,

real sigma = 00; // value of the shift

macro Grad(u) [dx(u),dy(u),dz(u)] // EOM

varf a(ul,u2)= int3d(Th)( Grad(ul)’*Grad(u2) — sigmas ulsu2 )

+ on(1,ul=0.) ; / Boundary condition

varf b([ul],[u2]) = int3d(Th)( ul*u2 ) ; // no Boundary condition

matrix A= a(Vh,Vh,solver=sparsesolver),

B=b(Vh,Vh);

int nev=10; // number of computed eigenvalue close to 0

real[int] ev(nev); // to store nev eigenvalue

Vhlint] eV(nev); // to store nev eigenvector

int k=EigenValue(A,B,sym=true,value=ev,vector=eV, tol=1e—10, maxit=0, ncv=0);
k=min(k,nev);

for (int i=0;i<k;i++){

ul=eV[i];

real gg = int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul) + dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)=dz(ul) );

real mm= int3d(Th)(ul=*ul) ;

cout << "_lambdal " << i<< 7]=0" << ev]i] << 7, err=." << int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul)
+ dy(ul)=dy(ul) + dz(ul)*dz(ul) — (ev[i])*ul=+ul) <<endl;

}
medit(’1_V-shaped LD_3D”,Th);
plot(eV[0],cmm="ev."+0+"_v_=" + ev[0],wait=1,value=1);
/Iplot(eV[0],wait=1,value=1);

Exemplo B.6. Elementos do espectro discreto do operador Laplaciano de Dirichlet na guia de onda

retangular, reta, esticada e localmente torcida, Fﬁ, definida na Secao @

load "msh3.”

load “medit”

int np= 64;

int np2= 96;

real t;

int L=15;

real beta=1.5;

real epsilon = pi;

real c=0.5;

/l Mesh for different region of the rectangle

//border cc(t=0,2:pi){x=(4+sin(4:t))=cos(t);y=(4+sin(4=t))=sin(t);label=1;}
//mesh Th2= buildmesh(cc(np));

mesh Th2= square(36,36,[epsilon:x,epsilonxy]);

fespace Vh2(Th2,P1);

int[int] rup=[0,6], // label: upper face O—> 1 (region —> label)
rdown=[0,5],// label: lower face O—> 1 (region —> label)
rmid=[1,1,2,2,3,3,4,4];
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real zmin=-L, zmax=L;

mesh3 Th=buildlayers(Th2,np2,

zbound=[zmin,zmax],

/ region=r1,

labelmid=rmid,

reffaceup = rup,

reffacelow = rdown, transfo=[z,xxcos(cxtanh(z)+pi/2)—y=sin(cxtanh(z)+pi/2),xxsin(cxtanh(z)+pi/2)
— +yxcos(cxtanh(z)+pi/2)+betaxz]

Jfacemerge=1);

cout << "Th.:.nv.=_" << Th.nv << ".nt.=" << Th.nt << endl,
fespace Vh(Th,P1);

Vhul,u2;

Vh h = hTriangle;

cout << size_of_mesh_=_" << h[].max << endl,

real sigma = 00; // value of the shift

macro Grad(u) [dx(u),dy(u),dz(u)] / EOM

varf a(ul,u2)= int3d(Th)( Grad(ul)’+Grad(u2) — sigmas ul=u2 )

+ on(1,2,3,4,5,6,ul=0.) ; / Boundary condition

varf b([ul],[u2]) = int3d(Th)( ul*u2 ) ; // no Boundary condition

matrix A= a(Vh,Vh,solver=sparsesolver),

B=b(Vh,Vh);

int nev=10; // number of computed eigenvalue close to 0

real[int] ev(nev); // to store nev eigenvalue

Vhlint] eV(nev); // to store nev eigenvector

int k=EigenValue(A,B,sym=true,value=ev,vector=eV, tol=1e—10, maxit=0, ncv=0);
k=min(k,nev);

for (int i=0;i<k;i++){

ul=eV]Ji];

real gg = int3d(Th)(dx(ul)*dx(ul) + dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)=dz(ul) );

real mm= int3d(Th)(ul=xul) ;

cout << "_lambda[.” << i<< 7= << ev]i] << 7, lerr=." << int3d(Th)(dx(ul)=*dx(ul)
+ dy(ul)*dy(ul) + dz(ul)*dz(ul) — (ev[i])*ul=ul) <<endl;

}
/lexportar eigenvalues para txt—file
ofstream file1(”eigenvaluesthO_58.txt™);
for(int i=0;i<nev;i++)

{
filel <<ev[i]<<”\n";
}
medit("0_25 3D, Th);

plot(eV[0],cmm="ev."+0+"_v_=" + ev[0],wait=1,value=1);
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