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Resumo

Os problemas de corte e empacotamento sao importantes no planejamento da
producao de varios segmentos industriais envolvendo objetivos como, por exemplo,
minimizar os efeitos negativos gerados por desperdicio de materiais ou espacos ociosos. As
perdas de material, devido a uma programagao pouco adequada dos padroes de corte ou
empacotamento, podem ser substanciais, sendo que, em geral, parte destas perdas pode
ser evitada apenas com uma programacao da producao mais eficiente, nao implicando em
investimentos adicionais nos processos de producao.

O objetivo deste estudo é verificar o desempenho do método de decomposicao de
Benders aplicado a modelos de carregamento de paletes do produtor e do distribuidor. O
problema de carregamento de paletes do produtor envolve empacotar caixas iguais sobre
um palete, de maneira a otimizar o aproveitamento deste. O problema de carregamento de
paletes do distribuidor envolve empacotar caixas de tamanhos diferentes sobre um palete,
também de maneira a otimizar o aproveitamento deste.

A abordagem baseada na reformulacao de Benders define um algoritmo
de relaxacao que particiona o problema original em dois outros problemas mais
simples de serem resolvidos. Para verificar a eficiéncia da abordagem, realizaram-se
testes computacionais, comparando os resultados obtidos com os obtidos pelo pacote
computacional composto de uma linguagem de modelagem (GAMS) e um software de

otimizacao de tultima geragao (CPLEX).

Palavras-chave: Problema de carregamento de paletes do produtor e do
distribuidor; Método de decomposicao de Benders; Problema inteiro misto; Unitizacao

de carga; Logistica.



Abstract

Cutting and packing problems are important in the production planning of various
industrial segments involving goals such as minimizing the negative effects generated by
waste of materials or idle spaces. The loss of material due to an inadequate programming
of the cutting or packing patterns, can be substantial, and, in general, parts of these losses
can be avoided only with a more efficient production planning, not resulting in additional
investments in production processes.

This study aimed at evaluating the performance of the Benders decomposition
method, applied to the manufacturer and distributor pallet loading models. The
manufacturer pallet loading model involves packing equal boxes on a pallet, so as to
optimize its use. The distributor pallet loading model involves packing boxes of different
sizes on a pallet, also a way to optimize its use.

The approach based on Benders decomposition, defines a relaxation algorithm
that partitions the original problem in two other problems easier to be solved. To check
the effectiveness of the approach, computational tests were carried out by comparing the
results with those obtained by a computational package composed of a modeling language
(GAMS) and a last generation optimization solver (CPLEX ).

Keywords: Manufacturer and distributor pallet loading models; Benders

decomposition method; Mixed Integer Programming; Cargo unitization; Logistics.



Lista de Tabelas

Tabela 1. Restrigoes disjuntivas para o caso bidimensional ................... ... .. 30
Tabela 2. Restricoes disjuntivas para o caso tridimensional .......................... 34
Tabela 3. Restricoes de sobreposicao das caixas ............coiiiiiiiieiiinneeann.. 41
Tabela 4. Relagao de Varidveis ......... ... e %)
Tabela 5. Limitantes gerados no exemplo ............. .. i, 65
Tabela 6. Exemplos do Grupo 1 ... . 70
Tabela 7. Exemplos do GIupo 2 ... 70
Tabela 8. Exemplos do Grupo 3 . ... 70
Tabela 9. tsai x tsai modificado - grupo 1 - GAMS/CPLEX ................. ... ..., 71
Tabela 10. tsai x tsai modificado - grupo 2 - GAMS/CPLEX ........................ 71
Tabela 11. tsai x tsai modificado - grupo 3 - GAMS/CPLEX ..................... ... 72
Tabela 12. GAMS/CPLEX X Benders cldssico - grupo 1 ..., 73
Tabela 13. GAMS/CPLEX X Benders cldssico - grupo 2 ............coooviiiinan... 73
Tabela 14. GAMS/CPLEX X Benders cldssico - grupo 3 ..., 74
Tabela 15. Benders classico X Benders relaxado - grupo 1 .......... ... ... ... ... 75
Tabela 16. Benders classico X Benders relaxado - grupo 2 .......... ... ... ... ..., 76
Tabela 17. Benders classico X Benders relaxado - grupo 3 .................... ... ... 76
Tabela 18. Fixando 1 caixXa ... e 78
Tabela 19. Fixando 4 caixas - exemplo M4 ... .. .. . 80
Tabela 20. Fixando 4 caixas - exemplo D3 ... . .. 80
Tabela 21. Carregamentos de Paletes do Produtor Tridimensional ................... 82
Tabela 22. Carregamentos de Paletes do Distribuidor ............. ... ... . ... .. ... 83

Lista de Figuras

Figura 1.
Figura 2.
Figura 3.
Figura 4.
Figura 5.
Figura 6.
Figura 7.
Figura 8.
Figura 9.

(p,q) com

Figura 10.
Figura 11.
Figura 12.

Exemplos de paletes ........... 16
Palete padrao PBR. .. ... 16
Plano de corte ou empacotamento unidimensional ......................... 21
Plano de corte ou empacotamento bidimensional .......................... 21
Palete do produtor bidimensional .............. ... ... .. ... ... ... L. 24
Palete do produtor tridimensional .............. ... ... ... ... ... 24
Palete do distribuidor bidimensional .............. ... ... .. ... L. 25
Exemplo didatico adaptado de Tsai et al. (1993) ......... ...t 33
Posigao (r,s) nao permitida em fungao da colocagado de uma caixa na posigao
OTIENEAGAOD T« vttt ettt ettt et e e e e e e e e e 39

Solucao do exemplo do Beasley (1985b) ..., 41

SODTEPOSICAO ..ttt 43

[ustracao do exemplo ... .o 67



Figura 13. Solucao do exemplo M9 . ... . 74

Figura 14. 4 caixas horizontais ......... ... .. i 79
Figura 15. 1 caixa vertical e 3 horizontais ............. ... ... i, 79
Figura 16. 2 caixas verticais e 2 caixas horizontais (3 casos) ......................... 79
Figura 17. 3 caixas verticais e 1 horizontal ........ ... ... .. .. .. . i, 79
Figura 18. 4 caixas VertiCais . ...........o.uiiiiii e 79
Figura 19. Solucao do exemplo M4 ... .. .. 80
Figura 20. Exemplo aleatorio tridimensional .............. ... ... .. ... .. ... ..., 82
Figura 21. Exemplo 1 na empresa ....... ... 82
Figura 22. Exemplo 2 na empreSa ... ...t 82

Figura 23. Exemplo do carregamento de paletes do distribuidor ..................... 84



Sumario

Capitulo 1. Introducao .......... .. ... i 10
1.1 Objetivo e Justificativa . ... ... 12
1.2 Estrutura do texto . ... 13

Capitulo 2. Paletizagcao de Cargas e os Problemas do Carregamento

de Paletes do Produtor e do Distribuidor ............. ... ... .. ... ........ 15
2.1 Unitizagao de Cargas ... ......oouutintt i e e 15
2.2 Paletes 15
2.3 O Problema de Carregamento de Paletes .......... ... .. .. ... ... ... ... ... 20
2.4 Revisao Bibliogréfica sobre PCP do Produtor ............ ... ... ... ... ...... 25

Capitulo 3. Modelagem dos Problemas de Carregamento de Paletes

do Produtor e do Distribuidor ......... ... .. ... .. . 28
3.1 Formulagao de Tsai et al. (1993) ... i 28
3.2 Formulagao de Chen et al. (1995) ...t e 36
3.3 Formulagao de Beasley (1985b) ....... oo 38
3.4 Formulagao de Marting (2002) ........ioiuiuii it 42

Capitulo 4. Métodos de Solucao para os Problemas do Carregamento

de Paletes do Produtor e do Distribuidor e Decomposicao de Benders ..... 47
4.1 Revisao dos Métodos da Literatura .............. ... ... 47
4.2 Decomposicao de Benders ............ .. 48
4.2.1 Extensoes, variacoes e aplicagoes do método de decomposicao de Benders ... ... 51
4.3 Aplicagao de decomposi¢ao de Benders no Modelo de Tsai et al (1993) .......... 53
4.3.1 Carregamento de Paletes do Produtor ........... ... .. .. ... .. ... . ..., 53
4.4 Exemplo TIUstrativo .. ... 59
4.5 Alteracoes no método de Benders classico ............. ... 68

Capitulo 5. Resultados Computacionais ............................... 69
5.1 Experimentos com Carregamentos de Paletes do Produtor (Bidimensional) ....... 69
5.1.1 Testes iniciais com GAMS/CPLEX .. ... ... .. . 69
5.1.2 Testes com método B.class ....... ... i 72
5.1.3 Testes com método B.relax ... ... 75
5.1.4 Testes com corte de Pareto ........ ... .. . . . 7
5.1.5 Testes adicionais fixando caixas nos cantos do palete ........................... 78

5.2 Experimentos com Carregamentos de Paletes do Produtor (Tridimensional) .... 81

5.3 Experimentos com Carregamentos de Paletes do Distribuidor .................... 83



Capitulo 6. Conclusoes e Perspectivas para Pesquisas Futuras ...... 84

6.1 CONCIUSOES . ..ottt et e 84
6.2 Perspectivas para Pesquisas Futuras ............. ... ... ... .. . . .. 87

Referéncias Bibliograficas .......... ... ... 89

Apendice . ... 96
Apéndice A - Modelo GAMS adaptado de Tsai et al. (1993) ..., 96
Apéndice B - Modelo GAMS para decomposicao de Benders clédssico para o carregamento
do palete do produtor bidimensional (adaptado de Tsai et al. (1993)) ............... 98
Apéndice C - Modelo GAMS para decomposicao de Benders relaxado para o carregamento
do palete do produtor bidimensional (adaptado de Tsai et al. (1993))............... 105
Apéndice D - Modelo GAMS para decomposicao de Benders para o carregamento do
palete do produtor tridimensional (adaptado de Tsai et al. (1993)) ................. 113

Apéndice E - Modelo GAMS para decomposi¢ao de Benders para o carregamento do
palete do distribuidor bidimensional (adaptado de Tsai et al. (1993)) ............... 122



10

1 Introducao

Unitizacao é o agrupamento de itens ou embalagens em uma unidade apropriada
para facilitar a movimentacao mecanica. Assim, uma carga unitizada é aquela em que
todas as embalagens sao reunidas em uma ou mais unidades, por meio de cintagem,
amarracao ou outros. A unitizagdao pode ainda ser definida como o conjunto ou grupo de
objetos mantidos como uma unidade de carga em um transporte entre uma origem e um
destino (MOURA, 1998).

Diz-se que a carga ¢ unitizada quando ha o agrupamento de caixas numa carga
unica, formando um sé volume (SULE, 1988). A paletizagdo de carga tem como
caracteristica reunir varios itens em uma plataforma, disposta horizontalmente, a fim
de que a carga possa ser empilhada e estabilizada (MORALES et al., 1997), facilitando,
assim, o transporte por empilhadeiras e caminhoes, evitando danos fisicos e roubos e
diminuindo o tempo de carga e descarga. A unitizacao de carga tem sido usada com
frequéncia nas industrias para armazenagem e distribuicao de produtos.

Um dispositivo de unitizacao de carga normalmente usado no manuseio de
materiais na manufatura e distribuicao de produtos é o palete. Itens sao colocados
em caixas que, por sua vez, sao empacotadas nos paletes, formando unidades de
carga que facilitam a movimentagdo, o manuseio e a armazenagem dos mesmos. O
processo de empacotamento pode ser feito manualmente ou mecanicamente, sendo o
objetivo maximizar o espago utilizado do palete, maximizando, assim, o nimero de itens
empacotados.

No dia-a-dia de uma empresa, a tarefa de unitizar a carga, tanto sobre o palete
quanto dentro de caminhoes, pode nao ser facil, dependendo da quantidade de itens,
formato e dimensoes dos mesmos. Os carregamentos de produtos sobre paletes ou
dentro de contéineres sao exemplos de problemas de empacotamento que consistem,
genericamente, em empacotar unidades menores (itens) dentro de unidades maiores
(objetos), de maneira a otimizar certos objetivos, por exemplo, o custo ou a quantidade
de espaco utilizado.

Similarmente, problemas de corte consistem em determinar a “melhor” forma de
cortar unidades de material (objetos), de maneira a produzir um conjunto de unidades
menores (itens). Tais problemas aparecem em diversos processos industriais de corte em

que os objetos, que em geral estao disponiveis em estoque com dimensoes padronizadas,
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correspondem a barras de ago, bobinas de papel e aluminio, placas metélicas e de madeira,
placas de circuito impresso, chapas de vidro e fibra de vidro, pegas de couro etc., e os itens,
com dimensoes especificadas pelos clientes, sao encomendados através de uma carteira de
pedidos.

Gilmore e Gomory (1965) observaram que empacotar caixas em vagoes de carga
ferroviarios poderia ser visto como cortar pequenos paralelepipedos a partir de grandes
paralelepipedos. Dyckhoff et al. (1985), Dyckhoff (1990) e Dyckhoff e Finke (1992)
procuraram integrar estes problemas numa tunica notagao, denominada problemas de
corte e empacotamento (PCE). Os PCE’s sao bem conhecidos na literatura de pesquisa
operacional e gestao da producao. Centenas de artigos tratando tais problemas podem ser
encontrados, conforme indicam os trabalhos de Dowsland e Dowsland (1992), Dyckhoff
e Finke (1992), Sweeney e Paternoster (1992), Morabito e Arenales (1992), Bischoff e
Waescher (1995), Waescher et al. (2006) ou de diversos grupos de pesquisa no assunto,
como o ESICUP (2008).

Os PCE’s, em geral, sao NP-dificeis e, portanto, de dificil solucao exata (GAREY
e JOHNSON;, 1979) nas situagoes praticas. Diversos métodos tém sido empregados para
resolvé-los, porém, devido a complexidade computacional destes problemas, nao existem
métodos de solugoes gerais e eficientes. Em geral, as abordagens sao centradas em estudos
de caso, o que resulta em muitos métodos heuristicos na literatura.

Devido a grande variedade de problemas de corte e empacotamento ocorridos na
pratica, estudos analisaram diversos problemas da area (DYCKHOFF e FINKE, 1992;
WAESCHER et al., 2006). Segundo esses estudos, a determinagao do tipo de um PCE se
dé baseado em aspectos basicos respeitando a sua estrutura légica: dimensionalidade, tipo
de selecao de objetos/itens, caracteristicas dos objetos/itens, entre outros. Dentre estes
tipos, o problema de carregamento de paletes (PCP) do produtor consiste em organizar
o maior nimero possivel de itens, de dimensoes (I X w), em um retangulo maior (palete),
de dimensdes (L x W), ou seja, os itens sao arranjados em camadas sobre a superficie
do palete. Os itens devem estar completamente contidos na camada do palete e nao é
permitida a superposicao de itens em cada camada.

J&a o PCP do distribuidor consiste em organizar o maior niimero possivel de caixas
de tamanhos diferentes (I; X w;) em uma unidade maior, por exemplo, o palete (L x W),

buscando-se a maximizacao da utilizacao do espaco disponivel. As caixas também devem
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ser arranjadas em camadas sobre o palete, devem estar completamente contidas no palete
e nao é permitida a superposicao dessas caixas em cada camada. Este tipo de problema
pode ser modelado por meio de programacao inteira conforme, por exemplo, Tsai et al.
(1993), Chen et al. (1995) e Martins (2002).

Diferentes formulagoes mateméticas podem ser utilizadas para o problema de
carregamento de paletes. Entre as formulagoes encontradas na literatura, tem-se
adaptagoes dos modelos de corte bidimensional de Beasley (1985b) e Hadjiconstantinou e
Christofides (1995), e os modelos de empacotamento tridimensional de Tsai et al. (1993),
Chen et al. (1995) e Martins (2002).

1.1 Objetivo e Justificativa

Conforme mencionado, o objetivo deste trabalho é aplicar o método de
decomposicao de Benders (BENDERS, 1962) para resolver os problemas de carregamento
de paletes do produtor e do distribuidor.

Uma das motivacoes para a escolha do método de decomposicao de Benders
se deve ao fato de o método ter tido bons resultados quando aplicado a varios outros
problemas; vide, por exemplo, Geoffrion e Graves (1974), Magnanti et al. (1986), Heragu
e Chen (1998), Cordeau et al. (2000, 2001), Randazzo e Luna (2001), Cai et al.(2001) e
de Miranda (2004).

Uma das justificativas para este estudo é a importancia técnica e econdémica
das aplicagbes industriais. Esses tipos de problemas (corte e empacotamento) sao
fundamentais no planejamento da producao de varios segmentos industriais, cujo objetivo
é minimizar os efeitos negativos gerados por desperdicio de materiais, espagos vazios, etc.

As perdas de material, devido a uma programacao pouco adequada dos padroes de
corte e empacotamento, podem ser substanciais. Parte destas perdas poderia ser evitada
apenas com uma programacao da produgao mais eficiente, nao implicando em quaisquer
investimentos adicionais em processos de producao.

Outra justificativa é a motivagao para tratar problemas de natureza combinatoria
de dificil solugao exata.

Salientamos que, de nosso conhecimento, nao existem trabalhos na literatura
que apliquem o método de decomposicao de Benders aos problemas de carregamento de

paletes.
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Para avaliar o desempenho do método, os resultados encontrados nesta pesquisa
sao comparados com os resultados obtidos utilizando o pacote GAMS/CPLEX 7.0 com
parametros default. Neste trabalho tratamos o caso do problema de carregamento de
paletes (PCP) do produtor bidimensional, e o caso do problema de carregamento de paletes
do distribuidor bidimensional. Em ambos os casos os itens sao arranjados em camadas
iguais sobre a superficie do palete. Também consideramos o caso de carregamento de
paletes do produtor tridimensional, em que os itens (todos idénticos) podem ser arranjados
de maneira mais genérica sobre o palete.

Para o problema do produtor bidimensional foram testados exemplos gerados
com dados aleatérios e foi feita a comparacao entre o resultado, utilizando o método de
decomposicao de Benders e o pacote GAMS/CPLEX 7.0 com parametros default. No caso
do produtor tridimensional, resolvemos um exemplo com dados aleatorios e dois exemplos
com dados reais de uma empresa varejista. Para o problema de distribuidor bidimensional
foi feito um exemplo com dados aleatérios e também comparamos o resultado utilizando
o método de decomposicao de Benders e o pacote GAMS/CPLEX 7.0 com parametros
default.

Neste trabalho foi usado o modelo do Tsai et al. (1993) adaptado ao problema do
carregamento de paletes do produtor (bidimensional e tridimensional) e do distribuidor
(bidimensional). A escolha deste modelo foi pelo fato de ser possivel separar as varidveis
inteiras das continuas, o que facilita a aplicacao do método classico de decomposicao de

Benders.

1.2 Estrutura do texto

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, é apresentado uma breve revisao da literatura, mostrando a
taxonomia dos problemas de corte e empacotamento. Discutimos a importancia da
unitizagao de carga, conceituamos a unitizacao de carga, apresentamos os tipos e modelos
de paletes existentes, além de apresentarmos as vantagens da paletizagao de cargas.
E mostrado também o problema de carregamento de paletes (PCP) do produtor e do
distribuidor.

No capitulo 3, apresentamos modelos matematicos para o PCP do produtor,

adaptados dos modelos em Beasley (1985b), Tsai et al. (1993), Chen et al. (1995) e
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Martins (2002).

No capitulo 4 apresentamos uma revisao da literatura dos métodos de solugao para
problemas de corte e empacotamento (PCE) e do método de decomposi¢ao de Benders,
e aplicamos este método ao modelo adaptado de Tsai et al. (1993). No capitulo 5
apresentamos os resultados computacionais obtidos com este método.

Conforme mencionado anteriormente, os modelos sao resolvidos por meio de
uma linguagem de modelagem (GAMS) usando um software de otimizacao (CPLEX)
(BROOKE et al., 1998). Finalmente, no capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes deste

trabalho e as perspectivas para pesquisa futura.
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2 Paletizacao de Cargas e os Problemas do Carregamento de Paletes do

Produtor e do Distribuidor

2.1 Unitizacao de cargas

Toda empresa tem que carregar, descarregar e movimentar materiais, o que, em
geral, gera um grande esforco e tempo gasto durante essas atividades. Estas operagoes
podem nao agregar valor ao produto, podem ter custos elevados e por isso a empresa tem
que desenvolver um bom trabalho durante esse processo, pois é um fator importante na
competitividade das empresas. Conforme mencionado antes, para tentar minimizar os
custos desse processo, utiliza-se a unitizagao de cargas, o que traz vantagens adicionais
como melhoria no manuseio e aprimoramento da seguranca.

Sule (1988) define uma carga unitizada como sendo vérios itens arranjados que
podem ser manuseados em um tinico volume. E mais f4cil movimentar itens e materiais em
grupos, do que individualmente. Assim, a paletizacao e a conteinerizacao sao amplamente
utilizadas pelas empresas.

A unitizagao de cargas no Brasil envolve dois conceitos. O primeiro, a logistica
que estuda o suprimento e a distribuicao de mercadorias e, o segundo, ¢ o conceito
de embalagens de transporte. Para melhorar a produtividade e a eficacia da logistica,
a juncao da unitizacao de cargas com a movimentacgao mecanizada passa a ser uma
alternativa muito estudada. Apesar de existirem varias formas de unitizacao de cargas

para o transporte no mundo, talvez a utilizacao de paletes seja a mais comum na pratica.

2.2 Paletes

Paletes ou estrados (figura 1) s@o plataformas, geralmente feitos de madeira,
destinado a suportar cargas empilhadas, permitindo a movimentacao por meio de garfo,
nos quais os produtos podem ser unitizados. Os paletes tém como fun¢ao a movimentagao
de grande escala. Paletes sao dispositivos de unitizacao de cargas criados para dinamizar
a movimentacao mecanica na producao industrial, nos depdsitos, e tendem a agilizar os
meios de transportes no momento de carregamento e descarga. O palete é uma alternativa
eficiente de unitizagao que facilita a movimentagao, o transporte e a armazenagem das
cargas.

Nao conhecemos estudos que se aprofundaram sobre questoes como, por exemplo,
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Face Simples Face Dupla

Face Simples
4 entradas 4 entradas

4 entradas

Face Simples
Face Simples 2 antiadis Face Dupla
2 entradas 2 entradas

= <&

Figura 2: palete padrao PBR

quanto de carga a ser movimentada é necessaria para a implantacao de um sistema
unitizado.

Como o custo da implantacao do sistema paletizado em diversos casos é
maior que o custo de manutencao do sistema convencional, os dois sistemas convivem
simultaneamente no Brasil (INTERLOGIS, 2008).

Os modelos de paletes sao muitos, podendo, por exemplo, ter entrada para os
garfos da empilhadeira em dois ou quatro dos seus lados. O palete é normalmente
usado para movimentacao de grande escala. Pode ser encontrado confeccionado com
aco, plastico, papelao, fibra de madeira moldada e outros, mas em um mercado menor.
A maioria dos paletes encontrados nas empresas € feito de madeira.

O modelo de palete padrao brasileiro (PBR) (figura 2) é um palete face dupla
nao-reversivel, 4 entradas, de madeira e com dimensoes 120x100 centimetros (MORALES,
1995).

De uma forma geral, as empresas que recebem produtos e mercadorias paletizados
durante a operacao normal ou de movimentacao de materiais estao notando as varias
vantagens desta operacao.

A NWPMA (“National Wooden Pallet and Container Association”) norte

americana aponta dezesseis vantagens de um programa de paletizagao (OLIVEIRA, 2004;
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INTERLOGIS, 2008):

1.

10.

11.

12.

A melhor utilizacdo dos espacos verticais, pois um programa de paletizacao

possibilita uma quantidade maior de armazenagem em uma dada area.

. Reducao de acidentes pessoais na substituicdo da movimentacao manual pela

movimentagao mecanica.

. Economia de 40% a 45% no custo da movimentagao devido a paletizagao.

O tempo de movimentacao fica reduzido. Economia por homens/horas na eliminagao

dos sobretempos ociosos.

Os paletes carregados permitem a ventilacao entre as mercadorias tanto nos

depdsitos como durante o transporte.

. A paletizacao simplifica o controle de inventario.

Casos demonstraram que a adogao de métodos de movimentacao mecanica e
de carregamento paletizado resultaram na eliminagao quase total de danos aos

produtos.

. A unitizacao de cargas sobre paletes reduz o tempo de rotulagem e as despesas

operacionais deste item. Um ou dois rotulos por unidade de carga elimina a

necessidade de identificar cada embalagem do produto.

O furto é reduzido quando itens individuais sdo unitizados por cintas, faixas ou

filmes.

A paletizacao permite uniformizar o local de estocagem, resultando em &areas com

aproveitamento racional.

Os paletes sao a forma natural de subpisos para o qual cintas de ago podem ser

usadas facilmente na ancoragem segura das mercadorias.

O uso do palete elimina freqiientes custeios do sistema de transporte e permite
entregas, cargas e descargas dentro de qualquer ponto acessivel por equipamentos

de movimentagao.
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13. Paletes bem adequados na linha de producao eliminam interrupgoes e gargalos e

proporcionam maior produtividade.

14. Operérios nao precisam perder seu tempo para dar apoio na movimentacao de

materiais.
15. O palete corta pela metade o tempo de carga e descarga de caminhoes:
e reduzindo os custos de prorrogacao no tempo de embarque e eliminando
sobretaxas;

e melhorando a utilizacao dos equipamentos de carga e descarga,;

e aumentando o ganho de frete tendo em vista a otimizagao no uso de caminhoes.
16. Tempo de carga e descarga pode ser reduzido com o uso do palete, resultando em:

e rapidez no retorno do caminhao;

e reducao de custos. Economias sao claramentes visualizadas quando realizadas
pelo custo de carga e descarga de mercadorias, pois, muitas vezes, sao maiores

naquelas que envolvem operagao de transbordo.

Os paletes podem ser classificados de varios modos. A Norma de Terminologia
para paletes, NBR 8254, editada em novembro de 1983, classifica os tipos de paletes da

seguinte forma:

Quanto ao tipo de operacao:

e Palete descartavel - é aquele destinado a uma tnica operacao de transporte e/ou

armazenagem.

e Palete de uso repetitivo - destinado a vérias operagbes de transporte e/ou

armazenamento.

e Palete sem retorno - é aquele descartavel ou de uso repetitivo, mas que nao retornam

necessariamente a origem da operacao de transporte.

O palete descartavel surge como alternativa ao palete circulante por ser mais

barato, uma vez que é feito de um material menos resistente. Entretanto, este tipo de
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palete gera um custo ecoldgico, ja que tem que ser descartado em um curto periodo de
tempo.

O palete de uso repetitivo também ¢é conhecido como palete circulante ou
retornavel. Um dos maiores usudrios de cargas paletizadas sao as industrias de bens
de consumo que distribuem seus produtos através dos supermercados. Desta forma, a
Associacdo Brasileira de Supermercados (ABRAS) tem procurado a padronizagao dos

paletes em funcao da qualidade, dimensoes e projeto.

Quanto ao modelo:

e Palete de duas entradas - é aquele que permite a introducao de garfo somente
por dois lados opostos. E normalmente utilizado quando a movimentagao ou a
armazenagem da carga tem uma restricao imposta pelo equipamento utilizado ou

pelo tipo de operagao pretendida.

e Palete de quatro entradas - é aquele que permite a introducao de garfos pelos quatro
lados. Este tipo de palete pode ser movimentado por paleteira e empilhadeira.
Quando a carga é descarregada do caminhao com empilhadeira e depois precisa
ser movimentada dentro do armazém por uma paleteira, o palete de quatro
entradas apresenta uma maior versatilidade. Este tipo de palete também permite
a movimentacao em cargas blocadas e possibilita arranjos de forma alternada nos

meios de transportes.

e Palete face simples - é aquele com apenas uma face destinada a receber a carga.
E geralmente utilizado em movimentacoes internas. E de facil manipulagao por
paleteiras, mas necessita de estrutura porta-palete para armazenamento vertical.

Devido ao seu projeto, nao é indicado para cargas pesadas.

e Palete face dupla - é aquele que possue uma face superior para receber carga e outra

inferior para apoio. E o mais utilizado no mercado.

e Palete reversivel - ¢ aquele que possue duas faces iguais. Utilizado principalmente
para cargas blocadas. Usudrios de sacarias dao preferéncia a este tipo de palete,
pois é o que menos danifica a carga de suporte e permite a melhor estabilidade da

pilha.
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e Palete com abas - é aquele cuja face superior (ou ambas) se projeta além dos apoios

em lados opostos, de forma a permitir a insercao de barras ou cabos de icamento.

e Palete desquinados - sao aqueles com os cantos cortados ou arredondados, o que

evita esforcos perfurantes nas cargas.

e (Caixa-Palete - é aquele, com trés ou quatro paredes que podem ser removiveis,
ou com tampa. FEste tipo contém determinadas mercadorias, suporta certa
compressao do empilhamento e proporciona maior protecao mecanica ao conjunto.
E normalmente utilizado para produtos que nao oferecem regularidade na pilha ou

com dimensoes muito pequenas.

2.3 O Problema de Carregamento de Paletes

O problema de carregamento de paletes pode ser visto como um caso particular
do problema de empacotamento (GILMORE e GOMORY, 1965). O problema de
empacotamento consiste, genericamente, em empacotar unidades pequenas dentro de uma
unidade grande, de forma que certo objetivo seja otimizado. Um exemplo desse problema
consiste em arranjar o maior volume possivel de caixas dentro de um contéiner. Por outro
lado, o problema de corte, de forma genérica, consiste em cortar uma unidade grande
(objeto), que esteja disponivel, para a produc¢do de um conjunto de unidades pequenas
(itens) que estao sendo requisitadas.

Cortar unidades maiores em unidades menores ou empacotar unidades menores
dentro de unidades maiores sao problemas similares, considerando que um item cortado
de uma certa posicao pode ser pensado como alocado aquela posi¢cao. Por isto, problemas
desta classe sao referidos como problemas de corte e empacotamento - PCE (DYCKHOFF,
1990).

Planos de corte sao combinacoes de itens dentro de um objeto, respeitando-se um
conjunto de restrigoes do processo de cortagem. KEssas combinagoes podem ser feitas de
inimeras maneiras. O plano de corte étimo é aquele que produz, por exemplo, a menor
perda. O nimero de planos de corte possiveis pode ser, na prética, muito elevado, exigindo
que técnicas bem elaboradas sejam desenvolvidas para determinar o plano étimo. Dentre
essas técnicas podemos citar: enumeracao implicita, programacao dinamica, relaxacao

lagrangiana, busca em grafos e heuristicas. Na figura 3 podemos visualizar um exemplo
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de plano de corte ou empacotamento gerado em um objeto unidimensional.

Bohina

Figura 3: plano de corte ou empacotamento unidimensional

Um problema ¢ dito unidimensional quando apenas uma dimensao é relevante no
processo de cortagem ou empacotamento (veja figura 3). Como casos tipicos de problemas
de cortes unidimensionais, podemos citar o corte de materiais como papel, tecido, plastico
e ago para serem utilizados nos mais diversos setores.

Um problema é dito bidimensional quando duas dimensbes (comprimento e
largura) s@o relevantes na obtenc¢ao da solu¢do (enquanto a espessura é constante). As
dificuldades aumentam bastante para se gerar arranjos sem que ocorra sobreposi¢ao de
itens nos planos de corte ou empacotamento. A figura 4, a seguir, exibe uma representacao
de problemas de corte em duas dimensoes. Entre os problemas bidimensionais podemos
citar alguns ja bastante estudados, como o corte de placas de madeira na industria de

moveis, chapas de ago, placas de vidro, entre outros.

Placa Retangular

L

Figura 4: plano de corte ou empacotamento bidimensional

Quando trés dimensées (comprimento, largura e altura) sdo relevantes para
a obtencao da solucao temos o problema de corte ou empacotamento tridimensional.
Basicamente, trata-se de arranjar itens espaciais, sem sobrepo-los, dentro de objetos
maiores. Podemos citar como exemplos de problemas tridimensionais o problema de

carregamento de contéineres, o problema de corte de espumas em industrias de colchoes,



22

entre outros.

O problema de carregamento de paletes consiste em carregar produtos (caixas)
sobre um palete retangular, tentando otimizar o aproveitamento do palete. Pressupoe-se
que as caixas devam ser arranjadas ortogonalmente, ou seja, com seus lados paralelos
aos lados do palete. Hodgson (1982), ao estudar o problema de carregamento de paletes,
dividiu-o em dois possiveis casos: o problema de carregamento de paletes do produtor e
o problema de carregamento de paletes do distribuidor.

As caixas que embalam os produtos no problema de carregamento de paletes
do produtor sao todas iguais, ou seja, existe somente um tipo de caixa. Quando as
caixas sao carregadas sob qualquer uma de suas faces, o problema é decomposto em dois

subproblemas:

e para cada face das caixas, o problema bidimensional de arranjar ortogonalmente o

maximo nimero de retangulos dentro de um retangulo maior;

e 0 problema unidimensional de arranjar o conjunto mais valioso de camadas ao

longo da altura maxima permitida sobre o palete. Este é um problema da mochila

(MARTELLO e TOTH, 1990).

No PCP do produtor com orientacao vertical fixada, como ja dito, as caixas a
serem colocadas no palete devem ter dimensoes idénticas, ou seja, caixas de dimensoes
(I,w) devem ser arranjadas sobre superficie (L, W) do palete resultando em uma camada
de altura h. Supoe-se que as condigoes | < L, w < W, [ < W e w < L sejam satisfeitas.
Em geral ¢é fixado que as caixas sejam colocadas com o lado [ paralelo ao lado L ou
W do palete, ou seja, ortogonalmente. A orientacao vertical impoe que as caixas sejam
colocadas sobre o palete, sempre com a face (I, w) voltada para cima.

Um palete carregado sob essas condicoes consiste de camadas horizontais iguais
de altura h, por sua vez empilhadas umas sobre as outras, ao longo de uma altura H
fixada para o palete. Essas consideracoes praticas fazem com que o problema original de
gerar um arranjo 6timo de trés dimensoes seja reduzido a um problema de determinar
um padrao 6timo para cada camada, tornando-se assim um arranjo bidimensional de
retangulos menores dentro de um retangulo maior, sem sobreposicao. Sabemos que,
ao contrario de muitos equipamentos de corte, as operagoes com os equipamentos de

empacotamento nao impoem muitas restrigoes nos padroes produzidos.
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Nos processos de cortes, unidades sao cortadas para produzirem unidades
menores. Por outro lado, nos problemas de empacotamento, unidades sao empacotadas
para formar unidades maiores. Em ambos os problemas podemos pensar em unidades
pequenas sendo agrupadas para formar unidades grandes. Pelo menos duas formas de
alocacoes sao possiveis: selegao de unidades pequenas e selecao de unidades grandes. No
problema de selecao de unidades grandes, supomos que todas as unidades grandes sejam
suficientes para alocar todas as unidades pequenas. O objetivo é escolher o conjunto
6timo de unidades grandes para alocar todas as unidades pequenas. No problema de
selecao de unidades pequenas supomos que todas as unidades pequenas sejam suficientes
para utilizar todas as unidades grandes. Neste caso, o objetivo passa a ser a escolha de
um conjunto 6timo de unidades pequenas utilizando todas as unidades grandes.

O interesse neste trabalho é a selecao de unidades pequenas quando temos
somente uma unidade grande disponivel. Assim sendo, o objetivo é carregar, da melhor
maneira possivel, um unico palete e depois repetirmos este padrao ao longo da cadeia
logistica. Neste trabalho nao consideramos restrigoes referentes as propriedades dos
materiais que compoem os produtos e os paletes, tais como: peso, densidade, fragilidade
etc.

Dyckhoff (1990) apresentou uma tipologia fundamentada na estrutura légica dos
problemas de corte e empacotamento. Nesta tipologia, o problema de carregamento de
paletes do produtor bidimensional é classificado com a seguinte notagao: 2/B/O/C que
representa um problema bidimensional (2), tendo como forma de alocacdo a selegao de
unidades pequenas (B), com uma tnica unidade grande (O) e unidades pequenas de
tamanhos iguais (C).

Ja no problema de carregamento de paletes do distribuidor, o distribuidor recebe
varios bens de diversos fornecedores e estes bens estao embalados em caixas de diversos
tamanhos. O distribuidor entao carrega essas caixas sobre paletes em camadas ou de forma
genérica. No caso mais geral, o problema de carregamento de paletes do distribuidor pode
ser visto como um problema tridimensional de carregamento de contéineres (BISCHOFF
e RATCLIFF, 1995; MORABITO e ARENALES, 1994).

No problema de carregamento de palete do distribuidor bidimensional, em
particular, caixas de dimensdes (I;,w;, h;) sdo arranjadas em camadas ou em colunas

sobre a superficie (L, W) do palete. Na pratica, o problema de carregamento de palete do
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distribuidor bidimensional consiste em selecionar caixas com a mesma altura h e arranja-
las inicialmente em camadas e depois, empilhar essas camadas umas sobre as outras,
ao longo de uma altura H fixada para o palete. Este problema pode ser considerado
uma generalizagao do problema do produtor, porém mais complexo e envolvendo maiores
dificuldades de solu¢ao. Quanto a tipologia Dyckhoff (1990), este problema pode ser
classificado como 2/B/O/M, onde M indica que podemos ter unidades pequenas (caixas)
de tamanhos diferentes.

Na figura 5 e 6 temos um palete do produtor bidimensional e um palete do
produtor tridimensional, respectivamente. Na figura 7 temos a ilustracao de um PCP do

distribuidor bidimensional.

Figura 5: palete do produtor bidimensional

Figura 6: palete do produtor tridimensional

Note as que as figuras 5 e 7 sao representadas como se a folha fosse o palete, ou

seja, as caixas tem todas a mesma altura e sao carregadas em camadas.
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Figura 7: palete do distribuidor bidimensional

2.4 Revisao Bibliografica sobre PCP do Produtor

A maioria dos trabalhos encontrados na literatura de problemas de corte e
carregamento abordam problemas bidimensionais. Nas ultimas décadas, foram propostos
diversos métodos para resolver problemas de carregamento de paletes 2D, baseados
em programagao inteira (BEASLEY, 1985b e 1985c; TSAI et al, 1985 e 1988;
MARTINS, 2002) e programagao dinamica (ISRANI e SANDERS, 1982; HODGSON,
1982; HODGSON et al., 1983; ROBERTS, 1984; STEUDEL, 1984 ¢ BEASLEY, 1985a).

Oliveira (2004) estudou métodos exatos baseados em relaxacao lagrangiana e
surrogate para o problema de carregamento de paletes do produtor e mostrou uma relacao
existente entre as formulagoes de Tsai et al. (1993) e de Chen et al. (1995). Outros
detalhes de estudos do PCP podem ser encontrados em Lins et al. (2002, 2003) e Birgin
et al. (2005 e 2008). Limitantes superiores para este problema foram estudados, por
exemplo, em Morabito e Farago (2002), Nelissen (1995) e Letchford e Amaral (2001).
Pureza e Morabito (2006) propuseram uma abordagem baseada na incorporacao de busca
tabu simples em heuristicas de bloco.

Ribeiro e Lorena (2005) abordaram o problema da estivagem de unidades de
celulose (PEUC) em poroes de navios dedicados para o transporte maritimo internacional.
O PEUC pode ser visto como PCP do produtor. Considerando isto e que o grafo
de conflitos, associado ao problema, pode ser particionado, Ribeiro e Lorena (2005)
apresentaram uma formulagao para o PEUC e propuseram uma relaxagao lagrangeana
com divisao em clusters para o problema apresentado. A técnica adotada foi testada em

exemplos da literatura e em exemplos obtidos em alguns portos brasileiros e obtiveram-
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se resultados superiores aos obtidos na pratica, aumentando o ntmero de unidades
transportadas por camadas nos navios. Estes resultados foram ainda melhorados em
Birgin et al. (2008), usando um procedimento recursivo de partigao.

De forma geral, o trabalho de Beasley (1985b) considera o problema bidimensional
de cortar um numero de pegas retangulares de um tnico retangulo maior de forma a
maximizar o valor das pecas cortadas. E aplicada a técnica de relaxacao lagrangiana
(sobre restrigoes surrogate) na formulagao de programagao inteira 0-1 e o limitante obtido
¢ usado no procedimento de busca em arvore (branch and bound). O procedimento de
otimizacao do subgradiente ¢é utilizado para otimizar o limitante obtido por relaxacao
lagrangiana. Esta abordagem pode ser adaptada para resolver o caso particular do PCP,
conforme Oliveira e Morabito (2006).

Hadjiconstantinou e Christofides (1995) apresentam um procedimento exato de
busca em arvore para a resolucao do problema de corte bidimensional, no qual um nimero
de pecas retangulares pequenas, cada uma com um dado tamanho e valor, sao cortadas
de uma peca retangular maior. O objetivo é minimizar a sobra. E considerado o niimero
maximo de vezes que uma pega pode ser usada em um padrao de corte. O algoritmo
utilizado limita o tamanho da busca em arvore usando um limitante obtido através da
aplicacao de relaxagao lagrangiana de uma formulacao de programacao inteira 0-1 e, para
otimizar este limitante, é utilizado o procedimento de otimizacao do subgradiente. Esta
abordagem também pode ser utilizada para resolver o PCP.

Tsai et al. (1993) formularam um modelo de programacao inteira mista 0-1 para
o problema de empacotamento de paletes e contéineres. O modelo consiste de restri¢coes
disjuntivas e é resolvido por algoritmos do tipo branch and bound explorando a estrutura
particular do modelo. Porém, o niimero destas restrigoes cresce exponencialmente com
o numero de caixas disponiveis, tornando o algoritmo invidvel para problemas de grande
porte. Chen et al. (1995) consideraram o problema de carregamento de contéineres
com caixas de tamanhos nao uniformes e apresentaram um modelo misto 0-1 para este
problema, similar ao modelo de Tsai et al. (1993). Outras formulagdes relacionadas com
a de Tsai et al. (1993) e Chen et al. (1995) podem ser encontradas em Martins (2002).

Martins ~ (2002)  discutiu  diferentes  problemas de empacotamento
multidimensional.  Ele considerou exemplos em 2 e 3 dimensoes, com diferentes

fungoes-objetivo. Em todos os exemplos considerados, os itens e as caixas tém dimensoes
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retangulares. Martins e Dell (2007) definem uma instancia de tamanho minimo (MSI) de
uma classe de equivaléncia dos problemas de carregamento de paletes (PLP), e mostram
que cada classe de problemas tem uma e s6 uma MSI. Isto faz com que a MSI seja ttil

na distincao das classes de equivaléncia.
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3 Modelagem dos Problemas de Carregamentos de Paletes do Produtor e

do Distribuidor

Neste capitulo sao apresentadas diferentes formulagoes matematicas que podem
ser utilizadas para o problema de carregamento de paletes, encontradas na literatura. A
seguir revisamos o trabalho de Tsai et al. (1993), Chen et al. (1995), Beasley (1985b),
Martins (2002).

3.1 Formulagao de Tsai et al. (1993)

O modelo proposto por Tsai et al. (1993) permite que varias caixas de diversos
tamanhos sejam colocadas no mesmo palete. E um problema que também leva em
consideracao a altura das caixas, pois elas podem ser armazenadas em mais de uma
camada e cada carregamento pode ter mais de um tipo de caixa (PCP do distribuidor).
As solugoes do modelo tridimensional nao tém garantia de serem carregamentos estaveis.

A seguir o modelo original de Tsai et al. (1993) é adaptado a um modelo
bidimensional do PCP do produtor. Desta maneira, consideraremos que podemos ter
apenas caixas de dimensoes (I x w) ou (w x [) para serem carregadas num palete (L x W),
nao considerando a altura das caixas. O problema é formulado como um problema de
programagao inteira mista 0-1.

No modelo original é considerada uma proporcao pré-determinada entre o niimero
de caixas de cada tipo e o total de caixas carregadas no palete, o que nao é considerado
neste trabalho.

Os parametros do modelo para o PCP do produtor, caso bidimensional, sao:

- S: conjunto de n caixas a serem consideradas, todas com dimensées (I x w) ou (w X [);
- (I;,w;): dimensoes da caixa i, no conjunto S (note que se l; = [, entdo w; = w, e vice-
versa);

- (L,W): dimensoes do palete, comprimento e largura;

- (X% Y?): canto inferior do palete no plano cartesiano ao longo dos eixos z e y;

- M: nimero suficientemente grande.

Note que (X?,Y?) ¢ definido para que todas as caixas em S caibam entre (0, 0)
e (X% Y?). O valor de n é de 2% [2%] onde metade deles, isto é, | £ |, tem tamanho
(I x w) e a outra metade tem tamanho (w x ).

E as variaveis sao:
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- (z4,y;): varidveis de decisao (coordenadas x e y do canto inferior esquerdo da caixa i);
- P, : varidvel de decis@o binaria associada a i-ésima caixa do conjunto S. A caixa i é
colocada no palete se P, = 1. A caixa ¢ é descartada se P; = 0.

Temos entao o seguinte modelo:

Max Z = Zn:Pi (1)
i=1
sujeito a
rj—x, < =l Vi<j ou (2)
v, —x; < =l Yi<j ou (3)
yi—y < —w; Vi<j ou (4)
vi—y < —w, Vi<j ou (5)
z; > X°P, Vi (6)
v > Y°P Vi (7)
z, < (X°4+L)—1; Vi (8)
yp < (YO+W)—w; Vi (9)
P, €{0,1}
zi,Yi > 0
1=1,2,...,n
j=12...n

As restrigoes (2) a (5) sdo restrigoes disjuntivas para evitar sobreposicao das
caixas. Para delimitar a colocacdo das caixas no palete tem-se as restrigoes (6) a (9). A
funcao objetivo (1) maximiza o nimero total de caixas no palete. A solucao deste modelo
fornece o nimero méaximo de caixas e suas localizagoes no palete.

As restrigoes disjuntivas de sobreposicao podem ser convertidas para restrigoes
1,2

i Ui . Tem-se,

padroes do tipo “e”, introduzindo-se 2 conjuntos de variaveis binarias: u
entdo, 4 possiveis combinagoes dessas varidveis bindrias. Assim, as restri¢oes (2) a (5)

sdo equivalentes a (Tsai et al., (1993)):
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vy - < =l Muj;+uy;) Vi< (10)
ri—x; < —Li+M(1-— (uf] — ullj)) Vi<j (11)
yi—vy < —w;+M(1- (uzlj — uf])) Vi < j (12)
vi—y; < —w;+ M[2— (Uzlg + u?])] Vi<j (13)

u; 5, uz; € {0,1}

1,57
Desde que M seja suficientemente grande, o valor resultante do lado direito das
equacoes estd indicado somente como M na tabela 1. Nesta tabela, uma das 4 restrigoes

originais nao devera mudar e o restante nao terd efeito por causa do valor suficientemente

grande do lado direito das equacoes.

variaveis bindrias valor das equacoes (lado direito) equacoes de

u; u; eq. (10) | eq. (11) | eq. (12) | eq. (13) | restrigoes aplicaveis
0 0 —I; M M M eq. (10)

0 1 M —l; M M eq. (11)

1 0 M M —w, M eq. (12)

1 1 M M M —w; eq. (13)

Tabela 1: Restrigoes disjuntivas para o caso bidimensional

Para cada par (i,j) com i

< 7 e M suficientemente grande, tem-se 4

possibilidades: se u} ;= u? ; = 1, a restrigao que ficard vdlida ¢ a restrigao (13); se
uj; = u7; = 0, a restrigdo que nao serd redundante é a restricao (10); se u;; = 0 e
u?j = 1, a restricao que ficara valida é a restri¢ao (11); se u}j =1le u?j = 0, a restricao

que ndo serd redundante é a restrigao (12).

Note que o nimero de restri¢coes deste modelo aumenta exponencialmente com o
numero de caixas n. Como ilustracao, segue um exemplo didatico desta adaptacao:

Dados (L, W) = (5,4), n = 4, (l1,w1) = (3,2), (I, ws) = (2,3), (I3,w3) = (3,2)
e (I, we) = (2,3), ou seja, seja (X0, Y) = (Y41, X0, wy) = (10,10) e M = maz{X°+
L, Y°+W?} = 15. Note que o par (X°,Y?) é calculado de uma forma simples e respeitando
o principio de que se deve ter a opcao de colocar todas as caixas no espaco entre (0,0) e
(X0, YY), J& o ntimero M foi definido de maneira a ser o menor nimero suficientemente

grande para satisfazer a l6gica das inequagoes (10)-(13).



Funcao objetivo:

Max +P1+P2—|—P3+P4

Restri¢oes para evitar sobreposicao:

—T1 + Xo
—11 + 23
—T1 + 24
—To + T3
—Tg + 14
—T3 + 14
+x1 — o
+x; — 23
+X1 — Ty
+Zo — T3
+xo — Ty
+T3 — T4
Y1 — Y2
+Y1 — Y3
+Y1 — Ya
+Y2 — Y3
Y2 — Ya
+Ys — Ya
—Y1+ Y2
—Y1+ Y3
—Y1 + Y
—Y2 T Y3
—Y2 + Y

—Y3 + Ya

<

AN AN /A N /AN /AN /AN /A N /A N /AN /AN /AN VAN VAN VAN V/ANS /AN VAN VNS VAN VAN VANN VAN

IN

—2+ 15uy, + 15uf,

—3+ 15uy 5 + 15uf 4

—2 + 15ug 4 + 15uf ,

—3+ 15uj 5 + 15u3 4

—2+ 15uy, + 15u3,

—2+ 15ug, + 15u3,

+12 + 15u; , — 1507,
+12 + 15u; 5 — 15uf 4
+12 + 15uy 4, — 15u ,
+13 + 15uy 5 — 15u3 4
+13 + 15uy 4 — 15u3 ,
+12 + 15us 4 — 15u3 ,
+12 — 15ug , + 1507,
+13 — 15uy 5 + 1507 4
+12 — 15u; 4 + 15u7 ,
+13 — 15uy 5 + 15u3 5
+12 — 15uy 4, + 15u3 ,
+12 — 15ug, + 15u3 ,
+28 — 15uy, — 1507,
+28 — 15ui3 — 15ui3
+28 — 15uy 4 — 1503
+27 — 15uy 5 — 15u3 4
+27 — 15uy 4 — 15u3

+28 — 15u§74 — 15u§’4

31

(14)
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Restricoes para delimitar a colocacao das caixas no palete:

1 > +10P
xy > +10P;
x3 > +10P;
g > +10F;
1 > +10P
v > +10R,
ys > +10Ps
ys > +10Py
—x; > —12
—x9 > —13
—xr3 > —12
—x4s > —13
-y = —12
—y2 = —11
—y3 = —12
—ys = —11

O valor da fungao objetivo encontrada pelo pacote GAMS/CPLEX ao resolver
este modelo é 3, em que P, = P; = P, = 1e P, = 0. A localizagdo no palete das
caixas é (z1,11) = (10,12), (x3,93) = (10,10) e (z4,y4) = (13,10). O valor de u' e u? é
ujg=uyy = lui, =ujy =uj,,uz, =1, e o restante é zero. A figura 8 ilustra a solugao
encontrada.

Outras mudangas no modelo original foram testadas: (i) PCP do produtor
tridimensional e (ii) PCP do distribuidor bidimensional restrito.

(i) PCP do produtor para o caso tridimensional

As variaveis e os parametros que mudam para este caso sao:

- (l;, wy, h;): dimensoes da caixa i, no conjunto S;
- (L,W, H): dimensdes do palete, comprimento, largura e altura;

- (X9, Y9 Z9): canto inferior esquerdo do palete no plano cartesiano ao longo dos eixos
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Figura 8: exemplo didatico adaptado de Tsai et al. (1993)

T,y e z;

- (%, yi, z;): varidveis de decis@o (coordenadas z, y e z do canto inferior esquerdo da caixa
1);

- ul ;i conjunto de variaveis binarias.

A fungao objetivo fica entao da seguinte forma:

Max Z = ) P, (15)
=1

E as restrigoes sao da forma:

rj—x; < —lj—i-M(u?’j—Fu;?’J) Vi< j (16)
v —z; < —li+M(u}7j+uf7j) Vi < j (17)
yi — vy < —wj+]\/[(uil7j+uij) Vi< j (18)
yi—y; < —wi+ M2 = (u;+ i) Vi< (19)
zj—z < —hj+M[2—(ul;+ul)] Vi<j (20)
zi—z < —hi+ M2 - (u; +ul))] Vi< (21)
z, > X°P, Vi (22)
yi > Y°P, Vi (23)
2z > Z°P, Vi (24)
z, < (X°+L)—1; Vi (25)
y < Y'4+W)—w; Vi (26)
z < (Z°4+H)—h; Vi (27)
1 < u}’j+u?7j+uf7j§2 (28)
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u}J, P U E{O 1}.
P € {0,1}
Ly Yiy 24 Z 0
1=1,2,...n
j=12...n

As restrigoes disjuntivas de sobreposicao podem ser convertidas para restrigoes

2 3
Ui g Wi g

LL 2

padroes do tipo “e”, introduzindo-se, agora, 3 conjuntos de varidveis bindrias: u}

ivjo
Tem-se, entao, 6 possiveis combinagoes dessas varidveis binarias (Tsai et al., 1993).
Desde que M seja suficientemente grande, o valor resultante do lado direito das
equacgoes esta indicado somente como M na tabela 2. Note que para os ultimos dois
casos da tabela 2, as restrigdes seriam invalidas; por isso foi adicionada a restri¢ao (28)

no modelo. Convém salientar que este modelo nao garante que a solucao tridimensional

corresponde a um carregamento estavel.

varidveis bindrias valor das equacoes (lado direito) equagoes de
ui; | v | u); | eq.(16) | eq.(17) | eq.(18) | eq.(19) | eq.(20) | eq.(21) | restrigoes aplicaveis
1 0 0 —; M M M M M eq. (16)

01 1] 0 M = M M M M oq. (17)
00 1 M M —w, M M M eq. (18)

1 1 0 M M M —w; M M eq. (19)

01 1| 1 M M M M | —h, | M eq. (20)

T [ 0| 1 M M M M M| —h eq. (21)
1|1 1 M M M —w; —h; —hi (19), (20) e (21)
010 0 | | —w, | M M M (16), (17) e (18)

Tabela 2: Restrigoes disjuntivas para o caso tridimensional

(ii) PCP do distribuidor para o caso bidimensional restrito
Os parametros do modelo para o PCP do distribuidor, caso bidimensional, sao:
- S: conjunto de n caixas a serem consideradas;
- ({;,w;): dimensoes da caixa i, no conjunto S (note que se l; = [, entdo w; = w, e vice-
versa);
- b;: quantidade de caixas i disponivel;
- (L,W): dimensoes do palete, comprimento e largura;
- (X% Y?): canto inferior do palete no plano cartesiano ao longo dos eixos z e ¥;
- M: nimero suficientemente grande.

E as varidveis sao:




35

- (z4,y;): varidveis de decisao (coordenadas x e y do canto inferior esquerdo da caixa i);

- P, : varidvel de decisao binaria associada a i-ésima caixa do conjunto S. A caixa i é

colocada no palete se P, = 1. A caixa ¢ é descartada se P; = 0.

A restricdo de nimero maximo de cada tipo de caixas que se tem disponivel é

adicionada ao modelo. Consideramos 2 tipos de caixas. Suponha que temos b; = 2 caixas

(l1,w1) e by = 1 caixa (lo,ws). Ao colocar esses dados, temos que duplicar este nimero.

E importante observar que apesar de termos 6 caixas (n = 6) escritas nos dados iniciais

do modelo, estao realmente disponiveis apenas 3 caixas.

Dado que as caixas 1 e 5 tém dimensoes (I1,w;), as caixas 2 e 6 tém dimensoes

(wy,1y), a caixa 3 tem dimensodes (ly, wsy) e a caixa 4 tem dimensoes (ws, l3). As restrigdes

P+P+FP+F < b=2

sao entao adicionados ao problema.

P+ P, < by=1

Temos entao o seguinte modelo:

sujeito a
X €T;
xX; X
Yi — Yi
Yi — Y
)
Yi
€
Yi

P+ P+ P+ Ps

P;+ Py

AN VAN /AN VAR AV VAN VAN VAR VAN

IN

Max Z = iPi
i=1

—lj+ M(uj; +ui;) i<j
—li+ M1 = (u}; —uly) i<j

.3

—wj + M(1—(u}; —u?;)) i<j

i g

—w; + M[2 = (u; +ui,)] i<
X°P, Vi

Y'P, Vi

(X°+L)—1; Vi

YO+ W) —w; Vi

by

by

(29)
(30)

(31)
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uj s, u, Pe{0,1}

Z?]’ Z?]’

1=1,2,...n
7=12,...n

As restrigoes (32) a (35) s@o restrigbes disjuntivas para evitar sobreposigao das
caixas. Para delimitar a colocacdo das caixas no palete tem-se as restrigoes (36) a (39).
A funcao objetivo (31) maximiza o nimero total de caixas no palete. As restrigoes (40)
e (41) determinam o nimero maximo de cada tipo de caixas que se tem disponivel. A

solucao deste modelo fornece o niimero maximo de caixas e suas localizagoes no palete.

3.2 Formulagao de Chen et al. (1995)

Chen et al. (1995) consideram o problema de carregamento tridimensional de
contéineres com caixas de tamanho nao uniforme e o formulam como um problema de
programagcao mista 0-1, considerando multiplos contéineres, varios tamanhos de caixas, a
orientacao e a sobreposicao das caixas. As solugoes tridimensionais nao tém garantia de
serem carregamentos estaveis.

Os parametros do modelo para o caso bidimensional sao:

- N: numero total de caixas a serem empacotadas;

- m: numero total de contéineres disponiveis;

- M: ntmero suficientemente grande;

- (L;, W;): dimensdes do contéiner j, comprimento e largura;
- (pi, ¢i): dimensoes da caixa i.

E as varidveis sao:

- s54;: varidvel bindria, ¢ igual a 1 se a caixa 7 estd localizada no contéiner j e é igual a 0,
caso contrario;

- n;: variavel bindria, é igual a 1 se o conteiner j € usado e ¢ igual a 0 caso contrario;

- (x4,9;): varidveis de decisao (coordenadas z e y do canto inferior esquerdo frontal da
caixa 1);

- (lyi, ly;): varidveis binarias indicando se o comprimento da caixa i é paralelo ao eixo X
ou Y (isto é, o valor de [,; é igual a 1 se o comprimento da caixa i é paralelo ao eixo X,

caso contrério é 0);
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- (Wi, wy;): varidveis bindrias indicando se a largura da caixa i é paralelo ao eixo X ou
Y (isto é, o valor de w,; ¢é igual a 1 se a largura da caixa i é paralela ao eixo X, caso
contrario é 0);

- Wk, bik, Cir, d;i: varidveis binarias definidas para indicar a localizacao das caixas em
relacdo umas as outras. A variavel a;; € igual a 1 se a caixa i estd do lado esquerdo da
caixa k. Similarmente, as variaveis by, ¢;i, d;r definem se a caixa 7 esta do lado direito,
atras ou em frente da caixa k, respectivamente. Estas varidveis sao necessarias e definidas
apenas quando ¢ < k.

O programa 0-1 para o caso bidimensional é formulado a seguir:

m N
Min ZLjonj - Zpi(]i (42)
sujeito a - -
Ti+pi b+ ¢ we <z + (1 —ay) - M Vijk,i <k, (43)
T+ e bk + Q- Wop <+ (L—=by) - M Vi ki <k, (44)
Vit g wyi+pi -l <ype+ 1 —ci) M Vik,i <k, (45)
Uk + Q- Wy + D1 by <y + (1 —di) - M Vi ki <k, (46)
ik + big + Cip +digg > S5+ 51, — 1 Vi kg1 <k, (47)
i sy = 1 Vi (48)
j=1
N
ZSU < M-n; Vj, (49)
T+ pi L + qjlwm < Li+(1—s4)-M Vij, (50)
Yit @i Wy +pi -l < Wit (1—sy5)- M Vi, j, (51)

Liiy Lyiy Waiy Wyis Qik, Dike, Ciks ik, Sij,m € {0, 1},
i, Yi > 0
As restrigoes (43) a (47) sdo para evitar a sobreposigao das caixas. Para garantir
que cada caixa esteja associada a sé um contéiner e quais os contéineres que serao
utilizados, sdo usadas as restri¢oes (48) e (49). Para delimitar a colocagao das caixas
no palete temos as restri¢oes (50) e (51). A fungao objetivo deste problema minimiza o

espaco total nao utilizado dos contéineres utilizados. A solucao fornece quais caixas serao



38

empacotadas em quais contéineres e também fornece suas localizacoes no contéiner.
Como as varidveis ly;, ly;, Wy, wy; sao dependentes, entao existe uma relacao entre
elas, o que faz com que o modelemos com 5 varidveis a menos (ly;, Wy, W), 0 que resulta
na diminui¢ao do tamanho do problema.
Oliveira (2004) mostrou que as formulagoes de Tsai et al. (1993) e Chen et al.

(1995) estao relacionadas.

3.3 Formulagao de Beasley (1985b)

O modelo de corte bidimensional de Beasley (1985b) pode ser adaptado ao
problema de carregamentos de paletes do produtor, como visto em Oliveira (2004).
Considere que P e () sao o numero minimo e méaximo de caixas por camada
respectivamente, a serem colocadas sobre o palete (0 < P < Q); (I,w) s@o as dimensoes
(comprimento e largura) da caixa; (L, W) sao as dimensoes (comprimento e largura) do
palete. O palete serd carregado com caixas iguais.

Admitimos que L, W, e w sdo nimeros inteiros, e que [ > w e | < min{L, W}.
Por simplicidade, definimos (I;,w;) = (l,w) e (lo,wy) = (w,l), assim, (l;,w;),i = 1,2
correspondem ao comprimento e largura da face de uma caixa com orientacao i. O
problema consiste em encontrar um arranjo de caixas em camadas horizontais tal que a
utilizagao da superficie do palete seja a méaxima possivel.

A origem do sistema cartesiano é no canto inferior esquerdo do palete. As caixas
podem ser colocadas em vérias posicoes ao longo do comprimento L e W do palete. Sejam:
X ={p|0 <p < L—w,inteiro} e
Y = {q|0 < ¢ <W —w,inteiro}
os conjuntos das coordenadas (p,q), respectivamente, para se colocar o canto inferior
esquerdo da face (I, w) de uma caixa dentro do palete.

Sem perda de generalidade, podemos restringir os conjuntos X e Y para os
conjuntos normais:

X ={plp= Z?:llibuO <p<L—wb; >0 einteiro,i = 1,2} e
Y ={ql¢= Z?:l w;ib;,0 < ¢ <W —w,b; >0 e inteiro,i = 1,2}

Definimos a funcao a que é 1til para descrever restricoes de sobreposicao de caixas

sobre o palete e que pode ser computada com antecedéncia para cada posicao (p, q), cada

posicao (r, s) e cada orientagao i onde
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pe X talquep < L—1,
qgeY tal que ¢ < W —wy,
reX,seYei=1,2
Assim, a fungao a é descrita como:
Qipgrs = 1,5 0 <p<r<p+l;—1<L—-1e0<q¢g<s<qg+w—1<W-—-1.
Caso contrario, a;pers = 0.
Note que ;s = 1 indica que a coordenada (r, s) fica coberta ao se colocar uma
caixa com orientacao i na coordenada (p, q) do palete.
Para todop € Xtalquep < L —1l;, g€ Ytalqueqg < W —w;,re X, s€Y e
i = 1,2, definimos a varidvel de decisao ;p,:
Tipg = 1 se uma caixa ¢é colocada na posigao (p,q) do palete, com orientacao i.

Caso contrério, z;,, = 0 (figura 9).

Palete

Pecai

_____ o

Figura 9: posi¢do (7,s) ndo permitida em fungao da colocagdo de uma caixa na posigao
(p,q) com orientagao i.

O PCP do produtor pode entao ser formulado pelo seguinte problema linear 0-1,

que é um caso particular do modelo proposto por Beasley (1985b):

Max Z Z Z Xipg (52)

=1 {peX/p<L—I:} {q€Y/q<W—w;}
sujelto a

2
Qipgrs Xipg <1 Vre X,seY (53)

BN

i=1 p q

P<Y Y X0 54
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Tipg € {0,1}
peXtalquep<L—1I
qgeY tal que g < W —wj
1=1,2

A funcao objetivo maximiza o nimero de caixas colocadas sobre o palete. A
primeira restrigdo garante que cada par (r, s) seja ocupado por, no maximo, uma caixa e,
desta maneira, evita sobreposicao no arranjo de caixas. A segunda restricao garante que
o numero de caixas arranjadas esteja dentro do intervalo [P, Q)]. para os casos em que se
procura uma solu¢ao nao homogénea, define-se P = 0 e () é um limitante superior para o
problema.

Um exemplo didético é mostrado a seguir:

Seja (L, W) = (5,4), (l1,w1) = (3,2) e (lo,ws) = (2,3) As posigdes onde sao
possiveis colocar o canto inferior esquerdo das caixas sao dadas pelos conjuntos X e Y:
X ={0,1,2,3} e Y ={0,1,2}.

Consideramos (p, ¢) a posigao onde colocamos o canto inferior esquerdo da caixa,
dentro do palete (L, W), compe X eqeY.

Dado X = {p/p = Z?Zl lib;,0 <p < L—w,b; >0 e inteiro,i = 1,2} temos que
X ={p/p=3b1 +2b,0 <p<5—2b; >0 e inteiro,i = 1,2}. Portanto, X = {0,2,3} é
o conjunto normalizado.

Dado Y = {q/q = Z?Zl w;ib;,0 < ¢ < W —w,b; > 0 e inteiro,i = 1,2} temos que
Y ={q/q = 2b; +3by,0 < ¢ <4—2,b; >0 e inteiro,i = 1,2}. Portanto, Y = {0,2} é o
conjunto normalizado.

Para i = 1 temos que p < L —1l; ep € X = {0,2,3}. Assim, p < 5—-3 = 2.
Portanto, p = {0,2}. Para i = 2 temos que p < L —1ly ep € X = {0,2,3}. Assim,
p <5 —2=3. Portanto, p = {0, 2, 3}.

Para i = 1 temos que ¢ < W —w; e ¢ € Y = {0,2}. Assim, ¢ < 4 -2 = 2.
Portanto, p = {0,2}. Para i = 2 temos que p < W —ws e ¢ € Y = {0,2}. Assim,
p <4 —3 = 1. Portanto, p = {0}.

Com isso, os valores da funcao a estao definidos na tabela 1.

Comor € X, s €Y, temos que r = {0,2,3}, s = {0,2}. Temos entao, para este
exemplo, a seguinte formulagao:

Max 100 + Z102 + T120 + T122 + T200 + T220 + T230

sujeito a
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Caso | p|q |1
a 0011
b 0102
c 21011
d 2102
e 31012
f 01211
g 21211

Tabela 3: Restricoes de sobreposicao das caixas

(r,s) = (0,0): w100 + a0 < 1
(r,8) = (0,2): w102 + 200 < 1

para (r,s) = (2,0): T100 + T120 + Taz0 < 1
(1,5) = (2,2): w102 + @122 + Toz0 < 1
(r,8) = (3,0): T120 + 290 + Tazo < 1

LW

-] =3 X100 + T102 + X120 +

Para o limitante inferior P = 0 e o limitante superior Q = |
T122 + Taoo + T30 < 3, em que T, € {0, 1}

Este problema foi resolvido no pacote GAMS/CPLEX e a solu¢do &tima
encontrada foi: x99 = T1g2 = Tago = 1 € T1aa = Tagy = Tz = 0 e FO = 3. Esta

solucao estd ilustrada na figura 10.

Figura 10: solugao do exemplo do Beasley (1985b)

Note que tanto a solugdo encontrada usando a formulagao de Beasley (1985b),
quanto a encontrada usando o modelo adaptado de Tsai et al. (1993), sdo 6timas para o

PCP do produtor.
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3.4 Formulagao de Martins (2002)

Martins (2002) propoe um modelo similar a Chen et al. (1995), ou seja, considera
a posicao relativa entre itens para evitar a sobreposicao, porém resolve modelos em duas
dimensoes. Ele usa este modelo para verificar como se comportam algumas técnicas de
modelagem no desempenho computacional.

Seja x;, i € I, a posicao horizontal do canto esquerdo do item dentro do contéiner
e seja y;, © € I, a posicao vertical do lado inferior do item dentro do contéiner, sendo a
origem no canto inferior esquerdo do contéiner. Neste modelo permite-se uma rotacao dos
itens de 90°.

a. Indicando se um item é empacotado ou nao

Utiliza-se variaveis binarias In;, para cada item ¢ € I , para indicar se o item i é
colocado no contéiner.

b. Indicando rotacao

Rotacionar um item significa que as dimensoes sao trocadas: comprimento se
torna largura e vice-versa. Para indicar esta rotagao usa-se uma variavel r;. Esta varidvel
sera 1 se o item é rotacionado. Assim, o canto superior direito do item ¢, dentro do
conteiner, é dado por:

c. Todos os itens empacotados estao totalmente dentro do contéiner
Temos as restricoes de nao negatividade em z; e y;, e limitante superior para a

posicao do canto superior direito do item dentro do contéiner:

1el

d. Restricao para a nao sobreposicao dos itens
Para dois itens se sobreporem, digamos 7 e j, quatro condi¢oes tém que acontecer

simultaneamente, como mostra a figura 11:

e O lado direito de 7 deve estar a direita do lado esquerdo de j;
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e O lado superior de j deve estar acima do lado inferior 4;
e O lado direito de j deve estar a direita do lado esquerdo de 7;

e O lado superior de i deve estar acima do lado inferior j.

5 H(1=-n)+wln)
¥t w(i-n)
i H.i"ﬂ_"}') + w.i'(r.l‘]
¥t wl-r)

Figura 11: sobreposicao

Quando trés ou menos condicoes destas acima ocorrem, os itens nao se sobrepoem.
Sao usados quatro conjuntos de varidveis bindrias, px;;, pxj;, pyi; € pyji, para representar
o resultado de cada uma das quatro comparacoes, entre os itens ¢ e j, com 1 representando
verdadeiro e 0 falso.

Desde que L e W sao limitantes superiores na horizontal (vertical) da distancia

entre os itens dentro do contéiner, define-se o seguinte conjunto de restricoes para o

problema:
(2 + L(1—7;) +wi(ry)] —x; < Lopxy, VielNVjel,i#j (59)
PTi; 4+ pyij + Ty +pyi < S —lIng—ling, Viel,jel j>i (61)

A restrigdo (59) garante que o lado direito do item i estard a direita do lado
esquerdo do item j, somente se pz;; = 1. A restri¢do (60) é necessdria para comparagoes
da vertical. A restrigdo (61) é a restricao de cardinalidade, e assegura que, pelo menos,

trés variaveis bindarias tém valor 1.



e. Problema Inteiro Misto

Formulacao:

Max Zvi lnl

iel
sujeito a

yi + L) +w(l—r) < W Viel

i+ L1 —r) +wi(r)| —z;, < Lpxy, Viel Vjel
J J

IN

[yi + li(ri) +wi(1 —73)] — y; W pyij, Viel,Vjel

PTij + pYi; + 0Ty +py;; < S —In;—lIn;, Viel,jel,j>i
In;,r; €{0,1}, Viel
pxi;, pyi; € {0,1}, Viel,Vjel
iy >0, Viel

em que

1,7: indices dos itens a serem empacotados, 2 € [ e j € I.
Parametros:

L: comprimento do contéiner;

W: largura do contéiner;

v;: valor do item 7, 7 € I;

[;: comprimento do item i, ¢ € [;

w;: largura do item 4, 7 € I.

Variaveis:
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px;;: igual a 1 se o lado direito do item j estd a direita do lado esquerdo do item ¢; igual

a 0, caso contrario;

pyi;: igual a 1 se o topo do item j estd acima da parte inferior do item ¢; igual a 0, caso

contrario;

In;: igual a 1 se o item 7 esta dentro do contéiner; igual a 0, caso contrario;
r;: igual a 1 se o item ¢ ¢é rotacionado; igual a 0, caso contrario;

x;: posicao horizontal do lado esquerdo do item ¢ no contéiner;

y;: posicao vertical da parte inferior do item ¢ no contéiner.
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A fungao objetivo (62) maximiza o valor dos itens dentro do contéiner. As

restrigoes (63) e (64) limitam o topo e o lado direito do contéiner para cada item. As

restrigoes (65) e (66) s@o usadas para verificar as posigoes relativas dos itens dentro do

contéiner. Se o item nao é empacotado, nao nos preocuparemos com o valor de pz;; e

pyij. As restri¢oes (67) garantem a nao sobreposicao entre dois itens somente se ambos

sao empacotados.

Martins (2002) observa que o solver (Cplex 6.6) é capaz de resolver todos

os exemplos da literatura testados, porém, em muitos deles, o tempo computacional

necessario é grande. Por causa disso, algumas mudancas sao testadas no modelo com o

objetivo de reduzir a simetria e obter relaxagoes lineares mais fortes do problema inteiro

misto. Martins introduz as seguintes restricoes:

A &area coberta por todos os itens empacotados nao pode ser maior que a area do

contéiner. Essa restricao torna a relaxacgao linear mais forte.

Tipo de item: determina a ordem em que os itens serao empacotados e leva em

consideracao quando tem dois itens com dimensoes iguais.

Forga o item de maior ordem a ser empacotado em uma posicao que tenha a maior

soma das coordenadas.

Forca a soma de duas das quatro varidveis bindrias, pz;;, pxj;, pyi; € py;i, em cada

dimensao, ser ao menos 1.

Se dois itens tem o comprimento (ou largura) maior que a metade do comprimento
(ou largura) do contéiner, e ambos sdo empacotados, entao esses itens tem que ser
colocados lado a lado na largura (ou comprimento). Neste caso, a soma de todos
os itens empacotados, com comprimento (ou largura) maior que X/2 (ou Y/2), tem

que ser menor que a largura (ou comprimento) do contéiner.

O item com maior valor que for empacotado devera estar no primeiro quadrante do

contéiner.

Resolvendo com estas restrigoes, Martins (2002) percebeu que as solugoes foram

encontradas mais rapidamente quando os problemas sao orientados. Foi feito entao mais

alguns ajustes na formulagao. O indicador de rotagao é inserido no problema e a restrigao
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de itens “grandes” é removida. E incluida também uma restricao que so6 permite a rotagao
de um item se ele é empacotado.

O solver foi capaz de resolver na otimalidade, dentro do tempo estipulado, 9
dos 14 exemplos do modelo ortogonal, e nos 5 exemplos que nao foram resolvidos na
otimalidade, o gap foi de menos de 10%.

Para PCE’s existem varios métodos de solugao que sao normalmente usados.
Por exemplo, no artigo de Beasley (1985) foi explorado o uso de relaxacao Lagrangeana
combinada com relaxagao surrogate.  Existem também outros artigos explorando
heuristicas, metaheuristicas, geragdo de colunas, entre outros (ver, por exemplo, Pureza
e Morabito (2003, 2006) e Alvarez-Valdés et al. (2007), e as referéncias no préximo
capitulo).

Como ja citado anteriormente, uma das motivagoes da escolha do método de
decomposigao de Benders ¢ ele ter tido bons resultados quando aplicado a vérios outros
problemas; vide, por exemplo, Geoffrion e Graves (1974), Magnanti et al. (1986), Cordeau
et al. (2000, 2001), Cai et al.(2001), Heragu e Chen (1998), Miranda (2004) e de Randazzo
e Luna (2001). Outra motivacao para a escolha do método é que, até onde temos

conhecimento, ele nunca foi aplicado nos problemas de carregamento de paletes.
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4  Métodos de Solugao para os Problemas do Carregamento de Paletes do

Produtor e do Distribuidor e Decomposicao de Benders

4.1 Revisao dos Métodos da Literatura

Hodgson (1982), Sweeney e Parternoster (1992), Dyckhoff e Finke (1992),
Martello (1994), Cheng et al. (1994), Bischoff e Waescher (1995), Dyckhoff et al. (1997),
Arenales et al. (1999), Wang e Waescher (2002), Hifi (2002) e ESICUP (2008) sao
exemplos de artigos e edigoes especiais em que uma revisao do problema do carregamento
de paletes pode ser encontrada.

Os modelos que descrevem problemas reais como os ilustrados no capitulo anterior
sao complexos, contendo varias restricoes e variaveis. Como estes problemas sao NP-
dificeis, resolve-los encontrando uma solucao suficientemente boa e rapida pode ser uma
tarefa dificil (GAREY e JOHNSON, 1979; ARENALES et al., 1999).

Dowsland (1987), Tsai et al. (1993) e Battacharya et al. (1998) apresentaram
métodos exatos explorando conhecimentos especificos do problema para resolver o PCP
do produtor. Battacharya et al. (1998) propuseram um algoritmo de busca em arvore
baseado em empacotar caixas nao individuais, mas em parti¢des eficientes (isto é,
combinagoes lineares das dimensoes das caixas em que as sobras sao menores que a menor
dimensao das caixas que podem ser empacotadas) do problema parcial, em cada passo da
busca. Martins (2002) mostrou que o método proposto por Battacharya et al. (1998) nao é
exato. Outro método exato baseado em relaxagao lagrangiana e surrogate foi apresentado
por Oliveira e Morabito (2006).

Devido a dificuldade com os métodos exatos, diversas heuristicas tém sido
propostas na literatura para resolver o PCP do produtor e do distribuidor. Exemplos de
heuristicas para o PCP do produtor podem ser encontradas em Steudel (1979), Bischoff
e Dowsland (1982), Dowsland (1993), Nelissen (1994, 1995), Arenales e Morabito (1995),
Morabito e Morales (1998, 1999), Farago e Morabito (2000), Martins (2002), Lins et
al. (2003), Pureza e Morabito (2003, 2006), Birgin et al. (2005, 2008). Nos trabalhos de
Cecilio (2003) e Cecilio e Morabito (2004) foram estudadas heuristicas para o problema de
carregamento tridimensional de cargas dentro de contéineres. Outras referéncias podem
ser encontradas em Araijo (2006). Ja exemplos de heuristicas para o PCP do distribuidor

podem ser encontradas em Bischoff et al. (1995), Bischoff e Ratcliff (1995), Morabito e
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Arenales (1997), Terno et al. (2000), entre outros.

4.2 Decomposicao de Benders

Benders (1962) propde um método de particionamento para resolugao de
problemas de programacao inteira mista linear. A abordagem de Benders define um
algoritmo de relaxagao que particiona o problema original em dois problemas mais simples:
o problema mestre e o subproblema (Benders, 1962; Costa, 2005).

O subproblema é o problema linear obtido quando se fixam as variaveis inteiras
no problema original. O problema mestre se forma com um subconjunto das variaveis
originais e as restricoes associadas. O algoritmo resolve cada um dos dois problemas
iterativamente, um de cada vez. A cada iteragdo, uma nova restrigdo, conhecida como
corte de Benders, é adicionada ao problema mestre. Quando o problema original é de
minimizagao, a resolucao do novo problema mestre, originado a partir da resolucao do
subproblema, permite estimar limites inferiores para o problema original. O algoritmo
envolve iteracoes até que o limitante superior do problema seja igual ao limitante inferior
do problema. A solugao do problema mestre é o limitante inferior (LB). J& o limitante
superior (UB) é obtido pela melhor solugao completa do problema, obtido pela jungao do
conjunto de variaveis do mestre com o conjunto de variaveis de uma solucao factivel do
subproblema associado. Ao final do processo, tem-se a solucao étima do problema inteiro
misto original.

Mais especificamente, considere o problema inteiro misto (PIM):

Min cx + dy (68)
s.a. Ax+ By >b (69)
Dy >e (70)
x>0 (71)
y >0 e inteiro (72)
Este problema pode ser escrito na forma:
mingey {dy + ming>o{cx : Av > b— By}} (73)

em que Y ={y | Dy > e,y > 0 e inteiro}. O problema dentro de (73) de minimizar
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cx é um problema linear. Para escrevermos a versao dual deste problema linear, basta

associar as variaveis duais u as restrigoes Az > b — By. Segue o problema dual:

maz,so{u(b — BY) : uA < ¢} (74)

O problema (74) é o subproblema no método de decomposicao de Benders.

Usando este subproblema, podemos reescrever o problema (73) como:

mz’nyey{dy + maxuzo{u(b - B?) tuA < C}} (75)

O poliedro convexo U = {u > 0 : uA < ¢} é independente de y. Note que o
mesmo nao ocorre com o poliedro convexo {x > 0}, Ax > b — By} em (73), que depende
de y. Sejam uP(p =1, ..., P) os pontos extremos de U e v®(s = 1,...,.5) os raios extremos
de U. A solucao do subproblema pode ser limitada ou ilimitada. Se for limitada, a
solugao é um ponto extremo u”. No segundo caso, existe uma dire¢ao v® para a qual
v¥(b — BY) > 0. Esta solugao ilimitada resulta em um problema primal infactivel e, por
isso, deve ser evitada. Assim, devemos eliminar os valores de 3 que causam esta solucao

ilimitada. Isto pode ser feito considerando as restrigoes:

v*(b—By) <0 (s=1,..,9) (76)

Com essas restrigoes, o valor maximo do problema interno de maximizacao em

(75) é o valor de um dos pontos extremos de U. Assim,
mingey{dy + maz,>o{v’(b — By) : p=1, ..., P} (77)

sa. v'(b—By)<0:s=1,..,5} (78)

Fazendo uso da variadvel auxiliar z, temos entao o problema mestre:

Min dy+ = (79)

sa z > u(b-By), p=1,..,P (80)

v®¥(b — By) < 0, s=1,...,8 (81)
yeyY, z>0 (82)

Substituindo dy + z por 20, o problema mestre acima pode entao ser reescrito na

forma:
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Min 20 (83)

sa z0 > dy+u’(b—By), p=1,..,P (84)
v'(b—-By) < 0, s=1,...,5 (85)
yey (86)

O numero de pontos e raios extremos pode ser muito grande. Para trabalhar

com esta limitacao, Benders propos atraso na geracao das restricoes de ponto extremo e
raio extremo, (84) e (85). O problema mestre relaxado fica entao da forma:

Min 20 (87)

sa. yey (88)

e em cada iteracao k, o problema acima agrega um novo corte do tipo (84) ou (85).
O subproblema serve para testar a factibilidade/otimalidade de uma proposta
[y*, 20%] do problema mestre ((83)-(86)), em que k é a k-ésima iteragao (isto é, com
1,2, ...,k cortes). O problema mestre é um problema nas varidveis y e gera propostas de
y para o subproblema. O subproblema testa as propostas do problema mestre e é um
problema nas variaveis u:
%

problema mestre — subproblema
corte

Considerando UB o limitante superior, LB o limitante inferior e € a precisao
desejada, o algoritmo de decomposicao de Benders classico pode ser escrito da seguinte
forma:

Passo 1: faca UB = 00, LB = —o0;

Passo 2: resolva o problema mestre relaxado ((87)-(88)), obtendo, assim, um
valor inicial para y;

Passo 3: com os valores de y fixados, resolva o subproblema (74) para obter u*.
Caso o subproblema seja factivel, atualize o valor do UB = min{UB, dy + u*(b — BY)}
(isto é, o valor da melhor melhor solugao factivel até entao);

Passo 4: gere uma nova restricdo para o problema mestre (ponto extremo (84)
ou raio extremo (85));

Passo 5: resolva o problema mestre (87)-(88) com o corte do Passo 4 adicionado,
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para obter y*, z0*. Calcule o novo LB = z0%;

Passo 6: UB — LB < €7 Se sim, FIM. Senao, volte ao passo 3.

O sucesso computacional da decomposicao de Benders na resolucao de problemas
de larga escala pode ser verificado desde o trabalho de Geoffrion e Graves (1974), no
problema de projeto de redes nao capacitadas de Magnanti et al. (1986), no problema
de atribuicdo de vagoes e locomotivas de Cordeau et al. (2000, 2001), no problema
de gerenciamento de recursos hidricos ndo convexos de Cai et al. (2001), no projeto
de manufaturas celular de Heragu e Chen (1998) e no projeto de redes multicasting de
Randazzo e Luna (2001) e de Miranda (2004). Costa (2005) faz um levantamento de
problemas de projeto de rede com custo fixo em que a decomposicao de Benders foi

aplicada.

4.2.1 Extensoes, variacoes e aplicacoes do método de decomposicao de

Benders

- Extensoes e Variacoes do Método de Decomposicao de Benders:

Geoffrion (1972) estende o método de decomposicao de Benders cldssico para lidar
com problemas inteiros mistos nao-lineares, o que resulta no método de decomposicao de
Benders generalizado. O método de decomposicao de Benders generalizado tem sido
usado em diferentes problemas, tais como no gerenciamento de recursos hidricos (CAI et
al., 2001), no projeto de redes baseadas em modelos nao-lineares (HOANG, 2005) e na
atribuicao de capacidades e fluxo em redes de telecomunicagoes (MAHEY et al., 2001).

Geoffrion e Graves (1974) apresentam uma variante do método de decomposi¢ao
de Benders aplicado ao problema de projeto de sistemas de distribuicao multiproduto.
Esta variante é conhecida como algoritmo de decomposicao de Benders e-Otimo. O artigo
mostra que nao € necessario resolver o problema mestre a 6timalidade a cada iteracao;
basta para-lo toda vez que uma solugao viavel, melhor do que a solucao anterior, é obtida.
O problema mestre é entao transformado em um problema de busca de viabilidade.
Nesta variacao do método de decomposicao de Benders, um limite inferior nao é mais
obtido para o valor da solucao 6tima do problema original, o que obriga a adoc¢ao de
uma abordagem alternativa para o critério de parada do algoritmo. Esse novo critério
de parada envolve a reformulagao do corte de Benders através da introdugao de um erro

marginal predeterminado e aceitavel € > 0, e da remocao da variavel continua do problema
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mestre.

Magnanti e Wong (1981) propoem meios de melhorar o desempenho da
decomposicao de Benders quando aplicada a problemas inteiros mistos. No artigo eles
mostram uma nova técnica para acelerar a convergéncia do algoritmo. A técnica de
aceleracao ¢ baseada na selecao criteriosa de um 6timo alternativo para o subproblema
de Benders para gerar cortes mais fortes, ou seja, 6timo de pareto. Esta estratégia sera
considerada com mais detalhes na segao 4.5.

Birge e Louveaux (1988) reformulam o corte de Benders, o que faz com que o
subproblema seja dividido em problemas menores, originando, assim, um conjunto de, e
nao apenas um, cortes de Benders por iteragao (decomposi¢ao de Benders multicorte).

- Aplicacoes do método de decomposicao de Benders:

Franca e Luna (1982) resolvem um problema estocastico de localizacao e
transporte, que é um problema inteiro misto nao linear, via decomposicao de Benders.

Haffner et al. (1999) utilizam a decomposicdo de Benders em planejamento
dinamico para expandir sistemas de transmissao de energia elétrica considerando multiplos
estdgios. Em Mantovani et al. (2001) verifica-se o uso de decomposigdo de Benders em
planejamento de fontes reativas em sistemas de energia elétrica.

Cordeau et al. (2000) usam o método de decomposi¢cao de Benders em um
problema de designacao de locomotivas e vagoes para trens de passageiros. Os autores
mostraram que o método usado encontra solugoes étimas em um curto espaco de tempo.
Neste caso, o modelo tem variaveis inteiras e bindrias, o que faz com que as variaveis
binarias sejam fixadas para se construir um problema inteiro linear. O dual foi construido
em cima deste problema inteiro linear. Convém notar que esta é uma versao heuristica
do método de Benders para casos em que nao ha variaveis reais.

O problema de roteamento integrado de avides e o problema da programacao da
tripulacao consiste em determinar um conjunto de custos minimos de rotas de aeronaves e
tripulagoes, tal que cada rota esteja coberta por uma aeronave e uma tripulagao. Mercier
et al. (2005) comparam duas técnicas de decomposi¢ao de Benders neste problema. Em
uma delas o problema de roteamento é o problema mestre enquanto que na outra, o
problema mestre é o problema da programacao da tripulacao.

Wongprakornkul (2005) propoe dois métodos baseados na técnica de

decomposi¢ao de Benders para resolver um problema integrado de transporte e corte
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de estoque unidimensional. O uso da técnica de decomposicao de Benders passa a ser
mais interessante para resolver este tipo de problema se os computadores paralelos forem
capazes de trabalhar conjuntamente.

Camargo (2007) emprega o método de decomposigao de Benders generalizado
em um problema de localizagao de concentradores com atribuicao miultipla e considera os
custos de congestionamento. O problema mestre escolhe uma estrutura de concentradores
a ser instalada. O subproblema resulta em um problema de transporte nao-linear.

Zhang et al. (2007) analisa um modelo de programagao inteira e as relaxagoes
do problema de planejamento de bases de estacao de Wideband Code Division Multiple
Access (WCDMA) para Up-Link com restrigdes nao-lineares e inteiras. A aplica¢do do
algoritmo de decomposicao de Benders classico no problema de planejamento de bases
de estagao de acesso multiplo na se¢ao de cédigo de banda larga (WCDMA em inglés)
resulta no atendimento das exigéncias das aplicagoes praticas. Hamdouni et al. (2007)
estudam a minimizacao de problemas ao se designar onibus de diferentes tipos a rotas
que requerem um determinado tipo de onibus.

Fuller e Chung (2008) fazem uso da decomposicao de Benders para uma classe
de problemas de desigualdade variacional. Este tipo de problema é usado em modelo
de equilibrio econdmico, jogos e equilibrio de trafico. O método de Benders é derivado
da decomposicao de Dantzig-Wolfe aplicado ao dual deste problema. O projeto de um
sistema de manufatura celular que tem trés aspectos criticos: utilizacao de recursos, rotas
alternadas e restrigdes praticas, é apresentado por Heragu e Chen (1998). O modelo
escolhido pelo autores, além de ser um problema linear inteiro misto com menos variaveis
inteiras que a maioria dos modelos encontrados na literatura, também permite usar o
método de decomposicao de Benders para resolvé-lo na otimalidade.

Nao foram encontrados trabalhos na literatura aplicando o método de Benders a

problemas de empacotamento, ou carregamento de paletes e contéineres.
4.3 Aplicagao de decomposigao de Benders no Modelo de Tsai et al. (1993)

4.3.1 Carregamento de Paletes do Produtor

Neste estudo, sem perda de generalidade, modificamos a fungao objetivo (1) do

modelo de Tsai et al. (1993) por:
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. = (z1 +y1 + 29 + 1)
Min — P
o 121 +n*(X0+L+Y0—|—W)

(89)

para que ela também envolva variaveis continuas do problema. A pega 1 tem dimensoes
[l x weapega?2, wxl O segundo termo da fungao objetivo faz com que, sem perda
de generalidade, ou a peca 1 ou a peca 2 seja colocada na origem do palete. Além disso,
o segundo termo é sempre menor que 1 (isto é, um nimero fraciondrio), o que o torna
de segunda ordem com relagdo ao primeiro termo (que sempre é um nimero inteiro).
O denominador do segundo termo da func¢ao objetivo é multiplicado por n (nimero de
caixas), mas poderia ser multiplicado por dois, também sem perda de generalidade, ja
que no numerador ha as coordenadas de duas caixas (i =1 e i = 2).

As restricoes também sao modificadas em relagdo ao modelo original para que
sejam validas somente se as caixas forem empacotadas no palete. Caso contrario, as
caixas sao todas colocadas na origem (0,0) (vide equagoes (94) e (96)), pois nao importa
se havera sobreposicaos ou nao, ja que o que importa é somente a disposicao das caixas
no palete. Assim, o valor de X° e Y serd o maximo entre [; e w;. As restricdes ficam

entao da seguinte forma:

zi—x; > LiPp— M(ul+ui;) Vi<j (90)
rj—x; > LP— M[1l— (ufj — u}])] Vi <j (91)
vi—y; > wiP— M1 (u; —ui))] Vi< (92)
yi—yi > wiP— M2 — (u; +ui;)] Vi<j (93)
i > X°P, Vi (94)
yi > Y°P, Vi (95)

—z; > (—(X°+L)+1,)P, Vi (96)
—yi > (=Y +W)+w)P, Vi (97)
P+P > 1 (98)
Y P > max{|L/l] x |[W/w], |L/w] x |[W/l]} (99)

|
(]
s
vV

- H i @VUVJ (100)
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ul P, € {0,1}

1,77 Z]’
i=1,2,..n

i=1,2...n

Note que as restri¢oes (90)-(93) sao ligeiramente diferentes das restri¢oes originais
(10)-(13) (observe os termos com as variaveis P; e P;). Note também as diferencas entre
as restrigoes (96)-(97) e (8)-(9). A restricao (98) garante que ou a pega 1 ou a 2 esteja no
palete fazendo com que a mudanca na funcao objetivo seja valida. Ao modelo formado
pelas equagdes (89) a (98) daremos o nome de tsaimod. Para melhorar os limitantes
inferiores e superiores iniciais do nimero de caixas, as restrigdes (99) e (100) também
foram incluidas.

Nossa motivacao para mudancas deste tipo é melhorar o desempenho do método
de Benders, com funcgoes objetivos contendo variaveis inteiras e continuas e concentrando
os esforgos nas caixas que serao empacotadas dentro do palete.

A tabela abaixo é usada para mostrar as variaveis usadas na descricao do método

de Benders na segao anterior e as usadas no problema de Tsai et al. (1993).

Original PCP tipo
Y P, u nteiras
x x, Yy continuas
U vl,v2,...,v8 duais

Tabela 4: Relacao de variaveis

Dados u e P fixos (notagio u e P), e sendo vl;;, v2;;, v3;;, v4;j, v5;, v6;, VT
e v8; as varidveis duais associadas, respectivamente, as restri¢oes (90), (91), (92), (93),

(94), (95), (96) e (97), o subproblema dual é dado por:

Max > (vli;(l;- Py — M(a},; +77,)))

2¥)
1,7:11<J
+ > (2L Py = ML+, —u) + > (03w - Py — M(1 =1}, + ;)
1,7:1<j 1,5:4<J
+ > (v (wi - Pi = M2 =1} — 7)) + > X" Pivb+ Y Y- P 6,
,J:1<g i )

+Y (X —L41) - Pi-vTi+ Y (Y= W +w) - P;-v8; (101)

As restrigoes sao descritas a seguir. O primeiro conjunto de restrigoes para os
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casos de 1 =1, 2:

Z 1 "l]li’j -+ Z —1 U1J72+ Z —1 'v2i,j + Z 1 'UQj,i

ji<g jii>jg jii<g jii>jg
+ZO'U3Z'J+ ZO'U?)J'J'—F20'1)42‘,]'4—20'?]4]‘71
VERY] ju>j ju<g jii>g
1
9 +0-v6;, —v7; —0-v8; < 102
+v9; +0-v v v n (X YO+ L+ W) (102)
O primeiro conjunto de restri¢cdes para os casos i = 3,4, ..., n:
Z 1 "Ul@j + Z -1 Ulj,i + Z -1 U2i,j + Z 1 'U2j,i
ji<g ju>j ju<j ju>j
+3 0 w3+ > 0 w3+ Y 0-vdii+ > 0-vdy,
ju<g ju>j ji<g ju>j
‘I"U5i +0- UGZ‘ — U7i —0- ’081‘ S 0 (103)
O segundo conjunto de restrigoes para os casos em que ¢ = 1, 2:
ZO'Uli,j+ZO'U1j,i+ZO'UZi,j+ZO'UQj,i
Ju<g Ju>yg Ju<j Ju>g
Y 13+ > L3+ Y —levd+ > 1vdy,
7u<g Ju>g Ju<j Ju>g
1
0-v); 6;, —0-v7;, —1-v8; < 104
+0 - vo; +v (& (& n- (X0 YO L+ W) (104)
O segundo conjunto de restricoes para os casos i = 3,4, ...,n:
D 0wl + > 0-vl+ > 002+ Yy 002,
VESY] ji>yg VEAY Jii>g
Y 1w Y L3 Y —levdi i+ > 1vdy;
VEAY Jii>j VEAY] Jii>g

em que vl;; > 0,v2;; > 0,v3;; > 0,v4; ; > 0,v5; > 0,v6; > 0,v7; > 0,v8; > 0.
Resolvendo o subproblema dual (101)-(105), encontramos os pontos ou raios
extremos que sao adicionados ao problema mestre. As restrigoes (99) e (100) sao

adicionadas ao problema mestre e a restrigao (100) é trocada pela restri¢ao (106):
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L
zoz—L XWJ (106)
[ X w

No problema mestre, esta mudanca faz com que a variavel da funcao objetivo do
problema mestre nao fique totalmente livre.
Do corte de Benders tipo ponto extremo (restri¢ao (113) a seguir) podemos dizer,

sem perda de generalidade, que

0>->"P (107)

ipi - LL X WJ (108)

ZOZ‘ZHJPZ'Z_VXWJ (109)

ou seja, a restrigao de limitante superior (106) do nimero de caixas adicionada esta
correta.

O problema mestre fica entao da seguinte forma:

Min z0 (110)

sujeito a



em que

constl

coefl
coef2

coef3

coe f4

coefb

Y

v

v

LxW
a { [ xw J
max{[L/l] x [W/w], |L/w] x [W/]}

Z_Pi + constl + Zcoef?) - P

+ Z [coef1 - u} ;4 coef2 - u ]
1,7:1<J

+ Z [coef4 - P;| + Z [coef5 - P}
1,7:1<] 1,J:0<J

constl Z coef3 - P,

+ Z [coef1 - u}; 4 coef2 - u ]

i,j1i<j

+ Z [coefd - P| + Z [coef5 - Pj]

1,J:0<j 1,5:0<j

= Z M . (_Uzi,j — USi’j — 41)41"]')

1,7:1<j

M<_U]-i,j — U2i,j + U3i,j + U4i,j) Vi < J

M(-’Uh’j + Uzi,j — Ugi,j + U4i,j) Vi < ]

XO/U5Z+Y0U6Z—|—(—XO—L+11)U?Z

(=YY =W +w;) - v8; Vi
Uzi,j . ll + U4i,j - W; VZ

’l]li’j . lj + U?)i,j . "LUj Vi

o8

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)
(117)

(118)
(119)
(120)

sendo que v1; j, v2; ;, v3; 5, v4; j, V5;, V6;, V7; e v8; sao fixados pelo ultimo valor encontrado

no subproblema dual.

As restricoes de limites iniciais para o numero de caixas foram adicionadas ao

problema mestre. O problema mestre inicial tem entao um limitante inferior e superior
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inicial. As solugoes obtidas pelo problema mestre sao limites inferiores do valor da fungao
objetivo do problema original. Este limite inferior é melhorado a cada nova adicao do
corte de Benders. Ao convergir para o limite superior, tem-se a solucao 6tima do problema
original.

A eficiéncia computacional do algoritmo anterior depende principalmente de trés
questoes: o numero de iteracoes necessarias para convergeéncia global; o tempo gasto
na resolucao do subproblema em cada iteracao; o tempo e o esforco computacional
demandados para resolucao do problema mestre.

Para diminuir o nimero de iteracoes necessarias para a convergéncia global,
pode-se adicionar mais de um corte de Benders por iteracao (método de decomposigao
de Benders multicorte). Isso pode ser feito quando o problema dual possui miltiplas
solugoes 6timas e consegue-se adicionar cortes que nao sao dominados por nenhuma outra
restrigao presente no problema mestre (MAGNANTT et al., 1986), ou quando se consegue
reformular o corte de Benders, decompondo-o.

E importante frisar que o método de decomposicao de Benders é sensivel as
escolhas dos valores das variaveis duais. Além disso, a selecdo dos cortes iniciais sao

importantes no desempenho do método de Benders (MEVERT, 1977).

4.4 Exemplo Ilustrativo

A titulo de demonstracao, segue um exemplo do uso de decomposicao de Benders
classico, com até quatro caixas sendo colocadas em um palete. O modelo deveréd colocar
no palete (L, W), da melhor forma possivel, até duas caixas (I,w) e duas caixas (w,[). A
caixa 1 e 4 tém dimensoes (I,w) = (2,1) e as caixas 2 e 3 tém dimensoes (w, () = (1,2).
As caixas 1 e 2 estao com dimensoes trocadas porque, necessariamente, uma delas estara
na origem, ja que ao menos uma caixa cabe no palete. Assim, para diminuir ainda mais a
funcao objetivo, o modelo faz com que ou a primeira caixa ou a segunda esteja na origem
do palete. E a que nao estiver na origem, estara no ponto mais préximo possivel da origem
do palete.

Dados (L, W) = (2,2). Seja (X°, YY) = (maz{l;,w;}, mazx{l;,w;}) = (2,2) e
M =maz{X°+ L,Y°+ W} = 4. O problema inteiro misto (PIM) inicial fica da seguinte

forma:
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4 — —

P P
Min — § PL + ( 1('T1 +y1>?—); 2('T2 +y2))
=1

A multiplicacdo por P; e por P, no segundo termo da funcio objetivo foi
utilizada para que a funcao objetivo seja calculada somente com as caixas que realmente
serdo empacotadas, ou seja, P; é igual a 0 se a caixa i nao for empacotada. Com isso, o
termo P;(x; + v;) é 0 e, portanto, ndo adicionard nada no célculo da funcdo objetivo. E

as restrigoes ficam da seguinte forma:

T — Ty > 1Py —4(ui, + u%Q)
T —r3 > 1Py— 4(“%,3 + u§3)
ry— x4 > 2P — 4(“%,4 + ui4)
Ty —x3 > 1P; — 4(u%73 + ugg)
To—T4 > 2P — 4(“5,4 + Ug,4)
T3 — x4 > 2P — 4(u:1),74 + u374)
Ty —x > 2P —4(1— (U§2 - U%z))
x3—xp > 2P —4(1 - (uf3 - U%S))
r3— 1y > 1Py —4(1 — (uj3 — us3))
ry—x1 > 2P —4(1— (U%A - “%,4))
Ty —xy > 1Py —4(1— (u§74 - U%A))
xy—x3 > 1P3—4(1— (u§74 - “éA))
y1—y2 > 2P, —4(1— (Uiz - U%2))
y1—ys > 2P —4(1 — (u1 3 — ufy))
yi—ys = 1P —4(1 — (u, —ui,))



Y2 —ys > 2P5 —4(1 — (upz — u3y))
Yo—ys > 1P —4(1 — (ug, —u3,))
Yyo—y1 > 1P —4[2— (U%Q + U%2)]
ys—y > 1P —A42 - (1&3 + u§3)]
Ys—y2 > 2P —4A2 - (Uéz’, + u%S)]
ys—y1 = 1P —4)2 — (U%A + ui4)]
Ys— Yo > 2P, —42— (U%A + u§74)]
ys—ys > 2P —4[2 - <u§,4 + u§’4)]
T > 2P
Ty > 2P,
T3 > 2P
T4 > 2P
n = 2P
Y2 = 2P
ys = 2P
Yas = 2P,
-z > [—(2+2)+2|P
—ry > [~(2+2)+1]R
—x3 > [~(2+2)+1]P;
—xy > [—(242)+2|P,
- = [-2+2)+ 1A
2 = [-(2+2)+2]P,
—ys = [-(2+2)+ 2P
—ys > [—(2+2)+ 1P
P+P > 1
P+ P+ Py+ Py > max{|2/2]-|2/1],[2/1] - [2/2]}
P+ P+ P+P) = - {%J
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Py ujj,uf; € {0,1}

(3] iJ‘v

i=1,2,3,4
J=1234

2

Os valores iniciais P, u;;,u?; podem ser calculados inicialmente pelo sistema

1 2
ijr Wij

formado por (87) e (88). Como este é um exemplo ilustrativo, consideramos P;, u
fixos e iguais a 0, o que nos permite ter um problema linear com variaveis continuas x;
e y;. Note que P; e P, sdo os dltimos valores encontrados, o que garante que o valor de
x1, Y1, T2, Yo 8O entrard no calculo da funcao objetivo se a caixa estiver dentro do palete.
O subproblema dual fica, entao, da forma:
Max — 4v2 9 — 4023 — 402y 4 — 40293 — 4029 4 — 4v23 4
—4v31 9 — 4v31 3 — 4v31 4 — 40393 — 4v32,4 — 4v33,4

—81)4172 — 8vd + 1, 3— 8'114174 — 81)4273 — 81)4274 — 8’043’4

sujeito a

vlio+vlis+vlig — 02190 — 0213+ 0214 +05; —v7; < 0.0312
vl +vlog +vloy + 0219 — 0293 — V254 + 05y — 07y < 0.0312
—vly3 —vlosz +vlgs + 0213 + 0293 — V234 + 053 —v73 < 0
—vl14 —vlog +vlgs + 0214 + 0204 — V234 + 054 — 07y < 0

V312 + 0313+ 0314 —vdi1o — v 3 —vd 4 +F06; — 08 < 0.0312
—0312 + V323 + V324 + V412 — Vo3 — vdoy + 062 — 08y < 0.0312
—0313 — V323 + U334 + V413 + vdo3 — V434 + 065 — 0835 < 0
—0314 — V324 — V334 + 0414 + V4o 4 + V434 + 065 — 085 < 0

Resolvendo este problema linear, encontramos o valor da solucao 6étima igual a 0;
com vH; = 0.031;v5y = 0.031;v6; = 0.031;v6, = 0.031. O restante, vl,v2,v3, v4,v7, V8,
é igual a zero. Assim, temos um ponto extremo para ser adicionado ao problema mestre.

O problema mestre fica entao da seguinte forma:

Min 20



sujeito a 63

P+P > 1
20 > =2
P+P+P+P > 2
20 > 0—-0875P, —0.875P, — P — P,

A solucao do PI1 é: 20 = =2, P, = P = P, =1e P, = 0. Os conjuntos de

varidveis u; ;e u? ; 820 iguais a zero. Atualizando o valor do limitante superior e inferior,
temos que eles valem agora UB =0 e LB = —2. Colocando os valores encontrados para

as variaveis do problema mestre no subproblema dual:
Max +vli3+ 2vl4 +vlgg + 20194 + 20154 — 20215 — 2023
—2021 4 — 40293 — 4029 4 — 30234 — 4v31 2 — 20313 — 3V31 4 — 20323 — V324
—3v33.4 — Tvdy o2 — Tvdy 3 — Tvdy 4 — Svdo 3 — 8vdg 4 — 6v43 4 + 2051 + 2053

+2054 + 2067 + 2065 + 2064 — 2071 — 3vT3 — 2074 — V8] — 2083 — V8,

sujeito a

vlig+vli3+vlig — 0219 — 0213 — 0214+ 05 —v7; < 0.0312
—vly 9 +vlog +vlgy + 0219 — V293 — V294 + V5 — V7, < 0.0312
—vli g —vlaz +vlsy + 0213+ 0293 — 0234 + 053 —v73 < 0
0114 —vlog — vl + 0214 + V204 + 0234 + 054 — 07y < 0

V319 + 0313 + 0314 —vdi1 2 — v 3 — V414 + 060 — 08 < 0.0312
—0319 + V323 + V324 + V41 9 — Vo3 — V4o 4 + V62 — 08y < 0.0312
—0313 — V323 + V334 + V413 + Vo3 —vd34 + 063 —v83 < 0
—v314 — V324 — V334 + V414 + 4oy V434 + 064 —08 < 0

que, depois de resolvido, nos fornece os valores das varidveis duais. Estas iteracoes sao
resolvidas no pacote GAMS/CPLEX em 43 iteragoes, até que é encontrado o valor de
LB = UB = —1.875. O valor das varidveis inteiras encontradas na tultima iteracao é
entao substituido no PIM inicial.

Os valores das variaveis inteiras do problema mestre na ultima iteracao é z0 =
—1.875,P, = P3 =1, uiQ = uig = ui4 = U%A =1, “%,2 = ui?) = U%A = u§’3 =1.

Os cortes do tipo ponto extremo sao gerados nas iteragoes 1, 42 e 43. Nas outras
iteragoes foram gerados cortes do tipo raio extremo. Os cortes do tipo ponto extremo

gerados sao:
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iterd2 = 40.125uy 5 4 0.125u3 5 + 0.875P; + 0.9375P; + 0.9062P; 4+ Py 4 20 > 0

iterd3d = 0.875P + 0875, + Ps + P, +20 >0

E os raios extremos gerados sao os seguintes:

iter2 = dujg+4uyg —4dul g+ g — 4P + 3P — Py > —4
iter3 = 1.3333uy, + 1.3333uj 4 + 1.3333u] , + 1.3333u3 4 + 0.6667 P
—0.3333P, — 1.3333P, > 0
iterd = —0.8uj, — 0.8uy5 — 0.8uf , + 0.8u; 3 — 0.2P, + 0.4P, — 0.8P3 > —2.4
iterb = —2uyg —2uj4s— 2P+ Py > —4
iter6 = 0.8ujs+ 0.8ug, + 0.8u3 4+ 0.8u3 4 + 0.6P, — 0.2P; — 0.8P; > 0
iter7 = 1.3333ug 4 + 1.3333u3 5+ P, — P3 > 0
iter8 = 2uj, +2ui,+ P —2P; >0
iter9 = duj,+4ui,+ 2P — 3P, >0
iterl0 = —uys+ujs+05P —Py>—1
iterll = dujg+4uis+2P —3P3 >0
iterl2 = —2ujg—2uj 4 — 2uy, +2uf g — 2ui 4+ 2uj, — 0.5P + Py — 2P; — 0.5P; > —8
iterld = —2uj, —2uj, +2ui, —2u3, + 1.5P — 2P — 0.5P, > —6
iterld = —2ujy—2ug, +2uf g+ 2u3, +1.5P — Ps—1.5P, > —4
iterl5 = dug, +4uj, +3P;— 4P, >0
iterl6 = —2ujg—2uj, — 2uyg — 2u; 5+ 2ui 4+ 2u3 3 — 0.5P + Py — Py — 1.5P; > —8
iterl7 = —2ujy—2uj, —2uis+2ui 4 — 0.5P + Py — 1.5P; > —6
iterl8 = 2u573 + 2u§’4 + 2u§’3 - 2u§74 —0.5FP, —1.5P;+ Py > =2
iterl9 = —1.3333uj, + 1.3333u3 4 + 0.6667P; — P, > —1.3333
iter20 = 4duy, +4us, + 3P, — 4Py >0
iter2l = 2uy, —2uf, — 2P + Py > =2
iter22 = —2uy, —2uy, +2ui 5+ 2u3  + 1.5P, — Py — 1.5Py > —4
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iter23 = —2uy, —2uy, +2ui 4 — 2u5 4+ 1.5P — 2P, — 0.5P; > —6

iter2d = —duj, +4ui, + 3P — 4Py > —4

iter2d = duyg—4uis— Py 43P > —4

iter26 = dug, —4ui, — 3Py + 2P > —4

iter27 = —2ujg—2uy, — 2uy, — 2ui 5+ 2u3, — 2ui, — 1L.5P + Py — Py — 0.5P; > —10

iter28 = duyg—4uiy— 4P + 3P > —4

iter2d = —2ujg—2ug, —2uis —2u3, — 1.5P — Py +15P; > -8

iter30 = —duy, —4us, — 4P, + 3P, > —8

iter3l = —2uj, —2uy, —2ui, +2ui 4 — 0.5P + P, — 1.5P; > —6

iter32 = duj,+4uy, — i, —4us, — 4P — P+ 2P > —8

iter33 = —2ujg—2uj,+2uig —2ui, —0.5P —2P; + 1.5P; > —6

iter3d = —1.3333uy, — 1.3333uj 4 + 1.3333uj, — 1.3333u3,
+0.6667P, — 1.3333P5 — 0.3333P, > —4

iter35 = duj, —4ui, — 4P + 3P, > —4

iter36 = —2uj, — 2ub 4 — 2ui, +2us, — 1L.5P + P, — 0.5P, > —6

iter37 = —1.3333uy 4 — 1.3333u} 3 — Py + 0.6667P; > —2.6667

iter38 = —41&2 — 4u%72 — 3P, + 2P, > -8

iterd9 = duy, —4uj, — 3Py + 2P, > —4

iterd0 = —duyy —4ub, —4udg +4us, — 2Py + 2Py — 3Py > —12

iterdl = —duy, +4us, + 2P, — 3P, > —4

E importante ressaltar que quando ¢é gerado um raio extremo, o valor de U B nao
¢ atualizado, o que podemos notar na tabela 5 que contém os valores de LB e UB que

sao atualizados em cada iteracao:

Iteracao | LB UB
1a38 |-2.000 0
39 a4l | -1.875 0
42 -1.875 | -1.844
43 -1.875 | -1.875

Tabela 5: Limitantes gerados no exemplo



O PIM fica da seguinte forma:
Min Z = —-3-+0.0312

sujeito a

v

X1 — T2

A%

Ty — T3

v

xT1 — T4

v

To — I3

v

To — X4

vV

T3 — X4

v

—X1 + X2

v

—T1 + 3

v

—T + Ty

vV

—XT9 + T3

v

—X9 + X4

v

—x3 + T4

v

Y1 — Yo

v

Y1 — Y3

v

Y1 — Ya

v

Y2 — Y3

v

Yo — Ya

v

Y3 — Ya

v

—U1 + Yo

v

-1 + Y3

A%

—UY1 + Y4

v

—Y2 + Y3

v

—Y2 + Ya

v

—Ys + Ya

-2y +0.0312 - yo

66
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ry > 0
Ty > 2
r3 > 2
ze > 0
n =2 0
Yo = 2
ys = 2
ya =2 0
—z; > 0
—T9 > —3
—x3 > =3
—x4a > 0
-y = 0
—Y2 = —2
—yz = —2
—ys =2 0

Resolvendo este modelo linear, encontramos o valor da fungao objetivo como
sendo —1.875, com a posicao das caixas no palete sendo (Xo,Y2) = (2,2) e (X3,Y3) =
(3,2). A figura 12 ilustra a solucao deste exemplo (as caixas sao colocadas em camadas e

considera que a folha é o palete):

Figura 12: ilustragao do exemplo
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Também estendemos o modelo resolvido com Benders para o PCP do produtor
tridimensional (apéndice D) e para o PCP do distribuidor bidimensional (apéndice E),

similarmente ao que foi apresentado para o PCP do produtor bidimensional.

4.5 Alteragoes no método de Benders cldssico

A fim de tentar melhorar o desempenho método de Benders, foram ainda
realizadas duas mudancas no método.

A primeira mudanca consiste em fazer com que o problema mestre seja resolvido
relaxado até que um gap pré-definido do problema de Benders seja alcangado, para so
entao resolver o problema mestre inteiro. Quando o gap ¢é atingido, os limitantes superiores
e inferiores comecam a ser calculados novamente a partir de um novo limitante inicial.
Para distinguir esta mudanga, este método modificado aplicado ao modelo do Tsai et al.
(1993) é chamado de B.relaz, enquanto que o método classico é chamado de B.class.

A segunda mudanca consiste no uso do corte de Pareto. Este caso é chamado
de B.pareto. Neste método, quando se encontra um ponto extremo ao ser resolvido o
subproblema dual (equac¢ao 74), o limitante superior nao é atualizado. No lugar de
atualizar este limitante superior, o método de Pareto resolve um outro subproblema
chamado de problema de Pareto, e s6 depois de resolvido este problema de Pareto, é
que ¢é atualizado o limitante superior. O problema de Pareto fornece cortes mais fortes
para o problema mestre, podendo melhorar o limitante superior. O problema de Pareto

¢é apresentado a seguir:

Max,>o u(b— By") (121)

sujeito a
uA < ¢ (122)
u(b—By) = S (123)

Em que S ¢é o valor da fungiao objetivo do subproblema dual (eq.74) e y° é um
ponto pertencente ao interior do conjunto formado pelos limites das variaveis y. Portanto,

se o conjunto de varidveis y é bindrio, entao 3° pode ser qualquer valor entre 0 e 1.
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5 Resultados Computacionais

Neste capitulo descrevemos os resultados de algums testes realizados com o
objetivo de avaliar o método de decomposicao de Benders aplicado aos problemas de
carregamento de paletes. Escolhemos um pacote que contivesse uma linguagem de
modelagem algébrica em programacao matematica que facilitasse sua implementacao e
resolucao, ao invés de apenas utilizar um solver. Os tempos computacionais nao sao
baixos com esta escolha, pois esta escolha envolve uma linguagem de alto nivel, baseada
em um interpretador que compila e resolve modelos em cada iteracao do método de
Benders. Se o método fosse implementado em uma linguagem procedural como Pascal ou
C™T, os tempos seriam provavelmente bem menores. Optou-se pelo pacote computacional
GAMS/CPLEX versao 7.0. Todos os resultados apresentados nas proximas segoes foram

obtidos em um Pentium DualCore com processador de 3.00 GHz.

5.1 Experimentos com Carregamentos de Paletes do Produtor

(Bidimensional)

Geramos exemplos aleatorios em 3 intervalos de dados: com caixas de dimensoes
entre 50 e 100, entre 33 e 50 e entre 10 e 33. Consideramos para todos os exemplos
aleatérios, paletes com tamanho 100 x 100. Cada grupo de exemplos foi composto por
10 exemplos aleatorios. Os intervalos foram definidos levando em conta a dificuldade da
solucao, isto é, no primeiro intervalo, 50 a 100, é possivel colocar no maximo quatro caixas
e no minimo uma caixa no palete. J4 no intervalo entre 33 e 50, o niimero méaximo de
caixas a ser colocado é nove e o minimo é quatro. O terceiro intervalo, 10 a 33, comporta
no maximo 100 caixas e no minimo nove caixas. Esse 1ltimo intervalo é o que tem o maior
nimero de variaveis devido ao niimero de caixas que podem chegar a ser empacotadas.
Portanto, este ltimo intervalo gera instancias mais dificeis de resolver.

O tempo méximo de execugao do pacote GAMS/CPLEX em todas as instancias

foi definido de 1000 segundos. Os detalhes dos exemplos estao nas tabelas 6, 7 e 8.

5.1.1 Testes iniciais com GAMS/CPLEX

Inicialmente foram testados os modelos “tsai” formado pelas restri¢oes 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13 e 98 e pela funcao objetivo 89; e “tsai modificado” formado pelas restrigoes

90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97 e 98 e pela funcao objetivo 89, usando o default do pacote



70

Exemplo | (l,w) | n.(l,w) | n.(w,l)
L1 | (56,63) | 1 1
L2 (69,54) 1 1
L3 | (91,94) | 1 1
L4 | (83,65)| 1 1
L5 | (54,50) | 1 1
L6 | (9278 | 1 1
L7 | (68,75) | 1 1
LS | (50,60) | 2 2
L9 | (5L,83) | 1 1
LI0 | (9854) | 1 1

Tabela 6: Exemplos do Grupo 1

Exemplo | (l,w) | n.(l,w) | n.(w,l)
ML | (41,38)| 4 1
M2 | (37.43) | 4 1
M3 | (36,43) | 4 1
Mi | (47,50) | 4 1
M5 | (38,46) | 4 1
M6 | (40,35) | 4 1
M7 | (41,40)| 4 1
M8 | (41,39) | 4 1
M9 | (33,36) | 6 6
MIO | (46,49) | 4 1

Tabela 7: Exemplos do Grupo 2

Exemplo | (l,w) | n.(l,w) | n.(w,l)
DI | (2829) | O 9
D2 (30,10) 33 33
D3 (30,27) 9 9
D4 | (2824) | 12 12
D5 (40,15) 14 14
D6 | (16,26) | 24 24
D7 | (36,16) | 18 18
DS | (2L,11) | 40 10
D9 | (19.21) | 25 %5
D10 (26,11) 30 30

Tabela 8: Exemplos do Grupo 3

GAMS/CPLEX. A idéia é escolher um dos modelos para se aplicar o método de Benders
com base nestes experimentos.

Os resultados listados na tabela 9 mostram que todos os exemplos do grupo L
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tsai tsai modificado
Exemplo | tempo (seg) | FO | tempo (seg) | FO
L1 0.078 -0.807 0.062 -0.807
L2 0.016 -0.796 0.016 -0.796
L3 0.047 -0.758 0.016 -0.758
L4 0.063 -0.773 0.015 -0.773
L5 0.032 -0.825 0.016 -0.825
L6 0.062 -0.760 0.015 -0.760
L7 0.062 -0.786 0.015 -0.786
L8 0.062 -1.906 0.015 -1.906
L9 0.031 -0.773 0.031 -0.773
L10 0.062 -0.753 0.015 -0.753

Tabela 9: tsai x tsai modificado - grupo 1 - GAMS/CPLEX

foram resolvidos na otimalidade, mas os tempos, em geral, foram menores para o modelo

“tsail modificado”.

tsai tsai modificado
Exemplo | tempo (seg) | FO | tempo (seg) | FO
M1 1000 -3.905 1000 -3.964
M2 1000 -3.905 1000 -3.962
M3 1000 -3.905 1000 -3.962
M4 0.062 -3.958 0.110 -3.958
M5 1000 -3.904 1000 -3.961
M6 1000 -3.906 1000 -3.964
M7 1000 -3.904 1000 -3.964
M8 1000 -3.905 1000 -3.964
M9 1000 -5.882 1000 -5.978
M10 0.109 -3.959 0.078 -3.959

Tabela 10: tsai x tsai modificado - grupo 2 - GAMS/CPLEX

Na tabela 10 é possivel notar que a resolucao de quase todos os exemplos do
grupo M foi interrompida porque ultrapassou o limite de tempo pré-definido (1000 seg).
Porém, em todos eles obteve-se uma solugao inteira mesmo nao sendo possivel provar sua
otimalidade. Duas excecoes foram os exemplos M4 e M10.

Nos exemplos que estao marcados com 1000*, obteve-se uma solugao inteira, mas
nao foi possivel provar sua otimalidade.

Na tabela 11 temos que a solucao de todos os exemplos do grupo 3 foi interrompida
porque ultrapassou o limite de tempo pré-definido (1000 seg). Nos exemplos que estao

marcados com 1000*, obteve-se uma solucao inteira, mas nao foi possivel provar sua



tsai tsai modificado
Exemplo | tempo (seg) FO | tempo (seg) FO
D1 1000* -8.953 1000* -8.987
D2 1000 oK 1000 oK
D3 1000* -8.904 1000* -8.981
D4 1000* -11.964 1000* -11.991
D5 1000* -14.902 1000* -14.989
D6 1000* -18.981 1000* -17.995
D7 1000 oK 1000* -11.987
D8 1000 oK 1000 oK
D9 1000 oK 1000 oK
D10 1000 oK 1000 oK
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Tabela 11: tsai x tsai modificado - grupo 3 - GAMS/CPLEX

otimalidade.

Dados os resultados das tabelas 9, 10 e 11, escolheu-se trabalhar com o modelo
“tsai modificado” por apresentar melhores resultados, mesmo usando o default do pacote
GAMS/CPLEX.

Convém salientar que o desempenho do modelo de Tsai et al. (1993) (modificado
ou nao), usando o GAMS/CPLEX, comparado com o modelo de Beasley (1985) nao foi
bem, ji que o modelo de Beasley (1985) resolve esses exemplos em bem menos que 1000
seg., usando o mesmo pacote GAMS/CPLEX.

Uma mudanga no modelo “tsai modificado” no sentido de ordenar as caixas que
forem empacotadas no modelo de Tsai et al. (1993) foi feita. O intuito era verificar
se os resultados seriam melhores que sem considerar a ordenacao das caixas. Assim, as
caixas com menores indices deveriam ser empacotadas mais préximas da origem do palete.
Foram testados 6 exemplos e comparados com os resultados obtidos sem a ordenagao, em
ambos os casos foram utilizados o default do pacote GAMS/CPLEX. Dos 6 exemplos,
somente 1 teve resultado melhor utilizando a ordenacao; nos demais, os resultados foram
piores. Devido a isso, nao foram feitos mais testes e nem utilizado esta ordenagao no

método de Benders.

5.1.2 Testes com método B.class

Foi aplicado o método de decomposicao de Benders classico no modelo “tsai

modificado”. Os resultados podem ser vistos nas tabelas 12, 13, 14 sendo comparados



com os resultados utilizando o default do pacote GAMS/CPLEX.

GAMS/CPLEX B.class
Exemplo | tempo (seg) | FO | tempo (seg) | FO
L1 0.062 -0.807 0.265 -0.807
L2 0.016 -0.796 0.155 -0.796
L3 0.016 -0.758 0.422 -0.758
L4 0.015 -0.773 0.374 -0.773
L5 0.016 -0.825 0.220 -0.825
L6 0.015 -0.760 0.218 -0.760
L7 0.015 -0.786 0.298 -0.786
L8 0.015 -1.906 1.73 -1.906
L9 0.031 -0.773 0.171 -0.773
L10 0.015 -0.753 0.407 -0.753

Tabela 12: GAMS/CPLEX X Benders classico - grupo 1
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Os exemplos do grupo 1 (tabela 12), quando resolvidos pelo método de Benders

classico, resultaram numa solugao 6tima, mas em um tempo maior do que o default do

pacote GAMS/CPLEX.

Todos os exemplos do grupo 2 (tabela 13), quando resolvidos com o método de

Benders classico, tém sua solucao interrompida no limite de tempo, sem encontrar uma

solugao e com os limitantes apresentados na tabela 13. Esses exemplos quando resolvidos

usando o default do pacote GAMS/CPLEX (modelo “tsai modificado”) sao interrompidos

por causa do limite de tempo e a otimalidade da solucao nao é provada, mas a ultima

solugdo encontrada ¢é inteira (coluna FO da tabela 13).

GAMS/CPLEX B.class
Exemplo | tempo (seg) | FO | tempo(seg) | FO
M1 1000 -3.964 1000 -6/0
M2 1000 -3.962 1000 6/0
M3 1000 -3.962 1000 -6/0
M4 0.110 -3.958 1000 -4/0
M5 1000 -3.961 1000 -5/0
M6 1000 -3.964 1000 -7/0
M7 1000 -3.964 1000 -6/0
M8 1000 -3.964 1000 -6/0
M9 1000 -5.978 1000 -8/0
M10 0.078 -3.959 1000 -4/0

Tabela 13: GAMS/CPLEX X Benders classico - grupo 2

Como ilustracao, a figura 13 mostra a solucao do exemplo M9 quando resolvido
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utilizando GAMS/CPLEX. Neste exemplo, as caixas também sao colocadas em camadas

e a figura mostra uma perspectiva como se a folha fosse o palete.
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Figura 13: Solucao do exemplo M9

GAMS/CPLEX B.class
Exemplo | tempo (seg) | FO | tempo (seg) | FO
D1 1000* -8.987 1000 -12/0
D2 1000 ok 1000 -12/0
D3 1000* -8.981 1000 -12/0
D4 1000* -11.991 1000 -14 /0
D5 1000* -14.989 1000 -16 / 0
D6 1000* -17.995 1000 24 /0
D7 1000* -11.987 1000 -17/0
D8 1000 ok 1000 43 /0
D9 1000 ok 1000 -25 /0
D10 1000 ok 1000 -34 /0

Tabela 14: GAMS/CPLEX X Benders classico - grupo 3

Os exemplos do grupo 3 (tabela 14), quando resolvidos com o método de
Benders classico, também tém sua resolucao interrompida no limite de tempo, sem
encontrar uma solucao e com os limitantes apresentados na tabela 14. Esses exemplos da
tabela 14, quando resolvidos usando o default do pacote GAMS/CPLEX (modelo “tsai
modificado”), sdo interrompidos por causa do limite de tempo e ndo tem a otimalidade
da solucao provada, mas a ultima solucao encontrada nos exemplos D1, D3, D4,D5, D6
e D7 é inteira (coluna FO da tabela 14). Nos outros exemplos, D2, D8, D9 e D10, o

GAMS/CPLEX nao encontra solucao inteira antes do tempo limite.
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5.1.3 Testes com método B.relax

Também foi comparado o desempenho do método de Benders relaxado no “tsai
modificado” com o método de Benders classico (tabelas 15, 16, 17). O método de Benders
relaxado difere do classico ao resolver o problema mestre relaxado até que um certo gap
seja alcancado, e sé entao o problema mestre é resolvido como um problema inteiro. O gap
adotado neste trabalho foi de 1% da solucao 6tima. Outros gaps foram testados, menores
e maiores que 1%, mas nao houve melhoras nos resultados dentro do tempo estipulado de

1000 segundos, por isso, como padronizacao, foi escolhido trabalhar com gap de 1%.

B.class B.relax
Exemplo | n. iter | tempo (seg) | FO | n. iter relax | n. iter inteira | tempo (seg) | FO
L1 6 0.265 -0.807 4 4 0.235 -0.807
L2 6 0.155 -0.796 4 4 1.049 -0.796
L3 6 0.422 -0.758 4 4 0.418 -0.758
L4 6 0.374 -0.773 4 4 0.191 -0.773
L5 6 0.220 -0.825 4 4 0.282 -0.825
L6 6 0.218 -0.760 4 3 0.376 -0.760
L7 6 0.298 -0.786 4 3 0.327 -0.786
L8 46 1.73 -1.906 8 43 2.092 -1.906
L9 6 0.171 -0.773 4 4 0.216 -0.773
L10 6 0.407 -0.753 4 3 0.219 -0.753

Tabela 15: Benders classico X Benders relaxado - grupo 1

Os exemplos do grupo 1 (tabela 15), quando resolvidos com o método de Benders
classico, resultaram numa solucao 6tima com o nimero de iteragoes menores que quando
resolvido usando o método de Benders relaxado, que também obteve solugao o6tima.
Porém, o tempo do solugao foi menor em 6 exemplos (L2, L5, L6, L7, L8, 1.9) usando o
método de Benders classico. Nos outros 4 exemplos, apesar do niimero de iteragoes ser
maior, o tempo de solugao foi menor usando o método de Benders relaxado.

Os exemplos do grupo 2 (tabela 16), quando resolvidos com o método de Benders
relaxado, foram interrompidos no limite de iteragdo (a soma do nimero de iteragoes
relaxadas e inteiras na tabela 16 é 1000) sem encontrar solugdo e com os limitantes
apresentados na tabela 16. Note que LB/UB sao iguais para ambos os métodos. A
diferenca do método de Benders relaxado é que, ao invés de resolver 1000 iteracgoes inteiras
como no método de benders clédssico, resolve um pouco menos de iteracoes sé com variaveis

inteiras.
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B.class B.relax
Exemplo | n. iter | LB/UB | n. iter relax | n. iter inteira | LB/UB
M1 1000 | 6 /0 94 906 -6/0
M2 1000 | 6 /0 40 960 -6/0
M3 1000 | 6 /0 35 965 -6 /0
M4 1000 | -4/0 85 915 4/0
M5 1000 | -5 /0 90 910 -5/0
M6 1000 | -7 /0 29 971 -7/0
M7 1000 | -6 /0 49 951 6/0
M8 1000 | 6 /0 98 902 6/0
M9 1000 | -8 /0 141 859 -8/0
M10 1000 | 4/0 22 978 4/0

Tabela 16: Benders classico X Benders relaxado - grupo 2

B.class B.relax
Exemplo | n. iter | LB/UB | n. iter relax | n. iter inteira | LB/UB
D1 1000 | -12 /0 687 313 -12/0
D2 1000 | -12 /0 1000 0 -33/0
D3 1000 | -12/0 469 531 -12/0
D4 1000 | -14 /0 648 352 -14 /0
D5 1000 | -16 / 0 1000 0 -16 / 0
D6 1000 | -24 /0 1000 0 24 /0
D7 1000 | -17 /0 1000 0 -17/0
D8 1000 | -43/0 1000 0 -43 /0
D9 1000 | -25/0 1000 0 -25/0
D10 1000 | -34/0 1000 0 -34 /0

Tabela 17: Benders classico X Benders relaxado - grupo 3

Os exemplos do grupo 3 (tabela 17), quando resolvidos com o método de Benders
relaxado, foram interrompidos no limite de iteracao sem encontrar solugao e com o0s
limitantes apresentados na tabela 16. Note que LB/UB sao iguais para ambos os métodos
com excecao do exemplo D2. O método de Benders relaxado resolve um pouco menos de
1000 iteragoes sé com varidveis inteiras em 3 exemplos (D1, D3 e D4), enquanto que o
método de Benders classico resolve todas as iteracoes do problema mestre com varidveis

Inteiras.

E interessante notar que como as varidveis u; ;, u7; e P; sao bindrias no problema
original, quando o problema mestre ¢é resolvido relaxado, estas varidaveis que antes eram

bindrias, passam a tomar valor entre 0 e 1 e esses valores sao utilizados no subproblema

dual.



7

Mas como o subproblema dual foi obtido a partir do problema linear que
continha restricoes disjuntivas, ao usarmos as variaveis que eram inicalmente binarias
como continuas, todas as restricoes disjuntivas se tornam redundantes, prejudicando o
resultado do método relaxado.

Com esses resultados, ¢é verificado que o desempenho dos métodos de
decomposicao de Benders, nas suas versoes B.class e B.relax, nao foram bons se
comparados com o GAMS/CPLEX aplicado ao modelo de Tsai et al. (1993), ou outros
métodos exatos, como o de Oliveira e Morabito (2006), capaz de resolver todos esses

exemplos em bem menos que 1000 segundos.

5.1.4 Testes com corte de Pareto

O método de decomposicao de Benders classico foi implementado fazendo algumas
mudancas para que o corte de Pareto fosse considerado. Os resultados obtidos nao foram
melhores que os obtidos com o B.class ou com o B.relax. Ao aprofundar o estudo do por
que desta nao melhora, foi percebido que o modelo adotado neste trabalho (Tsai et al.
(1993)), ao adotar restrigoes disjuntivas, faz com que o corte de Pareto seja inviavel para

este caso.

1

Como os conjuntos de varidveis u; ;,

ufj e P; sao binarias, quando o subproblema
original de Benders (subproblema 74) gera um corte do tipo ponto extremo, essas variaveis
bindrias tomarao valores entre 0 e 1 e entao serda gerado um novo corte do tipo ponto
extremo (corte de Pareto), corte este que seria mais “forte” que o gerado pelo subproblema

original de Benders.

Mas como as restrigoes sao disjuntivas, toda vez que os conjuntos de varidveis

u}J, u?j tomam valor 0 ou 1, somente uma das retricoes fica ativa. As outras restrigoes
passam a ser redundantes. Quando usamos o corte de Pareto, esses conjuntos de variaveis
tomarao valores entre 0 e 1, o que faz com que todas as restricoes disjuntivas se tornem
redundantes, prejudicando o método que usaria o corte de Pareto.

Supondo que tomemos uzlJ =0.Te uf] = 0.3, as restrigoes 10 a 13 serao dadas por:
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zy— ;. < —l+ M(uj; +ui;) < —l;+ M(0.7+0.3) (124)
zi—x; < =L+ M1 = (uf; —u,) < —li+M(1—-(03-0.7)) (125)
yi—yi < —wi+ M- (u,; —ui,)) < —w;+ M(1—(0.7—-0.3)) (126)
yi—y; < —wi+ M2 — (u}; 4+ ul;)] < —w; + M[2— (0.7 4 0.3)] (127)

Ou seja, sempre havera um ntimero maior que zero para multiplicar M. Por
isso, devido a escolha do modelo de Tsai et al. (1993), que tem esta particularidade das

restricoes disjuntivas, nao foi possivel obter resultados satisfatérios com o corte de Pareto.

5.1.5 Testes adicionais fixando caixas nos cantos do palete

Foram feitos alguns testes no modelo “tsai fix 1 ¢x”, ou seja, no modelo “tsai
modificado” foi fixado uma caixa na origem do palete e resolvido usando o default do
pacote GAMS/CPLEX. A motivacao é reduzir o tamanho do problema por meio dessa
fixagdo de uma caixa no canto do palete. Para manter a generalidade, cada exemplo foi
subdividido em dois outros exemplos: um com uma caixa (I, w) fixada, onde | > w, e o

outro com uma caixa (w,!) fixada, no canto inferior esquerdo do palete.

caso [ > w caso [ < w
Exemplo | tempo (seg) | gap FO | tempo (seg) | gap FO
M4 950 0 -3,958 1000 0,391 | -3,958
M9 1000 0,998 | -5,968 1000 0,999 | -5,968

Tabela 18: Fixando 1 caixa

O exemplo M4 no caso [ > w foi o tinico da tabela 18 que foi resolvido provando
a otimalidade de sua solucao. O exemplo M4 em que | < w foi interrompido, pois
ultrapassou o limite de tempo sem provar a otimalidade da solucao. A tabela 18 também
apresenta os resultados do exemplo M9, em que os exemplos (I > w e | < w) foram
interrompidos sem provar a otimalidade da solucao.

Foi também testado o modelo “tsai fix 4 cxs”, ou seja, no modelo “tsai
modificado” foram fixadas quatro caixas no palete (nos cantos do palete). Para que
nao houvesse perda de generalidade, as caixas fixadas foram combinadas para que todas

as combinagoes possiveis sejam realizadas e levando em conta os casos de simetria.
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Considerando que a caixa pode ser (I,w) ou (w,l), teremos 7 combinagoes possiveis

E: 2

conforme figuras 14, 15, 16, 17 e 18 a seguir:

Figura 14: 4 caixas horizontais Figura 15: 1 caixa vertical e 3 horizontais

T
A

Figura 16: 2 caixas verticais e 2 caixas horizontais (3 casos)

-
-

Figura 17: 3 caixas verticais e 1 horizontal Figura 18: 4 caixas verticais

Assim, foram resolvidos 7 instancias correspondentes, para que nao houvesse
perda de generalidade, usando o default do pacote GAMS/CPLEX.

Na tabela 19 ¢é possivel notar que todos os casos foram resolvidos otimamente
dentro dos limites de tempo e iteracoes estabelecidos, enquanto que pela tabela 13 o
exemplo M4 ¢ interrompido por causa do limite de tempo e sem provar a otimalidade da

solugao, apesar da ultima solugao encontrada ser inteira.



Casos | n. iter | tempo (seg) | FO
Caso 1 66 0.109 -3.896
Caso 2 68 0.047 -3.896
Caso 3 74 0.031 -3.896
Caso 4 72 0.063 -3.896
Caso b 68 0.032 -3.895
Caso 6 | 72 0.031 -3.895
Caso 7| 62 0.094 -3.896
Total 482 0.407 -

Tabela 19: Fixando 4 caixas - exemplo M4

A solugao 6tima do exemplo M4 é mostrado na figura 19. Nesta solugao, as caixas

também sao colocadas em camadas e a figura 19 também mostra uma perspectiva como

se a folha fosse o palete.
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Figura 19: Solucao do exemplo M4

Note que neste exemplo (figura 19), o valor de X° e Y seria maior se nao

tivéssemos alterado o modelo de Tsai et al. (1993) para que fosse considerado a nao

sobreposicao das caixas somente quando elas sao empacotadas.

Casos n. iter | tempo (seg) | FO

Caso 1 9932340 1000 -8,999
Caso 2 | 9407842 1000 -8,959
Caso 3 | 11411196 1000 -8,959
Caso 4 | 10635524 1000 -8,999
Caso 5 | 12127198 1000 -8,999
Caso 6 | 10624949 1000 -8,999
Caso 7 | 8141600 1000 -6,999

Total D3 | 72280649 7000 -

Tabela 20: Fixando 4 caixas - exemplo D3
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Um outro experimento foi realizado com o exemplo D3. A tabela 20 mostra que
para todos os 7 casos o modelo foi interrompido pelo tempo, mas mesmo assim a ultima
solucao encontrada foi uma solucao inteira, enquanto que pela tabela 17 o exemplo D3 é
interrompido sem encontrar uma solucao inteira. A soma do nimero de iteragoes quando
fixado 4 caixas é maior que 1000 iteragoes, mas ao menos é encontrada uma solugao inteira

em cada caso.

5.2 Experimentos com Carregamentos de Paletes do Produtor

(tridimensional)

Inicialmente, a titulo de ilustracao, um exemplo gerado aleatoriamente com
apenas duas caixas sendo colocadas em um palete é analisado para o problema de
carregamento de paletes do produtor tridimensional (apéndice D).

Consideramos (L, W, H) = (50,50,37) e (l,w,h) = (37,43,16). Como dado
inicial do modelo, sdo consideradas 2 caixas - caixas 1 e 6 - (l,w,h) = (37,43,16), 2
caixas - caixas 2 e 5 - (w,l,h) = (43,37,16), 1 caixa - caixa 3 - (h,w,l) = (16,43,37), 1
caixa - caixa 4 - (h,w,l) = (43,16, 37).

Vale lembrar que o célculo dos parametros M, X°, Y?, Z° sao obtidos da seguinte
forma: X° =Y? = Z° = maz{ly,w1,h1} e M = max{X°+ L,Y° + W, Z° + H}. Com
isso, M =210 e (X0, V0, Z°) = (43,43, 43).

Para diminuir ainda mais a funcao objetivo, o modelo faz com que uma das quatro
primeiras caixas esteja na origem do palete (isso se elas forem empacotadas). E a que nao
estiver na origem, estara no ponto mais proximo possivel da origem do palete.

Resolvendo o exemplo aleatério tanto com o método de Benders quanto com o
default do pacote GAMS/CPLEX, encontramos o valor da fungao objetivo como sendo
—1.919. E a posigdo das caixas no palete é dada por: (x1,y1,21) = (43,43,43) e
(x5, Y5, 25) = (43,43,59). Veja figura 20 a seguir com a solugao do exemplo aleatério.

Além do exemplo aleatério, fizemos dois experimentos com dados reais de uma
empresa. Colocamos como limite no pacote GAMS/CPLEX o tempo de 15 minutos. O
palete usado nesta empresa é padrao PBR, ou seja, tamanho de 120 x 100.

No exemplo 1 com os dados da empresa, (X° Y° Z% = (70.5,70.5,70.5),
(L,W,H) = (120,100,100), 40 caixas ({,w,h) = (70.5,17,17), 40 caixas (w,l,h) =
(17,70.5,17) e 40 caixas (w, [, h) = (17,17,70.5).
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Figura 20: exemplo aleatério tridimensional

No exemplo 2 com os dados da empresa, (X9, Y9 Z9) = (43,43,43), (L,W, H) =
(120,100, 100), 120 caixas (I,w,h) = (43,10,17), 120 caixas (w,l,h) = (10,43,17), 120
caixas (w,l,h) = (17,43,10), 120 caixas (w,l,h) = (43,17,10), 120 caixas (w,l,h) =
(17,10,43) e 120 caixas (w, [, h) = (10,17,43).

As solugoes encontradas na pratica pela empresa para os exemplos 1 e 2 estao
nas figuras 21 e 22, respectivamente. A empresa adota o empacotamento por camada. No
desenho esta a primeira camada vista de cima. As outras quatro camadas sao idénticas a

primeira.

Figura 21: exemplo 1 na empresa Figura 22: exemplo 2 na empresa

A tabela 21 mostra os resultados dos exemplos aleatoérios, exemplo 1 da empresa

e exemplo 2 da empresa.

B.class GAMS/CPLEX
tempo (seg) | gap abs/rel | tempo (seg) | gap abs/rel
o0 ex aleatério 5.171 0/0 0.078 0/0
ex 1 ok ok > lim iter ok
ex 2 ok ok > lim iter ok

Tabela 21: Carregamentos de Paletes do Produtor Tridimensional
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Vemos pela tabela 21 que tanto o default do GAMS/CPLEX aplicado ao modelo
“tsai modificado”, quanto o método de Benders classico encontraram solugao 6tima para
o exemplo aleatério (vide figura 20), com poucas caixas e, portanto, poucas varidveis. A
solucao deste exemplo aleatério ja foi mostrada nas figura 20. O método de Benders nao
encontrou, dentro do tempo estipulado, solugao inteira para os dois experimentos com
dados reais de uma empresa. O nimero de iteracoes permitidas pelo default do pacote
computacional foi ultrapassado usando o default do pacote GAMS/CPLEX no primeiro
e segundo exemplos. Como este era um critério de parada, nao foi encontrada, entao,

nenhuma solucao inteira factivel.

5.3 Experimentos com Carregamentos de Paletes do Distribuidor

Consideramos um exemplo em que o distribuidor tem disponivel 3 caixas, sendo
de 2 tipos: 2 caixas (2,3) e 1 caixa (2,1) (apéndice E). Com isso, nos dados do exemplo
foram colocados 6 caixas, sendo que: 2 (caixas 1 e 5) sao (2,3), 2 (caixas 2 e 6) sao (3, 2),
1 (caixa 3) é (2,1) e a outra (caixa 4) é (1,2). O tamanho do palete é de 5 x 3. Abaixo

segue tabela 22 com os resultados obtidos.

B.class GAMS/CPLEX
tempo (seg) | gap abs/rel | tempo (seg) | gap abs/rel
exemplo 1.437 0/0 0.094 0/0

Tabela 22: Carregamentos de Paletes do Distribuidor

Os dois métodos de solugao encontraram a solucao 6tima. A funcao objetivo
encontrada nos dois casos foi —13.929. O tempo computacional foi bem menor usando o
GAMS/CPLEX. Os resultados encontrados podem ser vistos na figura 23 (as caixas sao
colocadas em camadas e a figura 23 também mostra uma perspectiva como se a folha fosse
o palete). No método de Benders classico e usando o default do pacote GAMS/CPLEX
para resolver “tsai modificado”, as caixas que foram colocadas dentro do palete sao as
caixas 3, 9 e 6.

Os experimentos numéricos deste capitulo mostram as limitacoes dos métodos de
decomposicao de Benders, nas suas versoes atuais, mesmo quando aplicados em exemplos

relativamente pequenos de carregamento de paletes (produtor e distribuidor).
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Figura 23: Exemplo do carregamento de paletes do distribuidor
6 Conclusées e Perspectivas para Pesquisas Futuras

6.1 Conclusoes

Com o objetivo de verificar o desempenho do método de decomposigao de Benders
aplicado a modelos de carregamento de paletes do produtor e do distribuidor, foi escolhido
um modelo de carregamento de paletes no qual fosse possivel utilizar este método.

A escolha do modelo de Tsai et al. (1993) se deveu ao fato de as varidveis inteiras e
continuas serem facilmente separaveis, facilitando a aplicacao do método de decomposicao
de Benders. Algumas mudangas foram feitas no modelo de Tsai et al. (1993) para
tentar diminuir o tempo de solu¢ao. A inclusao de duas restri¢oes (limitantes superiores
e inferiores para o nimero de caixas que inicialmente podem ser empacotadas) foi uma
delas. A outra mudanca no modelo foi fazer com que sé fossem consideradas as restricoes
de nao sobreposicao quando as caixas fossem de fato empacotadas no palete. Uma terceira
mudanga foi a inclusao de um segundo termo na funcao objetivo para simplificar o uso
do método de decomposicao de Benders.

A escolha do método de decomposicao de Benders vem do fato de o método
ter tido bons resultados quando aplicado a vérios outros problemas (vide 1.1). O fato
de nao conhecermos outros trabalhos na literatura que tenham aplicado o método de
decomposicao de Benders aos problemas de carregamento de paletes também foi uma
motivacao para a escolha deste método.

Algumas modificagdes também foram feitas no método de decomposicao de
Benders para verificar se haveria melhora nas solugoes em relacao ao método classico.
A primeira modificacao foi o método de decomposicao de Benders relaxado em que o

problema mestre é resolvido inicialmente relaxado, ou seja, com variaveis continuas, e
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somente depois de um gap pré-determinado o problema mestre passa a ser resolvido como
um problema inteiro. A segunda mudanca foi a inclusao do corte de Pareto. Neste caso,
a geracao de um corte de Pareto é feita toda vez que o subproblema de Benders fornecer
como resultado a inclusao de um corte do tipo ponto extremo no problema mestre.

A variagao do valor de big M nas restrigoes disjuntivas nao teve mudancas
significativas nos resultados, por isso foi adotado um valor padrao de M = maz(X° +
L,YY + W) para cada instancia.

As mudangas no modelo de Tsai et al. (1993) trouxeram uma pequena melhora
em relagao ao modelo de Tsai et al. (1993) original. Tanto no modelo original quanto no
modelo modificado, todas as solugoes das instancias do grupo 1 (tabela 9 do capitulo 5.1.1)
foram resolvidos otimamente, porém os tempos foram menores para o modelo modificado.
Nos exemplos do grupo 2 (tabela 10 do capitulo 5.1.1), somente dois exemplos encontraram
solucao 6tima dentro do tempo estipulado. E em um deles o tempo foi menor para o
modelo modificado e no outro o tempo foi menor para o modelo de Tsai et al. (1993)
original. J& nos exemplos do grupo 3 (tabela 11 do capitulo 5.1.1), nenhum exemplo foi
resolvido na otimalidade, mas enquanto que o modelo modificado encontrou uma solucao
inteira para 60% exemplos, o modelo original encontrou solucoes inteiras para 50% dos
exemplos.

Apesar de a expectativa inicial ter sido de que o método de Benders fosse dar
resultados melhores que o uso do default do pacote GAMS/CPLEX, isso nao ocorreu. Os
exemplos do grupo 1 (tabela 12 do capitulo 5.1.2) foram resolvidos na otimalidade, mas
o tempo necessario para a solucao utilizando o método B.class foi bem maior. Para os
outros exemplos (tabelas 13 e 14 do capitulo 5.1.2), nenhuma solugao inteira foi encontrada
dentro do tempo limite de 1000 segundos.

As variagoes exploradas no método de Benders classico também nao resultaram
em resultados muito melhores que o método classico.

Para os exemplos do grupo 1 (tabela 15 no capitulo 5.1.3), o método de Benders
relaxado teve suas solucao obtidas com um nimero maior de iteragoes quando comparado
ao método de Benders classico. Além disso, o tempo gasto para obter a solucao foi menor
usando o método de Benders classico em 6 dos 10 exemplos. Os exemplos maiores (tabelas
16 e 17 no capitulo 5.1.3) foram interrompidos no limite de itera¢do, mas é possivel dizer

que o método de Benders relaxado tem um “ganho”, pois em algumas iteracoes ele é
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resolvido como um problema linear, obtendo vantagem computacional por causa disso.

Cale notar que o desempenho do método de decomposi¢ao de Benders relaxado
se mostrou prejudicado devido a particularidade das restricoes disjuntivas do modelo de
Tsai et al. (1993).

Com base nesses resultados, o desempenho do método de decomposicao de
Benders (classico ou relaxado) aplicado ao modelo de Tsai et al. (1993) nao se mostrou
superior ao uso do default do pacote GAMS/CPLEX para resolver o mesmo modelo.
Outros métodos exatos, como o de Oliveira e Morabito (2006) também sao capazes de
resolver esses exemplos em bem menos tempo que 1000 segundos.

O uso do corte de Pareto (capitulo 5.1.4) também foi insatisfatério devido a
particularidade das restrigoes disjuntivas do modelo de Tsai et al. (1993).

Também foi testado fixar uma caixa no modelo de Tsai et al. (1993) e resolvé-lo,
sem perda de generalidade. Os resultados encontrados (tabela 18 no capitulo 5.1.5) nao
foram melhores que sem fixar nenhuma caixa e nao estimularam experimentos adicionais.

J& quando sao fixadas 4 caixas no modelo de Tsai et al. (1993) e resolvidas
todas as possiveis combinagoes em um exemplo que tem como solucao quatro caixas
empacotadas e 8 caixas como dado inicial do problema, é obtida a solugao 6tima. Na
tabela 19 do capitulo 5.1.5 é possivel notar que todos os casos foram resolvidos otimamente
dentro dos limites de tempo e iteracoes estabelecidos, enquanto que pela tabela 13 do
capitulo 5.1.2 o exemplo M4 ¢ interrompido quando resolvido pelo método de Benders,
por causa do limite de tempo e sem provar a otimalidade da solucao. Neste caso, quando
as caixas sao fixadas, é obtida a solucao étima.

Para o experimento fixando 4 caixas no exemplo D3, a tabela 20 (capitulo 5.1.5)
mostra que para todos os 7 casos o modelo foi interrompido pelo tempo, mas mesmo assim
a ultima solugao encontrada foi inteira, enquanto que pela tabela 17 (capitulo 5.1.3) o
exemplo D3 é interrompido sem encontrar solugao inteira.

Foram realizados alguns experimentos preliminares com exemplos ilustrativos
para os casos de carregamento de paletes do produtor tridimensional e do distribuidor
bidimensional.

Nos experimentos com carregamentos de paletes do produtor tridimensional, os
resultados com exemplos reais nao foram satisfatorios, ou seja, nao foi encontrada solucao

6tima nem usando o default do pacote GAMS/CPLEX nem usando o método de Benders
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classico. Para os exemplos aleatdrios com poucas caixas foram obtidas uma solugao étima
e o default do pacote GAMS/CPLEX obteve a solugdo em um tempo menor.

No experimento com carregamentos de paletes do distribuidor, o default do pacote
GAMS/CPLEX aplicado para resolver o modelo de Tsai et al. (1993) obteve a solugao
6tima em um tempo menor que quando resolvido o modelo de Tsai et al. (1993) usando
o método de decomposicao de Benders cléssico.

Desta forma, todos estes experimentos mostraram as limitagoes do método
de decomposicao de Benders, nas suas versoes atuais, quando aplicadas para resolver
problemas de carregamento de paletes do produtor e distribuidor. Esse desempenho nao

era esperado no inicio desta pesquisa.

6.2 Perspectivas para Pesquisas Futuras

Na tentativa de acelerar a obtengao de soluges 6timas (ou subdtimas) no pacote
GAMS/CPLEX para a abordagem de decomposi¢ao de Benders, baseada no modelo de
Tsai et al. (1993), uma perspectiva para pesquisa futura é investigar o uso de solugoes
factiveis iniciais (limitantes inferiores). Como, por exemplo, a heuristica em Morabito e
Morales (1998). A inclusao de restrigoes redundantes no modelo de Tsai et al. (1993)
para tentar tornar o modelo mais apertado (por exemplo, restri¢goes do modelo de Chen et
al. (1995) e Martins (2002)) também é uma alternativa interessante para ser explorada.

Como a linguagem de modelagem adotada neste trabalho é de alto nivel,
usar uma linguagem de programagao de mais baixo nivel, como Pascal ou C*", pode
melhorar significativamente as solucoes dentro do tempo limite, ja que o pacote usado
(GAMS/CPLEX) leva mais tempo nas iteragoes ao resolver, a cada iteracao de Benders,
o modelo completo.

Pesquisas futuras podem ainda serem feitas para verificar se, sem utilizar o
método de decomposicao de Benders, mas tentando melhorar os recursos oferecidos pelo
pacote computacional, a solu¢ao do modelo de Tsai et al. (1993) pode ser encontrada mais
rapidamente. Para isso, pode-se mudar o default do pacote GAMS/CPLEX, modificando
os parametros de pacote.

Também na tentativa de acelerar a obtencao de solucgoes 6timas com o pacote
GAMS/CPLEX para os modelos de Beasley (1985b), Tsai et al. (1993), Chen et al.

(1995) e de Martins (2002), pode-se investigar o uso de solugdes factiveis iniciais e bons
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limitantes superiores. Também pode ser considerado comparar as solucoes de relaxacao
linear destes modelos no pacote GAMS/CPLEX, para verificar empiricamente qual dos
modelos é mais apertado, ou seja, qual deles fornece os melhores limitantes superiores de

relaxacao linear.
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APENDICE

APENDICE A - Modelo GAMS adaptado de Tsai et al. (1993)

$offlisting

option solprint=off;

sets

i numero de caixas /1*2/

alias (i,j);

scalars
LO compr palete /100/
WO larg palete /100/;

parameters

L(i) larg caixa
/163

2 56/

W(i) compr caixa
/156

2 63/;

scalar X0,Y0,M;

X0 = L('1);

Y0 = W('2');

M = max(X0+L0,Y0+WO0);

variables

ul(ij)

u2(i,j)

P(i)

X(i)

Y (i)

FO valor total das pecas empacotadas;
positive variables X,Y;

binary variables P,ul u2;
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equations
OBJFUN funcao objetivo
restrl(i,j)
restr2(i,j)
restr3(i,j)
restrd(i,j)
INFPALI1(i)
INFPAL2(i)
SUPPALI1(J)
SUPPAL2(i)
LI

LS

fact;

OBJFUN.. FO =e= -sum(i,P(1))+((X(1)+Y(1)+X(2)+Y("2"))/(card(i)*(LO+W0+
X0+Y0)));

restrl(i,j)3(ord(i) 1t ord(j)).. -1*(X(j)-X(i))=g=-1*(-L()*P(§)+M*(ul(ij)+u2(ij)));
restr2(i,j)$(ord(i) It ord(j)).. -1*(X(i)-X(j))=g=-1*(-L{) *P (i) +M*(1-+ul(i,j)-u2(ij)));
restr3(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. -1*(Y(j)-Y (i) =g=-1*(-W()*P () +M*(1-ul(i,j)+u2(ij)));
restr4(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. -1*(Y(i)-Y(j))=g=-1*(-W(@{1)*P(1)+M*(2-ul(i,j)-u2(ij)));
INFPAL1(i).. X(i)=g=X0*P(i);

().
INFPAL2(Q).. Y(i)=g=Y0*P(i); SUPPAL1(i).. -1*(X(i))=g=-1*(X0-+L0-L(i))*P(i);
SUPPAL2(i).. -1*(Y(i))=g=-1*(YO+WO0-W(i))*P(i);
fact.. P('1")+P('2")=g=1;
LI.. sum(i,P(i))=g=max(floor(LO/L(’1"))*floor(W0/W('1")),
floor(LO/W('1%))*floor(W0/L(’1")));
LS.. sum(i,P(i))=I=floor((LO*WO0)/(L(’1")*W(’1)));

option opter=0;

option limrow=0;

option limcol=0;

model tsai /all/;

solve tsai minimizing FO using mip;

display “TSAI”, P.1 ,X.1,Y.], FO.I, ul.l, u2.l;
display “parametros”, M, X0, YO;
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APENDICE B - Modelo GAMS para decomposicao de Benders classico
para o carregamento do palete do produtor bidimensional (adaptado de Tsai
et al. (1993))

$offlisting

option solprint=off;

sets
i numero de caixas /1*2/

alias (1,j);

*data

scalars

L0 compr palete /100/
WO larg palete /100/;

parameters
L(i) larg caixa
/163

2 56/

W (i) compr caixa
/156
2 63/;

scalar X0,Y0,M;

X0 = L('1);

Y0 = W('2');

M = max(X0+L0,Y0+WO0);

variables
ul(ij)
u2(i,j)
P(i);

binary variables P,ul,u2;

display “Algoritmo Benders Classico”;
scalar UB 'upperbound’ /INF/;
scalar LB ’lowerbound’ /-INF/;
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* Benders Subproblema - DUAL

variables
v1(ij)

N

positive variables v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8;
scalars unbounded /1.0e6/;

z.up = unbounded;

equations

subobj

subl(i)

sub2(i);

subobj.. z=e= sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v1(i,j)*(L(j)*P.1(j)-M*(ul.l(i,j)+u2.1(i,j))))+
sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v2(i,j)*(L(1)*P.1(1)-M*(14ul.l(i,j)-u2.1(i,j))))+
sum(i,)8(ord(i) 16 ord(3)) v3(1.i) (W) PG M*(1uL1(i)-+u2 (1)) +
sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v4(i,j)*(W(i)*P.1(i)-M*(2-ul.l(i,j)-u2.1(,j))))+
sum(i,X0*P.1(1)*v5(1))+ sum(i,YO*P.1(i)*v6(i))+ sum(i,(-X0-LO+L(1))*P.1(i)*v7(i))+
sum(i,(-YO-WO+W(i))*P.1(i)*v8(i));

l”d( ) J1*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v1(j,i))

* )+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v2(j,i))

+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v3(j,i))

+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v4(j,i))
/(card(i)*(X0+Y0+L0+WO0)))$((ord(i) eq 1) or

)—l\_/\_/\/
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sub2(i).. sum(j$(ord(i)
+sum(j$(ord(i) 1t ord(]

(33(ord(i) 1t ord(j
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),+1*v4(j,i))
+0*v5(1)+v6(1)-0*v7(1)-1*v8(i)=1=(1/(card(i)*(X0+Y0+L0+W0)))$((ord(i) eq 1) or
(ord(i) eq 2)) + 0$(ord(i) gt 2);

t ord(j)),0*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v1(j,i))
),0%v2(1,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v2(j,i))
+sum ),1*v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v3(j,i))

1
)
)
)

option optcr=0.1;

option limrow=0;

option limcol=0;

model subproblem /subobj, subl, sub2/;

* Benders Subproblema modificado para encontrar raio extremo

variable dummy;
equations
modifiedsubobj
modifsub1(i)
modifsub2(i)

edummy;

modifiedsubobj..sum((i,]
sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j

$(ord(i) 1t ord(j)),v1(i,j)*(LG)*P.1(G)-M*(ul.
)v2(1,)) (L) *PAE)-M* (14ul.1(i,j)-u2.1(i,j))

(1,j)$(ord (i) It ord(j)),v3(i,j)*(W(G)*P.1(j)-M*(1-ul.l(i,j)+u2.1(i,j)
(i,j)$(ord(i) It ord(j)),v4(i,j)*(W(@{)*P.1(i)-M*(2-ul.l(i,j)-u2.1(i,j))))+
1,X0*P.1(1)*v5(i))+ sum(i, YO*P.1(i)*v6(i))+ sum(i,(-X0-LO+L(1))*P.1(1)*v7(i))+
1,(-YO-WO+W (i))*P.1(i)*v8(i) ) =e=1;

) 1(1,j)+u2.1(i,)))))+
) )+
sum ) )+
sum ) )
)

sum

—_ = =

Suim

modifsub1(i).. sum(j$(ord(i) It ord(j)),1*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v1(j,i))
+sum(j$(ord(i) It ord(j)),-1*v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v2(j,i))

); (ord(i) gt ord(j)),0%v3(j,i))

),0

) )
+sum(j$(ord(i) It ord(j)),0*v3(i,j))+ sum(j$
) )),0% 3(ord(i) gt ord(j)),0%v4(j,i))

( i)
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j v4(1,j))+ sum(j
+v5(1)+0*v6(i)-v7(i)-0*v8(i)=1=0;

?

modifsub2(i).. sum(j$(ord(i) It ord(j)),0*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v1(j,i))

+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0*v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v2(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v3(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),+1*v4(j,i))
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FO*VE(1)+v6(1)-0%vT(1)-1*v8 (i) =1=0;

edummy.. dummy =e= 0;

model modifiedsubproblem /modifiedsubobj,modifsubl,modifsub2,edummy/;
* Benders - problema mestre

set iter /iter1*iter1000/;

set cutset(iter) 'dynamic set’;
cutset(iter)=no;

set unbcutset(iter) ’dynamic set’;

unbcutset (iter)=no;

variable

z0;

equations
fact

LS

LI
cut(iter)

unboundedcut(iter);

parameters
cutconst1(iter)
cutconst2(iter)
cutcoeffl(iter,i,j)
cutcoeff2(iter,i,j)
cutcoeff3(iter,i)
cutcoeff4(iter,i,j)
(

cutcoeff5(iter,i,j);

fact.. P('1")+P("2")=g=1;

LS.. 20 =g= -floor((LO*WO0)/(L('1")*W('1")));

LI.. sum(i,P(i))=g=max(floor(L0/L(’1"))*floor(W0/W(’1")),
floor(LO/W('1%))*floor(W0/L(’1")));

cut(cutset).. z0 =g= sum(i,-P(i))+ cutconstl(cutset)
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeffl(cutset,i,j)*ul(ij))
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+sum((1,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeff2(cutset,i,j)*u2(i,j))
+sum(i,cutcoeff3(cutset,i)*P(i))

+sum((1,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff4(cutset,i,j)*P(i))
+sum((1,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeff5(cutset,i,j)*P(j));

unboundedcut(unbcutset)..0 =g= cutconst1(unbcutset)
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeffl (unbeutset,i,j)*ul(ij))

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff2(unbeutset,i,j)*u2(i,j))
+sum(i,cutcoeff3(unbcutset,i)*P(i))

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff4(unbeutset,i,j)*P(i))
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoefts(unbeutset,i,j)*P(j));

model master /fact,LS,LI,cut,unboundedcut/;

master.opter=0;
* Algoritmo de Benders

scalar converged /0/;
scalar iteration;
scalar bound;
parameter Pbest(i);

parameter log(iter,*) "logging info’;

loop(iter$(not converged),
solve subproblem maximizing z using lp;
display ”Dual solucao”, z.1,v1.1,v2.1,v3.1,v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,v8.1;

abort$(subproblem.modelstat>=2) “Subproblem not solved to optimality”;
if (z.14+1 < unbounded,

bound = sum(i,-P.1(i)) + z.1;

if (bound < UB,

UB = bound;

Pbest(i) = P.1(i);

display Pbest;

);

* e adicione corte de Benders ao problema mestre
cutset(iter) = yes;

else solve modifiedsubproblem maximizing dummy using lp;

display “Dummy solucao” ;modifiedsubobj.l,edummy.l,v1.1,v2.1,v3.1,v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,v8.1;
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abort$(modifiedsubproblem.modelstat >=2)
“Modified subproblem not solved to optimality”;
* ¢ adicione corte de Benders ao problema mestre

unbcutset (iter) = yes;

);

*cut data

cutconst1(iter) = sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)), M*(-v2.1(1,j)-v3.1(i,j)-2*v4.1(i,j)));
cutcoeff1(iter,i,j) = M * (-v1.1(i,j)-v2.1(i,j)+v3.1(i,j) +v4.1(i,)));

cutcoeff2(iter,i,j) = M * (-v1.1(i,j)+v2.1(1,j)-v3.1(i,j)+v4.1(1,j));

cutcoeft3(iter,i) = X0*v5.1(1)+ YO0*v6.1(1)+ (-XO0-LO4L(1))*v7.1(1)+(-YO0-
WO0+w(i))*v8.1(1);
cutcoeffd(iter,i,j)= v2.1(i,j)*L(i)+ v4.1(i,j)*W(i);

cutcoeff5(iter,i,j) = v1.1(i,j)*L(j)+ v3.1(i,j) *W(j);

option optcr=10;

solve master minimizing z0 using mip;

display “solucao inteira”,P.l,ul.l;u2.1,z0.1;

abort$(master.modelstat=4) “Relaxed Master is infeasible”;
abort$(master.modelstat>=2) “Masterproblem not solved to optimality”;
LB = z0.1;

log(iter,’LB’) = LB;

log(iter,”UB’) = UB;

iteration = ord(iter);

display iteration,LB,UB;

converged$((UB-LB)<0.0001) = 1;

display$converged “Converged”;

);

display log;

abort$(not converged) “No convergence”;
* Solucao do PIM depois de convergido por Benders

variables

X(1)

Y (i)

FOPIM total value of placed pieces;

positive variables X,Y;
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equations
OBJFUN
restrl(i,j)
restr2(i,j)
restr3(i,])
restrd(i,j)
INFPALL(i
INFPAL2(i
SUPPALL(i)
SUPPAL2(i);

~— ~—

OBJFUN.. FOPIM =e= -sum(i,P.1(i))
+((PICT)*(X('1)+Y(1))+ P1(2)*(X(°2")+Y('2")))/(card(i)*(LO+W0+X0+Y0)));

) :
restrl(ij)3(ord(i) 1t ord(j)).. -1¥(X(j)-X(i))=g=-1*(-L(j) *P.1(j)+M*(uL.1(i,j)+u2.1(i,j)));
restr2(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. -1%(X(i)- X( ))=g=-1*(-L(i)*P.1(i)+M*(14ul.l(i,j)-
u21(51));
restr3(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. -1X(Y(5)-Y(1))=g=-1*(-W(j)*P.1(j) +M*(1-
ull(i,j)+u2.1(ij)));
restr4(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. -I*(Y(1)-Y(j)=g=-1*(-W (1) *P.1(1)+M*(2-ul.1(i,j)-
u2.1(i,j)));

INFPALL(i).. X(i)=g=X0*P.1(i);
INFPAL2(i).. Y(i)=g=Y0*P.1(i);
SUPPALI1(i).. -1*(X(i))=g=-1*(X0+L0-L(1))*P.1(i);
SUPPAL2(i).. -1*(Y(i))=g=-1*(YO+WO0-W(i))*P.1(i);

display “solucao depois de convergido”;

option opter=0;

option limrow=0;

option limcol=0;

model B.class /OBJFUN,restrl,restr2,restr3,restr4, INFPAL1, INFPAL2,SUPPAL1,SUPPAL2/;
solve B.class minimizing FOPIM using mip;

display “solucao PIM com Benders” FOPIM.],X.1,Y I,

display “parametros”, M, X0, YO;
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APENDICE C - Modelo GAMS para decomposicao de Benders
relaxado para o carregamento do palete do produtor bidimensional (adaptado
de Tsai et al. (1993))
$offlisting

option solprint=off;

sets
i numero de caixas /1*2/

alias (1,j);

*data

scalars

L0 compr palete /100/
WO larg palete /100/;

parameters
L(i) larg caixa
/163

2 56/

W(i) compr caixa
/156
2 63/;

scalar X0,Y0,M;

X0 = L('1);

Y0 = W('2');

M = max(X0+L0,Y0+WO0);

variables
ul(ij)
u2(i,j)
P(i);

binary variables P,ul u2;
display “algoritmo Benders”;

scalar UB 'upperbound’ /INF/;
scalar LB ’lowerbound’ /-INF/;
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* Benders Subproblema - DUAL

variables

v1(i,j) "var dual’

z 'funcao obj subproblema dual’;
positive variables v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8;
scalars unbounded /1.0e6/;

z.up = unbounded;

equations
subobj objective’
sub1(i) 'restricao dual relacionada ao x’

sub2(i) 'restricao dual relacionada ao y’;

subobj.. z=e= sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v1(i,j)*(L(j)*P.1(j)-M*(ul.l(i,j)+u2.1(i,j))))+
J)$(ord(i) 1t ord(j)),v2(i,j)*(L(1)*P.1(1)-M*(14ul.1(i,j)-u2.1(i,j))))+

((1,))$(ord(i) 1t ord(j)),v3(i,j)*(W()*P.1(j)-M*(1-ul.1(i,j)+u2.1(i,)))) )+
sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v4(i,j)*(W(i)*P.1(i)-M*(2-ul.l(i,j)-u2.1(i,j))))+

( *

(

sum((i,

sum( (i,

L)
sum(i,X0*P.1(1)*v5(i))+ sum(i, YO*P.1(i)*v6(i))+ sum(i,(-X0-LO+L(i))*P.1(1)*v7(i))+
sum(i,(-Y0-WO0+W (i))*P.1(1)*v8(i));

subl(i).. sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v1(j.,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v2(j,i))

+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v3(j.i))

+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v4(j,i))
+v5(1)+0*v6(1)-v7(1)-0*v8(i)=1=(1/(card(i)*(X0+Y0+L0+W0)))$((ord(i) eq 1) or
(ord(i) eq 2)) + 0S(ord(i) gt 2);
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sub2(i).. sum(j$(ord(i)
+sum(j$(ord(i) 1t ord(]

(33(ord(i) 1t ord(j
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),+1*v4(j,i))
+0*v5(1)+v6(1)-0*v7(1)-1*v8(i)=1=(1/(card(i)*(X0+Y0+L0+W0)))$((ord(i) eq 1) or
(ord(i) eq 2)) + 0$(ord(i) gt 2);

t ord(j)),0*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v1(j,i))
),0%v2(1,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v2(j,i))
+sum ),1*v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v3(j,i))

1
)
)
)

option optcr=0.1;

option limrow=0;

option limcol=0;

model subproblem /subobj, subl, sub2/;

* Benders Subproblema modificado para encontrar raio extremo
variable dummy 'dummy objective variable’;

equations

modifiedsubobj ’objetivo’
modifsubl(i) 'restricao dual x’
modifsub2(i) ’ restricao dual y’
edummy;
modifiedsubobj..sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v1(i,j)*(LG)*P.1(j)-M*(ul.l(i,j)+u2.1(i,j))))+
sum(,§)8(0rd (i) 1t ord (§)),v2(1))* (L) *PAE)-MH(1--ul 1, §)-u2.13))) +
sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v3(i,j)*(W(G)*P.1(j)-M*(1-ul.l(i,j)+u2.1(i,j))))+

sum( (5)$(ord(3) I ord(§)),vA(iJ)*(W(i)*P1(0)-M*(2-uL11)-u2.1(31))))+
sum(i, X0*P.1(1)*v5(1))+ sum(i,YO*P.1(i)*v6(i))+ sum(i,(-X0-LO+L(1))*P.1(1)*v7(i))+
sum(i,(-YO-WO+W (1)) *P.1(1)*v8(i) ) =e=1;

modifsubl(i).. sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v1(j,i))
sum((8(ord(i) 1t ord(j)), 1*v2(i))+ sum(iS(ord(i) gt ord(j)),1%v2(1,1)
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%*v3(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v4(j.,i))
+v5(1)+0*v6(i)-v7(i)-0*v8(i)=1=0;

1

modifsub2(i).. sum(j$(ord(i) It ord(j)),0*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v1(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0*v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v2(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v3(j,i))
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+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),+1*v4(j.,i))
+0*v5(1)+v6(1)-0*v7(i)-1*v8(i)=1=0;

edummy.. dummy =e= 0;
model modifiedsubproblem /modifiedsubobj,modifsubl,modifsub2,edummy/;
* Benders - problema mestre

set iter /iter1*iter1000/;

set cutset(iter) 'dynamic set’;
cutset(iter)=no;

set unbcutset (iter) ’dynamic set’;

unbcutset (iter)=no;

variable
70 ;

equations
fact LS
LI

cut (iter)

unboundedcut(iter);

parameters
cutconst1(iter)
cutconst2(iter)
cutcoeffl(iter,i,j)
cutcoeff2(iter,i,j)

(
cutcoeff3(iter,i)
cutcoeff4 (iter,i,j)
(

cutcoeff5(iter,i,j);

fact.. P('1")+P('2")=g=1;

LS.. 20 =g= -floor((LO¥*W0)/(L('1)*W('1)));

LI.. sum(i,P(i))=g=max(floor(L0/L(’1"))*floor(W0/W('1")),
floor(LO/W('1%))*floor(W0/L(’1")));

cut(cutset).. z0 =g= sum(i,-P(i))+ cutconstl(cutset)



109

j)$(ord(i) 1t ord(j)
j)$(ord(i) 1t ord(j)

(i, cutcoeffl(cutset,i,j)*ul(i,j))
(i,

i,cutcoeff3(cutset,i)

(

(

cutcoeff2(cutset,i,j)*u2(i,j))

);
);
P(1))
);
),

“+sum

+sum

—

+sum((i,j)$(ord cutcoeff4(cutset,i,j)*P(i))

cutcoeft5(cutset,i,j)*P(j));

i)
)

1

It ord(j

(
(
+sum(
(
( It ord(j

—
o o

)
+sum((i,j)$(ord i)
unboundedcut(unbcutset)..0 =g= cutconst1(unbcutset)
+sum((1,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff1(unbeutset,i,j)*ul(i,j))
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff2(unbeutset,i,j)*u2(i,j))
i,cutcoeff3(unbcutset,i)*P(i))

(i,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeff4d(unbcutset,i,j)*P(i))
(1,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoefts(unbeutset,i,j)*P(j));

(
+sum(i
+sum(
(

+sum

model master /fact,L.S,LI,cut,unboundedcut/;

master.opter=0;
* Algoritmo Benders

scalar converged /0/;

scalar iteration;

scalar bound;

parameter Pbest(i);

parameter log(iter,*) "logging info’;
scalar PAR /1/;

loop(iter$(not converged), solve subproblem maximizing z using Ip;

display “Dual solucao”, z.1,v1.1,v2.1,v3.1,v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,v8.1;
abort$(subproblem.modelstat>=2) “Subproblem not solved to optimality”;

if (z.14+1 < unbounded,
bound = sum(i,-P.1(i)) + z.1;
if (bound < UB,

UB = bound;

Pbest(i) = P.1(i);

display Pbest;

);

* e adicione corte de Benders ao problema mestre
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cutset(iter) = yes;
else

solve modifiedsubproblem maximizing dummy using lp;

display “Dummy solucao” modifiedsubobj.l,edummy.l,v1.1,v2.1 v3.1,v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,v8.1;
abort$(modifiedsubproblem.modelstat >=2)
“Modified subproblem not solved to optimality”;

* ¢ adicione corte de Benders ao problema mestre
unbcutset (iter) = yes;

);

*cut data

cutconst1(iter) = sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)), M*(-v2.1(1,j)-v3.1(i,j)-2*v4.1(i,j)));
cutcoeff1(iter,i,j) = M * (-v1.1(i,j)-v2.1(i,j)+v3.1(i,j)+v4.1(i,)));
cutcoeff2(iter,i,j) = M * (-v1.1(1,j)+v2.1(1,j)-v3.1(i,j)+v4.1(i,j));

cutcoeft3(iter,i) = X0*v5.1(1)+ YO0*v6.1(1)+ (-X0-LO+L(i))*v7.1(1)+(-YO-
WO+w(i))*v8.1(i) ;
cutcoeff4(iter,i,j)= v2.1(1,j)*L(i)+ v4.1(i,j)*W(i);

(
cutcoeftb(iter,i,j) = v1.1(1,j)*L(j)+ v3.1(1,j) *W(j);
option opter=10;

* inicio do teste de relaxacao dos primeiros problemas inteiros

if (PAR > 0,

if ((abs(UB-LB) <= (0.01*card(i))/2,
LB=-card(i);

UB=card(i);

PAR=0;

);

);

if (PAR>0,
solve master minimizing z0 using rmip;
else

solve master minimizing z0 using mip; );

display “solucao inteira”,P.1,ul.l,u2.1,z0.1;
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abort$(master.modelstat=4) “Relaxed Master is infeasible”;

abort$(master.modelstat>=2) “Masterproblem not solved to optimality”;

LB = z0.1;

log(iter,’LB’) = LB;

log(iter,’UB’) = UB;

iteration = ord(iter);

display iteration,LB,UB,PAR,;
converged$((UB-LB)<0.0001) = 1;
display$converged “Converged”;

);

display log;

abort$(not converged) “No convergence”;
* Solucao do PIM depois de convergido por Benders

variables
X(i)
Y (i)
FO ;

positive variables X,Y;

equations

OBJFUN funcao objetivo
restrl(i,j)
restr2(i,j)
restr3(i,j)
restrd(i,j)
INFPALI1(i
INFPAL2(i
SUPPALI1(J)
SUPPAL2(i);

~— ~—

OBJFUN.. FO =e= -sum(i,P.1(i)

+((PICTY*(X(C1)+Y ()4 PI(2)*(X(°2)+Y('2")))/(card(i)*(LO+W0+X0+Y0)));
restr1(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. -1%(X(j)-X(i))=g=-1*(-L(j)*P.1(j)+M*(ul.1(i,j)+u2.1(i,j)));
restr2(i,j$(ord(i) 1t ord(j)).. -1*(X(1)-X(j))=g=-1*(-L(1)*P.1(1)+M*(1+ul.1(i,j)-u2.1(i,j)));
restr3(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. -15(Y(5)-Y(1))=g=-1*(-W(j)*P.1(j)+M*(1-
ul.l(i,j)+u2.1(i,)));
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restrd(i)$(ord(i) 1t ord(j))..  -TX(Y()-Y(j))=g=-1*(-W(i)*P.1(1)+M*(2-uL1(i,j)-
u2.1(1,j)));

INFPAL1(i).. X(i)=g=X0*P.1(i);

INFPAL2(i).. Y(i)=g=YO0*P.1(i);

SUPPALL().. -1¥(X(i))=g=-1%(X0+L0-L(i))*P.1(i);

SUPPAL2(i).. -1¥(Y (1)) =g=-1¥(YO+W0-W(i) *P.1(i);

display “solucao depois de convergido”;
option optcr=0;
option limrow=0;

option limcol=0;

model B.relaxado /OBJFUN, restrl,restr2 restr3,restr4, INFPAL1,INFPAL2 SUPPALI,

SUPPAL2/;

solve B.relaxado minimizing FO using mip;

display “solucao benders relaxado” FOPIM.L,X.1.Y I;
display “parametros”, M, X0, YO;
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APENDICE D - Modelo GAMS para decomposicao de Benders para

o carregamento do palete do produtor tridimensional

$offlisting

option solprint=off;

sets 1 numero de caixas /1*4/

alias (1,j);

*data scalars

L0 compr palete /50/
WO larg palete /50/
HO altura palete /32/;

parameters

L(i) compr caixa
/137

243

3 37

443/

W(i) larg caixa
/143

237

343

437/

H(i) altura caixa
/116

216

316

416/,

scalar X0,Y0,Z0,M;

X0 = max(L(’'1"),W('1"),H("1"));
YO0 = max(L(’1"),W(’1"),H('1"));

Z0 = max(L('1"),W(’1"),H(’1"));

M = max(X0+L0,Y0+WO0,Z0+HO0);



variables
ul(ij)
u2(i,j)
u3(i,j)
P(i);

binary variables P,ul,u2,u3;

display “ Algoritmo Benders”;
scalar UB 'upperbound’ /INF/;
scalar LB ’lowerbound’ /-INF/;

* Benders Subproblema - DUAL

variables

v1(i,j) "var dual’

)
v8(i)
)

10(i)
v11(i)
v12(i)

FOdual ’funcao obj subproblema dual’;

<

positive variables v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8,v9,v10,v11,v12;
scalars unbounded /1.0e6/;
FOdual.up = unbounded;

equations
subobj ’objective’

sub1(i) 'restricao dual relacionada ao x’

114
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sub2(i) 'restricao dual relacionada ao y’

sub3(i) 'restricao dual relacionada ao z’;
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+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v6(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v6(j,i))
+0*v7(1)4+0*v8(1)+1*v9(i)-0*v10(i)-0*v11(i)-1*v12(i)=1=
1/(card(i)*(X0+Y0+Z0+L0+WO0+HO0)))$((ord(i) eq 1) or (ord(i) eq 2)) + 0$(ord(i) gt 2);

option optcr=0.1;
option limrow=0;
option limcol=0;

model subproblem /subobj, subl, sub2, sub3/;
* Benders subproblema modificado para encontrar raio extremo
variable dummy 'dummy objective variable’;

equations

modifiedsubobj ’objective’
modifsub1(i) 'dual constraint x’
modifsub2(i) 'dual constraint y’
modifsub3(i) 'dual constraint z’

edummy;

modifiedsubobj..sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v1(i,j)*(LG)*P.1(G)-M*(u2.1(i,j)+u3.1(i,)))))+
sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v2(i,j)*(L(1)*P.1(1)-M*(ul.1(i,j)+u3.1(i,j))))+
sum((,)8(ord (1) 1t ord(3)),v3(1) (W () *PIG)M* (L 1) Hu2 1) +

sum((1)S(ord (1) 1t ord (7)) (1) (WP MH2-uL 1) u21.9)

(3 )$(ord (1) 1t ord(§)) v5(3.)* () *PAG)-M¥(2u21(1.§)-u3.16.9))) +
sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v6(i,j)*(H(1)*P.1(1)-M*(2-ul.l(i,j)-u3.1(i,j))))+
sum(i,X0*P.1(1)*v7(i))+ sum(i,YO*P.1(i)*v8(i))+ sum(i,Z0*P.1(1)*v9(i))+
sum(i,(-X0-LO+L(1))*P.1(i)*v10(i) )+ sum(i,(-YO-WO0+W(i))*P.1(i)*v11(i))+
sum(i,(-Z0-HO+H(1) ) *P.1(1)*v12(i) )=e=1;

modifsubl(i).. sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v1(j,i))
(

+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v2(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v3(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v4(j.,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v5(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v5(j.,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v6(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v6(j,i))
+v7(1)+0*v8(1)4+0*v9(i)-v10(i)-0*v11(i)-0*v12(i)=1=0;

modifsub2(i).. sum(j$(ord(i) It ord(j)),0*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v1(j,i))
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+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0*v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v2(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v3(j.i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),+1*v4(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v5(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v5(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v6(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord( )),0%v6(j,1))
+0*v7(1)+v8(1)4+0*v9(i)-0*v10(i)-1*v11(i)-0*v12(i)=l1

modifsub3(i).. sum(j$(ord(i) It ord(j)),0*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v1(j,i))

+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v2(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v3(j,i))
+sum(j$(ord(i) It ord(j)),0*v4(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v4(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v5(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v5(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),-1*v6(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v6(j.i))
+0*v7(1)4+0*v8(i)+1*v9(i)-0*v10(i)-0*v11(i)-1*v12(i)=1=0;

edummy.. dummy =e= 0;
model modifiedsubproblem /modifiedsubobj,modifsubl,modifsub2,modifsub3,edummy/;
* Benders problema mestre relaxado

set iter /iter1*iter1000/;

set cutset(iter) 'dynamic set’;
cutset(iter)=no;

set unbcutset(iter) ’dynamic set’;

unbcutset (iter)=no;

variable
FOmestre ;

equations
fact

r1(i,j)

r2(i,j)
LIMSUP

cut(iter)

unboundedcut(iter);

parameters
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cutconst1(iter)

cutcoeffl(iter,i,j)
cutcoeff2(iter,i,j)
cutcoeff3(iter,i,j)
cutcoeff4(iter,i)

cutcoefth(iter,i,j)
(

cutcoeff6(iter,i,j);

fact.. P('1")+P("2")=g=1;

rl1(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. ul(ij)+u2(i,j)+u3(i,j)=1=2;

r2(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. ul(i,j)+u2(i,j)+u3(ij)=g=1;

LIMSUP.. FOmestre =g= -floor((LO*W0*HO0)/(L('1’)*W('1")*H(’1")));

cut(cutset).. FOmestre =g= sum(i,-P(i))+ cutconstl(cutset)

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeffl(cutset,i,j)*ul(i,j))

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff2(cutset,i,j)*u2(i,j))
(i,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeft3(cutset,i,j)*u3(i,j))

i,cutcoeff4(cutset,i)*P(i))

(1,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeff5(cutset,i,j)*P(i))

(1,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeft6(cutset,i,j)*P(J));

+sum

“+sum 1

1)
1)

(
(
+sum(i
(
( i

—

+sum

unboundedcut(unbcutset).. 0 =g= cutconst1(unbcutset)

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j
(1.3)8 (ord(i)

i,cutcoeff4(unbcutset,i)*P(i))

(1,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoefts(unbcutset,i,j)*P(i))

(1,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeff6(unbcutset,i,j)*P(J));

)),cutcoeff] (unbcutset,i,j)*ul(i,j))
( )),cutcoeff2(unbcutset,i,j)*u2(i,j))
+sum( It ord(j)),cutcoeff3(unbcutset,i,j)*u3(i,j))
+sum(i
+sum(
+sum(

model master /fact,rl,r2, LIMSUP,cut,unboundedcut/;

master.optcr=0;

* Benders Algoritmo
scalar converged /0/;
scalar iteration;
scalar bound;
parameter Pbest(i);

parameter log(iter,*) "logging info’;
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loop(iter$(not converged),

solve subproblem maximizing FOdual using lp;

display “Dual solucao” ,FOdual.l,v1.l,v2.1,v3.1,v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,v8.1,v9.1,v10.1,v11.1,v12.1;
abort$(subproblem.modelstat>=2) “Subproblem not solved to optimality”;

if (FOdual.l+1 < unbounded,

bound = sum(i,-P.1(i)) + FOdual.l;

if (bound < UB,

UB = bound;

Pbest(i) = P.1(i);

display Pbest;

);

* e adicione corte de Benders ao problema mestre
cutset(iter) = yes;

else

solve modifiedsubproblem maximizing dummy using lp;
display “Dummy solucao” modifiedsubobj.l,edummy.l,v1.1,v2.1,v3.1,v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,
v8.1,v9.1,v10.1,v11.1,v12.];

abort$(modifiedsubproblem.modelstat>=2) “Modified subproblem not solved to

optimality”;

* ¢ adicione corte de Benders ao problema mestre

unbcutset (iter) = yes;

);

*cut data

cutconst1(iter) = sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)), 2*M*(-v4.1(i,j)-v5.1(1,j)-v6.1(i,j)));

M * (-v2.1(1,j)-v3.1(i,j)+v4.1(1,j)+v6.1(i,j));

cutcoeff2(iter,i,j) = M * (-v1.1(i,j)-v3.1(i,j)+v4.1(1,j)+v5.1(i,j));

cutcoeff3(iter,i,j) = M * (-v1.1(i,j)-v2.1(i,j)+v5.1(i,j)+v6.1(1,)));

cutcoeff4(iter,i) = X0*v7.1(i) + YO*v8.1(i)+
)+
(
(

cutcoeffl(iter,i,j) =

Z0%v9.1(1)+(-X0-LO+L (1)) *v10.1(1)+(-YO-WO+W (i) *v11.1(1) + (-Z0-HO+H (i) ) *v12.1(0);
cutcoeft5(iter,i,j)= v2.1(1,j)*L(1)+ v4.1(1,j)*W(i)+v6.1(i,j) *H(i);
cutcoeff6(iter,i,j) = v1.1(i,j)*L(j)+ v3.1(1,j)*W({)+v5.1(1,j)*H();

option opter=10;

solve master minimizing FOmestre using mip;

display “solucao inteira” ,P.l,ul.l,u2.l,u3.l, FOmestre.l;
abort$(master.modelstat=4) “Relaxed Master is infeasible”;

abort$(master.modelstat>=2) “Masterproblem not solved to optimality”;



LB = FOmestre.l;

log(iter,’LB’) = LB;

log(iter,’UB’) = UB;

iteration = ord(iter);

display iteration,LB,UB;
converged$((UB-LB)<0.0001) = 1;
display$converged “Converged”;

);

display log;

abort$(not converged) “No convergence”;
* Solucao do PIM depois de convergido por Benders

variables

X(i)

Y(i)

Z(1)

FOPIM ;

positive variables X,Y,Z;

equations
OBJFUN funcao objetivo
restrl(i,j)

restr2(i,

(
restr3(i,]

(

(

)
)
restrd(i,j)
restrb(i,j)
restr6(i,j)
INFPAL1(i)

INFPAL2(i)

INFPAL3(i)

SUPPALI1(J)
SUPPAL2(i)
SUPPAL3(i);

OBJFUN.. FOPIM=c=sum(i,-P.1(i))+((P1(1)*(X(1)+Y(1)+Z(1))+
P1(2)*(X(2)+Y (2)+Z(2'))/(card (i) *(LO+WO-+HO+X0-+Y0+70)));

restrl(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. X(J)-X(I)=1=-L(J)*P.1(j)+M*(U2.1(I,J)+U3.1(L,J));
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restr2(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. X(I)-X(J)=1=-L(I)*P.1(i)+M*(UL.1(I,])+U3.1(1,J));
restr3(1,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. Y(J)-Y(I)=1=-W(J)*P.1(j)+M*(U1.l(L,J)+U2.1(L,J));
restr4(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. Y(I)-Y(J)=1=-W(I)*P.1(i)+M*(2-(U1.1(1,])+U2.1(L,J)));
restrb(1,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. Z(J)-Z(I)=1=-H(J)*P.1(j)+M*(2-(U2.1(1,J)+U3.1(1,)));
restr6(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. Z(1)-Z(J)=l=-H(I)*P.1(i)+M*(2-(UL1(LI)+U3I(LI)));
INFPALL(Q).. X(i i

(i).--
INFPAL2(i).. Y(i)=g=Y0*P.1(i
INFPAL3(i).. Z(i)=g=Z0*P.1(i);
SUPPALIL(i).. -1%(X(i))=g=-1*(X0+L0-L(i))*P.1(3);
SUPPAL2(i).. -1*(Y(i))=g=-1*(YO+WO-W(i))*P.1(i);
SUPPAL3(i).. -1*(Z(i))=g _—1*(ZO+HO—H(1))*P.1(1);

display “solucao depois de convergido;

option opter=0;

option limrow=0;

option limcol=0;

model tsaiSol.3dim /OBJFUN restrl restr2,restr3,restrd,restr5,restr6, INFPAL1, INFPAL2,
INFPAL3,SUPPAL1,SUPPAL2,SUPPAL3/;

solve tsaiSol.3dim minimizing FOPIM using mip;

display “solucao PIM com benders” FOPIM.1, X.1, Y., Z.1;

display X0,Y0,Z0,M,;
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APENDICE E - Modelo GAMS para decomposicao de Benders para

o carregamento do palete do distribuidor bidimensional

$offlisting

option solprint=off;

sets
i numero de caixas /1*6/

alias (1,j);

*data

scalars

X0 /3/

Y0 /3/

L0 compr palete /5/
WO larg palete /3/;

parameters

L(i) compr caixa
/12

23

32

41

5 2

63/

W(i) larg caixa
/13

22

31

42

53

62/;

scalar M;
M = max(X0+L0,Y0+WO0);

variables
ul(i,j)



u2(i,j)
P(i);

binary variables P,ul,u2;

display “Algoritmo de Benders”;
scalar UB "upperbound’ /INF/;
scalar LB ’lowerbound’ /-INF/;

* Benders Subproblema - DUAL

variables

v1(i,j) 'var dual’

z 'funcao obj subproblema dual’;
positive variables v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8,;
scalars unbounded /1.0e6/;

z.up = unbounded;

equations
subobj objetivo’
sub1(i) 'restricao dual relacionada ao x’

sub2(i) 'restricao dual relacionada ao y’;

subobj.. z=e=
sum((i,j)$(ord
((i.j)$(ord
sum((i,j)$
(
(

j)-M*(ul1(i,j)+u2.1(1,j))))

*Pl 1)-M*(14ul.l(i,j)-u2.1(i,j))
(j)-M*(1-ul.1(i,j)+u2.1(i,j)
(1)-M*(2-ul.l(i,j)-u2.1(i,j))
(

+
)+
)+
)

(or
(or
(0

(or +

(i (]
(i §
rd(i) 1t ord(j
(i (]

sum((i,j)$

sum(i,X0*P.1(1)*v5(i))+ sum(i, YO*P.1(i)*v6(i))+ sum(i,(-X0-LO+L(i))*P.1(i)*v7

(i))+
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sum(i,(-YO-WO+W (1)) *P.1(1)*v8(i));

sub1(i).. sum(3$(ord(1)
+sum(j

ord(j)),1*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v1(j,i))

$(ord(i )
+sum(J$(0rd
3(

~1*v2(1,)))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v2(j,i))
)+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v3(j,i))
)
1

V3J

|

)
1,J) + sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v4(j,i))

=(1/(card(i)*(X0+Y0+L0+WO0)))$((ord(i) eq 1) or

+sum(j

<
=~
- '—

ord(j)),0%v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v1(j,i))
1.j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0%v2(j,i))
1,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v3(j,i))

j)),-1¥vA(i,)))+ sum(jS(ord(i) gt ord(j)),+1*v4(j.1))

1)- *V8(1) 1=(1/(card(i)*(X0+Y04+L0+WO0)))$((ord(i) eq 1) or
)

—~
o
=
o,

—~
—

S~—
)

!
N}

S~—

S~—
+
o
£

—~
o
=
o

—~
o o

S~—

o
[l
)

option optcr=0.1;

option limrow=0;

option limcol=0;

model subproblem /subobj, subl, sub2/;

* Benders Subproblema modificado para encontrar raio extremo
variable dummy 'dummy objective variable’;

equations

modifiedsubobj 'objective’
modifsub1(i) 'dual constraint x’
modifsub2(i) 'dual constraint y’

edummy;

L,j)+u2.1(i,j))))+
_|_
)+
+
P.

modifiedsubobj..sum((i,j)$(ord(i) It ord(j)),v1(i,j)*(L(G)*P.1(j)-M*(ul.

sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v2(i,j)*(L(1)*P.1(1)-M*(14ul.1(i,j)-u2.1(i,j))

sum((1,j)$(ord(i) 1t ord(j)),v3(1,j)* (W (i) *P.1(j)-M* (1-ul.1(i,j)+u2.1(i,j)
()8 (ord (1) 1t ord (§)),vA(i§)* (W) *PAG)-M¥(2-uL (3 )-u2.1(5)
(i, sum

(i

suim

I(

)

)

)

1, X0*P.1(1)*v5(i))+ sum(i, YO*P.1(i)*v6(i))+ sum(i,(-X0-LO+L(i))*
,YO-WO+W (1)) *¥P.1(1)*v8(i))=e=1;

11)*v7(i))+

sum

sumi1

modifsubl(i).. sum(j$(ord(i) It ord(j)),1*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v1(j,i))
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)—|— sum(j$(ord(i) gt ord(j)),1*v2(j,i))
(ord(i) gt ord(j)),0%v3(j,i))
(ord(i) gt ord(j)),0%v4(j,i))

+sum(j$(ord(i
+sum(J$(ord
+sum(3$(

+ sum(j$
+ sum(j$

.\_/\_/\_/

modifsub2(i).. sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0*v1(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v1(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),0%v2(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),0*v2(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)),1*v3(i,j))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),-1*v3(j,i))
+sum(j$(ord(i) 1t ord(j)), 1*v4( ))+ sum(j$(ord(i) gt ord(j)),+1*v4(j,i))
+0*v5(1)+v6(1)-0*v7(i)-

edummy.. dummy =e= 0;
model modifiedsubproblem /modifiedsubobj,modifsubl,modifsub2,edummy/;
* Benders problema mestre

set iter /iter1*iter1000/;

set cutset(iter) 'dynamic set’;
cutset(iter)=no;

set unbcutset(iter) ’dynamic set’;

unbcutset (iter)=no;

variable
z0;

equations
fact
restritol
restrito2
cut(iter)

unboundedcut(iter);

parameters
cutconst1(iter)
cutconst2(iter)
cutcoeff1(iter,i,j)
cutcoeff2(iter,i,j)
cutcoeft3(iter,i)
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cutcoeff4(iter,i,j)
cutcoeff5(iter,i,j);

restritol.. P('1")+P('2)+P(’5))+P('6")=1=2;
restrito2.. P(’3")+P('4")=I=1,
fact.. P(1")+P(’2")+P(’3")+P('4")=g=1;

cut(cutset).. z0 =g= sum(i,-L(i)*W(i)*P(i))+ cutconstl(cutset)
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeffl(cutset,i,j)*ul(i,j))
(

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff2(cutset,i,j)*u2(i,j))
+sum(i,cutcoeff3(cutset,i)*P(i))

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeftd(cutset,i,j)*P(i))
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoefts(cutset,i,j)*P(j));

unboundedcut(unbcutset)..0 =g= cutconst1(unbcutset)
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeffl (unbcutset,i,j)*ul(i,j))

+sum((i,j)$(ord(i) It ord(j)),cutcoeff2(unbcutset,i,j)*u2(i,j))
+sum(i,cutcoeff3(unbcutset,i)*P(i))

+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoeff4(unbcutset,i,j)*P(i))
+sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)),cutcoefts(unbeutset,i,j)*P(j));

model master /fact,restritol,restrito2,cut,unboundedcut/;

master.optcr =0;
* Benders Algoritmo

scalar converged /0/;
scalar iteration;
scalar bound;
parameter Pbest(i);

parameter log(iter,*) ’logging info’;

loop(iter$(not converged),

solve subproblem maximizing z using lp;

display “Dual solucao”, z.1,v1.1,v2.1,v3.1v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,v8.1;
abort$(subproblem.modelstat>=2) “Subproblem not solved to optimality”;

if (z.14+1 | unbounded,
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bound = sum(i,-L(1)*W(i)*P.1(i)) + z.1;

if (bound < UB,

UB = bound;

Pbest(i) = P.1(i);

display Pbest;

);

* ¢ adicione corte de Benders ao problema mestre
cutset(iter) = yes;

else

solve modifiedsubproblem maximizing dummy using lp;

display “Dummy solucao” modifiedsubobj.l,edummy.l,v1.1,v2.1 v3.1,v4.1,v5.1,v6.1,v7.1,v8.1;
abort$(modifiedsubproblem.modelstat;=2) “Modified ~ subproblem not solved to
optimality”;

* ¢ adicione corte de Benders ao problema mestre

unbcutset (iter) = yes;

);

*cut data

cutconst1(iter) = sum((i,j)$(ord(i) 1t ord(j)), M*(-v2.1(1,j)-v3.1(i,j)-2*v4.1(i,j)));
cutcoeff1(iter,i,j) = M * (-v1.1(i,j)-v2.1(i,j)+v3.1(i,j)+v4.1(i,)));

cutcoeff2(iter,i,j) = M * (-v1.1(i,j)+v2.1(1,j)-v3.1(i,j)+v4.1(1,)));

cutcoeff3(iter,i) = X0*v5.1(1)+ YO0*v6.1(1)+ (-X0-LO+L(i))*v7.1(1)+(-YO-
WO+w(i))*v8.1(1);

cutcoeff4(iter,i,j)= v2.1(1,j)*L(i)+ v4.1(i,j)*W(i);

cutcoeff5(iter,i,j) = v1.1(i,j)*L({)+ v3.1(i,j) *W(j);

option opter=10;

solve master minimizing z0 using mip;

display “solucao inteira” ,P.l;ul.l,u2.1,z0.1;
abort$(master.modelstat=4) “Relaxed Master is infeasible”;

abort$(master.modelstat>=2) “Masterproblem not solved to optimality”;

LB = z0.1;

log(iter,'LB’) = LB;
log(iter,’UB’) = UB;
iteration = ord(iter);
display iteration,LB,UB;
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converged$((UB-LB)<0.0001) = 1;
display$converged “Converged”;);

display log;

abort$(not converged) “No convergence”;
* Solucao do PIM depois de convergido por Benders

variables
X(i)
Y (i)
FO ;

positive variables X,Y;

equations

OBJFUN funcao objetivo
restrl(i,j)

restr2(i,j)

restr3(i,j)

restrd(i,j)

INFPALI1(i)

INFPAL2(i)

SUPPALI1(J)
SUPPAL2(i);

OBJFUN.. FO  =e=  -sum(i,L()*W(@i)*P10))+((PICT)*(X(1)+Y (1)) +
P.1(2)*%(X(2))+Y(2))
FPIC3 (X3 4+Y(3)+P1(4)*(X(4)+Y (4)) /(card (i) * (LO+WO+X0+Y0)));

restr1(i,j)$(ord(i) It ord(j)).. -1*(X(j)-X(i))=g=-1*(-L(j)*P.1()+M*(ul.1(i,j)+u2.1(i,j)));
restr2(i,j)$(ord(i) It ord(j)).. -1*¥(X(1)-X(j))=g=-1*(-L(1)*P.1(1) +M*(1+ul.1(i,j)-
u2.1(i,j)));

restr3(i,j)$(ord(i) It ord(j)).. XY ())-Y (1) =g=-1*(-W(§)*P.1(j)+M*(1-
ul.l(i,j)+u2.1(i,j)));

restr4(i,j)$(ord(i) 1t ord(j)).. 1KY (1)-Y(j))=g=-1*(-W(i)*P.1(i)+M*(2-ul.1(i,j)-
u2.1(i,j)));

INFPALL(i).. X(i)=g=X0*P.1(i);

)..
INFPAL2(i).. Y(i)=g=Y0*P.1(i);
SUPPALL(I).. -1*(X(i))=g=-1*(X0+L0-L(1))*P.1(3);
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SUPPAL2(i).. -1*(Y(1))=g=-1*(YO+W0-W(i))*P.1(i);

display “ solucao depois de convergido ”;

option opter=0;

option limrow=0;

option limcol=0;

model tsai.tri OBJFUN,restrl,restr2,restr3,restr4, INFPAL1,INFPAL2 ,SUPPALIL,
SUPPAL2/;

solve tsai.tri minimizing FO using mip;

display “solucao PIM com benders” , FOPIM.[,X.1,Y I;

display “parametros”, M, X0, YO;



