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RESUMO

O objetivo desta pesquisa é analisar e avaliar as evolugdes metodologicas propostas para o
Ensino de Geometria, na Escola Ptblica do Estado de Sao Paulo no nivel do Ensino Médio,
nas ultimas décadas. Elaboramos uma proposta de uma sequéncia didatica utilizando
objetos manipulativos, auxiliando o professor de matematica na construgdo dos conceitos

de areas e volumes.

Palavras-chaves: Ensino de Geometria. Areas e Volumes. Objetos manipulativos. Curri-
culo do Estado de Sao Paulo.



ABSTRACT

The objective of this research is to analyze and evaluate methodological developments
proposed for the teaching of geometry, in public school in the State of Sao Paulo in the
high school level in recent decades. We elaborate a proposal of a didactic sequence using
manipulative objects, assisting the teacher of mathematics at the construction of concepts

of areas and volumes.

Key-words: Teaching of geometry. Areas and Volumes. Manipulative objects. Curriculum
of the State of Sao Paulo in Brazil.
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INTRODUCAO

Por que aprender Geometria? Na verdade, para justificar a necessidade de se
ensinar Geometria na escola, bastaria o argumento de que sem este conceito as pessoas
nao desenvolvem o pensar geométrico ou o raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas
dificilmente conseguirao resolver as situagoes de vida que forem geometrizadas. Além disso
nao poderao se utilizar da Geometria como fator altamente facilitador para a compreensao

e resolugao de questoes de outras areas de conhecimento humano.

Sem conhecer a Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se incompleta,
a comunicacgao das idéias fica reduzida e a visao da Matematica torna-se distorcida. “A
Geometria esta por toda parte”, sendo comum conseguir enxerga-la, mesmo nao querendo.
Lidamos em nosso cotidiano com as idéias de paralelismo, perpendicularismo, congruéncia,
semelhanca, proporcionalidade, medi¢do (comprimento, 4rea, volume)e simetria. Seja pelo
visual (formas), seja pelo uso no lazer, na profissdo, na comunicagao oral, cotidianamente

estamos envolvidos com a Geometria.

Pesquisas psicolégicas indicam que a aprendizagem geométrica é necessaria ao
desenvolvimento da crianca pois inimeras situagoes escolares requerem percepcao espa-
cial, tanto em Matemética (por exemplo: algoritmos, medigoes, valor posicional, séries,

sequéncias...) como na Leitura e Escrita.

A Geometria é um excelente apoio as outras disciplinas. Por exemplo, como inter-
pretar um mapa sem o auxilio da Geometria? E um grafico estatistico? Como compreender
conceitos de medida sem idéias geométricas? A histéria das civilizagoes estd repleta de
exemplos ilustrando o papel fundamental que a Geometria (que é carregada de imagens)

teve na conquista de conhecimentos artisticos, cientificos e, em especial, matematicos.

A imagem desempenha importante papel na aprendizagem e é por isso que a
apresentacao de tabelas, formulas, enunciados, etc., sempre recebem uma interpretacao

mais facil com o apoio geométrico.

A Geometria pode esclarecer situacoes abstratas, facilitando a comunicacao da idéia
matematica. Einstein tinha o habito de geometrizar suas idéias. Ele dizia que facilitava
a comunicacao delas e a evolucao de seu pensamento. Em 1921, ele escreveu: “Atribuo
especial importancia a visao que tenho da Geometria, porque sem ela eu nao teria sido

capaz de formular a teoria da relatividade”'.

A Geometria é a mais eficiente conexao didatico-pedagodgica que a Matemaética

possui. Ela se interliga com a Aritmética e com a Algebra porque os objetivos e relacoes dela

1 Conferéncia Geometria e Experiéncia proferida em 27 de janeiro de 1921 na Academia Prussiana de

Ciéncias
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correspondem aos das outras. Assim sendo, conceitos, propriedades e questoes aritméticas

ou algébricas podem ser clarificadas pela Geometria, que realiza uma verdadeira traducao
para o aprendiz (LORENZATO, 1995, p. 5-7).

A presenca da Matematica no curriculo escolar costuma ser justificada por sua
Y

aplicabilidade social e pelo fato de seu dominio ser considerado indispensavel para a “boa’

sobrevivéncia do cidadao em dias atuais.

O conhecimento matematico, em particular o geométrico, possibilita a insercao
e atuacgao do individuo na sociedade de diversas maneiras, como, por exemplo, na visao
tridimensional de espago, na atuacao de diferentes profissionais (pedreiros, mestres de obras,
arquitetos, engenheiros, agronomos, bidlogos, etc.) e no desenvolvimento das habilidades

de raciocinar de maneira légico-dedutivel, de argumentar e de abstrair.

Apesar dessas constatacoes, o ensino da geometria foi sendo trocado pelo trabalho
aritmético e algébrico em sala de aula. Assim, a Geometria foi deixada como tltimo tema a
ser trabalhado no ano letivo, alegando-se para isso a falta de tempo do professor e o fato de
varios livros didaticos abordarem o tema somente em seus ultimos capitulos. Diante dessa
situagao, surgiram as questoes que norteiam essa pesquisa: “Como estd sendo abordado
o ensino da Geometria nas escolas publicas, agora com o novo Curriculo do Estado de
Sao Paulo?” e “De que maneira é possivel uma abordagem significativa com o uso de
objetos manipulativos o estudo de contetidos de Geometria Espacial do Ensino Médio, mas

precisamente o estudo de areas e volume, com base no Curriculo do Estado de Sao Paulo?”

Ao pesquisar trabalhos realizados por Pavanello (1989), Lorenzato (1995), Crowley
(1994), dentre outros, revelaram que os principais fatores de nao se ensinar geometria
na escola era a falta de um curriculo sequencial e a falta de habilidade do professor de
matematica em diagnosticar o que seu aluno ja sabe dos conceitos geométricos para assim

saber o ponto do qual deve partir no processo de ensino e aprendizagem da &rea.

Desta forma, o Curriculo do Estado de Sao Paulo traz que os grandes temas,
“Numeros, Medidas e Geometria” tenham um tratamento simultaneo, em espiral, sempre
que possivel, em vez do estudo de uma sequéncia linear de assuntos, sem prejuizo de
certos temas, como a Geometria, quase sempre deixada para o fim da programacao letiva.
Traz também que, no desenvolvimento dos temas sejam evidenciadas idéias fundamentais
como, por exemplo, a de proporcionalidade, a qual aparece no desenvolvimento do tema
Numeros (razoes, proporgoes) e também em Geometria (semelhanga de figuras). No entanto,
acreditamos que o professor precisa de um apoio maior, além de mais sugestoes nesse

assunto.

O Curriculo do Estado de Sao Paulo, para o Ensino Fundamental e Médio, apresenta
os contetudos de forma espiral. Mais do que isso, os conceitos geométricos sao tomados

como elos articuladores dos demais saberes matematicos a serem trabalhados. Ao assim
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proceder, o objetivo é o de tornar a aprendizagem da geometria mais significativa aos
alunos, favorecendo assim a interdisciplinaridade e a articulagdo entre os diversos conceitos
matematicos a serem trabalhados. Exemplo disto é o trabalho das primeiras nogoes de
Geometria Analitica ja nos 6° e 7° anos do Ensino Fundamental, onde a utilizacao de
mapas e coordenadas sao os precursores da introdugao do conceito de Plano Cartesiano
(8° e 9° anos), o qual, por sua vez, é pré-requisito para o ensino do conceito de func¢ao na

12 série do Ensino Médio.

Assim, os objetivos desta pesquisa, em nivel de Mestrado Profissionalizante, é de
analisar e avaliar a evolu¢des metodologicas propostas para o Ensino de Geometria, na
Escola Publica do Estado de Sao Paulo, em nivel do Ensino Médio, nas tltimas décadas e
de propor uma sequéncia didatica utilizando objetos manipulativos, auxiliando o professor

de matematica na construcao dos conceitos de areas e volumes.

Segundo as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio:

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da capacidade de resolver
problemas praticos do quotidiano [...]. Também é um estudo em que os alunos podem ter uma
oportunidade especial, com certeza nao a tnica, de apreciar a faceta da Matematica que trata de
teoremas e argumentagdes dedutivas. (BRASIL, 2006, p. 75).

A transicao da Geometria Plana para a Geometria Espacial, é muitas vezes dificil
para o aluno. Pois como habitantes de um mundo tridimensional, temos grande facilidade
para lidar com o mundo bidimensional da Geometria Plana. Modelos concretos para os
objetos com que lidamos na Geometria Plana sao faceis de construir e manipular, onde
as superficies sobre as quais escrevemos ou desenhamos sao excelentes modelos para o
plano da Geometria e permitem representar com fidelidade retas, poligonos, circulos e
demais figuras planas. Desta maneira, podemos facilmente concretizar as nogdes abstratas

da Geometria.

Quando passamos para o mundo tridimensional da Geometria Espacial passamos a
enfrentar limitagoes de diversas ordens. Assim, recorremos as projegoes bidimensionais
dos objetos. No entanto, estas projecoes distorcem angulos, modificam comprimento e

segmentos e nao permitem distinguir pontos que estejam sobre a mesma linha de projegao.

Estas dificuldades sao parte da razao pela qual a Geometria Espacial costuma ser
introduzida de modo bem mais formal que a Geometria Plana. Sabemos que a geometria
tem sido por séculos, um dos melhores exemplos de uma teoria matematica rigorosa, em
que resultados (teoremas) sdo demonstrados utilizando argumentos légicos, a partir de

alguns fatos tomados como ponto de partida (postulados).

Esta dissertacao esta estruturada nos seguintes capitulos:

Capitulo 1: E realizado um breve levantamento histérico de como tem sido abordado o
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Ensino de Geometria nas ultimas décadas, abordando a influéncia do Movimento
da Matematica Moderna. Em seguida, é feito um estudo panoramico do Curriculo
do Estado de Sao Paulo, desde a idealizagdo até a sua consolidagao. Também
apresentamos o Caderno do Professor de Matematica, volume 4 da 2* série do Ensino
Médio, realizando comentarios sobre as situagoes de aprendizagem que compoem
este caderno. O estudo do Curriculo e do Caderno é considerado importante, uma
vez que esses documentos trouxeram novas perspectivas a acao educativa, além de

comporem a base deste trabalho de pesquisa.

Capitulo 2: Este capitulo é destinado ao referencial tedrico matematico, trazendo como
referencia o livro “Medidas e Formas em Geometria: Comprimento, Area, Volume e
Semelhanga” de Elon Lages Lima (LIMA, 2009), realizando uma abordagem sobre

areas de diferentes figuras e volumes de diferentes objetos.

Capitulo 3: Apresentamos as Teorias da Educacao, abordando a Resolugao de Proble-
mas tendo como referencial Polya (1978) e o Modelo de Van Haile (CROWLEY,
1994), junto com uma andlise dos documentos oficiais, o Pardametro Curricular Naci-
onal (PCN) (BRASIL, 1998), o Parametro Curricular Nacional para Ensino Médio
(PCNEM) (BRASIL, 1999) e a Orientagao Curricular do Ensino Médio (OCEM)
(BRASIL, 2006).

Capitulo 4: Descrevemos as atividades aplicadas em sala de aula, a apresentacao da
escola e da turma, fornecendo diferentes situagoes manipulativas que abordam os

conceitos de areas e volume que podem ser utilizadas por outros profissionais.

Capitulo 5: Este capitulo é dedicado a andlise das atividades e dos resultados obtidos.
Apresentamos os relatos dos alunos e professores que fortaleceram a andlise das

atividades e dessa forma sustentam o uso dos objetos manipulativos.

Conclusao sao apresentadas as consideracoes finais deste trabalho.
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1 TRAJETORIA DO ENSINO DE GEOMETRIA

Segundo o que indica a maioria os escritores sobre a historia da Matematica, a
Geometria teve sua origem no Antigo Egito com a necessidade da demarcacao de terras
e do calculo de areas. Entretanto, a origem da Geometria data de muito antes dessa
época, mesmo antes da escrita (3500 a.C.), e foi desenvolvida em virtude das necessidades
cotidianas das comunidades antigas que no periodo Neolitico (Idade da Pedra) comegaram

a deixar a vida nomade, fixando-se em um lugar especifico e vivendo do cultivo da terra.

A geometria utilizada pelo povo egipcio (por volta de 2500 a.C.) era experimental,
mas tinha uma formalidade maior do que a dos povos mais antigos. Era usada para retratar
a vida cotidiana e na criacao artistica. Os egipcios sabiam como descobrir a drea de uma
figura com lados retos dividindo-a em tridngulos e isto talvez tenha contribuido para que

muitos estudiosos datassem o inicio da Geometria a partir dessa civilizacao.

Com o desenvolvimento da Astronomia, a navegacao expandiu-se, necessitando de
outras formas de orientacao. Surgiu a Cartografia, que se serve de conceitos geométricos
(PAVANELLO, 1989).

Com as cheias do Nilo também era preciso fixar limites para as propriedades nas
quais eram feitas as plantacdes. O conhecimento geométrico era muito importante para a
demarcacao das propriedades de modo a conserva-las em niimero de propriedades e com a
mesma area. Para isso foram utilizados conceitos de reta, angulos e figuras geométricas

planas e realizados calculos de areas dessas figuras.

A construgao civil expandiu-se paralelamente ao desenvolvimento da agricultura,
para a armazenagem da producao agricola foram necessarios locais apropriados. Esses
locais foram construidos com tijolos ou pedras e, para a construgao, foram necessarias
as idéias de dngulos reto, perpendiculares (utiliza¢ao do fio de prumo), drea e volume de
figuras e solidos, elaboragao de desenhos em escala (PAVANELLO, 1989).

Entre as construgoes, as piramides talvez sejam as que mais demonstram o arsenal
de conhecimento matematico e geométrico desenvolvido e empregado pelos egipcios. A
civilizacao grega também se debrucou sobre o estudo da Geometria, foram os Gregos que
deram o nome de Geometria (geo = terra; metria = medida) a este ramo da Matematica,
as justificativas para aquilo que os egipcios conheciam empiricamente como Geometria
foram dadas pelos gregos, que formalizaram esse conhecimento no tempo ocioso decorrente
da vida junto a nobreza. Assim desenvolveu a estrutura tedrica da Geometria a partir da

geometria pratica dos egipcios e de outros povos.

Com as grandes navegagoes dos séculos XIV, XV e XVI e, como consequéncia, o

aumento das atividades comerciais e industriais e também, a inven¢ao da imprensa em
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1440, fez com que o estudo e o ensino da Matematica comegassem a se desenvolver na
Europa. Escolas préticas comecaram a ministrar cursos de Aritmética Prética, Algebra,
Contabilidade, Navegacao e Trigonometria. Era um estudo individualizado que ocorria
no préprio local de trabalho do mestre, mas esta evolucao nao influenciou as institui¢oes

escolares tradicionais.

Segundo Miorim (1998, p. 37), foi Leonardo da Vinci (1452-1519) que percebendo
o descompasso entre o desenvolvimento das novas ciéncias e o ensino ministrado nas
escolas e universidades, “levantou-se em defesa de uma educacao voltada para a realidade,
mais ligada a experiéncia e a observacao, preconizando que as Mateméaticas deveriam

desempenhar papel fundamental”.

Outro ardoroso defensor dos estudos matematicos foi Pierre de la Ramée (1515-
1572), cuja obra, publicada em 1580, preocupava-se com as aplicagoes praticas da Ma-
tematica. O século XVII viu nascer a ciéncia moderna, pela combinag¢ao dos métodos
experimentais e indutivos com a deducao Matematica, naquela época surgiram os conceitos
de fungao e do Célculo Infinitesimal. Se fosse necessario apontar o primeiro inventor do
Célculo, esse seria Isaac Newton (1642-1727), embora Gottfried W. Leibniz (1646-1716), um
pouco depois, mas independente do primeiro, tenha chegado ao mesmo conceito (BOYER,
1974).

Mas nao foi s6 a Matematica que sofreu transformacoes. Houve também avancos na
maneira de ensinar e para isto quem mais contribuiu foi Jan Amos Comenius (1592-1671),
considerado o “Pai da Didatica”, devido a obra cujo titulo é “Didactica Magna”. Nela o

autor forneceu os fundamentos para o desenvolvimento educacional dos séculos seguintes.

O século XVIII foi arido para o desenvolvimento da Matematica, mais foi o século
de muitas conquistas para a humanidade. Ocorreram as Revolugoes Francesas, Americana,
Industrial e da Educacao, sendo esta ultima provocada, principalmente, pelas idéias de
Jean-Jacques Rousseau (1712-1778) e complementadas por Johann Heinrich Pestalozzi
(1746-1778). Esse seguidor das idéias de Rosseau propds um ensino nao repressivo, que
acompanhasse o desenvolvimento da crianga, que comecgasse com o concreto e fosse para
o abstrato. Essas idéias tiveram grandes influencias no ensino da Matematica. Rousseau
pregava que na formulagao dos problemas pedagogicos fossem considerados os aspectos
psicologicos e funcionais da crianga. Ele propds que o ensino da Matematica ocorresse
somente quando fosse necessario ao desenvolvimento de outras atividades. Devido a
Revolugao Industrial, houve um grande deslocamento de pessoas para as cidades no século
XIX. Com o desenvolvimento tecnologico, a maquina passou a ocupar o lugar do homem,
a produgao artesanal junto com o aprendizado pratico, que era passado de geragao a
geracao, diminuiu. Mas, estas maquinas necessitavam de pessoal mais capacitado para
poder opera-las, e foi necessario introduzir novos elementos de escrita e matematica na

nova educac¢ao. Apareceram assim novos tipos de escolas para as diversas camadas da
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populacao.

O acesso a educacao universalizou-se com a ampliagao do ensino as classes traba-
lhadoras. Na Franca, na Inglaterra e na Alemanha criaram-se escolas elementares, que se
destinavam a tornar os trabalhadores mais eficientes, e que permitiam depois cursar escolas
de ensino profissional.No entanto, ndo davam acesso aos cursos superiores. Para as classes
sociais mais elevadas reservou-se outro tipo de formagao, que privilegiava a cultura geral.
No nivel elementar, os alunos frequentavam classes preparatérias e depois continuavam seus

estudos em escolas do tipo secundario, que tinham como base as humanidades classicas.

Com o desenvolvimento das ciéncias, houve pressoes para modernizar o curriculo
das escolas secundérias, mas a introducao das ciéncias modernas aconteceu de forma lenta,

contudo fez repensar a importancia do ensino da Matematica.

1.1 MATEMATICA MODERNA

No final do século XIX comegaram, em diferentes paises, movimentos de renovagao
no Ensino da Matematica. Segundo Miorim, esta renovagao comegou no final do século XIX
e inicio do século XX, inicialmente na Inglaterra com John Perry (1850-1920), engenheiro
e professor de Fisica, que ao sentir as dificuldades dos alunos pela falta de conhecimento
da Matematica Moderna. Perry apresentou uma proposta de Mateméatica pratica para
engenheiros, onde apareciam estudos das formulas algébricas, o estudo de fungoes e graficos,
uma introducao as idéias do céalculo, a trigonometria numérica, trabalhos com geometria
em trés dimensoes e vetores (MIORIM, 1998).

Na Franca foi apresentada uma proposta com os seguintes pontos:

(1) tornar o ensino mais simples e intuitivo;

(2) introduzir temas que pertenciam ao ensino superior, como por exemplo, o conceito

de funcao, a representacao grafica e nogoes de célculo infinitesimal; e

(3) fazer uma articulacdo entre temas geométricos e aritméticos.

Também na Itélia e na Alemanha de forma independente surgiram movimentos de

modernizacao da Matematica.

Em 1897 aconteceu o 1° Congresso Internacional de Matematica, em Zurique, e,
a partir dai, aumentou o contato entre Matematicos e Professores de diversos paises.
No 4° Congresso realizado em Roma, em 1908, foi criado uma Comissao Internacional
para estudar questoes relativas a Educagao Matematica. No inicio foi recomendado que
esse estudo fosse feito somente em escolas secundarias; mas, durante a primeira reuniao,
decidiu-se estudar o ensino em todos os niveis e tipos de escolas (MIORIM, 1998). Essa

Comissao foi a responsavel pelo Movimento Internacional para a Moderniza¢ao do Ensino
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de Matematica que orientou novas propostas para o ensino dessa disciplina, particularmente

no nivel secundario. Elas podem ser assim resumidas:

e flexibilizar os contetidos escolares;

e dar mais importancia a intuicdo das criancgas;

introduzir os conceitos de funcao e do calculo diferencial e integral;

e valorizar as aplicagoes de Matematica para os estudantes de escolas de nivel médio;

perceber a importancia da “fusao” dos conteiudos escolares.

A Matematica Moderna deveria ser viva com énfase na atividade do aluno, mais
divertida, alegre e criativa, opondo se a Matematica Tradicional, que estava centrada na
memorizagao, na repeticao exaustiva dos mesmos tipos de exercicios, com a obrigacao de,

muitas vezes se decorar tudo.

O Ensino da Matemaética, nesse periodo, buscou através da linguagem da Teoria dos
Conjuntos uma “unidade” na Matematica, a qual era acusada de ser ensinada como partes
estanques, sendo dada uma maior énfase aos fundamentos, aos conjuntos, as estruturas
e aos morfismos. Procuraram-se fundamentos nos estudos da Psicologia elaborados por
Piaget, buscando valorizar as etapas psicogenéticas, estabelecendo uma correspondéncia

entre as estruturas mentais e as estruturas matematicas.

As mudancas se sucederam cada vez mais rapidas, pois as teorias nao paravam de
evoluir. Foi nesse contexto de amplo movimento do ensino cientifico que surgiu na Franga,
por exemplo, a Didatica da Matematica rompendo com o ponto de vista que se subjazia

as reformas.

1.1.1 A MATEMATICA MODERNA NO BRASIL

A Matematica Moderna atingiu a escola primaria no Brasil por volta de 1964
através de cursos de atualizacdo para professores primarios promovidos pelo Grupo de
Estudo do Ensino da Matematica, GEEM, fundado em outubro de 1961, por professores
do Estado de Sao Paulo, tendo como principal representante Osvaldo Sangiorgi. Nessa
época, em varios estados brasileiros, comegam a ser organizados diferentes Grupos de
Estudo com o objetivo de atualizar professores recém formados, bem como professores nao

graduados que ministravam aulas de Matematica. Fehr, registrou a seguinte nota:

O Grupo de Sao Paulo, maior e melhor preparado, apresentou ao 4° Congresso Brasileiro de Ensino
de Matematica, que se realizou em Belém do Para, em julho de 1962, sua primeira utilizagdo da
Matemaética Moderna no ensino secundério (...) O climax veio durante o 5° Congresso Brasileiro

de Ensino de Matematica, em S&o José dos Campos (Sdo Paulo), em janeiro de 1966, onde foram
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apresentados os objetivos ja alcangados no pais e sugestoes metodologicas por parte dos professores
estrangeiros e brasileiros (FEHR, 1969, p. 221-222).

Ainda um tanto nebulosa, no Brasil, a Matematica Moderna ancora primeiramente
nos grandes centros do pais e comeca, nos anos 1960, a ser lentamente difundida nas
escolas mais longinquas, a maioria delas recebendo-a de sobressalto, via livro didatico.
Carregada de simbolismos e enfatizando a precisdo de uma nova linguagem, professores e
alunos passam a conviver com a teoria dos conjuntos, com as nogoes de estrutura e de
grupo.

Repleta de promessas de um ensino mais atraente e descomplicado em superagao
a rigorosa Matematica Tradicional, no entanto, a Matematica Moderna, chega ao Brasil
carregada de formalismos como destaca Burigo: “o caminho proposto para a compreensao

era, basicamente, o da representacao do pensamento, segundo as regras da formalizagao
da matematica, como disciplina académica” (BURIGO, 1990, p. 263).

A excessiva preocupagao com a linguagem matematica e com a simbologia da teoria
dos conjuntos deixou marcas profundas, ainda nao desveladas, nas praticas pedagogicas
daquele periodo. Ao tratar a matematica como algo neutro, destituida de histéria, desligada
de seus processos de produgao, sem nenhuma relagao com o social e o politico, o ensino
de Matematica, nesse periodo, parece ter se descuidado da possibilidade critica e criativa
dos aprendizes. O moderno dessa matematica apresenta-se, para os alunos, mais como
um conjunto de novos dispositivos e nomenclaturas descolados de sentidos e significados

conceituais, uma disciplina abstrata e desligada da realidade.

Uma das evidéncias da presenga da Matematica Moderna nas praticas escolares,
pode ser encontrada nas provas do Exame de Admissao de 1964, aplicada no Colégio Santa
Cruz, de Sao Paulo, na qual o termo “prova” é substituido por “teste” e cuja programacao
expressa a tendéncia em voga do estudo dirigido, com espacos definidos para o registro da
resolugao e da resposta. Com um nimero de quinze questoes, a prova (ou “teste”) prioriza
o sistema de medidas e as operac¢oes com a representacao decimal de niimeros racionais. O
uso da palavra “sentenga”, das asser¢oes F (falso) e V (verdadeiro), além da diagramagcao
do lugar das respostas, indica alteragdes na forma de propor as questoes, introduzindo

aspectos de uma nova linguagem matematica.

Outro modelo de prova de Matematica Moderna, aplicada pelo Grupo de Estudos
do Ensino de Matematica (GEEM), em 1965-1966 em Escolas Primérias de Sao Paulo,
introduz uma extensa questao sobre conjuntos, o que evidencia o inicio, naquele momento,
da adocao da Matematica Moderna na escola primaria paulista. Entretanto, somente
no final da década de 1960, precisamente em 1968, que a Escola Estadual de Sao Paulo
passa a avaliar, de forma gradativa, o conhecimento da “nova linguagem matematica”

dos candidatos a ingresso ao Ginésio. A prova era organizada em forma de teste (vérias
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questoes para assinalar X), e constava de doze questoes, sendo duas delas utilizando

nomenclatura da nova linguagem matematica (VALENTE, 2001):

9

“Questao VI: Escreva o conjunto dos meses do ano que comegam com a letra “j

“Questao VII: Escreva o conjunto das fragoes ordinarias préprias cuja soma dos termos

seja 8. Qual a interseccao desses conjuntos? Qual é o maior divisor comum de 24 e

30?77

Em 1969, ultimo ano de realizagdo de Exames de Admissao no Brasil, a prova de
Matematica apresentou cinco questoes relativas a Matematica Moderna, sendo duas sobre
conjuntos e trés usando o termo “sentenca”. Naquele ano, os problemas sao apresentados
em etapas resolutivas e os rascunhos mostram registros de resolugdes que utilizam represen-
tagoes algébricas (uso de “quadradinhos” para incégnitas). Durante a década de 1960, da
mesma forma que eram organizados grupos em diferentes estados para a difusao da nova
matematica, programas de Matematica eram radicalmente reformulados, influenciados
por diferentes correntes internacionais e a industria de livros didaticos de matematica
atingia seu momento aureo. Tratava-se de uma “revolucao curricular”, ainda controversa
nos bastidores da comunidade académica. O GEEM do Estado de Sao Paulo, coordenado
pelo professor Oswaldo Sangiorgi, ndo s6 assume a lideranga na difusdo da nova linguagem
modernizadora da matematica, mas vem “reforcar a difusao das idéias modernizadoras”,
especialmente, por meio de cursos e da “publicagao dos primeiros livros didaticos de acordo
com essa nova orientacao (MIORIM, 1998, p. 114).

As novas orientagoes enfatizavam o uso de uma linguagem matematica precisa
e de justificacoes rigorosas, uma linguagem matematica prépria as estruturas mentais
dos estudantes. G. Papy, educador matematico belga e um dos ilustres palestrantes
do V Congresso, destacou a importancia do ensino de Conjuntos aos alunos, enquanto

necessidade de fundamentar a propria Matematica que eles deviam aprender.

Para Piaget, “mesmo no campo da Matematica, muitos fracassos escolares se devem
aquela passagem muito rapida do qualitativo (légico) para o quantitativo (numérico)”
(PIAGET, 1984, p. 14). Referindo-se ao ensino da “Matematica Moderna” este renomado
epistemologo advertia, desde a década de 1950, que essa experiéncia poderia ser prejudicada

pelo fato de que:

... embora seja “moderno” o contetido ensinado, a maneira de o apresentar permanece as vezes arcaica
do ponto de vista psicolégico, enquanto fundamentada na simples transmissdo de conhecimentos,
mesmo que se tente adotar (e bastante precocemente, do ponto de vista da maneira de raciocinar
dos alunos) uma forma axiomatica (...) Uma coisa porém é inventar na acdo e assim aplicar
praticamente certas operagoes; outra é tomar consciéncia das mesmas para delas extrair um

conhecimento reflexivo e sobretudo tedrico, de tal forma que nem os alunos nem os professores
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cheguem a suspeitar de que o conteido do ensino ministrado se pudesse apoiar em qualquer tipo
de estruturas naturais (PIAGET, 1984, p. 16-17).

Como lembra Piaget, o principio fundamental dos métodos ativos deve ser buscado
na histéria das ciéncias. Assim, “compreender é inventar, ou reconstruir através da
reinvenc¢ao”. Falando a respeito de um ensino moderno e nao tradicional da Matematica, o

autor sugere aos professores:

... falar & crianca na sua linguagem antes de lhe impor uma outra ja pronta e por demais abstrata,
e sobretudo levar a crianga a reinventar aquilo que é capaz ao invés de se limitar a ouvir e repetir.
O pedagogo-matematico Dienes desenvolveu esforgos dignos de louvor nesse sentido, mas uma
insuficiente informacéo psicolégica torna por vezes um pouco otimista a sua interpretacao do éxito

de alguns “jogos” ou exercicios de sua invencao (PIAGET, 1984, p. 16-17).

Para além de toda a expectativa que se alastrou no Brasil, em torno da modernizagao
do ensino da Matematica, com a criacdo em varios estados de Grupos de Estudos voltados
para o estudo e difusdo da Mateméatica Moderna, a nova abordagem passou a ser fortemente
criticada no Brasil na década de 1970, momento em que ocorria o esvaziamento do
movimento em outros paises. Uma das mais acirradas criticas que também influenciou
os educadores brasileiros encontra-se em Morris Kline, obra amplamente divulgada no
Brasil e que apresenta argumentos incisivos contra as imperfeicoes de um ensino onde
“os alunos absorvem uma porcao de idéias complicadas, porém nao aprendem a somar”
(KLINE, 1976). Uma das criticas feitas pelo autor foi o negligenciamento que a Matematica

Moderna faz em relacao a motivagao. Alegando que:

despojar os conceitos de seu significado é conservar a casca e jogar fora o fruto (...) ao negligenciarem
a motivagao e aplicagdo, os pedagogos apresentaram o caule mas nao a flor e assim deixaram de
apresentar o verdadeiro valor da matematica, e assim, o autor vai tecendo criticas contundentes a
forma (ndo ao contetido) como era trabalhada a matematica. (KLINE, 1976, p. 175-205).

Como lembra Valente:

sdo conhecidas as origens do Movimento da Matematica Moderna no Brasil. Igualmente sao
conhecidos os termos do seu abandono oficial. Faltam-nos, ainda, investigagoes sobre o que ocorreu
com a disciplina matematica durante este periodo (VALENTE, 2001, p. 250).

Segundo Pinto:

Investigar a vida e morte desse movimento, que alterou a estrutura do ensino e da aprendizagem
de Matemadtica é, portanto, de suma importancia para a compreensao das praticas escolares atuais,
e isso suscita pesquisas que desvelem novas evidéncias das formas como as idéias desse importante
movimento foram incorporadas pelos agentes escolares, especialmente como deram significado a
cultura docente (PINTO, 2005, p. 37).
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Segundo Gouveéa:

apo6s a Matematica Moderna, os livros didaticos mostram que a maioria dos exercicios nao parece
se preocupar em despertar o raciocinio légico. Parece que nao se dé mais énfase na capacidade de o
estudante desenvolver sozinho um raciocinio, pois grande parte dos exercicios consistia em simples
esquemas de completar espacos (GOUVEA, 1998, p. 54).

O ensino da Geometria passou a ser abandonado pelos professores, os quais a
planejam para o tltimo bimestre do ano, pois ensinar e aprender Geometria por meio de
espacos vetoriais ou por meio de transformacoes, como pregava a Matematica Moderna,
era dificil tanto para professores, como para alunos. A Geometria, com o passar do tempo,
foi sendo relegada ao tltimo plano no curriculo escolar do Ensino Fundamental. Sem saber
“o que” e “como” ensinar, a maioria dos professores fugia do ensino dedutivo. Em face disso,
comecgaram a surgir criticas referentes ao seu ensino por parte de psicélogos, pedagogos e
matematicos. Questionava-se a passividade dos alunos perante a Matematica, a aversao a
formalizacao, consequentemente, aversao a dedugao e a demonstracao. Ser rigoroso passou
a ser algo ultrapassado, chegando-se a afirmar que o rigor até dificultava a criatividade

dos alunos (VALENTE, 2001; PINTO, 2005; GOUVEA, 1998).

1.2 PROPOSTA CURRICULAR DO ESTADO DE SAO PAULO - CURRI-
CULO OFICIAL

Em 2007, a Secretaria Estadual de Educagao do Estado de Sao Paulo (SEE/SP)
langou um Programa denominado “Sao Paulo faz Escola”, com o objetivo de homogeneizar
o curriculo a ser trabalhado pelas escolas ptublicas da rede estadual, visando a melhoria da

qualidade de ensino com o lancamento de dez metas para serem alcancadas até o ano de
2030. Sao elas (BONATELLI, 2013):

(1) Todos os alunos de oito anos plenamente alfabetizados.
(2) Redugao de 50% das taxas de reprovacao da oitava série.
(3) Redugao de 50% das taxas de reprovacao do Ensino Médio.

(4) Implantagao de programas de recuperacao de aprendizagem nas séries finais de todos
os ciclos de aprendizagem (2%, 4* e 8* séries do Ensino Fundamental e 3* série do
Ensino Médio).

(5) Aumento de 10% nos indices de desempenho do Ensino Fundamental e Médio nas

avaliagOes nacionais e estaduais.

(6) Atendimento de 100% da demanda de jovens e adultos de Ensino Médio com curriculo

profissionalizante diversificado.
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(7) Implantagdo do Ensino Fundamental de nove anos, com prioridade a municipalizagao
das séries iniciais (1* a 4" séries).
(8) Programas de formacao continuada e capacitacdo da equipe.

(9) Descentralizagdo e/ou municipalizacao do programa de alimentagao escolar nos 30

municipios ainda centralizados.

(10) Programa de obras e melhorias de infra-estrutura das escolas.

Neste sentido, propoe os contetidos minimos para serem trabalhados pelos profes-
sores com os alunos, tendo inicio a fase de implantacdo em 2008. Segundo Maria Inés
Fini, assessora da Secretaria da Educagao, a proposta curricular, hoje denominada como
Curriculo Oficial estd estruturada pelos seguintes principios (SAO PAULO, 2008):

Curriculo é Cultura;

Curriculo referido as Competéncias;

Curriculo que tem como prioridade a competéncia leitora e escritora;

Curriculo que articula as competéncias para aprender;

Curriculo contextualizado no mundo do trabalho.

A organizacgdo curricular fornece as seguintes indicagdes (SAO PAULO, 2008):

Documento 1: Base (apresenta os principios e conceitos da Proposta);

Documento 2: Cadernos do Gestor (apresenta sugestoes de organizagao do trabalho dos
especialistas responsaveis pela gestao do curriculo na escola; propostas de agenda,
cronograma, atividades e organizagao de recursos para apoiar o trabalho do diretor,
do professor coordenador da escola, do professor coordenador da oficina pedagdgica

e do supervisor de ensino);

Documento 3: Cadernos do Professor (propoe atividades docentes para todas as aulas,
em todas as séries e disciplinas; organizagao bimestral com: indicacao clara das
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos em cada tema ou
topico dos contetdos, sugestoes de aulas, de material complementar, propostas de

avaliagao, projetos de recuperagao paralela).

Documento 4: Cadernos dos alunos (propoe atividades que estao articuladas com os

cadernos dos professores).

Para cada modalidade escolar, o curriculo foi estruturado da seguinte forma:
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e No caso dos alunos do Ensino Fundamental I, foi instituido o “Programa Ler e
Escrever” que também conta com uma diversidade de materiais distribuidos aos
professores e aos alunos, além de um programa de formacao para os gestores das

escolas que devem orientar o trabalho dos professores em Trabalho Pedagodgico
Coletivo (TPC).

e Com relacao ao Ensino Médio, em 2008 passou a existir a Diversidade de Apoio
ao Curriculo (DAC) e eram oferecidos cursos online aos professores de Portugués,
Matematica e Geografia denominados de “Grandes Temas da Atualidade”, além do
Guia do Vestibular para os estudantes. Todos os professores podiam acessar esse

curso que oferecia videoaulas especificas para cada tema.

e Além desse curso existia a “Rede Aprende com a Rede”, também online, porém
estendido a todas as disciplinas. Através de videoaulas, os professores podiam articular
as idéias dos especialistas com os contetidos curriculares a serem aplicados em sala
de aula. A mediagao desse curso cabia aos professores coordenadores das Oficinas
Pedagégicas das Diretorias Regionais de Ensino e periodicamente eram realizados
encontros organizados pela Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagogicas (CENP),
com esses profissionais para encaminhamentos dos trabalhos e acompanhamento do

Curriculo Oficial de Sao Paulo.

Com a organizacao de contetidos a serem seguidos bimestralmente pelos professores,
a proposta gerou polémicas: muitos professores questionam a sua liberdade. Entretanto
existe uma exigéncia por parte da Secretaria Estadual de Educa¢ao de Sao Paulo em
se trabalhar com esse curriculo, visto que as avaliagoes serao aplicadas e os resultados

qualitativos terao de melhorar.

Segundo Sacristan (2000) para implantar um curriculo necessita-se que os professores
estejam preparados para trabalhar com o mesmo, ou seja, de uma boa formacao. Em 2008,
em visitas a algumas unidades escolares Gimeno Sacristan pode perceber certas dificuldades
dos docentes com relacao a determinados contetidos que precisavam desenvolver com seus

alunos em sala de aula, nos apontando:

... Ao professor se propoem, hoje, contetidos para desenvolver nos curriculos muito diferentes dos
que ele estudou, sem que compreenda o significado social, educativo e epistemolégico das novas
propostas frente as anteriores. As fontes da seguranca profissional ndo podem vir de respostas fixas
em situacdes voltveis. (SACRISTAN, 2000, p.95).

Dourado e Paro fazem algumas consideragoes para uma politica educacional ter

eficacia em seu desenvolvimento:

... Trata-se na verdade de estar atento para as formas concretas que os determinantes sociais,

politicos, econémicos, ideolégicos, etc. assumem na realidade escolar. Sem ter presente uma adequada
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apreensao dessas manifestages concretas, os estudos que subsidiam propostas de politicas publicas
em educacao correm o risco de nao se elevarem acima do senso comum, por lhes faltarem os
elementos que lhes dariam sustentagdo e validade teérica.... (PARO; DOURADO, 2001, p.33).

Estao sendo desenvolvidas agoes nas unidades escolares para alcangarem a média
necessaria nas avaliagoes, principalmente as que estdo com baixos indices no IDESP. A
Secretaria Estadual de Educacao de SP tem realizado reunioes periddicas e solicitado
questionarios das unidades escolares para os supervisores de ensino ligados as diretorias
regionais. Esses questionérios tracam um perfil de funcionamento das escolas com relacao

ao trabalho dos gestores, educadores, discentes e recursos materiais.

No ano de 2009 foram solicitados planejamentos das unidades escolares e periodi-
camente realizadas reunides com diretores e professores coordenadores para orientagoes
acerca do Curriculo proposto e acompanhamento das a¢oes que vem sendo desenvolvidas

pelas unidades escolares.

Nos Estados Unidos, por exemplo, é adotado o chamado Curriculum Standard, onde
existe uma estrutura de contetidos em que os professores devem aplicar testes padronizados.
Esse processo de avaliacgao muito se assemelha ao de produtividade do sistema capitalista,
no qual as empresas devem dar conta das metas a serem atingidas e no sistema educacional
estas sao justamente os indices a serem alcancadas, sob pena de perder financiamentos. A
idéia de curriculo desenvolvida na Proposta consiste na articulagdo do mesmo como espago
de cultura, ou seja, deve estar atrelado aos conhecimentos da humanidade. De acordo com
a definicao de Sacristan (2000):

O curriculo, em seu conteido e nas formas através das quais nos apresenta e se apresenta aos
professores e aos alunos, é uma opcao historicamente configurada, que estd carregado, portanto,
de valores e pressupostos que é preciso decifrar. Tarefa a cumprir tanto a partir de um nivel de
analise politico-social quanto a partir do ponto de vista de sua instrumentalizagdo “mais técnica”,
descobrindo os mecanismos que operam em seu desenvolvimento dentro dos campos escolares.

(SACRISTAN, 2000, p.17).

O preparo dos discentes para o mundo do trabalho nao é, segundo a secretaria,
caracteristica da Lei 5692/1971, que descaracterizou a formacao geral. A escola deve
prepara-los para continuar aprendendo e se adaptarem as condi¢oes posteriores, o que nao
foge aos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), nos quais se ressalta: “Essas novas
relacoes entre conhecimento e trabalho exigem capacidade de iniciativa e inovacao e, mais

do que nunca, aprender a aprender” (BRASIL, 1998).

Com relagao ao Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado de Sao
Paulo (SARESP), item importante considerado pela Secretaria da Educagao do Estado
de Sao Paulo (SEE/SP) ja que se trata de um instrumento de avaliacdo da qualidade

educacional, houve reunides articuladas entre a Coordenadoria de Estudos e Normas
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Pedagégicas (CENP), as Diretorias Regionais de Ensino e as Unidades Escolares, onde
foram estudadas as matrizes curriculares das avaliagoes externas além da realizacao de

orientacoes sobre a aplicacao da mesma aos discentes.

1.2.1 AVALIACAO EXTERNA

A melhoria educacional é avaliada pelo Indice de Desenvolvimento Educacional do
Estado de Sao Paulo (IDESP), que é um indicador de qualidade que permite as escolas ob-
terem um diagnéstico sobre as potencialidades e fragilidades da aprendizagem educacional,

e consequentemente tracar metas a serem atingidas para melhoria da aprendizagem.

O IDESP é calculado utilizando-se uma escala de 0 a 10, atribuido individualmente

a cada unidade escolar. Considerando dois critérios:

Primeiro: Indicador de Desempenho (ID).

Medido pelos resultados do SARESP, onde é possivel agrupa-los por quatro niveis
de proficiéncia: Abaixo do Bésico, Bésico, Proficiente (adequado) e Avangado. O

Indicador de Desempenho registra a defasagem da escola numa escala de zero a dez;

No Indicador de Desempenho sao utilizadas algumas escalas de valores para se obter

os niveis de proficiéncia, entre elas:

Tabela 1 — Indicador de desempenho - Lingua Portuguesa (Resolugdo de 10 de margo de 2009)

Nivel Ensino Fundamental Ensino Médio
4? série 8% série 3? série
Abaixo do Bésico < 150 < 200 < 225
Basico entre 150 e 200 | entre 200 e 275 | entre 225 e 300
Proficiente entre 200 e 275 | entre 275 e 325 | entre 300 e 375
Avangado > 275 > 325 > 375

Tabela 2 — Indicador de desempenho - Matematica (Resolugdo de 10 de marco de 2009)

Nivel Ensino Fundamental Ensino Médio
42 série ‘ 82 série 32 série
Abaixo do Baésico <175 < 225 < 275
Basico entre 175 e 225 | entre 225 e 300 | entre 275 e 350
Proficiente entre 225 e 275 | entre 300 e 350 | entre 350 e 425
Avancado > 275 > 350 > 425

Os niveis de proficiéncia apresentam os seguintes conceitos (Resolugao de 10 de
marcgo de 2009):
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Abaixo do basico: O aluno neste nivel mostra desempenho equivalente a pelo
menos um ano de atraso com relacao ao aluno do nivel Proficiente e seu

conhecimento da competéncia medida é rudimentares.

Basico: Neste nivel os alunos estao defasados em até seis meses em relagao ao nivel

Proficiente e demonstram um dominio apenas parcial e inicial da competéncia.

Proficiente: O demonstra um sélido conhecimento dos contetidos e habilidades

esperados para alunos de seu estagio escolar.

Avancado: O aluno domina a competéncia de forma especialmente completa, sendo

capazes de executar agoes complexas que requerem a habilidade.

Segundo: Indicador de Fluxo (IF), equivale a taxa média de aprovagdo em cada ciclo

educacional coletada pelo Censo Escolar.

O SARESP em 2007 passou por algumas reformulagoes tais como: avaliacao das
habilidades comuns ao Sistema de Avaliagdo da Educacao Béasica (SAEB); comparagao
dos resultados ao SAEB e a Prova Brasil e na escala de proficiéncia do SAEB. Em 2008,
a elaboracao da avaliagao foi feita a partir do curriculo estabelecido e ficou estipulada
avaliagao anual em Lingua Portuguesa e em Matematica, havendo alternancia para as

disciplinas das areas de Ciéncias da Natureza e Ciéncias Humanas.

Com relagao a metodologia e séries em que o SARESP ¢é aplicado relata o seguinte:

A avaliacdo da Educagio Bésica do Estado de Sdo Paulo, denominada SARESP - Sistema de
Avaliagdo de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo, utiliza procedimentos metodologicos
formais e cientificos cada vez mais aprimorados para coletar e sistematizar dados e produzir
informacoes sobre o desempenho dos alunos ao término das segundas, quartas, sextas e oitavas
séries ou, no caso do ensino de nove anos, terceiros, quintos, sétimos e nonos anos do Ensino
Fundamental, bem como do terceiro ano do Ensino Médio. (SAO PAULO, 2009, p.7)

A formulagao dessa matriz de referéncia para o SARESP foi lancada ja na gestao
de Paulo Renato Souza com a preocupacao de articular o que estava sendo proposto no
trabalho com as unidades escolares e o que seria avaliado nos indices de aprendizagem dos

discentes pela aplicacao do SARESP conforme apontado:

No campo da Educacao, é fundamental definir uma matriz de referéncia em situacoes de aprendiza-
gem e ensino. Por esse intermédio pode-se avaliar, mesmo que de modo indireto e inferencial, a
ocorréncia de efetiva aprendizagem. Pode-se ainda, estabelecer correspondéncias entre uma situagao
(o ensino e a aprendizagem em sala de aula) e outra (o que é legitimo de ser avaliado em uma
prova, por exemplo). Quanto ao instrumento de avaliagdo em si mesmo, pode-se comparar a matriz
de referéncia proposta (em sua perspectiva geral) com as habilidades aferidas nesse instrumento
especifico. (SAO PAULO, 2009, p.10-11).
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Depois de conhecidos o Indicador de Desempenho (ID) e o Indicador de Fluxo
(IF), calcula-se o IDESP da escola para cada componente curricular e cada série. Sao
estabelecidas metas em longo prazo: até 2030, 90% dos alunos das séries iniciais do Ensino
Fundamental (1* a 4% séries); 80% dos alunos das séries finais do Ensino Fundamental
(5" a 8" séries) e 60% dos alunos do Ensino Médio devem dominar completamente todas
as competéncias e habilidades requeridas para a sua série. Além disso, as escolas devem

atingir as seguintes metas:

e Ensino Fundamental I: maior ou igual a 7;
e Ensino Fundamental II: maior ou igual a 6;

e Ensino Médio: maior ou igual a 5;

Outra perspectiva da Secretaria de Estado da Educacao de Sao Paulo foi de corrigir
o fluxo educacional. Através do IDESP, pode avaliar os indices de aprovacao, reprovacao e
evasao das escolas. As que nao conseguirem cumprir as metas sofrerao perdas de beneficios,
inclusive de bonus dos professores. Essa reforma avalia todos os envolvidos com a educacao,
até mesmo os Dirigentes Regionais de Ensino. Esse sistema de avaliacao ¢ semelhante ao
Programa Internacional de Avaliagdo Comparada (PISA) coordenado pela Organizacao
para a Cooperagao e Desenvolvimento Economico (OCDE), em que sdo avaliadas as
habilidades desenvolvidas em Lingua Portuguesa, Matematica e Ciéncias para alunos com

a faixa etdria de 15 anos de idade.

No Brasil, o PISA é coordenado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira (INEP). O pais aderiu desde 2000 a esse sistema de ava-
liacdo, que tem por objetivo avaliar os conhecimentos e habilidades necessarias para o

enfrentamento dos desafios da sociedade moderna.

1.3 IDEALIZACAO DO CURRICULO DE MATEMATICA DO ESTADO
DE SAO PAULO.

O significado da palavra curriculo, segundo o dicionario Aurélio, é “as matérias
constantes de um curso”. D’Ambrosio define “Curriculo como uma estratégia para a agao
educativa” (D’AMBROSIO, 1996, p. 68).

A Lei de Diretrizes e Bases que organiza a educacao nacional, niimero 9.394 de 20
de dezembro de 1996, em seu Artigo 10° delegou aos estados autonomia para a elaboracao

de suas propostas. Entre as suas determinagoes pode ser destacado que:

... 0s estados incumbir-se-ao de elaborar e executar politicas e planos educacionais, em consonéncia
com as diretrizes e planos nacionais de educagao, integrando e coordenando as suas e a de seus

municipios.
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No Artigo 12° da mesma lei, temos que os estabelecimentos de ensino, respeitadas
as normas comuns e as do seu sistema de ensino, terdo a incumbéncia de elaborar e executar
sua Proposta Pedagbgica, entre outras decisdes. A criacao dessa lei relatada no artigo 12°
foi um passo importante, porém essa tatica descentralizada mostrou-se ineficiente ao longo

do tempo.

Por esse motivo, foi proposta uma ag¢ado integrada e articulada, com o objetivo
de organizar melhor o sistema educacional de Sao Paulo, a fim de dar subsidios aos
profissionais que integram a rede, com foco na qualidade, com uma base curricular comum

para toda a rede de ensino estadual.

Neste sentido, em 2007, o Governo do Estado de Sao Paulo criou o Programa
“Sao Paulo Faz Escola”, desenvolvido pela Secretaria Estadual de Educacao do Estado
de Sao Paulo e tendo como responsaveis, a Secretaria da Educacao Profa. Maria Helena
Guimaraes de Castro e Maria Inés Fini na coordenacgao geral. Este programa teve por
objetivo implementar um Curriculo tnico para todas as mais de 5000 escolas da rede publica
estadual, fornecendo um tnico material didatico aos alunos e orientando os professores a

seguirem um mesmo plano de aula.

Uma das primeiras agoes para a elaboracao da Proposta Curricular do Estado
de Sao Paulo partiu de estudos dos resultados do Sistema de Avaliacao da Educacao
Bésica (SAEB), Prova Brasil, do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), que integram
o Programa de Desenvolvimento Educacional (PDE), e de outras avaliagoes realizadas
em 2007. Em um segundo momento, a Secretaria da Educagao do Estado de Sdo Paulo
(SEE - SP) pediu aos professores, coordenadores e diretores que enviassem relatos de boas

experiéncias da aprendizagem na rede publica de ensino.

Assim, a nova Proposta Curricular nasceu atrelada ao Sistema de Avaliagao do
Estado - SARESP, que vinha sendo realizado desde 1996, mas que em 2007 e 2008

apresentou inovagoes, passando a ser base das acoes de Gestao da Secretaria da Educagao.

A Proposta Curricular buscou um curriculo comprometido com o seu tempo, a
altura dos desafios contemporéaneos. O curriculo como espago de cultura e as competéncias

como referéncia, priorizando a competéncia da leitura e da escrita.

Na busca de uma melhor adequagao do Curriculo, o Estado buscou cumprir seu
dever de garantir a todos uma base comum de conhecimento e competéncias, para que as
escolas funcionem de fato como uma rede. No documento base os principios orientadores
sao de uma escola capaz de promover as competéncias indispensaveis ao enfrentamento
dos desafios sociais, culturais e profissionais do mundo contemporaneo. Aborda também
algumas das principais caracteristicas da sociedade do conhecimento e das pressoes exercidas
sobre os jovens cidadaos, propondo principios orientadores para a pratica educativa, a fim

de que as escolas possam se tornar aptas a preparar seus alunos para esse novo tempo.
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Neste sentido, define a escola como espaco de cultura e de articulacao de competéncias e

contetdos disciplinares.

Também foi emitido um segundo documento de orientacao para a Gestao do
Curriculo na escola, dirigido especialmente as unidades escolares e aos gestores que as
lideram, servindo de apoio aos diretores, assistentes técnico-pedagdgicos, professores,
coordenadores e supervisores, com a finalidade especifica de apoiar o gestor para que seja
um lider e animador da implementacao do Curriculo nas escolas publicas estaduais de Sao

Paulo.

Para completar a Proposta Curricular foi elaborado, por diversos especialistas
das areas do conhecimento, um conjunto de documentos dirigidos especialmente para os

professores. Esses documentos foram chamados de Cadernos do Professor.

No inicio do ano de 2008 foi colocada em pratica a nova proposta Curricular, para
atender a necessidade de organizagao do ensino em todo o Estado. Assim, a Secretaria
do Estado elaborou um material denominado “Jornal do Aluno” com orientacoes de
estudos para toda a rede estadual paulista. Durante 42 dias, os alunos fizeram uso desse
material com caracteristicas interdisciplinares, como parte de uma recuperacao pontual
em Portugués e Matematica. Neste mesmo ano o Caderno do Professor foi distribuido
para todo o corpo docente da rede ptblica de ensino. Foram quatro volumes no ano, um
por bimestre. Para todas as disciplinas o material foi elaborado com sequéncia didatica
e sugestoes de trabalho, nas quais o professor pode se basear para que desenvolvesse o

contetido previsto.

Em 2009, como parte do aperfeicoamento e evolucao da Proposta Curricular, foi
desenvolvido um material complementar ao Caderno do Professor, o Caderno do aluno,
especifico por disciplinas e por bimestres e foram entregue aos estudantes de todas as
séries. E um material que tem a referéncia pessoal do aluno. Nele, o aluno pode registrar
anotacoes, resolver exercicios e desenvolver as habilidades do Curriculo com coordenacao
e mediacao do professor. No mesmo ano, de acordo com o site do Programa Sao Paulo
Faz Escola, o SARESP foi elaborado com base na Proposta Curricular do Estado de Sao
Paulo. A participacao na avaliacao foi recorde. Ao todo 77% do 2,5 milhdes de alunos da
rede publica estadual realizaram o exame onde escolas municipais e particulares também

participaram.

Nao podemos esquecer que apesar de o Curriculo ter sido apresentado e discutido
em toda a rede, ele esta em constante evolugao e aperfeicoamento. Mais do que simples
orientacdo, a elaboragao da Proposta Curricular e de todo o material que integra tem um

objetivo definido que é a qualidade da educacao.

Ao ser aplicada a Proposta Curricular os professores nas escolas tiveram diversas

posturas, onde alguns gostaram e outros nao. A Secretaria de Educacao de Sao Paulo
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considerou que foram bons os resultados da implantacdo da Proposta Curricular no Estado
de Sao Paulo, avaliados pelo SARESP, pelas devolutivas do corpo docente das escolas e na
voz da comunidade escolar. Em 2010, o Curriculo da Rede Publica Estadual passou a ser

consolidado.

1.3.1 CURRICULO CONSOLIDADO

O Curriculo de Matematica do Estado de Sao Paulo apresenta os novos encami-
nhamentos para a reestruturacao dos sistemas educacionais da Rede Estadual de Ensino
do Estado de Sao Paulo, representada pela Secretaria Estadual da Educacao (SEE), que
propos em 2008, um curriculo basico para as escolas da rede estadual nos niveis de Ensino
Fundamental e Ensino Médio. O projeto da SEE pretendia apoiar o trabalho realizado nas

escolas estaduais e contribuir para a melhoria da qualidade das aprendizagens dos alunos.

No Curriculo sao apresentados os principios orientadores para uma escola capaz de
promover as competéncias indispensaveis ao enfrentamento dos desafios sociais, culturais e
profissionais do mundo contemporaneo. Contemplando algumas das principais caracteristi-
cas da sociedade do conhecimento, das pressoes que o mundo globalizado exerce sobre os
jovens cidadaos, propondo principios orientadores para a pratica educativa a fim de que
as escolas possam preparar seus alunos para esse novo tempo. Nesse novo tempo estao
presentes e em evidéncia as tecnologias de comunicagao e informacao. No Curriculo do
Estado de Sao Paulo essas tecnologias sao apresentadas como possiveis articuladoras de
principios para um curriculo comprometido com o tempo e com uma escola que também

aprende.

A tecnologia imprime um ritmo sem precedentes ao aciimulo de conhecimentos e gera profunda
transformacao quanto as formas de estrutura, organizagao e distribui¢do do conhecimento acumulado.
Nesse contexto, a capacidade de aprender tera de ser trabalhada ndo apenas nos alunos, mas na
proépria escola, como instituicdo educativa. Isso muda rapidamente a concepcao de escola, de
instituicdo que ensina para institui¢do que também aprende a ensinar. Nessa escola, as interacoes
entre os responsaveis pela aprendizagem dos alunos tém carater de a¢oes formadoras, mesmo que
os envolvidos ndo se déem conta disso (SAO PAULO, 2010c, p.10).

Segundo o documento, esse novo ritmo gerado pela tecnologia revela a responsabili-
dade de toda a equipe escolar responsavel pelo processo de ensino aprendizagem. Gestores
como formadores de professores e a responsabilidade dos docentes, entre si e com o grupo

gestor, na problematizacao.

Analisando o Curriculo do Estado de Sao Paulo (2010) é possivel perceber que essa
concepcao parte do principio de que ninguém ¢é detentor de um conhecimento absoluto e
de que o conhecimento coletivo é maior que a soma dos conhecimentos individuais, além

de ser qualitativamente diferente. O documento afirma que esse é o ponto de partida para
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o trabalho colaborativo, para a formacao de uma “comunidade que aprende”, a vantagem

que permeia essa concepcao é facilitada pela tecnologia que viabiliza a pratica desse ideal.

Com a preocupacao de viabilizar a gestao dos processos de intera¢ao na comunidade
escolar visando a agdo coletiva, o Caderno do Gestor é destinado aos professores coorde-
nadores, diretores, professores coordenadores das oficinas pedagodgicas e supervisores, O
Caderno do Gestor continua como parte integrante do Curriculo consolidado, nao tratando
da gestao curricular em geral, mas servindo como documento de apoio ao trabalho dos

gestores.

Mantiveram-se os documentos dirigidos especialmente aos professores e aos alu-
nos, o Caderno do Professor e o Caderno do Aluno, respectivamente organizados por

disciplina/série (ano)/bimestre.

Nesses cadernos sao apresentadas Situagoes de Aprendizagem para orientar o
trabalho do professor no ensino dos contetidos disciplinares especificos e na aprendizagem

dos alunos. De acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo:

Esses contetdos, habilidades e competéncias sdo organizadas por série/ano e acompanhados de
orientacoes para a gestao da aprendizagem em sala de aula e para a avaliacdo e a recuperagao.
Oferecem também sugestoes de métodos e estratégias de trabalho para as aulas, experimentagoes,

projetos coletivos, atividades extraclasses e estudos interdisciplinares (SAO PAULO, 2010c, p.8).

Os cadernos apresentam uma série de atividades que os alunos poderao realizar
durante as aulas ou extraclasse. O material nao ira interpor as estratégias preestabelecidas
pelo professor, pois oferece uma facilidade na exploracao dos conceitos que serao apreendidos
nas atividades sugeridas. Segundo o documento, em hipétese alguma é sugerido aos
professores o abandono do livro didatico. Os alunos devem ser estimulados a ler todos os
tipos de livros. O documento aponta que a leitura é fundamental para a construcao de
uma visao critica da realidade e esta questao deve constituir uma preocupacao constante

por parte do professor.

No documento encontra-se a afirmagao de que “um curriculo que promove compe-
téncias tem o compromisso de articular as disciplinas e as atividades escolares com aquilo
que se espera que os alunos aprendam ao longo dos anos” (SAO PAULO, 2010c, p. 12).
Competéncias que caracterizam modos de ser, de relacionar e de interagir, que podem ser

depreendidas das a¢Oes em contextos de problemas, de tarefas ou de atividades.

Nesse sentido, o documento aponta que a atuagao do professor, os contetdos, as
metodologias disciplinares e a aprendizagem requerida dos alunos sao aspectos indissociaveis.
Assim, o Curriculo se compromete em formar criancas e jovens para que se tornem adultos
preparados para exercer suas responsabilidades (trabalho, familia, autonomia, etc.) e para
atuar em uma sociedade que depende deles, em sentido particular, contribuindo para

determinar seu significado real.



35

O documento destaca que nessa relagdo curriculo, professor, aluno, as novas tecno-
logias da informagao promovem uma mudanca na produgao, na organizagao, no acesso e
na disseminacao do conhecimento, cabendo preparar o aluno para viver em uma sociedade

em que a informagao é disseminada em grande velocidade.

O curriculo de Sao Paulo destaca que essa preparacao nao exige maior quantidade
de ensino (ou de conteidos), mas sim de melhor qualidade na aprendizagem. Busca formar
pessoas flexiveis, suficientes para assumir diferentes papéis na sociedade, bem como adquirir
novas habilidades, atitudes e valores, para que possam viver e conviver em uma sociedade

em permanente processo de transformacao.

No Curriculo do Estado de Sao Paulo a matematica é apresentada como uma
area especifica de ensino, a “Matematica e suas Tecnologias”. A concepcao dessa area do
conhecimento dentro do Curriculo nao esta vinculada a area das “Ciéncias da Natureza,

Matematica e suas Tecnologias”, como é o caso de outros documentos oficiais como os

PCN+ e OCEM.

Segundo o Curriculo, trés sao as razoes principais da opg¢ao pela constituicao de

uma area do conhecimento especifica para a Matematica:

e Em primeiro lugar, a incorporacao da Matematica tanto pela area de Ciéncias da
Natureza quanto pela area de Linguagens e Codigos pode ocultar o fato de que,
mesmo tendo as caracteristicas de uma linguagem e sendo especialmente importante
e adequada para a expressao cientifica, a Matematica apresenta um universo proprio
muito rico de idéias e objetos especificos, como 0s nimeros e as operagoes, as
formas geométricas, as relagoes entre tais temas, sobretudo as métricas. Tais idéias e
objetos sao fundamentais para a expressao pessoal, a compreensao de fenémenos, a
construcao de representacgoes significativas e argumentacoes consistentes nos mais

variados contextos, incluindo-se as chamadas Ciéncias Humanas.

e A segunda razao é o fato de que uma parte importante da especificidade da Ma-
tematica resulta esmaecida quando ela se agrega tanto as linguagens em sentido
amplo quanto as Ciéncias da Natureza. Sabemos que a Matematica compde de forma
complementar um par fundamental com a lingua materna sendo impossivel reduzir
um dos sistemas simbodlicos ao outro. Naturalmente, existem diferengas fundamentais
entre os significados da precisao na Lingua e na Matematica. Por exemplo os alunos
devem ser conduzidos a apreciar a beleza presente tanto na exatidao dos calculos

quanto no rigor expressivo do éxito poético.

e A terceira razao para o tratamento da Matematica como area especifica é a possibili-
dade de tal opcao facilitar a incorporacao critica dos inimeros recursos tecnolégicos
atualmente existentes para a representacao de dados e o tratamento das informagoes

disponiveis, na busca da transformacao de informac¢ao em conhecimento.
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Dentro dessa 6tica, o Curriculo de Sao Paulo pressupde que o objetivo principal
de um curriculo é mapear o vasto territério do conhecimento, recobrindo-o por meio de
disciplinas e articulando as disciplinas de tal modo que o mapa assim elaborado constitua
um permanente convite a “viagens”, nao representando apenas uma delimitacao rigida de
fronteiras entre os diversos territérios disciplinares.
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Para que as “viagens na area do conhecimento na Matematica” nao se percam
em uma rede de informacoes dos contetidos estudados na escola, priorizam-se trés eixos

complementares de competéncia a partir de idéias fundamentadas para o ENEM. Sao eles:

e O eixo expressao/compreensao: a capacidade de expressao do eu, por meio das
diversas linguagens e a capacidade de compreensao do outro, do nao eu, do que me
complementa. Inclui desde a leitura de um texto, de uma tabela, de um grafico, até

a compreensao de fenémenos historicos, sociais, econdmicos, naturais, etc.

e O eixo argumentagao/decisdo: a capacidade de argumentagao, de andlise e de articu-
lacao das informagoes e relagoes disponiveis, com vista a viabilizacao da comunicagao,
da acdo comum, a construcao de consensos e a capacidade de elaboracao de sinteses
de leituras e de argumentacoes. O objetivo é de fomentar a tomada de decisoes, a

proposicao e a realizacao de agoes efetivas.

e O eixo contextualizagdo/abstragao: a capacidade de contextualizagdo dos contetidos
estudados na escola, de enraizamento na realidade imediata, no universo de significa-
¢ao, sobretudo no mundo da Matematica, e a capacidade de abstragao, de imaginacao,
de consideracao de novas perspectivas, de virtualidades, de potencialidades para se

conceber o que ainda nao existe.

Conforme o Curriculo, as estratégias basicas para mobilizar os conteiidos com vista

no desenvolvimento das competéncias sao:

e Equivaléncia ou igualdade naquilo que vale estar presente nas classificacoes, nas
sistematizacoes, na elaboracao de sinteses, como também quando se estudam as
fragoes, as equacgoes, as areas de figuras planas ou os volumes de figuras espaciais,

entre muitos outros temas.

e Ordem, de organizagao sequencial, tem nos niimeros naturais sua referéncia bésica,
mas pode ser generalizada quando se pensa em hierarquias segundo outros critérios,

como a ordem alfabética.

e Proporcionalidade que se encontra presente tanto no raciocinio analégico como

também em comparagoes: “O Sol esta para o dia assim como a Lua esta para noite”.



37

e Aproximacao, a de realizacao de calculos aproximados. Longe de ser o lugar por
exceléncia da exatidao, da precisao absoluta, a Matematica nao sobrevive nos
contextos praticos, nos calculos do dia a dia sem uma compreensao mais nitida da

importancia das aproximacoes.

O Curriculo também relata que os conteidos que devem ser estudados, sobretudo
na area de Matematica, presentes em outros documentos, dao destaque a alguns temas
que tém sido rotulados como “Tratamento da Informacao” sendo: porcentagens, médias,

tabelas, graficos de diferentes tipos, etc.

O Curriculo reconhece a importancia de tais temas mas é necessario evidenciar
o fato de que todos os contetidos estudados na escola basica, em todas as disciplinas,
podem ser classificados como “Tratamento da Informacao”, onde a meta comum de todas

as disciplinas escolares é de “transformacao da informacao em conhecimento”.

Os conteudos disciplinares de Matematica, tanto no Ensino Fundamental quanto
no Ensino Médio, no Curriculo do Estado de Sao Paulo de Matemética estdo organizados
em trés grandes blocos tematicos: NUMEROS, GEOMETRIA E RELACOES. Vejamos

cada um em detalhes.

Figura 1 — Blocos teméaticos que compoem o curriculo de Matematica.

RELACOES
medidas/aproximagdes
proporcionalidade/independéncia

GEOMETRIA
percepgéo/concepcéo
construgéo/representagéo

NUMEROS
equivaléncia/ordem
simbolizac&o/operacdes

Os NUMEROS envolvem as nocoes de contagem, medida e representacao simbdlica,
tanto de grandezas efetivamente existentes quanto de outras imaginadas a partir das
primeiras, incluindo-se a representacao algébrica das operagoes fundamentais sobre elas.
Duas idéias fundamentais na constituicdo da nocao de niimero sao as de equivaléncia e de

ordem.

A GEOMETRIA diz respeito diretamente a percep¢ao de formas e de relagoes
entre elementos de figuras planas e espaciais. A construgao e a representacao de formas
geométricas, existentes ou imaginadas e a elaboragdo de concepgoes de espago que sirvam

de apoio para a compreensao do mundo fisico que nos cerca.
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As RELACOES consideradas como um bloco temético inclui a nocdo de medida
com a idéia de aproximagao, as relagoes métricas em geral e as relagoes de interdependéncia,

como as de proporcionalidade sao associadas a idéias de fungao.

O Curriculo apresenta algumas consideracoes orientadoras sobre o processo de
ensino aprendizagem dos contetdos bésicos de Matematica. Para esta pesquisa o foco das

consideracoes sera direcionado ao ensino da Geometria.

De acordo com o Curriculo, em Geometria no Ensino Fundamental, a preocupacao
inicial é o reconhecimento, a representacao e a classificacdo das formas planas e espaciais,
preferencialmente trabalhadas em contextos concretos com os alunos de 6° e 7° anos. Certa
énfase na construcao de raciocinios logicos, de dedugoes simples de resultados a partir
de outros anteriormente conhecidos podera ser a tonica dos trabalhos no 8° e 9° anos.
Segundo o documento, é importante que se atente para a necessidade de incorporar a
Geometria ao trabalho em todos os anos da grade escolar, cabendo ao professor a busca

de um equilibrio no tratamento dos conteidos fundamentais nos diversos bimestres.

O Curriculo traz que a Geometria deve ser tratada, ao longo de todas(os) as(os)
séries(anos), em abordagem espiralada, o que significa dizer que grandes temas pode
aparecer tanto no anos do Ensino Fundamental quanto nos anos do Ensino Médio, com
uma observacao na diferenca no aprofundamento dado ao tema. Também traz que ha um
grande nimero de recursos tecnoldgicos que estao a disposi¢ao para o ensino de Matematica
de uso geral, particularmente para a Geometria, onde o Curriculo destaca os softwares

para as construgoes em Geometria.

Nos Cadernos do Professor de Matematica sao apresentados, sempre que possivel,
material disponivel (textos, softwares, sites e videos, entre outros) em sintonia com a
forma de abordagem do Curriculo do Estado de Sao Paulo, que podem ser utilizados
pelo professor para o enriquecimento de suas aulas. Neste material em cada bimestre, o
tema principal foi dividido em oito unidades (a serem trabalhadas aproximadamente em
oito semanas). Para a exploragao dessas, unidades foram escolhidas, em cada bimestre,
quatro Situagoes de Aprendizagem, que constituem quatro centros de interesse a serem

desenvolvidos com os alunos.

Os ambientes informaticos como um meio para o processo de ensino e aprendizagem
sao bem vistos, pois os softwares de Geometria Dinamica possibilitam fazer a articulacao
entre as quatro faces para conceber o conhecimento no ensino de Geometria. Tais faces sao
abordadas no Curriculo do Estado de Sao Paulo como uma polarizacao entre as atividades

preparatorias, isto €,

e Percepcdo a observacao e a manipulacao direta de objetos materiais. Caracterizacao

das formas mais frequentes através de atividades empiricas.
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e Construcao de objetos em sentido fisico, através de massas, varetas, ou papéis, por

exemplo.

e Representagao de objetos através de desenhos onde as propriedades costumam ser

parcialmente concretizadas.

e Concepcao: sistematizacao do conhecimento geométrico que se seguird onde predomi-
nara as defini¢oes precisas, o enunciado cuidadoso das propriedades, o encadeamento
de preposicoes nas demonstracoes formais ou informais de certos resultados, que sao
os teoremas. (MACHADO, 2001, p.51 - 54).

Figura 2 — Faces do conhecimento geométrico (SAO PAULO, 2010c, p. 42).
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O Curriculo de Sao Paulo apresenta as seguintes perspectivas:

e Continuamente percebemos, para construir ou quando construimos, para representar
ou quando representamos; concebemos o que pretendemos construir com a mediacao
das representagoes ou construimos uma representacao (como uma planta ou uma
maquete) para facilitar a percepcao. Mesmo as concepgoes mais inovadoras tém como
referéncia percepgoes ou construgoes ja realizadas, renovando seus pressupostos ou

transcendendo seus limites.

e Alimentando-se mutuamente, percepgoes, construgoes, representagoes e concepgoes
sao como atomos em uma estrutura molecular, que nao pode ser subdividida sem
que se destruam as propriedades fundamentais da substancia correspondente. Isola-
damente, qualquer um dos dtomos (faces) tem um significado muito restrito; a sua
forca esta no mutuo apoio que essas ligacoes se propiciam. Portanto, em situagoes de
ensino é muito importante a busca de uma alimentacdo mitua entre tais aspectos do
conhecimento geométrico por meio de atividades integradoras (SAO PAULO, 2010c,
p. 42).
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Em relagao as tarefas especificas relacionadas com o contetiido matemético o docu-
mento ressalta que devem ser apresentadas por idéias fundamentais presentes em todos
os conteudos: equivaléncia, ordem, proporcionalidade, medida, aproximacao, problema-
tizacdo, otimizagao, entre outras, construindo uma ponte que conduza dos contetidos as

competéncias pessoais:

e Capacidade de expressao, que pode ser avaliada por meio da producao de registros,

de relatorios, de trabalhos orais e/ou escritos.

e Capacidade de compreensao, de elaboracao de resumos, de sinteses, de mapas, da

explicacao de algoritmos etc.;

e Capacidade de argumentacao, de construcao de analises, justificativas de procedi-

mentos, demonstragoes etc.;

e (Capacidade propositiva, de ir além dos diagndsticos e intervir na realidade de modo

responsavel e solidario;

e Capacidade de contextualizar, de estabelecer relagoes entre os conceitos e teorias

estudados e as situacoes que lhes dao vida e consisténcia;

e Capacidade de abstrair, de imaginar situacoes ficticias, de projetar situagoes ainda

nao existentes.

Na organizacao das grades curriculares (série/ano por bimestre) os conteidos sao
associados as habilidades apresentando um quadro de conteudos (série/ano por bimestre)
para o Ensino Fundamental II e o Ensino Médio. De acordo com o que é apresentado no
Curriculo, a lista de conteidos nao é rigida e inflexivel. O que se pretende é propiciar
uma articulagdo consistente entre as inimeras formas possiveis de-se trabalhar os diversos
temas,destacando dos objetos maiores que fundamentam o presente Curriculo. Busca-se
uma formagao voltada para as competéncias pessoais, uma abordagem dos contetdos
que valorize a cultura e o mundo do trabalho, uma caracterizacao da escola como uma

organizacao viva, que busca o ensino, mas que também aprende com as circunstancias.

1.3.2 LISTA DE CONTEUDOS E HABILIDADES DE MATEMATICA PARA
O BLOCO TEMATICO GEOMETRIA

Apresentamos a seguir as relagoes de conteudos, para o bloco tematico Geometria.

5% série/ 6° ano do Ensino Fundamental - 3° Bimestre

e Contetudos: Geometria/Relagoes e Formas Geométricas: Formas Planas, Formas

espaciais. Perimetro e area: Unidades de medida, perimetro de uma figura plana.
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Calculo de area por composicao e decomposi¢ao. Problemas envolvendo area e

perimetro de figuras planas.

e Habilidades: Saber identificar e classificar formas planas e espaciais em contextos
concretos e por meio de suas representacoes em desenhos e em malhas. Saber
planificar figuras espaciais e identificar figuras espaciais a partir de suas planificagoes.
Compreender a nogao de area e perimetro de uma figura, sabendo calcular por meio
de recursos de contagem e de decomposicao de figuras. Compreender a idéia de
simetria, sabendo reconhecé-la em construgoes geométricas e artisticas, bem como

utiliza-la em construgoes geométricas elementares.
6% / 7° ano de Ensino Fundamental - 2° Bimestre

e Conteudos - Geometria: Angulos, Poligonos, Circunferéncia, Simetrias, Construcoes

Geométricas e Poliedros.

e Habilidades: Compreender a idéia de medida de um adngulo (em graus), sabendo
operar com medidas de angulos e usar instrumentos geométricos para construir e
medir angulos. Compreender e identificar simetria axial e de rotagdo nas figuras
geométricas e nos objetos do dia a dia. Saber calcular a soma das medidas dos angulos
internos de um tridngulo e estender tal calculo para poligonos de “n” lados. Saber
aplicar os conhecimentos sobre a soma das medidas dos angulos de um triangulo e
de um poligono em situagoes praticas. Saber identificar elementos dos poliedros e
classifica-los seguindo diversos pontos de vista. Saber planificar e representar (em

vistas) figuras espaciais.
7% série / 8° ano do Ensino Fundamental - 4° Bimestre

e Contetidos - Geometria: Teorema de Tales. Teorema de Pitdgoras. Area de poligonos.

Volume do prisma.

e Habilidades: Reconhecer e aplicar o Teorema de Tales como uma forma de ocorréncia
da idéia de proporcionalidade, na solucao de problemas em diferentes contextos.
Compreender o significado do Teorema de Pitadgoras, utilizando na solucao de
problemas em diferentes contextos. Calcular areas de poligonos de diferentes tipos,
com destaque para os poligonos regulares. Saber identificar prismas em diferentes

contextos, bem como saber construi-los e calcular seus volumes.

8% série/ 9° ano do Ensino Fundamental - 3° e 4° Bimestres
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e Contetdos: 3° Bimestre - Geometria/Relagoes: Proporcionalidade na Geometria: O

conceito de semelhanca, Semelhanca de Triangulos, Razoes trigonométricas.

4° Bimestre - Geometria/Numeros: Corpos redondos: O ntimero 7, a circunferéncia,
o circulo e suas partes, area do circulo. Volume e area do cilindro. Probabilidade:

Problemas de contagem e introducao a probabilidade.

e Habilidades, 3° bimestre: Saber reconhecer a semelhancga entre figuras planas, a
partir da igualdade das medidas dos angulos e da proporcionalidade entre as medidas
lineares correspondentes. Saber identificar triangulos semelhantes e resolver situacoes
problema envolvendo semelhancga de triangulos. Compreender e saber aplicar as
relagoes métricas dos triangulos retangulos, particularmente o teorema de Pitagoras,
na resolucao de problemas em diferentes contextos. Compreender o significado das
razoes trigonométricas fundamentais (seno, cosseno e tangente) e saber utiliza-las

para resolver problemas em diferentes contextos.

4° Bimestre: Conhecer a circunferéncia, seus principais elementos, suas caracteristicas
e suas partes. Compreender o significado do 7, como uma razao e sua utilizagdo no
calculo do perimetro e da area da circunferéncia. Saber calcular de modo compreensivo
a area e o volume de um cilindro. Saber resolver problemas envolvendo processos de
contagem e principio multiplicativo. Saber resolver problemas que envolvam idéias

simples sobre probabilidade.

1? série do Ensino Médio - 4° Bimestre

e Conteidos - Geometria/Relagoes: Trigonometria: Razoes trigonométricas nos tri-
angulos retangulos. Poligonos regulares: inscrigao, circunscricao e pavimentagao de

superficies. Resolugao de tridngulos nao retangulos: Lei dos Senos e Lei dos Cossenos.

e Habilidades: Saber usar de modo sistematico relagoes métricas fundamentais entre
os elementos de triangulos retangulos, em diferentes contextos. Conhecer algumas
relagbes métricas fundamentais em tridngulos nao retangulos, especialmente a Lei
dos Senos e a Lei dos Cossenos. Saber construir poligonos regulares e reconhecer suas
propriedades fundamentais. Saber aplicar as propriedades dos poligonos regulares no
problema da pavimentacao de superficies. Saber inscrever e circunscrever poligonos

regulares em circunferéncias dadas.
2% série do Ensino Médio - 4° Bimestre

e Contetudos: Geometria métrica espacial: Elementos de Geometria de posi¢ao. Polie-

dros, prismas e piramides. Cilindros, cones e esferas.
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e Habilidades: Compreender os fatos fundamentais relativos ao modo geométrico de
organizagao do conhecimento (conceitos primitivos, defini¢oes, postulados e teoremas).
Saber identificar propriedades caracteristicas, calcular relacoes métricas fundamentais
(comprimentos, dreas e volumes) de sélidos como o prisma, o cilindro, a pirdmide, o
cone e a esfera, utilizando-as em diferentes contextos. Compreender as propriedades
da esfera e de suas partes, relacionando-as com os significados dos fusos horarios,

das latitudes e das longitudes terrestres.
3? série do Ensino Médio - 1° Bimestre

e Contetidos: Geometria analitica: Pontos (distancia, ponto médio e alinhamento de
trés pontos). Reta (equagao e estudo dos coeficientes, problemas lineares). Ponto e
reta (distancia). Circunferéncia (equagdo). Reta e circunferéncia (posigoes relativas).

Conicas (nogoes, equagoes, aplicagoes).

e Habilidades: Saber usar de modo sistematico sistemas de coordenadas cartesianas
para representar pontos, figuras, relagoes, equagoes. Saber reconhecer a equagao da
reta, o significado de seus coeficientes, as condi¢oes que garantem o paralelismo e a
perpendicularidade entre retas. Compreender a representacao de regides do plano por
meio de inequagoes lineares. Saber resolver problemas praticos associados a equagoes
e inequacoes lineares. Saber identificar as equacoes da circunferéncia e das conicas

na forma reduzida e conhecer as propriedades caracteristicas das conicas.

De acordo com o exposto acima, as habilidade a serem demonstradas pelos alunos
em cada tema, viabilizam uma explicagao um pouco maior das relagoes existentes entre
a lista de contetidos apresentados para cada bimestre e as idéias fundamentais presentes
neles. Tais habilidades traduzem de modo operacional as agoes que os alunos devem ser

capazes de realizar ao final de cada bimestre, apds serem apresentados aos contetidos
curriculares listados (SAO PAULO, 2010c).

O Curriculo ainda destaca que ¢é preciso estar atento ao fato de que tais habilidades
também ndo sdo um fim em si mesmas, constituindo apenas indicadores de que a exploragao

das idéias fundamentais estariam sendo realizadas de modo fecundo.

1.4 CADERNO DO PROFESSOR DE MATEMATICA

Nesta se¢ao procuramos apresentar uma breve visao geral do caderno do professor
de Matematica, bem como a exploracao das situagoes de aprendizagem do volume 4 da

segunda série do Ensino Médio.

O Caderno do professor e do aluno sao dirigidos especialmente ao professor e ao

aluno respectivamente, apresentando Situacoes de Aprendizagem para orientar o trabalho



44

no ensino dos conteudos disciplinares especificos a aprendizagem dos alunos. Os cadernos
sao organizados por disciplinas, por séries (ano) e divididos por bimestres. Oferecendo
orientagoes para o trabalho em sala de aula, para avaliagao e a recuperacao, além de
sugestoes de métodos e estratégias de trabalho, com experimentacoes, projetos coletivos,

atividades extraclasse e estudos interdisciplinares.

Com essas informagoes destinadas aos professores, buscam apresentar cada tema
de uma maneira especialmente significativa do ponto de vista de seu valor formativo, para
construir uma articulagdo entre os diversos temas, de modo que se auxiliem mutuamente,

a0 mesmo tempo que propiciem interfaces amigaveis com as outras disciplinas.

Temos também que o Caderno do Aluno é uma “conversa” com o Caderno do
Professor, e esse por sua vez é uma “conversa” como o Curriculo que estd a servigo do

mesimo, Ccom ulna conversa para oS professores.

Nos Cadernos em cada bimestre, o tema principal foi dividido em oito unidades, a
serem trabalhadas em aproximadamente oito semanas. De acordo com o niimero de aulas
disponiveis por semana, o professor podera explorar cada assunto com maior ou menor
aprofundamento e escolher uma escala adequada para o tratamento das unidades. Cada
bimestre apresenta quatro situagoes de aprendizagem que sugere uma forma de abordagem

do conteudo, ajudando o professor em sua agao em sala de aula.

O Caderno (SAO PAULO, 2010b) ressalta que ¢ importante que o professor tente
completar as oito unidades tematicas, pois, juntas elas compoem um panorama do conteido

do bimestre, de tal forma que uma unidade contribui para a compreensao de outras.

Os temas que compoem o conteido disciplinar de cada bimestre, como ¢é destacado
nos Cadernos do Professor, nao se afastam do que é ensinado em outros estabelecimentos
de ensino particulares ou publicos, como também se assemelham ao contetido dos livros
didaticos. As inovagoes se referem a forma da abordagem dos contetidos ao longo de cada
um dos bimestres, buscando evidenciar os principios norteadores do Curriculo Oficial do
Estado de Sao Paulo, que estao ligados a contextualizacao dos contetidos, as competéncias
relacionadas com a leitura e a escrita Matemadatica, bem como os elementos culturais
internos e externos a Matemaética. Desta forma, permite que o professor possa agir de
forma autonoma em relagdo aos contetudos, favorecendo a mobilizacdo dos contetdos,
as metodologias e os saberes proprios da Matematica, buscando o desenvolvimento das
competéncias e habilidades que sao necessarias para os alunos fazerem a leitura critica
do mundo, podendo assim inferir em questoes e compartilhar idéias, fazendo parte da

sociedade em que esta inserido.

Nas primeiras paginas dos Cadernos do Ensino Fundamental II e Ensino Médio
sao apresentadas cartas redigidas pela Equipe da Secretaria da Educacao do Estado de

Sao Paulo enderegadas aos professores, além do sumario que contém informacoes sobre a
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organizacao do material. Sao apresentados em todos os Cadernos do Professor:

e Uma ficha com o tema estruturador e os contetidos que serao trabalhados durante

cada bimestre.

e Orientagoes gerais sobre os Cadernos em cada bimestre: os temas escolhidos para
compor o conteido disciplinar, as inovagoes pretendidas referentes a forma de
abordagem, os principios norteadores do processo de aprendizagem, com destaque na
contextualizacao dos contetdos, nas competéncias pessoais envolvidas, especialmente
aquelas relacionadas a leitura e a escrita Matematica, bem como os elementos
referentes a Matematica, os contetidos basicos do bimestre, uma visao geral das

quatro Situagoes de Aprendizagem e o que sera tratado em cada uma delas.

e Consideragoes sobre a avaliagdo ao final das Situagoes de Aprendizagem com a
expectativa de que os alunos tenham compreendido as principais caracteristicas
dos temas desenvolvidos em cada Situagao de Aprendizagem, desenvolvendo as
competéncias e habilidades exigidas durante o processo de ensino e aprendizagem.
Os documentos ressaltam que a avaliacao da aprendizagem dos alunos em relagao
aos conteudos estudados podera ser feita pela aplicacao de atividades similares as
propostas ao longo da Situac¢ao de Aprendizagem, como também através dos variados
problemas apresentados nos livros didaticos, que devem ser usados para enriquecer o

conteudo trabalhado no caderno.

e Orientagoes para recuperacao: a avaliagao de aprendizagem deve ser um processo
continuo realizado ao longo de cada bimestre. Durante a realizagdo das atividades o
professor deve estar atento para eventuais dificuldades dos alunos e através dessa
observacao o professor pode propor, ao longo do processo, atividades de recuperagao
que ajudem o aluno a acompanhar melhor o curso e obter sucesso na realizacao das

atividades.

e Indicagoes de recursos: para ampliar as perspectivas dos professores e dos alunos em
relagdo a compreensao do tema faz indicagoes de livros, revistas, artigos, softwares e

sites.

e Consideragoes finais: enfatiza-se as interrelagoes entre os diversos contetdos/temas
abordados em cada bimestre que foram contemplados nas propostas das Situacgoes
de Aprendizagem. Ressalta-se que, na medida do possivel, os contetidos devem ser
trabalhados de maneira desafiadora sendo uma boa metodologia para isso o uso
de situacoes problemas, contextualizadas com significado, e que exijam a reflexao
critica por parte do aluno. (Essas consideragoes finais nao constam nos Cadernos do

Professor do Ensino Fundamental II, no 7° ano volumes 3 e 4, 8 ano volumes 1 e 4
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e 9° ano volumes 1 e 4. No Ensino Médio, cadernos do professor da 1% série volume

4 e 2% série volumes 2 e 4).

e Contetdos de Matemética por série/bimestre do Ensino Fundamental e Ensino

Médio: sao apresentados em grades curriculares com os conteidos de Matematica, de

todas as séries do Ensino Fundamental e Médio, com um sombreado para destacar

os conteiidos dos bimestres de todas as séries que diretamente estao relacionados

com os contetdos de outros (as) bimestres/séries.

Para uma maior clareza das miltiplas interrelagoes entre os diversos contetidos

que sao trabalhados nos cadernos do Professor, a seguir, serdo apresentadas as grades

curriculares com os contetidos de Matemaéatica de todas as séries do Ensino Fundamental e

Médio, com um sombreado para destacar os contetidos dos bimestres que estao relacionados

com os conteidos de outros bimestres/séries do bloco tematico de Geometria, o qual foi

escolhido para fazer parte dessa pesquisa.

Figura 3 — Contetidos de Matemética por série/bimestre do Ensino Fundamental (SAO PAULO,

2010a, p. 48).
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1.4.1 CADERNO DO PROFESSOR DA SEGUNDA SERIE DO ENSINO
MEDIO

Neste topico, sera feita a exploragao das Situagoes de Aprendizagem presentes
no volume 4 do Caderno do Professor da segunda série do Ensino Médio onde o foco
da aprendizagem ¢ a Geometria Espacial Métrica. Este volume apresenta a necessidade
de relembrar algumas propriedades fundamentais das figuras planas, pois sao elas que
compdem as bases, as faces e as secgoes das figuras espaciais, dando uma evidencia e um
tratamento especial a linguagem geométrica. Sabemos que uma das dificuldades que os
alunos enfrentam no estudo da geometria espacial sdo a representacao e a interpretacao
de figuras tridimensionais desenhadas no plano. Assim, o caderno do professor, no inicio
de cada situacao de aprendizagem, propoe atividades de manipulacao e exploragao dos
solidos geométricos. E possivel também ao professor combinar esses exercicios com aqueles

que ja fazem parte de sua experiéncia no ensino desse tema.

A partir dos conhecimentos ja adquiridos pelos alunos no Ensino Fundamental,
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como o prisma e alguns de seus fatos fundamentais, as situac¢oes de aprendizagem procuram
consolidar esse conhecimento e elaborar um raciocinio que seja aplicado e ampliado a

medida que avangamos no estudo dos outros sélidos, como o cilindro, a piramide e o cone.

As Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio (OCEM) (BRASIL, 2006) destaca
que o estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da capacidade
de resolver problemas praticos do cotidiano, como por exemplo, orientar-se no espaco,
ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas, reconhecer propriedades de formas
geométricas basicas, bem como saber usar diferentes unidades de medida. Possibilita
também estudos sobre os teoremas e argumentacoes dedutivas, que nas OCEM sao
apresentados com dois aspectos. Primeiro, a Geometria que leva a Trigonometria e segundo,
a Geometria para o calculo de comprimento, areas e volumes. Este tltimo compondo o

conteido bésico do 4° bimestre da 2® série do Ensino Médio.

De acordo com os PCN+ (BRASIL, 1999), o Ensino de Geometria no Ensino
Fundamental estd estruturado para propiciar uma primeira reflexdo dos alunos através da
experimentacao e de dedugoes informais sobre as propriedades relativas a lados, angulos e

diagonais de poligonos, bem como o estudo de congruéncia e semelhanca de figuras planas.

Para alcangar um maior desenvolvimento do raciocinio légico é necessario que
no Ensino Médio aconteca um aprofundamento dessas idéias. Assim, os alunos podem
conhecer um sistema dedutivo para analisar o significado de postulados e teoremas e o

valor de uma demonstragao para fatos que lhe sao familiares.

Ainda segundo as OCEM (BRASIL, 2006, p. 75-76):

O trabalho de representar as diferentes figuras planas e espaciais, presentes na natureza ou imagina-
das, deve ser aprofundado e sistematizado neta etapa de escolarizacdo. Alguns conceitos estudados
no ensino fundamental devem ser consolidados, como por exemplo, as idéias de congruéncia,
semelhanca e proporcionalidade, o Teorema de Tales e suas aplicagOes, as relagbes métricas e

trigonométricas nos tridngulos (retdngulos e quaisquer) e o Teorema de Pitdgoras.

As orientagoes contidas no Caderno do Professor destacam que os contetidos sao
organizados em oito unidades de extensao aproximadamente iguais, que podem corresponder

a oito semanas de trabalho letivo.

O Caderno do Professor destaca também que o professor explorara os conteudos de
acordo com o nimero de aulas disponiveis por semana, cada assunto com maior ou menor
aprofundamento. O professor podera escolher uma escala adequada para o tratamento dos

contetidos contidos no material para cada bimestre.

O Caderno do Professor apresenta quatro Situacoes de Aprendizagem, que de certa
forma ilustram as abordagens dos contetidos. O objetivo dessas ilustragoes é propiciar ao
professor instrumentos para a acao em sala de aula. Para a exploracao dos conteidos das

Situagoes de Aprendizagens foi pensado alguns exemplos ilustrativos, que posteriormente



49

serao complementados por exercicios exemplares que poderao servir de modelo para que
o professor crie ou selecione os seus proprios exercicios em outras fontes de materiais

didaticos ou paradidaticos.

As situagoes de aprendizagem sao:

Situagao de aprendizagem 1- Prismas: Uma forma de ocupar o espaco.

Situacao de aprendizagem 2 - Cilindros: Uma mudanca de base.

Situagao de aprendizagem 3 - O Movimento de ascensao: piramides e Cones.

Situagao de aprendizagem 4 - Esfera: Conhecendo a forma do mundo.

A seguir serao apresentadas as quatro Situacgoes de Aprendizagem presentes no Ca-
derno do Professor. No decorrer de cada apresentacao serao realizadas algumas inferéncias
consideradas significativas para o presente trabalho de pesquisa, que busca proporcionar

um enriquecimento das Situagoes de Aprendizagem para o ensino dos contetudos.

1.4.2 SITUACAO DE APRENDIZAGEM 1 — PRISMAS: UMA FORMA
DE OCUPAR O ESPACO

Segundo o Caderno do Professor (2009), o objetivo principal desta Situacao de
Aprendizagem é consolidar os conhecimentos de identificacao da forma de um prisma, a
representacao no plano, o reconhecimento de seus elementos (vértices, faces e arestas) e a
construcao de sua planificacao, sistematiza-los e torna-los referéncia para a construcao dos

outros solidos que serao estudados, como o cilindro, a piramide, o cone e a esfera.

O Caderno (SAO PAULO, 2010b) apresenta que o prisma é um sélido geométrico
muito presente no nosso dia a dia. A maioria das embalagens e dos objetos que utilizamos
possui essa forma. Assim, o Caderno propoe ao professor utilizar uma série de objetos,
como: caixa de fésforos, de sapatos, de perfumes, embalagens de pizza, entre outras e que

discuta alguns fatos como:

e As bases dos prismas s@ao poligonos de mesma forma e tamanho e suas faces laterais

sao paralelogramos;

O nome do prisma é dado pela forma de sua base, podendo ser triangular, quadran-

gular, hexagonal, etc.;

Se a aresta lateral for perpendicular as bases, o prisma é reto; caso contrario, é

obliquo;

O paralelepipedo é um prisma cujas bases sao paralelogramos;

Se todas as faces do paralelepipedo sao retangulos, ele é chamado de paralelepipedo

retangulo;
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e Um prisma reto cuja base é um poligono regular chama-se prisma regular;

e Se o prisma tiver todas as faces quadradas, ele é um cubo, também chamado de

hexaedro regular (do grego heza - seis e hedros - apoiar-se, faces).

O objetivo das situagoes problemas apresentadas a seguir é explorar o calculo de
areas e as relagoes métricas nos prismas em contextos que exijam analises e tomadas de

decisoes.

Atividade 1: Uma loja dispde de dois tipos de embalagem de papeldo: uma no formato
de um paralelepipedo obliquo (Figura 2.5 A), outra no de um paralelepipedo reto re-
tangulo (Figura 2.5 B). Considerando os valores indicados nas figuras a seguir, calcule

qual das duas formas geométricas exigirda menos papelao para ser confeccionada.

Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 12).

Figura 5 — Sao Paulo (2010b, p. 12).

6 cm 6 cm

6 cm Figura A

6cm Figura B

Atividade 2: Uma caixa de lapis tem o formato de um paralelepipedo reto-retangulo
com 3 cm de comprimento, 4 cm de profundidade e 12 ¢cm de altura. Qual a medida

do maior lapis que vocé pode guardar nessa caixa sem que a ponta fique para fora
da borda? Ver figura 2.6.

Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 13).

Figura 6 — Sao Paulo (2010b, p. 14).
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Atividade 3: Com base na atividade anterior, investigue a mesma situacao para um

porta-lapis nos seguintes formatos:

1. Prisma regular triangular de aresta da base 12 cm e altura 16 cm.

2. Prisma regular hexagonal, com aresta de base 6 cm e altura 8 cm.
Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 14 - 15).

Atividade 4: A luminaria de uma lanchonete tem a forma de um cubo. Contudo, ela s
possui] faces laterais. As bases foram subtraidas para iluminar melhor o ambiente.
Uma mosca e uma formiga estao sobre o mesmo vértice do cubo, como indicado na
figura 2.7 pelas letras M (mosca) e F (formiga). No vértice oposto da outra base,
estd uma gota de mel, que interessa a ambos os insetos. A mosca tem a vantagem de
ter asas e poder voar. A formiga s6 pode andar pela superficie e pelas arestas da

luminéaria.

Figura 7 — Sao Paulo (2010b, p. 15).

Gota de mel

Indique qual o menor percurso que cada inseto deve fazer para alcancar a gota de
mel. Admitindo que a aresta da base da luminaria mega 3 dm, qual o tamanho do

percurso feito por cada inseto?

Resolucao: Nesta atividade o professor podera abordar o caminho que a mosca faria,
sendo a diagonal do cubo (3v/3 2 5,19 dm ), pensando na formiga o professor deve
analisar diferentes casos, pois se ela andar pela diagonal de uma face e depois por
uma aresta teria (3\/§ + 3 = 7,24 dm). Mas, se planificarmos a figura teria outra

situagao, vejamos:

Figura 8 — Sao Paulo (2010b, p. 16).

F

3cm ‘ d\l
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3v/5 2 6,71 dm, analisando os resultados, observamos que a formiga chegou depois,
mas, um dos menores caminhos para ela chegar ao mel seria passando pelo ponto

médio de uma aresta.

Podemos observar que com essas atividades o professor podera trabalhar diferentes
conceitos, entre eles o Teorema de Pitagoras. Essas situagoes exercitam a visualizagao e a

interpretacao.

Apos essas atividades o caderno do professor apresenta informagoes sobre o célculo
do volume de prismas pela decomposicao e contagem de cubinhos. Considerando um
paralelepipedo reto podemos determinar quantos cubinhos de aresta de uma unidade de
comprimento cabem no sélido. A quantidade de cubinhos no paralelepipedo reto é igual ao
produto da area da base (que corresponde & quantidade de cubos apoiados na base) pela
altura (que corresponde & quantidade de camadas de cubos que preenchem completamente

o s6lido).

Em seguida apresenta o Principio de Cavalieri. Com o objetivo de caracterizar o
volume do prisma como uma sobreposicao de placas idénticas, o que serd explorado nos

cilindros e na comparagao no volume de diferentes sélidos.

1.4.3 SITUACAO DE APRENDIZAGEM 2 — CILINDROS: UMA MUDAN-
CA DE BASE

Segundo os autores do Caderno do Professor, “os cilindros podem ser imaginados
como uma generalizacdo dos prismas, onde a base teve o niimero de lados sucessivamente
aumentado, aproximando-se de um circulo”. Desta forma, sugere que se recorra novamente

as embalagens e estruturas do cotidiano para identificar esse formato.

O docente pode abordar o cilindro como um sélido de revolucao, apresentando
exemplos de como fazer essa representacao e explorar o movimento de revolugdo. A seguir
apresentamos uma das atividades do Caderno do Professor que explora o conceito ja

trabalhado em sala:

Atividade 1: Quais dos sélidos a seguir podem ser considerados sélidos de revolugao?

Figura 9 — Sao Paulo (2010b, p. 22).
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Atividade 2: Analisando a relacao entre o perfil de um corte de um torno e a peca torne-
ada, temos que os sélidos de revolugao resultam da rotagao de figuras plana em torno
de um eixo. O caderno apresenta duas colunas para serem feitas correspondéncias
entre as figuras planas que girando em torno de uma haste indicada e os sélidos de

revolugao obtidos.

Figura 10 — Sao Paulo (2010b, p. 23).
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Como sugestao para explorar o volume do cilindro, o Caderno do Professor traz o
uso de um porta-CDs. De forma intuitiva pode-se considerar o cilindro como uma figura
espacial formada pela sobreposicao ou empilhamento em uma mesma direcao, de circulos
iguais. Trabalhando de forma analoga ao que foi explorado no volume do prisma, conclui-se
que o volume de um cilindro é o produto da area da sua base pela altura. O professor
pode aplicar o Principio de Cavalieri. As atividades a seguir tém por objetivo explorar
situagoes que envolvem &rea e volumes de cilindros, procurando ainda uma combinacao

entre conteudos tratados em outros bimestres.

Atividade 3: Um consumidor encontrou duas marcas de seu interesse e observou os

seguintes fatos:

(i) A embalagem da marca A possuia o dobro da altura da embalagem da marca
B.

(ii) A embalagem da marca B possuia o dobro do didmetro da embalagem da marca

A.



54

Sabendo que a primeira custa R$ 2,30 e a segunda R$ 3,40, qual serd a compra mais

econdmica?

Figura 11 — Sdo Paulo (2010Db, p. 24).
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Resolugao: Realizando o calculo temos que o volume da marca B tem o dobro do
volume da marca A. Como o preco da marca A é maior que a metade do preco da
marca B, é mais vantajoso comprar a marca B. Essa atividade tem o objetivo de
explorar uma situacao que envolve o calculo do volume realizando uma combinagao

entre os conteudos tratados em outros bimestres.

Atividade 4: Os reservatorios de gasolina dos postos geralmente sdao tanques no formato
de um cilindro reto. Para avaliar o volume de combustivel que ainda resta no
cilindro enterrado no solo, o funcionario do posto utiliza uma régua que é colocada
verticalmente na boca do tanque até atingir o nivel do combustivel. Ao retirar a
régua do tanque, o funcionario 1é a graduacao e determina a altura do nivel do
combustivel consumido. Admitindo que o tanque tenha sido enterrado no sentido
vertical, como ilustra a figura, e que tenha raio da base R =1 m e altura H = 2 m,

qual é o volume de combustivel do tanque quando a régua registra altura d = 40 cm?

Figura 12 — Sao Paulo (2010b, p. 25).

d=40 cm
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Realizando os célculos temos que o volume de combustivel do tanque é de aproxima-
damente 1,67 = 5,024m> = 5024 litros.

Atividade 5: Com base na atividade anterior:

(a) Encontre a expressdo que relaciona o volume V' do combustivel contido no

tanque com a medida d da régua.
(b) Construa e analise o grafico da funcao V' (d).

(c) E possivel graduar uma régua para que sua leitura converta a medida em
centimetros para o volume litros armazenados no tanque? Se afirmativo, explique

como fazé-lo.

Na atividade seguine o Caderno do Professor traz uma situagdo semelhante a
atividade 4, mas agora considerando o tanque (cilindro) na posi¢ao horizontal, que
¢ como geralmente é encontrado nos postos de gasolina. Essa atividade vai exigir
dos alunos alguns conhecimentos sobre fatos referentes ao circulo e sobre razoes
trigonométricas, sendo assim uma boa situagao para o professor rever o conteido
do 1° bimestre (fungoes trigonométricas) e iniciar a exploragao de dreas de setores

circulares, necessarios na planificagdo do cone.

Atividade 6: Vamos agora, considerar um tanque de armazenamento de alcool com o
mesmo formato indicado na atividade anterior. Contudo, agora ele esta colocado na
posigao horizontal, como indica a figura 2.12 (a). Do mesmo modo, para medir a
quantidade de dlcool do tanque, utiliza-se uma régua e o procedimento é o mesmo
da atividade anterior. Suponha que o tanque tenha o formato de um cilindro com 1
m de raio de base e 4 m de altura. Qual o volume de alcool consumido quando a

régua registra a marca d = 30 cm?

Figura 13 — Sdo Paulo (2010b, p. 26).

0,3m

© Conexao Editorial

le]q ue de armazenamento 4 m

Resolucao: Realizando os calculos temos que o volume de alcool consumido foi de
1.140 litros.
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O caderno também apresenta algumas consideragoes sobre a avaliacao:

Apébs as primeiras Situacoes de aprendizagem, a expectativa é que os alunos tenham adquirido
um método de exploragdo de figuras no espago com as caracteristicas de prismas e cilindros. A
selecdo das atividades foi feita considerando-se um contexto e uma possibilidade de articulagao
com outros conceitos geométricos. O trabalho com o circulo e a circunferéncia, iniciado com os
cilindros, aprofunda-se no estudo dos cones. Portanto, alguns aspectos tratados nesta Situacao
de Aprendizagem retornardo mais & frente, o que merecerd a aten¢do do professor (SAO PAULO,
2010b, p. 31).

1.4.4 SITUACAO DE APRENDIZAGEM 3 — O MOVIMENTO DE ASCEN-
SAO: PIRAMIDES E CONES

Para essa atividade o Caderno do Professor apresenta uma breve introdugao
historica envolvendo conceito de ascensao e piramide. Nessa etapa, com os conhecimentos
e métodos discutidos nas outras Situagdes de Aprendizagem, os alunos estao preparados
para intuir muitas nogoes envolvidas no estudo das maravilhosas piramides. Desta forma, o
trabalho com as embalagens e a confec¢ao de piramides é um recurso 6timo para explorar

a visualizacao e a manipulacao dos sélidos.

Alguns fatos sao semelhantes aos prismas: suas faces também sao poligonos, seus
nomes dependem do poligono que forma sua base e elas podem ser retas ou obliquas,
dependendo da posicao entre a altura e a base. Vale destacar a diferenca: a piramide ¢ um

solido que se “afunila”.

A seguir apresentamos algumas situagoes encontradas no Caderno do Professor.

Atividade 1: Dado um cubo, quando unimos , por segmentos e reta, os centros de suas
faces obtém um novo poliedro: o octaedro regular. Ao proceder do mesmo modo com
um octaedro, obtemos, no seu interior, um cubo. O octaedro regular e o cubo sao

chamados, em razao disso, de poliedros duais.

Figura 14 — Sao Paulo (2010b, p. 33).

AN

A figura 14 representa o dual cubo-octaedro. O octaedro representado é uma figura
espacial que pode ser obtida reunindo-se, pela base, duas piramides idénticas de base

quadrada.
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Todas as arestas desse octaedro tém o mesmo comprimento, logo suas faces sao

triangulos eqtiilateros. Considerando o octaedro regular de aresta 20 cm, determine:

(a) A altura das faces laterais do octaedro;
(b) A érea da superficie do octaedro
(¢) A altura do octaedro;

)

(d) A area da superficie do cubo.

Resolugao:
(a) h=10 (c) H=10
(b) A = 1384 cm? (d) A = 4800 cm?

Como sugestao para iniciar o trabalho com o volume da pirdmide, o Caderno do

Professor propoe uma pesquisa aos alunos: Como calcular o volume de uma piramide?

Apos o debate das respostas encontradas o professor podera partir para o trabalho
em dupla usando pedras de sabao e estilete, para assim mostrar que o volume da pirdmide
¢ 1/3 do volume de um prisma. (A sugestdo e passo a passo estdo na pagina 36 do referido
caderno). Para o célculo do volume de uma piramide cuja base nao seja triangular, podemos
mostrar que toda piramide pode ser decomposta em piramides de bases triangulares

justapostas. Vejamos:

Figura 15 — Sao Paulo (2010b, p. 37).
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Atividade 2: Uma piramide de base triangular é um sélido de 4 faces, chamado de
tetraedro. Um tetraedro regular (faces sao tridngulos equilateros) tem édrea total
igual a 8v/3 cm?.

(a) Desenhe o tetraedro e o seu dual, ou seja, o poliedro cujos vértices sdo os centros

das faces do poliedro dado.

(b) Encontre o volume do tetraedro maior.

Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 37 - 38).
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O trabalho feito com setores circulares que aparece na Situacao de Aprendizagem
2 agora é aprofundado tratando as superficies laterais dos cones circulares retos. Para
a determinacao do volume do cone é aplicado o Principio de Cavalieri, compara entre
o volume da piramide e do cone, de forma analoga ao que foi feito com a piramide e o
prisma. Outra maneira apresentada pelo Caderno é imaginar piramides de mesma altura,
inscrita no cone, com nimero de lados cada vez maiores, aproximando-se da area da base

a area do circulo.

Atividade 3: Vamos construir setores circulares a partir de circulos de 10 ¢m de raio
desenhados em uma folha de papel sulfite. Observe que, para cada setor, construimos

também o setor do seu replementar, isto é, cuja soma é igual a 360°.

(a) 60° (c) 90°
(b) 120° (d) 270°

Terminada a construcgao, recorte os setores.

Atividade 4: Tomando os setores da atividade anterior, use fita adesiva para unir os
raios, de modo a formar figuras parecidas com chapéus de festa de aniversario. Cada
uma dessas figuras corresponde a superficie lateral de um cone, e os raios desses
setores constituem a sua geratriz. Observando cada um dos modelos criados procure

completar os dados da tabela a seguir:

Tabela 3 — Sdo Paulo (2010b, p. 39).

Angulo — Raioda Altura do
do setor
centralo. . base r cone h
circular A

60°
90°
120°
270°

Com a Atividade 4 o professor leva o aluno a investigar as relagoes entre geratriz, raio da

base e o comprimento do setor circular. O calculos sdo obtidos com o uso de proporcio-
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nalidade. Ao final da atividade o professor poderd pedir aos alunos que generalizem essa

situagao, obtendo:

Figura 16 — Sao Paulo (2010b, p. 40).

2
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Ao final desta Situacao de Aprendizagem, a expectativa é que os alunos tenham
aprendido a observar figuras tridimensionais e abstrair delas seus elementos estruturais,
como diagonais, alturas, arestas, vértices, geratrizes, etc. As formas estudadas e suas
combinagoes fazem parte de muitas estruturas espaciais que observamos no nosso entorno.
Caixas d’agua, monumentos, embalagens e dados de jogos de tabuleiros sao alguns exemplos
disso. Também se espera, neste momento, que o aluno apresente dominio sobre as relagoes
meétricas aprendidas até aqui. Insistimos na necessidade de representacao das situagoes
apresentadas no problema como caminho para sua resolucdo. Em muitas das situagoes,
foram necessarias aproximagoes e estimativas de valores, além do trabalho com varias
unidades de medidas. A avaliacado dos resultados é também um passo importante no

processo de resolucao da atividade.

1.4.5 SITUACAO DE APRENDIZAGEM 4 — ESFERA - CONHECENDO
A FORMA DO MUNDO

Apbs as construgoes de formas geométricas basicas, os alunos agora estarao traba-
lhando com a esfera, explorando associagoes com o formato do nosso planeta, permitindo
que temas como latitude, longitude e fusos horarios, estudados geralmente na disciplina de
Geografia, agora torna-se conceitos motivadores e significativos a nossa vida. Ao estudar a
esfera podemos também fazer um paralelo entre a geometria euclidiana e a nao euclidiana

(esférica).

Como nas Situagoes de Aprendizagem anteriores é recomendado ao professor levar
aos alunos objetos em forma de esfera para serem explorados em sala de aula. O Caderno
do Professor pede que o professor instigue os alunos a criar uma definigdo para a esfera.

Sera possivel fazé-la como o processo de sobreposicao? E com o de revolugao?
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Desta forma o professor pode confeccionar um circulo de papelao e fixar, com fita
adesiva, um barbante, passando por um diametro. Fazendo a figura girar em torno do
barbante e desta forma estimular os alunos a observar o movimento de rotagao do circulo
em torno de um eixo gerando uma figura espacial, neste caso a esfera. O Caderno traz
que uma esfera é o resultado da revolucao de um circulo ou semicirculo em torno de um
eixo que passa pelo seu diametro. A superficie esférica pode ser interpretada do mesmo
modo que entendemos a circunferéncia: ela é o conjunto de todos os pontos do espago

equidistantes de um ponto fixo, chamado centro da esfera.

O Caderno (SAO PAULO, 2010b) traz uma abordagem do trabalho com fusos
horarios e cunhas esféricas onde um fuso esférico é a superficie que se obtém quando
giramos uma semicircunferéncia em torno do eixo que contém seu diametro em um angulo
de 0° a 360°. Cunha esférica é uma parte da esfera que se obtém ao girar um semicirculo

em torno do eixo que contém o seu didmetro de um angulo de 0° a 360°.

Atividade 1: Uma semicircunferéncia faz uma rotacao de 30° em torno do eixo que passa
sobre seu diametro. Qual fracao o fuso representa em relagao a superficie da esfera

gerada pela rotagdo completa dessa semicircunferéncia?
Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 45).
Atividade 2: Hemisfério (hemi significa "meio”) ou semi esfera é cada uma das partes
de uma esfera dividida por um plano que passa pelo seu centro.
(a) Qual é a porcentagem do volume do hemisfério em relagdo ao volume da esfera?

(b) Qual é a porcentagem de um quarto da superficie do hemisfério terrestre em
relagdo a superficie do hemisfério terrestre em relagao a superficie total da

Terra?
Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 45).

Atividade 3: Em 1884, 25 paises estabeleceram uma divisao da superficie terrestre em 24
fusos de mesmo tamanho. A divisdo tomou por base o movimento de rotagao da Terra
em torno de seu proprio eixo, isto é, um giro de 360°, que dura, aproximadamente,
24 horas.

(a) Encontre a medida do angulo correspondente a cada fuso.

(b) Se cada fuso correspondente a uma hora, qual é a porcentagem da superficie

terrestre correspondente a 6 horas?
Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 45).

Atividade 4: Localize em um globo ou em um mapa a latitude e a longitude da sua
cidade.
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Resolugao: Sao Paulo (2010b, p. 46).

1.4.6 VOLUME DA ESFERA E AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

O Caderno do Professor traz a demonstracao da expressao do volume da esfera,
enfatizando que tal demonstracao é rica por permitir a articulacao de idéias como esti-
mativas, inscricao e circunscricao de sélidos, secao de sélidos, comparagao de volumes
e a aplicacao do Principio de Cavalieri. Salienta também que a expressao é conseguida
pela comparacao entre o volume de trés solidos: um hemisfério de raio R, um cone e
um cilindro de raio e altura R. A demonstragao apresentada nao é de facil compreensao,
cabendo ao professor tomar cuidado na apresentacao aos alunos, pois o envolvimento
visual e algébrico é de essencial para essa demonstracao. Com dedicacao chegamos a
ofora = 4mR*/3 (a demonstragio estd em Sao Paulo (2010b, p. 47 - 48)). A

equacao area da superficie esférica é encontrada decompondo a esfera em piramides com

equagao: V,

vértices no seu centro. As bases das piramides compdem a superficie esférica. Mais uma
vez, 0 par composicao e decomposicao sao aplicadas e novas expressoes sao aprendidas das
anteriores. A demonstracao apresentada no Caderno do Professor é de facil compreensao e

logo chegamos & equacio S = 47 R?.

O Caderno segue com exemplos de atividades sobre o tema, salientando que o
professor neste momento deve estar atento, verificando se os alunos entendem os enunciados,
identificam os dados e o que se pede. Os alunos fazem uma ilustragao para o apoio da

compreensao do problema? Utilizam a unidade de medidas corretamente?

Atividade 5: Considerando a Terra uma esfera com raio de 6370 Km, encontre o que se
pede:

Figura 17 — Sao Paulo (2010b, p. 51).

i Polo Norte

T Polo Sul

(a) O comprimento do Equador.

(b) O comprimento de um paralelo que passa pelos pontos P; e P,, sendo sua
latitude = 60°
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Neste momento do processo de aprendizagem espacial métrica, a expectativa é
que os problemas propostos tenham permitido um bom nivel de discussao, em que os
argumentos, as analises de situacoes, os levantamentos de hipoteses e as comparagoes das

solucoes tenham fortificado o grupo de alunos como um coletivo gerador de conhecimento.

A finalizagdo com o estudo da esfera permite um apanhado geral sobre muitos
fatos construidos durante o curso. Além disso, esta Situagao de Aprendizagem é uma
oportunidade de dar significados a forma de nosso planeta e de muitos conceitos a ele
associados. Particularmente, o trabalho com as coordenadas geograficas abre a possibilidade
de atividades transdisciplinares com a Geografia. O tratamento feito para o calculo do

volume e da area da superficie da esfera também merece destaque no curso.
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2 CONTEUDO MATEMATICO - AREAS E VOLUME

O Ensino Médio, de acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional
(Lei n® 9.394/1996), ndo visa apenas dar continuidade e aprofundamento ao Ensino Fun-
damental e sim, formar cidadaos criticos; possibilitar a entrada no mercado de trabalho;
autonomia; entre outros. A Matematica tem papel importante neste processo, pois desen-
volve o pensar, o raciocinio, a visualizagao e representacao e esta presente no cotidiano. A
Geometria é um dos topicos da Matematica que é considerada essencial, basica para o

conhecimento dessa area de ensino. Neste sentido,

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da capacidade de resolver
problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo, orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e
comparar distdncias percorridas, reconhecer propriedades de formas geométricas bésicas, saber usar
diferentes unidades de medida. Também é um estudo em que os alunos podem ter uma oportunidade
especial, com certeza nao a unica, de apreciar a faceta da Matemédtica que trata de teoremas e
argumentagdes dedutivas. (BRASIL, 2006, p.75).

Ainda de acordo com a referéncia, “as geometrias planas e espaciais devem ser
estudadas com mais detalhes, com sistematizacoes, pois o aluno ja tem maturidade

matemadtica para compreender certos tipos de demonstragoes.'(BRASIL, 2006, p.76).

Dessa forma, é possivel que o estudante do Ensino Médio reconheca e entenda as
férmulas de calculos de volumes de sélidos, por exemplo, utilizando como ferramentas
planificagoes, cortes planos, projegoes e o Principio de Cavalieri. Além disso, softwares de
geometria dindmica, como o Geogebra(c), s@o indicados, pois auxiliam em um aspecto que

as vezes nao € tao explorado nas aulas de Matematica, a visualizagao.

O PCN+ também traz a Geometria como um dos temas estruturadores da Ma-
tematica, e que deve seguir alguns critérios como fazer com que os alunos entendam a
geometria nao s6 como um topico de uma disciplina escolar, mas que tenha importancia
em suas vidas, na maneira de conhecer o mundo e fazer relagoes para que possam ser
discutidas entre eles e o professor. Dentro deste topico, existem quatro unidades que o

professor pode trabalhar no Ensino Médio: a geometria plana, espacial, métrica e analitica.

Sobre a geometria plana e espacial, as Orientagoes Curriculares Educacionais
Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN+) ressalta a importancia
da utilizacao de formas geométricas para representar o mundo real através da visualizagao,
para fazer relagoes entre figuras tanto planas quanto espaciais, fazer planificagoes, entre
outros. Neste nivel de aprendizagem, torna-se importante que o aluno desenvolva mais
o lado dedutivo e passe a reconhecer qual a importancia de axiomas e postulados na

Geometria, mesmo nao utilizando os diretamente, ja que este requer um nivel mais abstrato
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e avancado de conhecimento.

Os trabalhos com as geometrias plana e espacial sao sugeridos para o 1° e 2° ano
respectivamente. A geometria plana, através de semelhanca, congruéncia e representacoes
de figuras e a espacial com o estudo de poliedros, solidos redondos, propriedades relativas a
posigao, inscricao e circunscricao de solidos, areas e volumes e estimativas. De acordo com
os PCN+, fica claro que para ensinar Geometria, o professor deve conhecer os conceitos
matematicos, os passos que devem serem dados na apresentacao do contetido e também
na resolucao de atividades. Por outro lado, o aluno deve compreender, fazer relagoes
e aplicacoes do que aprendeu, tornando mais concreto o seu entendimento ao invés de

decorar férmulas e aplica-las.

Outro fator importante no ensino da Geometria ¢ a escolha da bibliografia a ser
utilizada. O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), a partir do ano de 2004,
comegou a analisar e avaliar livros didaticos do Ensino Médio de todas as areas, contando
com a participacao de docentes de todos os niveis de ensino. O PNLD 2012 é um guia que
traz resenhas de 7 livros que foram selecionados para analise, apresentando uma pequena
descrigao da obra com relagao aos capitulos, analisando a metodologia predominante, a
analise das ilustragdes presentes, entre outros fatores. Este material apresenta importantes
aspectos de como a Geometria vem sendo apresentada. O tépico de Geometria presente
em alguns livros didaticos apresenta o método axiomatico estabelecendo de forma isolada,
nao o utilizando na resolucao de exercicios; nao estabelecendo assim uma relacao entre os

axiomas e teoremas com o0s exercicios propostos.

A quantidade e o modo de apresentacao de figuras sdo comentados, tendo que em
alguns livros a parte de visualizacdo nao é bem explorada, sem planificacdes, projegoes,
etc. Esse problema acontece com as situacgoes de geometria espacial, que continuam a
objetivar a resolucao de exercicios apenas com aplicacao de formulas, valorizando mais a
parte algébrica, e deixando de lado as conexdes com outras partes da Mateméatica, como

exemplo, o estudo de fungoes.

A apresentacao de recursos para ensinar geometria é escassa, tanto em materiais
manipulativos para exploracao do visual, quanto o uso de instrumentos como régua, com-
passo e esquadros, pois sao utilizados de forma superficial ou nem mesmo sao considerados

nas propostas de alguns livros.

De acordo com Baldin (2009), o ensino da Geometria torna-se completo quando

segue o seguinte principio:
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Figura 18 — Ensino da Geometria.

Mundo real
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distingﬁes,entre f"]gura; Pitdgoras, de Tales, propriedades geométricas.
' outros.

2.1 MEDIDAS E FORMA EM GEOMETRIA

Para essa pesquisa sera apresentado o referencial teérico “Medidas e Forma em
Geometria: Comprimento, Area, Volume e Semelhanca” de Elon Lages Lima. Esse material
¢é destinado a formacao de professores de Matematica, sendo um dos textos usados nos
cursos de Aperfeicoamento para Professores de Matematica do Ensino Médio, um programa

organizado pelo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada - IMPA.

Esse livro possui quatro capitulos, sendo:

Capitulo 1: Trata de medida de um segmento de reta. Nele se mostra que o processo
de comparar um segmento arbitrario com outro fixado como unidade conduz aos
diversos tipos de niimeros reais positivos: inteiros, racionais e irracionais. A nogao de
segmentos incomensuraveis é explicada e, no final uma breve nota historica descreve

como os matematicos gregos enfrentaram a questao da incomensurabilidade.

Capitulo 2: Aborda a nogdo de area de uma figura plana. Sao deduzidas as férmulas
usuais para as areas dos poligonos mais simples e é apresentada a definicao geral
de area de uma figura plana. Na deducao das férmulas para as areas do quadrado

e do retangulo ¢é feita uma distingdo cuidadosa entre os casos em que os lados
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sdo comensuraveis ou incomensuraveis com a unidade de comprimento adotada.
O capitulo termina com uma nota histérica, na qual se conta como as areas sao
estudadas nos Elementos de Euclides. Como subproduto desse relato, é apresentada
a demonstracao dada por Euclides para o Teorema de Pitagoras e é esclarecida a

razao da sua escolha do argumento, a luz da discussao feita no Capitulo 1.

Capitulo 3: Contém uma exposicao da teoria da semelhanca, que ocupa um lugar central
na Geometria Euclidiana. A definicdo de semelhanca é dada “Comme Il Faut', é
desenvolvida de modo a conter a abordagem tradicional e é aplicada para dar uma
deducao simples e conceitual da formula para a drea do circulo. Mostra-se que o
numero 7, definido como a area de um circulo de raio 1, é também a razao entre os
comprimentos da circunferéncia e do seu didmetro. No final do capitulo é feita uma

cronica resumida sobre o niimero 7.

Capitulo 4: Estudo dos volumes dos sélidos. E dada a definicio geral de volume e séo
deduzidas as formulas para os volumes dos solidos mais conhecidos. O principal
instrumento de trabalho utilizado é o Principio de Cavalieri, com o qual se obtém,
de modo simples e elegante, os volumes dos sélidos que tém faces inclinadas, como
prismas e piramides, ou sélidos “redondos", como cilindros, cones e esferas. O uso
sistematico do Principio de Cavalieri evita os argumentos tradicionais, que requerem
explicitas passagens ao limite, mesmo para sélidos retilineos, como piramides de bases
poligonais. As drea das superficies do cilindro, do cone e da esfera sao estudadas da
forma classica. O capitulo termina com um esbogo histérico da evolucao das idéias

nele apresentadas, com destaque para as contribui¢oes de Arquimedes e Cavalieri.

Como parte da pesquisa voltaremos o olhar para os capitulos 2 e 4.

2.1.1 AREAS

No capitulo 2 de Lima (2009) o autor apresenta que para medir a por¢ao do plano
ocupada por uma figura plana F', devemos comparar F' com a unidade de area. O resultado
dessa comparagao serd o nimero m, que devera exprimir quantas vezes a figura F' contém

a unidade de &rea.

2.1.1.1 QUADRADO E RETANGULO

Seguindo para a definicdo de quadrado, afirma:

... quadrado é o quadrilitero que tem 4 lados iguais e os 4 dngulos reto. Convencionaremos tomar
como unidade de drea um quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento. Ele serd chamado

o “quadrado unitario”.
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A partir dessa definicdo o autor toma um quadrado @) cujo lado tem para medida
o numero inteiro n que pode ser decomposto, por meio de paralelas aos seus lados, em n
quadrados justapostos, cada um deles com lado unitario e portanto com area 1. Segue que

o quadrado ) deve ter area n?.

De modo anélogo, se o lado de um quadrado @ tem por medida 1/n, onde n é
inteiro, entao o quadrado unitario se decompoe mediante paralelas aos seus lados, em
n? quadrados justapostos, todos congruentes a Q. Estes n? quadrados congruentes a Q

compoem um quadrado de &rea 1. Segue que a area de () deve satisfazer a condicdo n?.

Figura 19 — Quadrado de lado 4, decomposto em 42 = 16.

unidade

Mais geralmente, se o lado de um quadrado () tem por medida o nimero racional
m/n, entao podemos decompor cada lado de @ em m segmentos, cada um dos quais
tem comprimento 1/n. Tracando paralelas aos lados de @) a partir dos pontos de divisao,
obtemos uma decomposicao de @) em m quadrados, cada um dos quais tem lado 1/n.
Portanto, a drea de cada um desses quadrados menores é 1/n*. Segue se que a drea e Q

deve ser:

ou seja,

2
Area de Q = (m) .
n

Podemos entao concluir que a area de um quadrado () cujo lado tem para medida

um nimero racional a = m/n é dada pela expressao:

Area de Q = a?

O texto também analisa o caso onde existem quadrados cujos lados sd@o incomensu-
raveis com o segmento unitario. “O lado de () tem para medida o ntimero irracional a".
Dado qualquer nimero b < a?, mostraremos que b < Area de Q. Em seguida prova que
a < ¢ implica Area de Q < c. Isso mostrard que a drea de @ nao pode ser um ntimero b
menor nem um ndmero ¢ maior do que a®. Concluindo assim que a Area de Q = a®. Assim,

o autor segue para a demonstragao:
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Seja, pois b um nimero tal que b < a?. Tomemos um ntimero racional r, inferior a a, porém, tdo
préximo de a que se tenha b? < r? < a?. (Basta tomar r, uma aproximagao por falta de a, com
erro inferior a —vb. Entdo Vb <7 < a e portanto b < r? < a2). No interior de @, tomamos um
quadrado Q' de lado 7. Como 7 é racional, a drea deste quadrado é 2. Como Q' estd contido no
interior de @, devemos ter drea de Q' < area de Q, ou seja r*> < area de . Mas sabemos que
b < r2. Conclusdo: b < 4rea de Q. Assim, todo ntiimero real b, inferior a a?, é também menor do
que a area de . Da mesma maneira se prova que todo nimero real ¢, maior do que a?, é maior
do que a érea de Q. Logo, a 4rea de Q nao pode ser menor nem maior do que a?. Por exclusio,

deve-se entdo ter drea de Q = a’.

Concluimos desta maneira, que a area de um quadrado @), cujo lado mede a, deve

ser expressa pela formula:
Area de Q = a® (onde a é um niimero real qualquer)

Olhando agora para o retangulo, o autor define: “retangulo é o quadrilatero que
tem os quatro angulos retos". Assim, se os lados de um retdngulo R tém para medidas os
nimeros inteiros m e n, entao, mediante paralelas aos lados, podemos decompor R em

m.n quadrados unitarios, de modo que a Area de R = m.n.

Se os lados do retangulo R tém como medidas dois nimeros racionais a e b, podemos
escrever estes nimeros como duas fragoes a = p/q e b =r/q, com 0 mesmo denominador
q. Dividindo cada lado de R em segmentos de comprimento 1/¢. O lado que mede a ficara
decomposto em p segmentos justapostos, cada um deles medindo 1/¢. O lado que mede b
ficard subdividido em r segmentos iguais, de comprimento 1/q. Tragando paralelas aos
lados a partir dos pontos de subdivisao, o retangulo R ficara subdividido em p.r quadrados,

cada um deles de lado 1/q.

A drea de cada um desses quadrados é (1/q)* = 1/¢*. Logo, a 4rea de R deve ser
igual a:
I pr

_P
(pr)—= === 7

T
¢ ¢ q’

ou seja, a Area de R = a.b.

Temos assim que quando os lados de um retangulo R tém para medidas os nimeros

racionais a e b, a drea de R é expressa pela formula:

Area de R = ab (onde a e b sdo nimeros racionais)

Para tratar o caso em que a e b nao sao ambos os niimeros racionais, poderiamos
usar o método usado para o quadrado (exaustao). Em vez disso, podemos usar um artificio
simples e elegante, fazendo recair a area do retdngulo na area do quadrado. Considere a

figura 20:
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Figura 20 — Quadrado @ de lado a + b.

Dado o retangulo R de base b e altura a. Construimos o quadrado @) de lado a + b,
o qual contém 2 copias de R e mais dois quadrados, um de lado a e outro de lado b. Como
sabemos, area de Q = (a + b)? = a* + 2.a.b + b*.. Por outro lado, como os quadrados

menores tém areas iguais a® e b* respectivamente, temos:
Area de Q = a* + b* + 2(area de R).
Segue-se que area de R = a.b.
2.1.2 PARALELOGRAMO E TRIANGULO.
Segundo Lima (2009):
Um paralelogramo ¢ um quadrildtero no qual os lados opostos sdo paralelos. Quando se toma

um dos lados do paralelogramo como base , chama-se de altura do paralelogramo a um segmento

perpendicular que liga a base ao lado oposto (ou ao seu prolongamento).

A demonstragao apresentada pelo autor é:

Seja ABC'D um paralelogramo, cuja area S que queremos calcular, sabendo que sua base AB tem

comprimento b e sua altura DE tem comprimento a.

Figura 21 — Paralelogramo ABCD.

F D C

O paralelogramo ABC' D estéa contido num retangulo de base b+ ¢ e altura a. Como

vimos a area desse retangulo é (b+ c¢)a = ba + ca. Por outro lado, o retdngulo é formado
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pelo paralelogramo dado mais dois tridngulos que, juntos, formam um retangulo de area
ca. Portanto ba + ca = S + ca, donde S = ba. A area de um paralelogramo ¢ igual ao
produto do comprimento de qualquer uma de suas bases pelo comprimento da altura

correspondente.

Em particular, vemos que o produto do comprimento de qualquer base de um
paralelogramo pelo comprimento da altura correspondente é constante (nao depende da

base escolhida).

Vimos também que, dadas as retas paralelas r, s e o segmento AB sobre r, todos
os paralelogramos ABCD, com C' e D sobre a reta s, tém a mesma area. Da area do
paralelogramo, passa imediatamente para a area do triangulo, pois todo tridngulo é a
metade de um paralelogramo. Mais precisamente, dado um triangulo ABC', cuja area
desejamos calcular, tragamos, pelos vértices C' e B, respectivamente, paralelas aos lados
AB e AC'. Estas retas se encontram no ponto D e fornecem um paralelogramo ABCD.
Tomemos a altura C'E deste paralelogramo. Se AB = b e C'E = a, sabemos que a area
de ABCD = BA. Ora, os triangulos ABC e BCD sao congruentes (tém um lado comum
compreendido entre dois dngulos iguais), logo tém a mesma area. Portanto, a Area de

ABCD = 2 vezes (Area de ABC') e por conseguinte:

Area de ABC = ;ba.

Isto se exprime dizendo que a area de um triangulo é a metade do produto de uma base

pela altura correspondente.

2.1.2.1 TRAPEZIO

Para um poligono qualquer, o processo de calcular sua area consiste em subdividi-lo
em tridngulos, paralelogramos ou quaisquer outras figuras cujas areas sabemos calcular. A

area do poligono procurada serd a soma das areas das figuras em que o decompusemos.

Por exemplo, o trapézio ABC'D. Isto significa que AB e C'D sao paralelos. Escre-
vamos AB = b; e C'D = by e chamemos de a a distancia entre as paralelas AB e CD, isto
é, o comprimento de qualquer perpendicular ligando um ponto da reta AB a um ponto da
reta C'D.

Figura 22 — Trapézio ABCD.

D C
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A diagonal AC' decompoe o trapézio nos triangulos ABC' e AC'D com bases by e by
respectivamente, e mesma altura a. A area Fy trapézio ABC'D é a soma das areas desses
dois triangulos, logo

(abl) i (abg) . (bl -+ bg)a

A ABCD = _
rea de C 5 5 5

A érea do trapézio é igual a semi soma das bases vezes a altura.
Partimos para a defini¢cao geral de area.

A cada poligono P podemos associar um nimero real nao negativo, denominando

area do poligono P com as seguintes propriedades:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais.
2. Se P é um quadrado com lado unitario, entao area de P = 1.

3. Se P pode ser decomposto como reuniao de n poligonos Py, ..., P,, tais que dois

quaisquer deles tém em comum no maximo alguns lados, entdo a area de P é a soma

das areas de P;, ou seja, Area deP = Z B
i—1

Segue da propriedade (¢) que se o poligono esta contido no poligono @ entao a

area de P é menor do que a area de ().

Observamos que as férmulas para as areas do quadrado, do retangulo, do paralelo-

gramo, do tridngulo e do trapézio foram todas deduzidas a partir das trés propriedades.

Agora vamos definir a area de uma figura plana arbitraria, onde chamamos essa
area de F. Sabemos que deve ser um ntimero real nao negativo que indicaremos com a(F).
Este nimero ficarda determinado e conhecemos seus valores aproximados, por falta ou por

€XCesso.

Os valores de a(F') aproximados por falta sdo, por definigao, as dreas dos poligonos
P contidos em F'. Os valores de a(F') aproximados por excesso sdo as areas dos poligonos
P’ que contém F'. Por conseguinte, quaisquer que sejam os poligonos P (contidos em F') e

P'(contendo F), o nimero a(F') satisfaz as desigualdades:

A(P) < a(F) < a(P").

Consideramos agora os poligonos retangulares por serem mais facil calcular a area.
Um poligono retangular é a reuniao de varios retangulos justapostos (isto é, dois desses
retdngulos tém em comum no maximo um lado). A drea de um poligono retangular é a
soma das areas dos retdngulos que o compdem. Sejam os poligonos retangulares contidos
na figura F' cuja area desejamos calcular. Em outras palavras, consideramos apenas valores

aproximados para o nimero real a(F).
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Assim, a area da figura F' sera o niimero real cujas aproximacoes por falta sdo as
areas dos poligonos retangulares contidos em F'. Isto significa que, para todo poligono

retangular P, contido em F', tem-se :

A(P) < a(F).

Além disso, dado qualquer nimero b < a(F'), existe um poligono retangular P,
contido em F', tal que:

B < a(P) < a(F).

Poderiamos, também, ter definido a area de ' como o niimero real cujas aproxima-

¢oOes por excesso sao as areas dos poligonos retangulares que contém F'.

2.1.3 RELACAO ENTRE SEMELHANCA E AREA

Resulta imediatamente da féormula da area do retangulo que se multiplicarmos a
base e a altura de um retadngulo pelo mesmo nimero positivo r, a area desse retangulo fica

multiplicada por 2.

Teorema 2.1. As dreas de duas figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado da

razdo de semelhanca.

Demonstracio. Seja f : F — I’ uma semelhanca de razao r entre as figuras ' e F'.
Afirmamos que a area de F’ é igual a r? vezes a drea de F. Como vimos anteriormente,
isto é verdade quando F' e F' sao retangulos e portanto também quando F e F’ sao
poligonos retangulares. Assim, todo poligono retangular P, contido em F', é transformado
pela semelhanca f num poligono retangulo P’, contido em F’, tal que a 4rea de P’ é igual
a 1 vezes a area de P. Reciprocamente, todo poligono retangular @', contido em F’, é
transformado por f~! num poligono retangular @ cuja area é (1/r)* vezes a area de Q'

2 vezes a area de . Assim, a area de F’ é o nimero real cujas

Logo a drea de Q' é r
aproximacoes por falta sdo 72 vezes as aproximacoes por falta da area de F'. Desta maneira
temos:

Area de F' = 1?2 x (Area de F)

2.1.4 AREA DO CIRCULO E SEU COMPRIMENTO.

Como dois circulos de mesmos raios sdo congruentes, e portanto tém a mesma
area, a area de um circulo de raio r» é uma func¢ao desse raio. Ora, um circulo de raio r é

semelhante ao circulo de raio 1, sendo r a razao de semelhanca. Segue que a area de um

2

circulo de raio r é r* vezes a area do circulo de raio 1. Assim, indicando com a letra 7
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a area de um circulo de raio 1, segue que a area A de um circulo de raio r é dada pela

férmulas

A=rm.r?

Podemos caracterizar a drea de um circulo como o limite das areas dos poligonos

regulares nele inscritos (ou circunscritos) quando o nimero de lados cresce indefinidamente.

Lembremos que se chama regular um poligono convexo cujos lados e angulos sao
todos iguais. Diz-se que um poligono esta inscrito num circulo quando seus vértices estao
sobre a circunferéncia e seus lados sao cordas. O poligono diz-se circunscrito ao circulo

quando seus lados sdo tangentes a circunferéncia.

Teorema 2.2. A drea do circulo € o niumero real cujas aproximagcoes por falta sdo as dreas
dos poligonos nele inscritos e cujas aprorimagoes por excesso sao as areas dos poligonos

requlares a ele circunscritos.

Demonstracdo. Indiquemos com P, e (), os poligonos regulares de n lados, respectivamente
inscritos e circunscritos ao circulo C' de centro O e raio r. Evidentemente, a area de
P, < mr? < area de Q,,. Ver figura 23.

Figura 23 — Lima (2009, p. 49).
In/2
‘ "’

Queremos provar que, considerado o niimero n de lados suficientemente grande, as

areas de P, e O, podem tornar-se tao préximas de 77 quanto se desejar. Mais precisamente,
se forem dados arbitrariamente, os ntimeros positivos o e § tais que a < 7wr? < B.

Provaremos que é possivel achar n tal que

A < Area de P, < mr? < Area de Q,, < B.

Observamos que o lado /,, do poligono P, pode-se tornar tdo pequeno quanto se
deseje, bastando que o nimero n de lados seja suficientemente grande. Com efeito, os

vértices de P, dividem a circunferéncia em n arcos iguais e cada corda [, é menor do que
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qualquer desses arcos. O raio r é a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos sao

l,/2 e o apétema a,, de P,. Logo r < a,, < l,/2.

Dado o niéimero tal que o < 77 tomamos s = \/a/7. Entdo ms®> = a e s < 7.
Portanto, o circulo Cy de centro O e raio s tem &area « e estd contido em C. Podemos

tomar n tao grande que [,,/2 < r — s. Entéo,
In
R<an+§ <anp+r—s

onde a, > s. De s < a,, resulta que o circulo Cy esta contido no poligono P,. Logo, a =
Area de C, < Area de P,. Isto completa a prova de que as dreas dos poligonos regulares

inscritos em C' sao aproximadamente por falta da area de C.

Considerando agora as areas dos poligonos regulares circunscritos @,,. Tanto P,
como (), acham-se decompostos em triangulos isésceles com vértices no centro O e bases
iguais aos lados dos poligonos dados. Tanto para P, como para (), os angulos dos vértices
desses triangulos sao iguais a 360°/n. Logo, os tridngulos de P, sdo semelhantes aos de
@, sendo a razao de semelhanga igual a r/a,. Portanto, se denotarmos por L,, o lado de
Q. temos que L, = (r/ay)l,. Assim L,, < 2l,, pois o apétema é sempre maior do que a
metade do raio. Da desigualdade L, < 2[, resulta que, considerando n suficientemente

grande, nao apenas [, como também L, pode tornar-se tao pequeno quanto se queira.

Dado um niéimero 8 > 7r%. Para determinarmos n tal que area de QQ,, < 3 escrevemos
t = m Entao, o circulo C; de centro O e raio t tem area 3 e contém C' pois t > r.
Ora, L, /2 e r sao catetos de um tridngulo retdngulo cuja a hipotenusa h é a distancia do
centro O a um vértice de @,,. Temos entdo h < r + L, /2. Considerando n suficientemente
grande, sabemos que é possivel tornar L, /2 <t — r resultando r + L, /2 < t. Logo h < t.

Isto significa que area de @), < area de C; = 3, como queriamos demonstrar. n

2.1.5 COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Por defini¢do temos que o comprimento da circunferéncia é o nimero real 6C' cujas
aproximacoes por falta sao os perimetros 0P, dos poligonos regulares P, inscritos no
circulo C' e cujas aproximagoes por excesso sao os perimetros 0@, dos poligonos regulares

@, circunscritos a C'. Dessa definicao temos 0P, < 6C < 0Q),,, para todo n

Teorema 2.3. O comprimento de uma circunferéncia de raio v é igual a 27r

Demonstragdo. Inicialmente mostraremos que o comprimento 6C' da circunferéncia de raio
r nao pode ser menor do que 27r. Com efeito, supondo por absurdo que fosse 6C < 27r.
Isto resulta que (6C/2)r < mr?. Pelo teorema 2.3 poderiamos obter um poligono regular
P, de n lados inscritos no circulo C' tal que §C.r/2 < &rea de P,. Ora, a area do poligono

P, é a soma das areas dos triangulos que o compoem, os quais tém o centro O como vértice
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e os lados de P, como bases. Logo, essa area é igual a 6 P,a,,/2 onde a, é o apétema de P,
(altura dos tridngulos). Assim, 60C.r/2 < §P,.a,/2 e dai, 6C < P,.(a,/r). Como a,/r < 1,

concluimos que 6C' < §P,, o que é um absurdo. Portanto, nao se pode ter 6C < 27r. [

De maneira analoga, com poligonos circunscritos em vez de inscritos, concluiremos

também que nao pode ser 6C' > 27r. Portanto, o comprimento da circunferéncia é
0C = 2mr.

Assim o nimero 7, que foi definido inicialmente como a area de um circulo de raio
1, satisfaz também a igualdade m = §C/or, ou seja, é a razdo entre o comprimento de uma

circunferéncia e seu diametro.

No teorema 2.3 a equacao 6C' = 27r do comprimento da circunferéncia resulta da
expressao mr2 da érea do circulo. Podemos inverter esse procedimento, onde uma forma
experimental de chegar & expressio 6Cr/2(= 7r?), para a éarea do circulo a partir do

conhecimento do comprimento 6C(= 27r) da circunferéncia.

Consideremos a decomposigao de um circulo em um nimero par (bastante grande)

de setores e rearranjam-se esses setores na forma mostrada na figura 24.

Figura 24 — Poligono regular de 16 lados.

Nota-se que a figura obtida é aproximadamente um paralelogramo de base 6C/2 e

altura r cuja area mede (6C'/2)r.

2.2 VOLUME

Intuitivamente, o volume de um solido ¢ a quantidade de espago ocupado por ele.
Assim, para medir a grandeza volume devemos compara-la com uma unidade. O resultado

dessa comparagao sera um nimero: a medida do volume.

E de costume tomar como unidade de volume o cubo de aresta medindo uma unidade

de comprimento, o qual sera denominado cubo unitario. Seu volume é por definicao igual
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Usando novamente a idéia intuitiva, temos como exemplo, um sélido S cujo volume
desejamos calcular. Este sélido pode ser feito de metal, plastico ou qualquer outro material
impermeavel. Mergulhando S num reservatério contendo uma quantidade conhecida de
agua, que o encha até as bordas, o volume S sera igual ao volume do liquido transbordado

e este podera ser medido em outro reservatério com uma escala impressa em sua parede.

Esse processo pratico de calcular volumes pode ser utilizado para casos simples, mas
é inviavel quando o objeto for muito grande ou muito pequeno. No entanto, esse método
nao permite realizar previsoes como: qual seria o tamanho do raio de um reservatorio

cilindrico para que este contenha x litros de agua?

Precisamos desta forma, obter métodos para o calculo indireto dos volumes. Um
método sisteméatico que funcione para os casos gerais, sejam para volumes muito grandes

ou muito pequenos.

2.2.1 VOLUME DE UM BLOCO RETANGULAR.

Um bloco retangular ¢ um soélido limitado por seis retangulos que compoem suas
faces. Os lados dos retangulos sdo chamados de arestas do bloco. O cubo é um caso
particular de bloco retangular em que as arestas tem todas o mesmo comprimento. As seis

faces do cubo sao quadrados iguais.

Um cubo onde a aresta mede uma unidade de comprimento é chamado de cubo
unitario, onde por definigdo seu volume ¢ igual a 1. Se n é um ntmero inteiro, um cubo C
cuja aresta mede n unidades de comprimento pode ser decomposto em n® cubos unitérios

justapostos. Logo o volume de C é n?.

Da mesma forma se decompomos cada aresta de um cubo unitario no mesmo
numero inteiro g de partes iguais, teremos assim que esse cubo unitario é decomposto em
¢* cubos justapostos, cada um com aresta 1/g. Assim, um cubo de aresta medindo 1/q (g

inteiro) tem volume igual a 1/¢* = (1/q)°.

Dado um cubo C' cuja aresta tem como medida um nimero racional p/q. Podemos
decompor cada uma de suas arestas em p partes iguais, cada uma das quais tem compri-
mento 1/¢. Deste modo, o cubo C' ficard decomposto em p® cubos justapostos, cada um
dos quais tem aresta medindo 1/q. O volume de cada cubo menor é 1/¢*. O volume de C
sera dado por

3
3 L p

p
¢ \4q
Chegamos assim ao resultado:

Teorema 2.4. Se a aresta de um cubo C' tem para medida um nimero racional o, entdo

o0 volume de C serd igqual a o.
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Do ponto de vista pratico, isso resolve o problema de calcular o volume de um cubo,
pois nao é possivel através de medidas diretas, obter um ntimero irracional como medida
de uma aresta. Ninguém consegue através de instrumentos de medida, por mais sensivel
que ele seja, encontrar v/2, ou 7, como sendo medida de um segmento. O que conseguimos
sao aproximagoes como 1,414 ou 3,1459. Assim, sobre o ponto de vista tedérico, como da

Matematica Pura, os niimeros irracionais ocorrem.

Perguntamos: qual seria o volume de um cubo C' cuja aresta tem para medida um
nimero irracional b? Afirmamos que, ainda neste caso, tem-se volume de C' = . Em
consequéncia, a formula: Volume de C' = (aresta de C')* é absolutamente geral, valida para

qualquer aresta de C' com medida racional ou irracional.

Para a demonstracdo de que volume de C' = b%, mesmo quando b é irracional,
utilizaremos o método da exaustao: primeiro mostraremos que se x é qualquer niimero
menor do que b* entdo z < vol(C). Depois mostraremos que se y > b® entdo y > vol(C).

Concluindo assim que vol(C) = b°.

De fato, seja  um nimero tal que z < b*. Podemos aproximar o niimero irracional
b por um valor racional 7 < b, tao préximo de b tal que z < r* < b®. Entdo o cubo C, cuja
aresta tem medida r, contém um cubo D, cuja aresta tem para medida o niimero racional
7. Segue que vol(D) < vol(C). Sabemos que vol(D) = %, porque 7 é racional. Concluimos

que 7 < vol(C) e, portanto, z < vol(C).

De forma andloga, podemos mostrar que se y for um nimero maior do que b®, entéo

y > vol(C).

2.2.2 BLOCO RETANGULAR.

Considerando B um bloco retangular cujas arestas tem como medida ntmeros
racionais diferentes. Podemos sempre reduzir esses trés niimeros ao mesmo denominador
e assim supor que tais medidas sdo a/q, b/q e ¢/q, onde a, b, ¢ e ¢ sdo niimeros inteiros.
Decompondo as trés arestas do bloco B, respectivamente em a, b e ¢ segmentos iguais, cada
um deles de comprimento 1/g. O bloco ficard entdo decomposto em abc cubos justapostos,

cada um desses cubos tendo aresta 1/q e, portanto, volume 1/¢*. Temos,

abc abce
vol(B) = — = ===
(B) @ qqq

Assim podemos enunciar:

Teorema 2.5. Se um bloco retangular B tem arestas com medidas racionais a, b, ¢, seu

volume serd o produto dessas medidas, isto €, vol (B) = abe.

Essa equacao vale, para quaisquer que sejam as medidas de a, b e ¢, mesmo que

elas sejam irracionais. A demonstracao é feita através do método da exaustao, da mesma
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maneira como foi feito no caso do cubo.

Dado o bloco retangular B, com arestas medindo a, b e ¢. Suponhamos que o
nimero x seja menor do que abc. Podemos encontrar nimeros racionais r < a, s < b e

t < c tao préoximos de a, b e c respectivamente tais que x < rst < abc.

O bloco B contém um bloco menor C', cujas arestas medem 7, s, e t. Logo vol (C)
< vol (B). No entanto, ja vimos que vol (C') = rst. Logo, x < rst = vol (C) < vol (B),
isto é, z < vol (B). Analogamente se mostra que todo ntimero y > abc é maior do que

volume de B. Portanto, vol (B) = abe.

2.3 PRINCIPIO DE CAVALIERI.

Consideraremos um plano qualquer no espac¢o o qual chamaremos de plano hori-

zontal. Todos os planos paralelos a ele serao também chamados planos horizontais.

Sejam A e B dois sélidos. Cada plano horizontal II determina nos sélidos A e B,

se¢oes planas que indicaremos respectivamente com [1N A e II N B.

Temos assim o seguinte enunciado:

Teorema 2.6 (Principio de Cavalieri). Sejam A e B dois solidos. Se qualquer plano

horizontal secciona A e B sequndo figuras planas com dreas iguais entio vol(A) = vol(B).

Esse enunciado se torna plausivel se observarmos o seguinte: duas fatias muito
finas, de mesma altura, cujas bases tém a mesma area, tém aproximadamente o mesmo
volume. Assim, os dois sélidos dados podem ser cortados através de planos horizontais em
fatias finas com volumes aproximadamente iguais, sendo o volume de cada sélido a soma
dos volumes dessas fatias. A aproximacao entre os volumes das fatias pode tornar-se tao

precisa quanto se deseje. Assim, vol(A) = vol(B).

Reduzimos assim o calculo de volume ao calculo de areas. Partimos para a seguinte

definicao:

Definicao 2.1. Um paralelepipedo é um sélido limitado por seis paralelogramos, os quais
denominamos de faces. Estas faces agrupam-se em trés pares, cada par de duas faces
sao paralelas, congruentes, e opostas. Quando se toma uma das faces do paralelepipedo
como base, a altura correspondente é a distancia entre esta face e sua oposta, ou seja € o
comprimento da perpendicular bairzada de um ponto da face oposta sobre o plano da base.
As arestas de um paralelepipedo sao os lados dos paralelogramos que constituem suas faces.

Um paralelepipedo cujas faces sao retangulos é um bloco retangular.

Teorema 2.7. O volume de um paralelepipedo € o produto da drea da base pela altura

referente a esta base.
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Demonstracao. Consideremos uma das faces do paralelepipedo P como base. O plano que
a contém serd chamado plano horizontal. Sobre este plano, temos um retangulo cuja area
a é igual a area do paralelogramo que serve de base ao paralelepipedo dado. Com altura
h, igual a do paralelepipedo, construimos um bloco retangular B, que tem como base o

retangulo recém obtido. Ver figura 25

Figura 25 — Volume do paralelepipedo.

P B

/]

Ja sabemos que vol(B) = ah. Dado qualquer plano horizontal II, a se¢ao plana
IT N P é um paralelogramo congruente a base de P, enquanto Il N B é um retangulo
também congruente a base de B. Temos assim que [IN P e [IN B tém a mesma area, seja

qual for o plano horizontal II. Concluimos assim pelo Principio de Cavalieri, que

vol(P) = vol(B) = ah.

2.3.1 CILINDRO
Vamos agora definir o que é um cilindro:

Definigao 2.2. Consideramos uma figura plana F, chamada de base do cilindro. O plano
que contém F € denominado de plano horizontal. O cilindro fica determinado por sua
base I' e por um segmento de reta g, nao paralelo ao plano horizontal, chamado geratriz
do cilindro, do sequinte modo: para cada ponto de F' levantamos um segmento de reta a
paralelo e congruente a g. A reunido desses segmentos sobre todos os pontos de F € o

cilindro C' de base F' e geratriz g.

Teorema 2.8. O volume de um cilindro é igual ao produto da drea da base pela altura em

relacao a esta base.

Demonstracio. AAnalogamente ao teorema anterior, seja um plano horizontal II que
contém F' e um retangulo cuja area a seja igual a area de F. Construimos um bloco
retangular B, que tem por base o retangulo obtido anteriormente e cuja altura h seja igual
a altura do cilindro C'. Qualquer que seja o plano horizontal 11, a secao [IN C' é uma figura
plana congruente a F', enquanto II N B é um retdngulo congruente a base de B. Segue que

IINC elIlN B possuem a mesma area. Pelo Principio de Cavalieri, concluimos que:

vol(C') = vol(B) = ah.
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A partir da definigdo de cilindro e do teorema 2.8 segue o caso particular da
possibilidade de ser a base F' um poligono. Quando isso acontecer, o sélido C' ficard limitado

por faces planas e o chamaremos de prisma. Podemos enunciar a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3. Prisma é um cilindro cujas bases sao poligonos. Em particular, um

paralelepipedo é um prisma sendo que qualquer de suas faces pode servir-lhe de base.
2.4 VOLUME DE UM CONE.

Definicao 2.4. Seja F' uma figura plana e P um ponto situado fora do plano que contém

F. Um cone K € a reuniao dos segmentos de reta que ligam o ponto P a todos os pontos
de F.

O plano que contém a base F' do cone K seréd considerado horizontal. A distancia
do vértice P a este plano, ou seja, o comprimento da perpendicular baixada de P sobre o

plano, chama-se altura do cone.

Lema 2.1. Seja K um cone de vértice P, de altura hg e base Fy situada no plano horizontal
I1y. Seja IT outro plano horizontal entre P e 1ly. Indiquemos com F a secao IINK e h a

distancia entre P e Il, isto é, a altura do cone de base F' e vértice P. Tem-se a relagdo:

drea(Fy) [ ho ?
darea(F) (h) '

Figura 26 — Lima (2009, p. 72).
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Demonstracio. Basta observar que a correspondéncia 0 : II — Ily, que associa a cada
ponto X do plano IT o ponto X' = §(X) de IIy obtido a partir da intersegdo da semi reta

PX com o plano Iy é uma semelhanga. Com fator de semelhanga igual a ho/h. O
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Teorema 2.9. Dois cones de mesma altura e bases com dreas iquais tém volumes iguais.

Demonstracio. Sejam K e L dois cones com a mesma altura hg e bases Fyy e Gy de mesma
area. Podemos supor que as bases Fjy e Gy estao no mesmo plano Il e que os vértices
desses cones estao do mesmo lado de IIy. Para todo plano horizontal II, situado entre esses
vértices e o plano Il, as secoes F' = 1IN K e G =11 N L tém areas iguais pois, segundo o

lema 2.1 temos:

drea(F)  4rea(G) \ h
onde h é a distancia do vértice P ao plano II. Segue do Principio de Cavalieri que vol(K)
= vol(L). m

area(Fy)  drea(Gp) <ho>2

Um cone cuja base é um poligono denominaremos de piramide. As faces laterais de
uma piramide sao triangulos. Uma piramide cuja base também é um tridangulo chama-se

de tetraedro.

Teorema 2.10. O volume de um cone € igual a um terco do produto da altura pela drea

da base.

Demonstracao. O volume do cone dado é igual ao de uma pirdmide cuja base é um
tridngulo ABC' com é4rea igual a da base do cone e cujo vértice B’ é tal que o segmento
B'B ¢ perpendicular ao plano ABC e tem comprimento igual a altura do cone. Vamos

provar que o volume da piramide ABCB’ é igual a um terco do produto da drea da base

ABC pela altura BB'.

Figura 27 — Lima (2009, p. 74).
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Consideremos os segmentos AA’ e CC’, perpendiculares ao plano ABC' e compri-
mentos iguais ao de BB’'. Obtemos um prisma reto de bases ABC e A’B'C’. Como esses
prismas possuem volume igual ao produto da area da base pela altura, basta mostrar

que eles podem ser decompostos em trés piramides, cada uma delas de volume igual ao
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da piramide ABCB’. Ora, as trés piramides constituem a prépria ABCB’, a piramide
A'B'C'A (com base congruente a base da primeira e com a mesma altura) e a piramide
ACC'B', cuja base ACC" é congruente a base AA'C’ da segunda e altura, a partir do
vértice B’, igual a altura da segunda piramide, AA'C'B’, a partir do mesmo vértice B'.

Isso conclui a demonstracao. O

Assim temos o seguinte:
Corolario 2.1. O volume de um cone de altura h, cuja base é um circulo de raio R, é
igual 1/3.7 R*h.

2.5 VOLUME DA ESFERA.

Definicao 2.5. A esfera de centro O e raio R é o conjunto dos pontos do espago cuja

distancia ao ponto O é menor do que ou igual a R.

Em outras palavras, a esfera de centro O e raio R ¢é a reuniao de todos os segmentos

de reta de origem em O e comprimento igual a R.

4R’

Teorema 2.11. O volume de uma esfera de raio R ¢ igual a

Demonstracao. Consideremos um cilindro reto cuja base é um circulo de raio R e cuja
altura tem medida 2R. Imaginemos que a esfera dada repouse sobre o plano horizontal no

qual esta contido a base do cilindro.

Figura 28 — Volume da esfera Lima (2009, p. 75).

Com vértice no ponto médio do segmento que liga os centros dos dois circulos
bésicos, (superior e inferior) do cilindro, construimos dois cones, interiores ao cilindro,
com bases naqueles dois circulos que limitam o cilindro. Consideremos o solido 7' limitado

exteriormente pela superficie lateral do cilindro e, interiormente, pelos dois cones. O volume
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desse sélido T é igual a diferenca entre o volume do cilindro 27 R? e o volume dos dois

cones 27 R?/3, ou seja:
4 R?
vol(T) = ”3 .

O teorema estara provado se o volume da esfera ¢é igual ao volume 7. Em virtude
do Principio de Cavalieri, ¢ suficiente mostrar que a esfera S e o sélido T" determinam
secoes [IN S e IINT, de igual area, em cada plano horizontal II. Dado o plano II, seja h
sua distancia ao centro da esfera ou seja, ao vértice comum dos dois cones. Entao [TN .S é
um circulo de raio vV R?2 — h2, enquanto II N7 é uma coroa circular cujo raio externo é

igual a R e raio interno igual a h. Segue que:

drea(m N S) = n(R* — h?),

drea(r NT) = m(R? — h?).

Concluindo assim a demonstracao. O]

2.5.1 AREA DO CILINDRO.

Considere um cilindro reto de altura h cujas bases sao circulos de raio R. A
superficie é formada por dois circulos de raio r mais a superficie lateral. Por sua vez, a
superficie lateral é a reunido de todos segmentos de comprimento h, perpendiculares a
base, levantados a partir dos pontos da circunferéncia basica. Cortando o cilindro ao longo
de um desses segmentos, podemos desenrolar sua superficie lateral, sem alterar a area, de
modo a obter um retangulo de base 27 R e altura h. Logo, a area da superficie lateral do
cilindro é igual 4 area desse retangulo, valendo 2w Rh. Assim temos que a area total do
cilindro é

Acilindro - Alateral + 2AAba‘se = 2mRh + 27TR2-

2.5.2 AREA DO CONE

Considere o cone reto de altura h, com base num circulo de raio R. Sua superficie é
formada pelo circulo béasico mais a superficie lateral, que é a reuniao de todos os segmentos
de reta ligando o vértice do cone aos pontos da circunferéncia béasica. Chamamos esses
segmentos de geratriz do cone. Como o segmento de reta ligando o vértice do cone ao

centro do circulo béasico (eixo do cone) é perpendicular ao plano desse circulo, segue que

| =+vVh?—R2.

Ao cortarmos o cone ao longo de uma geratriz podemos aplicar sua superficie
lateral sobre o plano sem alterar sua area. Obtemos entdo um setor de um circulo de raio

[, o qual subtende um arco de circunferéncia de comprimento 27 R. A area lateral A do
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cone € igual a area desse setor. Logo, a area A estd para a area do circulo [/, assim como o

arco 2mR esta para toda a circunferéncia 27/, ou seja,

A 2tR R

T2 2wl
onde A = wlR.

2.5.3 AREA DA ESFERA.

A esfera nao possui uma superficie “desenvolvivel” como o cilindro e o cone, isto
é, nao é possivel fazer cortes na esfera e depois aplica-la sobre o plano, sem dobrar nem

esticar.

Dado um numero positivo h, consideremos outra esfera de mesmo centro O e raio
R + h. A regidao compreendida entre essas duas esferas concéntricas é uma reuniao de
segmentos de reta de comprimento h (diferenga entre os raios). Cada um desses segmentos
¢é perpendicular a ambas as esferas. Logo, é intuitivo e aceitavel que, para valores pequenos
de h, o volume V' dessa casca seja aproximadamente igual a S x h, onde S é a area da esfera
de raio R. Usando a equacao do volume da esfera e usando o simbolo = para significar

“aproximadamente igual a” temos:

3_ 4w

47
Sxhx=V=—(R+h
8 g (FHh)" =

4
R = g7rh(3R2 + 3Rh + h?).

Assim, para valores pequenos de h temos que
4 2 2
S = §W(3R + 3Rh + h*).
Supondo h pequeno, as parcelas 3Rh e h sdo insignificantes. Logo,

4
S = g7T3R2 = 41 R

Podemos entao concluir que a area da superficie da esfera de raio R ¢é igual a
47 R?. Esse raciocinio desenvolvido, ndo é uma demonstracio mas apenas um argumento
heurfstico para obter a expressdo 4w R* para a &rea da esfera. (Maiores detalhes em como
Arquimedes deduziu elementarmente a equacao da drea e do volume da esfera consulte

(LIMA, 2009, p. 79-82).
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3 TEORIAS DA EDUCACAO: POLYA E VAN HIELE.

Para o referencial tedrico iniciamos uma investigacao nos sites de algumas universi-
dades e no Google. O objetivo é o de selecionar trabalhos de pesquisas sobre o Curriculo
do Estado de Sao Paulo, o Ensino da Geometria com o uso de objetos manipulativos e o
uso de tecnologia como recurso pedagbgico, buscando aproximar da questao e do objetivo
do presente trabalho de pesquisa. Os trabalhos selecionados foram aqueles que abordavam

o Ensino da Geometria citados na bibliografia.

3.1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

O ensino da matematica no inicio do século XX era voltado para repeticao, sendo a
memorizagao considerada um aspecto importante: o aluno recebia a informacao, escrevia,
memorizava e repetia. Ao chegar em casa repetia e treinava os exercicios feitos em sala
de aula onde os conhecimentos do aluno eram medidos através de testes que ele repetia

mesmo sem compreender o que o professor havia explicado (ONUCHIC, 1999).

Descartando esta forma de trabalho, a Matematica Moderna buscou desenvolver
uma maior compreensao, influenciada por um movimento de renovagao como comentado
no capitulo 2. Naquela época comecgou a se falar em resolver problemas como um meio de
aprender matematica. Entretanto, as investigacoes se sistematizaram sobre a resolugao de

problemas e suas implicagoes curriculares que tiveram inicio a partir da década de 1970.

Nos Estados Unidos, a resolucao de problemas foi evidenciada pelo Conselho Nacio-
nal de Supervisores de Matematica (NCTM- Nacional Council of Teachers of Mathematics),
ao sugerir uma série de recomendacoes para o progresso da matematica escolar, tendo em

vista a habilidade basica que o aluno necessita desenvolver e que a escola devera enfatizar.

A resolucao de problemas constitui uma metodologia de trabalho embleméatica para
a comunidade da educacao matematica em todo mundo sendo um trabalho educacional

que temos que dedicar toda a nossa atencao.

Varios pensadores e pesquisadores estudaram ou tém estudado a atividade de

resolver problemas.

De que irei me ocupar no céu, durante toda a eternidade, se ndao me derem uma infinidade de

problemas de matematica para resolver? (Augustin Louis Cauchy)

A “Resolucao de Problemas” é um método capaz de desenvolver o raciocinio e
motivar os alunos para o estudo da Matematica. Entretanto, em nossos livros didaticos e
em nossas salas de aula, o que encontramos sdo infindaveis listas de “problemas”, quase

sempre similares e resolviveis através de procedimentos rotineiros.
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“Resultando que os nossos alunos nao aprendem a raciocinar légica e matemati-
camente e o que é pior, desenvolvem um sentimento negativo, ou mesmo de aversao, em
relagdo & Matematica e ao seu estudo” (POMPEU JUNIOR, 2012).

Com o objetivo de reverter esse quadro, o professor pode propor problemas desafia-
dores que possam ser mais explorados e investigados pelos alunos do que simplesmente

resolvidos por eles. Mas, como explorar e investigar um problema?

Segundo Pompeu Junior (2012), para explorar e investigar um problema devemos:

1. Procurar por suas diferentes solucoes;
2. Analisa-lo sob diferentes perspectivas matematicas;

3. Verificar se ele pode ser resolvido por diferentes estratégias (heuristicas).

No entanto, nem sempre isso é possivel com qualquer problema e, nas primeiras

experiéncias com os alunos, o professor deve conduzir o processo com um cuidado especial.

Segundo Polya (1978) em seu livro “A arte de resolver problemas”; ele indica
que formas mecanicas e rotineiras de se desenvolver a aula podem diminuir o interesse
dos estudantes pela Matematica e dessa forma dificultar o desenvolvimento intelectual
mais amplo. George Polya (1897 - 1985) foi um dos mateméaticos mais importantes do
século XX. Nascido na Hungria, ele passou a maior parte do seu tempo pesquisando na
Universidade de Stanford nos Estados Unidos devido a situagao politica da Europa na
época da Segunda Guerra Mundial. Pesquisou em varios ramos da matematica, como
Probabilidade e Equagoes Diferenciais Parciais. Sua maior contribui¢ao, no entanto, esta
relacionada a heuristica de Resolucao de Problemas matematicos, com varias publicacoes
relacionadas ao assunto, em especial “How To Solve It” - que vendeu mais de um milhao

de copias - em 1957.

Polya considera a Matematica uma “Ciéncia Observacional” na qual a observacao
e a analogia desempenham um papel fundamental. Ele afirma também a semelhanca do
processo criativo na Matematica e nas ciéncias naturais. Sendo o primeiro matematico a
apresentar uma heuristica de resolugao de problemas especifica para a mateméatica. Polya
é uma referéncia no assunto, uma vez que suas idéias representam uma grande inovacao
em relagao as idéias de resolucao de problemas existentes até entao. Muitas de suas idéias
nos dias atuais servem de alicerce para trabalhos de outros pesquisadores contemporaneos

a ele como Schoenfeld e Thompson.
Para Polya
Um professor de Matematica tem assim, uma grande oportunidade. Se ele preenche o tempo que

lhe é concedido a exercitar seus alunos em operacoes rotineiras, aniquila o interesse e tolhe os

desenvolvimentos intelectuais dos estudantes, desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade.
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Mas se ele desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os
conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagagoes estimulantes, podera incutir-lhe o
gosto pelo raciocinio independente proporcionar-lhes certos meios para alcangar este objetivo Polya
(1978).

Observamos nas palavras de Polya que a adogao da resolucao de problemas como

metodologia pode proporcionar ao professor maiores possibilidades de incentivar seus estu-

dantes a participarem de forma ativa no processo de aprendizagem. Quando os estudantes

confrontam os conhecimentos que sao abordados em sala de aula com informacoes que ja

possuem, conseguem atribuir significado a aprendizagem. Ele afirma:

Resolver problemas é uma habilidade pratica, como nadar, esquiar ou tocar piano: vocé pode
aprendé-la por meio de imitagao e pratica. (...) se vocé quer aprender a nadar vocé tem de ir & dgua
e se vocé quer se tornar um bom “resolvedor de problemas”; tem que resolver problemas (POLYA,
1978, p. 3).

Polya em seu livro “A arte de resolver problemas”; descreve quatro fases no processo

de resolucao de problemas, sendo:

Compreender e desejar resolver o problema.

O problema deve ser bem escolhido, nem muito facil nem muito dificil, natural e interessante. As
partes principais do problema devem estar em condi¢des de serem identificadas, isto é, o que se
solicita, os dados e as condicionantes. Se houver uma figura relacionada ao problema, essa devera
ser tracada e nela indicada a incégnita e os dados de maneira adequada (POMPEU JUNIOR,
2012).

ou seja:

Qual é a incognita? Quais sdo os dados? Qual é a condi¢ao?

E possivel satisfazer a condi¢ao? A condicao é suficiente para determinar a incognita?

Ou é insuficiente? Ou excessiva? Ou contraditoria?
Desenha uma figura. Adapta uma notacao adequada.

Separa as diversas partes da condi¢do. E possivel defini-las de outro modo? Comenta-

las?

Estabelecimento de um plano para a resolugao do problema.

E a etapa mais dificil na resolugdo de um problema. Ter um plano de resolucao significa conhecer,
pelo menos de um modo geral, quais os cdlculos, quais as técnicas/algoritmos e quais os desenhos

que devemos tragar para se obter o solicitado (a incégnita). Um plano pode surgir gradualmente ou
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repentinamente, a partir de uma “boa idéia”. Ai entra nosso trabalho de professor. Discretamente,
através de indagagoes e sugestoes aos alunos, provocamos o surgimento de tal idéia. Podemos
comegar com perguntas do tipo: Vocés conhecem um problema semelhante? Um problema que
tenha o mesmo tipo de incégnita? E possivel utiliza-lo? Se isso néo funcionar devemos reformular o
problema buscando torna-lo mais simples e, se possivel, ainda relacionado ao problema original
(POMPEU JUNIOR, 2012).

Em outras palavras:
Ja viste este problema antes? Ou ja viste o mesmo problema apresentado sob uma
forma ligeiramente diferente?
Conheces um problema relacionado? Ou um que seja 1til aqui?

Conheces um teorema que lhe poderia ser 1til? Ou uma propriedade?

Olha bem para a incégnita! Pensa num problema conhecido que tenha a mesma

incoégnita ou outra semelhante.

Eis um problema correlacionado e ja antes resolvido. E possivel utilizé-lo? E possivel
utilizar o seu resultado? E possivel utilizar o seu método? Deve-se introduzir algum

elemento auxiliar para tornar possivel a sua utilizacao?

E possivel reformular o problema? E possivel reformuld-lo ainda de outra maneira?

Volta as definigoes.

Se nao puderes resolver o problema proposto, procura primeiro resolver algum

problema correlacionado.

E possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Ou um que seja mais

genérico? Ou um que seja mais especifico? Ou um que lhe seja andlogo?

E possivel resolver uma parte do problema? Mantém apenas uma parte da condicéo,
deixa a outra de lado; até que ponto fica assim determinada a incognita? Como pode

ela variar?

E possivel obter dos dados alguma coisa de til? E possivel pensar em outros dados

apropriados para determinar a incognita?

E possivel variar a incognita, ou os dados, ou todos eles, se necessario, de tal maneira

que fiquem mais préximos entre si?
Serviste-te de todos os dados? Utilizaste toda a condi¢ao?

Tiveste em conta todas as nogoes essenciais que estao no problema?
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Execucao do plano de resolugao do problema.

Para se executar o plano tragado o que mais se precisa é de paciéncia. O plano proporciona
apenas um roteiro geral. Agora necessitamos verificar se os detalhes (a incégnita, os dados, as
condicionantes) e os diferentes “passos e etapas a serem dados” se inserem nesse roteiro, um apos
outro, até que tudo fique perfeitamente claro e nao reste duvidas de que um erro possa estar oculto.
Cabe ao professor nessa fase, indagar dos alunos: Se é possivel perceber claramente que o passo
dado esté correto? Se podemos demonstrar que esse passo esté correto? E importante distinguir
claramente a diferenga entre “perceber” e “demonstrar” na Matemdatica” (POMPEU JUNIOR,
2012).

Em resumo, temos que ao executar o plano de resolugao, verifica-se cada passo é

possivel e se estd correto. E possivel demonstrar que ele estd correto?
Retrospecto da resolugao do problema.

Ao se proceder com o retrospecto da resolucdo completa, reconsiderando e re-
examinando o resultado final e o caminho que levou até este, os alunos poderao consolidar
seus conhecimentos e aperfeicoarem suas capacidades em resolver problemas. O professor
deve enfatizar aos alunos que nenhum problema se esgota e que sempre alguma coisa a
fazer. Com estudo e aprofundamento sempre serd possivel aperfeicoar a compreensao da

resolucao.

Cabe também ao professor perguntar aos alunos: E possivel verificar se o resultado
esta correto? E possivel se chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel

utilizar o resultado, ou o método, em outro problema?

Problemas interessantes para serem explorados e investigados matematicamente sao chamados
de problemas de processo, ou seja, aqueles problemas que nao podem ser resolvidos apenas pelo
uso de uma ou mais operagbes, mas requerem o uso de uma estratégia, de um plano, de resolucao
(POMPEU JUNIOR, 2012).

Tomando como base a Teoria de Resolugao de Problemas de Polya, temos a seguir

um problema que poderia ser aplicado em sala de aula.

Para construir uma janela ornamental, um operario precisa de pedacos triangulares de vidro. Para
isso, ele pretende aproveitar um pedago de vidro retangular defeituoso que possui 10 bolhas de
ar, sendo que: nao ha 3 bolhas alinhadas entre si, nem duas delas alinhadas com algum vértice do
retangulo, ou uma delas alinhada com 2 vértices do retdngulo. Para evitar bolhas de ar em seu
projeto final, ele decidiu cortar os pedacos triangulares com os vértices coincidindo ou com uma
bolha de ar ou com um dos cantos do vidro original. Quantos pedacos triangulares de vidro ele

pode cortar?

Com essa atividade podemos desenvolver no aluno o senso de criatividade, de

investigagao, de desafio, motivando a busca pela resposta.
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3.2 O MODELO DE VAN HIELE

O Modelo Van Hiele definido por Dina van Hiele Geldof e seu marido Pierre Marie
van Hiele, tem por base as dificuldades apresentadas por seus alunos do curso secundario
na Holanda e identifica o comportamento da aprendizagem como o nivel de maturidade
geométrica do aluno. Assim o modelo geométrico pode ser usado para orientar na formacao
e na avaliagdo das habilidades do aluno. A idéia principal do Modelo Van Hiele é que os
alunos progridam de acordo com uma sequéncia de niveis de compreensao de conceitos,

enquanto aprendem geometria.

O Modelo concebe diversos niveis de aprendizagem geométrica (ou niveis de de-
senvolvimento do pensamento geométrico) com as seguintes caracteristicas (CROWLEY,,
1994):

e No nivel inicial (visualizacdo), as figuras sdo avaliadas apenas pela sua aparéncia, a
ele pertencem os alunos que s6 conseguem reconhecer ou reproduzir figuras (através

das formas e nao pelas propriedades);

e No nivel seguinte (andlise), os alunos conseguem perceber caracteristicas das figuras

e descrever algumas propriedades delas;

e No outro nivel (dedugao informal), as propriedades das figuras sdo ordenadas logi-
camente (dedugao formal) e a construgao das defini¢oes se baseia na percepcao do

necessario e do suficiente.

As demonstracoes podem ser acompanhadas, memorizadas, mas dificilmente ela-
boradas, até o nivel mais elevado (rigor), que é alcancado por poucos alunos, pois diz
respeito aos aspectos abstratos formais da deducdo. Segundo van Hiele, cada nivel é
caracterizado por relagoes entre os objetos de estudo e linguagem préprios (CROWLEY,
1994). Consequentemente nao pode haver compreensao quando o curso é dado num nivel
mais elevado do que o atingido pelo aluno. Assim, as propriedades do Modelo servem aos

educadores para orientar a tomada de decisdes quanto aos ensinos (CROWLEY, 1994):

Sequencial: E uma fase sucessiva que cada aluno deve passar para se sair bem nos

respectivos niveis passando pelas estratégias dos niveis anteriores.

Avancado: Van Hiele salientou que é possivel ensinar a um aluno de talento habilidades
que estejam acima de seu nivel. Por exemplo: ensinar fracoes sem lhes dizer o que
significa fragoes, (embora nao saibam o que é fragoes), exemplo disso na geometria
incluem a memorizacao, como: “um quadrado é um retangulo” essa situacao ¢

reduzida a um nivel inferior e ndo ha compreensao.
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Intrinseco e Extrinseco: Os objetivos implicitos num nivel tornam-se explicitos no

nivel seguinte.

Linguistica: Algumas nogoes do conhecimento nao constituem parte da linguagem do
aluno pelo fato de que ele ainda nao ter chegado a certo nivel, por exemplo, um

quadrado também é retangulo.

Uma combinacao inadequada acontece quando o nivel do professor esta mais alto
do que o do aluno uma vez que nao sera capaz de acompanhar o raciocinio que esta sendo

empregado.

Segundo Van Hiele sdo os seguintes niveis de aprendizagem da Geometria (CRO-
WLEY, 1994):

Nivel 1: Visualizagao - Os alunos compreendem as figuras globalmente, isto é, as figuras

sao entendidas pela sua aparéncia;
Nivel 2: Analise - Os alunos entendem as figuras como o conjunto das suas propriedades;
Nivel 3: Ordenacao - Os alunos ordenam logicamente as propriedades das figuras;
Nivel 4: Deducgao - Os alunos entendem a Geometria como um sistema dedutivo;

Nivel 5: Rigor - Os alunos estudam diversos sistemas axiomaticos para a Geometria.

A teoria de Van Hiele sugere que o pensamento geométrico evolui de modo lento,
desde as formas iniciais de pensamento até as formas dedutivas finais onde a intuicao e as
dedugoes se articulam. As criangas comecam por reconhecer as figuras e diferencia-las pelo
seu aspecto fisico e s6 posteriormente o fazem pela analise das suas propriedades. Assim, é
importante que ao nivel do 1° ciclo se privilegie a abordagem intuitiva e experimental do
conhecimento do espago e do desenvolvimento das formas mais elementares de raciocinio
geométrico em ligacao com as propriedades fundamentais das figuras e das relagoes bésicas

entre elas.

No modelo de Van Hiele sdo os seguintes niveis de raciocinio (CROWLEY, 1994):

Nivel 1: Visualizacao - Reconhece visualmente uma figura geométrica, tem condig¢oes
de aprender o vocabulario geométrico e nao reconhece ainda as propriedades de uma

determinada figura.

Nivel 2: Analise - Identifica as propriedades de uma determinada figura e nao faz

inclusdo de classes.

Nivel 3: Ordenagao (Dedugao Informal) - Ja ¢é capaz de fazer a inclusdo de classes,

acompanhar uma prova informal, mas nao é capaz de construir uma outra.
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Nivel 4: Dedugao Formal - E capaz de fazer provas formais e raciocina num contexto

de um sistema matematico completo .

Nivel 5: Rigor - E capaz de comparar sistemas baseados em diferentes axiomas E neste

nivel que as geometrias nao-euclidianas sao compreendidas.
Caracterizam as Fases de Aprendizagem (CROWLEY, 1994):

Fase 1: Informacao - O professor e aluno dialogam sobre o material de estudo.

O professor deve perceber quais sao os conhecimentos anteriores do aluno sobre o

assunto a ser estudado.

Fase 2: Orientacao dirigida - Os alunos exploram o tema de estudo através do material
selecionado pelo professo. As atividades deverao proporcionar respostas especificas e

objetivas.
Fase 3: Explicacao - O papel do professor é o de observador.

Fase 4: Orientacao livre - Tarefas constituidas de varias etapas, o que possibilita di-

versas respostas a fim de que o aluno ganhe experiéncias e autonomia.

Fase 5: Integracao - O professor auxilia no processo de sintese, fornecendo experiéncias

e observacoes globais, sem apresentar novas e discordantes idéias.

Exemplo 3.1. Fases de aprendizagem para o conceito de retangulo:

Fase 1: Informacao: O professor mostra aos alunos diversos retangulos e pergunta-lhes
se sao ou nao retangulos. Os alunos sao capazes de dizer se uma dada figura é ou

nao retdngulo. As razoes apresentadas serao apenas de percepc¢ao visual.

Fase 2: Orientacao guiada: Realizam-se outras atividades sobre retangulos. Por exem-
plo, dobrar um retangulo segundo os seus eixos de simetria; desenhar um retangulo

no geoplano que tenha as diagonais iguais, construir um maior e um menor.

Fase 3: Explicitagao: As atividades anteriores sao seguidas por uma discussao entre os

alunos sobre o que descobriram.

Fase 4: Orientacao livre: O professor coloca o problema de construir um retangulo a

partir de dois triangulos.

Fase 5: Integracao: Os alunos revéem e resumem o que aprenderam sobre as proprieda-

des do retangulo. O professor ajuda a fazer a sintese.
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Para ser adequado, isto é, para ter em conta o nivel de pensamento dos alunos,
o ensino da Geometria no 1° ciclo deve ter como preocupacao ajuda-los a progredir do
nivel visual para o nivel de andlise. Assim, eles devem comegcar por identificar, manipular
(construir, desenhar, pintar, etc.) e descrever figuras geométricas. Devem desenhar quadra-
dos no geoplano e procurar retas paralelas ou retas perpendiculares. Atividades como o
tangram, que permite a construcao de figuras geométricas, enriquecem a capacidade de
visualizacao e de identificagdo das propriedades das figuras, favorecendo o progresso na

aprendizagem.

3.3 INFLUENCIA DO TRABALHO DE PIAGET NO MODELO DE VAN
HIELE

O proprio Van Hiele diferencia a sua teoria a de Piaget, ressaltando que a psicologia
de Piaget era de desenvolvimento e nao de aprendizagem. No entanto, admite ter recebido

algumas influencias apés leituras de alguns textos piagetianos.

Piaget, na maioria de suas publicacoes, tratou do aspecto cognitivo, particularmente
do desenvolvimento operatério. Seus primeiros trabalhos, enfatizam a importancia das
trocas inter individuais, no sentido de que é fundamental, desde a infancia, o confronto de

pontos de vista para elaboracao do pensamento légico.

E claro, que a figura do professor ¢ indispensével nas orientacoes, principalmente
com criancas em inicio de escolarizacao. A interacao social com o adulto é indispensavel
para o desenvolvimento do pensamento e a intervencao é necessaria porque, a partir dos
estimulos provocados pelo professor, a crianca serd capaz de refletir sobre suas agoes,

explicar fatos observados e caminhar em direcdo da estruturacdo do conhecimento.

O trabalho de Van Hiele fundamenta-se na teoria de que o desenvolvimento mental
estd ligado as mudancas cognitivas dos alunos e em experiéncias educacionais e, esta baseada
em trés elementos: a influéncia da psicologia de Gestalt, uma forte base estruturalista e a

preocupagao com a didatica matematica.

3.4 OS PCNEM

O enfoque dado a Geometria pelos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio - PCNEM evidencia sua contribuicao para o desenvolvimento dos cidadaos através
do desenvolvimento humano. Costa, Bermejo e Moraes (2009) refor¢am essa idéia quando

expressam:

O estudo da Geometria Espacial é de suma importancia para o desenvolvimento da capacidade de
abstracao, resolucao de problemas praticos do quotidiano, estimar e comparar resultados, reconhecer
propriedades das formas geométricas (COSTA; BERMEJO; MORAES, 2009, p. 1).
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Além de afirmarem que as salas de aula ainda nao retratam novos tempos no que

tange ao Ensino de Geometria Espacial.

(...) [AJo nos depararmos com a realidade em sala de aula, no ensino de Geometria Espacial,
observamos que os discentes estao presos a formulas e em sua maioria ndo conseguem relacionar
conceitos, identificar os elementos do sélido ou ainda estabelecer relagao entre dois sélidos, isto se
deve muitas vezes a deficiéncias de conceitos bésicos da Geometria Plana e mesmo da Geometria
Espacial (COSTA; BERMEJO; MORAES, 2009, p. 2).

As dificuldades que os alunos encontram em reconhecer as figuras geométricas
(planas e tridimensionais) podem ocorrer como consequéncia da negligéncia dos préprios
professores, que trazem deficiéncias em seu processo de formacao. Essas deficiéncias podem

estar relacionadas a varios fatores, entre os quais:

Auséncia de trabalho com a geometria de posi¢ao; auséncia de trabalho com o Desenho Geométrico;
desvalorizacao, por parte de muitos professores, das representacoes bidimensionais e tridimensionais
de figuras geométricas, com a valorizacdo da aprendizagem mecénica de conceitos e principios
geométricos; auséncia de trabalho com a Geometria Espacial Métrica, em que os alunos sao levados
ao estudo dos poliedros e corpos redondos e tém a possibilidade de fazer suas representacdes planas
(COSTA; BERMEJO; MORAES, 2009, p. 3-4).

Situar o estudo da geometria como um conteido de dificil compreensao corresponde
com o pensamento de Vidaletti (2009) de que os alunos terminam o Ensino Médio sem ter

uma base nesse conteudo.

Ao definir o enfoque da pesquisa, podemos pontuar:

A escolha em trabalhar com Geometria Espacial advém da constatagio de que os alunos néo
aprendem esse conteido da forma como deveriam, chegando ao final do Ensino Médio sem ter tido
a oportunidade de construir o seu conhecimento (VIDALETTI, 2009, p. 14).

Assim, uma aprendizagem significativa dos conceitos referentes a esse contetido deve
permitir maior interacao com os processos, assim como uma ligacao entre os conhecimentos

que os alunos ja tém e o que desejam adquirir.

Aprender significa interiorizar a¢oes e mudar comportamentos por meio de partici-
pacao ativa dos educandos no processo de ensino-aprendizagem. Um estudo significativo,
por exemplo, a respeito da Geometria Espacial, deve partir dos conhecimentos prévios,
trazidos pelos alunos, nos anos anteriores, em disciplinas diferentes da Matematica. No
entanto, nem sempre a postura pedagdgica dos professores é condizente com esta exigéncia,
especialmente porque a constatacao de que os educandos tém muitas dificuldades, especial-
mente em relacao a visualizagdo da terceira dimensao das formas geométricas espaciais se

transforma em certeza e nem sempre é trabalhada como deveria ser (VIDALETTI, 2009,
p.13).
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Se, por um lado, uma das dificuldades no aprendizado da geometria recai sobre
as limitagoes de visualizacao, por outro, estudos mostram que a utilizagdo de softwares
possibilita, em parte, a superacao desse limite. Richit, Tomkelski e Richit (2008) apresentam
como superacao da deficiéncia de visualizagdo no estudo da Geometria Espacial a utilizagao

de softwares.

Sabemos que muitos elementos e propriedades inerentes a Geometria Espacial
deixam de ser compreendidos em funcdo da abordagem desse contetido basear-se em
representacoes estaticas, como aquelas usadas em livros didaticos. Essa deficiéncia da
Geometria Espacial vem sendo gradativamente superada, a medida que softwares de

Geometria Dinamica sao desenvolvidos e incorporados a pratica de sala de aula (RICHIT;
TOMKELSKI; RICHIT, 2008, p. 2).

Embora a presenca do computador na pratica de sala de aula através de softwares
nao seja capaz por si so de resolver o problema, nao se pode negar que essas ferramentas
podem colaborar significativamente com a aprendizagem dos alunos, dinamizando os
processos arduos do ensino e tornando-os mais amenos. Silveira e Bisognin reforcam esse

valor dos softwares no ensino de Geometria:

A utilizagdo do computador e dos softwares educacionais como recursos pedagoégicos auxiliam
os professores a tornar as aulas mais atraentes e resgatando o interesse do aluno pelo estudo da
Matemadtica [...] A interface dindmica, a interatividade que esses programas propiciam e os recursos
de manipulacdo e movimento das figuras geométricas que se apresentam na tela do computador
contribuem no desenvolvimento de habilidades em perceber diferentes representacoes de uma mesma
figura (SILVEIRA; BISOGNIN, 2008, p. 1).

Os instrumentos advindos com o avango das tecnologias devem ser filtrados pelos
profissionais, evitando assim o crédito em excesso ou o total descaso em seu uso. Ambas
as possibilidades podem representar prejuizos aos sistemas educacionais. Pautando-se pelo
estudo da Geometria Espacial, percebe-se que as tecnologias muito podem contribuir em
representacoes que favorecam o entendimento de sélidos e suas propriedades. Os softwares
permitem uma interacao dinamica, que se inicia com o desenho e se estende através das

investigacoes desencadeadas pela sua movimentacao.

Assim, os diversos recursos descobertos pelos alunos podem ser contemporaneos,
embora os muitos aprendizados, em primeiro momento, sejam apenas uma apropriacao
do que a humanidade ja conseguiu evoluir. Isso representa a base para que esses alunos
possam contribuir com progressos ainda mais significativos em sua trajetéria. Ao concluir
o Ensino Médio, espera-se que os estudantes possam estar preparados para novas etapas,
como a escolha profissional, e que o conhecimento adquirido nao seja restrigdo aos proximos

desafios.

Conforme se 1é nos Parametros Curriculares Nacionais:
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As novas tecnologias da comunicagéo e da informagio permeiam o cotidiano, independente do espago
fisico, e criam necessidades de vida e convivéncia que precisam ser analisadas no espaco escolar. A
televisao, o radio, a informaética, entre outras, fizeram com que os homens se aproximassem por
imagens e sons de mundos antes inimaginéaveis. Descobertas humanas foram pensadas para o homem
e assim devem ser entendidas. Os sistemas tecnolégicos, na sociedade contemporanea, fazem parte
do mundo produtivo e da pratica social de todos os cidadaos, exercendo um poder de onipresenca,
uma vez que criam formas de organizacio e transformacio de processos e procedimentos (BRASIL,
1999, p. 132).

3.5 ANALISE DOS DOCUMENTOS OFICIAIS PCN+ (2002) E OCEM
(2006)

A intencao nesta etapa de trabalho é realizar uma sintese dos documentos oficiais
PCN+ Ensino Médio: Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros Cur-
riculares Nacionais (BRASIL, 1999) e as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio
(BRASIL, 2006); e analisar como tais documentos apontam o Ensino da Matemadtica, em

particular da Geometria, no contexto educacional da escola publica.

Em uma primeira analise dos documentos oficiais, verificamos que o objetivo desses
materiais é contribuir para o sucesso da educagao, estabelecer um dialogo na comunidade

escolar e repensar sobre a pratica do professor.

Esses documentos tém por premissa dar qualidade ao ensino basico, servindo como
subsidio para as escolas, de tal maneira que as mesmas propiciem aos alunos condigoes
indispensavel para o enfrentamento das questoes sociais do mundo moderno, de tal forma

que os alunos se tornem cidadaos democratizados e culturais efetivamente.

Em uma andlise particular dos PCN+ (BRASIL, 1999), as diretrizes e pardmetros
que organizam o Ensino Médio mostram a Matematica integrando a mesma &area do
conhecimento que a Biologia, a Fisica e a Quimica. Essas disciplinas, de acordo com o
documento, sao ciéncias que tém em comum a investigagao da natureza e dos desenvol-
vimentos tecnolégicos, compartilham linguagens para a representacao e sistematizacao
do conhecimento de fendmenos ou processos naturais e tecnologicos, com a definicao da
area das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias. As disciplinas dessa area
compoem a cultura cientifica e tecnoldgica, que, como toda cultura humana, é resultado e

instrumento da evolugao social e econémica, na atualidade e ao longo da historia.

A Matematica segundo os PCN+ (BRASIL, 1999) tem apresentado um papel
importante ao servir outras areas do conhecimento para dar sentido e entendimento a
alguns objetos de estudo, além de ter o seu significado em si mesmo dentro da sua area
de concentragao. Ela é presenca certa e marcante na formacao do aluno como cidadao,
contribuindo para que este se torne uma pessoa consciente e auténoma, em uma sociedade

capitalista e competitiva de um mundo globalizado.
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No ensino médio, etapa final da escolaridade basica, a Matematica deve ser compreendida como
uma parcela do conhecimento humano essencial para a formacgdo de todos os jovens, que contribui
para a construcao de uma visdo de mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver

capacidades que deles serdo exigidas ao longo da vida social e profissional (BRASIL, 1999, p. 108).

Machado (2001) se refere ao Ensino Médio e diz que é importante lembrar que, a
area da ciéncia e tecnologia deve estar a servigo do ser humano. A educagao nao pode
ter no centro de suas a¢des somente questdes abalizadas no desevolvimento econdmico. E
necessario ter uma visao do cidadao como um todo, que serd preparado de certa forma
nesse nivel de ensino para o mercado de trabalho, para dar continuidade aos estudos e

para viver em sociedade.

Os PCN+ (BRASIL, 1999) destacam que o objetivo da escola é preparar o aluno
para um aprendizado permanente e prepara-lo para a vida. E cada escola e grupo de
professores devem propor um trabalho pedagdgico que permita o desenvolvimento das

competéncias almejadas.

Os PCN+ (BRASIL, 1999) também sinalizam a importancia de se fazer uma
analise dos recursos de ensino e dos métodos de abordagem para o desenvolvimento do
conhecimento do aluno, o cuidado com o tempo de ensino e de aprendizagem e dos espagos
para que isso ocorra. Para isso, os temas selecionados devem ter relevancia cientifica e
cultural. Isso significa que, além das justificativas relativas as aplicacoes e a linguagem,
sua importancia esta em seu potencial explicativo, que permite ao aluno conhecer o mundo

e desenvolver sentidos estéticos e éticos em relacao a fatos e questoes do mundo.

As Brasil (2006) é um documento criado pela Secretaria de Educagao Bésica, por
intermédio do Departamento de Politica do Ensino Médio, tem como meio a apresentagao
de um conjunto de reflexoes que enriqueca a pratica docente. A proposta inicial para a
formacgao do documento foi desenvolvida a partir da necessidade expressa em encontros
e debates com os gestores das Secretarias Estaduais de Educacao e pesquisadores que

discutiam questoes relativas ao ensino de diferentes disciplinas.

O documento deixou claro que foram retomadas discussoes sobre os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio, nao s6 no sentido de aprofundar a compreensao
sobre os pontos que mereciam esclarecimentos. As discussoes tinham como diretriz apontar
e desenvolver indicativos que pudessem oferecer alternativas didatico-pedagodgicas para a
organizagao do trabalho pedagogico, a fim de atender as necessidades e as expectativas

das escolas e dos professores na estruturacao do Curriculo para o Ensino Médio.
De acordo com Machado (2001, p.160):
O objetivo da educacgao em todos os niveis é a construgdo da plena cidadania, entendida justamente

como a elaboragdo de instrumentos de articulagdo entre projetos individuais e coletivos. A especifi-

cidade do ensino médio estd associada & natureza dos instrumentos ou podem estar disponiveis
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nessa faixa etdria.

Neste sentido, as OCEM foram elaboradas para contribuir com a articulagao entre

a pratica pedagogica docente e as disciplinas das areas do conhecimento.
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4 APLICACAO DAS ATIVIDADES E PRATICAS DE AULA

Neste capitulo serao apresentadas algumas atividades colocadas em praticas, apre-

sentando as aulas e a expectativa do professor.

As aplicacoes das atividades foram feitas em duas turmas da 2% série do Ensino
Médio, em anos diferentes, sendo uma em 2011 e a outra em 2012. Buscou-se assim uma

avaliacao mais detalhada das atividades.

4.1 A ESCOLA E A TURMA

As atividades foram aplicadas na Escola Estadual “Professora Maria Aparecida
Rechineli Modanezi”, escola situada na periferia do municipio de Pilar do Sul, integrante
da Diretoria de Ensino de Votorantim no estado de Sao Paulo. Com nove salas e 21 turmas
(divididas em trés periodos), a escola atende cerca de 700 alunos distribuidos em turmas

que vao do 6° ano (5 série) do Ensino Fundamental a 3* série do Ensino Médio.

A escola consta com um quadro de 42 professores, dos quais destes 21 sdo efetivos,
e com uma equipe de gestores integrados e colaborativos. A escola busca melhorar os
indices do SARESP e IDESP, visto que a escola é assistida pela equipe de Professores
Coordenadores da Oficina Pedagégica (PCOPs), recebendo o titulo de Escola Prioritéria.

Vejamos o seguintes quadros sobre o IDESP da escola

Figura 29 — IDESP - Ensino Fundamental da E.E. “Professora Maria Aparecida Rechineli

Modanezi”
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Figura 30 — IDESP - Ensino Médio da E.E. “Professora Maria Aparecida Rechineli Modanezi”
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Com as informagoes sobre a escola, podemos ter uma base do ambiente desafiador
ao docente. Assim, procuramos desenvolver o trabalho visando & eficaz aprendizagem dos

alunos.

4.1.1 TURMA 2011

A turma 2011 era formada por alunos participativos e com gosto pela Matemaética.
Havia uma boa interacao entre o professor e os alunos, em razao desta turma ter sido
acompanhada pelo professor ha dois anos, havendo assim uma continuidade no processo de
ensino aprendizagem e dos contetdos apresentados pelo Curriculo Estadual. Essa turma
serviu de observacao e deu inicio aos estudos das atividades que serao descritas nesta

pesquisa.

4.1.2 TURMA 2012

A turma 2012 contava com vinte e cinco alunos, sendo apenas quatro do sexo
masculino. Esta turma apresentava um rendimento regular, pois nao era muito participativa
e apresentava pequenos deficits de aprendizagem tanto na algebra como na geometria. Partes
desses alunos participavam da Associacao de Protecao ao Adolescente Pilarense - APROAPI,
entidade que trabalha com menores carentes fornecendo formacgoes diversificadas através

de cursos, visando & inser¢do do menor no mercado de trabalho (Guarda Mirim).

4.2 RELATORIO DAS ATIVIDADES

As atividades aplicadas para a turma 2011 serviram como norteadoras para o
aprimoramento e reflexdo das mesmas atividades a serem aplicadas para a turma 2012.
Relataremos com maior relevancia as atividades aplicadas a turma 2012, pois como

comentado anteriormente apresentavam maior defasagem.

4.2.1 ATIVIDADE 1 - SONDAGEM

Tema Conhecendo melhor os alunos.

Objetivo Principal Realizar uma sondagem dos conhecimentos ja adquiridos pelos alunos

quanto ao tema Geometria.

Objetivo Secundario tracar um panorama dos alunos e criar um melhor direcionamento

das novas atividades.

Tempo previsto uma aula (50 minutos).

Material Folha impressa.

Descrigao da atividade: Cada aluno recebeu um questionario contendo conceitos e
propriedades sobre as figuras planas, além do calculo da area de algumas figuras. O

questionario foi respondido individualmente, sem comentarios do professor.
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Os resultados apresentados, foram preocupantes. Os alunos mostraram inseguranca

e confusao entre os conceitos e as propriedades envolvidas nas diferentes questoes.

Apos andlise dos resultados tomamos uma nova postura e partimos para o trabalho
em sala de aula buscando abordar diferentes conceitos basicos da Geometria Plana e

Espacial.

4.2.2 ATIVIDADE 2 - ESTUDANDO RETAS COM O USO DE BARBAN-

TES

Tema Estudo da reta no plano e suas posicoes relativas.

Objetivo Principal Abordar as posigoes relativas de duas retas no plano e no espaco.

Objetivo Secundario Através de objetos manipulativos levar os alunos a entenderem como
podem se comportar duas retas ou mais no plano e no espago.

Tempo previsto duas aulas (100 minutos).

Material Dois pedacos de barbante, sendo um com oito metros e outro com
dois metros.

Descricao da atividade: Considerando o barbante como representacao de uma reta,
com a ajuda de dois alunos e tendo a lousa como um plano, fixamos nela o barbante
maior. Com o barbante menor o professor foi criando situagoes que buscaram explorar a
posicao das retas no plano e os conceitos sobre as posi¢oes das retas: paralelas, coincidentes,

concorrentes e perpendiculares.

Para instigar os alunos foi colocado um desafio: um dos alunos no canto da sala
segurou juntas as pontas de dois barbantes e em outro canto, colocou-se o barbante

separado, assim partiu-se para os questionamentos para os demais alunos da sala:

1. Esses barbantes representam retas paralelas?
Muitos responderam de imediato que sim, pois tomou como base apenas um setor
do barbante que visualmente aparentavam paralelos.
2. O que sao retas paralelas?
Alguns apresentaram o conceito de retas paralelas enfatizando que elas nao se
interceptavam.
3. As retas paralelas se encontram em algum ponto?
As respostas apresentadas foram nao. Neste ponto o professor verificou que os alunos
haviam compreendido o conceito, mas visualmente ainda apresentavam dificuldades.
4. Assim verifiquem novamente o barbante!

Os alunos verificaram que os barbantes se encontravam na mao do colega no canto
da sala, e rapidamente mudaram de opinido. Assim, poderam vivenciar de forma

concreta e visualizar o conceito de retas paralelas.
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Ao abordar o conceito de retas concorrentes e depois o de retas perpendiculares, o
professor procurou explorar e enfatizar a observacao dos angulos. Com o uso de um
transferidor de madeira grande e com a ajuda de mais um aluno foi possivel realizar
as medidas em graus dos angulos formados pelos barbantes, permitindo desta forma
uma visualizagdo e maior compreensao das propriedades envolvidas entre duas retas

no plano.

Apos esse trabalho o professor partiu a exploracao das posi¢oes entre duas retas no
espaco, abordando os conceitos de retas reversas e ortogonais, sempre enfatizando se

haveria ponto de intersec¢ao e a medida dos angulos compreendidos entre as retas.

Ao abordar esses conceitos o aluno presenciou e visualizou no espago o que estava
ocorrendo, permitindo ao professor trabalhar na lousa com a nomenclatura e a

representacao das retas do espago no plano.

Em continuidade a atividade, foi colocada em uma das carteiras a frente da sala,
uma pilha com seis livros, representando um paralelepipedo, assim novas indagacoes
deram inicio:

Que solido essa pilha de livro representa?

Alguns responderam “uma caixa”, “um tijolo”, até chegar ao nome paralelepipedo.

O porqué desse nome?

Apés algumas respostas um dos alunos apresentou que é devido aos “lados iguais
serem paralelos”. O professor parabenizou pela observagao e prosseguiu com as

indagacoes.

O que seria face? Aresta? Vértice?

Apresentaram: Faces: “sdo os lados”, Arestas - “s@o os pauzinhos”, Vértices - “sdo os
cantos”.

Ha aqui na sala outro objeto que possui o mesmo nimero de faces?

Apresentaram o armario e a sala.

Apos cada questionamento o professor seguiu com a reflexao, sempre aproveitando

as palavras dos alunos para chegar ao conceito “matematico”.

Seguindo com a atividade foi proposto aos alunos que tomassem a pilha de livros como
um paralelepipedo e por suas arestas passavam retas, representadas pelo barbante.

Com a ajuda de alguns alunos foi possivel realizar as seguintes observacoes:

Fixando uma das retas e nomeando-a de reta t e considerando outras retas represen-
tadas pelo barbante, qual posicao essa nova reta estd representando em relagao a
reta t7
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Com esta atividade foi possivel analisar a posicao das outras retas contidas nas

arestas do paralelepipedo em relagao a reta t, fixada anteriormente.

Apos essa exploracao visual com os barbantes, partimos para o trabalho escrito, com
o objetivo de avaliar os conceitos discutidos em sala de aula. Os conceitos e propriedades
sobre retas paralelas, perpendiculares, coincidentes, concorrentes, reversas e ortogonais

foram explorados.

Os resultados apresentados no trabalho escrito foram satisfatérios. Através da
manipulacao e da visualizacao dos conceitos os alunos mostraram que compreenderam as

diferentes posigoes das retas e suas nomenclaturas.

4.2.3 ATIVIDADE 3 - TRABALHANDO COM CANUDOS

Tema Trabalhando com figuras planas e suas propriedades.

Objetivo Principal Explorar a nomenclatura das figuras planas quanto a seus lados e
angulos.

Objetivo Secundario Buscar o trabalho coletivo e a troca de experiéncias.

Tempo previsto duas aulas (100 minutos).

Material Dez canudos de refrigerantes e um metro de barbante.

Descricao da atividade: Os alunos distribuidos em duplas receberam diversos canudos
de diferentes cores e um barbante. Solicitamos que cortassem os canudos com medidas

diferentes e montassem algumas figuras com o barbante passando pelo meio dos canudos.

Partimos para as seguintes construcoes:

1. Unindo um canudo vermelho com 10 cm, um azul com 6 cm e um verde com 8 cm.

Qual figura vocé formou? O que vocé percebe?

2. Unindo um canudo vermelho de 10 cm, dois roxos de 10 cm. O que vocé percebe? Quais

medidas dos dngulos internos, qual(is) propriedade(s) vocé consegue conjecturar?
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3. Unindo um canudo azul com 6 cm, outro azul com 3 cm e um terceiro também azul

com 10 cm. O que vocé percebe? Qual observagao vocé pode relatar?

4. Com os canudos roxos, todos com 10 cm, forme um quadrado. O que vocé pode
relatar a respeito dos angulos internos? Se alterar os angulos internos, qual figura

surgira?

5. Usando dois canudos vermelhos com 12 ¢m cada e dois roxos de 10 cm cada, qual

figura vocé consegue formar. Quais propriedades vocé pode relatar?

6. Usando quatro canudos com tamanhos diferentes, qual figura vocé consegue formar?
Realize as medidas dos dngulos internos e relate suas observagoes. Qual o nome dessa

figura?
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7. Relate o que vocé achou do trabalho de exploracao das figuras usando canudos?

Durante esta sequéncia de atividades, o professor acompanhou os passos e sempre
procurou responder as questoes levantadas pelos alunos com outras questoes, levando
os alunos ao auto-questionamento. Apds esse momento, partiu para um trabalho na
lousa buscando a formalizacao dos conceitos e propriedades envolvidas nas figuras planas

abordados com os canudos, abrindo a discussdo de como sera o cédlculo de area de uma
figura plana.
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4.2.4 ATIVIDADE 4 - CALCULANDO AREA

Tema

Desenvolvendo o conceito de area e unidade quadrada.

Objetivo Principal Explorar o célculo de drea do quadrado, retangulo e triangulo, bus-

cando a formalizagdo e demonstragao?

Objetivo Secundario Desenvolver a idéia de metro quadrado. Trabalhar com a diferenca

entre area e perimetro.

duas aulas (100 minutos).

Tempo previsto
Material

Papel quadriculado, régua e lapis de cor.

Descricao da atividade: Com o uso do papel quadriculado, o professor solicitou aos

alunos que desenhassem diversas figuras, como retangulos, quadrados, tridngulos e trapézios.
Vejamos:
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O professor solicitou aos alunos que calculassem a area das figuras desenhadas por
eles, tomando como unidade de medida o quadradinho de 1 por 1 (unidade ao quadrado).

Os alunos partiram para o calculo da seguinte maneira:

Uns partiram para a contagem dos quadradinhos que compdem a figura, chegando

a realizar conjecturas como:

e A area do quadrado ¢ igual & quantidade de quadradinhos que compoem o lado vezes

ele mesmo.
e A area do retdngulo ¢é igual ao nimero de quadradinhos que compoem seu lado maior
vezes o numero de quadradinhos que compoem seu lado menor.

De forma intuitiva os alunos foram criando equagodes para o calculo de figuras

quadrangulares.

O professor neste momento agia como instigador de situacoes, como por exemplo:

Se o retangulo fosse o dobro do comprimento e o dobro da largura, qual seria a nova

area?

No caso do triangulo retangulo, qual seria sua area?

e Que conjecturas vocé pode apresentar?

No caso do trapézio, como vocé faria para calcular a area dessa figura?

Desta forma, os alunos vivenciaram a construgao das equagoes para o calculo de
area de diferentes figuras e através da decomposicao de figuras foi possivel compreender o

calculo de areas de diferentes figuras, como por exemplo, o trapézio.

O professor partiu entdao para a formalizacao do conceito de unidade quadrada,
explorando o conceito de metro quadrado. Permitindo que os préprios alunos apresentassem
e explorassem o calculo da area da sala de aula. Fazendo uso de uma trena fornecida pelo

professor, foram realizadas as medidas das dimensoes da sala, determinando sua area.



107

Isto permitiu ao professor explorar o conceito de perimetro, mostrando a diferenca
entre perimetro e area, confusdo muito comum encontrada em nossos alunos tanto do

Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio.

4.2.5 ATIVIDADE 5 - CALCULO DA AREA TOTAL DE UMA EMBALA-

GEM

Tema Desenvolver o conceito de area e unidade quadrada.

Objetivo Principal Explorar o calculo de area lateral e total de um paralelepipedo de
base retangular e de base quadrada. Representar no plano uma figura
tridimensional.

Objetivo Secundario Compreender a necessidade do cédlculo de area.

Tempo previsto duas aulas (100 minutos).

Material Embalagem de leite Tetra Pak, régua e caneta.

Descricao da atividade: O professor partiu para o trabalho com embalagens, buscando
calcular a area total do material usado para a fabricacao da mesma. O professor, junto
com os alunos, quadriculou cada face das embalagens de leite Tetra Pak e da caixa de giz

utilizando quadradinhos de um centimetro quadrado como mostra a figura 31

Figura 31 — Embalagens quadriculadas

Os alunos manipularam a embalagens, conferiram as medidas e partiram para o
calculo das areas da base, das faces laterais e por fim a area total do papel usado para

fabricar aquelas embalagens. Ver figura 32
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Figura 32 — Transcrigbes dos alunos para as embalagens quadriculadas
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Apos esses calculos o professor deixou como desafio para casa que tomassem outra
embalagem também de um litro e calculassem a area total da embalagem. Na aula seguinte

a maioria dos alunos apresentou a embalagem da bebida a base de soja, que possui a
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embalagem com base quadrada e mais alta em relacdo a embalagem de leite. Fez-se assim

uma reflexdo entre os alunos quanto ao formato e o valor encontrado. Vejamos:

Embalagem da bebida de soja: 7,2 cm comprimento, 7 cm largura e 20 cm de altura

tendo 4rea total de 668,8 cm?.

Embalagem de leite: 9,5 cm comprimento, 6,4 cm de largura e 16,6 cm de altura
tendo area total de 649,48 cm?.

e Ambas tem um litro, mas a que tem base quase quadrada tem altura maior, e a que
tem base retangular tem altura menor. A primeira embalagem usa mais papel do

que a segunda embalagem. Por que as empresas nao usam a segunda embalagem?

Apods esse questionamento partimos para um debate sobre o armazenamento, sobre
a facilidade para a dona de casa, sobre conceitos de logistica, abrindo um leque de analises

que junto com outras disciplinas poderia ser trabalhado na forma de projetos.

Em um segundo momento, o professor partiu para a representacao no plano da
embalagem tridimensional. Colocando a embalagem sobre a mesa pediu que os alunos

desenhassem a embalagem como eles estavam vendo.

Apés alguns minutos pediu para o aluno que estava a frente no canto direito da
sala mostrar seu desenho a toda sala. O mesmo fez os alunos do centro e do lado esquerdo

da sala. O que esta diferente?

Os alunos afirmaram que o da direita e o da esquerda estavam “tortos”. Apos
essa afirmacao, o professor foi a lousa e explicou como poderia representar a embalagem.
Inicialmente observou as arestas e as desenhou. Desta forma, foi explorando diferentes
posicoes da embalagem permitindo com que os alunos criassem a visao tridimensional no

plano. Na figura 33 mostramos algumas das analises.

Figura 33 — Visao tridimensional - Andlises dos alunos

O professor trabalhou também com a representacao de um prisma de base triangular.

Com o uso de uma folha sulfite construiu a representacao de um prisma com a base e a
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tampa abertas. Procedeu da mesma maneira descrita anteriormente.

O professor criou situagoes que estabelecessem medidas para as arestas do prisma
e pediu aos alunos que calculassem a medida da area total do prisma. Os célculos

foram realizados satisfatoriamente pois eles calcularam por partes, exercitando assim

a interpretacao do desenho.

4.2.6 ATIVIDADE 6 - PRISMAS

Tema Desenvolvendo o conceito de volume.

Objetivo Principal Desenvolver o calculo de volume do paralelepipedo e construir o
entendimento sobre a equagdo para o calculo do volume.

Objetivo Secundario Com o uso de materiais manipulativos desenvolverem e compreender
o calculo do volume de sélidos.

Tempo previsto trés aulas (150 minutos).

Material Folha com a planificacdo de um cubo, lapis de cor, tesoura e cola.

Descricao da atividade: O professor iniciou a atividade com o conceito de metro cubico,

questionando os alunos:

1. Vocés sabem o que é um metro ctibico?

2. Vocés conhecem situagoes que apresentam essa unidade de medida? Cite exemplos?

As respostas apresentadas nao fugiram muito das apresentadas na Atividade 1 -

Sondagem. O professor mostrou um cubo feito de cartolina, e explorando o ntimero de
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faces, arestas e vértices, ficou bem claro que “um cubo possui seis faces regulares” O
professor voltou a falar sobre a unidade de medida metro cubo, aplicando a idéia de que

seria “uma caixa regular” onde a dimensao das arestas é de um metro.

Um dos alunos comentou que a conta de agua de sua casa vem escrita que o consumo
é de oito metros cubicos e gostaria de saber o que isso significa. Este comentéario permitiu
ao professor explorar que em um recipiente de um metro ctibico cabem exatamente 1000
litros de 4dgua e que a conta de 8 m® equivale ao consumo de dgua de 8000 litros. Assim,

foi possivel escrever que 1 m® = 1000 litros.

Apés essa explanacao partimos para a confeccao de cubos de arestas medindo 4
cm. Cada aluno era responsavel por construir cinco unidades, podendo variar nas cores.

Conforme mostra a figura 34.

Figura 34 — Construcdo dos cubos.

Apbs essa construgao o professor confeccionou um paralelogramo sem tampa de
dimensoes 20 cm de comprimento, por 16 cm de largura por 12 cm de altura afirmando
para os alunos que dentro daquele paralelogramo (caixa) caberiam sessenta cubos. Muitos
duvidaram. Ap6s a confecgao dos cubos um a um foram sendo colocados na caixa e ao

completar a primeira camada couberam vinte cubos. Ver figura 35.
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Figura 35 — Caixa e cubos.

Logo um dos alunos falou:

— Que legal professor, pois se cabem vinte cubos na primeira camada e a caixa tem
doze centimetros de altura, logo caberiam trés camadas iguais a primeira, tendo entao

sessenta cubos para completar a caixa.

Desta forma, o professor encaminhou a afirmacgao do aluno, dizendo o que ela estava
fazendo era o calculo do volume da caixa usando o cubo que construimos como unidade

de medida e que dentro do paralelogramo cabem 60 unidades do cubo unitario.
Usando o paralelogramo construido o professor perguntou aos alunos:

— Se o cubo tomado como unidade de medida nao fosse o de 4 cm de aresta e sim

um com 1 cm de aresta, quantos cubos iguais caberiam dentro desse paralelogramo:
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Todos os alunos estavam envolvidos com a atividade e logo um apresentou a seguinte

resposta:

— Se na caixa cabem 60 cubos do de aresta 4 cm e cada um desses cabem 4 x4 x4 = 64

cubos de aresta 1 cm, logo na caixa cabem 60 x 64 = 3840 cubos de 1 cm de aresta.

O professor parabenizou o aluno pelo raciocinio e pediu que explicasse para toda a
sala suas conclusoes. Desta forma, houve uma boa interagao entre os colegas sobre esse
raciocinio. Ao final, o professor interveio mostrando que esse cubo que tem como medida 1

cm de aresta é a unidade de medida padrao de volume, o cm?.
Uma aluna concluiu usando o seguinte calculo:

— Sabemos que a caixa tem 20 cm de comprimento, por 16 cm de largura e 12 cm
de altura. Desta forma, usando a base temos 20 cm por 16 cm, se fossemos colocar uma
camada de cubos com altura de 1 cm caberiam 20 x 16 = 320 cubos. Sabendo que a altura
¢ 12 cm teriamos 12 camadas de 1 cm. Portanto, 320 x 12 = 3840 cubos. Como o professor
falou, 3840 cm?.

Usando esse pensamento, o professor partiu para a lousa buscando a forma algébrica

para o calculo do volume de um paralelepipedo. Assim,
Volume = comprimento x largura x altura
Ou ainda,
Volume = Area da base x altura

Isto é,
V= Abase X h (4.1)

Por fim, o professor pediu aos alunos que calculassem o volume de outros paralelepi-
pedos como por exemplos, as embalagens ja vistas nas atividades anteriores. Propos também
que calculassem o volume do prisma de base triangular. Os alunos nao apresentaram

dificuldades para o céalculo e fizeram uso da equacao 4.1.

4.2.7 ATIVIDADE 7 - CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

Tema Redescobrindo o ntimero 7 e o célculo da area do circulo.

Objetivo Principal Desenvolver o conceito de comprimento da circunferéncia e o célculo

da area do circulo.

Objetivo Secundario Rever conceitos de niimero irracional e estabelecer relagoes entre o

raio e o didmetro de uma circunferéncia.

Tempo previsto uma aula (50 minutos).

Material Embalagens cilindricas e objetos circulares.
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Descricao da atividade: O professor iniciou esta atividade com um trabalho de revisao
sobre o conceito do nimero 7, do comprimento e da area de uma circunferéncia. O professor
pediu para os alunos que trouxessem de casa objetos e embalagens circulares para tomar

as medidas do comprimento das circunferéncias que elas formavam.
O professor preparou tabela 4 com a ajuda de alguns alunos.

Tabela 4 — Medidas do comprimento das circunferéncias/didmetro de varios objetos.

Objeto/Embalagem | Comprimento da | Comprimento do | Co/d
circunferéncia (Co) didmetro (d)

Lata e lixo 59,5 cm 19 cm 3,13

Achocolatado 37.3 cm 11,8 cm 3,16

Leite Condensado 20,5 cm 6,5 cm 3,15

Corretivo 6,5 cm 2 cm 3,25

Moeda de R$ 1,00 7 cm 2,2 cm 3,18

As medidas foram realizadas com ajuda de um barbante que era envolvido em
torno da embalagem e depois esticado era medido com a régua. Buscou-se com a atividade
mostrar que o numero 3,14..., chamado de pi, e representado pela letra grega 7, nao ¢ um
numero qualquer. Trata-se de um ntimero irracional que como os outros esta presente na
natureza e que ¢é facilmente observado em todas as circunferéncias. O professor foi a lousa
e explorou os seguintes célculos: Co/d = 7. Temos que Co = dmr, e como sabemos que

d = 2 vezes o raio, temos Co = 2r.

Apéds essa explanacgao o professor passou ao calculo da area do circulo. Desenhou
na lousa um circulo e o dividiu em um nimero grande de partes, conforme mostra a figura

36 abaixo.

Figura 36 — Decomposicao do circulo em partes

Com essa separacao o professor propds que se pode “abrir” o circulo e reagrupar as
partes de outra maneira que a nova figura seja um paralelogramo de altura aproximada-

mente igual ao raio r e comprimento 27r. Temos:
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A, = (27r7) /2 = 7r?

Como atividades para casa, o professor propos: dado um cilindro com 20 cm de
altura e 5 cm de raio qual seria a area total desse cilindro? Se este cilindro fosse feito com

cartolina, qual a area de papel necessaria para construi-lo com as dimensoes citadas?

Na aula seguinte, o professor perguntou quem havia conseguido realizar a tarefa de
casa. A grande maioria apresentou que nao conseguiram pois para calcular a area lateral
era dificil. Um aluno realizou o calculo planificando o cilindro. O professor pediu que ele
fosse a lousa e explanasse sua idéia. Ele explicou aos seus alunos como fez e os demais
conseguiram compreender o raciocinio, cabendo ao professor fortalecer a situacao. Foi um
momento muito produtivo, pois o professor verificou que houve troca de informacoes e de

compreensao entre os alunos. Um ajudava o outro a entender o que estava se passando.

4.2.8 ATIVIDADE 8 - CILINDRO

Tema Volume de um cilindro.
Objetivo Principal desenvolver o calculo de volume do cilindro
Objetivo Secundario com o uso de materiais manipulativos desenvolver e compreender o

calculo do volume do cilindro.

Tempo previsto trés aulas (150 minutos).

Material Barbante, régua, EVA, compasso, tesoura, transferidor, canudo de

refrigerante e alfinete.

Descricao da atividade: Iniciamos com a confeccao de circulos em EVA com 10 cm de
didmetro de forma que pudéssemos colocar uns sobre o outro formando um cilindro. Com
essa pilha de circulos o professor iniciou alguns questionamentos junto aos alunos, com o

objetivo de que eles construissem e compreendessem o calculo do volume de um cilindro.

Muitos alunos partiram usando o raciocinio aplicado para o calculo do volume do
prisma chegando a conclusao que seria da mesma maneira, ou seja, calculando a area
de um circulo e depois multiplicando pela altura do cilindro formado pelos circulos. O

professor expos na lousa algumas situagoes que eles pudessem exercitar os calculos.

Apos essa fase, o professor perguntou aos alunos como poderiamos medir o volume
da caixa d’agua da escola que é da forma de um cilindro. Como poderiamos medir sua

altura sem subir na caixa? Como calculariamos seu raio?

As respostas foram varias, mas rapidamente um dos alunos apresentou que para
medir seu raio bastava medir o comprimento da circunferéncia formada pela base da
caixa d’agua. Usando um barbante e medindo o comprimento desse barbante teriamos o
comprimento da circunferéncia. Dividindo o valor encontrado por 27?7 (aproximadamente

6,28) encontrarfamos o valor do raio.
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Para calcular a altura da caixa d’dgua o professor partiu para a lousa e com o uso
da trigonometria mostrou que seria possivel determinar sua altura. Para isso, teriamos
que medir um angulo em especial. O professor partiu para a atividade de construcao de
um teodolito usando transferidor, canudo de refrigerante e um alfinete. Conforme mostra

a figura 37.

Figura 37 — Teodolito

Com ajuda da ponta seca do compasso podemos fazer um pequeno furo no centro
do transferidor de maneira que passe um alfinete. Cortando um pedago de 10 cm do canudo
e furando-o no meio fixamos no transferidor. Mantendo o transferidor paralelamente ao
chao e com certa distancia do objeto ao ser observado, olhamos através do canudo até o
topo do objeto observado. Em seguida anotamos o angulo formado pelo canudo. Ver figura
38.

Figura 38 — Usando o teodolito

Para desenvolver essa atividade o professor e os alunos foram para o patio da escola
avistando assim a caixa d’agua. Os alunos realizaram diversas medidas dos angulos de
observacao e da distancia horizontal entre eles e da caixa d’agua, bem como o comprimento
da circunferéncia da base usando o barbante. Apds essa coleta de medidas voltaram para
a sala de aula onde partiram para o trabalho na lousa representando geometricamente

a situacao vivenciada no patio. Isto permitiu que o professor explorasse os conceitos
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de trigonometria no tridngulo retangulo. Os alunos em duplas realizaram os calculos
considerando as medidas tomadas por eles. Em cada caso obteve-se um valor. O professor
sugeriu que realizassem a média aritmética com os valores encontrados obtendo desta
forma uma boa aproximacao para a altura da caixa d’agua. Ocorreram alguns resultados

com divergéncias entre as duplas decorrente de erros de medidas.
Um dos alunos apresentou a seguinte resposta:

— Professor, a caixa tem oito anéis de 6 palmos cada um. Medindo o meu palmo,
que tem aproximadamente 21 cm, podemos concluir que cada anel tem 6 x 21 cm = 1,26
m. Desta forma, 1,26m x 8 anéis = 10,08 metros. O valor apresentado pelo aluno coincidiu

com trés grupos. A figura 39 mostra esta situacao.

Figura 39 — Medindo a caixa d’agua.

O professor realizou alguns comentérios, comparando os resultados apresentados
pelos alunos. Em seguida propos aos alunos que teria outra maneira de encontrar a altura

da caixa d’agua, utilizando a sombra.

Quanto ao raio da caixa d’ 4gua, o comprimento da circunferéncia medida com o

barbante foi de 5 metros. Os alunos realizaram o seguinte calculo:
5 metros dividido por 6,28 sao aproximadamente 0,79 metro de raio.

Desta forma, foi possivel calcular o volume aproximado da caixa d’agua obtendo o

seguinte resultado:

V = Apge X altura,

ou seja,
V = qr?h

onde h é a altura, substituindo os valores aproximados obtidos para o raio e altura temos:

V =(0,79)% x 10,08 = 19, 7m® = 19700 litros
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Um dos alunos fez o seguinte questionamento:

— Se na escola tem em média 600 alunos e se cada um tomar um copo de 200 ml

de dgua por dia, quanto tempo levaria para acabar essa agua desconsiderando outro tipo

de consumo?

Os alunos realizaram os cédlculos chegando ao valor aproximado de 164 dias, ou

seja, quase um ano letivo de aula pois este é composto de 200 dias. Outros pensamentos

surgiram dando margem para varias reflexdes.

4.2.9 ATIVIDADE 9 - ALTURA DE OBJETOS

Tema

Altura da Pirdmide.

Objetivo Principal

Desenvolver o calculo da altura de um objeto usando sua sombra.

Objetivo Secundario

Desenvolver o conceito de semelhanca de tridngulos.

Tempo previsto

duas aulas (100 minutos).

Material

Pirdmide confeccionada de isopor, lanterna, palito de fésforo e borra-

cha escolar.

Descricao da atividade: O professor confeccionou com os alunos uma piramide de isopor

composta de placas quadradas tamanhos decrescentes segundo a mesma razao. Ver figura

40.

Figura 40 — Confeccdo da pramide

Fixou-se o palito de fésforo na borracha e com o uso da lanterna foi possivel criar

sombras tanto da piramide como do palito. Ver figura 41.
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Figura 41 — Medindo a sombra

O professor junto com os alunos tomou as medidas das sombras e a altura do
palito. O professor trabalhou na lousa a situacao e através de semelhanca de tridngulos

determinou a altura da pirdmide. Ver figura 42.

Figura 42 — Explorando a situagao

Apés ter desenvolvido esse raciocinio o professor junto com os alunos partiram
para o patio onde tomaram as medidas das sombras tanto da caixa d’agua como de um

aluno, de forma a explorar os conceitos trabalhados acima.
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Com essas medidas voltaram a sala de aula e realizaram os calculos verificando
que o valor encontrado foi muito préximo ao encontrado na primeira experiéncia com o

teodolito.

4.2.10 ATIVIDADE 10 - VOLUME DA PIRAMIDE

Tema Volume da Piramide.

Objetivo Principal Desenvolver o calculo do volume da piramide.

Objetivo Secundario Usando objetos manipulativos vivenciar e verificar a equagao do
volume da pirdmide.

Tempo previsto duas aulas (100 minutos).

Material Cubo decomposto em trés pirdmides confeccionado de isopor.

Descricao da atividade: Esta atividade iniciou com a apresentacao do cubo de aresta

12 cm. O professor pediu aos alunos que calculassem o seu volume.
Os alunos apresentaram o resultado 12 x 12 x 12 = 1728 cm?.

Em seguida, o professor dividiu o cubo em trés partes congruentes, ou seja, em trés
piramides de base quadrada. Solicitou entao que verificassem qual era a altura de cada

pirdmide. Ver figura 43.

Figura 43 — Cubo decomposto em trés pirdmides

O professor mostrou que as trés piramides eram iguais. Assim, o volume de cada
pirdamide era igual o volume do cubo dividido por trés. Desta forma, terfamos 1728 cm?®
dividido por 3, obtendo 576 cm®. Concluindo temos que o volume da pirdmide é igual &

area da base vezes a altura dividido por trés.

Apos essa atividade o professor propos aos alunos que realizassem alguns exercicios
envolvendo o volume da piramide. Em uma das situagoes conhecida suas arestas, foi
necessario calcular a altura da piramide. Uma das dificuldades apresentadas foi a visuali-
zagdo. A manipulacdo da pirdmide de isopor facilitou a visualizagdo e consequentemente a

compreensao e aplicacdo do Teorema de Pitagoras.
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4.2.11 ATIVIDADE 11 - VOLUME DO CONE

Tema Volume da Cone.

Objetivo Principal Desenvolver o calculo do volume do cone através de objetos manipu-
lativos.

Objetivo Secundario Vivenciar e verificar a equagdo do volume do cone.

Tempo previsto duas aulas (100 minutos).

Material Cone feito com embalagem de leite, embalagem de forma cilindrica
de tamanho médio (lata de péssego em calda, molho de extrato de
tomate, etc).

Descricao da atividade: Para essa atividade é necessario confeccionar um cone com o

raio da base e altura iguais aos da embalagem cilindrica.

A atividade consiste em encher o cone com dgua e colocar na embalagem cilindrica,
de forma a verificar que na embalagem cilindrica cabem exatamente trés volumes do cone.

Conclui-se que o volume do cone ¢ igual a terca parte do volume do cilindro.

Apos esse trabalho experimental o professor foi para a lousa realizar a representacao
geométrica do cone e explorar as nomenclaturas como: geratriz, altura e raio. Seguiu-se a

aplicacao de situagoes de problemas diversificados envolvendo diversos sélidos.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS

Este trabalho abordou o ensino de areas e volume utilizando objetos manipulativos
que facilitaram a visualizacao e a compreensao de diferentes conceitos da Geometria Plana
e Espacial. Através da participacao ativa, reflexiva e coletiva dos alunos foi possivel leva-los

a construir seus proprios conhecimentos.

Areas e volumes sdo contetidos nos quais os alunos apresentam dificuldades, pois
muitos nao conseguem realizar associagoes e articulagoes com situacoes do cotidiano.
Também outra dificuldade é compreender e visualizar a representao de objetos espaciais
no plano. Desta forma, este trabalho buscou estudar estes pontos e trazer situagoes
manipulativas que estimulassem a visualizacdo e a compreensao, permitindo realizar

associagoes com o dia-a-dia do aluno.

Apoés a aplicacado da primeira avaliacao de sondagem e da andlise dos resultados ja
comentados anteriormente, tivemos um direcionamento nas atividades. Desta forma apds
os trabalhos de intervencoes realizados foi aplicada uma nova avaliacao, permitindo uma

analise comparativa dos resultados.

Ao perguntarmos sobre o conceito de metro quadrado o percentual de acertos
passou de 20% para 100. Quando perguntamos o que seria um quadrado, um retangulo,
quais suas propriedades e como calculariamos sua area, obtivemos na primeira pesquisa 7

de acertos contra 87 na segunda avaliagao.

Os 13 que afirmaram nao saber calcular a area sao alunos que nao estiveram
presentes no dia em que trabalhamos as atividades envolvendo o célculo de areas usando
o papel quadriculado. Também, podemos observar que a confusao existente entre area e
perimetro, que alguns alunos apresentaram na primeira avaliacao, deixou de existir. Isso

se deve também aos comentarios realizados nas atividades desenvolvidas em sala.

Ao trabalharmos com o conceito de tridngulo, suas propriedades e sua area, os
alunos apresentaram um crescimento nos acertos, tal crescimento pode ser observado no

grafico exibido na figura 44
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Figura 44 — Questdo - Ordene os tridngulos em ordem crescente conforme sua érea.

87%

73%

Errou Acertou

B 1a Avaliagdo M 2a Avaliagio

Nas questoes que abordavam conceitos envolvendo a circunferéncia, tanto o com-
primento quanto a area, e o quociente do comprimento da circunferéncia pelo diametro,
obtendo o niimero 7, os resultados também foram satisfatorios. Percentualmente os alunos

que nao sabiam a respota passou de 93 para 13.

Quando apresentamos questoes sobre volume, o rendimento apresentado foi positivo.
O trabalho com o conceito de metro ciibico, buscando a contextualizagdo, ficou mais
agradavel e prazeroso relacionando-o com situagdes encontradas no cotidiano. Também as
atividades desenvolvidas para o calculo do volume do prisma, da piramide, do cilindro e
do cone, permitiram o entendimento dos conceitos envolvidos e facilitaram a resolucao dos

exercicios que envolviam estes conceitos. Ver figura 45

Figura 45 — Questao - Em um quintal retangular com 12 metros de comprimento por 6 metros
de largura deseja-se construir uma piscina com 5 metros de comprimento, 3,5
metros de largura e 1 metro de profundidade. Qual o volume, em litros, desta

piscina?

93%

73%

20%

0 D/o -

Célculos parcialmente corretos
Céalculos corretos MN&o sabe (deixou em branco)

T% 7%

m1a Avaliagdo m 2a Avaliagao

Como podemos verificar, as diferencas nos resultados foram significativas e o
desempenho por parte dos alunos foi gratificante, pois através dos relatos apresentados

pelos alunos podemos verificar seguranga e compreensao do contetudo.

Os alunos ausentes durante o desenvolvimento das atividades apresentaram a

mesma inseguranca e confusao presentes na primeira pesquisa. Desta forma, abriu-se um
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espaco para a reflexdo junto aos alunos sobre a importancia da presenca e do envolvimento

com as atividades escolares. Conseguimos construir uma base sélida para a aprendizagem.
Vejamos o relato de alunos quanto algumas atividades desenvolvidas:

Atividade 2: Estudando retas com o uso de barbantes

Figura 46 — Relatos a respeito do uso de barbante: primeiro aluno.
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Figura 47 — Relatos a respeito do uso de barbante: segundo aluno.
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Figura 48 — Relatos a respeito do uso de barbante: terceiro aluno.
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Figura 49 — Relatos a respeito do uso de barbante: quarto aluno.
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Figura 50 — Relatos a respeito do uso de barbante: quinto aluno.
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Analisando os relatos verificamos que o uso do barbante facilitou o entendimento
sobre as posicoes relativas de duas retas. Também verificamos o maior envolvimento dos
alunos, e de forma mais agradavel foi possivel proporcionar momentos de reflexao e de

compreensao dos conceitos desenvolvidos.

Atividade 3: Trabalhando com Canudos.

Figura 51 — Relatos explorando os canudos: primeiro aluno.

Figura 52 — Relatos explorando os canudos: segundo aluno.

Nesses relatos podemos verificar que os alunos se envolveram mais e despertaram
a curiosidade. O espirito investigativo e manipulativo estava presente, permitindo desta

forma medir e verificar propriedades referentes aos angulos e aos lados.
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Atividade 4: Calculando area.

Vejamos a atividade de um dos alunos:

Figura 53 — Explorando o papel quadriculado
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Figura 54 — Calculando area
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Nesta atividade o aluno desenvolveu o conceito de unidade quadrada e presenciou
a construcao de diferentes figuras associando equagoes que lhe facilitariam o célculo. O

aluno,a partir do concreto, construiu equacoes que eram mais significativas para ele.
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Atividade 5: Calculo total da area das embalagens

Vejamos a atividade de um dos alunos:

Figura 55 — Area total de uma embalagem Tetra Pak

A seguir os relatos apresentados pelos alunos quanto a atividade:

Figura 56 — Relatos sobre o uso da embalagem Tetra Pak: primeiro aluno.
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Figura 57 — Relatos sobre o uso da embalagem Tetra Pak: segundo aluno.
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Figura 58 — Relatos sobre o uso da embalagem Tetra Pak: terceiro aluno.
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Figura 59 — Relatos sobre o uso da embalagem Tetra Pak: quarto aluno.

Os relatos acima mostram que as atividades utilizando objetos manipulativos foram
agradaveis e facilitadoras da aprendizagem. As dificuldades de compreensao sobre os
conceitos e propriedades envolvendo retas, figuras e area, foram superadas. Neste trabalho
obtivemos bons resultados, tanto no aspecto da aprendizagem como na participagao e

envolvimento por parte dos alunos. Isto foi relatado por uma das alunas.
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Figura 60 — Relato sobre observacao da aula
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Outro indicador de bons resultados é o grafico comparativo das médias bimestrais

da sala. Ver figura 61

Figura 61 — Média da turma nas avaliagoes bimestrais.
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Verificamos que houve um crescimento nas médias no quarto bimestre, quando

foram desenvolvidas as atividades.

Enfatizamos também o ganho por parte do professor, pois o ato de analisar, rever
as atividades e de se auto-avaliar, proporcionou um amadurecimento e crescimento na sua
formacao de professor. Ao estimular o aluno a construir seu conhecimento, desenvolver
sua criatividade de investigacao e de participacao o professor mostrou que a matematica
nao é um decorar de equacoes e sim uma construcdo de entendimentos de diferentes
conceitos formando uma rede de informacoes necessarias para o bom desenvolvimento da

aprendizagem.

Como parte deste trabalho o professor partiu para uma pesquisa junto aos professo-
res da rede publica sendo entrevistados 24 professores que ministram aulas de Matematica.

Essa pesquisa foi aplicada em uma das Orientagoes Técnicas oferecidas pelos Professores
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Coordenadores da Oficina Pedagégica (PCOP) da Diretoria de Ensino de Votorantim. A

pesquisa buscou levantar varios pontos importantes quanto ao Ensino de Geometria.

Dos professores entrevistados temos que 29% estudaram em Instituicdes de Ensino
Superior Publica e 92% cursaram o curso de Matematica. Quanto ao tempo que ministram
aulas temos que 54% possuem mais de vinte anos, 33% entre dez e vinte anos e 13% com

menos de dez anos de magistério.

Ao perguntar a importancia do Ensino de Geometria no curriculo escolar, verificamos
que mais de 70% julgam que a Geometria é importante, pois permite interligar situacoes
praticas do cotidiano com os contetidos e explorar propriedades matematicas de diferentes
formas. Quando perguntado a respeito dos recursos pedagogicos mais utilizados tivemos

as seguintes respostas como mostra a figura 62.

Figura 62 — Questao - Dos recursos pedagogicos, qual o procedimento que vocé mais utiliza

para o ensino de Geometria?

T9% 79%

25%

Objetos manipulativos
Aulas expositivas Laboratério de informatica (uso de softwares)

Podemos notar que a aula expositiva e o trabalho com objetos manipulativos
sao os recursos mais utilizados, mas o uso do recurso tecnolégico ¢ muito pouco usado.
Em andlise e conversa com os entrevistados podemos verificar que os professores que
utilizam os recursos tecnologicos sao aqueles com menos de dez anos de magistério. Desta
forma levantamos novas questoes para um futuro trabalho: “Como esta sendo o uso das
tecnologias em sala de aula?” “Quais os anseios por parte dos professores, quanto o uso
do computador?” “Como foi e esta sendo a formacao dos novos profissionais da educacao

quando pensamos em tecnologia em sala de aula?”

Ao perguntarmos sobre o desempenho dos alunos quando desenvolvido os contetidos
envolvendo area e volume, temos que os alunos apresentam desempenho médio. Os
professores ao relacionarem os contetidos com situagoes do cotidiano aumentam o interesse

do aluno pelo assunto.

Pensando nas dificuldades mais comuns encontradas pelos alunos temos o seguinte
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resultado:

50% apresentaram dificuldades na visualizacao das figuras,
83% nao conseguiam interpretar as informacoes contidas nos problemas,

88% nao transcreviam as informacoes da linguagem verbal para a linguagem mate-

matica e

50% apresentaram erros de calculo.

Desta forma, a dificuldade em visualizar as figuras nos leva a enfatizar que o trabalho
com os objetos manipulativos vem auxiliar e facilitar a visualizacao e interpretacao da
situacao proposta, ajudando a combater as outras dificuldades apresentadas anteriormente.
Pensando no Caderno do Aluno, 63% dos professores entrevistados acreditam que a
abordagem dada aos conceitos de Geometria é regular e apenas 29% acreditam que é boa.
Também 83% acreditam que os contetidos sdo insuficientes, necessitando desta forma de
complemento. A seguir apresentamos as acoes tomadas pelo professores entrevistados para

enriquecer as aulas.

Figura 63 — Questao - Como vocé faz para enriquecer as aulas?
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Analisando o gréafico da figura 63 observamos que 50% recorrem ao livro didético,
onde muitas vezes se prendem as situagoes apresentadas no texto sem partir para novas
situacoes. Podemos verificar que 50% usam bastante a aula expositiva com exploracao de

exercicios enquanto 46% apresentam médio uso.

Quanto aos materiais manipulativos temos que 79% fazem médio uso e apenas 8%
bastante uso. Quanto ao uso de régua e compasso temos que 63% apresentam bastante

uso. Ao perguntarmos sobre o uso dos softwares de Geometria vemos que 33% nao usam,
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42% pouco uso e 25% médio uso. Também temos que 58% nao conhecem nenhum software

para o ensino de areas e volume.

Analisando as respostas apresentadas pelos professores vemos que o ensino de
geometria ainda possui diversas restrigoes. Enquanto alguns gostam de ensinar geometria,
outros apresentam insegurancas, podendo ser decorrentes da formacao académica, do
cansaco do cotidiano, da falta de comprometimento dos alunos, etc. Desta forma, muitos
ainda estao relegando o ensino de Geometria para o final do ano. Em razao da falta de
tempo decorrente das dificuldades os professores acabam deixando o contetido de Geometria
de lado ou o fazem superficialmente. Como apresentado na pesquisa, 83% dos entrevistados
afirmam que as atividades apresentadas no Caderno do Aluno nao sao suficientes para
desenvolver os conteudos propostos. Assim, este trabalho vem a complementar as atividades

do professor em sala de aula, quando aplicadas e exploradas retornaram bons resultados.

Outros dados que enriqueceram essa pesquisa foram os relatos realizados pelos
professores quanto ao ensino de Geometria. Vamos ver alguns que nos trazem momentos

de reflexdo sobre a nossa pratica profissional.

Figura 64 — Relato professor 1

17, Cimentdano pessoal & respeoito do Ensine de Goomeina

O relato dessa professora deixa claro a inseguranca e a auséncia de um contrato
didatico realizado com os alunos, onde o trabalho passa a ser cansativo e nao prazeroso,
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como ela afirma “... devendo ser cheio de atendimento individualizado, ser espinhoso
para o professor e para o aluno. Tao pouco cobrado (exceto drea e volume) tende a ser
deizado para os dias de pouco movimento na escola”, esse comentario nos leva a refletir
sobre como o trabalho com Geometria infelizmente por alguns professores estd sendo
deixado de lado, sendo tratado como um complemento, como algo que nao tem tanta

importancia. O resultado disso temos alunos com sérios déficits de aprendizagem. Para
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reforcar o comentario acima vejamos os relatos de outros professores:

Figura 65 — Relato professor 2

17. Comentério pessoal a respeito do Ensino de Geometria.
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Figura 66 — Relato professor 3

17. Comentario pessoal a respeito do Ensino de Geometria.

14

Este tultimo professor relata que “... devido a grande quantidade de alunos é

7 mas ele proprio salienta “...

praticamente impossivel utilizar material manipulativo...
que seria mais facil para o aluno interpretar as informagoes”. Assim, o nosso trabalho
contrapoe em parte com esse professor, pois o uso dos materiais manipulativos facilitou
muito a compreensao dos alunos, e facilitou o trabalho do professor, pois ele passou a
ser um mediador da construgao do conhecimento. Quanto ao niimero de alunos, sim ha
algumas restricoes, mas com o uso de um contrato didatico e com o didlogo ¢é possivel o
trabalho com materiais manipulativos, pois os alunos passam a serem um agente ativo na

aprendizagem e nao passivo como um mero recebedor de informacoes.

Para reforcar o nosso trabalho temos o seguinte relato:

Figura 67 — Relato professor 4

16. Quais propostas vocé teria para o ensino dos conceitos de ireas e volume?
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17. Comentario pessoal a respeito do Ensino de Geometria.
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Esse professor apresenta que uma das propostas para trabalhar com conceitos de
area e volume seriam o uso de materiais concretos como o papel quadriculado, as caixas e
embalagens, vindo dessa foram a fortalecer o nosso trabalho de pesquisa, pois o uso de
objetos manipulativos como ja foi comentado em outros capitulos, junto com a metodologia
de resolucao de problemas, vem a enriquecer as aulas, e de certa forma ajudar o trabalho

do professor, e o mais importante, melhorar a qualidade do Ensino de Geometria.
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CONCLUSAO

Esta pesquisa analisou as Situagoes de Aprendizagem de Geometria, do 4° bimestre
da segunda série do Ensino Médio, do Caderno do Professor de Matemaética publicado
pela Secretaria Estadual de Educagao de Sao Paulo, a luz do Curriculo de Matematica.
Tem por premissa contribuir com o ensino da Matematica, em particular com o contetido
de Geometria Espacial, e apresentar uma proposta para articular as situagoes encontradas

no Caderno do Professor de Matemética, com o uso de objetos manipulativos.

O desenvolvimento do estudo do ensino de Areas e Volume é o tema principal
desta pesquisa. Este tema foi escolhido devido as dificuldade apresentadas pelos alunos
na compreensao e assimilacao dos contetidos envolvendo o calculo de areas e volumes de

diferentes formas planas e espaciais.

A hipdtese de investigacdo que protagoniza esta pesquisa foi a de que o uso de
objetos manipulativos, com o auxilio de embalagens e sélidos geométricos podera favorecer
as proposta de articulacdo das Situagoes de Aprendizagem do caderno do Professor, de
forma simples e significativa. Surgiu a seguinte pergunta: “De que maneira é possivel uma
abordagem significativa com o uso de objetos manipulativos o estudo de contetidos de
Geometria Espacial do Ensino Médio, mas precisamente o estudo de areas e volume, com

base no Curriculo do Estado de Sao Paulo?”

Ao aplicar a Avaliagdo de Sondagem aos alunos permitiu um direcionamento das
atividades realizadas nesta pesquisa, pois através dos resultados foi possivel identificar as
maiores dificuldades da turma e sentir o grau de conhecimento sobre os assuntos referentes

ao estudo da Geometria.

O trabalho de pesquisa apos a analise dos PCN’s, das OCEM, do Curriculo do
Estado, do Caderno do Professor e da pesquisa de diversos trabalhos de autores que
estudam sobre o Ensino de Geometria, partimos para a elaboragao e planejamento das
intervengoes em sala, levando em consideracao o perfil, o aspecto pedagogico no qual se

encontrava a sala.

Podemos salientar que a Geometria nesse nivel de ensino possibilita o uso de
materiais concretos, como caixas, embalagens e a construcao de poligonos e poliedros e o
manuseio de ferramentas (régua, compasso, transferidos, etc.). Desta forma, temos um
espaco para a exploracao que é a experimentacgao, onde os alunos irdo fazer suas proprias
descobertas e aprender com seus erros e suas corre¢oes ou por seus acertos. O manuseio
favorece a percepc¢ao de propriedades de figuras geométricas e raciocinio indutivo sobre

resultados geométricos, sendo apoio 1til no entendimento de situagées problemas.

As aulas visavam a aprendizagem por meio da participagao ativa e coletiva do
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aluno, onde através das atividades experimentais e manipulativas apresentou resultados
muitos satisfatérios, pois houve um maior interesse pelos temas, despertando a curiosidade,
e mudancgas no comportamento em sala de aula. O professor neste trabalho passou a ser o

mediador do conhecimento, ajudando os alunos a construirem seus proprios.

A atividade de relatar o que o aluno achou das atividades foi muito importante,
pois forneceu informagoes sobre o andamento da aprendizagem. Esta atividade deu indicios
do grau de aprendizagem e assimilagao do conhecimento pelo aluno, das dificuldades por
eles apresentadas. Esse tipo de atividade pode ser até mesmo usado para conhecer melhor
o aluno, pois podemos perceber as dificuldades de comunicagao (leitura e escrita), que

muitas vezes durante a aula passam despercebidos pelo professor.

Pensando agora no professor, a auto-avaliacao e os relatos apresentados pelos alunos
permitem que o professor possa identificar e criticar suas agoes, falhas ou nao, possibilitando
rever sua pratica, visando melhorar as aulas futuras, bem como focar em determinadas
dificuldades identificadas em sala de aula. Dessa forma aprimorar-se como profissional,
pois, as reflexdes geradas nas atividades anteriores, o ajudaram a rever planejamentos de

aulas futuras, melhorando assim cada vez mais seu trabalho.

O uso da metodologia de resolucao de problemas vem como uma ferramenta de
grande valia para o ensino da Geometria, pois como verificamos em nossas atividades os
alunos seguiram as etapas propostas por Polya e os diferentes niveis de aprendizagem

citados pelo modelo Van Hiele, verificando dessa forma uma aprendizagem eficaz.

Outra contribuicao que esperamos oferecer com esse trabalho consiste no desen-
volvimento de um olhar que busque além das avaliagoes de erros e acertos. A partir da
identificacao das causas que levaram ao erro podemos verificar que os alunos nao sabiam
distinguir diferencas entre as figuras e suas propriedades. Além disso, verificamos que o
conceito de unidade ao quadrado e unidade ao cubo eram sem significados concretos. Desta
forma, buscamos superar essas dificuldades e fornecer aos alunos uma aprendizagem mais

significativa.

Pretendemos também com este trabalho que o professor tenha uma reflexao sobre
sua classe focando no ambito especifico em que ela se encontra, na identificacado de
dificuldades e potenciais, ajudando na melhoria e preparo de suas aulas, assim como o

progresso ocasionados pela pesquisa de sua propria pratica docente.

Em nossa pesquisa trabalhamos sempre com um objetivo maior que era a partici-
pacao do aluno na construcao de seu préprio conhecimento. Durante os estudos tinhamos
claro que deveriamos trabalhar nosso objetivo tendo como base o Curriculo do Estado de
Sao Paulo e a melhoria da pratica docente tanto na sala de aula como fora dela. Buscamos
entao os estudos tedricos que nos ajudaram nessa missao e encontramos nossa base no

Conhecimento Pedagégico do Contetido, na Metodologia de Resolucao de problemas, na
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Metodologia de Van Hiele, e é claro, da nossa experiéncia didatica que contribuiu para a

adequagao dessas metodologias para o ambito educacional no qual estamos inseridos.

Conseguimos estabelecer resultados positivos evidenciados na pesquisa, que incluem
um maior interesse dos alunos em sala de aula, mudanga de postura na relacao professor-
aluno, menor indice de indisciplina, melhoria gradativa de notas, participacao efetiva de
alunos com maiores déficits de aprendizagem, maior confianc¢a dos alunos em relacao aos

resultados obtidos por eles mesmos.

No geral encontramos uma melhora significativa na aprendizagem dos alunos e
buscamos garantir a participagdo do aluno em sua aprendizagem, sempre propiciando a
ele oportunidades de se expressar e socializar suas idéias em sala de aula. Esperamos que
o trabalho venha ajudar professores e futuros docentes na melhoria da préatica docente,
sobretudo como auxiliar didatico no uso do curriculo do Estado de Sao Paulo, dando
alternativas e complementos as atividades propostas, sempre com a intencao da melhoria

educacional.

As mudancas e melhorias ligadas a interacao e construgao do conhecimento coletivo
da classe estao relacionadas com a aprendizagem participativa baseada em indagacoes e
exploragdes. O professor atento a esse fato encontrard melhores alternativas de insercao de
seus alunos no ensino/aprendizagem colhendo os frutos em curtos e médios prazos. Na
analise do Caderno do Professor podemos verificar que nas Situagoes de Aprendizagem
fica nitida a forma de abordagem espiralada dos temas, como é proposto pelo Curriculo de
Sao Paulo, que pressupoe que os grandes temas devem ser tratados ao longo de todos os
anos, observando que ha diferenca de tratamentos para cada ano de ensino. O Caderno
do Professor e o Curriculo salienta que cabe ao professor a busca de um equilibrio no
tratamento dos conteiidos fundamentais nos diversos bimestres durante o processo de
ensino, permitindo assim a realizagoes de pontes e de complementagoes ou até mesmo
de substituicoes das atividades, buscando a concretizacao da aprendizagem em cima do

Curriculo.

A forma como foram desenvolvidas as atividades nesse trabalho buscou alcancar um
maior desempenho do raciocinio légico e dedutivo. Resgatou os conhecimentos de Geometria
oriundos do Ensino Fundamental. E buscou o aprofundamento das ideias desenvolvidas nos
anos anteriores no sentido de estabelecer um sistema dedutivo e sinificativo nos diferentes

conteudos abordados.

Nas OCEM diretrizes que sinalizam para a maneira de desenvolvimento das ativi-

dades aplicadas no Caderno do Professor, temos:

O trabalho de representar as diferentes figuras planas espaciais, presentes na natureza ou imaginadas,
deve ser aprofundado e sistematizado nesta etapa de escolarizacdo. Alguns conceitos estudados no
ensino fundamenta devem ser consolidados, como por exemplo, as ideias de congruéncia, semelhanga

e proporcionalidade, o Teorema de Tales e suas aplicagoes, as relagoes métricas e trigonométricas
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nos tridngulos (retdngulos e quaisquer) e o Teorema de Pitdgoras. No trabalho com as dreas das
superficies de sdlidos, é importante recuperar os procedimentos para determinar a medida da area
de alguns poligonos, facilitando a compreensdo das areas das superficies de prismas e pirdmides. As
expressoes que permitem determinar a medida da drea das superficies do cilindro e do cone podem

ser estabelecidas facilmente a partir de suas planificagdes (BRASIL, 2006, p. 75 - 76).

Para pesquisas futuras no ensino da Matematica sugere-se a abordagem dos con-
teidos propostos agora com o uso das Tecnologias, mas precisamente com o software

Geogebra, aplicados a professores da Educagao Béasica e com alunos do Ensino Médio.

Para finalizar podemos concluir que a Geometria nos ultimos anos, tem sido
abordada de maneira mais abrangente, pois a forma espiral proposta pelo Curriculo
da Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo, explora este tema em diferentes
contextos, permitindo realizar conexoes em situagoes diversas do cotidiano. Neste sentido,
esta pesquisa aborda os conceitos de areas e volumes de maneira mais contextualizada,
via situagoes problemas, estimulando o aluno a enunciar conjecturas e realizar reflexoes

sobre estes assuntos.

Concluimos também que ao trabalhar com objetos manipulativos seguido de reflexao
o aluno consegue fazer conexoes entre os conhecimentos ja adquiridos e os novos, tendo

assim uma aprendizagem mais satisfatéria e completa.
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