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Resumo

Neste trabalho procuramos responder ao questionamento: Os métodos
que grandes Matematicos usaram no decorrer de quase 4 mil anos de histéria podem
auxiliar no aprendizado?

Com alguns anos de experiéncia no ensino de equagdes do 2° grau,
percebemos que assim que os alunos aprendem a popularmente conhecida férmula de

—b++/b?*—4ac

2a

Bhéskara, x= , qualquer outro esforco no sentido de justificar ou

discutir uma equacéo da forma ax® +bx+c =0, ¢ feito em vio.

Nossa intencdo neste trabalho é usar a Historia da Matematica para trazer
uma perspectiva diferente para a resolucdo de equacdes do segundo grau. N&o é nosso
intuito analisar o quanto os alunos aprendem deste conteldo, apenas nos propusemaos a
alimentar a teoria com formas de resolugdo corretas utilizadas no decorrer da histéria e

que para alguns povos ou eras podem ter sido as Unicas conhecidas.

A interpretacdo geométrica da resolucdo da equacdo x*+10x =239 feita
por Al-Khwarizmi foi uma das Atividades aplicadas em uma turma de licenciatura plena
em Matematica assim como outras cinco Folhas de Atividades, incluindo uma resolucéo
adaptada do método da Soma e da Diferenca compartilhado entre Diofanto de
Alexandria e 0 povo da antiga Babil6nia.

A metodologia de pesquisa utilizada foi a Engenharia Didatica que nos
orientou na confeccdo de uma sequéncia didatica para a aplicacdo e uma reformulagéo
ap6s a andlise a posteriori no sentido de produzir um material didatico mais

significativo para o aprendizado.

Palavras-chaves: histéria da matematica; equacdo do segundo grau; Al-Khwarizmi; ensino de

matematica.



ABSTRACT

In this work we attempt to answer the question: Can the methods that
great mathematicians have used for almost 4 thousand years of history be helpful in the
learning process?

With a few years of experience in 2nd degree equations, we realize that
as soon as the students learn the popular and well-known Bhéaskara formula,

. —b++/b?*—4ac

s , any other effort in the sense of justifying or discussing the

equation of the form ax® +bx+c = 0 isin vain.

Our intention in this work is to use History of Mathematics to bring a
different perspective to a resolution of second degree equations. It is not our aim to
analyze how much the students know about this content, we have merely proposed to
fuel the theory with correct forms of resolution used over the history and that for some
peoples or ages could have been the only known ones.

The geometric interpretation of the resolution of the equation
x> +10x=39 done by Al-Khwarizmi was one of the Activities applied in an
undergraduate group in Mathematics as well as other five Sheets of Activities, including
an adapted resolution of the method of Sum and Difference shared among Diofanto of
Alexandria and the people of the ancient Babylon.

The methodology of research used was the Didactic Engineering that
oriented us in the tailoring of a didactical sequence to the application and reformulation
after the analysis a posteriori in the sense of producing a didactical material more

meaningful to the learning process.

Keywords: history of mathematics; second degree equation; Al-Khwarizmi; mathematics

teaching.
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Introducao

A Histéria da Matematica quando aplicada no Ensino Fundamental e no
Ensino Médio nos da uma oportunidade de trabalharmos de forma mais branda um
conteddo complexo ou muito conceitual, além de despertar a curiosidade ou agucar
aquela vontade do desafio que por muitas vezes é perdida no decorrer do ensino da
disciplina.

Neste trabalho procuramos responder ao seguinte questionamento: Os
métodos que grandes Matematicos usaram no decorrer de quase quatro mil anos de
Historia podem auxiliar no aprendizado?

O estudo e aplicacbes das formas geométricas, muitas vezes, tém o papel

de dar notoriedade a algebra. Como exemplo, no ensino de produtos notaveis, provamos
a validade da identidade (a+b)2 =a’+2ab+b*> com a soma de areas de dois

quadrados e dois retangulos, assim como em algumas demonstragdes do Teorema de
Pitagoras, dentre outros.

Neste trabalho unimos formas de resolucédo de equacgdes do segundo grau
utilizando métodos historicos aplicados por matematicos como Al-Khwarizmi e
Diofanto com argumentos geomeétricos e algébricos. Tentamos ir além de mostrar como
era feito as suas épocas, enfatizando que a forma como é geralmente ensinada a
resolucdo da equacdo do 2° grau, a popularmente conhecida formula de Bhaskara, pode
ser enriquecida, e esperamos que melhor compreendida, levando o aluno a raciocinar
que em uma simples equacdo deste tipo pode estar escondida um Universo de
interpretacdes e fazé-lo concluir que as resolucdes sdo, de certa forma, anélogas.

Esta dissertacdo foi dividida em seis capitulos e segue uma breve
descricdo do conteudo de cada um deles.

No primeiro capitulo falamos sobre a histéria das equacdes de segundo
grau, deixando claro que Bhéskara € um dos personagens, mas que houve diversas
interpretacdes, inclusive antes dele, e que podem ser igualmente valiosas se bem
apreciadas num contexto escolar.

No segundo capitulo fazemos uma discussdo pedagogica sobre as
orientaces seguidas por este trabalho discutindo brevemente alguns conceitos da
Engenharia Didatica que nos ajudaram a montar uma sequéncia didatica utilizada nas
Folhas de Atividades.
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No terceiro capitulo discutimos trés meétodos histéricos para a resolucéo
de equacdes de segundo grau, além de outros dois que criamos baseados neles. Fazemos
a generalizacdo dos métodos, além de demonstracdes geométricas e/ou algébricas.

No quarto capitulo relatamos como foi a aplicacdo das seis Folhas de
Atividades nos dois dias além do contexto da turma escolhida.

No quinto capitulo fazemos uma analise das Folhas de Atividades
levando em consideracdo as dificuldades, percepcbes da aplicagdo e a producdo do
conhecimento gerada a partir de nossa proposta.

No sexto capitulo discutimos nossas consideracdes finais.

No Apéndice A estdo as seis Folhas de Atividades tais como foram
aplicadas e no B, nosso produto final.

Esperamos com este trabalho cumprir uma das principais motivacdes
proposta no inicio deste Mestrado Profissional: montar um material que pudesse
contribuir no ensino como um todo e especificamente no contetdo equacgdes de segundo
grau, certos que a experiéncia adquirida ao longo da elaboracdo, discussdo e aplicacéo
dessa pesquisa bastante contribuiu para o nosso aperfeicoamento como profissional da

educacéo.
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Capitulo 1

Uma historia das equacdes do 2° grau

A Historia e o desenvolvimento das ciéncias ndo se deram de maneira
linear, de forma que aquilo que sabemos e tomamos como verdadeiro é um apanhado de
informacdes fragmentadas que com esforgcos de inlmeros matematicos, além de outros
profissionais como historiadores e arquedlogos, podem ser contadas e tidas como
veridicas até que se provem o contrario.

Logo, falar da Historia da Matematica é andar por um terreno formado ao
longo de muitos anos com contribuicdes vindas de povos que ndo temos a certeza do
tipo de contato que tiveram, ou até mesmo se houve algum, mas que influenciaram seus
sucessores seja com suas obras ou com a chama que acenderam ao fazerem ou
responderem questionamentos.

A Historia das equacbes de 2° grau ndo foge a esta regra. Quando
perguntamos em uma sala de ensino médio como se resolve uma equacdo destas,
fatalmente ouvimos sobre a popularmente conhecida Férmula de Bhaskara. Mas vemos
que na historia, muitos povos as resolviam antes mesmo de Bhaskara e indicios
mostram que alguns utilizavam uma férmula equivalente ou até a propria, mas nédo
recebem o mérito por isso. Mais uma das facetas da Historia das Ciéncias.

Nossa motivacdo para escrever tal dissertacdio comeca com Al-
Khwarizmi e sua forma de resolver equagdes com justificativa geométrica, o que nos da
a oportunidade de discutir um sentido para a raiz encontrada da equacdo: a descoberta
do lado do quadrado.

Ao se aprofundar em seu trabalho, vimos que sua Matemaética pode ter
alguma heranca daquela desenvolvida pelos Babilonios que viveram pelo menos um
milénio e meio antes dele. E que estes, provavelmente, também influenciaram Diofanto,
uma vez que tinham em comum a resolugdo com o método da Soma e da Diferenga,
método que nos inspirou a resolver as equacdes de segundo grau que os tipos de Al-
Khwarizmi ndo eram capazes pelo ndo uso de niumeros negativos.

Entdo o que nos propusemos a fazer é discutir estes metodos de resolucéo

da equacdo de segundo grau, tentando dar mais sentido e auxiliar seja no entendimento
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ou na motivacdo do estudo deste assunto. Mas antes, vamos falar um pouco sobre as

contribuigdes citadas.
1.1 Babildnios

Os antigos Babilonios (ou Babildnicos) que habitaram a Mesopotamia,
hoje sul do Iraque, por volta de 2000 a 1600 a.C., resolviam equacdes de segundo grau
sem terem uma algebra definida. No tablete BM 13901 da colecdo British Museum, um
dos seus problemas € traduzido usualmente da seguinte maneira:

“Adicionei a area e o lado de um quadrado: obtive 0,45. Qual o lado?”
Solucéo:

1.tome 1l

2. fracione 1 tomando a metade (=0,30)

3. multiplique 0,30 por 0,30 (=0,15)

4.some 0,15a 0,45 (=1)

5.1éaraiz quadrada de 1

6. subtraia 0s 0,30 de 1

7. 0,30 é o lado do quadrado

Como utilizavam o sistema posicional sexagesimal, 0,45 correspondia a
g :% Em notagdo moderna a equagéo seria x2+x=3/4 e a resolucdo seria 0 que
chamamos hoje de completamento de quadrados. Esta solucdo nos leva a acreditar que
0s Babildnios possuiam uma algebra bem definida.

Neste trabalho ndo pretendemos discutir a respeito da Matematica
Babil6nia ser algébrica ou geométrica, fato este apontado por Carvalho e Roque (2012,
p. 20), pois este ndo € 0 nosso intuito.

E fato que era um povo com uma boa habilidade aritmética mostrada em
seus tabletes parcialmente conservados e que utilizavam um método para a resolugéo da
equacao de segundo grau e ndo uma férmula.

Uma nova traducdo proposta por Carvalho e Roque (2012, p. 21), da
énfase a solugdo geométrica para equacdes da forma ax* +bx=c:

“A superficie e a minha confrontacdo acumulei: obtive 0,45.”
Solucéo:

1.1 é projecéo
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2. quebre 1 na metade (obtendo 0,30) e retenha 0,30, obtendo 0,15
3. agregue 0,15 a 0,45
4.1 é o lado igual
5. retire do interior de 1 os 0,30 que voce reteve
6. 0,30 € a confrontacédo
Esta interpretacdo é analoga a que Al-Khwarizmi sugeriu e discutimos
mais adiante na secdo 3.1 (x*+bx =c). Portanto, o completamento de quadrados ja era

utilizado ha mais de trés mil anos atras para resolver problemas que, hoje,

escreveriamos na forma de uma equagao de segundo grau do tipo ax® +bx+c=0.

1.2 Diofanto de Alexandria

Em seu livro, Aritmética, Diofanto de Alexandria deu uma contribuicao
importante para o que chamamos hoje de incdgnita. O valor desconhecido de um
problema era designado como arithme, de onde vem o nome aritmética. Devido a isto e
mais algumas “designacdes abreviadas” que introduziu em sua obra ¢ que muitos o
consideram o pai da algebra.

Diofanto mostrou-se diferente de seus antecessores em alguns aspectos.
Um deles € que muitos de seus problemas ndo eram acompanhados de solucGes
geométricas e outro, é que operava com quantidades desconhecidas, os “arithmes”, da
mesma forma que com as quantidades conhecidas, os nimeros. O que hoje chamamos
de termos semelhantes ao ensinarmos expressdes algébricas.

Também se mostra diferente dos demais citados neste trabalho por sua
habilidade e conhecimento de nimeros negativos. Uma traducdo de Carvalho e Roque

(2012, p. 134) para uma defini¢do contida no trabalho de Diofanto:

“Se um problema leva a uma equagdo na qual quaisquer termos sdo iguais
aos mesmos termos mas tém coeficientes distintos, temos que retirar 0s
semelhantes dos semelhantes em ambos os lados, até que obtenhamos um
termo igual a um termo. Mas, se existe de um lado, ou em ambos, algum
termo negativo, o termo deficiente deve ser adicionado a ambos os lados até
que os termos nos dois lados sejam positivos. Em seguida, retiramos
semelhantes de semelhantes até que reste um termo em cada lado.”

Em sua obra, Diofanto propde o seguinte problema:
“Encontrar dois numeros cuja soma € 20 e o produto ¢ 96”. A resolucao

que utilizava é o que chamamaos nesta dissertagdo de método da Soma e da Diferenga.



17

Este tipo de procedimento serd comum até que o simbolismo algébrico se
encontre desenvolvido: chegar a resultados gerais com um caso especifico,
bem representativo da situagdo geral. (Carvalho e Roque, 2012, p. 132)
Tal tipo de exercicio pode ser resolvido com um sistema de equacdes que
culminard na resolucdo de uma equacdo do segundo grau. Usamos este exemplo em

nossa Folha de Atividade 6 para introduzir uma forma de resolver uma equacdo da

forma x* +bx+c =0, independentemente dos valoresde b e c.

E notavel a falta de métodos gerais e a aplicacdo repetida de artificios
engenhosos ideados para as necessidades de cada problema especifico.
Diofanto sé admitia respostas entre os ndmeros racionais positivos e, na
maioria dos casos, satisfazia-se com uma resposta apenas do problema.
(EVES, 2004, p. 207)

Na secdo 3.5 discutimos esta forma de resolucdo em detalhes para o caso

geral.

1.3 — Al-Khwarizmi

Al-Khwarizmi em seu livro, Al-Kitab al-mubtasar fi hisab al-gabr wa-|-

mugabala, exp0s sua resolugdo da equagdo x*+10x =39:

“Vocé divide o numero de raizes por dois, o que, no caso presente, fornece
cinco. Isso vocé multiplica por si mesmo; o produto € vinte e cinco. Some
isso a trinta e nove; a soma é sessenta e quatro. Agora, tome a raiz disso,
que € oito, e subtraia disso a metade do nimero de raizes, que é cinco; o
resto é trés. Essa € a raiz do quadrado que vocé procurava; 0 proprio
quadrado é nove”. (Traducdo livre de Katz, 1998, p. 245).
A interpretacdo geométrica desta solucao é dada na Folha de Atividade 1.
De acordo com Katz (1998), Al-Khwarizmi destacou seis tipos de
equacdes que podem ser escritas usando os trés tipos de valores: os quadrados (do
desconhecido, da prépria raiz da equacao), a raiz do quadrado (o desconhecido em si, a
raiz da equacéo) e os numeros absolutos. As equacdes sdo:
1. Quadrados iguais a raizes (ax?=hbx)
2. Quadrados igual ao nimero (ax?=c)
3. Raizes iguais a nimeros (bx =)

4. Quadrados e raizes iguais a nimeros (ax2+bx=c)
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5. Quadrados e numeros iguais a raizes (ax2+c =bx)
6. Raizes e nimeros iguais a quadrados (bx +c = ax?)
A raz&o para dividir nestes seis casos é que os matematicos islamicos ndo

lidavam com numeros negativos, entdo os coeficientes a,b e ¢ eram sempre positivos

assim como as raizes das equacgdes. Nesta dissertacdo, tratamos as equagdes com esta
restricdo, inclusive por se tratarem de explana¢des geométricas, tal como Al-Khwarizmi
o fez. A excecdo é a do ultimo método, com inspiracdo na algebra de Diofanto, que ndo
tinha esta limitacéo.

Para Al-Khwarizmi a forma que utilizamos hoje, ax?+bx+c=0, néo
faria sentido uma vez que os coeficientes sendo positivos as raizes nao poderiam ser. O
que é facilmente compreendido, em seu contexto geométrico, como a soma de areas
poderia ser nula?

Para Katz (1998), o livro de Al-Khwarizmi, Livro Consensado sobre o
Calculo da al-Jabr e al-mugabala, devia ser um manual para resolver equacfes e 0
termo condensado sugere que havia outros textos mais detalhados dos procedimentos

algébricos na época.

O termo al-jabr pode ser traduzido como "restauracdo” e refere-se a operago
de "transposi¢do" subtraida uma quantidade de um dos lados de uma equacao
para 0 outro lado, onde torna-se uma quantidade adicional. A palavra al-
mugabala pode ser traduzido como "comparar” e refere-se a reducdo de um
termo positivo subtraindo quantidades iguais de ambos os lados da equagéo.
Assim, a conversdo de 3z +2=4-2z a 5z+2=4¢é um exemplo de al-
jabr, e a converséo deste Ultimo para 5z =2 é um exemplo da Al-mugabala
(traducdo livre de Katz, 1998, p. 244).

Desta forma, ao invés de trabalhar com quadrados (ax*) seguiremos Al-
Khwarizmi que justificava que bastava dividir toda sentenca por a e usarmos quadrado
(x?) apenas.

Em seu livro, Al-Khwarizmi, além de resolver as seis formas de maneira
retorica, ou seja, sem usar simbolos, apenas com palavras, apresentou solucdes
geométricas detalhadas. Seus métodos de resolugdo podem ter sido inspirados na
interpretagdo de numeros por segmentos, introduzida por Euclides em sua obra, Os

Elementos.
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1.4 — Bhéaskara

O matematico indiano Bhéskara a quem inevitavelmente citamos quando
trabalhamos no ensino de equacgdes do segundo grau, viveu no século XII e as resolvia
por meio de palavras, segue um exemplo apresentado por Carvalho e Roque (2012,
p.154):

“Seja uma igualdade contendo a quantidade desconhecida, seu quadrado, etc.
Se temos 0s quadrados da quantidade desconhecida, etc., em um dos
membros, multiplicamos os dois membros por um fator conveniente e
somamos 0 que € necessario para que 0 membro das quantidades
desconhecidas tenha uma raiz; igualando em seguida esta raiz & do membro
das quantidades conhecidas, obtemos o valor da quantidade desconhecida.”

Este é o que chamamos de método de completamento de quadrados.
Bhaskara o denominava de “elimina¢ao do termo médio”.

Nesta época, os enunciados eram apresentados na forma de versos, dentre
eles, um dos mais conhecidos é:

“De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este grupo
extrai 0 pdlen de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma
abelha solitaria escuta seu macho zumbir sobre uma flor de l6tus. Atraido pela
fragrancia, ele tinha se deixado aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no
enxame?”

Uma possivel interpretacdo e solucdo pelo método de Bhaskara para tal

exercicio seria:

Suponha que o nimero de abelhas seja 2x*, a raiz da metade seria X e 0s

oito nonos do todo g-ZXZ :%xz. Mais 2 abelhas que ndo estdo juntas das demais

. N 16
somadas a estas ddo o total, 2x?. Entdo x +§ X2 +2=2x%%.

Sua resolugdo parte de equagdes da forma ax?+tbx =c, entdo a equagédo
seria equivalente a 2x* —9x =18. Quando diz “multiplicando por um fator conveniente”
quer dizer por um nimero k tal que k-2x” seja um quadrado perfeito, no caso um fator

conveniente seriao 8.

A equagcdo seria 16x° —72x =144
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“Somamos o que ¢ necessario para que o membro das quantidades
desconhecidas tenha uma raiz”, ou seja, somamos a quantidade necessaria para que o
membro do lado esquerdo da equagdo seja um trinémio quadrado perfeito. Tal nimero

seria o 81.
Entdo 16x* —72x+81=144+81= (4x—9)’ =225= 4x—9=15.

Portanto x =6 e o nimero de abelhas é 2-6° =72.

Logo percebemos que a solucdo dada por ele em nada se assemelha a
formula que hoje conhecemos como se fosse de Bhéaskara. Claro que é possivel
generalizar este método e deduzir a formula, mas como mostramos no capitulo 3, todos
os métodos discutidos neste trabalho sdo equivalentes a conhecida formula

_ —b+b*-4ac

2a

X

Para elucidar e convencer aos alunos da validade de tal algoritmo, um
artificio geométrico seria de grande valia e é justamente isso que propomos em nossas
Atividades.
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Capitulo 2

Discussao Pedagogica

2.1 — Engenharia Didéatica

Nesta pesquisa utilizamos uma sequéncia didatica elaborada conforme as
etapas da Engenharia Didatica que é uma forma de sistematizar a aplicacdo de um
determinado método na pesquisa. A teoria da Engenharia Didatica pode ser pensada
como um referencial para o desenvolvimento de produtos para o ensino, gerados na
unido de dois conhecimentos: o préatico e o tedrico.

A metodologia da Engenharia Didéatica, segundo Artigue (1995), inclui
quatro fases:

1%) Analises prévias;

Nesta fase sdo delimitadas as variaveis de controle, as quais permitem
conhecer o assunto que se pretende experimentar. Fundamentamos uma proposta de
mudanga para uma intervencdo no ensino usual com o objetivo da melhoria do ensino.

Segundo Almouloud (2008) devem ser analisados: a epistemologia dos
conteddos, o ensino usual e seus efeitos, as dificuldades do aprendizado, os fatores da

construgéo das atividades e 0s objetivos da pesquisa.

2%) Construcdo e andlise a priori;

Nesta fase, elabora-se o plano de acdo, descrevem-se as escolhas
efetuadas e também cada uma das atividades propostas. Em nosso caso, escolhemos a
elaboracdo de seis Folhas de Atividades, descritas no proximo capitulo, que
contemplassem formas historicas de resolucdo de equacBes de segundo grau,

acreditando que podem mudar o ensino habitual deste contetdo.

3%) Aplicacao de uma sequéncia didatica;

Nesta fase, € 0 momento de colocar na prética as atividades elaboradas e
devemos seguir ao maximo aquilo que foi previamente estabelecido na segunda fase
afim de que a comparagdo com as hipéteses iniciais seja fiel. Caso seja necessario

mudar o plano de ac¢des, deve-se fazer uma complementacéo na analise a priori.
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4%) Analise a posteriori e validagéo.

Na ultima fase, analisamos todo o material produzido pelos alunos na
aplicacdo das atividades além das anotacBes feitas durante a aplicacdo de nossa
sequéncia e fazemos a validacio do metodo comparando o resultado com as
expectativas tracadas.

No decorrer da dissertacdo essas fases s@o apresentadas com mais
detalhes.

2.2 — Analises prévias

Conversando com colegas professores vemos que hd uma tentativa de
justificar a popularmente conhecida formula de Bhéaskara partindo de quadrados
perfeitos ou até mesmo com completamento de quadrados principalmente devido a
apostila utilizada pelas escolas estaduais fazé-lo dessa forma.

Dentre os materiais que tivemos contato, nota-se que o completamento de

quadrados é quase que sempre o primeiro método, mas aos poucos desestimulado,

talvez pela dificuldade de entendimento dos produtos notaveis (a+b)2, (a—b)2 e

(a+b)-(a—b). Desta forma, assim que é apresentada a férmula resolutiva esta aparenta

ser a Unica existente, ou seja, quaisquer outras formas ficam fadadas ao esquecimento.
A seguir segue um trecho extraido dos Parametros Curriculares

Nacionais para a Educacdo Bésica (1998, p. 117):

E interessante também propor situacdes em que os alunos possam investigar
padrdes, tanto em sucessGes numéricas como em representacdes geométricas
e identificar suas estruturas, construindo a linguagem algébrica para
descrevé-lo simbolicamente. Esse trabalho favorece a que o aluno construa a
ideia de Algebra como uma linguagem para expressar regularidades.

As abordagens historicas privilegiam justamente o estudo de situacdes e
que, de forma bem conduzida, pode levar a investigacdo de padrdes, alem de favorecer a
criacdo de uma linguagem algébrica a partir de uma situagéo concreta.

Outro trecho dos PCNs (1998, p. 121):

Convém também salientar que a “visualizacao” de expressdes algébricas, por
meio do calculo de areas e perimetros de retangulos, € um recurso que facilita
a aprendizagem de nogGes algébricas, como:
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Figura 1
Exemplo:
A 2
A
1°) Calculo da area do retangulo pela 2°) Célculo da area do retangulo pela
multiplicacdo das dimensdes do soma das areas das figuras que o
retdngulo:aea+2:a.(a +2). compdem, o quadrado e o retdngulo

menor: a2+ 2a.

Obtendo-se assima.(a +2)=a*+2a.

Soma de areas — Pardmetros Curriculares Nacionais (1998, p. 121)

Por exemplo, no estudo de equagdes do segundo grau vemos uma grande
falta de compreensdo quanto ao discriminante, popularmente conhecido por delta, A.
No estudo geométrico ha uma possibilidade de mostrar o significado quando A<0 e
ndo ha solugdes reais, assim como no caso A =0 e a solu¢do é Unica.

Portanto acreditamos na necessidade de complementar o ensino de
equacOes do segundo grau e montamos a sequéncia didatica mostrada e comentada nesta

dissertacdo com este intuito.

2.3 — Construgdo e Andlises a priori

Apbs muitos encontros e discussdes sobre os parametros que seriam
utilizados em nossa sequéncia, decidimos por seis Folhas de Atividades com os métodos
historicos, descritos em detalhes no capitulo 3.

As nossas metas eram:

a) Apresentar os métodos: pela nossa experiéncia de sala de aula e livros didaticos que
analisamos, dentre 0s cinco métodos apenas o primeiro acreditivamos que fosse

conhecido por parte dos alunos.

b) Verificar o entendimento: montamos as atividades de forma cuidadosa para que
houvesse um aprendizado em cada método, uma producdo de conhecimento e néo
simplesmente uma compreensédo superficial a ponto de terem capacidade de resolver os

exercicios.
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Dentre outros contedos matematicos, acreditamos que nossa sequéncia
didatica possa contribuir no ensino das seguintes areas: manipulacéo algébrica, produtos
notaveis, area de quadrados e retangulos, soma e diferenca de areas, radiciacdo de
termos algébricos, interpretacdo da solucdo de um problema e transformacdes

geométricas rigidas.

2.4 — As Folhas de Atividades

As folhas de 2 a 6 mesclam exemplos resolvidos, com textos detalhando
as passagens, as transformacdes algébricas sofridas na equacdo e a justificativa
geométrica quando cabivel. Procuramos ser minuciosos a fim de obter maior
independéncia dos estudantes em relacdo ao professor esperando torna-los participantes
ativos no processo de aprendizagem.

Folha de Atividade 1: traz nove equagdes do segundo grau para que
podem ser resolvidas de forma livre. A ideia é verificar se hd um método que os alunos
tém preferéncia.

Folha de Atividade 2: traz um exemplo resolvido de equacgdes do tipo
x> +bx=c com uma adaptacdo do método de Al-Khwarizmi e trés exercicios que
devem ser resolvidos seguindo o exemplo para verificar a compreensdo do método.

Folha de Atividade 3: traz um exemplo resolvido de equacdes do tipo
x> +c=Dbx com uma adaptacio de Al-Khwarizmi e lbn Turk e trés exercicios que
devem ser resolvidos seguindo o exemplo para verificar a compreensdo do método.

Folha de Atividade 4: traz um exemplo resolvido de equacdes do tipo
bx+c = x> com um método que foi desenvolvido especificamente para este caso e trés
exercicios que devem ser resolvidos seguindo o exemplo para verificar a compreensao
do método.

Folha de Atividade 5: traz um exemplo resolvido de equagdes do tipo
x®> —bx =c com um método que foi desenvolvido especificamente para este caso e trés
exercicios que devem ser resolvidos seguindo o exemplo para verificar a compreenséo
do método.

Folha de Atividade 6: apresenta o0 método da Soma e da Diferenca

utilizado por Diofanto e traz um exemplo resolvido de equages do tipo ax’ +bx+c =0
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com uma adaptacdo deste método além de trés exercicios que devem ser resolvidos

seguindo o exemplo para verificar a compreensdo do método.
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Capitulo 3

Descricdo dos métodos utilizados

Os métodos descritos a seguir, sdo reinterpretacdes daqueles utilizados
por Al-Khwarizmi e, o ultimo, uma aplicacdo do método da Soma e da Diferenca
utilizado por Diofanto em seu trabalho na resolucao das equag6es do segundo grau.

Em nossas Folhas de Atividades usamos exemplos para introduzir os
métodos, mas neste capitulo cumprimos a necessidade de generaliza-los, além de
compararmos com a Férmula de Bhéskara que, nos atrevemos em dizer, mais do que ser

o preferido por nossos alunos, aparenta ser o Unico.
3.1- x*+bx=c,sendo b,ceR

Dentre as quatro formas de equac6es do segundo grau descritas por Al-
Khwarizmi, esta, quadrado mais raizes igual a nimero, é a que tem mais facil aceitacéo,
pois envolve uma decomposicdo de um retangulo em dois (em seu livro Al-Khwarizmi
0 decompls em quatro) e a soma destes a um quadrado, ou seja, tarefas de simples
execucdo e facil visualizag&o.

Tal como fez Al-Khwarizmi em seu livro, intuimos o método com o
exemplo x2+10x=39 sem nos preocuparmos com a generalizacdo e devido a
expectativa da dificuldade em dividir nimeros impares por dois, propositalmente,
trabalhamos primeiro com nimeros pares para que este ndo fosse mais um empecilho a

um método diferente.

3.1.1 — Generalizando o método

Suponha dada a equagdo ax®+bx=c, sendo a,b e ¢ ndmeros reais e

positivos (apesar de ndo trabalhar com numeros negativos, Al-Khwarizmi mostra em

seu livro que ndo tinha problemas em trabalhar com numeros racionais da forma

pi\/a ,sendo p e gndmeros racionais).
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- N b c .
Dividindo a equagio por a obtemos X°+—X=—, interpretamos
a a
. A b
geometricamente como um quadrado de lado x e um retangulo de lados — e X.
a

- A : b :
Dividimos o retangulo em dois, um de lado 2a e outro de lado x conforme a figura 2.
a

A abreviacao "Res.", nesta e demais figuras, substitui a palavra "Resolvendo™.
Figura 2

b b

2a 2a

Res. ax® +bx = ¢ - Criago do autor

Fazemos uma transformacdo geométrica com um destes retangulos

produzindo um poligono que, para ser um quadrado de lados x+2b—a, falta apenas um

quadrado de lados 21 conforme a figura 3.

a
Figura 3
T b
2a
b
! x> —
2a
b b
— —
2a 2a

Res. ax” +bx = ¢ - Criagio do autor

Até este momento as transformacbes geométricas foram feitas sem

inclusdo ou perda, ou seja, as figuras sao equivalentes em area.
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. b C N b b c
Algebricamente, se x> +—X=— entio X’ + —X+—X=

— . Incluindo o
a a 2a 2a a

2

b , b ,

quadrado de lado 2 e area 2— alteramos a area e fazemos o balanceamento na
a a

., b b bY ¢ (bY ., . b 2 pz ¢
equUagdn, X“ +—X+—X+| — | =—+| — | X +2-—X+—F=—5+—.
2a 2a 2a a \2a 2a 4da~ 4a° a

Figura 4

x b

2a
, b

! x> —
2a

b b b\
2a 2a 2a

Res. ax” +bx = ¢ - Criagio do autor

2
Como o lado do quadrado € x+£ tem area (x+£) , figura 4.
2a 2a
b2

. . b\
consequentemente a equacdo € equivalente a (x+—j =1
a

2a

b\ b2+4ac

Xt — | =——
2a 4a’®

c .
+-, ou seja,
a

Aplicando uma raiz quadrada em ambos os lados da equacdo

2 2 2
/ . N| 4
x+—b = —b +iac,ou seja, x+—b =i—b b ac.
2a 4a 2a 2a

2 ot i
E, finalmente, XZ_Ei@@X: b—m.

2a 2a 2a

Observagdo 1: Como a,b e ¢ sdo nimeros reais e positivos b® +4ac é

um ndmero real e positivo, a equagdo ax” +bx =c sempre tera solucdes reais.
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Observacgdo 2: Aparentemente, no discriminante A =b*+4ac ha uma

diferenca entre esta formula e a conhecida formula de Bhaskara, mas na verdade a
forma das equacdes € que sdo distintas, uma é ax* +bx=c e a outra, ax’ +bx+c=0.

Ou seja, a forma ax®+bx=c que resolvemos é do tipo ax*+bx+c=0 com c

negativo. Portanto as formulas sdo equivalentes.

32— x*+c=bx,sendo b,ceR’

Esta forma tem uma justificativa geométrica mais trabalhosa e com um
agravante: ha mais de uma possibilidade, na verdade trés, além daquela que néo
apresenta solucdo real, entdo quatro. Al-Khwarizmi também a discutiu de forma
retorica, apresentou uma solucdo geométrica, mas apesar de citar que ha outras

possibilidades, ndo o fez em seu trabalho.

O texto de Al-Khwarizmi contém a palavra "condensado™ no titulo, o que
sugere que existiam outros livros que deram uma discussdo mais detalhada
dos procedimentos algébricos e suas justificativas geométricas. Existe, no
entanto, apenas um fragmento da existéncia de tal obra, a secdo
“Necessidades Logicas em Equacdes Mistas” do trabalho Kitab al-jabr wa'l
mugabala de Abd al-Hamid ibn Wasi ibn Turk al-Jili, um contemporaneo de
Al-Khwarizmi sobre quem se sabe muito pouco. As fontes ainda divergem
quanto a saber se ibn Turk era do Ird, Afeganistdo ou da Siria. De qualquer
forma, o capitulo existente do livro de ibn Turk lida com equagdes do
segundo grau dos tipos 1, 4, 5 e 6 de Al-Khwarizmi e inclui uma descricdo
geométrica muito mais detalhada do método de solucdo que é encontrado na
obra de Al-Khwarizmi. Em particular, no caso do tipo 5, ibn Turk deu
versdes geométricas para todos os casos possiveis. (Traducédo livre de Katz,
p. 247)

De acordo com Katz, Al-Khwarizmi em seu trabalho notou que havia outra
solugdo (positiva), mas em seus exemplos mostrava apenas uma, aquela que

exemplificamos na Folha de Atividade 3.

3.2.1 — Generalizando o método — Tipo 1

Suponha dada a equagdo ax®+c=bx, sendo a,b e ¢ nlmeros reais e

positivos.
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- « c b .
Dividindo a equagio por a obtemos x*+— =—X; para interpretarmo-la
a a

. A ., C
geometricamente tomamos um quadrado de lado x e um retangulo de area —, sendo um
a
de seus lados x também. Assumimos que o outro lado do retangulo formado por estas
. . b . b .
duas figuras é — e que x € menor do que a metade de —, figura 5, 0s outros casos
a a

serdo considerados nas secOes seguintes.
Figura 5

ISII N

b

a

Res. ax’ + ¢ = bx - Criaco do autor

c b - b . ..
Desta forma, x*+—=—x. Tracamos a mediatriz do lado — dividindo o
a a a

retangulo em dois, figura 6.
Figura 6

|
|
I b

L .
1 2a z
[

b

i
|
i
|
[
|
i
|
|
| 2
| 2a

| b

a

Res. ax’ + C = bx — Criaco do autor

A figura fica dividida em um retangulo de lados 23 e X, um quadrado
a

A b
de lado x e outro retangulo de lados 2——x e X.
a
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: b A b
Tomamos a medida 2——x e tracamos o retangulo de lados ——-x e
a

2a
b ..
—, figura 7.
2a
Figura 7
b
E -
L _. by -
2a PR T
x? :
i b
| %
b
a
Res. ax’ + ¢ = bx - Criaco do autor
: b
Novamente tomamos a medida 2——x e tracamos o quadrado de lado
a
b o A . . A b
52 X . Os dois retangulos destacados tém mesma area, pois ambos tém lados 22 X e
a a
X, figura 8.
Figura 8
L
. 2a b
t 5y % N
b ) ,’t’ N
2 ‘ r — T

[

L —
\

]

a

Res. ax® + ¢ = bx — Criacéo do autor

. . , . C .
Desta forma o retangulo da Figura 9 tem a mesma &rea — da poligonal
a

da Figura 10.
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Figura 9

b
2a
b . b

2a

Qo

a

Res. ax’ + ¢ = bx - Criaco do autor

Figura 10

b
2a
b b i
2a 2a €T

b
a

Res. ax’ + ¢ = bx — Criaco do autor

Note que x+(£—x) =£. Entdo o quadrado de lado i—x tem area
2a 2a 2a

igual a do quadrado de lado 2% menos a area da regido poligonal %

(b jz (bjz c . (b )Z b’ - 4ac
Logo ——X| =|—| ——, ou seja, —=X| =
2a 2a a 2a 4a

Aplicando-se a raiz quadrada em ambos os membros da equacdo, obtemos

/ 4ac b 4ac
—_—— x ,isto é, — — X =
2a 2a
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2 _ 2
E, finalmente, XZ%J—,@ nos da x:@_

Observacdo 1: Como a,b e ¢ sdo ndmeros reais e positivos b® —4ac

pode ser negativo, ou seja, a equacdo ax’ +c¢ =bx nem sempre tera solucdes reais.
Observacdo 2: Novamente aparentemente hd uma diferenca entre esta

formula e a conhecida formula de Bhéskara, mas na verdade as formas das equacdes é
que sdo distintas, uma é ax*+c=>bx e a outra, ax’+bx+c=0. Ou seja, a forma
ax’ + ¢ =bx que resolvemos é do tipo ax’+bx+c=0 com b negativo. Portanto as

formulas sdo equivalentes.
3.2.2 — Generalizando o método — Tipo 2

Suponha dada a equagdo ax®+c=bx, sendo a,b e ¢ nlmeros reais e

positivos.

- « c b .
Dividindo a equagio por a obtemos x°+—=—Xx. Para interpretarmos
a a

. A ., C
geometricamente tomamos um quadrado de lado x e um retangulo de area — sendo um
a
de seus lados x também. Assumimos que o outro lado do retangulo formado por estas

. . b . b ..
duas figuras € — e que x é maior do que a metade de —, figura 11.
a a

Figura 11

Qo
o

b

a

Res. ax® + ¢ = bx — Criaco do autor
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c b . b . ..
Desta forma, x> +— =—x. Tracamos a mediatriz do lado — dividindo o
a a a

retangulo em dois, figura 12.

Figura 12

b

2a

SHNe!

b |

2a |

Res. ax’ + C = bx - Criaco do autor

A figura fica dividida em um retangulo de lados % e X, outro de lados

x—£ e X e um terceiro de lados b x—£ :E—X e X, figura 12.
2a 2a 2a) a

) b . .
Tomamos a medida x—2— duas vezes. Determinamos dois novos
a

retdngulos e um quadrado de lado Zb_a’ figura 13.

Figura 13

2a

.,

b
a

Res. ax’ + C = bx — Criaco do autor
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A b b b
Um dos retangulos tem lados x—— e ——X enquanto o outro, X—— e
2a a 2a

X—2- (x _ZEJ = b_ x . Ou seja, os retangulos destacados tém mesma area, figura 14.
a) a

Figura 14

b
’ 2a

Res. ax’ +C = bx - Criacdo do autor

A . ., C .
Desta forma o retangulo da figura 15 tem a mesma area — da poligonal
a

da figura 16.
Figura 15

b
r— — "
2! &

Qo

b
2a

Res. ax® + ¢ = bx — Criaco do autor
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Figura 16

r— —| T
erl €

b
2a

2o

2a

b
2a

a

Res. ax’ + C = bx - Criacio do autor

Note que x-— X—E _b entdo o quadrado de lado x—l tem area
2a) 2a 2a

igual a do quadrado de lado 21 subtraida a area da poligonal ¢ , figura 16.
a a

bY (b)Y ¢ . b\ b’-dac _.
Logo | x—— | =|— | ——,0useja, | Xx—— | = >— . Tirando-se
2a 2a a 2a 4

a
: « b\ [b?-4ac :
a raiz quadrada de ambos os lados da equagéo, temos, || x “oa) TN a2 ou seja,
a a

b \Jb% —4ac

X——=1%
2a 2a

‘- +4/b% =
E, finalmente, x:%i@, isto é, x:@_

Observacdo: N&o destacamos nas generalizagfes, mas 0 caso que nao

n . b)Y ¢ .
apresenta soluces reais ocorre quando (z—J —-<0, que equivale a A =b*—-4ac<0.
a a

3.2.3 — Generalizando o método — Tipo 3

Suponha dada a equagdo ax®+c=bx, sendo a,b e ¢ ndmeros reais e

positivos.
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- « c b .
Dividindo a equagio por a obtemos x*+—=—Xx. Para a interpretarmos
a a

. A ., C
geometricamente tomamos um quadrado de lado x e um retangulo de area — sendo um
a
de seus lados x também. Assumimos que o outro lado do retangulo formado por estas
. . b - s b ..
duas figuras € — e que x é igual a metade de —, figura 17.
a a

Figura 17

glo
8

b

a

Res. ax’ + ¢ = bx - Criagio do autor

c b
Desta forma, x° +— =—X e sendo um dos lados o dobro do outro, temos
a a

um retangulo formado por dois quadrados logo X = 2% = \/g é a raiz da equacdo.

« b .
Observagdo: Para um quadrado de lado — e érea temos

2a 5

2 2
(Lj =£<:>b—2:E < b* =4ac, ouseja, A=b*—-4ac=0.
2a a 4a° a

3.3-bx+c=x?,sendo b,ce R’

Esta forma, apesar de Katz ter afirmado que Ibn Turk, contemporaneo de
Al-Khwarizmi, publicou em seu trabalho uma solu¢do com justificativa geométrica, nao
conseguimos encontré-la. Foi entdo que montamos uma sequéncia com certa

semelhanca com as anteriormente citadas como formas de Al-Khwarizmi. Na Folha de

Atividade 4 a apresentamos com a equacdo x* =8x+20.
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3.3.1 — Generalizando o método

Suponha dada a equagdo ax® =bx+c, sendo a,b e ¢ nlmeros reais e

positivos.
o . , b ¢ .
Dividindo a equacdo por a obtemos X° =—X+—, para a interpretarmos
a a
geometricamente essa equacgao tomamos um quadrado de lado X e o dividimos em dois

A b : . C .
retangulos, sendo os lados — e X e, respectivamente, o outro de area —, figura 18.
a a

Figura 18
b @
I — — —
a a
i
b
b 2
a
x

Res. ax’ = bx+C - Criagio do autor

- . . b . . b
Dividimos o retdngulo de drea —Xx em dois de mesma &rea e lados 2 e
a

a
X, figura 19.
Figura 19
] c
v - =
a
b b
2 2a
b
— —x
2a 2a
x

Res. ax’ =bx+C — Criacdo do autor
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Tomamos a medida 2% e dividimos o lado de medida x em dois de

medidas b e x—l, figura 20.
2a 2a

Figura 20

xr

Res. ax’ =bx+ ¢ — Criagio do autor

O quadrado de lado x fica decomposto em seis retangulos (figura 20)

sendo dois quadrados de lado 21 um retangulo de lados 21 e X—E, dois retangulos
a a

- A b b
de lados x—— e — e, 0 ultimo, um retangulo de lados Xx——e x——.
2a  2a 2a a

A . . Cc b b\’
Os retangulos em destaque na figura 21 tem areas — e — x—( j .

a 2a 2a
Figura 21
x
c
b =
a a
b b ( b )2
o
2a 2a 2a
b
2a
2a = 2

Res. ax’ = bx+ C — Criago do autor
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b | o .
Logo o quadrado de lado x—2— € composto por dois retangulos de areas
a

2
b (b)Y b b figuraze
a 2a  4a

Figura 22
b
e
2a
b c_ b (LE) ‘
£ a a 2a a b
3’;77
b b b\ 2a
SN
b
2a
':L‘__
2a 2a

Res. ax’ = bx + C — Criago do autor

Entdo

bY (¢ b b b b

X—— | =| ———X+— |[+| —X——

2a a 2a 2a’ 2a  4a?

e simplificando obtemos

[ bjz c b? . ( bjz b® + 4ac
X—— | =—+—,0useja, | X—— | =———.

2a a 4a 2a 4a

Tomando-se a raiz quadrada de ambos os lados da equacéo,

2 2 ' 2
x—L = b +4ac ou, equivalentemente, X—E:iw.
2a " 4a2 2a 2a

\b? +4ac ou seja, X = b++/b% +4ac
2a ’ 2a '

. b
Finalmente, x=—=
2a

Observacdo 1: Como a,b e ¢ sdo nimeros reais e positivos b*+4ac é

um ndmero real e positivo, ou seja, a equacdo ax® =bx+c sempre tera solucdes reais.
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_ ’ 2
Além disso, 0<4ac:>b2<b2+4ac:b<\/b2+4ac:bk;—a+4ac<0 , OU seja,

uma de suas raizes é negativa o que implica que sua raiz positiva satisfaz x >— dai o
a

desenho.

Observacdo 2: Aparentemente ha uma diferenca entre esta férmula e a
conhecida formula de Bhaskara no discriminante, A =b*+4ac, mas na verdade as
formas das equacdes € que sdo distintas, uma é ax® =bx+c e a outra, ax’ +bx+c=0.

Ou seja, a forma ax®* =bx+c que resolvemos é do tipo ax*+bx+c=0 com b e ¢

negativos. Portanto as formulas sdo equivalentes.
34— x*~bx=c,sendo b,ceR]

Al-Khwarizmi ndo resolveu esta forma e nem sequer a colocou como
uma dentre os seus seis tipos, afinal, —b indicaria um nUmero negativo. Mas
interpretando —bx como uma retirada do quadrado de lado x e esta diferenca tendo
como resultado um numero positivo ¢, podemos fazer uma justificativa geométrica,
apesar de ser notorio desta vez, que ndo € para quaisquer valores de b que esta forma

tem solucéo.

Na Folha de Atividade 5 a apresentamos com a equagdo x° =8x+20.

3.4.1 — Generalizando 0 método

Suponha dada a equagdo ax®*—bx=c, sendo a,b e ¢ nlmeros reais e

positivos.

. N b C .
Dividindo a equacdo por a obtemos x*——x=—, geometricamente
a a
. A b -
interpretamos um quadrado de lado X e um retangulo de lados — e x, que dividimos
a

em dois de lados 21 e X, figura 23.
a
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c x b b
Observe que como —>0 entdo x*——x>0=x*>—x e como x>0,
a a a

pois é lado de um quadrado, x > b :
a

Figura 23

SaRnt WSS

2a

Res. ax® —bx = ¢ - Criaco do autor

Retiramos um dos retangulos do quadrado, figura 24.

Figura 24
x
ro--
b |
:L' —_—— — 1
2a 2a | b
! — x| T
1 2(1
b |
— & = 1
2a 2a L
2a

Res. ax’ —bx = ¢ - Criaco do autor

. A b .
Ficamos com um retangulo de lados x—2— e X, além de outro de lados
a

l e X, figura 25.
2a
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Figura 25
T
b
r— — 2 —
2a 2a b
— x

2a
2a

Res. ax’ —bx = ¢ — Criacdo do autor

Para a retirada do segundo retangulo é necessario fazer antes uma

inclusdo, um acréscimo, de um quadrado de lado 21 figura 26.
a

Figura 26

Res. ax’ —bx = ¢ - Criago do autor

. b C .. .
Algebricamente, se X* ——X=— entdo | x? —Ex —Ex ~ £ Incluindo
a a 2a 2a a

2

b , b ,

0 quadrado de lado 2— e area 2— alteramos a area e fazemos o balanceamento na
a a

e e ]
quacdo, | X X X+ =—+ .
2a 2a 2a a \2a
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Figura 27
xr
b
r— — o
2a 2a b
b T
2a
b\3 b
(ﬁ) 2a
b b
2a 2a
Res. ax”> —bx = ¢ — Criagéo do autor
Enfim retiramos o segundo retangulo, figura 28.
Figura 28
b
T
2a L
b i i
r— o i i
2a 1 1
; P
Lo__d
b b
2a 2a

Res. ax’ —bx = ¢ - Criagio do autor

2

. b . C .
Ficamos com um quadrado de lado Xx—— e area —5+—, pois
2a 4a° a

2 2 2 2
b b> b ¢ ( bj=b+4ac,figura29.

X =2 —Xt—=—+—= -
2a 4a° 4a° a 4a
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Figura 29

Res. ax” —bx = ¢ — Criagio do autor

Tomando-se a raiz quadrada de ambos os lados da equacéo,

2 2 2
x—£ _ b +4ac,ouseja, x—izi\/b +4ac
2a \/ 4a® 2a 2a

2 + 2
E, finalmente, x:%i@, isto & Xz@

Observacdo 1: Como a,b e ¢ sdo nimeros reais e positivos b*+4ac é

um nGmero real e positivo, ou seja, a equagdo ax* —bx =c sempre tera solucdes reais.

Observacdo 2: Aparentemente ha uma diferenca entre esta formula e a
conhecida formula de Bhaskara no discriminante A =b” +4ac, mas na verdade a forma
das equagBes é que sdo distintas, uma é ax” —bx =c e aoutra, ax” +bx+c=0. Ou seja,

a forma ax® —bx=c que resolvemos €é do tipo ax*+bx+c=0 com b e c negativo.

Portanto as férmulas sdo equivalentes.

35— x*+bx+c=0,sendo b,ceR

Apresentamos esta Ultima forma para solucionar equacgdes que tenham
coeficientes negativos assim como raizes negativas, apesar de Diofanto, na maioria das
vezes, se contentar apenas com uma solucdo positiva.

Introduzimos o método da Soma e da Diferenca, com o exemplo do livro
de Diofanto, de “encontrar dois numeros cuja soma é 20 e o produto € 96, além do
exemplo “encontrar dois numeros cuja diferenca é 8 e o produto € 48”.

Utilizamos este método, que também fora usado pelos Babil6nios, para
resolver equacgdes do segundo grau. Mas ndo podemos afirmar com exatiddo se foi

utilizado desta forma na Histdria, apenas vimos uma oportunidade de expandir o leque
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de aplicacbes de métodos historicos, além, ¢ claro, de reverenciar as habilidades destes

notaveis personagens.
3.5.1 — Generalizando o método

a) Soma e Produto dados — Encontrar dois numeros cuja soma é S e o produto é P.

_ ., X, +X, =35
Sejam X, € X, tais nimeros, logo
X X, =P
S « (S S
Chamando x, :§+k entéo E+k +X, =S =X, :E_k :

. (S S ST,
Como X, -X, =P entéo E+k : E_k :P,ouseja,T—k =P.

2 2
De T P =k?*, supondo k>0 (como Diofanto), obtemos k =4/S—— P.

4
2 2
Portanto os nimeros séo x1:§+1/8——P e X, :§—4/S——P.
2 4 2 4

b) Diferenca e Produto dados — Encontrar dois nimeros cuja diferenca é D e o produto é
P.

. L X =X, =D
Sejam X, e X, tais numeros logo
X - X, =P

Chamando x1:k+% entéo (k+gj—x2 =D, ou seja, X, :k—%

2

. D :
Como X -X, =P entédo (k+%)-(k—%):P nos da k2—T=P,|sto

D? D2
é, kZ:P+T.Assumindo k>0, obtemos k = P+T
. < D* D
Portanto 0s numeros procurados Sd0 X = P+T+E e
2
x2=1/P+D——2.
4 2
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c) Aplicando os métodos descritos acima na resolucdo de equagbes do tipo
ax’ +bx+c=0.
Suponha dada a equagdo ax®+bx+c=0, sendo a,b e ¢ nimeros reais

e a nao nulo.

L « b ¢ : c
Dividindo a equagio por a obtemos x*+—x+—=0 e subtraindo — em
a a a

b C A b
ambos os lados da sentenca x> +—Xx =——, colocamos X em evidéncia x| x+— |=—

c
a a a a

i b b c N i
Seja y=x+—, logo y—-x=— e X-y=——, e entdo para obtermos uma raiz da
a a a

< b C . e o L . b
equacdo x?+—x=-—— é suficiente buscarmos dois numeros y e X cuja diferenca é —
a a a

e cujo produto € ——. O valor de Yy obtido é apenas um valor auxiliar ao método, sendo
a

desprezado ao final, pois procuramos o valor de X.

b

y—X=—

Sejam X, e X, tais numeros, logo ac
y X==—

a

Chamando y=k+£ entéo (k+£j—x=9:>x:k—£.
2a 2a a 2a

2
Como y-x=E entéo [k+2£j-(k—£j=—g<:>k2— b> __¢
a

a 2a a E_ a
<:>k2:b_2_3
4a’ a
ket b? —4ac
\ 4a?
:>k=+M
 2a

\Jb? —4ac

. A b .
Portanto as raizes da equagdo séo Xx=+———————, ou seja, dadas

2a
—b++/b®—4ac

2a

por X =
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Capitulo 4

A Aplicacéo e suas Consideragoes

As seis Folhas de Atividades (que compdem o Apéndice A) foram
divididas em dois dias de aplicacdo com duas aulas de cinquenta minutos para cada dia.
A orientacdo para ambos os dias foi a mesma: poderiam discutir em grupos de trés ou
quatro integrantes, mas a entrega seria individual. Avisamos que os textos tinham sido
cuidadosamente elaborados para que fossem auto interpretativos, ou seja, a nossa

intencdo era intervir o minimo possivel em seus trabalhos.
4.1 — A escolha da Turma

Escolhemos aplicar as Folhas de Atividades na turma de quinto semestre
na disciplina de Histéria de Matematica do curso de Matematica com énfase em
Informatica — Licenciatura Plena, da Faculdade de Educacdo S&o Luis na cidade de
Jaboticabal no Estado de S&o Paulo.

A maioria dos vinte e dois alunos sdo moradores da regido e ainda que
sejam graduandos, por volta de 80% ja lecionam na rede estadual de ensino como
professores eventuais, alguns como substitutos temporarios e dois com aulas livres a
eles atribuidas.

Muitos deles lecionam no Ensino Fundamental ciclo 2, onde o conteddo
Equacdo do Segundo Grau € ensinado, mais precisamente no 9° ano. Em alguns outros
sistemas apostilados aparecem no 8° ano e até mesmo no 7° ano.

Nossa escolha em aplicar para graduandos e futuros professores baseou-
se, dentre outras coisas, em ter um publico mais critico por ja terem conhecimento sobre
0 assunto e por poderem ser multiplicadores desses métodos que acreditamos que
possam contribuir na formacao do aluno, além do simples fato de aprenderem a resolver

tais equacoes.
4.2 — 1°dia (07/06/2013) — Aplicacéo das Atividades 1,2 e 3

Apresentamos as Atividades deixando claro que trabalhariamos formas

de resolucdo de equagdes do segundo grau com métodos historicos e, por isso, as raizes
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negativas (em alguns casos a segunda positiva também) poderiam ser "descartadas"” ou
simplesmente ndo eram encontradas.

Avisamos que as folhas seriam entregues uma apo6s o término da outra
por se tratarem de formas distintas e que eles deveriam concluir as trés atividades neste
dia.

a) Folha de Atividade 1

Por se tratar apenas da resolucdo de nove equacdes de segundo grau de
forma livre, alguns alunos comentaram que esta Atividade era bastante tranquila.

Poucos discutiram sobre a resolugéo, percebemos apenas a conferéncia

dos resultados.

b) Folha de Atividade 2

Ja no inicio perceberam que era mais trabalhosa que a anterior.
Perguntaram se era necessario fazer os desenhos e se com régua. Foram orientados que
tal como descrito no enunciado do exercicio era para seguir a resolucao proposta pelo
exemplo, ou seja, fazer as justificativas geométricas, mas da forma que achassem mais
conveniente.

Ficaram com ddvidas, no terceiro item, sobre como trabalhar com a
metade do 7 (7/2 ou 3,5) e no momento de acrescentar o quadrado de lado 3,5 e area
12,25. Sentimos que ficaram receosos por ndo ser tdo pratico quanto com numeros

inteiros.

c) Folha de Atividade 3

Questionaram sobre encontrar apenas uma das solugbes positivas.
Pudemos perceber que a dificuldade era apenas em resolver o primeiro item, os demais
itens seguiram sem problemas.

Uns dois ou trés alunos mais copiaram do que deram suas contribui¢es
ao grupo que estavam.

O final desta atividade foi um pouco corrido pois devido a morarem em
outras cidades dependem de 6nibus para sua locomocdo e sendo sexta-feira, os colegas

do transporte ficam apressando para irem embora mais cedo.
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4.3 — 2° dia (21/06/2013) — Aplicacéo das Atividades 4,5¢e 6

Reforcamos as observagdes dadas no primeiro dia de aplicacdo que
poderiam discutir em grupo, mas com entrega individual e que nossa intencdo era nao
intervir no desenvolvimento das atividades. Duas das atividades ainda eram
geométricas, portanto seria necessario desenhar e tinhamos o problema das raizes
negativas para as mesmas.

Tal como no outro dia deveria ser entregue nesta data.

a) Folha de Atividade 4

Pudemos perceber o esforgo conjunto dos grupos e os individuais. Assim
como no primeiro dia de aplicacdo, tiveram maior dificuldade em trabalhar com
nimeros nado inteiros. Perceberam que a sequéncia geométrica seria a mesma entao
iniciaram fazendo todos os desenhos para depois pensarem nas expressdes que iriam

usar.

b) Folha de Atividade 5

Desde o inicio acharam esta atividade mais dificil de compreender o
exemplo, mas o desenvolvimento ocorreu semelhante ao da atividade anterior.

Argumentaram que uma vez que os desenhos eram iguais se poderiam
fazé-lo uma vez apenas e tirarem fotocopias.

Pudemos notar alguns alunos querendo entender realmente as formas de

resolucéo apesar de uma minoria de trés ou quatro que aparentemente s6 copiavam.

c) Folha de Atividade 6

Reclamaram da auséncia da resolucdo geométrica e acharam mais dificil
de compreender que as demais. Sentimos mais inseguranca, provavelmente, pela falta
do apelo geométrico.

Estranharam a solucdo negativa do primeiro item (colocado de forma
proposital) que ndo poderia ter aparecido nas atividades anteriores.

A presenca de 2x” incomodou, ndo sabiam o que fazer, pois dentre todas

as vinte e quatro equacdes propostas nas seis atividades, esta era a unica em que 0

coeficiente de x? era diferente de 1.



Capitulo 5

Anélise a posteriori e Concluséo

Em geral, os alunos responderam muito bem as Folhas de Atividades.
Neste capitulo mostraremos algumas dessas respostas a fim de analisar o quanto foi

produtivo a sequéncia didatica, além de propor correcdes e sugestdes.

5.1 — Folha de Atividade 1

A Folha de Atividade 1, como ja descrito no capitulo anterior, possuia 9
equaces do segundo grau com uma proposta de resolucdo livre. A nossa expectativa foi
confirmada, pois todos os alunos aplicaram a Férmula de Bhaskara. As equacdes foram
divididas em trés grupos, sendo o primeiro grupo apresentado na forma x2+bx=c, o
segundo grupo na forma x2+c =bx e o terceiro na forma x2=hx+c fazendo referéncia

aos tipos de Al-Khwarizmi e os métodos das Folhas subsequentes. O enunciado do

exercicio e o primeiro grupo eram

Resolva as equacdes de 2° grau a seguir no Universo dos Reais:
a) x*+4x=5
b) x*+6x=40
c) x*+7x=18

Segue uma das respostas apresentadas.

Figura 30
|l‘:r" L 3 L_; "-" o, - > -J‘-"' :“_,-'I‘_: o
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Digitalizacdo de Atividade desenvolvida por estudante




O segundo grupo

d) x*+15=8x
e) x*+65=18x
f) x*+14=9x

Segue uma das respostas apresentadas.

Figura 31
J'} 'ﬁ-a' ?"p‘_. w50 oL }'Iz—-- [FAY L b g ¥ ‘iﬁL
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4 L] Ty 1=
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'l'-‘;_,::;,'. e
SRS,
Digitalizacdo de Atividade desenvolvida por estudante

E o terceiro grupo

g) X2=6x+16
h) X2=2Xx+24
i) X2=7x+18

Segue uma das respostas apresentadas.
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Figura 32
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Duas outras respostas nos chamaram a atengéo.

A primeira delas
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Figura 33
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Esse é o item d) x2+15=28x, 0 que nos chama a atencdo é referente ao
discriminante, primeiro ele € 4 e depois é J4 , entendemos que a falta de precisdo do
algoritmo ndo resultou em erro na resposta final mas nos vem a tona: o importante € a

resposta, o desenvolvimento ou os dois?
Acreditamos ser necessaria uma correcao neste momento, pois ha alguma

orientagéo errada uma vez que 0 mesmo erro ocorreu na resolucdo das noves equacdes.

E a segunda delas

Figura 34
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Este erro j& tem maior prioridade de acdo, pois somou termos ndo

semelhantes, descartou apenas uma solugéo e aproximou a raiz quadrada.
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Esta Folha de Atividade cumpriu o objetivo proposto a ela, além de
ratificar que a aplicagdo da Formula de Bhéskara ndo foi um problema. Mas
acreditamos que um quarto grupo de equacgdes contendo formas ndo completas do
trindmio como x2—8x=0 e 2x2=8, poderiam ser Uteis para testar a unanimidade da

formula.

5.2 — Folha de Atividade 2

Esta folha descreve a resolucdo de Al-Khwarizmi para a equagédo

x2+10x =39 e propde o seguinte exercicio

Resolva as equacdes a seguir utilizando o método de Al-Khwarizmi descrito acima

fazendo a interpretacdo geométrica de cada resolucgéo:
a) x*+4x=5
b) x*+6x=40
c) x*+7x=18

Seguem respostas apresentadas aos itens a), b) e c) de diferentes autores.

Figura 35
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Figura 36

Digitalizacdo de Atividade desenvolvida por estudante

Figura 37
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Percebemos a compreensdo do método e a correta aplicacdo nos dois
primeiros itens, mas nos chamou a atencdo do terceiro exemplo pois efetuou a diviséo
por dois do nimero impar 7 corretamente e de repente o que era 3,5, virou 3.

Acreditamos que esta atividade tenha cumprido a missdo de apresentar o

método, mas esperdvamos que na conclusdo algébrica alguns levantassem a questdo da
- ~ 2 - .
segunda raiz para, por exemplo, a equagéo (x +3)" =49. Ainda que esta fosse negativa

e posteriormente descartada por ser uma solucdo geométrica.
A seguinte questdo poderia complementar a Folha de Atividade:
“A solucao geométrica das equacdes apresentaram apenas uma solug¢ao

para cada, como poderiamos encontrar a segunda solugio?”
5.3 — Folha de Atividade 3

Esta folha descreve a resolucdo de Al-Khwarizmi para a equagédo

X2+ 24 =10x e propOe o seguinte exercicio

Resolva as equacBes a seguir utilizando o método de Al-Khwarizmi descrito acima
fazendo a interpretacdo geométrica de cada resolucéo:

a) Xx2+15=8x

b) x2+65=18x

C) X2+14=9x

Seguem respostas apresentadas aos itens a), b) e c) de diferentes autores.

Figura 38
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Figura 40
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Novamente ninguém notou que apenas uma das soluc@es foi encontrada
e, desta vez, temos o0 agravante que a segunda solucdo também é positiva. Caso
trabalhassem de forma correta algebricamente teriam encontrado a solucdo que falta,

por exemplo, a equagdo (4,5— x)2 =6,25 é equivalente a 4,5—x=2,5 cujas solucdes

séo 2e7.

A pergunta proposta para a Folha de Atividade 2 também seria um bom
complemento a esta, aliada a inclusdo de uma equagdo com um trindbmio quadrado
perfeito, como em x*>+9=6x, e um caso em que ndo houvesse raizes reais, como em
x* +6=4x. Acreditamos que estes dois casos poderiam intensificar o sentido do
discriminante ser nulo ou negativo uma vez que a construgdo geométrica determinaria,
respectivamente, um retangulo de “area zero” em um e no outro de “area negativa”.
Mas, provavelmente, a sua interpretacdo geométrica necessite de cuidados e intervencédo

do aplicador da Atividade.
5.4 — Folha de Atividade 4

Esta folha descreve uma resolucdo geométrica para a equacao

x2=8x+ 20 e propBe 0 seguinte exercicio

Resolva as equacbes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a
interpretacdo geométrica de cada resolucgéo:

a) x2=6x+16

b) x2=2x+24

C) X2=7x+18

Seguem respostas apresentadas aos itens a), b) e ¢) de diferentes autores.
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Figura 42
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Figura 43
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As solucdes desta Folha de Atividade foram bastante semelhantes e
corretas. Entdo acreditamos que 0 método e os exercicios estavam bem dimensionados.
Neste caso o discriminante serd sempre positivo, portanto a equacdo sempre admitira

duas solucdes e a segunda raiz poderia ter sido descoberta algebricamente.

5.5 — Folha de Atividade 5

Esta folha descreve uma resolucdo geométrica para a equacao

—10x =39 e propde o0 seguinte exercicio

Resolva as equacdes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo
a interpretacdo geomeétrica de cada resolucao:
a) Xx?2—6x=16
b) x2-2x=24
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c) x2-7x=18

Seguem respostas apresentadas aos itens a), b) e c) de diferentes autores.

Figura 44
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Figura 45
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Figura 46

Digitalizacdo de Atividade desenvolvida por estudante

A forma x2—bx =c estudada nesta Folha de Atividade € equivalente a da
folha anterior x2=bx+c. A interpretacdo deste método é semelhante ao de Al-
Khwarizmi apresentada na Folha de Atividade 1, mas ao invés de somarmos dois
retdngulos, fazemos a retirada.

Concluimos que o entendimento foi satisfatorio e que a atividade
cumpriu o objetivo de ensinar o método. Fica apenas a mesma ressalva da auséncia da
segunda solucdo (algébrica).

Apenas uma conclusdo nos chamou a atencdo
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Figura 47
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Ainda que tenha sido uma simples desatencdo, a falta de interpretacdo do
que representa a solucdo x=0 nos levar a pensar que, neste caso, o significado

geométrico ndo supriu o problema do automatismo gerado pelo uso de férmulas.
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5.6 — Folha de Atividade 6

Diferentemente das demais esta Folha de Atividade, ensina 0 método da
Soma e da Diferenca com um exemplo para cada, comecando pelo descrito por Diofanto
em seu livro: “determinar dois numeros cuja soma seja 20 e o produto 96”.

Além de estudar uma bela metodologia historica, a utilizamos para
resolver equacdes da forma ax?+bx+c =0, o que ndo deixa de ser uma novidade em
relacdo as demais a possibilidade de coeficientes negativos assim como as solucdes.

A Folha propde o seguinte exercicio

Resolva as equacbes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a
interpretacdo algébrica de cada resolucdo:

a) x*+14x+48=0
b) x*-5x-14=0

c) 2x2+4x—g=0

Seguem respostas apresentadas aos itens a), b) e ¢) de diferentes autores.

Figura 48
0‘) f"‘:' 14 e 47 = © - "'r'--ljl- N U e (T
R Tr - Ko 14 We 3 2LE
-.:‘J+I.'| A L] : .
. o st vt A Y i -
) [ 17, =3 (1L} _LL-TN]:'*H‘:’ Wa - 47 7
¥ L 1[*1\:,:_4{1-:', Mo, s AL = ! -
lu -._-'J": ST =1
TR By <
TR -4 )
4 10
I ETI —”-i = E - —
|L 3 - g SN R e

Digitaliza¢do de Atividade desenvolvida por estudante



68

Figura 49
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Nesta folha, achamos que a falta da segunda solucao seria notada, pois a
solucdo é estritamente algébrica, além de termos escolhido o primeiro exercicio com
resposta negativa, ou seja, tais numeros ndo seriam problema desta vez.

Acreditamos que a explicacdo é devido a seguirem a risca 0 exemplo
apresentado. Colocamos desta forma por haver indicios que para Diofanto apenas uma
solucdo bastava, ou seja, quisemos ser precisos com a histéria, mas determinamos
respostas incompletas. Propomos uma reformulacdo no exemplo resolvido para tentar
resolver este problema.

O ultimo exemplo apresentou coeficiente de x* diferente de 1, além de
um coeficiente ndo ser inteiro, mas, apesar das reclamag¢fes no momento da aplicacgéo,

nédo constatamos problemas nas respostas apresentadas.

5.7 — Concluséo das Folhas de Atividades

Consideramos acertada nossa escolha pela confeccdo de Folhas de
Atividades, orientada pela Engenharia Didatica que nos possibilitou uma analise
detalhada da producdo do conhecimento desde o0 momento da preparagdo, a escolha da
turma em que seria aplicada, a forma de aplicacdo e observagdo até a apreciacdo das
respostas apresentadas.

Nossas analises e sugestdes discutidas neste capitulo determinaram uma
reformulacdo em nosso produto didatico que apresentamos no Apéndice B, além de uma
certeza que o tempo de aplicacdo deve ser ampliado. Sugerimos duas aulas de 50
minutos para cada Folha de Atividade.
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Capitulo 6

Consideracg6es Finais

Acreditamos que um contetdo matematico ndo possa ter sua importancia
minimizada pelo descobrimento de uma férmula resolutiva, principalmente por
existirem outras formas fascinantes que podem agregar um nivel maior de
conhecimento, o que diretamente leva a uma autonomia frente a situagdes diversas.

Analisando o projeto como um todo, podemos dizer que em sua maioria
ele foi bem sucedido e alcancou o objetivo que tracamos. Os alunos que
experimentaram 0s métodos histdricos propostos mostraram uma boa compreensao e
execucgdo, além de demonstrarem interesse em levar em suas salas de aulas.

Apesar da auséncia de solucBes negativas quando fazemos a
interpretacdo geomeétrica, este pode ser um fator interessante a ser discutido, pois nao é
rara a necessidade de julgarmos em uma resolucdo matematica a validade da resposta
em situacOes-problemas.

Certos que o mestrado profissional mudou a nossa dinamica de trabalho,
assim como, a producdo e analise dessa dissertacdo, esperamos que essas Folhas de
Atividades possam ajudar outros colegas a tornar o aprendizado de equacdes do
segundo grau mais interessante e significativo.

Concluimos respondendo a pergunta levantada na introducdo: os métodos
utilizados por grandes matematicos ao longo da historia podem e devem ser inseridos
em nosso cronograma de ensino, pois, como nossa pesquisa constatou, leva o aluno a

refletir sobre diferentes formas de resolucdo e suas interpretacfes em cada contexto.
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Folhas de Atividades aplicadas
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Problemas relacionados a Histéria das Equacdes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 1

Resolva as equag0es de 2° grau a seguir no Universo dos Reais:

a) X2+4x=5 a), b)ec):
b) x2+6x=40 Quadrado e raiz igual a nimero
Uma raiz positiva r e uma negativa s tal que |r|<|s|

c) X2+7x=18



d) x2+15=8x
e) x2+65=18x
f) Xx2+14=9x

d), e) ef):
Quadrado e numero igual a raiz
Duas raizes positivas

75



g) X2=6Xx+16
h) X2=2x+24
i) X2=7x+18

g), h)ei):
Quadrado igual a raiz e nimero
Uma raiz positiva r e uma negativa s tal que |r|>|s]|
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Problemas relacionados a Histdria das Equacdes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 2

Resolucao utilizando o método descrito por Al-Khwarizmi para equac@es do tipo x2+bx=c:
Vamos resolver a equacdo x2+10x =39.
A solucdo de Al-Khwarizmi em seu livro é a seguinte:

“Vocé divide o nimero de raizes por dois, 0 que, no caso presente, fornece cinco. Isso  vocé
multiplica por si mesmo; o produto é vinte e cinco.

Some isso a trinta e nove; a soma é sessenta e quatro. Agora, tome a raiz disso, que é oito, e
subtraia disso a metade do numero de raizes, que é cinco; o resto é trés.

Essa ¢ a raiz do quadrado que vocé procurava; o proprio quadrado ¢ nove.”

A interpretacdo geométrica de cada passagem

X 10 X 5 5
1
I
! “vocé divide o niumero
I 7, .

X X2 10x y X2 5x : Bx de raizes por dois, o

| gue, no caso presente,
I
! fornece cinco.”

X2+10x =39 X2+5x+5x =39

Transladamos o retangulo

“Isso vocé multiplica por
N X2 5x X X2 5x si mesmo; o produto é
vinte e cinco. Some isso
a trinta e nove; a soma é

5 5x 5 5x 25| 5 sessenta e quatro.”
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“Agora, tome a raiz disso,

X+5=8 que é oito, e subtraia disso a

: _ metade do numero de raizes,
(x + 5)sz E, finalmente que é cinco; o resto é trés.

: Essa é a raiz do quadrado

........................ x=3 que Vocd procurava; o

préprio quadrado é nove.”

(x+5)2 =64

Resolva as equaces a seguir utilizando o método de Al-Khwarizmi descrito acima fazendo a

interpretacdo geométrica de cada resolucéo:

a) X2+4x=5
b) x2+6x=40
C) x2+7x=18
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 3

Resolugéo utilizando um método de Al-Khwarizmi para equagfes do tipo x2+c =bx.
Vamos resolver a equacdo x2+24 =10x.

A interpretacdo geométrica de cada passagem

xr
Um quadrado de lado X, &rea x2, e
5 um retdngulo de é&rea 24, juntos
24 T T A
formam um retdngulo de lados 10 e
X, logo area 10x.
10 <
Entdo x2+24=10x.
A
PO BN
/ w0 r
B T
|
!
! ) Dividimos a base ao meio, em duas
24 [ x )
| de 5, e transportamos a medida 5 — X
|
i pelo ponto médio da base de cima.
i 5—=x
I 5
10
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5)
x 5—x
b—=z x Construimos o retangulo de base 5 e
altura 5 — x (do transporte) composto
por um quadrado de lado 5 — X e um
72 .
* T retangulo de base 5 - (5 - x) = x e
altura 5 — x.
|
| 5
10
Mesma area
z A
b—=x T T
| Como os retangulos tém as mesmas
dimensbes, X e 5 — X, entdo sdo
2 . .
& Z equivalentes em area.
5D—x
x o—x
5—=x .
Formamos um quadrado de lado 5
composto por uma poligonal de area
2 - 24 e um quadrado de lado 5 — x.
5)

Se 0 quadrado tem area 25 e a poligonal area 24, entdo o quadrado de lado 5 — x tem éarea
25-24=1.Logo
(5—x)2=l:>5—x:\/i:>x=4
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Resolva as equacdes a seguir utilizando o método de Al-Khwarizmi descrito acima fazendo a
interpretacdo geometrica de cada resolugdo:

a) x2+15=8x
b) x2+65=18x
C) x2+14=9x
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau

Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 4

Resolugdo de equacbes do tipo x2=hbx+c.

Vamos resolver a equagdo x2=8x+ 20.

A interpretacdo geométrica de cada passagem

r—8 20
8 8

T

r—8 20
4 4

4 4

T

r—2_8 20
4 da

Um quadrado de lado x, area x2, composto por dois
retangulos de areas 8x e 20.

Entdo x2=8x+20.

Dividimos ao meio o lado de medida 8, determinando
dois retangulos de area 4x cada.

Transportamos a medida 4 por um dos vértices da
base.



4(xr—8) 20—4.(x—28)
16 4.(x —4)
16 4.(x —4)
4 r—4
r—4
52 — 4x
dr — 16
r—4
36
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Tracamos uma perpendicular a base dividindo cada
retingulo em dois. O quadrado de lado x fica
decomposto em seis retangulos sendo 2 quadrados de
lado 4, um retangulo de lados 4 e x — 8, dois retangulos
de lados x — 4 e 4 e o Gltimo de &rea 20 — 4.(x — 8).

Os reténgulos destacados tem a mesma base,
»_4 X—4,ealturas4ex-8.

Como 4 + (x — 8) = x — 4 entdo, juntos, 0s
retdngulos formam um quadrado de lado x — 4.

A érea deste quadrado de lado x — 4 ¢

x—4 (52 — 4x) + (4x — 16) = 36. Logo

(Xx—4)2=36= x—4=+/36 = x=10
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Resolva as equagdes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a interpretagdo
geométrica de cada resolug&o:

a) x2=6x+16
b) x2=2x+24
C) x2=7x+18
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 5

Resolugdo utilizando uma adaptacdo do método de Al-Khwarizmi para equacBes do tipo
X2—bx=c

Vamos resolver a equagdo x2—10x =39.
Interpretaremos x2 como a area de um quadrado de lado X, 10x como a area de um retangulo
de lados 10 e x; x2 - 10x como a area do quadrado subtraida a area do retangulo e 39 o

resultado dessa diferenca entre as areas.

A interpretacdo geométrica de cada passagem

T 22 102 T O quadrado e o retangulo.

Tal como feito por Al- Khwarizmi,
dividimos o retangulo pela base
numeérica por 2, determinando dois
retangulos de area 5x cada.

I |

A retirada de um retdngulo, de lados 5 e X,
do quadrado de &rea x2.

x_}
5
\
%)
S
ot
b
»%

<9
R
ot

F----=--




r—2>5
T —>5
T —5H
r—>
22 — 5z
r—25

o2
=

x—(r—>5)=
T
% — 5z
5%
5
5
rT—9
7
— bx + 25
r—5

22— 10x + 25

Para retirar o segundo retangulo
serd necessario fazer uma inclusdo
de um retangulo de lado 5 e outro
lado x— (x — 5) = 5, ou seja de um
guadrado.

Enfim retiramos o retangulo de area
5x do poligonal de area (x2-5x)+25.
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(x2-10x)+25=(39)+25 como o quadrado tem lado x — 5 entdo
(x=5)?=39+25 logo (x—5)? =64=x-5=8

E finalmente, x=13.
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Resolva as equagdes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a interpretagdo
geométrica de cada resolug&o:

a) x2—-6x=16
b) x2-2x=24
C) x2-7x=18
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 6

Exercicio do tipo: encontrar dois nimeros cuja soma é S e o produto € P.

1) Encontrar dois nimeros cuja soma é 20 e o produto é 96.

X, +X, =20

Sejam X, € X, tais nimeros logo
8% X, X, =96

Chamando x1:2—20+k:10+k entdo (10+k)+x, =20=x, =10—K.

Como X, -X, =96 entdo (10+k)-(10—k)=96 <100-k* =96
<100-96 = k®
:>k:\/Z:2

Portanto os nimeros séo x, =10+2=12 e X, =10-2=8.

2) Encontrar dois nimeros cuja diferenca € 8 e o produto 48.

X, —X, =8

Sejam X, € X, tais nimeros logo
jam X, € X, g X,-x, =48

Chamando x1:k+%:k+4 entdo (k+4)-x,=8=x,=k-4.

Como x,-X, =48 entdo (k+4)-(k—-4)=48<k*-16=48
< k?=48+16

—k=+64=8

Portanto os nimeros sdo X, =8+4=12 e X, =8-4=4.
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Resolvendo equacdes do 2° grau utilizando o método de Diofanto:

1) x2+6x=16 < x(x+6)=16.Seja y=x+6 logo y—x=6 e x-y =16 entdo para
obtermos uma raiz da equacdo x2+6x =16 é suficiente buscarmos dois nimeros y e X cuja
diferenca é 6 e cujo produto é 16. O valor de Yy obtido € apenas um valor auxiliar ao método,
sendo desprezado ao final, pois procuramos o valor de X.

. o y—X=06
Sejam X, e X, tais numeros logo
y-x=16

Chamando y:k+g=k+3 entdo (k+3)-x=6=x=k-3.

Como y-x=16 entdo (k+3)-(k-3)=16<k*-9=16

< k?=16+9

:>k=\/£=5

Portanto uma das raizes da equagdo x2+6x=16¢é x=5-3=2.

2) xX2—x=20< x(x-1)=20.Seja y=x-11logo x—y=1e x-y=20 entdo para obtermos
uma raiz da equacdo x2—x =20 é suficiente buscarmos dois nimeros Yy e x cuja diferenca é
1 e o produto é 20. O valor de Yy obtido é apenas um valor auxiliar ao método, sendo
desprezado ao final, pois procuramos o valor de X.

Xx—y=1

Sejam y e X tais nimeros logo
y-x=20

Chamando x:k+% entéo (k+%j—y:1:>y:k—%.

Como x-y =20 entdo (k+%)-(k—%)=20<:>k2—%=20

) 1

< ke=20+=
4
:>k=,/§=g
4 2

Portanto uma das raizes da equagdo x2—x=20 € x= g +% =5.
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Resolva as equagdes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a interpretagdo
algébrica de cada resolugo:

a) x2+14x+48=0
b) X2—5x—-14=0

C) 2x2+4x—§:0



Apéndice B

Folhas de Atividades — produto final
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 1

Resolva as equag0es de 2° grau a seguir no Universo dos Reais:

a) x*+4x=5 a), b)ec):
Quadrado e raizes igual a nimero
b) x2+6x=40 coerazesis .
Uma raiz positiva r e uma negativa s tal que |r|<]|s]|

c) x*+7x=18



d) x*+15=8x
e) x*+65=18x
f) x*+14=09x
g) Xx2+9=6x
h) x2+6=4x

d), e) ef):
Quadrado e numero igual a raizes
Duas raizes positivas

93



i) x*=6x+16
j) x*=2x+24
k) x*=7x+18

i), J) e k):
Quadrado igual a raizes e nimero
Uma raiz positiva r e uma negativa s tal que |r|>|s]|

94



) x*-8x=0
m) 2x° =8
n) x(x-8)=2(x-8)

95
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 2

Resolucao utilizando o método descrito por Al-Khwarizmi para equac@es do tipo x2+bx=c:
Vamos resolver a equacdo x2+10x =39.
A solucdo de Al-Khwarizmi em seu livro é a seguinte:

“Vocé divide o nimero de raizes por dois, 0 que, no caso presente, fornece cinco. Isso  vocé
multiplica por si mesmo; o produto é vinte e cinco.

Some isso a trinta e nove; a soma é sessenta e quatro. Agora, tome a raiz disso, que é oito, e
subtraia disso a metade do numero de raizes, que é cinco; o resto é trés.

Essa ¢ a raiz do quadrado que vocé procurava; o proprio quadrado ¢ nove.”

A interpretacdo geométrica de cada passagem

: “vocé divide o numero
de raizes por dois, o

T mz 10x T ZEz 5x i 5x
5 gue, no caso presente,
fornece cinco.”
Xx?+10x =39 X?+5X+5x =39
Transladamos o retangulo
i) 5 T 5
“Isso vocé multiplica por
x x? 5 . 22 5z si mesmo; o produto é
vinte e cinco. Some isso
a trinta e nove; a soma é

(3

5x sessenta e quatro.”

5 25 |5

w

ol
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“Agora, tome a raiz disso, que
é oito, e subtraia disso a

N : X+5=8 metade do numero de raizes,
(x +5)% . que é cinco; o resto é trés.
| E, finalmente Essa é a raiz do quadrado que
””””””””””” L X=3 VOCé procurava; o proprio
’ quadrado é nove.”

(x+5)?=64

Resolva as equacdes a seguir utilizando o método de Al-Khwarizmi descrito acima, fazendo a

interpretacdo geométrica de cada resolucéo:

a) X2+4x=5
b) x2+6x=40

C) x2+7x=18

Lembrando que a equacdo x2=4 tem 2 e —2 como respostas, encontre a segunda solucéo

das equacdes do exercicio anterior.
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 3

Resolugéo utilizando um método de Al-Khwarizmi para equagfes do tipo x2+c =bx.
Vamos resolver a equacdo x2+24 =10x.

A interpretacdo geométrica de cada passagem

i
Um quadrado de lado z, &rea z°, e
24 72 » um retdngulo de area 24, juntos
formam um retangulo de lados 10 e
z, logo area 10z .
Entdo x2+24 =10x.
10
|
PO BN
!I IM \\ :E
332 x Dividimos a base ao meio, em duas
de 5, e transportamos a medida 5— =z
pelo ponto médio da base de cima.
ih—x
|
|
| 5
10




5
xT b—ux
5—=x T
332
|
| 5
10
xr
xr
2132
5—=x
xT 5—=x
5—=x o
24
332

X
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Construimos o retangulo de base 5 e
altura 5—z (do transporte) composto
por um quadrado de lado 5—z e um
retdngulo de base 5 — (5—-z) =z e

altura 5—z.

Como os retangulos tém as mesmas
dimensbGes, =z e 5-z, entdo sdo

equivalentes em area.

Formamos um quadrado de lado 5
composto por uma poligonal de area

24 e um quadrado de lado 5—=.

Se 0 quadrado tem area 25 e a poligonal area 24, entdo o quadrado de lado 5—z tem area

25-24=1.Logo

(5-x)2=1=5-x=+1=x=4
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Resolva as equacdes a seguir utilizando o método de Al-Khwarizmi descrito acima fazendo a

interpretacdo geométrica de cada resolugao:

a) x2+15=8x
b) x2+65=18x
C) x2+14=9x

Lembrando que a equacdo x2=4 tem 2 e —2 como respostas, encontre a segunda solucéo

das equacdes do exercicio anterior.

Apresente a interpretacdo geométrica das equacdes a seguir e as resolva:

a) X2+9=06x
b) Xx2+6=4x
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Problemas relacionados a Histdria das Equacdes de 2° grau

Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 4

Resolugdo de equacbes do tipo x2=hbx+c.

Vamos resolver a equagdo x2=8x+ 20.

A interpretacdo geométrica de cada passagem

r—8 20
8 8x

x

xr — 8 20
4 4z

4 4x

x

x — 8 20
4 4x

4 \\\\‘ 4x

Um quadrado de lado =z, area z°, composto por dois
retangulos de areas 8z e 20.

Entdo x2=8x+20.

Dividimos ao meio o lado de medida 8, determinando
dois retangulos de area 4z cada.

Transportamos a medida 4 por um dos vértices da base.
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r — 8|4(r—8)[ 20—4.(z—8) Tragamos uma perpendicular a base dividindo cada
retaingulo em dois. O quadrado de lado =z fica
decomposto em seis retangulos sendo 2 quadrados de

4 16 4.(x —4) lado 4, um retangulo de lados 4 e = —8, dois retangulos
de lados x—4 e 4 e o Gltimo de area 20 — 4-(x —8).
4 16 4.(x —4)
4 xr—4
59 _ Az ‘ Os retangulos destacados tem a mesma base,
X—4,ealturas4e z-8.
xr—4
Como 4+ (xz—-8)=xz-4 entdo, juntos, 0S
4z — 16 .
‘ retdngulos formam um quadrado de lado = —4.
r—4
A area deste quadrado de lado = —4 é
36 r—4

(52— 47) + (42 —36) = 36. Logo

(x—4)2=36:>x—4=\/%:>x=10
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Resolva as equagdes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a interpretagdo
geométrica de cada resolug&o:

a) x2=6x+16
b) x2=2x+24
C) x2=7x+18

Lembrando que a equagdo x?>=4 tem 2 e —2 como respostas, encontre a segunda solugéo
das equac@es do exercicio anterior.
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 5

Resolugdo utilizando uma adaptacdo do método de Al-Khwarizmi para equacBes do tipo
X2—bx=c

Vamos resolver a equagdo x2—10x =39.

Interpretaremos x2 como a area de um quadrado de lado X, 10x como a area de um retangulo
de lados 10 e x; x2 — 10x como a &rea do quadrado subtraida a &rea do retadngulo e 39 o
resultado dessa diferenca entre as areas.

A interpretacdo geométrica de cada passagem

T 22 10z T O quadrado e o retangulo.
T 10
Tal como feito por Al- Khwarizmi,
dividimos o retangulo pela base
T 22 5¢ | 5% | x . . .
numérica por 2, determinando dois
retangulos de drea 5x cada.
T 5 5
T
R
|
|
z—5| a®—5x ! . 3
! 5o . A retirada de um retangulo, de lados 5 e x,
: - do quadrado de area x2.
1
1
S5x 5 !
Looee
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x> —5r —bxr+ 25

T
r—>5 x2 — 5z
5x x
)
T
r=—=-=12
U I
I
I
1 1
I I
i L
I I
I I
I I
5 l l . A
L Para retirar o segundo retangulo
5 5 serd necessdrio fazer uma inclusdo
de um retangulo de lado 5 e outro
x lado x — (x = 5) = 5, ou seja, de um
quadrado.
T —9 x? — bz
5S¢ | *
25 |5
) 5)
xr—> 5)
r====12
| I
! Enfim retiramos o retangulo de drea
r—5 E E 5x do poligonal de drea (x? — 5x) + 25.
I
S5x |7 |
|
I
I
I
I

r—>5

(x2—10x)+25=(39)+25 como o quadrado tem lado z-5 entdo
(x—5)?=39+25 logo (x—5)* =64—=x—-5=8

x? — 10x + 25 E finalmente, x=13.
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Resolva as equagdes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a interpretagdo
geométrica de cada resolug&o:

a) x2—-6x=16
b) x2-2x=24
C) x2-7x=18

Lembrando que a equacdo x2=4 tem 2 e —2 como respostas, encontre a segunda solucéao
das equacdes do exercicio anterior.
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Problemas relacionados a Histdria das EquacGes de 2° grau
Professor: Marcos Vinicius Ferreira Fernandes Faculdade de Educacéo Sé&o Luis

Folha de Atividade 6

Exercicio do tipo: encontrar dois nimeros cuja soma é S e o produto € P.

1) Encontrar dois nimeros cuja soma é 20 e o produto é 96.

X, + X, =20

Sejam X, € X, tais numeros, logo
] X €X, g {Xl X, =96

Chamando x1:2—20+k:10+k entdo (10+k)+x, =20=x, =10—K.

Como X, -X, =96 entdo (10+k)-(10—k)=96 <100-k* =96
<100-96 = k®
:>k:\/Z:2

Portanto os nimeros séo x, =10+2=12 e X, =10-2=8.

2) Encontrar dois nimeros cuja diferenca € 8 e o produto 48.

. L r,—x,=8
Sejam X, € X, tais nimeros logo
z, -z, =48

Chamando x1:k+%:k+4 entdo (k+4)-x,=8=x,=k-4.

Como x,-X, =48 entdo (k+4)-(k—-4)=48<k*-16=48
< k?=48+16

—k=+64=8

Portanto os nimeros sdo X, =8+4=12 e X, =8-4=4.
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Resolvendo equacdes do 2° grau utilizando o método de Diofanto:

1) x2+6x=16< x(x+6)=16. Seja y=x+6 logo y—-x=6 e x-y=16 entdo para
obtermos uma raiz da equacdo x2+6x =16 é suficiente buscarmos dois nUmeros y e X cuja
diferenca € 6 e cujo produto é 16. O valor de Yy obtido é apenas um valor auxiliar ao método,

sendo desprezado ao final, pois procuramos o valor de X.

. L y—x =06
Sejam X, € X, tais nimeros logo
y-r=16

Chamando y:k+g=k+3 entdo (k+3)-x=6=x=k-3.

Como y-x=16 entdo (k+3)-(k-3)=16<k*-9=16

< k?=16+9
ok =+/25=45

Portanto uma das raizes da equagdo x2+6x=16¢é x=5-3=2 eaoutra, x=-5-3=-8.

2) X2-x=20<=x(x-1)=20.Seja y=x-1logo x—y=1e x-y=20 entdo para obtermos
uma raiz da equacdo x2—x =20 é suficiente buscarmos dois nimeros y e X cuja diferenca é
1 e o produto é 20. O valor de Yy obtido € apenas um valor auxiliar ao método, sendo

desprezado ao final, pois procuramos o valor de X.

. ., Xx-y=1
Sejam Yy e X tais numeros, logo
y-x=20

Chamando x:k+% entéo (k+%j—y:1:>y:k—%.

Como x-y =20 entdo (k+%)-(k—%)=20<:>k2—%=20

) 1

S ke=20+=
4

<:>k=J_r\/8:1=J_rg
4 2

Portanto uma das raizes da equagdo x2—x=20 é X =§+% =5eaoutra, X= —% +% =—4.



109

Resolva as equagdes a seguir utilizando o método descrito acima fazendo a interpretagdo
algébrica de cada resolugo:

a) x*+14x+48=0
b) x*-5x-14=0

c) 2x2+4x—g:0



