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Resumo

Propomos uma abordagem bayesiana hierarquica e os algoritmos split-merge MCMC
e birth-split-merge MCMC para a estimagao conjunta dos parametros e do niimero de
componentes de um modelo com mistura de distribui¢oes. A proposta split é baseada
nos dados e na distribuicao a posteriori dos parametros. Nesta proposta, utilizamos
probabilidades de alocacao que sao calculadas de acordo com os parametros asso-
ciados a cada componente, que sao gerados da distribuicao a posteriori dado as
observacoes previamente alocadas. As propostas split e merge sao desenvolvidas
para serem reversiveis e sao aceitas de acordo com a probabilidade de aceitacao
de Metropolis-Hastings, para garantir a existéncia da distribuigao estacionaria. O
algoritmo birth-split-merge apresenta as mesmas propostas split-merge porém este
algoritmo permite que ao atualizar uma variavel latente, esta seja capaz de deter-
minar o “nascimento” (birth) de uma nova componente. Verificamos a performance
dos algoritmos propostos utilizando dados artificiais, gerados via simulacao, e dois
conjuntos de dados reais. O primeiro é o bem conhecido conjunto de dados sobre
a velocidade de galaxias e o segundo é um conjunto de dados de expressao génica.
A contribuicao tedrica presente nesta tese é o desenvolvimento de um pocesso es-
tocastico com base nos movimentos split-merge, que sao baseados nos dados. Ou
seja, se a amostra é proveniente de uma populagao composta por k subpopulagoes,
nosso método busca informagoes sobre as k subpopulagoes diretamente nos dados
observados. Com isso, quando propomos o surgimento de uma nova componente
esta sempre tem dados associados, i.e., determina uma particao nos dados observa-
dos, e os parametros sao gerados da distribuicao a posteriori, o que nao ocorre nos

métodos alternativos.
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Abstract

We propose the split-merge MCMC and birth-split-merge MCMC algorithms to
analyse mixture models with an unknown number of components. The strategy for
splitting is based on data and posterior distribution. Allocation probabilities are
calculated based on component parameters which are generated from the posterior
distribution given the previously allocated observations. The split-merge proposals
are developed to be reversible and are accepted according to Metropolis-Hastings
probability. This procedure makes possible a greater change in configuration of
latent variables, in a single iteration of algorithms, allow a major exploration of
clusters and avoid possible local modes. As an advantage, our approach determines
a quick split proposal in contrary to former split procedures which require sub-
stantial computational effort. In the birth-split-merge MCMC algorithm, the birth
movement is obtained directly from the procedure to update the latent variables
and occurs when an observation determine a new cluster. The performance of the
method is verified using artificial data sets and two real data sets. The first real
data set consist of benchmark data of velocities from distant galaxies diverging from

our own while the second is Fscherichia Coli bacterium gene expression data.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos com mistura de distribuigoes sao amplamente utilizados para modelar da-
dos, em que, as observacoes sao consideradas como sendo provenientes de uma po-
pulacao composta por k subpopulacoes, onde k£ pode ser conhecido ou desconhecido.
Cada subpopulacao ¢ adequadamente modelada por uma densidade pertencente a
uma familia de distribuigoes paramétricas. A densidade associada a cada subpo-
pulacao é chamada de componente da mistura e é ponderada pela frequéncia rela-
tiva da subpopulacao na populacao.

Além disso, modelos com mistura de distribuigoes fornecem uma forma conve-
niente de modelar dados que podem nao ser adequadamente modelados por qualquer
familia paramétrica de distribui¢oes padrao. Também podem ser utilizados como
uma alternativa paramétrica, em relacao a metodos nao paramétricos, de estimagao
de densidades (Stephens, 2000).

Este tipo de modelagem tem uma ampla aplicacao, desde classificacao de clientes
em estudos de marketing até identificacao de grupos de genes e proteinas em bioin-
formatica (Do et al,, 2002; Medvedovic e Sivaganesan, 2002). O objetivo desta tese
¢ desenvolver uma abordagem bayesiana para a estimacao dos parametros de um
modelo com mistrura de distribuicoes em situagoes onde o nimero de componentes k

¢ desconhecido, utilizando métodos de Monte Carlo em cadeias de Markov (MCMC).



1.1 Revisao Bibliografica

Diebolt e Robert (1993), Diebolt e Robert (1994) and Roeder and Wasserman (1995)
utilizam algoritmos baseados em métodos MCMC para estimar os parametros de um
modelo com mistura, em situagoes onde o numero de componentes k é conhecido.

Para situagoes com k desconhecido,

e Escobar e West (1995) propoem uma abordagem bayesiana semi-paramétrica
utilizando o processo de Dirichlet a priori. Este procedimento é equivalente a

considerarmos um modelo com mistura com o ntimero de componentes k — 00.

e Richardson e Green (1997) propoem uma abordagem bayesiana utilizando o
algoritmo reversible jump com os movimentos de “nascimento” e “morte” e
split-merge. No movimento “nascimento” uma nova componente vazia é cri-
ada com parametros gerados da distribuicao a priori. No movimento “morte”
uma componente vazia é retirada do modelo. Os movimentos split-merge sao
propostos de acordo com a preservacao de momentos associados a(s) com-
ponente(s) escolhida(s) para se propor um split ou merge. Para cada uma
das propostas os pesos sao adequadamente reescalados para somar 1. Estes

movimentos nao sao simples de se construir para o caso multivariado.

e Stephens (2000) propoe um processo de “nascimento” e “morte” a tempo
continuo, em que, cada componente da mistura ¢ considerada como sendo
um ponto no espaco paramétrico. Para estimar k, constroi uma cadeia de
Markov ergddica com apropriada distribuicao estacionaria. Este algoritmo
requer a especificacdo de uma taxa de “nascimento”, que é especificada de
forma subjetiva. Além disso, quando ocorre o “nascimento” de uma nova
componente os novos parametros sao gerados da distribuicao a priori. Com
isso, para situagoes com distribuicoes a priori nao informativas, a criacao de
uma nova componente dificilmente provoca uma particao nos dados. Embo-
ra o procedimento permita k variar, na maioria das iteracoes, somente uma

pequena quantidade de componentes possuem dados associados.



e Jain e Neal (2004) propoem um algoritmo split-merge MCMC para modelos
de misturas de processos de Dirichlet. Para propor o movimento split eles
utilizam um algoritmo Gibbs sampling restrito. Os autores informam que a
probabilidade de aceitagao da proposta split pode ser efetada pelo niimero de
iteracoes utilizadas no algoritmo Gibbs sampling. Este procedimento também
requer um alto custo computacional. Além disso, o método integra fora os
pesos e os parametros associados as componentes. Também nao ha interesse
em estimar o nimero de componentes k, que é assumido como k — oo. Ou

seja, neste método o interesse é somente identificar grupos de observagoes.

1.2 Propostas e Organizacao

Nesta tese, propomos uma nova estratégia split-merge para implementar uma meto-
dologia MCMC para estimar os parametros e o nimero de componentes k, conjun-
tamente. A idéia presente em nossa proposta é a seguinte: se temos uma amostra
proveniente de uma populagdo composta por k subpopulagoes (k desconhecido),
entao nossa estratégia é buscar informacoes sobre k e os parametros diretamente nos
dados observados. Isto é feito através do desenvolvimento de um processo estocastico
com movimentos split-merge, que sao aplicados diretamente aos dados observados.
Assim, quando propomos o surgimento de uma nova componente esta sempre tem
dados associados, i.e., determina uma particao nos dados, e os parametros sao ge-
rados da distribuigao a posteriori. Ao contrario dos métodos alternativos (descritos
acima), que propoem novas componentes e novos parametros sem se preocupar se
esta nova componente determina uma particao nos dados observados.

Para propor o movimento split, utilizamos uma forma de alocagao sequéncial uti-
lizando probabilidades de alocacao que sao calculadas de acordo com os parametros
das componentes, que sao gerados da distribuicao a posteriori dadas as observagoes
previamente alocadas. Inversamente ao split, no movimento merge as observagoes
pertencentes a duas componentes sao unidas para dar origem a uma nova compo-

nente com parametros gerados da distribuicao a posteriori. Estas propostas sao



desenvolvidas para serem reversiveis e sao aceitas de acordo com a probabilidade
de aceitacao de Metropolis-Hastings para garantir a existéncia da distribuicao esta-
cionaria, e que esta seja a distribuicao a posteriori conjunta dos parametros de
interesse.

Algumas vantagens deste procedimento sao:
(i) as propostas split-merge podem ser rapidamente propostas e testadas;
(ii) podem ser facilmente aplicadas para o caso multivariado;

(iii) quando ha o surgimento de uma nova componente esta surge com base nas

informacgoes contidas nos dados observados;

(iv) evita modas locais, separando (splitting) ou juntando (merging) observacoes

pertencentes as componentes.

Baseados nessa estratégia, descrevemos os métodos propostos através de dois
algoritmos, denominados de algoritmo split-merge MCMC e algoritmo birth-split-
merge MCMC. O algoritmo birth-split-merge MCMC apresenta as mesmas propostas
split-merge porém este algoritmo permite que ao atualizar uma variavel latente, esta
seja capaz de determinar o “nascimento” (birth) de uma nova componente. Este
algoritmo também tem o passo “morte” (death) que ocorre sempre que o nimero de
observagoes pertencentes a uma componente “cai” para zero.

Verificamos a performance dos algoritmos propostos, na estimacao conjunta de
k e dos parametros das componentes, utilizando trés conjuntos de dados artificiais
e dois conjuntos de dados reais. Os dados artificiais sao gerados via simulagao. O
primeiro conjunto de dados reais é o conhecido conjunto de dados sobre a velocidade
de galdxias, utilizado por diversos autores, tais como, Roeder and Wasserman (1995),
Escobar e West (1995), Richardson e Green (1997) e Stephens (2000). O segundo
conjunto de dados reais é sobre expressao génica, obtido do experimento realizado

com a bacteria Escherichia Coli, descrito em Arfin et al. (2000).



A tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, descrevemos o mo-
delo com mistura e a utilizacao das variaveis latentes. No Capitulo 3, decrevemos
a abordagem bayesiana para modelos com mistura de distribuigoes em situagoes
com k conhecido e desconhecido. No Capitulo 4, propomos o algoritmo split-merge
MCMC, apresentamos os resultados obtidos na aplicagao aos cinco conjuntos de
dados e fazemos uma comparagao com o algoritmo reversible jump. No Capitulo 5,
propomos o algoritmo beirth-split-merge MCMC e apresentamos os resultados obtidos
na aplicacao aos cinco conjuntos de dados. No Capitulo 6, fazemos uma discussao
sobre as principais diferencas em relagao aos métodos alternativos, descritos na
revisao bibliografica acima. No Capitulo 7 fazemos as consideragoes finais sobre os

métodos propostos.



Capitulo 2

Modelos com Mistura de

Distribuicoes

Modelos com mistura de distribuicoes sao utilizados para modelar fendomenos ou
experimentos cujas observacoes sao provenientes de uma populacao composta por k
subpopulagoes, onde k£ pode ser conhecido ou desconhecido. Nos 1ltimos anos, este
tipo de modelagem tem sido utilizada em diferentes aplicacoes.

Neste Capitulo, descrevemos o modelo com mistura de distribuigoes, sua re-
presentacao através da introducao de variaveis latentes e o porque do interesse na

estimacao do numero de componentes k.

2.1 Modelo com Mistura

Definicao 1. Qualquer combinacdo linear convexa
k k
ijf(y|¢j), comw; >0 e ij =1
j=1 j=1

das densidades f(y|¢;) pertencentes a uma familia de distribuicoes indexadas pelo

parametro ¢; (escalar ou vetor) é denominada de uma mistura de distribuigoes.



Neste texto, consideramos que y = (y1,...,¥,) ¢ uma amostra aleatdria prove-

niente de uma densidade com mistura de distribui¢oes com k componentes,

f(yilw, é) = Zw]f vile;), (2.1)

onde f(y;|¢;) (i =1,...,n, 1 < j<kek >1)éa densidade de uma dada dis-
tribuigdo paramétrica indexada pelo parametro ¢; (escalar ou vetor), ¢ = (¢4, ..., ¢x)
¢ o vetor contendo todos os parametros e w = (wy, ..., wy), comw; > 0e Zle w; =
1, sao os pesos associados as componentes.

O modelo (2.1) assume que temos uma populagdo heterogénea com k subpo-
pulagoes. Cada subpopulacao j tem tamanho proporcional a w;, j =1,..., k.

A representagao do modelo com mistura através de uma combinagao convexa de
distribuigoes, implica que os momentos do modelo (2.1) também sao representados

por uma combinacao convexa dos momentos associados as densidades f(-|¢;)’s

Y™ = Z wiEp(ipn[Y™"]- (2:2)

Este fato foi explorado por Karl Pearson (1974) para deduzir um estimador de
momentos para os parametros de um modelo com mistura de distribuicoes normais

com duas componentes,

f<y|w17:u170—%7:u270—§) = wlf(y|:u1>0—%) + (1 - wl)f(y“]@?Ug)?

onde f(y|u, o?) representa a densidade da distribuigao normal com média y e variancia
2
o°.

Dadoy = (y1,.-.,¥n), a funcdo de verossimilhanga é dada por

L(¢, wly) = HZw]f Yil ;). (2.3)

=1 j=1
Sob o enfoque bayesiano, considerando 7(¢, w) como sendo a distribuigao a
priori conjunta para ¢ e w, a distribuicao a posterior: é dada por

(¢, wly) o (szjf yz\¢]> (¢, w). (2.4)

=1 j=1



Note que (2.3) e (2.4) apresentam problemas para se deduzir o estimador de
maxima verossimilhanca e o estimador de Bayes, pois estas envolvem a expansao da
funcao de verossimilhanca em k™ termos. Isto causa um alto custo computacional e

dificilmente pode ser expressa analiticamente (Diebolt e Robert, 1994).

2.2 Variaveis latentes

Uma das primeiras ocorréncias de modelagem com mistura de distribuicoes é en-
contrada no trabalho de Bertillon (1887), onde a estrutura bimodal do peso de
militares recrutados na Franca ¢é explicada por uma mistura de duas populagoes de
homens, uns provenientes das planicies e outros das montanhas (Marin, Mengersen
and Robert, 1992). A estrutura de mistura surge devido a perda da origem de cada
observacao, i.e., a origem do lugar onde cada homen foi recrutado. Assim, cada peso
y; observado é proveniente a priori da densidade f; (modela os pesos dos homens das
planicies) ou f (modela os pesos dos homens das montanhas) com probabilidades
w1 e we = 1 — wq, respectivamente.

Esta estrutura “oculta” pode ser explorada para facilitar o procedimento de es-
timacao dos parametros utilizando o fato que para toda variavel aleatéria Y;, prove-
niente de um modelo com mistura de distribuicoes com k£ componentes, é possivel
associar uma variavel latente Z; = (Z;1, ..., Zi), de dimensao k, que indica a com-

ponente da qual a observacao y; é proveniente da seguinte forma,

1, se y; é proveniente da componente j

Zij -
0, caso contrario,

comZ?lel-j:1,paraz’zl,...,nejzl,...,k.

Assim, temos que

Yilzig = 1,05 ~ f(yild;) e Zi ~ Mp(L;wy,. .., wy) (2.5)

onde My (1;wy, ..., w) representa a distibui¢do multinomial com & modalidades e
uma tnica observacao. Dependendo do interesse, os Z;s devem ou nao ser parte das

quantidades de interesse.



Condicional em Z;, y = (y1,- . ., Yn) sd0 observagoes independentes provevinentes

das densidades

P(yilzi; = 1,¢5) = f(yild;), (2.6)
parai=1,...,.nej=1,... k.
Integrando sobre as varidveis latentes Zi, ..., Z, obtemos o modelo (2.1),
k k
P(yilw, @) = ZP(Zij = 1)P(yilzij = 1,¢;) = ijf(?/i|¢j)- (2.7)
j=1 j=1
Com a introducao das variaveis latentes, a funcao de verossimilhanca ¢ dada por
k n
L(¢, wly,z. k) = [ [T lw;f (wilé))™ . (2.8)
Jj=11i=1

Assim, podemos utilizar o algoritmo EM (Espectation-Mazimization), proposto
por Dempster, Laird and Rubin (1977), como um procedimento de otimizagao para
maximizar a fungao de verossimilhanga em (2.8).

Na [-ésima iteragao (I = 1,..., L), cada observacao “faltante” z;; é substituida

pelo seu valor esperado

wl f(yilo)
SF ) flyilel)

M _ 0 _ —
E[Z;] = P(Z; = 1]y, ¢,k) = (2.9)

Condicional na configuracio z), sao obtidas estimativas de maxima verossimilhanca
para os parametros ¢.

Baseados no algorithmo EM, Celeux and Diebolt (1985) propoem uma versao
estocastica do EM chamada de SEM, em que, ao invés de estimar os dados “fal-
tantes” eles simulam um valor para z;; da distribuicao multinomial com pesos dados

m (2.9).

Considerando uma distribuicao a priori w(¢) para os parametros ¢, entao pela
abordagem bayesiana, geramos valores para os parametros de sua distruibuicao a
posteriori, ¢ ~ m(p|y, z). Este procedimerno completa o procedimento de simulagao
SEM. Hoje em dia este método é conhecido como Gibbs sampling (Diebolt e Robert,
1994).



2.3 Numero de componentes

Modelos com mistura de distribuigoes fornecem uma conveniente e flexivel familia
de distribuigoes capazes de ajustar dados que podem nao ser adequadamente mo-
delados por qualquer familia paramétrica de distribuicoes padrao. Também podem
ser utilizadas como uma alternativa paramétrica a metodos nao paramétricos de
estimagao de densidades (Stephens, 2000).

Quando desenvolvemos uma andlise utilizando um modelo com mistura, em
muitas vezes, o numero de componentes k pode ser desconhecido. Assim, em
aplicagoes onde o numero de componentes tem um interpretacao, a inferéncia so-
bre k pode ser de interesse. Ja em situacoes em que os modelos com mistura sao
utilizados puramente como uma alternativa paramétrica em relagao a abordagem
nao-paramétrica, para estimacao de densidades, um valor de k fixo pode influenciar
na estimacao da densidade resultante. Logo, procedimentos que permitem k variar
podem ser de interesse se k tem ou nao uma interpretacao.

Neste caso, inferéncias para k& podem ser interpretadas como um problema de
selecionar um modelo de um conjunto de modelos competidores. Sob este enfoque,
inferéncias para k se tornam um desafio, pois os modelos competidores sao de dife-
rentes dimensoes.

Nesta tese, consideramos a abordagem bayesiana para fazermos inferéncias para
k, pois esta fornece uma forma direta, utilizando a probabilidade a posteriori para k,
de selecionar um dos modelos. Caso seja de interesse, também temos uma forma co-
erente de combinar os resultados sobre diferentes modelos, através de uma poderagao
de modelos. Este tltimo caso nao sera discutido na tese e fica como uma proposta
de trabalho futuro.

Sob o enfoque bayesiano, uma compreensiva abordagem para k-fixo, utilizando
métodos MCMC ¢é discutida por Diebolt e Robert (1994). Para k desconhecido,
Richardson e Green (1997) propoem o uso do algoritmo reversible jump e Stephens
(2000) propoe um processo de “nascimento” e “morte” a tempo continuo. Estes dois

algoritmos sao descritos no Capitulo 3.
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Capitulo 3

Abordagem Bayesiana para
Modelos com Mistura de

Distribuicoes

Neste Capitulo, exploramos o modelo 2.1 em situagdes onde o nimero de compo-
nentes k é conhecido e desconhecido. Descrevemos a abordagem bayesiana e métodos
de Monte Carlo em cadeias de Markov (MCMC) para se fazer inferéncias em relacao

aos parametros de interesse.

3.1 Abordagem Bayesiana para k£ conhecido

Para desenvolver a abordagem bayesiana, consideramos que cada parametro do
modelo em 2.1 tem uma interpretacao em relacao a modelagem com mistura de
distribuicoes. Assim, a disponibilidade de opinioes de especialistas, em relagao aos
parametros, podem ser expressas em termos de uma distribuicao a prior: para cada
parametro separadamente. Uma possivel abordagem, é resumir a opiniao dos espe-
cialistas através de distribuicoes a priori independentes. Esta nao é a tinica abor-
dagem possivel, mas tem a vantagem de simplificar as expressoes que sao utilizadas

no desenvolvimento dos métodos computacionais.
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Assim, consideramos que a distribuicao a priori para ¢ é dada por

k

m(plk) = [ [ 7(¢))- (3.1)

j=1

Para w, consideramos a distribuicao a priori de Dirichlet com parametro -,
(wi, ..., wg)|y, k ~ Dirichlet(y,...,7). (3.2)

Considerando que S; é o conjunto das observacoes pertencentes a componente j,
= {y;; 2z;; = 1}, entdo de (2.8) temos que

I1s, f(uild;), se S; #0

L(¢;15;) =
1, se S; =0,

(3.3)

¢ a funcao de verossimilhanca para a componente 7, 7 =1,..., k.

Assim, a funcao de verossimilhanga em (2.8) pode ser reescrita sob a forma

k
L(¢p,wly, 2z, k) = [ [w;’ L(¢515)), (3.4)
j=1

onde n; ¢ o numero de observacoes em S, j =1,...,k.
Atualizando as distribuiges a priori em (3.1) e (3.2) via fungao de verossimi-

lhanga em (3.4), a distribuicdo a posteriori para ¢ é dada por

m(dly,z, k) Hw ,15;), (3.5)
onde 7(¢;[S;) o< L(¢;]5;)m(¢;) é a distribuicdo a posteriori para ¢; dado S, e
(w1, ..., wg)|y, 2z, k ~ Dirichlet(ny +,...,nx +7), (3.6)
com valor esperado

n;+7
n+ ky’

Elwjly, ¢, k| = (3.7)
j=1,... k.
Note que a distribuicao a posteriori para w é independente das observacoes y,

P(w,2.y) _ Plylz,w)r(wlz)r(z) _ Ply|z)r(w|z)
Plz,y) Plylz)m(z) Plyla)

Neste ponto, destacamos dois fatos a respeito da abordagem bayesiana para

m(wlz,y) = m(w|z).

modelos com mistura de distribuicoes. Estes fatos sao importantes para o desen-

volvimento dos métodos computacionais.
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Fato 1. Dada uma amostra de tamanho n, existe uma probabilidade positiva, (1 —
w;)" # 0, de que a componente j ndo tenha observagoes associadas, i.e., z;; = 0
para todo 1 = 1,...,n. Caso isto aconteca e utilizamos uma distribuicao a pri-
ori imprdpria para os parametros ¢;, [w(¢p;)dd; = oo, entdo apds observar os
dados y com a configuracdo z, o conhecimento a posteriori sobre ¢; permanece o
mesmo, m(¢;|y,z) = m(¢p;). Ou seja, a distribuicao a posteriori também € imprdpria,

fﬂ-<¢j|ya Z)d¢j =0

Para evitar este problema, consideramos somente distribuicoes a priori proprias
com grandes variancias. Este é o procedimento utilizado pelo software winBUGS em
problemas onde distribuicoes a prior: impréprias nao podem ser utilizadas. Diebolt e

Robert (1994) discutem a possibilidade de utilizar distribuigdes a priori impréprias.

Fato 2. O modelo em 2.1 € invariante em rela¢io a marcacio j (j =1,...,k) das
componentes. Isto implica que os parametros das componentes sao nao identificdvers
marginalmente, i.e., nao podemos distinguir, por exemplo, a componente 1 (¢1)
da componente 2 (p2) a partir da funcao de verossimilhanca, devido eles serem
permutdvets. FEste problema € conhecido na literatura como “label switching”. Como
a distribui¢do a priori para ¢ em (3.1) também é invariante em relagao as marcagoes
das componentes, entdo a distribuicdo a posteriori para ¢ também € invariante.
Esta simetria presente na distribuicao a posteriori causa problemas para sumarizar

os resultados para os parametros de uma componente individual, quando utilizamos

métodos MCMC.

Para garantir identificabilidade para o modelo e ser capaz de desenvolver um
procedimento de simulagao capaz de sumarizar os resultados para os parametros de
cada componente, devemos considerar um unico tipo de marcacao. Por exemplo,
podemos marcar as componentes de acordo com a ordem crescente das médias,
< po < ... < g, €m que, a primeira componente é a que tem média pq, a
segunda é a que tem média us e sucessivamente até a tiltima componente que tem
média p;. Este procedimento também pode ser feito utilizando os pesos w; ou

as variancias 0']2- ou qualquer outro parametro de referéncia, j = 1,...,k. Sob o
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enfoque bayesiano esta “truncacao”, para garantir que o modelo seja identificavel, é
feita na distribuicao a priori, i.e., a distribui¢ao a priori em (3.1) agora é dada por
(D) Ly <po<...<py» S€ escolhemos marcar as componentes de acordo com as médias.
Este tipo de marcacao ¢é utilizado nos algoritmos propostos nos Capitulos 4 e 5,

como feito também por Richardson e Green (1997).

3.1.1 Familia exponencial

Na maioria dos modelos com mistura de distribuicoes as densidades f’s pertencem

a familia exponencial,

fylo) = aly)exp{u(y)h(¢) + ()} (3-8)

onde a(y) é uma fungao de R para R, u(y) e h(¢) sdo fungdes de R e O para R.

A distribuicao a priori conjugada para ¢ tem a forma

m(¢) o exp{ah(d) + Bb(9)} (3.9)

onde a e  sao os hiperparametros.

Assim, é possivel associar a cada parametro ¢; de um modelo com mistura,
uma distibuicao a priori conjugada como em (3.9), com hiperparametros «; e [,
j=1,... k.

De (3.5) a distribuicdo a posteriori para ¢ é dada por

m(Ply,z, k) o< Hexp { (%‘ + Zu(yi)I(zij:1)> h(¢;) + (B; + nj)b(¢j)} , (3.10)

onde n; = > " | 2.

3.1.2 Algoritmo Gibbs sampling

Para a estimagao dos parametros de um modelo com mistura, em que, as dis-
tribuigoes a priori sdo conjugadas em relacao as densidades f’s, o algoritmo Gibbs
sampling é o mais utilizado (Diebolt e Robert, 1993, 1994; Verdinelli and Wasser-
man, 1992; Chib, 1995; Escobar e West, 1995).

Este algoritmo é baseado em diversas simulacoes de z, w e ¢ condicional, um

nos outros, e nas observacoes y e pode ser resumido pelos seguinte passos:
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Algoritmo Gibbs sampling
(1) inicie fixando arbitrariamente w(® e ¢®;
(2) para a l-ésima iteragao, | = 1,..., L, faga:
(i) gere ZZ(»Z) ~ M (1w, ..., w}), onde

l - - 1— 1—

parai=1,....,nej=1,...,k;

(ii) gere w) ~ Dirichlet(ny 47, ...,n + 7). Note que,
wj(l) ~ Beta(n; +v,n —n; + (k—1)7v);

(iii) gere gbg-l) da distribui¢ao a posteriori

i=1
para j =1,...,k.

Ao final das L iteracoes, descartamos as B primeiras iteragoes como um burn
in, obtendo uma cadeia de tamanho L, = L — B. Como ¢é usual na abordagem

Bayesiana, estimamos os parametros utilizando a média dos valores gerados

1 & 1 &
oo O] ~ _ O]
¢; = I l; ¢; e wj= I lE:1 w;”’, (3.11)

para j =1,... k.

Considerando NV;; como sendo o nimero de vezes que a observagao y; ¢ associada

a componente j € {1,...,k} nas Lj iteracoes, entdo P; = ]Z—Z ¢ a probabilidade

a posteriori de y; ser proveniente da componente j. Se P;; = 1@@3; (Pi;), entao
SIS

consideramos que y; ¢ proveniente da componente j,i=1,...,nej=1,... k.
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Exemplo: Considere um modelo com mistura de distribuigdes normais com k

componentes,
(il w) ngf vilé;)

onde f(y;|¢;) é a densidade da dlstrlbul(;ao normal com média j; e variancia 032»,

¢; = (pj,035),i=1,....nej=1,... k.
Uma distribuigao a priori conjugada para os parametros (u;, ajz-) é dada por
o2
pilo?, A~ N (O, f) ¢ ojlr,v~1IG (2 2)
onde A, 7 e v sao hiperparametros conhecidos.

As distribuig¢oes condicionais sao dadas por,

Zs.yi O'2~
|o? k~ g / 3.12
/’I/J‘O-]7y7c7 N nj+)\,nj+)\ ( )
e
> 2
DI < S-yi)
2y e k~1IG | Y AT 3.13
U]|y7C7 g 92 ) 9 2(77/] +>\) ) ( )
para j =1,...,k.
Assim, Z ~ M (L, wi,...,w,), onde
NSV 1 2
wy ocw;exp —@(yi—,uj) : (3.14)
j

parai=1,...,.nej=1,... k.

3.2 Abordagem Bayesiana para k desconhecido

Nesta secao, consideramos o modelo 2.1 em situagoes onde o nimero de compo-
nentes k é desconhecido. Descrevemos o método reversible jump, proposto por
Green (1995), e sua aplicagao a modelos com mistura de distribuigoes, proposto por
Richardson e Green (1997). Também descrevemos o processo de nascimento-e-morte
proposto por Stephens (2000). Estes métodos sdo capazes de saltar entre espagos
paramétricos de diferentes dimensoes, correspondendo aos modelos com diferentes

nimeros de componentes na mistura.
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3.2.1 Algoritmo Reversible-jump

Como nos algoritmos Metropolis-Hastings, o algoritmo reversible jump é baseado
na proposta de um novo valor para a cadeia, que é aceito de acordo com uma
probabilidade de aceitacao adequada. Porém, este algoritmo permite a existéncia
de movimentos entre modelos, que possuem espagos paramétricos de diferentes di-
mensoes.

Por simplicidade de exposi¢ao, considere que temos os modelos 9y, ...,9,,, em
que, o modelo My, (1 < k < m) é indexado pelos parametros ¢y, pertencentes a um
espaco paramétrico ©. Considere que a distribuicao a priori para os parametros
or ¢ m(Pp|9My) e a probabilidade a priori para o modelo My ¢ w(IMy). Suponha
que O = (¢r, Mi) é o estado atual do processo, i.e., o modelo atual é M com
parametros ¢ € Oy.

A idéia do algoritmo reversible jump é propor o movimento do modelo 91, para
o modelo M- (1 < k* < m, k* # k) com probabilidade py-,. Como os espacos
paramétricos Oy ou Oy« possuem dimensoes diferentes, dim(©y) # dim(Oy+), é
preciso completar um dos espacos, O, ou O+, com espacos artificiais adequados,
para criar uma bijecao entre eles. Isto ¢ feito, muitas vezes, aumentando o espaco
paramétrico do modelo de menor dimensao, ou seja, se dim(0y) < dim(Ox«), ge-
ramos um vetor aleatério u ~ g(u) de dimensao dim(u) = dim(Oy) — dim(Oy)
e consideramos que ¢y« é uma transformacao deterministica de (¢, u), g =
Tk (dr, 1). Green (1995) mostra que a equagao de balanceamento, que garante a

reversibilidade para o processo, é preservada se a probabilidade de aceitacao para

0x] = min(1, A), onde

este movimento é dada por /[0y

L(orly, MMy)  7(dn|DMy) m(My) pk*|kg(u)

My ) T(Mp+)  Difer ‘aTka*(@kau) (3.15)

8(9k, 11)

envolve o caculo do jacobiano da transformacao Ty .+, as probabilidades de movi-
mentos Py« € Pk~ € a densidade g(u). A probabilidade de aceitacdo para o movi-
mento inverso ¢ dada por a[|0y:] = min(1, A71).

O algoritmo reversible jump pode ser resumido pelos seguintes passos:
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Algoritmo reversible jump
(1) Proponha a mudanca de (¢, M) para (¢p-, M) com probabilidade pj«x;
(2) Gere u ~ g(u) com dimensao dim(u) = dim(0;) — dim(Oy);
(3) Faga dp- = Thp(dx, 0);

(4) Aceite (¢, My~ ) com probabilidade a[fy
(3.15).

0] = min(1, A), onde A é dado em

Exemplo: Para ilustrar como obter a probabilidade de aceitagao do algoritmo
reversible jump, considere este simples exemplo, em que, temos apenas dois modelos
M1 e My. Suponha que o modelo My é indexado pelo parametro ¢ € R e que o
modelo e M, é indexado pelos parametros (¢1, ¢2) € R2.

Como temos uma diferenca de 1 entre as dimensoes de R e RR?, precisamos gerar
um valor u ~ g(u), onde g(u) é a densidade de alguma distribuigdo paramétrica,
tal como, a distribui¢do uniforme no intervalo (a,b) ou a distribuigdo beta com
parametros a e b entre outras. A escolha de g(u) vai depender do problema que esté
sendo estudado e das transformacoes deterministicas utilizadas. Para este exemplo,

consideramos as seguinte transformacoes,

(p1,02) = Tia(pu) =(p—u,¢+u)
(p,u) = Toi(¢1,¢9) = (d)l T2 1 _¢2> )

2 72

O jacobiano da transformacao 77,5 é dado por

OT o(pu)| | G G| |1 1]
'3(@”) S e
96 ou
Analogamente,
0T 1 (1, B2) 1
b1, ) | 2

Fixando as probabilidades a priori dos modelos 97t e 91y em % e as probabili-

dades de movimentos em poj; = pi2 = %, a probabilidade de aceitagao do movimento
de My para M, é dada por min(1, A), onde
_ L(¢17 ¢2|y7 s~~D’z2) 7T(¢17 ¢2‘9~n2) 2
Li¢ly, M) w(o[M)  g(u)
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A probabilidade de aceitacao para o movimento de 9, para 9, é dada por
min(1, A71).

Definidas as probabilidades de aceitacao de cada movimento, aplicamos os passos
para a implementeacao do algoritmo reversible jump, descritos acima. Ao final das

L iteracoes descartamos um burn in B e calculamos, por exemplo, a probabilidade

Nom

a posteriori para o modelo My, P(My|-) = =3,

onde Ngy, € o nimero de vezes que

o modelo 9y ocorre nas L — B iteragoes.

Algoritmo reversible jump para modelos com mistura

Richardson e Green (1997) consideram que 9 é um modelo com misturas de dis-
tribui¢oes normais univariadas com k componentes, i.e., cada componente é mode-

lada pela densidade da distribuicao normal,

F0165) = Fuluy,0?) = —= exp{—i@ —m?}

2
27m]2- 20]’

e utilizam o algoritmo reversible-jump, RJ-MCMC, para estimar o nimero de com-
ponentes k.

As distribuicoes a priori utilizadas para os parametros p; e 032- Sa0

py~ N(E R e of

i 2 ~ gama(a, 6)7

a distribuicao a prior: para os pesos w ¢ dada pelo distribui¢ao de Dirichlet como
em (3.2) com v = 1. A distribuigao a priori para k é dada pela distribui¢ao uniforme
U(1, kmaz ), onde kg, é um valor previamente fixado indicando o méximo valor que
k pode assumir.

Restritos a uma vizinhaga de modelos M1 e M1, Richardson e Green (1997)
utilizam o algoritmo RJ-MCMC com os movimentos de “nascimento” e “morte” e
split-merge para estimar k.

A proposta “nascimento” consiste em adicionar uma nova componente vazia na

mistura, com novos parametros (w;«, (-, 0]2-*) gerados das distribuicoes a priort,

we ~ Beta(L k), iy~ N(€x7), 0% ~ Gama(a, B),

J
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e os pesos sao reescalados para somar 1 fazendo wj = w;(1 — wj-).

A proposta “morte” consiste em remover uma componente vazia da mistura e

w.
reescalar os pesos para somar 1 fazendo w} =
J*

As probabilidades de aceitacao para as propostas de “nascimento” e “morte” sao

dadas por min(1, A) e min(1, A™1), respectivamente, em que

A= (M) (K + Dl (1 —wye )k Pk|k+1
(9}, B(1,k) Ptk (ko + 1) g(w;+)

(1 —wp )" (3.16)

onde B(+,-) é a fungao beta, kg é o niimero de componentes vazias antes do “nasci-

(k+1)!
Kl

mento”, g(w;~) é a densidade da distribuigao Beta(1, k) e (k+1) surge da razao
que é proveniente da suposicao de permutabilidade para as componentes da mistura,
pois como impomos uma ordenacao “forcada” para os parametros ¢, ..., ¢, entao
existem k! e (k + 1)! formas de escrever ¢ e ¢ U ¢ 1, respectivamente. A razao
das funcoes de verossimilhanca é 1 devido as propostas envolverem componentes
vazias; a primeira divisao do lado direito de A é a razao das probabilidades a priori
para os modelos M1 e My; a segunda divisao é a razao das distribuicoes a prior:
de Dirichlet e a terceira divisao é a razao das probabilidades dos movimentos e o
jacobiano da trasformagao, em que, kg 4+ 1 surge da probabilidade de escolher uma
componente vazia para o movimento “morte”.

Note que, se utilizamos distribuigoes a prior: nao informativas, isto pode levar a
uma alta taxa de rejeicao da proposta de “nascimento”. Para evitar este problema
Richardson e Green (1997) propoem o uso dos movimentos split e merge. No movi-
mento split, uma componente é separada (splitting) em duas novas componentes, sob
a condi¢ao que alguns momentos sejam preservados. O movimento reverso consiste
em combinar (merge) duas componentes em uma tinica componente.

Seguindo a notagao de Richardson e Green (1997), as propostas split-merge sao
escolhidas com probabilidades by, = pryijx € dp = 1 — by = pr_1x, respectivamente,
dependendo de k. Na proposta merge duas componentes j; e ja, que sao adjacentes
em relagao aos valores de suas médias, sao escolhidas aleatoriamente e é feito o

merge destas duas compoentes em uma unica componente j*. Os parametros destas
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nova componente sao dados por

wjs = wj, + wj, (3.17)
Wik = Wi gy Wiy g, (3.18)
wie (- +073) = wiy (1, +073,) +wi, (15, +07,) (3.19)

Para a proposta split, uma componente j* é escolhida aleatoriamente e é feito
o split desta componente em duas novas componentes j; e jo. Como existe uma
diferenca de 3 entre o espago paramétrico atual e o proposto, é preciso gerar um
vetor u = (uy, ug, u3) de dimensdo 3 para propor os novos parametros. Richardson

e Green (1997) consideram
uy ~ Beta(2,2), uy ~ Beta(2,2), ug~ Beta(1,1)

e as seguintes transformacoes deterministicas

’U)j1 = wj*ul s U}j2 = w]*(l — Ul) (320)
Wiy Wy,
= e — UpO e |2 = e A UeT e, | 3.21
Mgy = Hy 20 w;, iy = Ky 20 w;, ( )
2 _ (1 — u)o2 Wjx 2 1 2y 2 Wy
o;, = uz(l —up)oy—— , o5, = (1—uz)(l —uy)os.——. (3.22)
Wiy Wiy

que produzem os 6 novos parametros.

A probabilidade de aceitagao da proposta split é min(1, A), onde

_ L S il T S (yz|¢]2)]z,]2
A T, F (il gy )7 (3.23)
m(k+1) wj 1+"1wj2 +ng

m(k)  Wjry—14n;. B(y, k)

X %exp {_%"i [(le - 5)2 + (:u]é - 5)2 - (:U’J'* - 5)2}}

p* (0% o? —ot
. (—) erp{=0(;" + o3," = 037)}

x (k+1)

[(a) \ oF.
" di11

bk:Palocg2 2(”1)92 2(U2)91,1 (U3)
« M.]2| ]1 32

ug(1 — ug)u;;(l — U3)0
onde a primeira linha é a razao das funcoes de verossimilhancas, k£ é o nimero

de componentes antes do split, n; e ny é o nimero de observagoes alocadas na
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componente j; e jo, respectivamente, B(-, ) é a fungao beta, P,. é a probabilidade
de obter a alocacao j; e jo a partir de j* e g, ¢ a densidade da distribui¢ao beta
com parametros a e b. A sexta linha de (3.23) é o jacobiano da transformagao (ver
Apéndice A.1, pag.74). A probabilidade de aceitagdo para o movimento merge é
min(1, A71).

O algoritmo RJ-MCMC para modelos com mistura de distribuicoes pode ser

resumido pelos seguintes passos:

Algoritmo RJ-MCMC para modelos com mistura

(1) Inicialize todos os parametros;
(2) Para a l-ésima iteragao, [ = 1,..., L, faca:

(i) Atualize os pesos w;
(ii) Atualize as varidveis latentes Z;

(iii) Escolha entre os movimento split ou merge com probabilidade by e d,
respectivamente. Aceite o split com probabilidade min(1, A) e o merge

com probabilidade min(1, A™!), onde A é dado em (3.23);

(iv) Escolha entre os movimento “nascimento” ou “morte” com probabilidade
e px—1lk, respectivamente. Aceite o “nascimento” com probabili-

k+1lk € Pk—1|ks t te. Aceit “ to” babil
dade min(1, A) e o movimento “morte” com probabilidade min(1, A1),

onde A é dado em (3.16);

Ao final das L iteragoes, consideramos um burn in B e calculamos o nimero de

Ny,

vezes Ny—j que k = j nas L — B iteragoes. Assim, Pr—; = 773

é a probabilidade

a posteriori para k = j e k = argmax(P4—;) é a estimativa para o nimero de
1<j<kmaz
componentes, 7 =1,..., knaz-

3.2.2 Processo de nascimento-e-morte

Stephens (2000) considera cada componente da mistura como sendo um ponto no

espaco paramétrico e adapta a teoria de simulacao de um processo pontual para
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construir uma cadeia de Markov, tal que, a distribuicao a posterior: dos parametros
seja a distribuicao estacionaria.

Este processo é baseado na construgao de um processo de “nascimento” e “morte”
a tempo continuo (Preston, 1976; Ripley, 1977; Geyer e Méller, 1994; Grenander e
Miller, 1994), em que novas componentes “nascem” a uma taxa [3(6) previamente
fixada, onde 8 = (0y,...,60r) = ((w1,¢1),...,(w, &) = (W, @) é o estado atual
do processo (modelo com mistura com k componentes), e “morrem” a uma taxa
5(0) que é determinada segundo a equagao de balanceamento para garantir que o
processo tenha a distribuicao estacionaria.

Stephens (2000) utiliza os movimentos “nascimento” e “morte” somente para
modificar o nimero de componentes no modelo, e estes movimentos nao consideram
os dados completos, i.e., nao consideram as marcacoes das componentes, z. A log-

verossimilhanca utilizada é dada por

log{L(¢,w,kly)} = Z log {Z wjf(yi’¢j)} :

Dado que estamos no estado @, o tempo que o processo permanece neste es-

tado tem distribuicao exponencial com média Ao final deste tempo o

1
B(8)+4(6) "
processo salta para um novo estado, de acordo com o tipo de evento, “nascimento”

ou “morte”, que ocorrem segundo as probabilidades,

p(6) 5(6)
p5(6) +0(0) p5(0) +6(6)

Se no tempo t ocorre um “nascimento”, 0 NOVo Peso w1 € 0S NOVOs parametros

e P(morte) = (3.24)

P(nascimento) =

G141 sao amostrados da distribuicao conjunta h(wyy1, ¢ry1), € 08 Pesos sao reesca-
lados para somar 1. Este novo estado é denotado por @ U (w1, ¢ri1)-
Inversamente, se @ representa uma configuracao com k + 1 componentes, 8 U

(Wit 1, Gry1), uma componente j “morre” a uma taxa,

L(0y) () B(0)h(w;, ¢;)
L(0 U (wy, ¢;)|y) m(8 U (wj, ¢5)) (k + 1)(1 — w;)*+

que ¢ obtida diretamente da condicao de que a equagao de balanceamento seja

5,(0) = (3.25)

satisfeita, i.e.,
L(Oly)k!m(0)3(0)h(w;, ¢;) = L(OU (wj, ¢;)[y) (k+1)!m(0U (wy, ¢;))8;(0) (1 —w;)™*!
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onde k! e (k + 1)! sugem da suposi¢ao de permutabilidade para as componentes da

k+1 ¢ o jacobiano da renormalizacdo dos pesos.

mistura e (1 — w;)

Note que, neste processo o movimento proposto é sempre aceito; a probabilidade
de aceitacao, usuais em métodos MCMC, é substituida por diferentes tempos que
o processo permanece em um determinado estado; e que uma componente 7 pouco
provavel deve “morrer” rapidamente.

Para simplificar a implementacao do método, Stephens (2000) propde gerar wy 1
e ¢r11 das distribuigdes a priori, w1 ~ Beta(l, k) € ¢ry1 ~ m(pgr1). Assim, a taxa
de morte em (3.25) é dada por

L(Bly) 3(0)
L(6 U (wy, ¢;)ly) (k + 1)(1 — w;)r+1"

5,(0) = (3.26)

A taxa total de morte é

5(6) = _6;(0). (3.27)

O algoritmo para implementar o processo de “nascimento” e “morte” pode ser

resumido pelos seguintes passos:
(1) Inicie com a configuracao 0@ = ((wy, ¢1),. .., (Wk, Ok));
(2) Fixe a taxa de nascimento (3(0);
(3) Para a l-ésima iteracao, [ = 1,..., L, faca:

(i) Calcule a taxa de morte 0,(0) para cada componente j, dada em (3.26);
(ii) Calcule a taxa total de morte §(0) dada em (3.27);
(iii) Gere o tempo para o préximo salto da distribuigao exponencial com média

1.
5(6)+4(6)”

(iv) Escolha o tipo de salto de acordo com as probabilidade em (3.24);

Stephens (2000) estima o nimero de componentes k utilizando a probabilidade

Ni—; . . . : .
Py—; = 755, onde Nj—; é o nlimero de vezes que k = j nas L — B iteracoes, em que,

B é o burn in.
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Capitulo 4

Algoritmo Split-Merge MCMC

Neste capitulo, propomos um novo algoritmo, denominado por algoritmo split-merge
MCMC, SM-MCMC, para anélise de modelos com mistura de distribui¢oes onde o
nimero de componentes k é desconhecido.

Ao contrario do algoritmo RJ-MCMC e do processo de nascimento-e-morte,
que propoem novas componentes a partir da proposta de novos parametros, nossa
estrategia é propor uma partigdo nos dados (split) e condicional nessa particao pro-
por os parametros para as novas componentes. Esta proposta de particao nos dados é
feita de forma sequencial, em que, uma observacao ¢ alocada para uma de duas novas
componentes de acordo com probabilidades de alocagao que sao calculadas de acordo
com os parametros gerados da distribuicao a posteriori dadas as observagoes previa-
mente alocadas. Para garantir a reversibilidade para o processo, temos o movimento
inverso, em que, as observagoes de duas componentes sao agrupadas (merge) para
determinar uma nova componente. Estas propostas determinam um aumento de
uma unidade no nimero de componentes pela proposta split e a diminuicao de uma
unidade pela proposta merge e sao aceitas conforme a probabilidade de aceitagao
Metropolis-Hastings, para garantir a existéncia da distribuicao estacionaria.

Para simplificar a notacao utilizada nas expressoes abaixo, considere um conjunto
de variaveis indicadoras ¢ = {c1, ..., ¢, }, tais que, ¢; = j se z;; = 1, i.e., ¢; = j indica
que a observagao y; pertence a componente j, y; €.S;,t=1,...,nej=1,... k.

Note que, dados w e k a variavel latente Z; segue a distribuicao mutinomial e

25



uma individual varidvel indicadora ¢; segue uma distribuigao discreta com P(c; =

Jjlw,k) =w;, parai=1,....,.nej=1,... k.

A distribui¢ao conjunta de ¢ = {cy,...,¢,} dados w e k é
k
(elw, k) = [Jw}”, (4.1)
j=1

onde n; é o numero de ¢}s = j.

A distribuicao conjunta de todas as varidaveis é dada por
P(y,¢,c,w. k) = L(¢,c,w, kly)m(¢|c,w, k)m(c|w, k)m(wl|k)r (k) (4.2)

onde, L(-ly) é a fungdo de verossimilhanga dada em (3.4) e a distribui¢do a priori
para ¢ e w, m(¢|c, w, k) e m1(wl|k) , sdo dadas em (3.1) e (3.2), respectivamente.

A distribuicao a priori para k é dada pela distribuigao uniforme discreta U (1, kppaz ),
onde k.. € um valor previamente fixado que indica o maximo valor que k£ pode as-
sumir.

Como nossa estratégia é baseada nas propostas de separar (split) ou agrupar
(merge) observagoes, para em seguida propor os novos parametros para as novas
componentes, consideramos a probabilidade a priori de ¢ dado apenas k, pois pelas
propostas temos uma modificacao na configuracao ¢ e uma mudanca de k£ para
k+1 ou k — 1 dependendo da proposta. Esta probabilidade é obtida utilizando a
conjugacgao da distribuicao multinomial com a distribui¢ao de Dirichlet, integrando

fora os pesos w, i.e.,

m(clk) = /ﬂ(c|w,k)7r(w|k)dw (4.3)

— - w™ I'(kv) . W dw
/[H ] [[rw)fﬂ ; ]d

_ TR T g
- [w]’“/ L[wi

_ (k) : -
T T = ) LT )
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Assim, temos o seguinte modelo Bayesiano hierarquico conjunto,

k n
vio.e.k ~ [TTI /il e (4.4)

j=1i=1
k
plk ~ J[=()
=1
clk ~ m(c|k)
k ~ w(k),

onde Zy.,—jy = 1 se ¢; = j e Zy.,—;3 = 0 caso contrario.
A funcao de verossimilhanca é

k

L(,c, kly) = [ [ L(¢;15)), (4.5)

j=1
onde L(¢;|S;) é dada em (3.3).
Atualizando a distribui¢@o a priori conjunta para (¢, c, k) via funcao de verossimi-

lhanga (4.5), a distribuigdo a posteriori é dada por

(@, ¢, kly) o< L(@, ¢, kly)m(¢[k)m(c[k)m (k). (4.6)

4.1 Algoritmo Split-Merge MCMC

Para estimar todos os parametros do modelo, propomos o algoritmo SM-MCMC.
Os parametros ¢ e w sao atualizados via algoritmo Gibbs sampling, gerando va-
lores de suas distribui¢oes a posteriori, enquanto (c, k) sdo gerados via algoritmo
Metropolis-Hastings. Como é usual em Metropolis-Hastings, dado o estado atual
(¢, c, k), propomos um movimento para (¢*, c*, k*), que é aceito com probabilidade

al(¢", ¢, k)| (@, ¢, k)] = min(1, A),
4= Lo en krly) m(@7|k7) mler|k™) m(k*) q[(¢, ¢, k)| (@, ", k7))
L(¢,ckly) m(@lk) m(clk) 7(k) ql(@",c* k*)|(,c, k)]

onde, ¢(+]-) é a proposta de transigao, discutida abaixo.

(4.7)

Utilizamos dois tipos de movimentos diretamente na configuracao das variaveis
latentes ¢, denominados por split (sp) e merge (mg). Sejam Py € Ppgi as proba-

bilidades de propor um split e um merge, respectivamente, com Py + Prpgpr = 1.
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Como estas probabilidades sao condicionais em k, fixamos

(

1, sek=1
Py =14 0.5, se 2<k <kpmaw — 1
0, se k = kiax
¢ (
0, sek=1
Pogk =19 0.5, se 2 <k <Fkmaz —1
1, se k = kpaz
pois se k = 1, entao podemos propor somente o movimento split, Py, = 1; se

k = Knae, entao podemos propor somente o movimento merge, Ppgr = 1. Para
2 < k < (kyn — 1), consideramos que as propostas split e merge sdo igualmente
provaveis, Po,r = Ppgr = %

Com o objetivo de desenvolver um procedimento para atualizar as varidveis la-
tentes e propor o movimento split, consideramos a probabilidade condicional a prior:
para uma unica variavel latente ¢; dadas todas as outras, ¢_; = (¢1, ..., Ci—1,Cit1,- -, Cn)-
Utilizando a integral Dirichlet como em (4.3), para todas as varidveis latentes, com
excegao de ¢;, a probabilidade condicional a priori para c;|c_; é dada por

nj—i +7

Ple=le-ob) =22 m =T

(4.8)

onde n;_; ¢ o nimero de observacoes pertencentes a S;, exceto a observacao y;,

i=1,...,nej=1,...,k

4.1.1 Proposta Split

Seja @ = (¢, ¢, k) o estado atual. Dada a escolha de um split, considere ky < k como
sendo o nimero de componentes com n; > 2, j = 1,..., k. Assim, selecionamos
uma componente j, com n; > 2, com probabilidade Pjy, = é e propomos o split
das observagoes y; € S; em duas novas componentes j; e jg, onde o conjunto das
observagoes pertencentes a j; e jo sao denotadas por S; e Sj,, respectivamente.

Esta proposta é implementada pelos seguintes passos:
(i) Inicie selecionando duas observagoes ¥y, y,» € Sj;
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(i) Faca Sj = {yw}, Sj = {ywr} € njy = ny, = 1
(iii) Considere S¥ = {S;} ~ {S;, } U {5, };
(iv) Gere ¢3 e ¢, das distribuices a posteriori

7T(¢j1|5j1> X L(¢j1|5j1)ﬂ-(¢j1) e 7T(¢j2|5j2> & L(¢j1|sj1)ﬂ-(¢j1);

v) Selecione uma observacao y, € Si. Dados ¢ e ¢% , aloque y, na componente
9 y j ,]1 ]2 y
j1 com probabilidade (ver Apéndice B.1, pag.76)

(nj1 + V)f(yv|¢;l)

<nj1 + 7)f<yv‘¢;1) + (nj2 + ’y)f(yv‘¢;‘2)7 (49)

Pj () =

(vi) Gere uma varidvel indicadora Z,, ~ Bernoulli(P},(y,)). Se Iy, = 1, entao
Yy € Sj,. Faca Sj; = {S;,} U{w} e n;, = n; + 1. Caso contrario, faca
SjQ = {SjQ} U {yv} e njy, = nj, + 1;

(vii) Repita os passos (iii) a (vi) até S§ = 0.

A probabilidade da configuracao Sj, e S;, é
Patoe = H P (yo) H (1= Py (yw)),
vaSjl vaSjQ
onde P}, (yy) =1 e Pj (yy) = 0.
Condicional em S;, e S}, gere candidatos ¢;, e ¢;, das distribuicoes a posteriori
(¢4, 15;,) e m(¢j,|S),), respectivamente.
Assim, temos uma nova configuracao ¢*”, um novo conjunto de parametros ¢ e

o niumero de componentes k aumenta em uma unidade. Esta proposta de transi¢ao

¢ denotada por 670, onde 8°” = (¢*", c* k + 1), e sua probabilidade é dada por

q[esp‘g] = Psp\kpj|k2Paloc7r(¢j1 ‘Sjl)ﬂ<¢j2|sj2)' (4'10)

4.1.2 Proposta Merge

Dada a escolha de um merge, selecionamos duas componentes j; e js. Aqui, esta-

belecemos o critério que um merge é feito sempre para duas componentes que sao
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adjacentes em relagdo aos valores de sua médias (ver Apéndice B.2, pag.76). Desta
forma, temos o movimento reverso para a proposta split e uma convergéncia mais
rapida para a distribuicao de equilibrio.

A probabilidade de selecionar as componentes j; e js para um merge é

1, ifk=2
Pjvjolke = PiniPrajne + Pio Pk = § 5, i k> 2, ji,jp € {1k} ,  (411)
£, i k> 2, g1, 72 ¢ {1,k}
onde B, ¢ a probabilidade de escolher a componente by e Py, 1 ¢ a probabilidade
condicional de escolher a componente by dado que a componente b; foi previamente
selecionada.

Faca o Merge de j; e jo, determinando a componente j com S; = {Sj;, } U{Sj, }.
Gere um candidato ¢; de sua distribuicao a posteriori w(¢;|S;).

A proposta merge determina uma nova configuragao ¢, um novo conjunto de
parametros ¢ e o nimero de componentes k£ diminui uma unidade. Esta proposta
de transi¢ao é denotada por 8]0, onde ™7 = (¢p™9, "9, k—1), e sua probabilidade
¢ dada por

q[0™90] = Prgii Pjy jo k7 (05]55)- (4.12)

Note que, dado o estado atual 8, a probabilidade de propor um split da compo-
nente j nas componentes ji e ja, q[0@°F|6], é equivalente a estar no estado com j; e
J2 juntas como uma unica componente j, 87, e propor a volta para o estado atual

0, isto é,
Q[08p|0] = q[0|9mg] = Psp\k—lpj\k2palocﬁ(¢j1|Sj1)7r(¢j2|8j2)' (413)

Como existe somente uma forma de juntar duas componentes em uma unica
componente, precisamos calcular a correspondente probabilidade, P,,., de gerar o
estado original, com as duas componentes separadas. Isto é feito como na pro-
posta split, descrita acima, porém agora utilizando os parametros ¢;, e ¢;,, que sao
conhecidos, para calcular a probabilidade P}, () dada em (4.9).

Analogamente a (4.13),

q[0™910] = q[0|0°"] = Pgips1 Py jom(04]5;). (4.14)
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4.1.3 Probabilidades de transicao

Definidas as propostas split e merge, calculamos a probabilidade de aceitacao A,
dada em (4.7), de cada proposta.

Para isto, considere a razao das densidades a posteriori

m(9;15;) L(¢;15;)7(¢;) I I,

N 7T(¢j1|5j1)7r<¢j2|8j2) L(¢j1|Sj1)7r(¢j1)L(¢j2|Sj2)7r(¢j2) Ij 7
onde I; = fL(¢d|Sd)7T(¢d)d¢d para de {j7j17j2}'

Assim, a probabilidade de transicao para a proposta split é dada por

P'f’

Q[Qwsp] Pm9|k+1 le,jﬂk—&-l pPr

. = = QPP 4.15
Q[e p|0] P8p|k P]\kg Pioe ( )
onde,
1 _
5P, € k=1
Q" = (%)1—I{k:kmarl} %ﬁ? se 2 <k < kpae — 1, 1,72 € {1,k} , (4.16)
QI{k:kmaac—l}kk—flPalloc, se 2 S k S k'maw — ]_, jluj? ¢ {1’ ]{j}

onde Zip—ppuo—13y = 1 8¢ k = kppaz — 1 € Tgp—p,...—13y = 0 caso contrario.

A probabilidade de transicao para a proposta merge é dada por

0|0™ Po—1 Pir, Paioe 1
q[ lng ] — plk—1 Jlk2 l — ng_ (417)
q[@ |0] nglk‘ Pjh]é\k pr pr
onde,
2P 10c, se k=2
ng - = (2)1*Z{k:kmm} %Palocy se 3 S k S kmax7j1aj2 S {L k} 7(418)
(%)I{k:kmw} %Paloca se 3 S k S kmaxa jlajZ §é {17 k}
onde Zip—,...} = 1 8€ k = knaw © Lig—t,,.,} = 0 caso contrério.

Considerando a proposta split, a razao das fungoes de verossimilhanca ¢ dada

por
L(Ospb’) _ L(¢j1 |Sj1)L(¢j2|Sj2) (419>

L(6ly) L(¢;155) ’

e a razao das distribuicoes a priori, com v = 1, é dada por
W(Gsp) _ 7T(¢j1)7r(¢j2) F(nﬁ + 1)F(nj2 + 1) k<k + 1) 7T<k + 1) (4 20)

7(0) (o) I'(n;+1) n+k wk) ’
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onde (k+1) suge da suposi¢ao de permutabilidade para as componentes da mistura.
A probabilidade de aceitagao para a proposta split é «[@°7|0] = min(1, A®),
dada pelo produto de (4.19), (4.20) e (4.15), onde

I 1, D(ng, + )0 (ng, + 1) k(k+ 1)

AP =
I; T(n; + 1) n+k

Q. (4.21)

A probabilidade de aceitagao para a proposta merge é a[0™?|60] = min(1, A™9)
onde
I; F(n; +1) n+k—1

Am =
Ij1]j2 F(njl + 1)F(nj2 + 1) k<k - 1)

Q™. (4.22)

4.1.4 Atualizacao das variaveis latentes

Dada a aceitagao ou nao de uma proposta split ou merge, atualizamos as variaveis
latentes ¢ condicional ao atual valor de ¢.

Dados y;, ¢; e c_; a probabilidade condicional a posterior: de ¢; = j é dada por

p(Cz’ = j|yi,C—i, ¢ja k) X p(Ci = j\C—i, k)p(yifci =7, C—i7¢j) (4-23)
n,; _. + 1
- p—br = ey

-1
onde p(¢; = jlc_;, k) é dada em (4.8) e b = [Z?Zl ,:;;ntllf(yl\qﬁ])] ¢ a constante

normalizadora.

4.1.5 Comentarios

Para garantir identificabilidade em nossa proposta, consideramos uma marcagao das
componentes de acordo as médias p; de cada componente, que sao consideradas em
ordem crescente de valor, p; < ps < ... < pg. Assim, a primeira componente é a
que tem média p, a segunda é a que tem média sy e sucessivamente até a ultima
componente que tem média py, (Richardson e Green, 1997).

Condicional neste tipo de marcacao das componentes, temos que ao propor novos
parametros ¢;,, ¢; na proposta split, devemos checar se a condi¢ao de adjacéncia
¢ satisfeita, i.e., se pj—1 < pj; < pj, < fj,+1. Caso nao seja, devemos rejeitar a

proposta pois os o movimentos split-merge podem nao ser reversiveis.
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A mesma verificacao é feita para a proposta merge, i.e., se escolhemos as com-
ponentes j; e jo para um merge, entao a média p; da nova componente S; =
{S;,} U{S;,} deve satisfazer a condicao ju;,—1 < ptj < fljp41-

Com isso, temos que o processo estocastico definido pelos movimentos split e
merge é reversivel por construgao, A™ = ﬁ. Logo, a equacao de balanceamento
L(0ly)m(0)q]0*|0] = L(6"|y)m(0")q[0|60"], necessaria para garantir a existéncia da
distribui¢do invariante (Preston, 1976; Ripley, 1976; Geyer e Mgller, 1994; Tierney,
1994), que é proporcional a L(0]y)r(0), é satisfeita. Dada uma vizinhanga ao redor
do estado atual, existe uma probabilidade positiva de que a cadeia se mova para
esta vizinhancga, isto é, a cadeia é aperidédica. Como a cadeia pode se mover para

outro valor de k em cada iteracao e cada observacao tem probabilidade positiva de

ser alocada em uma das componentes, a cadeia também é irredutivel.

4.1.6 Algoritmo:

Definidas as probabilidades de aceitacao para as propostas split e merge, expres-

samos o método proposto como um algoritmo.

Algoritmo SM-MCMC:

(1) Inicialize todos os parametros;
(2) Para a [-ésima iteragao, [ = 1,..., L, Faga:
(i) Escolha entre split ou merge com probabilidades Py, € Pyg), respectiva-
mente;
(ii) Aceite a proposta com probabilidade «[0%|0], onde o sinal x é sp ou mg;
(iii) Atualize c utilizando as probabilidade condicionais a posteriori em (4.23);
(iii) Atualize ¢p e w
(a) Gere ¢ da distribuicao a posteriori em (3.5);

(b) Considere w; como em (3.7);
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Para estimar k, consideramos um burn in B das L primeiras iteracoes e calcu-

Ny—;

lamos o nimero de vezes Niy—; que k = j nas L — B iteracoes. Assim, P—; = 753

é a probabilidade a posteriori para k = j e k = argmax(FP;—;) é a estimativa para
1<j<kmaa
o nimero de componentes, 7 = 1,..., knae-

Dado k, seja Ly < L o numero de iteracoes em que o nimero de componentes
¢ k = k. Para estimar os parametros ¢; e w;, consideramos um burn in B, das
Ly iteracoes, obtendo uma cadeia de tamanho L; = Ly — By. Como é usual na
abordagem Bayesiana, utilizamos a média dos valores gerados como estimativa, i.e.,

Ol = — zw e ]Ik—LNZw (4.24)

kll k=1

A probabilidade a posteriori de cada observacao ser proveniente da componente

. Ni; , , - , . .
é P, = =<, onde N;; é o numero de vezes que a observacao y; € associada a
J LE ’ J 5

componente j € {1,... ,%} nas L; iteragoes. Se P;; = max (P;;), entdo consideramos
1<j<k

que y; é proveniente da componente j, 1 =1,...,nej=1,..., k.

4.2 Analise de dados

Nesta secao, aplicamos o método proposto, SM-MCMC, a cinco conjuntos de dados.
Os trés primeiros sao dados artificiais, obtidos via simulacao. O quarto é o bem
conhecido conjunto de dados sobre a velocidade de galaxias e o quinto é um conjunto
de dados sobre expressao génica, utilizado por Arfin et al. (2000).

Como em Richardson e Green (1997) e Stephens (2000), modelamos os conjuntos

de dados utilizando uma mistura de distribui¢des normais, i.e.,

yz|¢ W Zw]f y2|¢J

onde f(yi|¢;) é a densidade da distribuigdo normal com média ; e variancia o7,

¢j = (1j,035),i=1,....nej=1,... k.
Seguindo a mesma linha de Casella, Robert and Wells (2000), utilizamos dis-

tribuigoes a priori conjugadas para os parametros ji; e 0]2-,

2
1ilo% A ~ N( A) e ojlt,v IQ<2 2)
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onde A\, 7 e v sao hiperparametros conhecidos.

As distribuic¢oes condicionais sao dadas por,

Zs.yi 0'2-
|2 ko~ J J 4.25
MJ‘O-JJY7C7 N nj+)\7nj+)\ ( )
> 2
Tl Vs Y ( Syi)
2 L~16 | i d 4.26

para j =1,... k.
A constante normalizadora Iy = [ L(¢a|Sa)m(¢a)dda, d € {7, 71, j2}, é dada por

ng+T
L 2

v ]

Os hiperparametros utilizados foram fixados de forma que as distribuicoes a

v v(ng + A)

" st yi2 (st ?Jz’)2

1 (4.27)

priori sejam nao informativas. Fixamos A = 0.1, 7 = 0.1, v = 0.1, v = 1 and
kmaz = 10. Para verificar a obtencao de convergéncia, geramos duas cadeias e
utilizamos o diagnéstico de Gelman e Rubin (Gelman e Rubin, 1992).

Aplicamos o algoritmo SM-MCMC com L = 100.000 e um burn in B = 10.000.
Este nimero de iteracoes foi considerado suficiente pois, para os 5 conjunto de
dados utilizados, o diagnéstico de Gelman-Rubin para todos os parametros é < 1.01.
Iniciamos o algoritmo com uma componente, i.e., ¢c; = ... = ¢, = 1 e parametros

2

p1 =7y e or =s? onde 7y e s* sao a média e a variancia das observagoes y.

4.2.1 Dados artificiais 1

Para geracao do primeiro conjunto de dados artificiais, consideramos um modelo

com mistura de distribui¢oes normais com k£ = 2 componentes,

fyild, w) = w1 f(yi|o1) + (1 — w1) f(yi|p2),

onde ¢1 = (u1,07) € ¢2 = (12, 03).
Para geracao dos dados, fixamos n = 100, wy; = 0.5, we = 0.5, u1 =0, po =4 e
o? =05 =1.

O procedimento de simulagao é dado pelos seguintes passos:
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1. Gere n observagoes da seguinte forma: para i =1,...,n, gere U; ~U(0,1); se

u; < wy, gere Vi ~ N(p1,0%); se u; > wy, gere Y; ~ N (g, 02);

2. Para registrar de qual componente cada observacao ¢ gerada, considere o vetor

G:(Gl,...,Gn), talque, Gi=1lseu <wieG;=2seu; > whq;
3. Aplique o algoritmo SM-MCMC;

Os resultados obtidos estao apresentados nas Tabelas 4.1 e 4.2. A Tabela 4.1
mostra a probabilidade a posteriori para o nimero de componentes k. O maximo a
posteriori é obtido em k = 2, que tem probabilidade P(k = 2|-) = 0.9874.

A Tabela 4.2 mostra as estimativas para os parametros (média dos valores ge-
rados) e os intervalos de credibilidade empiricos (quantis 0.025 e 0.975 dos valores
gerados). Como esperado, os verdadeiros valores dos parametros pertencem aos
intervalos de 95% de credibilidade. O Apéndice C.1 (pag.78) mostra os graficos

ergddicos dos valores gerados para os parametros, indicando a convergencia.

Tabela 4.1: Probabilidade a posterior: para k.
k 1 2 3 >4

P(k|-) | 0.0001 0.9874 0.0124 0.0001

Tabela 4.2: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa Int. Cred. 95% Diag. G. R.
1 -0.0416 (-0.3312, 0.2757) 1
Lo 3.9814 (3.6790, 4.2557) 1.01
o1 0.9187 (0.5603, 1.4986) 1
lop 0.7976 (0.4801, 1.3206) 1.01
wq 0.5083 (0.4706, 0.5392) 1.01
Wo 0.4917 (0.4608, 0.5294) 1.01
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4.2.2 Dados artificiais 2

Para geracao do segundo conjunto de dados artificiais, consideramos um modelo

com mistura de distribui¢oes normais com k£ = 3 componentes,

f(yild, w) = w1 f(yil ¢1) + wa f(yilp2) + wsf(yilps),

onde ¢1 = (111,07), ¢2 = (2, 03) € ¢3 = (3, 03).
Fixamos n = 100, wy = 0.3, wy = 0.4, ws3 = 0.3, 1 = —4, o =0, ug =4 e
7t =0 =i =1

O procedimento de simulagao é dado pelos seguintes passos:

1. Gere n observagoes da seguinte forma: parai=1,...,n, gere U; ~ U(0,1); se
u; < wy, gere Y; ~ N(pg,0%); se wy < u; < wy + we, gere Y; ~ N (g, 03); se

u; > wy + wsy, gere Y; ~ N (ug, 02);

2. Para registrar de qual componente cada observacao é gerada, considere o vetor
G=(Gy,...,Gp), tal que, G; =1seu; <wp, Gi=2se w; <u; <wy +ws e

Gi =3 1fu2 > Wy + Wa;
3. Aplique o algoritmo SM-MCMC;

Os resultados estao apresentados nas Tabelas 4.3 e 4.4. O maximo a posteriori
para k ¢ obtido em k = 3, com P(k = 3|-) = 0.9154. Os verdadeiros valores
dos parametros pertencem aos intervalos de 95% de credibilidade. No Apéndice
C.2 (pag.79) temos os gréficos ergbdicos dos valores gerados para os parametros,

indicando a convergéncia.

Tabela 4.3: Probabilidade a posterior: para k.
k 1 2 3 >4

P(k|-) | 0.0202 0.0407 0.9154 0.0238
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Tabela 4.4: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
11 -4.1317 (-4.6601, -3.3386) 1
fho 0.0513 (-0.3134, 0.4156) 1
i3 3.9702 (3.6391, 4.2682) 1.01
o1 1.1055 (0.7485, 1.7849) 1
09 0.9786 (0.6901, 1.4305) 1.01
03 0.7574 (0.5569, 1.0550) 1
wy 0.2620 (0.2233, 0.3301) 1
Wo 0.4385 (0.2718, 0.5049) 1
w3 0.2995 (0.2718, 0.3204) 1.01

4.2.3 Dados artificiais 3

Para geracao do terceiro conjunto de dados artificiais, consideramos um modelo com

mistura de distribuicoes normais com k = 5 componentes,
k=5
f(y@|¢,W) = ijf(yi’¢j)a
j=1

onde ¢; = (uj,ajz), j=1,...,5.

Para geracao do dados fixamos n = 100, uy = —15, puo = —6, uz = 0, pug = 5,
s =12, 07 =1 and w; = 0.2, for j =1,...,5.

Os resultados estao apresentados nas Tabelas 4.5 e 4.6. Na Tabela 4.5 estao as
probabilidades a posteriori para k. O maximo a posteriori é obtido em k= 5, que
tém probabilidade P(k = 5|-) = 0.9219. A Tabela 4.6 mostra as estimativas para os
parametros e seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade. Como esperado,
os verdadeiros valores dos parametros pertencem aos intervalos de credibilidade.
O Apéndice C.3 (pag.80) mostra os graficos ergédicos dos valores gerados para os
parametros (u;,0;), j = {1,3,5}, também indicando a convergéncia. Para (u;,0;),

j =1{2,4} os graficos ergbdicos sao similares.
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Tabela 4.5: Probabilidade a posteriori para k.

k 2 3 4 5 >6
P(k|-) | 0.0001 0.0002 0.0030 0.0403 0.9219 0.0345
Tabela 4.6: Estimativas para os parametros.
Parametro | Estimativa Int. Cred. 95% Diag. G. R.
L1 -15.0841  (-15.7387, -14.4273) 1
[o -5.7788 (-6.2316, -5.3222) 1
43 -0.0019 (-0.4249, 0.4372) 1
I 4.5590 (3.0465, 5.3495) 1.01
s 11.9655 (11.5643, 12.3691) 1
o1 1.5410 (1.1595, 2.0870) 1.01
0P 0.9256 (0.6673, 1.3285) 1.01
03 0.9565 (0.6650, 1.3607) 1.01
o4 1.1250 (0.6198, 2.3764) 1
ofs 1.0300 (0.7916, 1.3632) 1.01
wq 0.2191 (0.1910, 0.2190) 1
Wo 0.1714 (0.1714, 0.2117) 1
ws 0.2420 (0.1905, 0.2571) 1.01
Wy 0.1106 (0.0952, 0.2119) 1
ws 0.2571 (0.1954, 0.2571) 1

4.2.4 Dados de velocidades de galaxias

Aplicamos o método proposto ao conhecido conjunto de dados sobre a velocidade
de galdxias, previamente analisados por Roeder and Wasserman (1995), Escobar
e West (1995), Richardson e Green (1997) e Stephens (2000). Seguindo a mesma
linha destes autores, consideramos que a velocidade das galaxias sao realizacoes de

variaveis aleatérias distribuidas segundo um modelo com mistura de distribuicoes
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normais com k (desconhecido) componentes.

Estimativas para o nimero de componentes k para este conjunto de dados vao
desde k£ = 3 em Roeder and Wasserman (1995) e Stephens (2000) a k =5 ou k=6
em Richardson e Green (1997) e k = 7 em Escobar e West (1995).

Os resultados obtidos com a aplicacao do algoritmo SM-MCMC estao apresen-
tados nas Tabelas 4.7 e 4.8 e Figura 4.1. As probabilidades a posteriori para o
nimero de componentes k sao mostradas na Tabela 4.7, com um maximo em k= 3,
P(k = 3|-) =0.9842. A Tabela 4.8 mostra a estimativa e o intervalo de 95% de cre-
dibilidade para cada um dos parametros. O Apéndice C.4 (pag.81) mostra o grafico
ergodico dos valores gerados para os parametros. A Figura 4.1 mostra o histograma

do conjunto de dados e a densidade estimada pelo método proposto.

Tabela 4.7: Probabilidade a posterior: para k.
k 1 2 3 >4

P(k|-) | 0 0.0053 0.9842 0.0105

Tabela 4.8: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
I8 9.6950 (9.2336, 10.1573) 1
L2 21.3297  (20.7646, 21.8735) 1.01
I3 31.0525  (23.2596, 35.3912) 1
o1 0.5896 (0.3597, 1.0176) 1
lop) 2.1732 (1.7234, 2.6034) 1
o3 3.2168 (1.1664, 7.6744) 1.01
wy 0.0939 (0.0941, 0.1419) 1
Wo 0.8330 (0.0471, 0.8588) 1
ws 0.0731 (0.0471, 0.2235) 1.01
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Figura 4.1: Histograma dos dados sobre a velocidade de galdxias e densidade esti-

mada pelo algoritmo SM-MCMC.

4.2.5 Dados de expressao génica

Segundo Baldi e Long (2001), dados de expressao génica podem ser analisados sob
pelo menos 3 niveis de crescente dificuldade. No primeiro nivel de andlise, os genes
sao analisados separadamente, um gene por vez, onde o objetivo é identificar se uma
diferenca de niveis de expressao observados, entre uma condi¢ao de tratamento em
relagao a um controle, é significante ou nao. No segundo nivel de andlise o objetivo
é identificar grupos de genes com niveis de expressao genica similares. No terceiro
nivel de analise o objetivo ¢é identificar as relacoes existentes entre genes e proteinas,

que sao responsaveis pelas caracteristicas observaveis (fendtipos).
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Nesta secao, consideramos o segundo nivel de analise de dados de expressao
génica com o objetivo de identificar grupos de genes com niveis de expressao génica
similares, utilizando o algoritmo SM-MCMC. Para isto, assumimos que os niveis
de expressao génica observados sao realizagoes de variaveis aleatorias distribuidas
segundo um modelo com mistura de distribui¢oes normais com k£ componentes, em
que, k é desconhecido.

Os dados utilizados, descritos em Arfin et al. (2000), sao observagoes obtidas do
experimento realizado com a bactéria Escherichia Coli. Este conjunto de dados é
composto por n = 434 genes, em que, para cada gene i, temos 5 medidas de niveis
de expressao em controle (c¢), denotado y;. = {1, .., Ysi. }, € 5 medidas de niveis
de expressdo em tratamento (¢), denotado por y;, = {v14,, -, Ysi, -

Seja y; = ¥y; — U;, o efeito de tratamento observado para o gene i e y =
{¥1,.--,yn} 0 conjunto de todos os efeitos de tratamento observados. Assumimos
que genes com efeito de tratamento similares, isto é, efeitos de tratamento gerados
segundo uma mesma mesma distribuicao normal, determinam um grupo de genes.
Esta distribuicao normal é diferente da distribuicao normal associada a um outro
grupo.

Considerando k (desconhecido e finito) como sendo o nimero de grupos e w =
(w1, ..., wy), tal que , w; é a probabilidade a priori do gene g pertencer ao grupo

J, temos o seguinte modelo com mistura de distribui¢coes normais
k
f(yi‘:uﬁo-??wj?k) - ijf<yi|ﬂj70-j2')u (428)
j=1

onde f(y;|p;,07) é a densidade da distribuigao normal com parametros (p;,07) e w;
¢ o peso associado a componente j,t=1,...,nej=1,... k.

As distribuigoes a priori para os parametros e os hiperparametros utilizados sao
como os descritos no inicio da secao.

Os resultado obtidos estao apresentados nas Tabelas 4.9 e 4.10 e na Figura 4.2.
Na Tabela 4.9 estao as probabilidades a posteriori para o nimero de componentes
k, com um méximo em k = 3, P(k = 3|) = 0.9111. A Tabela 4.10 mostra as

estimativas para os parametros e os intervalos de credibilidade. O Apéndice C.5
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(pag.82) mostra o gréfico ergddico dos valores gerados para os parametros, indicando
a convergencia.

A Figura 4.2 mostra a média de controle versus a média de tratamento dos
434 genes e os 3 grupos identificados. Triangulos V representam o grupo G, e
representam o grupo G5 e os triangulos A representam o grupo Gz. O grupo Gp é
composto por 61 genes, o grupo Gy por 359 genes e o grupo (3 por 14 genes.

Observando a Figura 4.2 podemos interpretar os resultados da seguinte forma:
(i) genes em (3 apresentam niveis de expressao de tratamento maiores do que os de
controle; (ii) genes em G apresentam niveis de expressao de tratamento menores

do que os de controle e (iii) genes em G5 apresentam diferengas nao significantes,

0€IC,,.

Tabela 4.9: Probabilidade a posterior: k.
k 1 2 3 >4

P(k|-) | 0.0001 0.0723 0.9111 0.0165

Tabela 4.10: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
1 -0.2065 (-0.4787, -0.0285) 1
[ 0.0372 (-0.0082, 0.0674) 1
s 0.6670 (0.1604, 1.3501) 1
o1 0.2519 (0.1447, 0.3465) 1.01
09 0.1516 (0.1156, 0.1817) 1.01
O3 0.6199 (0.3922, 0.9466) 1
wy 0.2720 (0.0709, 0.5400) 1
Wa 0.6772 (0.0160, 0.8810) 1.01
w3 0.0507 (0.0160, 0.1030) 1
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Figura 4.2: Médias de controle versus médias de Tratamento e grupos identificados.

V representam o grupo GG, e o grupo G5 e A o grupo Gz, SM-MCMC.

4.3 Comparacao com o algoritmo reversible-jump

Nesta secao, aplicamos o algoritmo RJ-MCMC aos cinco conjunto de dados utiliza-
dos na Secao 4.2. Utilizamos a mesma modelagem com mistura de distribuigoes
normais e as mesmas distribuicoes a priori. Os hiperparametros sao os mesmos,
A=01,7=01v=01ey=1. O nimero de iteragoes, L, o burn in, B, e o
numero de cadeias foram fixados como na aplicacao do SM-MCMC.

Comparamos somente com o RJ-MCMC pois este método segue a mesma linha
de nosso trabalho, i.e., considera a marcagao das componentes (dados completos), ao

contrario do método de Stephens (2000) que néo utiliza a marcac¢ao das compoentes.
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4.3.1 Dados artificiais 1

Os resultados obtidos para os dados artificiais 1 estao apresentados nas Tabelas 4.11
e 4.12. Na Tabela 4.11 estao as probabilidades a posteriori para k. O maximo
a posteriori ¢ obtido em k = 2, que tem, probabilidade P(k = 2|-) = 0.5770. A
Tabela 4.12 mostra as estimativas para os parametros, os intervalos de credibilidade
empiricos e os valores do diagndstico de Gelman e Rubin. Os verdadeiros valores

dos parametros pertencem aos intervalos de 95% de credibilidade.

Tabela 4.11: Probabilidade a posteriori para k.
k 1 2 3 4 5 >6

P(k|-) | 0.0576 0.5770 0.2627 0.0774 0.0197 0.0057

Tabela 4.12: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa Int. Cred. 95% Diag. G. R.
1 -0.1640  (-0.9831, 1.3009) 1.19
15 3.3265 (1.8040, 4.2341) 1.02
o1 0.8227 (0.2031, 1.9722) 1.17
lop) 1.4042 (0.7032, 2.4288) 1.02
wq 0.3728 (0.0196, 0.5980) 1.01
Wo 0.6272 (0.4020, 0.9804) 1.01

Comparado ao algoritmo SM-MCMC o algoritmo RJ-MCMC também tem como
maximo a postertort o modelo com k£ = 2. Porém, a probabilidade a posterior:
para k = 2 no algoritmo RJ-MCMC ¢é menor do que a probabilidade a posteriori
obtida com o algoritmo SM-MCMC (0.5770 contra 0.9874). Ou seja, o algoritmo
SM-MCMC identificou com maior probabilidade a posteriori o modelo utilizado

para a geracao dos dados. Os intervalos de 95% credibilidade para os parametros,
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obtidos com o SM-MCMC, possuem uma amplitude menor do que os obtidos com o
RJ-MCMC. As estimativas para os parametros sao mais proximas dos verdadeiros
valores utilizados para geracao dos dados em relagao as estimativas obtidas com o
algoritmo RJ-MCMC.

Ao contrario do algoritmo SM-MCMC, o diagnoéstico de Gelman-Rubin para os
parametros ;e o7 indicam a nao obtengao de convergéncia (ver Tabela 4.12). O
Apéndice D.1 (pag.83) mostra o gréfico ergddico para os parametros. Em relagao
a classificacao das observagoes entre as componentes identificadas os métodos apre-
sentam resultados similares, como pode ser observado na Figura 4.3 que mostra os

grupos gerados e os grupos idenficados pelos algoritmos SM-MCMC e RJ-MCMC.
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Figura 4.3: Grupos gerados e grupos identificados pelos algoritmos SM-MCMC e
RJ-MCMC - Dados artificiais 1.
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4.3.2 Dados artificiais 2

Os resultados obtidos para o segundo conjundo de dados artificiais, estao apresen-
tados nas Tabelas 4.13 e 4.14 que mostram, respectivamente, a probabilidade a
posteriori para k e as estimativas para os parametros.

Ao contrario do algoritmo SM-MCMC que identifica o modelo com k& = 3 com
maior probabilidade a posteriori (P(k = 3|-) = 0.9154), o algoritmo RJ-MCMC
identifica 0 modelo com k = 2 com maior probabilidade a posteriori (P(k = 2|-) =
0.4287). Isto ocorre devido ao algoritmo RJ-MCMC nao conseguir separar as ob-
servacgoes geradas das componentes 2 e 3 em duas componentes, como pode ser
observado na Figura 4.5 que mostra os grupos gerados e os grupos idenficados pelos
algoritmos SM-MCMC e RJ-MCMC. Isto é, o algoritmo RJ-MCMC com as fungoes
de transicdo em (3.20), (3.21) e (3.22) ndo consegue propor um movimento split
com parametros de forma adequada para que haja a separacao das observacoes ger-
adas das componentes 2 e 3 em duas componentes. Isto poderia ser evitado se
utilizassemos uma funcao de transicao que fosse capaz de propor parametros que
levassem a uma separacao das observagoes geradas das componentes 2 e 3. Logo,
a escolha da funcao de transicao é um importante aspecto para que o algoritmo
RJ-MCMC tenha um bom desempenho em modelos com mistura.

O diagnostico de Gelman e Rubin para o1, 09, w; e wy sao < 1.05 indicando
a convergencia, porém, para i, po o diagnostico é 1.12 e 1.10, respectivamente.
O Apéndice D.2 (pag.84) mostra o grafico ergédico dos valores gerados para os
parametros.

Comparando com os resultados obtidos com o algoritmo SM-MCMC proposto,
temos um melhor desempenho do SM-MCMC, pois este identifica o verdadeiro
modelo com maior probabilidade a posteriori (Tabela 4.3), as estimativas para os
parametros (Tabela 4.4) e a classificacao das observagoes em rela¢do as componentes
(Figura 4.5) sao satisfatérias. Ou seja, nossa estratégia de buscar informagoes so-
bre as k componentes e seus parametros diretamente nos dados observados é mais
adequada do que propor o surgimento de novas componentes e novos parametros,

através de uma funcao de transicdo, sem se preocupar se esta nova componente
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determina uma particao nos dados observados.

Tabela 4.13: Probabilidade a posteriori para k.

k 1

2

3 4

> 6

P(k|-) | 0.0552 0.4287 0.2778 0.1437 0.0606 0.0340

Tabela 4.14: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa Int. Cred. 95% Diag. G. R.
1 -1.5012 (-4.8640, 0.4122) 1.12
[h2 0.7799 (-0.2208, 4.0244) 1.10
o1 1.5078 (0.1672, 3.6548) 1.04
0P 2.1648 (0.1858, 3.7081) 1.01
wy 0.3781 (0.0196, 0.9706) 1.01
Wo 0.6219 (0.0294, 0.9804) 1.01

4.3.3 Dados artificiais 3

As Tabelas 4.15 e 4.16 apresentam os resultados para o terceiro conjunto de dados
artificiais. O maximo a posteriori é obtido em k = 2, P(k = 2|-) = 0.6274. Ou
seja, para este exemplo o algoritmo RJ-MCMC também nao apresenta um bom
desempenho em identificar as componentes da mistura. O RJ-MCMC nao consegue
identificar nenhuma componente em relagao aos dados gerados, ou seja, o algoritmo
nao propoe novas componentes com parametros adequados para que haja uma sa-
tisfatoria particao nos dados gerados.

Novamente, o algoritmo SM-MCMC proposto apresenta melhor desempenho,
pois identifica o verdadeiro modelo com maior probabilidade a posteriori (Tabela

4.5), as estimativas para os parametros (Tabela 4.6) e a classificagao das observagoes
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Figura 4.4: Grupos gerados e grupos identificados pelos algoritmos SM-MCMC e
RJ-MCMC - Dados artificiais 2.

em relacdo as componentes (Figura 4.5) sdo satisfatérias. Aumentando o nimero de
componentes da mistura, de k = 2 para k = 3 e para k = 5, pior é o desempenho do
algoritmo RJ-MCMC. Ja o algoritmo SM-MCMC identifica os modelos utilizados

para gerar os dados com maior probabilidade a posteriori.

Tabela 4.15: Probabilidade a posterior: para k.
k 1 2 3 4 5 >6

P(k|-) | 0.0072 0.6274 0.1785 0.0796 0.0453 0.0620
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Tabela 4.16: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
1 -1.2913 (-5.7930, 0.3204) 1.16
fho 0.3159 (-0.4920, 2.1995) 1.13
o 7.9905 (0.2374, 11.8833) 1.10
lop 2.7926 (0.1633, 11.3527) 1.08
wy 0.7091 (0.0588, 0.9510) 1.05
Wo 0.2908 (0.0490, 0.9412) 1.06
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Figura 4.5: Grupos gerados e grupos identificados pelos algoritmos SM-MCMC e
RJ-MCMUC - Dados artificiais 3.

4.3.4 Dados de velocidades de galaxias

Para os dados de velocidade de galéxias, as probabilidades a posterior: para k sao

mostradas na Tabela 4.17. O maximo a posterior: é obtido em k = 2 com probabili-
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dade a posteriori P(k = 2|-) = 0.5555. A Tabela 4.18 mostra as estimativas para os
parametros. A Figura 5.1 mostra o histograma do conjunto de dados e a densidade
estimada pelo RJ-MCMC. O Apéndice D.4 (pag.86) mostra o grafico ergédico dos
valores gerados para os parametros.

Comparando as Figuras 4.2 e 4.6, densidades estimadas pelo SM-MCMC e RJ-
MCMC, respectivamente, podemos notar um melhor desempenho do algoritmo SM-
MCMC, pois a densidade estimada ajusta melhor os dados observados. Também,
no SM-MCMC temos convergécia, segundo o diagnostico de Gelman e Rubin, para
todos os parametros, o que nao ocorre no RJ-MCMC, como pode ser observado pelo

diagnéstico de Gelman e Rubin na Tabela 4.18.

Tabela 4.17: Probabilidade a posterior: para k.
k 1 2 3 4 5 >6

P(k|-) | 0.0480 0.5555 0.3212 0.0647 0.0093 0.0014

Tabela 4.18: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
41 14.8141 (-3.2257, 21.4359) 1.25
o 21.8448 (20.3359, 23.0560) 1.14
o1 5.1486 (0.2555, 11.1933) 1.06
o5 31580 (1.5256, 9.2737) 1.02
wr 0.2584  (0.0119, 0.7857) 1.03
Wy 0.8267 (0.2024, 0.9881) 1.30
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Figura 4.6: Histograma dos dados sobre a velocidade de galdxias e densidade esti-

mada pelo algoritmo RJ-MCMC.

4.3.5 Dados de expressao génica

As Tabelas 4.19 e 4.20 e a Figura 4.7 mostram os resultados obtidos com a aplicacao
do algoritmo RJ-MCMC aos dados de expressao génica. Na Tabela 4.19 estao as
probabilidades a posteriori para o nimero de componentes k, com um maximo em
k=3, P(k =3|-) = 0.7380. A Tabela 4.20 mostra as estimativas para os parametros
e os intervalos de credibilidade para os parametros das trés componentes identifi-
cadas. Ao contrario do SM-MCMC, onde o diagnéstico de Gelman e Rubin é < 1.01
para todos os parametros, o diagnostico de Gelman e Rubin para os parametros p;
e 0; no RJ-MCMC sao > 1.05. O Apéndice D.5 (pag.87) mostra o gréfico ergddico
dos valores gerados para os parametros.

A Figura 4.7 mostra a média de controle versus a média de tratamento dos
434 genes e os 3 grupos identificados. Os triangulos V representam o grupo G, e
representam o grupo Gs e os triangulos A representam o grupo Gz. O grupo Gy é

composto por 50 genes, o grupo Gy por 370 genes e o grupo (3 por 14 genes.
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Em relacao ao algoritmo SM-MCMC, a probabilidade a posterior: obtida para
k = 3 no algoritmo RJ-MCMC é menor do que a obtida com o algoritmo SM-MCMC
(0.7389 contra 0.9111). As estimativas para os parametros sao similares. Logo, para
este conjunto de dados temos que os algoritmos SM-MCMC e RJ-MCMC apresentam
resultados similares.

O grupo G; no SM-MCMC apresenta 11 genes a mais do que o grupo GG; no
RJ-MCMC. Estes genes sao os que apresentam efeito de tratamento y na fronteira
dos grupos GG; e G5 e estao em destaque, “pontos” maiores em negrito, na Figura

4.7.

Tabela 4.19: Probabilidade a posterior: k.
k 1 2 3 4 5 >6

P(k|-) | 0.0013 0.1598 0.7389 0.0905 0.0090 0.0006

Tabela 4.20: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
1 -0.2744  (-0.5409, -0.0199) 1.12
L2 0.0384 (-0.0028, 0.0700) 1.06
i3 0.6475 (0.1249, 1.3016) 1.06
o3| 0.2358 (0.1325, 0.3528) 1.07
09 0.1654 (0.1200, 0.2357) 1.06
o3 0.6183 (0.3722, 0.9367) 1.25
wn 0.2201 (0.0320, 0.5927) 1.02
Wo 0.7229 (0.0160, 0.9291) 1.02
ws 0.0571 (0.0160, 0.1053) 1.01
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Capitulo 5

Algoritmo Birth-Split-Merge
MCMC

Neste capitulo, propomos o algoritmo birth-split-merge, BSM-MCMC, em que, além
dos movimentos split-merge descritos no capitulo anterior, consideramos que ao
atualizar uma variavel indicadora c¢; esta é capaz de determinar o “nascimento”
(birth) de uma nova componente.

Para isto, considere a abordagem Bayesiana descrita no Capitulo 3, com dis-
tribuigdo a priori para ¢ dada como em (3.1, pag.12) e para w a distribui¢do a

priori de Dirichlet, porém agora ao invez de parametros -y, considere parametros 7,

(wr, ..., wg)|y, k ~ Dirichlet (%,,%) : (5.1)

Assim, de (4.3, pag.26), a probabilidade a priori conjunta para c dado k, é dada

por

r(y) I T (n+3)

m(clk) = (5.2)
r@)F The+a)
De (4.8, pag.28), a probabilidade condicional a priori para ¢; dado c_; é
n:_,+2
Ple; = jle_j k) = 22—k 5.3
(0= dlei k) = L 53

onde n;_; ¢ o nimero de observacoes pertencentes a S;, exceto a observacao y;,

i=1,...,nej=1,...,k
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5.1 Limite k£ — oo

Para obter o movimento birth de forma direta, exploramos o limite k& — oo e
deduzimos as probabilidades condicionais a posteriori para as variaveis latentes
c = (¢1,...,¢,). Com k — oo temos um modelo equivalente ao modelo de mis-
turas de processos de Dirichlet (Ferguson, 1973; Antoniak , 1974; Escobar e West,
1995; Neal, 1998).

Note que para k — oo, dada a amostray = (y1,...,¥,) € uma configuracdo ¢ =
(c1...,c,) para as varidveis indicadoras, temos uma quantidade k% de componentes
com observagoes associadas, n; > 0, e uma infinidade de componentes vazias, n; = 0.
Assim, consideramos que a distribuigdo a posteriori para ¢ = (¢1, ..., ¢p+), dada
em (3.5, pag.12), é obtida substituindo k pelo niimero de componentes £+ que tem
observagoes associadas.

Considerando (5.3) com k& — 00, a probabilidade condicional a priori de ¢; = j,

para uma componente j com n;_; > 0, ¢ dada por

n47.
P(e; = jle) = — 2= 5.4
(6 = dle-) = = (5.4)
e a probabilidade condicional a priori de ¢; # ¢y, Vi #4',i,i =1...,n, é dada por
f)/

P(Ci 7& Cyr Vi 7é i,|C_i) = (55)

y+n—1

Note que (5.4) é a probabilidade condicional a priori da observagao y; pertencer
a componente j, que ¢ composta por pelo menos uma outra observacao, n;_; > 0,
e (5.5) é a probabilidade condicional a priori da observacao y; determinar o “nasci-
mento” (birth) de uma nova componente. Estas probabilidades sao proporcionais
ao numero de observagoes pertencentes a componente j (exceto a observagao y;) e
ao hiperparametro «, respectivamente.

Para atualizar as probabilidades a priori em (5.4) e (5.5) via funcao de verossimi-
lhanca, consideramos a funcao de verossimilhanga para uma tnica observacao y;
quando ¢; = j, para algum j com n;_; > 0, e quando ¢; # ¢y, Vi # ', i,i' =1,...,n.
Se ¢; = j, para algum j com n;_;, > 0, entao as observagoes y; pertencentes a

componente j, y; € S;, sdo modeladas pela densidade f(y;|¢;). Caso contrario, se
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¢; # ¢y, Vi # i', consideramos que a fungao de verossimilhanga para as componentes
nao representadas (componentes com n;_; = 0), é dada pela fungdo de verossimi-

lhanca marginal,

%@ozfﬂm%mwwwh (5.6)

para algum j comn; _; =0,1=1,...,nej=1,...,k — oo.

Assim, as probabilidades condicionais a posteriori, sao dadas por

. nj 4

P(e; = jle—i, ¢j,y1) = bmf(yﬂ%) (5.7)

e
., v
P(c; # cy, ¥ lezi, yi) = b————qo(yi)- 5.8

(ci # ¢, Vi i e, ys) ,Hn_lqO(y) (5.8)

onde _1
b= [vaoly) + > njif(uile))
j;nj7_i>0

é a constante normalizadora, 7,7 = 1,... ,nei # 1.

Note que (5.7) é a probabilidade condicional a posteriori da observacao y; per-
tencer a componente j, com n;_; > 0, e (5.8) é a probabilidade condicional a
posteriori da observacao y; determinar o “nascimento” de uma nova componente.
Neste tltimo caso, uma densidade f(-|¢;), com ¢; gerado da distribuigao a posteriori
7(¢;yi), é associada a esta nova componente. Esta iltima probabilidade define o
movimento birth do algoritmo proposto neste capitulo.

Obtida uma configuragdo para as variaveis latentes ¢, via probabilidades (5.7) e
(5.8), temos uma partigao dos dados y em kT componentes nao vazias. A fungao de
verossimilhanca é definida pelas componentes que tem observagoes associadas,

L(g,cly. k%) = T L(9]5)). (5.9)
S;#0
onde L(¢;]5;) = [, f(ilS;) é a fungao de verossimilhanga para a componente j,
com n; > 0.
Atualizando a distribui¢do a priori conjunta para (6, c), agora com k — oo, via

funcao de verossimilhnaga (5.9), a distribuicao a posteriori é dada por
m(¢.cly, k) o< L(¢,cly, kM)m(¢)m(c). (5.10)
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5.2 Algoritmo birth-split-merge MCMC

Utilizando as probabilidades em (5.7) e (5.8) MacEachern (1994), MacEachern,
Clyde e Liu (1999), Neal (1998) e Medvedovic e Sivaganesan (2002) propoem o
uso do algoritmo Gibbs sampling para atualizar as varidveis indicadoras. Porém,
alguns autores, tais como Celeux, Hurn and Robert (2000) e Jain e Neal (2004),
informam que este algoritmo pode ser ineficiente em situagoes onde, por exemplo,
existam duas componentes com médias proximas. Pois o algoritmo pode consi-
derar estas duas componentes como uma unica componente, com parametros que
sao uma média entre os parametros das duas componentes. Isto ocorre, devido as
probabilidades (5.7) e (5.8) atualizarem somente uma varidvel indicadora por vez.
Para evitar este problema e permitir uma maior mudanca na configuracao das
variaveis indicadoras em uma tnica iteracao do algoritmo, propomos o uso dos

movimentos split-merge descritos no capitulo anterior.

5.2.1 Propostas split-merge

Como para k — 00, o nimero de componentes nao pode ser representada explicita-
mente, entao somente para desenvolver o procedimento de simulacao e descrever o

algoritmo proposto, fixamos um valor maximo k., para k (Neal, 1998). Como, dada

uma amostray = (yi, ..., y,) de tamanho n, o nimero méximo de componentes nao
vazias é kT = n, fixamos k., = n. Assim, para cada iteracao [, [ = 1...,L do
algoritmo descrito abaixo, a varidvel latente ¢; = j para j € {1,...,kpar} com

n; > 0 ou ¢g = ke + 1 se a observacao y; determina o nascimento de uma nova
componente.

As propostas split-merge sao as descritas no Capitulo 4, porém, agora o estado
atual é @ = (¢,c) com k™ componentes nao vazias. A probabilidade de escolher

entre o movimento split ou merge é

1, sekt =1
Pt =< 0.5, se 2 < kT < ke — 1 5

0, se kT = kpaw
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0, se kT =1
Prgit = 0.5, se 2 <kt <kpaw — 1
1, se kT = kaa
respectivamente.
A proposta split determina a configuracao 8 = (¢*, c*?), com k¥ =kt 4+ 1
componentes nao vazias. Os passos para propor o movimento split sao como 0s
descrito no Capitulo 4 (pag.29), porém agora com k — oo, a probabilidade de

alocacao ¢ dada por

g, f (Yol @,
P (y,) = & 2 —. (5.11)
! njlf(yv|¢j1) + anf(yv|¢j2)
A proposta merge determina a configuragao 8™ = (¢™?,c™9), com kmet =

kT — 1 componentes nao vazias. A probabilidade de selecionar as componentes j; e
Jo para um merge é dada em (4.11, pag.30).

Estas propostas sao aceitas de acordo com a probabilidade de aceitagao Metropolis-
Hastings «[0*|0] = min(1, A), onde

_ L0y, k7) m(6") w(c") 4(616"]

A= T6ly, k%) 7(8) n(c) q6°0)

(5.12)

em que, g[-|-] sdo as propostas de transigao split-merge, dadas em (4.10 e 4.12, pag.29
e 30, respectivamente) substituindo & por kT e o sinal * é sp™ ou mg™.

Considerando a propostas split, a razao das fungoes de verossimilhancas é dada

por ~
L(esply7 ]{;5p+) _ L(¢j1 ‘Sjl)L<¢j2|Sj2>' (513)
L(Bly, k") L(94155)
e a razao das distribuigées a priori, com k — oo, ¢ dada por
m(07) _ w(0)7(6) D V() (5.14)

(6) m(¢;) I'(n;)
A probabilidade de aceitacao para a proposta split é a[05p+|0] = min(1, A%P),

_ Ijl ]jz F(nji )F(njz)
I I'(n;)

onde Iy = [ L(¢a|Sa)7(da)dda, d € {j, 71,52}, e QP é dada em (4.16, pag.31),
substituindo k por kt.

AP

Q" (5.15)
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A probabilidade de aceitacao para a proposta merge é a[Omg+ |0] = min(1, A™9)

onde
I A A )
Ijl ]jz F(?’le )F(njz)

onde Q™" é dada em (4.18, pag.31), substituindo & por k*.

A™9 QM9 (5.16)

5.2.2 Comentarios

Para garantir identificabilidade para o modelo, utilizamos a marcacao das compo-
nentes nao vazias de acordo com a condi¢ao de adjacéncia pg < po < ... < fg+.
Logo, esta deve ser verificada para as propostas split-merge.

Para garantir a adjacéncia ao propor um movimento birth, fazemos a seguinte

(=1

restrigdo: se na (I — 1)-ésima iteragao do algoritmo c; = j e na [-ésima iteracao

cgl) = kmaz + 1 (proposta de nascimento de uma nova componente), verifique se
o valor gerado para a média py,,,.+1 dessa nova componente satifaz a condigao
Pkepant1 > 14, Para todo j € {1,... kT}. Se satisfaz, aceite a proposta birth e faga a
0 _ Cz(lfl).

2 =

~ [ ~ .
marcagao cg J=kt+le Mt 11 = Mk,,..+1- Caso nao satisfaca, mantenha c
Sempre que o numero de observagoes pertencentes a uma componente cai para
“zero”, esta componente ¢ retirada do estado atual. Denominamos este movimento

por death, devido este ser o movimento inverso a um movimento birth.

5.2.3 Algoritmo

Definidas as probabilidades dos movimentos birth-split-merge e as probabilidades de
aceitagao para os movimentos split e merge, expressamos o método proposto como
um algoritmo.

Algoritmo BSM-MCMC:
(1) Inicialize todos os parametros;
(2) Para [-ésima iteracdo, [ = 1,..., L, faca:

(i) Escolha entre split ou merge com probabilidades Pyt € Ppgji+, respec-

tivamente;
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(ii) Aceite a proposta com probabilidade «[(6*,c*)|(0,c)], onde o sinal * é

entre sp™ ou mg™;

(iii) Atualize c utilizando as probabilidades condicionais a posteriori em (5.7)
e (5.8):

(a) se CZ@ = j, para algum j € {1,...,kpe} com n;_; > 0, entdo a
observagao y; pertence a componente j. Faca n; = n; _; + 1;

(b) se cgl) = Kmaz+1, gere ¢y, .. +1 da distribuicdo a posteriori m(¢x,,,.+1|Yi)
e verifique se a condi¢ao fi,,,,+1 > ij, para todo j € {1,...,kT}, é
satisfeita. Se satisfaz, faca kT® = k0= 4 1, cEl) =kt niq) =1

0 _ (-1,

i G

€ [+ () = kant1- D€ N3O satisfaz, mantenha c
(iv) Atualize os parametros ¢ e w:

(a) gere um valor para ¢; de sua distribuigao a posteriori m(¢;|S;);

(b) considere w; como sendo o valor esperado E|wj|c] = %,

para j =1,...,k*;

Ao final das L iteracoes, consideramos burn in B e calculamos o nimero de vezes

Ni+—; que k™ = j nas L — B iteragoes, j = 1,..., kpqe. Definindo Pyr—; = ]\E“jgj
como sendo a probabilidade a posteriori para k™ = j, j = 1,..., kpae, €ntao k=
?<rg<r]£1ax(Pk+:j) ¢ a estimativa para o niimero de componentes.
_]_DZZO E, a estimativa para os parametros é dada por

LI SNSRI n

qu\k:L—%;(ﬁj and wj\kzL—%;wj , (5.17)

onde L; é o nimero de iteracoes, tal que, k¥ = k.
A probabilidade a posteriori de cada observacao ser proveniente da componente
., Ny . . ~ . . X
J ¢ Py = 52, onde Ny ¢é o numero de vezes que a observagao y; ¢ associada a
k

componente j € {1,...,k} nas L; iteragoes. Se P;; = max (P;;), entdo consideramos
1<j<k

que y; é proveniente da componente j,t=1,...,nej=1,..., k.
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5.3 Analise de dados

Nesta secao aplicamos o algoritmo BSM-MCMC aos cinco conjuntos de dados uti-
lizados no Capitulo 4.

Utilizamos a mesma modelagem com mistura de distribui¢coes normais e as mes-
mas distribuigoes a priori. Os hiperparametros sao os mesmos, A = 0.1, 7 = 0.1,
v =0.1 e v = 1. Para verificar a obtencao de convergéncia, geramos duas cadeias e
utilizamos o diagnéstico de Gelman e Rubin (Gelman e Rubin, 1992).

Aplicamos o algoritmo BSM-MCMC com L = 100.000 e um burn in B = 10.000.
Este nimero de iteracoes foi considerado suficiente pois para os 5 conjuntos de
dados utilizados o diagnodstico de Gelman-Rubin para todos os parametros sao <
1.01, indicando a obteng¢ao de convergéncia. Iniciamos o algoritmo com uma tnica

componente, como feito no algoritmo SM-MCMC e RJ-MCMC.

5.3.1 Dados artificiais 1

Os resultados obtidos para o primeiro conjunto de dados simulados estao apresen-
tados nas Tabelas 5.1 e 5.2.

Na Tabela 5.1 estao as probabilidades a posteriori para k e na Tabela 5.2 estao
as estimativas para os parametros e os intervalos empiricos de 95% de credibilidade.

Os resultados obtidos, pelos dois algoritmos propostos, SM-MCMC e BSM-
MCMC, para a probabilidade a posteriori do nimero de componentes k e as es-
timativas para os parametros sao similares, como pode ser obsevado nas Tabelas
5.1, 5.2 e 4.1 e 4.2. O Apéndice E.1 (pag.88) mostra o grafico ergédico dos valores
gerados para os parametros, indicando a convergéncia. Como no algoritmo SM-
MCMC, a probabilidade a posteriori para k no algoritmo BSM-MCMC é maior do
que a obtida com o algoritmo RJ-MCMC. As estimativas dos parametros sao mais
proximas dos verdadeiros valores utilizados para a geracao dos dados e os intervalos

de credibilidade possuem uma amplitude menor.
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Tabela 5.1: Probabilidade a posteriori para k.

k

1

2 3

>4

P(k[-)

0.0004 0.9494 0.0485 0.0017

Tabela 5.2: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa Int. Cred. 95% Diag. G. R.
1 -0.0385 (-0.3327, 0.2864) 1.01
o 3.9824 (3.6746, 4.2593) 1.01
o1 0.9269 (0.5596, 1.5375) 1.01
09 0.7985 (0.4776, 1.3380) 1.01
w1 0.5086 (0.4706, 0.5490) 1.01
Wo 0.4912 (0.4510, 0.5294) 1.01

5.3.2 Dados artificiais 2

Para o segundo conjundo de dados artificiais, os resultados obtidos estao apresenta-

dos nas Tabelas 5.3 e 5.4 que mostram, respectivamente, a probabilidade a posteriori

para k e as estimativas para os parametros.

Os dois algoritmos propostos identificam o modelo com k = 3 com maior pro-
babilidade a posteriori (Tabelas 4.3 e Tabela 5.3), ao contrério do algoritmo RJ-
MCMC que encontra o modelo com k£ = 2 com maior probabilidade a posteriori
(Tabela 4.13). Ou seja, o algoritmo BSM-MCMC também apresenta um melhor
desempenho em relacao ao algoritmo RJ-MCMCM neste conjunto de dados. As
estimativas e os intervalos de 95% de credibilidade obtidos sdo similares aos do

algoritmo SM-MCMC. O Apéndice E.2 (pag.89) mostra o gréfico ergédico dos valores

gerados para os parametros, indicando a convergéncia.
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Tabela 5.3: Probabilidade a posteriori para k.
k 1 2 3 >4

P(k|-) | 0.0488 0.0914 0.8183 0.0415

Tabela 5.4: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
" 41361 (-4.6822, -3.3476) 1.01
e 0.0556 (-0.3267, 0.4380) 1
s 3.9695 (3.6300, 4.2783) 1
o1 1.1000 (0.7404, 1.7789) 1.01
09 0.9945 (0.6881, 1.5149) 1
O3 0.7588 (0.5533, 1.0628) 1.01
w1 0.2614 (0.2136, 0.3301) 1
ws 0.4403  (0.2621, 0.5146) |
W3 0.2982 (0.2621, 0.3301) 1

5.3.3 Dados artificiais 3

Os resultados para o terceiro conjunto de dados artificiais estao apresentados nas
Tabelas 5.5 e 5.6 que mostram, respectivamente, a probabilidade a posterior: para
k e as estimativas para os parametros. O Apéndice E.3 (pag.90) mostra o grafico
ergddico dos valores gerados para os parametros, indicando a covergencia.

Como no algoritmo SM-MCMC o maximo a posteriori é obtido em k = 5 que
tem probabilidade P(k = 5|-) = 0.8773. Ao contrario do algoritmo RJ-MCMC que
identifica o modelo com k& = 2 com maior probabilidade a posteriori. As estimativas
e os intervalos de 95% de credibilidade obtidos sao similares aos do algoritmo SM-

MCMC. Ou seja, os algoritmos propostos apresentam resultados similares.

Tabela 5.5: Probabilidade a posteriori para k.
k 1 2 3 4 5 >6

P(k|-) | 0.0001 0.0019 0.0126 0.0895 0.8773 0.0186
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Tabela 5.6: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa Int. Cred. 95% Diag. G. R.
I8 -15.0832  (-15.7389, -14.4271) 1
Lo -5.7799 (-6.2319, -5.3238) 1
143 0.0011 (-0.4279, 0.4484) 1
i 4.5571 (2.8331, 5.3637) 1.01
s 11.9651 (11.5645, 12.3685) 1.01
o1 1.5400 (1.1599, 2.0901) 1
lop 0.9250 (0.6657, 1.3310) 1.01
o 0.9608 (0.6570, 1.3765) 1
04 1.1306 (0.6156, 2.5053) 1
lops 1.0325 (0.7916, 1.3660) 1
wq 0.2190 (0.2190, 0.2190) 1.01
Wo 0.1713 (0.1810, 0.1714) 1.01
ws 0.2417 (0.1810, 0.2571) 1
Wy 0.1109 (0.0952, 0.1714) 1.01
ws 0.2569 (0.2571, 0.2571) 1.01

5.3.4 Dados de velocidades de galaxias

Para os dados de velocidade de galéxias, as probabilidades a posterior: para k sao
mostradas na Tabela 5.7. Como no algoritmo SM-MCMC o méaximo a posteriori é
obtido em k£ = 3 também com alta probabilidade a posteriori, P(k = 3|-) = 0.9798.

A Tabela 5.8 mostra as estimativas para os parametros. Os valores obtidos sao
similares aos do algoritmo SM-MCMC (ver Tabela 4.8). O Apéndice E.4 (pag.91)
mostra o grafico ergédico dos valores gerados para os parametros, indicando a con-
vergencia. A Figura 5.1 mostra o histograma do conjunto de dados e a densidade

estimada pelo BSM-MCMC.
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Tabela 5.7: Probabilidade a posteriori para k.
k 1 2 3 >4

P(k|-) | 0.0001 0.0013 0.9798 0.0189

Tabela 5.8: Estimativas para os parametros.

Parametro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
oA 9.6948 (9.2315, 10.1578) 1
L2 21.3629  (20.8266, 21.8918) 1
13 31.9979  (25.0482, 35.6158) 1
o1 0.5884 (0.3601, 1.0110) 1.01
09 2.1958 (1.8147, 2.6092) 1
03 2.8201 (1.1318, 7.0733) 1.01
wy 0.0940 (0.0939, 0.0942) 1.01
Wo 0.8479 (0.0471, 0.8588) 1
ws 0.0579 (0.0471, 0.1294) 1.01

Galaxy data

0.15
|

Densidade
0.10
1

0.05
1

0.00

T T T 1
20 25 30 35

e

velocidade

Figura 5.1: Histograma dos dados de velocidades de galédxias e densidade estimada

pelo BSM-MCMC.
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5.3.5 Dados de expressao génica

As Tabelas 5.9 e 5.10 e a Figura 5.2 mostram os resultados obtidos com a aplicagao
do algoritmo BSM-MCMC aos dados de expressao génica, obtidos do experimento
realizado com a bactéria Escherichia Coli. Na Tabela 5.7 estao as probabilidades
a posterior: para o numero de componentes k£, com um maximo em k= 3, P(k =
3|) = 0.6946. Em relagdo ao algoritmo SM-MCMC, a probabilidade a posteriori
obtida para k = 3 é menor (0.6946 contra 0.9111). Em relacao ao algoritmo RJ-
MCMC, a probabilidade a posteriori para k = 3 também é menor (0.6946 contra
0.7389).

A Tabela 5.8 mostra as estimativas para os parametros e os intervalos de cre-
dibilidade para os parametros das trés componentes identificadas. O Apéndice E.5
(pag.92) mostra o grafico ergédico dos valores gerados para os parametros, indicando
a covergencia.

A Figura 5.2 mostra a média de controle versus a média de tratamento dos
434 genes e os 3 grupos identificados. Triangulos V representam o grupo G, e
representam o grupo G5 e os triangulos A representam o grupo Gz. O grupo Gy é
composto por 54 genes, o grupo G5 por 366 genes e o grupo G3 por 14 genes.

Em relacao ao algoritmo SM-MCMC, o grupos GG; no BSM-MCMC apresenta 7
genes a menos. Estes 7 genes estao na fronteira dos grupos identificados. A média
de controle versus a média tratamento destes 7 genes estao em destaque, “pontos”
maiores em negrito na Figura 5.2. Em relacao ao RJ-MCMC o grupo (G; apresenta

4 genes a mais.

Tabela 5.9: Probabilidade a posteriori para k.
k 1 2 3 >4

P(k|l) | 0 0.0172 0.6946 0.2882
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Tabela 5.10: Estimativas para os parametros.

Pardmetro | Estimativa  Int. Cred. 95%  Diag. G. R.
m 10.2258  (-0.5124, -0.0146) 1
2 0.0367 (0.0049, 0.0669) 1.01
113 0.7920  (0.2137, 1.7212) 1
o1 0.2515 (0.1362, 0.3778) 1
09 0.1571 (0.1162, 0.1913) 1.01
O3 0.6184 (0.3729, 0.9934) 1
w1 0.2582 (0.0595, 0.5652) 1.01
ws 0.7001  (0.0092, 0.8993) 1.01
ws 0.0415  (0.0092, 0.0887) 1

15 2.0 25 3.0
|

Médias de tratamento

1.0

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

Médias de controle

Figura 5.2: Médias de controle versus médias de Tratamento e grupos identificados.

V representam o grupo G, e o grupo G5 e A o grupo Gjs.
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Capitulo 6

Discussao

Nesta secao, fazemos uma discussao sobre algumas das vantagens dos algoritmos
propostos, SM-MCMC e BSM-MCMC, em relagao aos procedimentos propostos por
Richardson e Green (1997), Stephens (2000) e Jain e Neal (2004).

Richardson e Green (1997) propoem o algoritmo RJ-MCMC para modelos com
mistura de distribui¢oes normais univariadas, em que, a construcao da proposta split
satisfaz algumas condigoes em relagao aos momentos da componente escolhida para
se propor este movimento. Porém, a construcao de propostas split e o caculo da
probabilidade de aceitagao nao é simples para o caso multivariado. Como visto nos
exemplos com dados artificiais, a escolha da fungoes de transicao é um importante
ponto para que o RJ-MCMC tenha um bom desempenho. Caso a fungao de transigao
nao seja adequada o RJ-MCMC pode nao conseguir separar as observagoes em difer-
entes componentes, como observado nos dados artificiais 2 (k =3) e 3 (k =5). Ao
contrario do algoritmo RJ-MCMC, nossa proposta split pode ser mais facilmente
implementada, tanto para o caso univariado como para o caso multivariado. As
propostas split-merge sao baseadas nos dados observados e na distribuicao a poste-
riori dos parametros. Como visto nos exemplos com dados artificiais 1,2 e 3 este
proce- dimento é mais eficiente na estimacao conjunta de k e dos parametros as-
sociados as componentes. Uma outra vantagem de nosso método é que removemos
a necessidade de calcular o jacobiano da transformacao, tornando a probabilidade

de aceitacao mais simples de se calcular e simplificando a implementacao computa-
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cional.

Stephens (2000) considera os parametros do modelo com mistura como sendo um
processo pontual marcado, em que, cada ponto representa uma componente da mis-
tura e propoe um processo de “nascimento” e “morte” para estimacao de k. Este pro-
cedimento permite k variar pelo “nascimento” de uma nova componente e “morte”
de uma componente existente. Um “nascimento” ocorre a uma taxa constante, que é
fixada de forma subjetiva a partir de conhecimentos prévios, e “morrem” a uma taxa
que é calculada de acordo com a equacao de balanceamento, necesséria para garantir
que o processo tenha a distribuicao estacionaria. Em relagao aos métodos MCMC
usuais, neste método a probabilidade de aceitacao é substituida por diferentes tem-
pos que o processo permanece em um estado. Este tempo segue uma distribuigao
exponencial com parametro que é definido pela taxa de “nascimento” e “morte”.
Ao final do tempo, um “nascimento” ou “morte” necessariamente ocorre, indepen-
dentemente, se o modelo atual tem ou nao alta probabilidade. Dada a escolha de
um ‘“nascimento”, novos parametros sao gerados da distribuicao de “nascimento”,
que nao depende dos dados. Este procedimento determina uma nova componente
no modelo, porém se os parametros gerados nao sao adequados nenhuma observagao
sera associada a esta nova componente. Logo, a escolha da distribuicao da qual os
novos parametros serao gerados é um importante passo para que este procedimento
tenha uma boa performance. Como Stephens sugere gerar os novos parametros da
distribuicao a priori esta boa performance pode ficar comprometida se esta dis-
tribuicao for nao informativa. Se o movimento “morte” é feito em uma componente
com observacoes associadas, entao estas observagoes sao alocadas entre as outras
componentes. Em nossa proposta, quando ocorre a criacao de novas componentes,
estas possuem observacoes associados e os novos parametros sao gerados da dis-
tribuicao a posteriori, o que torna a proposta mais interessante do ponto de vista
da dinamica do processo. Além disso, as propostas split-merge nao dependem de
taxas fixadas a partir de conhecimentos prévios. A utilizacdo de probabilidades de
aceitacdo, que dependem somente das observagdes pertencentes a(s) componente(s)

escolhidas para um split ou merge, permite que o modelo permaneca em um estado
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que tem alta probabilidade a posteriori.

O algoritmo split-merge, proposto por Jain e Neal (2004) para modelos de mis-
turas de processos de Dirichlet tem interesse somente em identificar os grupos de
observacgoes. Eles integram fora os pesos e os parametros das componentes da mis-
tura. A estratégia split é baseada, primeiramente, em uma separagao aleatoria das
observagoes pertencentes a uma componente e em seguida eles propoem o uso de um
algoritmo Gibbs sampling restrito para melhorar este split. O nimero de iteragoes
utilizadas no algoritmo Gibbs sampling deve ser previamente fixado e segundo os au-
tores este nimero de iteragoes pode afetar a probabilidade de aceitacao da proposta.
Esta estratégia para propor o split requer um alto custo computacional. Ao contrario
do algoritmo de Jain e Neal (2004), nossas propostas consideram o interesse em k,
nos parametros das componentes e a presenca destas quantidades nas propostas
split-merge. Além disso, nossa estratégia para propor um split é mais rapidamente
implementada e testada, possibilitando uma maior eficiéncia computacional.

Em relacao aos algoritmos propostos, SM-MCMC e BSM-MCMC, os resultados
obtidos para os conjuntos de dados utilizados sao similares. A diferenca é no tempo
computacional dos métodos, pois no algoritmo BSM-MCMC temos que ko = n.
Se fixarmos k. = n no SM-MCMC os tempos de simulagao sao equivalentes entre
os dois algoritmos. As probabilidades a posterior: para k, nos cinco conjuntos de
dados utilizados, sao menores no BSM-MCMC em relagao ao SM-MCMC. Porém, no
algoritmo BSM-MCMC, o modelo com mistura infinita, k — oo, pode ter algumas
vantagens em relagao a abordagem com mistura finita: (i) em muitas aplicagoes pode
ser mais apropriado nao limitar o nimero de componentes, pois nao conhecemos o
valor de k; (ii) o nimero de componentes pode ser estimado, como para o caso com
um valor limite k., para k e (iii) uma nova observagao pode ser alocada em uma
das componentes existentes ou determinar uma nova componente, o que nao ocorre

no SM-MCMC.

71



Capitulo 7

Consideracoes finais e propostas

futuras

Nesta tese, propomos os algoritmos split-merge MCMC e birth-split-merge MCMC
para modelos com mistura de distribui¢oes com nimero de componentes desco-
nhecido. Modelamos conjuntamente os parametros, o nimero de componentes e
as variaveis latentes. Inferéncias sobre as quantidades de interesse sao feitas com
base no desenvolvimento de um processo estocédstico com movimentos split-merge.
Estes movimentos sao aplicados diretamente aos dados observados, sao desenvolvidos
para serem reversiveis e sao aceitos de acordo com a probabilidade de aceitacao de
Metropolis-Hastings.

A estratégia split-merge evita modas locais separando ou juntado observagoes
pertencentes as componentes. Com isso, temos uma maior exploragao dos grupos de
observacoes. No movimento split, observagoes sao alocadas para uma de duas no-
vas componentes, baseados em probabilidades que sao calculadas de acordo com os
parametros gerados da distribuicao a posterior: dadas as observagoes previamente
alocadas. FKste procedimento torna os algoritmos mais eficientes computacional-
mente, em relagao aos métodos alternativos, pois o movimento pode ser rapidamente
proposto e testado.

Verificamos a performance dos algoritmos propostos utilizando trés conjuntos

de dados artificiais, gerados de um modelo com mistura de distribui¢oes normais
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com k =2, k=3ek =5 componentes. Os resultados obtidos mostram um boa
performance dos algoritmos na estimacao de k e dos parametros das componentes.

Na aplicagao aos dados de expressao génica, trés grupos com diferentes com-
portamentos, em relagao aos niveis de expressao observados, sao identificados pelos
métodos. Isto pode ajudar bidlogos e geneticistas a estudarem possiveis relagoes
existentes entre os genes pertencentes a um mesmo grupo.

Comparamos os resultados com o algoritmo RJ-MCMC e os métodos propostos
apresentam um melhor desempenho. Obtivemos convergéncia, segundo o critério de
Gelman e Rubin, para todos os parametros. Comparamos somente com o algoritmo
RJ-MCMC pois este segue a linha de nosso trabalho, utilizando a marcacao das
componentes através das variaveis latentes nas propostas split-merge.

Para finalizar, destacamos que a contribuicao tedrica presente nesta tese é o
desenvolvimento de um processo estocastico com base nos movimento split-merge,
que sao baseados nos dados. Utilizando estes movimentos, nosso método busca
informagoes sobre k e os parametros ¢ diretamente nos dados observados y. Com
isso, quando propomos o surgimento de uma nova componente esta sempre tem
dados associados, i.e., temos uma particao nos dados, e os parametros sao gerados
da distribuicao a posteriori. Ao contrario dos métodos reversible jump e processo de
nascimento-e-morte, que propoem novas componentes com novos parametros sem se
preocuparem se estas novas componentes determinam uma particao nos dados.

Como proposta de pesquisa futura, destacamos o interesse em situagoes com
distribuicoes a priori nao conjugadas e formas alternativas para evitar o problema
de nao identificabilidade presente na definicao de um modelo com mistura na forma

de uma combinacao convexa de distribuigoes.
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Apendices

Apéndice A: Jacobiano - RJ-MCMC

Apéndice A.1: Jacobiano - proposta split

(51 W= 0 0 0 0
1-— U1 —Wy* 0 0 0 0
— _UQ\/:]:2
. 72 J1
S 0 0 1 o [ = 0
|Jac’?| = w
w4 u2\/w]1
0 0 1 Ojey ] 2 - 0
J ’lUj2 2Uj*
0 U3(71+2u§)0]2.* 0 72’U,31L20’]2,* —uz(—14u2 _ (71+u§)0]2.*
uf uy u1 uy
0 (—14us)(—1+u3)o?, 0 —2(=1+ua)ugol.  (“lqug)(~14ud)  (Z1+ud)od
(=14wu)? —l4u —14uy —l4w

|Jacsp| = wj*( '* 1+u2 [\/s \/>}

( 1 + Ul
De (3.21), temos que
&:Mh_uj* e %:_Mﬁ_ﬂj*
Wiy U0 j+ Wy, U20 j*

Logo,

w]l |N31 H’]Q
U0 j+

Assim, substituindo em |.J acSp|, temos

'LUj*O‘Jz*(l - U%)Mi - :uj2|

Jac’?| =
‘ | 'Lbl(l — Ul)UQ
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De (3.22), temos que
(1 _ ug) _ Wiy T4y

— -
’UJgO'j* W+

Novamente, substituindo em |Jac®| temos

|JCLCSP| _ wj*ajz*wjl%zl‘ﬂﬁ - :uj2| _ wjlo'?‘l‘:uﬁ - ,uj2|
Ul(]_ - Ul)u?,O'j*Uij* Ul(]_ — Ul)u2
De (3.20)
ulzwjl e l—ulzij.
Logo, )
|JCLCSp’ _ w]z*wj10-]2'1|:uj1 - /J’j2’ _ wj*o'jlyujl - ,ujz‘.
Wi, Wi, U2U3 Wi, U2U3
De (3.22)
(1 —us)(1 — u3)ozw-
ij = 3 .
T3
Portanto,
| Jac™| = wiod o3 |1, — iz, _ Wyt — Wia |05, 03,

(1 —us)(1 — ud)otwjrugus  up(l — ud)us(l —ug)o.’
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Apéndice B: Algoritmo SM-MCMC

Apéndice B.1: Probabilidade de alocacgao

Restritos ao conjunto S}, , temos que, analogamente a (4.8), a probabilidade a priori

de uma observacao y, pertencer a este conjunto é

plevle;y) ocny, + 7,

onde c;, ¢ o conjunto de varidveis indicadoras, tal que, ¢; = ji.
Dados ¢7 , ¢7,, ¢;y, €j, € a observagao y,, a probabilidade condicional a posteriori

de ¢, = 71 é dada por

Py (ys) = Ple, = jile, ¢, ¢;17¢j'27 Yu)
P(ey = jile,) Plyo|5,)
P(cy = jilej, ) P(yuld3,) + Pley = jalcj,) P(yu]¢3,)
(nj +7)f (ol93,)
(g + ) (Wol9,) + (5, +7).f (4] 93,)

Apéndice B.2: Escolha das componentes j; e j, para o merge

Considere que (), € j1;, sdo as médias das componentes j; and j;. As componentes j;
e jo sao adjacentes em relacao aos valores de suas médias se pj < pj, com nenhum
outro p; € iy, fj,] Ou pj, < pj, com nenhum outro p; € [wj,, i, -

Assim, temos que:
(i) Se k =2, Pj j,x = 1, pois s6 temos duas componentes;

(ii) Se k > 2, escolhemos j; = 1 com probabilidade % Dado que j; = 1, entao
jo = 2 com probabilidade 1. Assim, a configuracao {j; = 1,j> = 2} tem
probabilidade % Porém, esta configuragao é equivalente a {j; = 2,7, = 1}.
Logo, a probabilidade de escolher j; = 2 é % Dado que j; = 2, jo = 1 com
probabilidade %, pois assumimos que js poderia assumir os valores j; —1 =1
ou j; + 1 = 3 com mesma probabilidade. Assim, P}, j,x = Piok + Poap = %
Note que, esta mesma probabilidade é obtida para a configuragao {j; = k, jo =

k—1}y={j =k—1,jo =k} Logo, Pj j,x = % se k> 2ej,j2 €{1,k};
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(iii) Se ji,j2 & {1k}, Py ok = 37 + 35 =

&=

Assim, probabilidade de escolher j; e jo para um merge é dada por

1, ifk=2
Pj, ol = Pj1\kpj2|j1,k + Pj2|/€Pj1\j2J€ - %a if k>2, ji,jo € {1,k}

%7 if k > 27 jluj? ¢ {17k}

Para o caso multivariado, escolhemos uma coordenada aleatoriamente. Condi-

cional na coordenada escolhida, calculamos P, j,x como descrito acima.
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Apéndice C: Graficos ergddicos - Analise de dados

- SM-MCMC

Apéndide C.1: Graficos ergodicos - dados artificiais 1
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Figura 7.1: Grafico ergdédico para a média dos valores gerados para p;, o; e wj,

j=12.
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Apéndide C.2: Graficos ergdédicos - dados artificiais 2
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Figura 7.2: Gréfico ergédico para a média dos valores gerados para p; e oj, j =

1,2,3.
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Apéndide C.3: Graficos ergddicos - dados artificiais 3
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Figura 7.3: Gréfico ergédico para a média dos valores gerados para p; e o;, j €

{1,3,5}.
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Apéndide

C.4: Graficos ergddicos
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Apéndice D: Graficos ergdédicos - Analise de dados

- RJ-MCMC
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Apéndide D.5: Graficos ergddicos - dados de expressao génica
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Apéndice E: Graficos ergddicos - Analise de dados

- BSM-MCMC
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Apéndide E.4: Graficos ergddicos - dados de galaxias

8
. 2]
) ,‘2_ . i 3 ]
E %A 2 S ]
< = —
i Z
T T T T °© T T T T
0 50000 100000 150000 0 50000 100000 150000
Index Index
o
0
— N —
~ S"’ . ~ n
| [
E N M 2 o
o o
8 | & 4Mh
by T T T N T T T
0 50000 100000 150000 0 50000 100000 150000
Index Index
o © :
® - N
m‘ (4] ml -
- N
g — N ]
o ]
& <
T T T T T T T T
0 50000 100000 150000 0 50000 100000 150000
Index Index

Figura 7.14: Gréfico ergddico para a média dos valores gerados para p; e 0;, j =

1,2,3.

91



Apéndide E.5: Graficos ergddicos - dados de expressao génica
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