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Resumo

E sabido que a area de modelagem estatistica por regressao sofreu um grande impulso
desde o desenvolvimento dos modelos lineares generalizados (MLGs) no inicio da década de
70 do século XX, propostos por Nelder e Wedderburn (1972). A teoria dos MLGs pode ser
interpretada como uma generalizacao do modelo de regressao linear tradicional, em que a
variavel resposta nao precisa necessariamente assumir a distribuicao normal, e sim, qualquer
distribuicao pertencente a familia exponencial de distribuigoes.

Em algumas situagoes, porém, a distribuicao da variavel resposta é originalmente
fruto de uma outra distribuicao discreta ou continua, ou seja, a variavel resposta tem uma
distribuicao original que nao é a usualmente considerada. Um exemplo desta situacao ¢é a
dicotomizacao de uma variavel discreta ou continua por meio de um ponto de corte arbitrario.
Além disso, a variavel resposta pode estar relacionada, de alguma forma, com uma outra
variavel de interesse.

Nesse trabalho propomos uma familia de modelos de regressao com a informagao
da variavel resposta original, cuja distribuicao de probabilidades ou funcao densidade de
probabilidade pertence a familia exponencial. O modelo de regressao logistica com resposta
normal e log-normal desenvolvido por Suissa e Blais (1995) é apresentado como caso parti-
cular dos modelos de regressao com resposta de origem. Para a resposta de origem normal
consideramos os modelos logistico, exponencial, geométrico, Poisson e log-normal. Para a
resposta de origem exponencial consideramos os modelos logistico, normal, geométrico, Pois-
son e log-normal. Em contribui¢ao ao trabalho de Suissa e Blais atribuimos duas res-postas
discretas ao modelo logistico, geométrico e de Poisson, e também consideramos uma res-
posta continua normal com estrutura heteroscedastica. Adicionalmente, propomos também
o modelo logistico com resposta pertencente a classe de distribuigoes séries de poténcias
inflacionadas considerando o caso particular da resposta geométrica zero inflacionada.

Realizamos varios estudos com dados artificiais comparando o modelo de regressao
proposto com a informacao da distribuicao de origem e o modelo de regressao usual. Dois
conjuntos de dados reais também sao considerados. Assumindo uma distribui¢ao correta-
mente especificada, o modelo produz estimativas de maxima verossimilhanca mais eficientes
e estimativas intervalares mais precisas para os coeficientes de regressao.

Palavras-chave: Modelos de regressao, Modelos lineares generalizados, Variavel
resposta de origem.



Abstract

We know that statistic modeling by regression had a stronger impulse since genera-
lized linear models (GLMs) development in 70 decade beginning of the XX century, proposed
by Nelder e Wedderburn (1972). GLMs theory can be interpret like a traditional linear
regression model generalization, where outcomes don’t need necessary to assume a normal
distribution, that is, any distribution belong to exponential distributions family.

In binary logistic regression case, however, in many practice situations the outcomes
response is originally from a discrete or continuous distribution, that is, the outcomes res-
ponse has an original distribution that is not Bernoulli distribution and, although, because
some purpose this variable was later dicothomized by an arbitrary cut off point C.

In this work we propose a regression models family with original outcomes infor-
mation, whose probability distribution or density function probability belong to exponential
family. We present the models construction and development to each class, incorporating the
original distribution outcomes response information. The proposed models are an extension
of Suissa (1991) and Suissa and Blais (1995) works which present methods of estimating the
risk of an event defined in a sample subspace of a continuous outcome variable. Simulation
studies are presented in order to illustrate the performance of the developed methodology.
For original normal outcomes we considered logistic, exponential, geometric, Poisson and
lognormal models. For original exponential outcomes we considered logistic, normal, geo-
metric, Poisson and lognormal models. In contribution to Suissa and Blais (1995) works
we attribute two discrete outcomes for binary model, geometric and Poisson, and we also
considered a normal distributions with multiplicative heteroscedastic structures continuous
outcomes. In supplement we also propose the binary model with inflated power series dis-
tributions outcomes considering a sample subspace of a zero inflated geometric outcomes.

We do several artificial data studies comparing the model of original distribution in-
formation regression model with usual regression model. Simulation studies are presented in
order to illustrate the performance of the developed methodology. A real data set is analyzed
by using the proposed models. Assuming a correct specified distribution, the incorporation
of this information about outcome response in the model produces more efficient likelihood
estimates.

Keywords: Regression models, generalized linear models, original distribution.

1



Sumario

1 Introducao 1
1.1 Objetivos do trabalho . . . . . . . .. .. .. oo 3
1.2 Organizagao do Trabalho . . . . . . . . . . . ... ... o 4

2 Uma familia de modelos de regressao com a informacgao da distribuicao

original da varidvel resposta 5
2.1 Introducao . . . . . . . L 5
2.2 Informagao da distribuicao da variavel resposta . . . . . . .. ... ... .. 5
2.3 Modelos da familia exponencial com resposta de origem normal . . . . . .. 6
2.3.1 O caso particular de Suissa e Blais (1995): Modelo de regressao logistica
com resposta normal . . . . . . ... L 7
2.3.2  Modelo exponencial com resposta normal . . . . . ... ... ... .. 8
2.3.3 Modelo geométrico com resposta normal . . . . . .. ... ... ... 9
2.3.4 Modelo Poisson com resposta normal . . . . ... ... ... ... .. 10
2.3.5  Modelo log-normal com resposta normal . . . ... .. ... ... .. 11
2.3.6  Funcao de verossimilhanga . . . . . . ... ..o 11
2.4 Modelos da familia exponencial com resposta exponencial . . . . . . . . . .. 12
2.4.1 Modelo logistico com resposta exponencial . . . . . . . ... ... .. 13
2.4.2 Modelo normal com resposta exponencial . . . . . .. ... ... ... 14
2.4.3 Modelo geométrico com resposta exponencial . . . . . . ... ... 15
2.4.4  Modelo de Poisson com resposta exponencial . . . . . . ... ... .. 16
2.4.5 Modelo log-normal com resposta exponencial . . . . . . . ... .. .. 18
2.4.6 Funcao de verossimilhanca para os modelos propostos com resposta
exponencial . . . . ... Lo 19
2.5 O modelo de regressao logistica com distribuicoes diversas para a variavel
resposta . ..o e 19
2.5.1 Modelo de regressao logistica com resposta geométrica . . . . . . . . 19
2.5.2 Escores para o modelo logistico com resposta geométrica . . . . . . . 21
2.5.3 Modelo de regressao logistica com resposta Poisson . . . . . .. . .. 22
2.5.4 Escores para o modelo de regressao logistica com resposta Poisson . . 24
2.5.5  Modelo de regressao logistica com resposta normal em uma estrutura
heteroscedastica . . . . . . . . ... 25
2.5.6  Escores do modelo logistico com resposta normal considerando uma
estrutura heteroscedastica . . . . . . .. .. ... L. 28
2.6 Diagnésticos para o modelo com resposta de origem . . . . . ... ... ... 29
2.6.1 Residuos padronizados para a variavel de interesse . . . . . . . . . .. 30
2.6.2 Pontosinfluentes . . . . . . ... oL 31
2.6.3 Teste de hipoteses para os coeficientes de regressao dos modelos com
resposta de origem normal . . . . . . ... ... L. 32
3 Tlustragao com dados artificiais 33
3.1 Introducdao . . . . . . . . L 33

3.2 Uma revisdo sobre o estudo de simulacao de Suissa e Blais (1995) . . . . .. 33

111



3.3 Estudo de simulacao para o modelo de regressao logistica segundo a familia

de regressao proposta . . . .. ..o
3.4 Modelo de regressao logistica com resposta normal . . . . . . . ... ... ..
3.5 Modelo de regressao logistica com resposta log-normal . . . . . . .. ... ..
3.6 Modelo de regressao logistica com resposta normal em uma estrutura de he-

teroscedasticidade . . . . . . .. oL L
3.7 Modelo de regressao logistica com resposta exponencial . . . . . . . ... ..
3.8 Modelo de regressao logistica com resposta geométrica . . . . . . . ... ..
3.9 Modelo de regressao logistica com resposta Poisson . . . . ... .. .. ...
3.10 Modelo geométrico com resposta Normal . . . . . . . ... ... ... .. ..
3.11 Modelo geométrico com resposta exponencial . . . . . . .. . ... ... ..
3.12 Analise de residuos da varidavel de interesse binaria . . . . . . . .. ... ..
3.13 Analise de influéncia considerando os dados artificiais . . . . . . . . . . . ..
3.14 Analise de influéncia considerando uma amostra particular . . . . . . . . ..

Modelo de regressao logistica com resposta original pertencente a classe
de distribuigoes série de poténcias inflacionadas
4.1 Introducao . . . . . . . . L
4.2 Classe de distribuigoes série de poténcias . . . . . . . . . . . .. ... ...
4.3 Fungao de verossimilhanca . . . . . . .. .. 000000
4.4 Modelo de regressao logistica com resposta original pertencente a classe de
distribuicoes série de poténcias . . . . . . .. ... Lo
4.5 Classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas . . . . . . . . . . ..
4.5.1 Introdugao . . . . . . . . . L
4.5.2  Excesso de valores em dados de contagens . . . . . .. .. ... ...
4.5.3 Excesso de zero em dados de contagem . . . . . ... .. ... L.
4.5.4 O modelo estatistico inflacionado no pontos . . . . . . ... ... ..
4.6 Modelo de regressao logistica com resposta pertencente a familia de dis-
tribuigoes série de poténcias inflacionadas . . . . . . . . .. ... ...
4.7 Caso particular: o modelo geométrico para dados inflacionados de zeros . . .
4.8 Modelo de regressao logistica com resposta geométrica inflacionado de zeros .

Abordagem bayesiana
5.1 Introducao . . . . . . . . .
5.2 Funcao de verossimilhancga para os modelos de regressao com resposta normal
5.3 Modelo de regressao logistica bayesiano com a informagao da variavel resposta
normal . . . ..
5.4 Funcao de verossimilhancga para os modelos de regressao com resposta expo-
nencial . . . ..
5.5 Modelo de regressao logistica bayesiano com a informagao da variavel resposta
exponencial . . .. .o
5.6 Modelo logistico bayesiano com a informacao da varidvel resposta normal
heteroscedastica multiplicativa . . . . . . . . .. . ... ...

52
52
52
52

23
o4
o4
54
54
25

25

56
57

59
29
29
60
61

61

v



5.7 Modelo de regressao logistica bayesiano com a informagao da variavel resposta

geOMEtTiCa . . . . .. 64
5.8 Modelo de regressao logistica bayesiano com informacao da variavel resposta

Poisson . . . . . . . 65
5.9 Modelo logistico bayesiano com resposta geométrica inflacionada em zero . . 65
5.10 Simulacao para os modelos propostos . . . . . . .. ..o 67
5.11 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com resposta normal . 67

5.12 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com resposta log-normal 69
5.13 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com resposta exponencial 70
5.14 Resultados obtidos com o modelo logistico bayesiano com resposta geométrica 71
5.15 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com resposta Poisson . 73
5.16 Resultados obtidos para o modelo geométrico bayesiano com resposta normal 74
5.17 Resultados obtidos para o modelo geométrico bayesiano com resposta expo-

nencial . . . ... 75
Aplicacgoes a dados reais 77
6.1 Introducao . . . . . . . . .. 7
6.2 Aplicacao do modelo de regressao logistica com resposta exponencial . . . . 77

6.3 Aplicacao do modelo logistico com resposta geométrica inflacionada de zeros 81

Discussoes e consideracoes finais 86
7.1 Sobre a metodologia proposta e ganhos inferenciais . . . . . ... ... ... 86
7.2 Sobre as probabilidades de cobertura dos intervalos de confianca dos parametros 86
7.3 Sobre a anélise de residuos nas probabilidades de sucesso . . . . . . . . . .. 86
7.4 Sobre a andlise de influéncia . . . . . . . ... L 87
7.5 Sobre o enfoque bayesiano dos modelos propostos . . . . . ... ... 87
7.6 Perspectivas do trabalho e possiveis desdobramentos . . . . . . . . . ... .. 87

Apéndice A: Resultados usados para as fungoes escore do modelo logistico

com respostas diversas 88
8.1 Resultados usados para o modelo logistico com resposta normal . . . . . .. 88
8.1.1 Derivadas de primeira ordem . . . . . . . . . .. ... ... 88
8.1.2 Derivadas de segunda ordem . . . . . . ... ... 88
8.2 Resultados usados para o modelo logistico com resposta exponencial . . . . . 89
8.2.1 Derivadas de primeira ordem . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 89
8.2.2 Funcoes derivadas de segunda ordem . . . . . . .. .. ... ... .. 89
8.3 Resultados usados para o modelo logistico com resposta geomé-trica . . . . . 90
8.3.1 Derivadas de primeira ordem . . . . . . . . . ... ... 90
8.3.2 Derivadas de segunda ordem . . . . . . ... ..o 90
8.4 Resultados usados para o modelo logistico com resposta Poisson . . . . . . . 91
8.4.1 Derivadas de primeira ordem . . . . . . . .. ..o 91
8.4.2 Derivadas de segunda ordem . . . . . . . . ... ... 91
8.5 Resultados usados para o modelo logistico com resposta Normal em uma es-
trutura de heteroscedasticidade multiplicativa . . . . . . . . ... ... ... 91
8.5.1 Derivadas de primeira ordem . . . . . . . . ... ..o 91



8.5.2 Derivadas de segunda ordem . . . . . . . ...

9 Apéndice B: Histogramas das estimativas bayesianas

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7

Modelo logistico com resposta normal . . . . . . .. .. ... ... .. ....
Modelo logistico com resposta lognormal . . . . . . .. ... ... ... ...
Modelo logistico com resposta exponencial . . . . . ... .. ... ... ...
Modelo logistico com resposta geométrica . . . . . . . . . .. ... ... ...
Modelo logistico com resposta Poisson . . . . . .. ... .. ... ......
Modelo geométrico com resposta normal . . . . . . ... ... ... ... ..
Modelo geométrico com resposta exponencial . . . . . . . .. ... ... ...

10 Apéndice C: Programas desenvolvidos

11 Referéncias Bibliograficas

94
94
95
96
97
99
100
101

103

105

vi



1 Introducao

Os modelos de regressao sao normalmente utilizados para estudar e estabelecer uma
relacao entre uma variavel de interesse, denominada variavel resposta ou variavel depen-
dente, e um conjunto de fatores ou atributos, chamados de variaveis de entrada, variaveis
explicativas, variaveis preditoras, variaveis explanatérias ou covariaveis. Além disso, a area
de modelagem estatistica por regressao sofreu um grande impulso desde o desenvolvimento
dos modelos lineares generalizados no inicio da década de 70 do século XX, propostos por
Nelder e Wedderburn (1972). A teoria dos MLGs pode ser interpretada como uma gener-
alizacao do modelo de regressao linear tradicional, em que a variavel resposta nao precisa
necessariamente assumir a distribuicao normal, e sim, qualquer distribuicao pertencente a
familia exponencial de distribuigoes.

Por exemplo, o modelo de regressao logistica binaria, que pertence a classe dos
MLGs, ¢ indicada quando a variavel resposta de interesse é dicotomica, isto é, quando a
variavel resposta assume apenas dois valores possiveis e a regressao logistica politomica
quando a variavel resposta assume diversas categorias possiveis. Essa relacao determina a
probabilidade de ocorréncia de um evento em presenca de um conjunto de variaveis explicati-
vas, formando um modelo preditivo indutivo. Para o caso da regressao logistica com variavel
dependente dicotomica, modelamos a probabilidade de resposta de uma das duas categorias,
isto é, a probabilidade de sucesso, em funcao das variaveis explanatorias.

Embora a regressao logistica seja conhecida desde os anos 50 do século XX, ela
tornou-se mais usual por meio de Cox (1989) e de Hosmer e Lemeshow (2000). Diversos
aspectos tedricos da regressao logistica sao amplamente discutidos na literatura, destacando-
se Kleinbaum (1994), Agresti (1990), Hosmer e Lemeshow (2000), Cox e Snell (1989) e
Kleinbaum e Klein (2002).

Porém, em muitas situacoes praticas pode ocorrer que a variavel resposta bindria
tenha uma distribuicao original pertencente a alguma classe de distribuigoes, sejam elas dis-
cretas ou continuas. Em outras palavras, a variavel resposta original R; tem uma distribuicao
que nao ¢é a de Bernoulli e, por algum motivo, tal variavel foi posteriormente dicotomizada,
considerando um ponto de corte Cg, pertecente ao suporte da distribuicao de R;. Dessa
forma, a varidvel resposta original R; se configura em dois eventos distintos: R; > Cg e
Ri < CR, 1= 1,2, .

Por exemplo, a hipertensao tem sido definida em individuos com uma pressao
sanguinea diastélica maior que 90 mmHg. Uma funcao renal anormal tem sido definida
em individuos com creatinina maior do que 1,4 mg/dl. Em anélise de dados epidemioldgicos
a variavel resposta continua é frequentemente dicotomizada a fim de permitir a estimacao do
risco da doenca e, consequentemente, métodos estatisticos padrao para dados binarios sao
usados. O indice de massa corporal (IMC), que se trata de uma variavel aleatéria continua,
é utilizado para definir obesidade. O individuo é considerado portador de obesidade mérbida
caso ele apresente um IMC acima de 30 e, portanto, para fins de diagndstico tal variavel é
dicotomizada por meio da constante C'zr = 30.

Na &rea de finangas o cliente tem um prazo de 60 dias para realizar o pagamento
minimo da fatura do cartao de crédito. Caso este prazo seja ultrapassado, o cliente ja é
considerado inadimplente. Assim, o nimero de dias entre o pagamento da fatura do cartao



de crédito e seu vencimento é uma variavel aleatéria discreta que foi dicotomizada por meio
da constante Cr = 60 dias.

No setor industrial o nimero de defeitos de um determinado produto, ou lote fa-
bricado, em uma linha de producao, segue uma variavel aleatéria discreta. Em geral, basta
que o item ou lote apresente um tnico defeito para que o mesmo seja considerado impréprio
para o consumo. Ou seja, uma variavel aleatoéria discreta que foi dicotomizada com Cg = 0
defeito.

Nesse sentido, pode ser de interesse incorporar a informacao sobre a distribuicao
original da variavel resposta no ajuste do modelo logistico usual.

Suissa (1991) apresentou um método paramétrico baseado na distribui¢do normal
para a variavel resposta continua em que sao aplicadas algumas técnicas para a estimacgao
pontual e intervalar para o risco (ou prevaléncia) de uma determinada doenca. Tal risco
¢ uma medida muito importante usada em epidemiologia e é dada pela probabilidade da
variavel resposta ser maior do que um valor de corte C'. Usando dados reais de epidemiologia,
Suissa (1991) discutiu a eficiéncia do método em rela¢ao ao método usual para dados bindrios,
apresentando estimativas para o risco e sua variancia, no caso de uma amostra, e estimativas
para a diferenca de riscos e o risco relativo no caso de duas amostras. O autor destacou treés
vantagens: primeiro, o método de estimacao do risco, segundo o modelo gaussiano, ¢ mais
eficiente do que o método baseado nos dados binarios genuinos sob o modelo binomial. Para
um mesmo tamanho de amostra, a variancia do estimador da prevaléncia da doenga segundo
o modelo normal representa 2/3 da variancia do modelo binomial quando o risco esté entre
10% e 90%. Quando o risco assume um valor extremo (abaixo de 10% ou acima de 90%)
tal eficiéncia é particularmente acentuada e o risco relativo decresce rapidamente a zero.
Segundo, a estimacao do risco e de sua variancia, particularmente no caso de duas amostras,
segundo o modelo continuo, nao esta sujeita a problemas encontrados com o modelo binomial
quando nao ha ocorréncia do evento de interesse na amostra, pois, segundo Suissa (1991), o
numerador no modelo continuo nunca assume o valor zero. Terceiro, o método usual baseado
nos dados bindrios é frequentemente subjetivo no sentido em que, muitas vezes, se discretiza
medidas continuas.

A desvantagem do método é que a ma especificacdo da distribuicao original da
variavel resposta compromete as estimativas obtidas, o que pode causar estimativas viesadas.

Suissa e Blais (1995) estenderam os resultados apresentados por Suissa (1991) em
uma estrutura de modelos lineares generalizados com funcao de ligacao composta para ajus-
tar modelos de regressao logistica baseados na variavel resposta continua original. Primeira-
mente os autores assumem uma distribuicao normal para a resposta continua e, em seguida,
generalizam tal suposicao usando a distribuicao log-normal para dados reais de estudos
clinicos e também para dados simulados. Para o caso de dados simulados, as estimativas
de méxima verossimilhanca dos parametros do modelo sao de 25% a 85% mais eficientes do
que os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros do modelo logistico usual.
A medida de eficiéncia usada por Suissa e Blais (1995) trata-se do quociente entre o erro
quadratico médio das estimativas dos parametros do modelo com resposta de origem e o erro
quadratico médio das estimativas dos parametros do modelo logistico usual.

Aratjo (2002) reproduziu parte do estudo de simulacdo feito por Suissa e Blais
(1995) e aplicou o modelo log-normal para dados reais de polui¢ao considerando o risco de



concentragao de NO; na cidade de Sao Paulo. Araijo (2002) descreveu um procedimento
de ajuste pelo método de maxima verossimilhanca para os casos em que a variavel resposta
continua tem distribui¢cao normal e log-normal.

1.1 Objetivos do trabalho

Nesse trabalho apresentamos uma familia de modelos de regressao com a informagao
da variavel resposta original, cuja distribuicao de probabilidades ou fun¢ao densidade de
probabilidade pertence a familia exponencial. Incorporamos a informacao da distribuicao
da variavel resposta normal e exponencial no ajuste do modelo de regressao para diversas
distribui¢oes para a variavel resposta de interesse. O modelo de regressao logistica com
resposta normal e log-normal desenvolvido por Suissa e Blais (1995) é apresentado como
caso particular dos modelos de regressao com informacao da distribuicao da resposta de
origem. Para a resposta de origem normal consideramos os modelos logistico, exponencial,
geométrico, Poisson e log-normal. Para a resposta de origem exponencial consideramos os
modelos logistico, normal, geométrico, Poisson e log-normal. Em contribuigao ao trabalho de
Suissa e Blais atribuimos duas respostas discretas ao modelo logistico, geométrico e de Pois-
son, e também consideramos uma resposta continua normal com estrutura heteroscedastica.
Adicionalmente, propomos também o modelo logistico com resposta pertencente a classe
de distribuigoes séries de poténcias inflacionadas considerando o caso particular da resposta
geométrica zero inflacionada.

Apresentamos a construcao e o desenvolvimento dos modelos para cada distribuicao,
incorporando a informacao sobre a distribuicao original da variavel resposta. Varios estudos
com dados artificiais sao utilizados para o caso particular do modelo de regressao logistica
com a informagao da distribuicao de origem e o modelo de regressao logistica usual, bem
como o modelo geométrico com resposta normal e exponencial. Assumindo uma distribuicao
corretamente especificada, a incorporacao desta informacao sobre a variavel resposta no mo-
delo produz estimativas de maxima verossimilhanca mais eficientes e estimativas intervalares
mais precisas.

As probabilidades de cobertura dos coeficientes de regressao sao monitoradas e com-
paradas. Desenvolvemos a analise de residuos para os dados simulados segundo o modelo
logistico com respostas diversas e para os dois conjuntos de dados reais. Discutimos o ajuste
dos modelos com e sem os pontos influentes para os dados artificiais. Como parte comple-
mentar, apresentamos o enfoque bayesiano do modelo de regressao logistica com respostas
diversas, discutindo os aspectos de convergéncia e autocorrelagao das cadeais. Por fim, apre-
sentamos as proximas fases do trabalho bem como as perspectivas e desdobramentos futuros.
Abordaremos ao longo deste trabalho as vantagens dessa metodologia, ou seja, as melhorias
obtidas ao se incorporar a informagao da distribuicao original dos dados no ajuste do modelo
usual.

A importancia dessa metodologia é especialmente verificada nas situacoes em que hé
excessos de zeros ou uns no vetor da variavel resposta binaria, isto é, nas situagoes extremas,
em que ha problemas no ajuste do modelo logistico usual. Nao é raro encontrarmos conjuntos
reais de dados, de diversas areas do conhecimento, com o vetor da variavel resposta binaria
composto por excessos de zeros ou excesso de uns. Por exemplo, a incidéncia da obesidade



morbida na populacao ou ainda incidéncia de inadimpléncia sobre o pagamento minimo
da fatura do cartao de crédito, bem como fraudes, em geral, apresentam excessos de zeros.
Nestes e em outros exemplos de eventos raros, a regressao logistica, com o uso da informacao
da distribuicao original da variavel resposta, é ajustavel, inclusive para os casos extremos,
apresentando melhores estimativas dos coeficientes de regressao quando comparada com a
regressao logistica usual, desde que a distribuicao de origem seja corretamente especificada.

1.2 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 apresentamos uma familia de modelos de regressao com resposta de
origem usando diferentes distribuicoes pertencentes a familia exponencial no contexto dos
modelos lineares generalizados. Como caso particular, abordamos o modelo de regressao
logistica com resposta normal e log-normal desenvolvido por Suissa e Blais (1995). Estende-
mos a teoria para outros modelos de regressao.

No Capitulo 3 apresentamos um estudo de simulagao para alguns modelos da classe
de distribuigoes consideradas no Capitulo 2 a fim de comparar as estimativas obtidas segundo
o método proposto e o modelo de regressao usual. Diversas métricas foram comparadas,
tais como, o vicio, erro padrao, erro quadratico médio e eficiéncia (quociente entre o erro
quadratico médio das estimativas dos parametros do modelo com resposta de origem e o
erro quadréatico médio das estimativas dos parametros do modelo logistico usual). Alem
disso, a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca foi monitorada e discutida
considerando os casos nominais 90%, 95% e 99%. Realizamos também uma simulagao para
o modelo geométrico com resposta de origem normal e exponencial. Andlises de residuos
e diagndsticos sao também apresentados, e discutimos o ajuste dos modelos com e sem os
pontos influentes.

No Capitulo 4 apresentamos o modelo de regressao logistica com resposta de origem
usando distribuigoes pertencentes a classe de distribuicoes série de poténcias inflacionadas.

No Capitulo 5 abordamos o enfoque bayesiano dos modelos propostos e apresentamos
os resultados considerando distribuicoes a priori vagas. Realizamos um estudo de simulacao
considerando diferentes modelos de regressao com diferentes varidveis respostas.

No Capitulo 6 apresentamos a aplicagao da metodologia proposta em dois conjuntos
de dados reais.

No Capitulo 7 apresentamos as discussoes e consideracoes finais a respeito dos resul-
tados obtidos para cada Capitulo desse trabalho, bem como suas perspectivas e seus possiveis
desdobramentos.

Para a obtencao das estimativas dos parametros dos modelos expostos nesse tra-
balho, considerando o enfoque da inferéncia classica, utilizamos o método da maximizacao
direta por meio do algoritmo BFGS (Press, 1992).

Considerando o enfoque bayesiano utilizamos o algoritmo do amostrador de Gibbs
com passos de Metropolis-Hastings. A convergéncia das cadeias geradas foram diagnosti-
cadas pelo critério de diagnéstico de Gelman-Rubin (1992).



2 Uma familia de modelos de regressao com a informacao
da distribuicao original da variavel resposta

2.1 Introducao

Nesse capitulo apresentamos uma familia de modelos de regressao com a informagao
da variavel resposta original, cuja distribuicao de probabilidades ou funcao densidade de
probabilidade pertence a familia exponencial. Incorporamos a informacao da distribuicao da
variavel resposta original normal e exponencial ao ajuste de diferentes modelos de regressao.
O modelo de regressao logistica com respostas normal e log-normal, desenvolvido por Suissa
e Blais (1995), é apresentado como caso particular dos modelos de regressao com resposta de
origem. Para a resposta de origem normal consideramos os modelos logistico, exponencial,
geométrico, Poisson e log-normal. Para a resposta de origem exponencial consideramos os
modelos logistico, normal, geométrico, Poisson e log-normal.

2.2 Informacao da distribuicao da variavel resposta

Considere n variaveis aleatérias independentes Ry, R, ..., R, com E (R;) = pg,
t = 1,2,...,n, e um conjunto de n varidveis aleatérias independentes Y7, Y5, ...,Y,, com
E(Y;) = pyi, @ = 1,2, ...,n, com distribuigoes de probabilidades ou fungoes densidade de
probabilidades pertencentes a familia exponencial, ou seja,

ieri - br 97"1'
f (Ti | 87‘2‘7 ¢7”) = €xXp {ﬁ + Cr (’ria ¢7‘)}
‘ 0 b, (0
f (yl | Qyiv ¢y> = exp {yly%qby)(m + Cy (y17¢y)} P

em que a, (), b, (*) e ¢, (+) s@o fungoes especificas da distribuigao de probabilidades de R; e
ay (+), by (+) e ¢, () sdo fungoes especificas da distribuigao de probabilidades de Y;, 6., e 0,,; sdo
os parametros canonicos das densidades de R; e Y;, respectivamente, na forma exponencial,
e ¢, e ¢, sao os parametros de dispersao de R; e Y.

Se as variaveis R; e Y; sao continuas, entao existem uma constante C'r no suporte da
densidade de R; e uma constante C'y no suporte da densidade de Y; tais que vale a seguinte
relacao:

P(R;>Cr) =P(Y;,>Cy),i=12..n, (2.2.1)

ou, equivalentemente,
FRZ' (CR) = FYz (Cy) y 1= 1, 2, ., n,

em que Fp, (Cg) ¢é a funcao distribuicao da varidvel aleatéria R; no ponto Cg e Fy, (Cy) é a
funcao distribuicao da variavel aleatéria Y; no ponto Cly.

Se as variaveis R; sao continuas e Y; sao discretas, dado o seu ponto de corte Cly,
é possivel determinar uma constante Cg, tal que a relacao (2.2.1) seja verdadeira. Neste
trabalho, a informagao da distribuicao da variavel resposta original R; é incorporada ao
ajuste de um modelo para a varidvel Y; por meio da relagao (2.2.1).



2.3 Modelos da familia exponencial com resposta de origem nor-
mal

Nessa se¢ao apresentamos uma classe de modelos pertencentes a familia exponencial
com resposta de origem normal. Vamos supor que a variavel resposta segue originalmente
uma distribuicao normal, isto é, Ry, Rs, ..., R, sao n variaveis aleatorias independentes com
distribuigao N (u;,0%), 1 = 1,2, ...,n, isto é

FOilino?) = Segexp{ o (o=} 2.3.)

1 T 1[rf 2 -
= exp{; (mm—;)—ﬁ[?—i-ln(%m) ,1=1,2,...,n,

2

com u; € R, r; € R e o” > 0, fornecendo as seguintes funcoes especificas, com 6; = u; e

¢ = 02, da forma

T

by (0;) =62/2, a,(¢) =0 e ¢ (r,0) = —% L—i + In (2#02)} :

Proposicao 1 Considere n varidveis aleatorias independentes Ry, R, ..., R, tais que R; ~
N (pi,0?), i = 1,2,...,n, e considere outro conjunto de n wvaridveis aleatdrias indepen-
dentes Y1,Ys, ..., Y, com distribuicoes de probabilidade ou funcoes densidade de probabili-
dade pertencentes a familia exponencial. Incorporando a informac¢ao da varidvel resposta

normal, sequndo a relagio dada em (2.2.1), no ajuste de Y; temos que a média de R; €
pi =oc® 11— Fy, (Cy)] + Cg e a distribuicao de probabilidades de R; € tal que

R~ N{c® '[1 - Fy, (Cy)]+Cgr,0%},i=1,2,..,n,

em que ®~1 € a inversa da funcao de distribuicao da distribuicao da normal padrao no ponto
[1 — Fy, (Cy)] e Fy, (Cy) € a fungao de distribui¢ao da varidvel aleatdria Y; no ponto Cy.

Prova. Como R; ~ N (u;,0?), segue que
Cr — ;i ;i —C ;i —C
P(Ri>CR):P[Zi>—R “} :P{Zi<—u R} :cb(—“ R>,
o o o
em que Z; é uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao. Usando a relagao dada
em (2.2.1) segue que
P(RZ>OR) = P(Y,>Cy)

e @(M) = 1-Fy, (Cy),

o
o que implica
i = E (Rz) = O'(I)_l []_ - P’yZ (Oy)] + CR, 1= 1, 2, <y N
|

Assim, as funcoes especificas da familia exponencial, para o caso em que a resposta
de origem tem distribuicao normal, ficam modificadas da seguinte forma:

_ {0@ 1= By (Cy)] + Cr)’
d ,

o

2 1[r? 2
a, (¢p) =0 e cr(ri,gb):—§ [—2+ln(27ra )}



2.3.1 O caso particular de Suissa e Blais (1995): Modelo de regressao logistica
com resposta normal

A partir da motivagao de estudos clinicos em medicina, Suissa e Blais (1995) con-
sideraram n variaveis aleatérias independentes Ry, R, ..., R, seguindo originalmente uma
distribuicao normal N (p;,02), i = 1,2,...,n, e consideraram uma constante arbitraria Cp
(Cr € R). Adotaram também varidveis aleatdrias independentes Y, Ys, ..., Y, bindrias cujo
valor da constante arbitraria adotado foi de Cy = 0. Obedecendo a rela¢ao dada em (2.2.1),
observamos que Y; > 0,se R; > Cgr,e Y; <0,se R; < Cg,i=1,2,....,n.

Como as varidveis Y; sao dicotomicas verificamos que a probabilidade P (Y; > 0)
¢ igual a probabilidade de sucesso da variavel Y;, ou seja, P (Y; = 1), e a probabilidade
P (Y; <0) é a probabilidade de fracasso da varidvel Y;, ou seja P (Y; =0). Dessa forma,
temosque P(R; >Cgr)=P(Y;=1)=meP (R, <Cgr)=PY,=0)=1-m,i=1,2,...,n
e segue que

Y; ~ Bernoulli (m;),i=1,2,...,n,

em que m; = g~ ! (XZ-Tﬁ), 1 =1,2,...,n, é a probabilidade de sucesso do modelo de regressao
logistica.

Corolario 2.3.1 Se Ry, Rs, ..., R, sao n varidveis aleatorias independentes com distribuicdo
original N (u;,0?), i = 1,2,...n, e Y1,Ys, ..., Y, sao n varidveis aleatdrias independentes
com distribuicao de Bernoulli com pardametro m; = ¢! (XZT/@>, 1 = 1,2,...,n, entdo, pela
proposicao (1), a distribuicao de probabilidades de Ry, Ry, ..., R, no contexto do modelo
logistico com resposta normal € tal que

R, ~N {a@fl [gfl (XZT,B)] + CR,O'z} ,i1=1,2,...,n.

Prova. Conforme visto anteriormente,

P(Ri > Cn) =<I>(‘”_—OR),

g

e, com relacao a variavel aleatéria Y; temos que

PY;>Cy)=PY;>0)=PY;,=1)=m=g"(x/8).

)

Pela relagao expressa em (2.2.1), segue que

> (#z‘ - CR) — g (xTB).

g

o que implica
pi =od! [g_l (X;T,B)] +Cgr,i=1,2,...n.

Dessa forma temos

g(m)=g {F (“_—CRH =x!B=mn,i=12,..,n, (2.3.2)

o



em que g [F (-)] é a funcao de ligagdo composta que liga a média da varidvel resposta R; ao
preditor linear x! 3. Assim, as funcoes especificas da familia exponencial ficam modificadas
da seguinte forma:

o o (0B + O

1[r2
2 7 2
a, =07 ¢ (r,¢0) = —= |—5 +In (210 .
© (s 6) = =5 | 25+ n (2r0?)]

Fazendo v; = (1; — Cr) /o e assumindo o conhecido, este modelo pertence a classe
dos modelos lineares generalizados com componente aleatério representado por um conjunto
de varidveis aleatorias independentes com distribui¢ao N (7;, 1), fungao de ligagao composta
g|F ()] e o preditor linear n; =x!3,i=1,2,....n.

2.3.2 Modelo exponencial com resposta normal

Nessa secao construimos o modelo exponencial com resposta normal. Diversas
situagoes praticas podem justificar essa abordagem. Para ilustrar, suponha que Y seja o
tempo de recuperagao cirturgica e R é a idade do individuo. E possivel assumir que a proba-
bilidade do tempo de recuperacao cirirgica Y de um individuo ser maior do que cinco meses
esteja relacionada com a probabilidade deste individuo ter uma idade R maior do que 60
anos. Dessa maneira a informacao da variavel resposta normal idade R pode ser incorporada
no ajuste do tempo de recuperacao Y.

Considere Y7, Ys, ..., Y,, variaveis aleatorias independentes com distribuicao exponen-
cial de parametro \;, ¢ = 1,2, ..., n, com funcao densidade dada por

fyi) = Aiexp(—Ayi) (2.3.3)

= exp{—)\lyl + In ()\l)}, A >0 , Yi > Oei=1,2,...,n.
Corolario 2.3.2 Se Ry, R,, ..., R,, sao n varidaveis aleatorias independentes com distribui¢cao
original N (p;,02),1=1,2,....,n, e Y1,Ys, ..., Y, sdon varidveis aleatorias independentes com
distribuicao exponencial com parametro X\;, i = 1,2,...,n, com densidade dada por (2.3.3),

entao pela proposi¢ao (1), a distribui¢ao de probabilidades de Ry, Rs, ..., R, no contexto do
modelo exponencial com resposta normal € tal que

R, ~N {O'(I)_l lexp (—A\Cy)] + C’R,a2} ,i=1,2,...,n,

em que ®~1 € a funcdo distribuicao inversa da distribuicdo normal padrao avaliada no ponto
exp (—=A\Cy).

Prova. A partir da relacdo dada em (2.2.1) temos que

P(RZ>CR) = P(Y;>Cy)
e b (M_—%> = exp <_)\ZCY) ,

o

o que implica
pi = o® exp (=\Cy)] + Cr, i =1,2,...,n. (2.3.4)



Logo, as funcgoes especificas da familia exponencial, para o caso em que temos um
modelo exponencial com resposta normal, ficam modificadas da seguinte forma:

2 1 [r7 2
a, (¢p) =0° e CT(ri,¢):——{;+ln(27m)].

_ {o0®7 ! [exp (= \Cy)] + C’R}2
’ 2

by (6;) .

2.3.3 Modelo geométrico com resposta normal

Nessa secao construimos o modelo geométrico com resposta normal. Para ilustrar,
suponha que a probabilidade de um motorista apresentar um nimero Y; de sinistros de
pequeno valor maior do que cinco até a ocorréncia de um sinistro de alto valor, na seguradora
de veiculos, estd relacionada com a probabilidade do individuo ter uma idade R; acima de 70
anos. Considere Y1, Y5, ..., Y, varidveis aleatérias independentes com distribuicao geométrica
de parametro p;, i = 1,2, ...,n, com a seguinte distribuicao de probabilidades:

PYi=y)=pi(1—p)",i=1,2,...,ney;=0,1,2,.... (2.3.5)

Corolario 2.3.3 Se Ry, R,, ..., R,, sdo n varidveis aleatorias independentes com distribuicao
original N (j;,0%), i = 1,2,...,n, e Y1,Ys, ... Y, sdo n varidveis aleatdrias independentes
com distribuicao geométrica com parametro p;, i = 1,2,...,n, entao pela proposi¢ao (1),
a distribuicao de probabilidades de Ry, Rs,..., R, no contexto do modelo geométrico com
resposta normal € tal que

R, ~ N {a(b‘l [(1 —pz—)CY“} + CR,UQ} i=1,2,...n,

em que ®1 ¢ a inversa da funcao de distribuicio de uma varidvel aleatéria normal padrao.

Prova. Como Y; ~ Geométrica (p;), com distribuigdo de probabilidades da forma expressa
em (2.3.5) temos inicialmente que

P(Y;>Cy) = 1—P<K§Cy)
L [PYi=0) 4+ P(Yi= 1)+ ...+ P(Y; = Cy)]
= 1= [pi(l—pi)”m(l—pi)1+pi(1—pi)2+---+pi(1—pi)CY

(1—p)Y*—1
(1 —pz‘) -1 ’

L —ps

e, finalmente,
P(Y;i>Cy)=0—p)™, i=1,2..n.

Com a rela¢ao dada em (2.2.1) segue que

P(Rz>CR) = P(K>Cy) e
<1>(—M_CR) = (1-p) ",

g

o que implica
= E(R) = od! [(1 - pi)CY“} Y Cpi=1,2 .0 (2.3.6)



Dessa forma, as funcoes especificas da familia exponencial, para o caso em que temos
mo modelo geométrico com resposta normal, ficam modificadas da seguinte forma:

oo [a-m ]+ ca}
2

2 1[r7 2
, a. (@) =0" e cr(ri,é):—§{§+ln(2wa)}.

2.3.4 Modelo Poisson com resposta normal

Nessa secao construimos o modelo de Poisson com resposta normal. Ilustrativa-
mente, considere agora que Y; é o nimero de sinistros de pequeno valor em um determinado
periodo e R; é a idade do individuo. E razoavel supor que a probabilidade de um motorista
apresentar um niumero Y; de sinistros de pequeno valor maior do que cinco em um deter-
minado periodo esta relacionada com a probabilidade do individuo ter uma idade R; acima
de 70 anos. Considere Y7, Y5, ..., Y, variaveis aleatorias independentes com distribuicao de
Poisson com parametro \;, ¢ = 1,2, ...,n, isto é,

Yi
P(Yi=y) = M
Y-

Corolario 2.3.4 Se Ry, Rs, ..., R,, sao n varidaveis aleatorias independentes com distribui¢cao

i=1,2..ney =0,1,2,... (2.3.7)

original N (u;,0?), i = 1,2,...,n, e Y1,Ys, ..., Y, sdo n varidveis aleatdrias independentes
com distribuicao de Poisson com parametro \;, i = 1,2,...,n, entdo, pela proposicao (1),
a distribuicao de probabilidades de Ry, Rs,..., R, no contexto do modelo de Poisson com

+ck}.

Prova. Pela distribuigao de probabilidades dada em (2.3.7) temos que

resposta normal € tal que

Cy 2
1_Zexp( i) Al

Ri ~ N {O'(I)l
yi!

yi=0

exp (—A\;) AV

I

C'Y Cy
P(Y;>Cy)=1-PY;<Cy)=1-) PYi=y)=1-)

|
¥:=0 y;=0 Yir
e seguem as relagoes
P(R,>CR) = P(Y;>Cy) e
L Oy )\
(I)(/Lz CR) _ 1_Zexp( )‘1>)‘z’
g yi=0 yi!
o que implica
Cy .
—\;) A
1= E(R) = 0@ 1-2% 4 Cni=1,2,...n. (2.3.8)
¥:=0 Yir

Assim, as funcoes especificas da familia exponencial, para o caso em que temos o
modelo de Poisson com resposta normal, ficam modificadas da seguinte forma:

Cy )
b, (6;) = % {a@—l [1 = oxp (ZA) AT

;!

2

2
+C’R} v ar(9)=0e ¢ (ri,0) = —% l% +1In (27?02)} :

y;=0

10



2.3.5 Modelo log-normal com resposta normal

Nessa secao construimos o modelo log-normal com resposta normal. Consideremos,
inicialmente, o seguinte resultado. Se Y7,Y5, ..., Y, s@o n variaveis aleatérias independentes
positivas continuas com distribuicao log-normal com parametros py; e 0%, i = 1,2,...,n,
entao log (Y7),log (Y2), ..., log (Y;,) s@o n varidveis aleatérias independentes com distribuigao
normal com parametros piy;, i = 1,2, ..., n, e variancia oi. Portanto, os métodos de estimagao
para o modelo log-normal sao similares aos do modelo normal, bastando substituir Y; por
log (Y;) e a constante Cy por log (Cy ).

Corolario 2.3.5 Se Ry, Rs, ..., R,, sao n varidveis aleatorias independentes com distribui¢cao
original N (pugi,0%), i = 1,2,...n, e Y1,Ys,...,Y,, sdo n varidveis aleatdrias independentes
com distribuicio LN (uy;,0%), i = 1,2,...,n, entdo pela proposi¢io (1), a distribuicao de
probabilidades de Ry, Rs, ..., R, no contexto do modelo log-normal com resposta normal € tal

—1
Ri ~ N {O'RCI)Rl |:CI)Y (MYZ o8 (CY)>:| —|—CR,O']2%} ) 1= 1,2,...,n,

Oy

que

em que ®5'[] € a inversa da funcio distribuicio da varidvel aleatéria normal padrdio refe-
rente a varidvel R; e ®y € a funcdo distribuicao da varidvel aleatoria normal padrao referente
a variavel Y;.

Prova. Pela relagao dada em (2.2.1) segue que

P(R;>Cgr) = Pllog(Y;) >log(Cy)] e
b (M) _ 5, (un—log(Cy))

OR Oy

o que implica

1
Ty——; [cpy (“YZ o8 (CY)H +Chi=1,2,...,n. (2.3.9)

Oy

As funcoes especificas da familia exponencial, para o caso em que temos o modelo
log-normal com resposta normal, ficam modificadas da seguinte forma

b (6) — %{GRq)]—%l {(IDY <MY2‘ —;Og(OY)):| n OR} :
a,(¢) = o
e (ri, ) = —% [% +1In (2%02)} :

2.3.6 Funcao de verossimilhanca

Considere 71,19, ..., 7, realizacoes das variaveis aleatérias Ry, Ro, ..., R, € Y1, Y2, ..., Un
realizacoes das varidveis Y7, Ys, ..., Y,,. A funcao de verossimilhanca para os modelos desen-
. .~ T 4
volvidos com resposta normal, segundo a proposigao (1), em que r = (rq,79,...,7,)" , é da

11



seguinte forma:

n

L(B,0%|r) = (2m) " (0%) ™" (2.3.10)
1

X exp{—T‘2 [ri—aqfl (1 - Fy, <CY))_CR}2},

i=1

que, para facilitar a obtencao das fungoes derivadas de primeira e segunda ordem, necessarias
para a obtengao dos escores, (2.3.10) pode ser reescrita como

L(B,0*|r) = (2m) ™% (e?) " (2.3.11)
1 < 1< 1
X eXp{—T‘_QZ(T’Z’—CR)2—|—E;’¢1(T¢—CR)—égwg}.

Cada um dos possiveis modelos de regressao assume uma expressao para O termo ; em
(2.3.11), conforme a Tabela 2.3.6.

Tabela 2.3.6. Expressoes do termo v; para os modelos de regressao.

Logistico V=0 (m) =0 [g (xIB)],i=1,2,..,n

Exponencial 1; = @7 [exp (=\,Cy)], i =1,2,...,n, em que \; = exp (x} 3).
Geométrico 1; = &1 [(1 —pz')cyﬂ] ,1=1,2,...,n,em que p; =g " (XZTﬁ)

: 514 exp(—X;) AV
Poisson P =07 11— > # , 1=1,2,...,n, em que \; = exp (x;fﬁ)
;=0 B
Log-normal ¢; = CI)é1 [@y <%ﬁf(cﬂﬂ ,i=1,2,...,n, em que uy; = x. 3.

2.4 Modelos da familia exponencial com resposta exponencial

Nessa secao apresentamos os modelos da familia exponencial com resposta exponen-
cial. Sejam n variaveis aleatérias independentes Ry, Rs, ..., R, tal que R; ~ Exponencial ()\;),
1 =1,2,...,n, com funcao densidade dada por

fri) = Xiexp(=A\iri) (2.4.1)
= exp{-Ar;i+In(\)}, \i>0ei=1,2,...,n,

que, fazendo 0; = —\;, fornece as seguintes fungoes especificas da familia exponencial:
by (0i) =In(=0;); a, (i) =1; ¢ (ri,¢) =0.

Proposicao 2 Considere n varidveis aleatorias independentes Ry, Rs, ..., R, tal que R; ~
Exponencial (\;), i = 1,2,...,n, com densidade dada por (2.4.1), e considere outro conjunto
de n varidveis aleatorias independentes Y1, Ys, ..., Y, com distribuicoes de probabilidade ou
funcoes densidade de probabilidade pertencentes a familia exponencial. Incorporando a in-
formagao da variavel resposta exponencial, sequndo a relagio dada em (2.2.1), no ajuste de
Y; temos que a distribuicao de probabilidades de R; é tal que

In[1 — Fy, (Cy)]
e

R; ~ Exponencial {— i=1,2,...,n, (2.4.2)
em que Fy, (Cy) € a funcgdao distribuicao de Y; acumulada no ponto Cy.
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Dessa maneira, segue que a esperanca e a variancia sao tais que

E(R) = T _(;;i o (2.4.3)
¢ Var(R) = {_1n[1—(1;3;(0y)]} Li=1,2..n. (2.4.4)

Prova. Dada a relagao (2.2.1) segue que

P(RZ>CR) = P(Y;>Oy)
e exp(—\Cgr) = 1—Fy, (Cy),

e, portanto, segue que o parametro \; no contexto da resposta exponencial, é tal que

_ In[1—Fy, (Cy)]
A = — o : (2.4.5)

Pela densidade expressa em (2.4.1) temos que F (R;) = 1/\; e Var (R;) = 1/A\2.
Considerando (2.4.5) segue imediatamente os resultados em (2.4.3) e (2.4.4).

As funcoes especificas modificadas da familia exponencial dos modelos com resposta
exponencial sao

In[1 — Fy, (Cy)]
Chr

b (69 = { - boa)=1 e ane-o

2.4.1 Modelo logistico com resposta exponencial

Nessa secao construimos o modelo logistico com resposta normal. Considere n
variaveis aleatorias independentes Ry, Rs, ..., R, seguindo originalmente uma distribuicao
normal com distribui¢ao exponencial de parametro \;, ¢ = 1,2,...,n, com densidade ex-
pressa em (2.4.1) e considere n varidveis aleatérias independentes Y1, Y5, ..., Y,, bindrias cujo
valor da constante arbitraria é de Cy = 0. Obedecendo a relagao dada em (2.2.1), observa-
mos que Y; > 0,se R; > Cg,eY; <0,se R; < Cg,1=1,2,...,n. Como as variaveis Y; sao
dicotémicas verificamos que a probabilidade P (Y; > 0) = P (Y; = 1), ou seja, é a probabili-
dade de sucesso da varidvel Y;, e a probabilidade P (Y; < 0) = P (Y; =0), que é a probabi-
lidade de fracasso da varidvel Y;. Dessa forma temos que P (Y; =1) = P(R; > Cgr) = m; ¢
P(Y;=0=P(R;<Cgr)=1—m;,i=1,2,....,n e segue que

Y; ~ Bernoulli (m;),i=1,2,...,n,
emquem; =g ' (xI'B3),i=1,2,..,n

Corolario 2.4.1 Se Ry, Rs, ..., R,, sao n varidaveis aleatorias independentes com distribui¢cao
original exponencial de parametro X\;, i = 1,2,....n, com densidade expressa em (2.4.1) e
Y1,Y5, ..., Y, sao n wvaridveis aleatorias independentes com distribuicao de Bernoulli com
parametro w;, = g~ ! (XiTﬁ), i = 1,2,...,n, entao, pela proposicio (2), a distribui¢io de
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probabilidades de Ry, Rs, ..., R,, no contexto do modelo logistico com resposta exponencial é

In[¢g~! (xF
R; ~ Exponencial {— nlg” (<I6)] } L i=1,2,...,n.

tal que

Cr
Logo, segue que a esperanca e a variancia sao tais que
Cr
Tl TB)
Var (R;) = {—L}Q, 1=1,2,...,n. (2.4.7)
Infg~! (x{ B)]

Prova. Pela relacao vista anteriormente em (2.2.1) segue que

E(R) = (2.4.6)

P(R;>Cgr) = P(Y;>0) e
exp(—\Cr) = P(Yi=1)=m=g"(x/8),

o que implica
—1 (T
&:_mb ﬁﬂﬂnszmm
Cr

e seguem imediatamente os resultados em (2.4.6) e (2.4.7).

As funcoes especificas modificadas da familia exponencial, para o caso em que temos
o modelo de regressao logistica com resposta exponencial, sao

b,.(ei):m{_ln[gl(xiﬁ”}, a,(¢)=1 e e (r;,¢)=0.

Cr

2.4.2 Modelo normal com resposta exponencial

Nessa secao construimos o modelo normal com resposta exponencial. Diversas
situagoes praticas podem justificar essa abordagem. Para ilustrar, suponha que Y seja a
pressao arterial sistélica do individuo e que R seja o tempo didrio que o individuo per-
manece em uma unica posi¢ao no trabalho. E perfeitamente plausivel que a probabilidade
do individuo apresentar uma pressao arterial sistélica maior do que 120 mmH g esteja rela-
cionada com a probabilidade do individuo permanecer mais do que cinco horas em uma tnica
posicao no trabalho.

Considere Y7, Ys, ..., Y,, varidveis aleatorias independentes com distribuicao Normal

~ . 2
de parametros pu;, 1 =1,2,....,n,e o

1 1
f (i | pao?) = J2ng? exp {—T'Q (yi — M)Q} (2.4.8)

1 I 1y} 2 :
= exp{ﬁ (yzﬂl—g) — 5 [;—i—ln (271'0' ) , 1= 1,2,...,71,

fornecendo as seguintes funcoes especificas, com 6; = u; e ¢ = o, da forma

, com funcao densidade dada por

o2

b0 =62 () =0 e oo = [+ in(ero?)]
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Corolario 2.4.2 Se Ry, R,, ..., R,, sdo n varidveis aleatorias independentes com distribui¢cao
original exponencial de parametro \;, i = 1,2,....n, com densidade expressa em (2.4.1) e
Y1, Ys, ..., Y, sdo n varidveis aleatérias independentes com distribuicio original N (u;, 0?),
com densidade dada por (2.4.8), entdo pela proposi¢ao (2), a distribui¢ao de probabilidades
de Ry, Ry, ..., R, no contexto do modelo normal com resposta exponencial é tal que

1 o
R; ~ Exponencial {—— In {CI)Y (M)] } ,1=1,2,...,n.

OR o
A esperanca e a variancia sao tais que
Cr
E(R;) = — e 2.4.9
T ey () .
2
Var (R) = {— Cr i=1,2,...,n (2.4.10)
i) = = [(I)Y (M_Ucy)] 1=1,2,...,n. 4.

Prova. Pela relacao proposta em (2.2.1) segue que
P(RZ>OR) = P(Y;>Cy) e
;i —C
exp(~ACr) = ®y (“—Y) ,
o

1 P
>\7l - _C_ln [QY (M)} ) 1= 1727"'7n7

R o
e segue imediatamente os resultados em (2.4.9) e (2.4.10).

o que implica

As funcgoes especificas modificadas da familia exponencial do modelo Normal com
resposta exponencial sao

n [@y (=G
br(Hi)zln{—l [(D ( g )}}, a, (¢;)) =1 e ¢ (ri,¢) =0.

Cr

2.4.3 Modelo geométrico com resposta exponencial

Nessa secao construimos o modelo geométrico com resposta exponencial. Considere
Y1, Ys, ..., Y, variaveis aleatorias independentes com distribuicao geométrica de parametro p;,
1 =1,2,...,n, com a seguinte distribuicao de probabilidades

PYi=y)=pi(1—p)",i=1,2,...,ney;=0,1,2,.... (2.4.11)

Corolario 2.4.3 Se Ry, Rs, ..., R,, sdo n varidaveis aleatorias independentes com distribuicao
original exponencial de parametro \;, i = 1,2,...,n, com fun¢do densidade na forma (2.4.1)
e Y1,Ys, ..., Y, sao n varidveis aleatorias independentes com distribuicao geométrica com
parametro p;, i = 1,2, ...,n, na forma (2.4.11), entao pela proposi¢io (2), a distribui¢ao de
probabilidades de Ry, R, ..., R, no contexto do modelo geométrico com resposta exponencial
¢ tal que

1
R; ~ Exponencial {_C_ In [(1 _ pi)0y+1} } ,i1=1,2,...,n.
R
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A esperanca e a variancia sao tais que

E(R) = — Cr e (2.4.12)
Cy+1
In [(1 — i) }
2
Var (R) = { — Cr i=1,2,..,n. (2.4.13)

In [(1 — pi)CYH]
Prova. Como Y; ~ Geométrica (p;), com distribuicao de probabilidades da forma expressa
em (2.4.11) temos primeiramente temos que
P(Y;>Cy) = 1—P<Y;§Cy)
= 1-[PY;=0+PY,=1)+..+ P(Y;=Cy)]
= 1- [pi (1- pi)o +pi (1 —Pi)l +pi (1 - pi)2 + ot pi(1— pi)CY

-t
: p@[ (1—pi)—1 ]’

e finalmente,
PY;>Cy)=1—p)™, i=1,2.n.

Pela relagao proposta em (2.2.1) temos que
P(RZ>CR) = P(}/Z>Oy) e
exp (—AiCgr) = (1— pi)CYH )

o que implica

_ 1 Cy+1 ;o
A = Cn In [(1 Di) } ,1=1,2,....n,

e seguem imediatamente os resultados em (2.4.12) e (2.4.13).

As fungoes especificas modificadas da familia exponencial do modelo geométrico com
resposta exponencial sao

In [(1 - pi)CYH}

b, (6;) =In¢ — . ar(pi)=1 e ¢ (ri,9)=0.
Cr

2.4.4 Modelo de Poisson com resposta exponencial

Nessa secao construimos o modelo de Poisson com resposta exponencial. Considere
Y1, Ys, ..., Y, varidveis aleatorias independentes com distribuigao de Poisson com parametro
o;, 1 =1,2,...,n, isto é,

v Yi
P(Y,=y) = W+m i=1,2,.ney =012, .. (2.4.14)
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Corolario 2.4.4 Se Ry, R,, ..., R,, sdo n varidveis aleatorias independentes com distribui¢cao
original exponencial de parametro \;, i = 1,2,...,n, com fun¢do densidade na forma (2.4.1)
e Y1,Y5,....Y, sao n wvaridveis aleatorias independentes com distribuicao de Poisson com
parametro oy, i = 1,2, ...,n, na forma (2.4.14), entao pela proposi¢ao (2), a distribui¢ao de
probabilidades de Ry, Rs, ..., R, no contexto do modelo de Poisson com resposta exponencial
¢ tal que

1 O exp (—ay) ¥
R; ~ Exzponencial —C—ln 1—2—1 ,i=1,2,...,n.

|
R ¥ =0 Yi:

A esperanca e a variancia sao tais que

C
E(R) = - — — e (2.4.15)
In {1 -y —exp(y‘.’?)a”]
;=0 -
2
C
Var (R) = { - v — 5 ,i=1,2..n (2.4.16)
In l1 -3 (el 1

Prova. Pela distribuigao de probabilidades dada em (2.4.14) temos que

exp (—a;) o
)

CY Cy
P(Y;>CY):1—P(Y1'§CY)21—213(}/;:%):1—2

|
4i=0 4i=0 b
e segue a relagao
P(Rl>CR) = P(Y;>Cy)
O exp (—ay) o
e exp(=A\Cy) = 1-— Z —
—o Yi:
Yi
o que implica
1 L exp (—ay) ¥
N=——I|1—-) /1| i=12 ..n 2.4.17
- 2= e

o que resulta imediatamente as expressoes (2.4.15) e (2.4.16).
u

Dessa forma, as funcoes especificas modificadas da familia exponencial do modelo
de Poisson com resposta exponencial sao

bT(Qi)zln{—élnll—iM]},ar(@):l e ¢ (ri, ) =0.

yi=0 yl‘
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2.4.5 Modelo log-normal com resposta exponencial

Nessa secao construimos o modelo log-normal com resposta exponencial. Para ilus-
trar, suponha que Y seja o tempo de recuperagao de individuos acidentados, e que R seja o
tempo diario de exercicios fisioterapicos que o individuo realiza. E admissfvel que a proba-
bilidade de um individuo demorar mais de 6 meses para se recuperar esteja relacionada com
a probabilidade do individuo realizar mais de 30 minutos de exercicios fisioterapicos diarios.

Consideremos, primeiramente, o seguinte resultado. Se Y1,Y5, ..., Y, sdo n variaveis
aleatorias independentes positivas continuas com distribuicao log-normal com parametros
fyi € 0%, 1 = 1,2, ....,n, entao log (Y1),log (Y2),...,log (¥;,) sao n varidveis aleatdrias inde-
pendentes com distribuigao normal com parametros jiy;, ¢ = 1,2,...,n, e variancia o%.

Corolario 2.4.5 Se Ry, R,, ..., R,, sdo n varidveis aleatorias independentes com distribuicao
original exponencial de parametro \;, i = 1,2,...,m, com densidade expressa em (2.4.1) e
Y1,Ys, ..., Y, sao n varidveis aleatorias independentes com distribuicao original log-normal
com pardametros py; e oy, i = 1,2,....,n, entdo pela proposicio (2), a distribuicio de proba-
bilidades de Ry, Ro, ..., R, no contexto do modelo log-normal com resposta exponencial é tal

que
1 i —1
R; ~ Exponencial {—C—ln {@y <Lg(6’y))1 } ,1=1,2,...,n.
R

g

A esperanca e a variancia sao tais que

E(R) = — Cr e (2.4.18)

o ()]

Var (R;) = { — Cr Li=1,2,...,n. (2.4.19)

In [CDY (urlog(CY) ) }

Prova. Pela relagao proposta em (2.2.1) segue que

P(R1>CR) = P(Y;>Cy>
exp (—\Cr) = @y (M) :

o
o que implica

CR o

e segue imediatamente os resultados em (2.4.18) e (2.4.19).

1 1
A= ——In {cby (Lg(cy)ﬂ i=1,2,...n,

Dessa maneira, as funcoes especificas modificadas da familia exponencial do modelo
log-normal com resposta exponencial sao

br(ei):ln{—ciln{CDy(M)}}, a (6)=1 e ¢ (ri,¢)=0.

R g
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2.4.6 Funcao de verossimilhanca para os modelos propostos com resposta ex-
ponencial

Considere rq,ry, ..., 1, realizacoes das variaveis aleatorias Ry, R, ..., Ry € Y1, Y2, s Yn
realizacoes das varidveis Y7, Ys, ..., Y,,. A funcao de verossimilhanca para os modelos desen-
volvidos com resposta normal, segundo a proposigao (2), em que r = (11,79, ..., rn)T, é da
seguinte forma

n n 1] x [ih;]"/Cr
L(ﬁ|r):H{—1 i OL%] } (2.4.20)

Assim como nos modelos com resposta normal, cada um dos possiveis modelos de
regressao com resposta exponencial assume uma expressao para o termo v; em (2.4.20),
conforme a Tabela 2.4.6.

Tabela 2.4.6. Expressoes do termo v; para os modelos de regressao.
Logistico W =m =g (XZT,B) ,1=1,2,....n.
Normal v, = Fy (’”_UCY) ,i=1,2,...,n, em que y; =x! 3.

Geométrico v; = (1 —pi)CY+1 ,i=1,2,...,n,em que p; = g " (XZTﬁ)

e (=XA)AVE

Poisson vi=1-— > %, 1=1,2,...,n, em que \; = exp (XZT,@)
;=0 B

Log-normal ; = (IDI_{I ’V(Dy (%Yg(cﬂﬂ ,i=1,2,...,n, em que py; = x! 3.

2.5 O modelo de regressao logistica com distribuicoes diversas
para a variavel resposta
Nessa secao apresentamos o modelo de regressao logistica com resposta de origem
usando duas distribuicoes discretas pertencentes a familia exponencial, geométrica e de

Poisson, no contexto dos modelos lineares generalizados e, também, o modelo normal con-
siderando uma estrutura heteroscedastica multiplicativa.

2.5.1 Modelo de regressao logistica com resposta geométrica

Consideremos n varidaveis aleatérias Ry, Rs, ..., R,, independentes seguindo uma dis-
tribuicdo geométrica com parametro p;, isto é, R; ~ Geométrica (p;), i = 1,2, ...,n, tal que
sua distribuicao de probabilidades seja

= exp{ln(p;) +rIn(1—p;)}, i=1,2,..,ner;,=0,1,2,...,
sendo r; = 0,1,2,... o nimero de fracassos até a ocorréncia do primeiro sucesso em que
E(R;) = (1-p)/pi
Var (Ri) = (1—p) /0.

Fazendo 0; = In (1 — p;) e ¢; = 1, temos que a expressao (2.5.1) fornece as seguintes
funcoes especificas na forma da familia exponencial

be(0) = — [l —exp (6)];  ar(d) =1 (ri, @) = 0.
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Proposicao 3 Considere n varidveis aleatorias independentes Ry, Rs, ..., R, tal que R; ~
Geometrica (p;), i = 1,2, ...,n, com distribuicao de probabilidades na forma (2.5.1), e con-
sidere outro conjunto de n varidveis aleatorias independentes Yy, Ys, ..., Y, com distribuicao
de probabilidade de Bernoulli, isto é, Y; ~ Bernoulli (m;), i = 1,2,...,n. Sequndo a relagao
dada em (2.2.1), incorporando a informacao da varidvel resposta geométrica no ajuste de Y;
temos que a distribuicao de probabilidades de R; € tal que

R; ~ Geométriea{l - [g_l (XIT,B)} ﬁ}
Prova. Temos primeiramente que, com relagao as variaveis aleatérias binarias Y,
P(Y;>Cy)=P ;>0)=PY,=1)=m=g"(x;B),
e com relacao as variaveis aleatorias R; que
P(R;>Cg) = 1—P(R;<CR))
= 1-[P(Ri=0+P(R,=1)+...+ P(R;, =Cpg)]
= 1- [pi 1=p)" +p (L—p) +p: (1 —p)* + o+ (1= )"

- (1 _pi)cRH q
- 1‘“[ T—p)—1 ]

e assim
P(Ri>Cg)=(1—-p)™", i=12 .,n

Dessa maneira, a partir da relagdo dada em (2.2.1) segue que
P(R;>Cgr) = P(Y;>0)
(1—p)™tt = ¢! (x; B)

)

e finalmente temos que

pi=1-[g7' (xTB)] 77 ,i=1,2 .,n. (2.5.2)
| ]

Dessa maneira as fungoes especificas da familia exponencial, em que temos o modelo
logistico com resposta geométrica, ficam modificadas da seguinte forma

be(0) =t [1=[g7 (B ], an(@) =1 e e (rid) =0,

e a densidade de R; fica assim definida por meio das funcoes especificas modificadas com a
incorporacao da variavel resposta da seguinte forma

190 e {2 O oy i)

A esperanca é dada por

Eam=m=6wo=ﬁ§§%5, (2.5.3)
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que, recordando que o parametro canonico é expresso por §; = In(1 —p;) e, a partir de
(2.5.2) temos

o (xI'B)] 7w+

E(Rl) = T ,i: 1,2,...,7’1,.
1—[g7" (x{ B)]°r T
A variancia, por sua vez, é dada por
d 1 1
Var (R) =V () (6) = J5'a: (6) =" (6) i (6), (2:5.4)
e como a; (¢) = 1 segue que
dpi — exp(6;)

Var (Rz) = V(Mi) - dob; B m7

e finalmente

o (xIB)] ¥
(1=l Ty |

Dessa forma, a partir de (2.5.2), a fungdo de verossimilhanga de Ry, R, ..., R, é

Var (R;) = 5. 1=1,2,...,n

expressa por

L@ =T {1- [ 687} ot (B} n=n12.

e o logaritmo da funcao de verossimilhanca é tal que

1(B]r)= Zln{l— —1(T5)}CR+1} il(CRr;l)ln[g_l(xZﬂ)],ri:O,l,Q,...

(2.5.5)

2.5.2 Escores para o modelo logistico com resposta geométrica

Nessa Se¢ao desenvolvemos os escores para o modelo logistico com resposta geométrica.
Considerando a func¢ao de log-verossimilhanca dada em (2.5.5) e usando os resultados de
funcoes derivadas expostas no Apéndice C, as equagoes escore sao tais que

ol(B | r)
oJoy
Na forma da familia exponencial temos a; (¢) = 1 e os termos
a1
97" (i B)] o
1 27
{1- 19~ x78)7 |

=0,7=0,1,2,...p.

duz
db;

V() = =Var(R;) = (2.5.6)

dn [ )] :
- b7
dni— dBEB) | 1—[g (xFB)) T .

o~ ()]

= i=1,2,..n.

(Crt D1+ ep (IO {1 -l ()}
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Portanto, o escore, a partir de (2.5.6) e (2.5.7) é dada por

1
( Tﬁ)] TR+l P
Uj; = b =0,7=0,1,2,...,p
Z [g— (xr@)ewet | (Cr+1)[1+exp(x/B)]
Para o modelo logistico com resposta geométrica a matriz observada de informacao
de Fisher J com dimensao (p+ 1) x (p+ 1), é dada por

Jﬁoﬁo ‘],3051 Jﬁoﬁp
Joo = | Tmse Jms o T
B8 — : : .. . ’
Tuso Jesn o ooy
cujos elementos sao dados por
_ 9%(B]r)
o It O {1 - o () O e () - [~ (1)
= _1 2
- (C’R+1)2[1+exp( 18)* {1 [o (T B)) 7 )
g T exp (x/ ) 2
- 2 (ensi 7g)2" Y
S \CrRT L Lt exp (x]B)]
S 2Bl
BiBk — aﬂj@ﬁk
g ™ (7)) {1 - 1™ (7)1 e Do (678) - [0 7))
= _1 2
(Cr+ 1) [1+exp (x'8)) {1~ [ (xIB)] 77" }
X LijLik

_ n T exp (X;fg) .
;(CR+1> [1+6Xp (erﬁ)]2x”x2k7

paraj =0,1,2,...pe k # j.

2.5.3 Modelo de regressao logistica com resposta Poisson

Consideremos n variaveis aleatérias Ry, Ro, ..., R, independentes seguindo uma dis-
tribuicao de Poisson com parametro \;, isto é, R; ~ Poisson (\;), i = 1,2, ..., n, tal que sua
distribuicao de probabilidades seja

exp (— A\’
PR, =1;) = p(—'Z)’ (2.5.8)
T

= exp{r;ln(N) =N —In(r)},i=1,2,...,ner, =0,1,2,..,
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Fazendo 0; = In()\;) e ¢ = 1 temos as seguintes fungdes especificas na forma da
familia exponencial

by (0;)) =exp(6;), a-(p)=1 e ¢ (ri,0)=—In(r!).

Proposicao 4 Considere n varidveis aleatorias independentes Ry, Ro, ..., R, tal que R; ~
Poisson (\;), i =1,2,...,n, com distribuicdo de probabilidades na forma (2.5.8), e considere
outro conjunto de n varidveis aleatorias independentes Y1,Ys, ..., Y, com distribuicao de pro-
babilidade de Bernoulli, isto €, Y; ~ Bernoulli(m;), i = 1,2,...,n. Segundo a rela¢ao dada
em (2.2.1), incorporando a informagdo da varidvel resposta Poisson no ajuste de Y; temos
R; tem distribuicao de Poisson cujo parametro \; € a solu¢ao da equacdo

Cr r;
Z exp (—)\Z)AZ —1_ g_l (XZTIB) '

;!
'I’i:O ’

Em particular, se Cr =0, temos
R; ~ Poisson {ln [1 ~+ exp (XzTB)} } )
Prova. Sabemos que, com relagao as variaveis binarias Y; temos
PY,>Cy)=PY;>0)=PY,=1)=m=g"(x/8),
e com relacao as variaveis aleatorias R; que

Cr ox (_)\))\n
P(Ri>CR):1—P(RZ-g@);pZM_

7!
r;=0 v

A partir da relagao (2.2.1) temos que

P(RZ>CR) = P(YZ>Oy)

Cr T
1Y CREMN ),

|
7'7;:0 T@-

e assim temos a seguinte relacao para o modelo de regressao logistica com resposta Poisson

Cr r;
Z exp (=) A; g (TB).

r;!
r;=0 ¢

Dessa maneira nao ha uma forma explicita para o parametro A;, a menos que C'r = 0,
e segue que trata-se da seguinte solugao

1 .
exp(—\)=1—g" (XZT,B) = T+ op (T B)] 1=1,2,...,n.
Neste caso temos
Ai=—In[l—g7" (x{B)] =ln[l+exp (x{B)],i =12 ..n, (2.5.9)

R; ~ Poisson {ln [1 + exp (szﬂ)] } .
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A as funcgoes especificas da familia exponencial, para o caso em que temos o modelo
de regressao logistica com resposta Poisson, ficam modificadas da seguinte forma

b, (0;) = —ln{l — [g_l (XZTﬁ)]}, a, (¢;)) =1; ¢ (ri,0) = —1In(ry!),

e a densidade de R; fica assim definida por meio das fungoes especificas modificadas com a
incorporacao da variavel resposta da seguinte forma

PR, = 1) = exp {ritn {In [1 +exp (</8)]} ~In [1 +xp (</8)] ~In ()}

com

E(R)=Var(R)=X=m[l+exp(x;08)],i=12,..,n

Dessa forma a fungao de verossimilhanca de Ri, Rs, ..., R,, a partir da proposicao
(4) ¢

n

L(B|r)= H% {—111 [1 —qg! (X;‘F,B)] }” [1 —qg ! (x;[ﬂ)} ,ri=0,1,2, ...

i=1 v

e o logaritmo da funcao de verossimilhanca é tal que

L(B]r) = Zln( )+Zmn (x/8)] }—i—Zln [1—97' (x/B)]. (2.5.10)

2.5.4 Escores para o modelo de regressao logistica com resposta Poisson

Nessa Secao desenvolvemos a inferéncia sobre o modelo logistico com resposta Pois-
son. Considerando a fungao de log-verossimilhanga dada em (2.5.10) e usando os resultados
de funcoes derivadas expostas no Apéndice C, os escores sao tais que

oL(B |r)

=0,7=0,1,2,...p. 2.5.11
dB; ( )
Considerando as fungoes especificas da familia exponencial e como a, (¢) = 1 segue
que
dps;
V(i) = dg =Var(R;) =In[1+exp (XZT,B)] ,
e

dupi 1 1oy eXp(erﬁ)
w0 ) S e Tay

temos que (2.5.11) é dado por

1=1,2,....n,

3 (B |
=1 )
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Para o modelo logistico com resposta Poisson, considerando a constante C' = 0, a
matriz observada de informagao de Fisher J com dimensao (p + 1) x (p + 1), é dada por

JBOBO Jﬁoﬂ1 s Jﬁoﬁp
. J,3150 ‘]51,31 s Jﬁlﬁp

Jps = : : .. : ’
Jﬁpﬂo Jﬁpﬁl tee Jﬁpﬁp

cujos elementos sao dados por
P*1(B |r) {I+nfg" ([ B)]exp (x/B)} > §~_riep(x/B)
Jag = @ = Lij — Lij
i Z Z Tl (8] [+ (CBIF 25 e (TB)T
0’lL(B|r) _ . {1 + In [g 1 (X [3)] exp (XZTB)} e " T; €Xp (XZTB)
ey ) >

J . — 7 1, 1
BB 9B, Br {ln [g_l (x 3 ] [1 + exp( ;_p/B)] }2 ik — [1 + exp (x;f/@)]z
X TijTik,

para j=0,1,2,...pek # j.

2.5.5 Modelo de regressao logistica com resposta normal em uma estrutura
heteroscedastica

Para garantir a eficiencia e a qualidade dos estimadores, no contexto da teoria
classica dos modelos de regressao, uma das suposicoes iniciais é que os erros seguem uma
distribuicao normal com variancia constante. Quando isso nao ocorre, os erros sao het-
eroscedasticos. Em algumas situagoes é possivel alcancar a hipdtese de homoscedastici-
dade através de transformacgoes na varidvel resposta (Box e Cox, 1964). Porém, como isso
nem sempre é possivel ou viavel, torna-se preferivel considerar uma anélise com modelagem
explicita da variancia, que pode ser desenvolvida incluindo possiveis explicacoes da hetero-
geneidade da variancia por meio de covariaveis.

Nessa secao supomos que a variavel resposta segue originalmente uma distribuicao
normal, isto é, Ry, Ry, ..., R, sdo n varidveis aleatérias independentes com distribuigao N (u;, 02),
1 =1,2,...,n, com fungao densidade dada por

1 1
f (il pio}) = —Qexp{ 2( MZ)Q} (2.5.12)
2mo; 20

1 :U’z 1 T’L'Q 2 .
— eXp{UZ (mm 5 ) -3 [U—ZQ +In(2707)| p,i=1,2,...,n,

fornecendo as seguintes fungoes especificas, com 6; = p; e ¢; = ¢/w; = o2, da forma

2
b (0) = 11/ ar (6) = d/wi =0F; (1, 0) = —% [% +In (%o?)] .

)

Quando temos uma situagao de heterogeneidade é conveniente assumir a variancia
como uma fun¢ao de uma ou mais varidveis regressoras, ou seja,

0'3 e ¢1 = ¢/wl = h(V,“")/)7 ’L = 1’27...,n

, - e T .
em que h é uma funcdo das covaridveis v; = (v;1, V2, ..., V)" € do vetor de parametros de
~ T .
regressao y = (71,2, ..., Vp) associados ao modelo, tal que h (v;,y) > 0.
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Proposicao 5 Se Ry, Ry, ..., R, sdo n varidveis aleatorias independentes com distribui¢ao
2

original N (p;,07),1=1,2,...,n, e Y1,Ys, ..., Y, sdo n varidveis aleatorias independentes com

distribuicao de Bernoulli com pardametro w; = g~ * (XiTB), 1=1,2,...,n, entao, pela relacao
dada em (2.2.1), a distribui¢ao de probabilidades de Ry, Ry, ..., R, no contexto do modelo
logistico com resposta normal considerando uma estrutura heterosceddstica é tal que

Ri ~ N{ h (Vi77>q)71 [gil (Xfﬁ)} + CRJ h (Vhf}/)} ’ L= 17 27 ey T
Prova. Com relagao as variaveis binarias Y; sabemos que
PY;>Cy)=PYi>0)=Pi=1)=m=g"(x{B),

e com relacao as variaveis aleatdrias R; que
Cr —

:p[mml :q)(M),
h(vi, ) h(vi, ) h(vi, )

em que Z; é uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao. Usando a relagao dada

em (2.2.1) segue que
P<R1>CR> = P<Y;>Cy),

pi — Cr -1 (T

o L) = g («Tp).
o que implica em

pi = B (R;) = \/h(vi,y)®! [g_l (XT,B)] +Cr,i=1,2,...,n, (2.5.13)

[ ]

Temos, entao, que pu; coincide com o parametro candnico #; e dessa maneira, as
funcgoes especificas da familia exponencial, para o caso em que temos o modelo de regressao
logistica com resposta normal considerando estrutura heteroscedéstica, ficam modificadas
da seguinte forma
{ h(vi,v)@ ' g7 (x]B)] + 03}2

2
ar (¢i) = ¢/wi=h(vi,7)
e (ri, @) = 1 {Lv%n (2mh (v; 'y))}
e 2 | h(vi,™) v '

A densidade de R; fica, assim, definida por meio das funcoes especificas modifi-

cadas com a incorporagao da variavel resposta, na forma da familia exponencial, da seguinte

maneira
f(ri | /8707 /\)
! 2
1 (VA G2+ Cr)
= e iy | (VAR Cr) - 2
1 i r?
_5 _m + In (27Th (VZ',"Y)):| } y
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em que v; = 1 [gfl (XZT/B)} parai=1,2,...,n.
Considerando 71, rs, ..., 1, realizacoes das variaveis Ry, R», ..., R, independentes com
distribuigao dada pela proposicao (5), a funcao de log-verossimilhanca para 3 e o2, com

r = (rq,rs,...,ry), pode ser escrita como

1(B,0%|r) = —gln(%r)—%zm[h(vi,'y)] (2.5.14)

1 & [ VAP o () - ]
> h(vir) |

Um caso particular, adotado nesse trabalho, para a estrutura heteroscedastica é

h(vi,y) =exp (viv) =07, i=12...n, (2.5.15)

denominado de estrutura heteroscedastica multiplicativa, em que a variancia da variavel res-
posta normal é proporcional a uma poténcia desconhecida de uma das variaveis explicativas.
Se reescrevermos v = (In (0?) , N e vl = (1,In (z;))", obtemos

Var (R)) = 0?2 = o2}, i=1,2,...,n, (2.5.16)

em que o parametro A representa o grau ou o nivel de heteroscedasticidade, z; ¢ uma das
varidveis explicativas ou regressoras do modelo e 02 é um parametro desconhecido e comum
a todas as variancias, também interpretada como a variancia de R quando A = 0. Neste caso
a distribuicao de R; é dada por

R, ~ N {ax;\ﬂ@_l [g_l (XIT,B)} + C’R;azxf‘} ,i=1,2,...,n, (2.5.17)

e (2.5.14) fica definida como

1(B,0% A 1) = —gln(zn)—ﬁln(oﬂ)—— In (z;) (2.5.18)

1 i i i
202 Z )

=1 g

Para facilitar a obtencao das equacoes escore para o, A e 3 = (0o, b1, ..., Bp) a
expressao (2.5.18) pode ser reescrita como

1(B,0%\|r) = —gln(27r)——ln (@%) =53 I (x) (2.5.19)

em que

exp (x?ﬁ)

T | =12, .. 2.5.20

bi=0 g (x/B)] =
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2.5.6 Escores do modelo logistico com resposta normal considerando uma es-
trutura heteroscedastica

Nessa secao desenvolvemos a inferéncia sobre o modelo logistico com resposta nor-
mal em uma estrutura heteroscedastica. Apresentamos as equagoes escore para o, A e
B = (bo, b1, ..., B,) obtidas de resultados de fungoes derivadas apresentadas no Apéndice
C. Considere [ (3,02 X | r) a fungao de log-verossimilhanga, dada em (2.5.19), os escores sao
tais que

olL(B,0% X |r)
Jo

3l(6,02,Mr)_0, ol(B,0*\|r)
) o

Os estimadores de maxima verossimilhanca podem ser obtidos pela maximizacao
direta de (2.5.19) por meio do algoritmo BFGS. Verificadas certas condigbes de regular-

idade, a distribui¢ao assintética de /n <§ — 9) ¢ uma distribuicao normal multivariada
Npis (9,[(0)71), em que [ (0)71 ¢ a matriz inversa de informacao, que pode ser aproxi-
mada pela matriz de informagcao observada de Fisher, J (0). Os elementos do vetor escore
sao tais que

ol (B,0%, X\ | 1) bi (ri — Cr)
Do - T3 Z o Z TR (2.5.21)

ol (/870'27 A | I‘) 1 1 n (TZ‘ . O )2 In (xz) 1 n (Ti _C >¢Z In (xz)
B\ = ——Zln($i)+202z };l)\ —%Z I;/\/2

i=1 i=1 i=1 [

AB,o2|r) 1 (n—CR_ ) 1L exp(xfp)
s Z{/ s v }f{%}mexmxf i

(2

em que f é a funcao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria normal padrao
no ponto ¢; =&~ [¢7' (xI'B)],i=1,2,..,nej=0,1,..p.

Com relagao a equagao escore dada em (2.5.21), o estimador de méxima verossimi-
lhanga o, para o, dados 3 = (B, b1, ..., Bp) € A, tem forma analitica e é tal que

1/2

Z¢Z i {Z ei (r ’)\/QCR } 4 4n Z (2.5.22)

em que ¢; = 7 [g7 (xIB)],i=1,2,..,n
Para o modelo logistico com resposta normal em uma estrutura heteroscedastica

multiplicativa, a matriz de informagao observada de Fisher, J, com dimensdo (p+ 3) X
(p+ 3), dada por

Jﬁoﬁo Jﬁoﬁ1 s Jﬁoﬁp ‘]/300 J,B())\
Jﬁlﬁo Jﬁl,@l s Jﬁlﬁp Jﬁlﬁ J/5'1)\
J= ,
Jﬁpﬁo ‘]ﬁpﬁl s Jﬁpﬁp Jﬂp" Jﬁp)‘
A N S A
Jkﬁo J)\B1 . J/\gp Do
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cujos elementos sao dados por

Sl BBy e,
o 0 1+ exp (T B) f{wi}
[ mow Tt (i — ) [1—exp (x7B) L2
ot ox)f{w}  ox)? |[1tew(B)|  [I+exp(xB) [
LBty e
B, B 0800k, 1+ exp (xXB)° F{wi} !
y I (ri — Ckr) %Xj} (ri —Cr) |1 —exp (x{B) + 2t
axlw ax?/Qf {¥i} aﬂc,m 1 +exp (x{ B) [1+exp(x/B)] [
U(B.* A|x) _n 3 (ri—Cp) Yielri — Cn)
Jo'o' = 80'2 :;_04; xi\R 0_32 )\/2 R )
BN ) L K= Cr) (@) | 1 s (ri = Cr) i [In ()]
S = N2 T 942 ; ) T 20 z} 2%?\/2 ’
9?1 (B,0%, X\ | r) 1 (ri—Cr)’In — Cr) ¥iln (z:)
Jo’)\ = RGN = _; Zl };Z)\ 202 Z R)\/Q )
_ B r) 1~ (ri—Cr)
ho T Toan AL gy v C
L BB 1= Colnl)
o a)\aﬁj — 20 — l'j\/zf {¢l} R

para j=0,1,....pe j # k.

2.6 Diagnoésticos para o modelo com resposta de origem

O conhecimento a respeito da relacao entre as diversas variaveis envolvidas em um
problema real, em muitas vezes, é limitado. Uma vez que os valores observados de tais
variaveis podem e devem ser encarados como resultados de um experimento aleatério, entao
assumimos um modelo matematico por meio do qual as varidveis estejam relacionadas, como
um processo que gerou os dados. Entretanto, uma fase necesséria da analise de regressao é
a validacao do modelo, ja que tal é uma aproximagao da realidade. Dessa forma, a andlise
de diagnostico avalia a qualidade dessa aproximacao.

Nesse sentido, ha o interesse em verificar e avaliar possiveis afastamentos das su-
posicoes assumidas para o modelo, como por exemplo, a distribuicao de probabilidades dos
dados observados. Sob outro aspecto também ha o interesse em verificar a robustez do mo-
delo sob determinadas perturbacoes nas formulagoes iniciais, com o objetivo de avaliar a
estabilidade dos resultados inferenciais obtidos. Caso pequenas perturbacoes na construgao
original do modelo produzam resultados significativamente diferentes, entao o modelo é con-
siderado nao robusto.

Neste contexto destacamos a distancia de Cook (1977), as matrizes de alavancagem
e as medidas de influéncia local. A expressao pontos de alavanca se da ao fato de tais pontos
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exercerem uma influencia desproporcional ao proprio valor ajustado. Para o caso dos modelos
lineares a medida de alavancagem esta associada a matriz de projecao da solucao de minimos
quadrados da regressao linear de Y contra X, dada por H = X (XTX)_1 XT (Hoaglin e
Welsh, 1978). De forma geral, como destacaram alguns autores, tais como Yoshizoe (1991),
St. Laurent e Cook (1992), entre outros, uma medida de alavancagem deve refletir mais
diretamente a influencia de Y; ao préprio valor ajustado.

A distancia de Cook (1977) tem como objetivo medir o impacto de uma observagao
particular nas estimativas dos coeficientes de regressao a partir da exclusao do conjunto de
dados, verificando assim a interferéncia em resultados inferenciais.

2.6.1 Residuos padronizados para a variavel de interesse

Nessa Secao apresentamos os residuos para resposta de interesse Y;. Uma etapa
inicial da andlise de diagnéstico é a analise de residuos a fim de detectar pontos mal ajus-
tados ou aberrantes (outliers) e verificar indicios de afastamentos das suposigoes sobre o
modelo em questao, como também verificar a adequacao da distribuicao de probabilidades
proposta para a variavel resposta. Tal etapa pode se basear nos residuos ordindrios e suas
possiveis padronizacoes como também nos residuos construidos a partir dos componentes
da fungao desvio (McCullagh e Nelder, 1989) comumente utilizados em modelos lineares
generalizados. Neste trabalho os preditos }A/Z sao as esperancas estimadas E (Y;), segundo
os coeficientes de regressao estimados pelo modelo com resposta de origem. Dessa forma os
residuos padronizados sao expressos por

Var (Y;)

A tabela 2.6.1 apresenta um resumo dos dos modelos de regressao e seus preditos
Y= E(Y;).
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Tabela 2.6.1. Quadro resumo dos modelos de regressdo e seus preditos.

Resposta de Resposta de Parametro Parametro Predito
interesse Y; origem R; em R; em Y; Y; = E(Y;)
Logistico Normal w; =od 1 [m;] + Cgr m =gt (x]B) Y =g1 (x?ﬁ)
~ N1-1
Exponencial Normal p; = o® exp (—=\;Cy)] +Cr Ai = exp (x?ﬂ) Y, = {exp (x?ﬁ)]
Lognormal Normal ni = 0R<I>I_{1 [@y (%Yg(c’/))] + Cgr nyi = x?ﬁ }A’, = x?,@
~ N1-1
Geométrico Normal i = o®1 [(1 - pi)CY+1] +Cr pi=g ' (xI'B) Y= {exp (xfﬁ)]
. 1 Cy, exp(—A;)AYi T S TA
Poisson Normal pi=oc® 1 |1- > — |t Cr X =exp (x]8) Y, = exp (xi ,8)
yi=0 .
Logistico Exponencial i = —% mi =g (xIB) Y, =g1 (szﬁ)
Normal Exponencial Ai = —é In [<I>y (@)] Wi = xiTﬂ 571 = szﬁ
Lognormal Exponencial Ai = 70713 In I:‘I)y (%MH Wi = xiTﬁ 371 = xZTﬁ
G fpos . 1 Cy+1 —1 (4T v r3\]7!
eométrico Exponencial i = ~Tr In [(1 — i) ] pi=g (xi ﬂ) Y; = {exp (Xi ,3)]
1 Cy CXp(—a‘)oz"’.Ji = ~
Poisson Exponencial A= e In|1-— > # a; = exp (sz,G) Y; = exp (xlTﬁ)
v =0 v
_1 ~ ~
Logistico Geométrica pi=1—[m]CrH! m =g ! (xZT,@) Y, =g ! (x?ﬂ)
Logistico Poisson Ai = —In[l — m) m =gt (x]B) Y, =g! (x?ﬁ)
Logistico ~ Normal Hetero i =~/h(vi,7)® 1 [m] +Cr m =g (xIB) Y, =g1 (xfﬁ)
1 - R
Logistico GZ1 pi=1-— [li—’w] OrHl m =gt (xIB) Y, =g ! (szﬁ)

2.6.2 Pontos influentes

Nesta secao abordamos a performance do ajuste dos modelos por meio da deteccao e
delecao de observagoes influentes. Considerando a matriz de projegao, ou também chamada
de matriz “chapéu” dada por

H-=X (X™X) ' X7,
temos que o i-ésimo elemento da diagonal de H é dado por

0<hy =X, (X™X)"' X <1,i=1,2,...m,

e é usado para determinar se o i-ésimo ponto amostral é influente, com relacao a X, ou seja,
¢ uma medida de distancia entre o X; e o valor central de todos os outros casos. Valores de
h;; proximos de zero indicam que o ponto amostral nao é outlier ou influente. Valores de hy;
proximos de um indicam que o ponto é influente.

Consideramos como pontos influentes todos os pontos tais que

n n

)

em que p € o niumero de coeficientes de regressao no modelo considerado.
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2.6.3 Teste de hipdéteses para os coeficientes de regressao dos modelos com
resposta de origem normal

Frequentemente ha o interesse em testar se um modelo mais simples, isto é, com
menos parametros, ¢ adequado. Em outras palavras, hé o interesse em verificar se algumas
das covariaveis Xy, X, ..., X}, podem ser retiradas do modelo. A formulacao da hipétese pode
ser expressa por

Hy : Bo=p1=..=p,=0,contra

H, : pelo menos um dos parametros S, £, ..., 8, nao ¢ nulo.

A estatistica da razao de verossimilhancas para testar Hy é

Ery = 2{logL <§;r> —log L (ﬁ;r)},
0 ~0

em que 8 = (B ,30> sao, respectivamente, as estimativas de maxima verossimilhanca de
B e o sob a hipdtese Hy, ou seja, as estimativas obtidas no ajuste do modelo reduzido, no
qual ndo estao incluidas determinada(s) covaridvel(eis). Substituindo ,@0 e 0¥ em (2.3.11)
obtemos log L ([9\0; r). O termo log L (5, I‘> ¢ obtido substituindo em (2.3.11) as estimativas

de maxima verossimilhanca de 3 e o, ,@ e 0, resultantes do ajuste do modelo completo, ou
seja, com todas as covariaveis. Assintoticamente, sob a hipdtese Hy, a estatistica {ry segue
distribuicao qui-quadrado com p—q graus de liberdade, em que p—¢q é o niimero de parametros
considerados no modelo com resposta normal.

Observagao: Para os modelos com resposta exponencial, o procedimento é analogo
fazendo 50 = ,@O .
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3 Tlustracao com dados artificiais

3.1 Introducao

Para ilustrar a metodologia apresentamos neste capitulo um estudo de simulagao
para alguns modelos propostos. Comparamos as estimativas obtidas dos parametros de
regressao com as estimativas do modelo de regressao usual considerado. Tal estudo de simu-
lacao envolve o modelo de regressao logistica com resposta de origem seguindo distribuigao
normal, log-normal, exponencial, normal em um estrutura heteroscedastica multiplicativa,
geométrica e de Poisson. Também apresentamos um estudo com o modelo de regressao
geométrica com resposta normal e exponencial. Diversas métricas foram comparadas tais
como o vicio, erro padrao e erro quadratico médio simulados e a medida de eficiéncia ado-
tada por Suissa e Blais (1995), que se trata do quociente entre o erro quadrético médio das
estimativas dos parametros do modelo com resposta de origem e o erro quadratico médio das
estimativas dos parametros do modelo logistico usual. O desempenho dos estimadores do
modelo logistico com a informagao de origem é invariavelmente melhor que o modelo usual
no que se refere a tais métricas. Além disso, o estudo de simulagao segundo os modelos pro-
postos apresentam probabilidades de cobertura dos intervalos de confianga dos parametros
mais préoximas do real considerando os casos nominais 90%, 95% e 99%. Aspectos sobre
diagnésticos de ajuste e andlise de residuos também sao apresentados.

3.2 Uma revisao sobre o estudo de simulacao de Suissa e Blais
(1995)

Suissa e Blais (1995) realizaram um estudo de simulagao, reproduzido posteriormente
por Aradjo (2002), para estudar a eficiéncia dos estimadores dos coeficientes de regressao 3y
e (1 segundo o método proposto, isto ¢é, incorporando a informacao da distribuicao original
da variavel resposta, considerando os modelos normal e log-normal. Tal estudo considerou
apenas uma variavel explicativa X que assumiu os valores 0, 1, 2, 3 e 4. Foram considerados
tamanhos amostrais n = 20, 30, 50 e 100 e geradas 100 amostras de tamanho n. A variavel
resposta R foi gerada da distribui¢ao normal com média p = o®~! [g7 (By + 51 X)] + Cgr e
variancia conhecida 0? = 1, em que diferentes valores para Cp foram fixados, de tal forma
que, no ponto X = 2 ocorresse Cr = E (R), Cr = E(R) + 0,67, Cp = E(R) +1 ou Cy =
E (R)+1,25. Para o caso de dados simulados as estimativas de maxima verossimilhanga dos
parametros do modelo foram de 25% a 85% mais eficientes que os estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros do modelo logistico usual.

3.3 Estudo de simulacao para o modelo de regressao logistica se-
gundo a familia de regressao proposta
Nessa Secao analisamos o desempenho das estimativas do modelo logistico com
resposta de origem por meio de um estudo com dados artificiais e comparamos com o desem-

penho do modelo de regressao logistica usual. Como fase preliminar realizamos este estudo
para os modelos normal e log-normal apresentados por Suissa e Blais (1995) considerando
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trés variaveis explicativas. Consideramos os tamanhos de amostra n = 50, n = 100, n = 200
en = 500 e geramos 10.000 amostras de tamanho n com o objetivo de monitorar a acuréacia e
a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca de 90%, 95% e 99% de cada um dos
coeficientes de regressao. Tal procedimento foi realizado considerando as variaveis respostas
normal, log-normal, exponencial, normal considerando uma estrutura de heteroscedastici-
dade multiplicativa, geométrico e Poisson. Particularmente para o modelo logistico com
resposta discreta geométrica adotamos a constante Cr = 0. Em diversas situacoes praticas
ha o interesse na constante C'r = 0 como, por exemplo:

e Numero de defeitos que um determinado item apresenta numa linha de producao.
Basta que o item apresente um tnico defeito e o0 mesmo é considerado improéprio para
o consumo. Entao Y; =1se R; =1,2,3,...eY; =0se R, =0.

e Numero de caries dentarias que o individuo apresenta. Basta que tenha uma tinica carie

para que seja necessario o seu tratamento, isto é, para que se configure em “sucesso”,
Y, =1

e Numero de dias entre o pagamento da fatura do cartao de crédito e seu vencimento. Em
geral, se o cliente realizar o pagamento minimo da fatura do cartao em no maximo 60
dias ele é considerado adimplente e, num periodo maior do que 60 dias ele é considerado
inadimplente. Desta forma Y; =1 se R; > 60 dias e Y; = 0 se R; < 60 dias.

Para cada um dos casos estudados a seguir, as Tabelas de resultados apresentam as
seguintes métricas de avaliacao:

Estimativa: denota a média obtida das estimativas dos coeficientes de regressao,
segundo ambos os modelos, considerando todas as 10.000 amostras geradas.

EP: denota a média obtida do erro-padrao, segundo ambos os modelos, considerando
todas as 10.000 amostras geradas.

90%, 95% e 99% denotam respectivamente a probabilidade de cobertura nominal
para cada parametro de ambos os modelos.

Eficiéncia: é o quociente entre o erro-quadratico-médio das estimativas dos parametros
do modelo com resposta de origem e o erro-quadratico-médio das estimativas dos parametros
do modelo logistico usual. Quando a eficiéncia assume um valor menor que 1 entao o primeiro
¢ menor que o segundo.

O algoritmo usado foi o BFGS, cujos valores iniciais para os coeficientes de regressao
sao as estimativas obtidas segundo o modelo logistico usual.

3.4 Modelo de regressao logistica com resposta normal

Nesta se¢ao vamos analisar a performance do modelo logistico com resposta normal
e, assim, estudar a eficiéncia das estimativas dos coeficientes de regressao 8 = (5o, 51, P2, 53)
por meio de um estudo com dados artificiais. Para a geracao dos dados supomos trés variaveis
explicativas da seguinte forma:

Xy ~ N (5;1); Xip ~ N (10;4); Xs3 ~ N (20;16); R; ~ N (p;,07%),
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com o = 1.000 e
p; =o®! [9_1 (Bo + Brxin + Paowig + 53951‘3)} +Cr,1=1,2,...,n.

Os valores atribuidos para o vetor 3 = (5, 81, 52, B3) para a geragao de pu;, 1 = 1,2,...,n,
foram By = —4,5, f1 = 0,5, B2 = 0,35 e B3 =0,02.

Consideramos o ponto de corte C'r = 11.000, isto é, todos os valores de R; acima de
11.000 foram considerados sucesso, ou seja, tiveram a resposta igual a 1 e todos os valores
de R; com valores abaixo de 11.000 foram considerados fracasso, ou seja, tiveram a resposta
igual a 0.

A Tabela 3.4 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
logistica usual e o modelo de regressao logistica com resposta normal, para cada tamanho
amostral, bem como as métricas de avaliacao.

Tabela 3.4. Estimativas dos parametros para cada modelo e métricas de avaliagao.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo logistico usual (n=>50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90%  95% 99%  Eficiéncia

Bo —4,5 —4,2688 2,4529 92,1 96,3 99,4 —5,5258 4,4295 87,8 93,8 984 0,2936
b1 0,50 0,4765 0,3046 92,5 96,8 99,5 0,6296 0,5130 86,7 92,6 98,0 0,3332
B2 0,35 0,3299 0,1446 92,2 96,5 99,3 0,4141 0,2555 87,6 93,2 98,3 0,3069
B3 0,02 0,0195 0,0728 92,0 96,8 99,6 0,0244 0,1271 87,6 93,0 98,1 0,3272
o 1000 1055,68 127,35 989 994 99,8 - - - - - -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo logistico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —-4,5 —4,4676 1,4889 90,8 954 99,1 —4,7781 2,2681 89,0 94,3 98,8 0,4248
b1 0,50 0,4939 0,1964 90,5 95,3 99,1 0,5356 0,3004 88,5 94,2 98,5 0,4219
Bs 0,35 0,3483  0,0970 90,8 957 994 0,3712 0,1502 88,9 94,1 987  0,4087
Bs 0,02 0,0203  0,0431 90,1 953 99,2 0,0205 0,0630 88,7 938 985 04634
o 1000 1011,21 75,55 95,3 97,4 99,2 - - - - - -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo logistico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90%  95% 99%  Estimativa EP 90%  95%  99%  Eficiéncia

Bo  —4,5 45561 1,1931 90,1 94,8 99,0  —4,6343  1,7827 89,9 94,9 98,8  0,4464
B1 0,50 0,5071 0,1415 90,2 95,2 98,9 0,5183 0,2136 89,1 94,5 98,7 0,4370
B2 0,35 0,3541 0,0680 89,5 94,8 99,0 0,3602 0,1044 89,1 94,4 989 0,4182
Bs 0,02 0,0200  0,0328 89,5 949 989 0,0200  0,0488 89,3 944 98,8  0,4583
o 1000 995,60 50,25 88,0 951 986 — - - - = -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=>500) Modelo logistico usual (n=500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo  —45 —4,5322  0,7477 90,2 94,9 99,0  —4,5502  1,1081 89,9 949 99,1  0,4552
B 0,50 0,5037 0,0867 89,7 95,1 98,9 0,5059 0,1331 90,3 94,8 98,9 04213
B2 035 0,3523 0,0435 90,2 954 99,0 0,3544 0,0658 90,4 952 99,0  0,4419
Bs 0,02 0,0201 0,0202 89,7 947 98,9 0,0199 0,0309 90,1 950 99,1  0,4000
o 1000 996,44 31,54 89,6 948 9838 - - - - - -

Observamos por meio da Tabela 3.4 que o modelo de regressao logistica com a
informagcao da resposta normal produziu estimativas pontuais dos coeficientes mais préximas
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dos valores reais para todos os tamanhos amostrais. O erro padrao obtido foi menor para
todos os parametros produzindo estimativas intervalares com menores amplitudes, ou seja,
mais precisas. Verificamos também que, a medida que o tamanho da amostra aumenta
as estimativas pontuais de ambos os modelos se aproximam e, no entanto, o erro padrao
continua sendo menor para todos os tamanhos de amostra considerados.

Considerando as probabilidades de coberturas obtidas dos intervalos de confianga,
verificamos que para os tamanhos de amostra n = 50 e n = 100 o modelo logistico usual
subestima os trés casos considerados de probabilidade de cobertura (90%, 95% e 99%).
Por outro lado, o modelo logistico com resposta de origem apresentou uma cobertura dos
intervalos mais proximos para todos os casos considerados. A medida que o tamanho da
amostra aumenta (n = 200 e n = 500) a probabilidade de cobertura dos intervalos de
confianca de ambos os modelos se aproximam cada vez mais.

Com relacao a eficiéncia, o erro quadratico médio das estimativas segundo o modelo
logistico com resposta de origem é menor que o erro quadratico médio das estimativas do
modelo logistico usual. O erro quadratico médio das estimativas do modelo com resposta de
origem é de 2,2 a 3,4 vezes menor que o erro quadratico médio das estimativas do modelo
logistico usual.

3.5 Modelo de regressao logistica com resposta log-normal

Nesta secao vamos analisar a performance do modelo logistico com resposta normal
e, assim, estudar a eficiéncia das estimativas dos coeficientes de regressao 8 = (5o, 51, B2, 53)
por meio de um estudo com dados artificiais. Para a geracao dos dados supomos trés variaveis
explicativas da seguinte forma:

Xt ~ N (5;1); Xjo ~ N (10;4); Xs5 ~ N (25;25); R; ~ LN (p;,07%),
em que LN denota a distribuicao log-normal, e
i = O’Fil [(I)il (ﬁo + 51:1:1-1 + ﬁgl’ig + 5333'1'3)} + 10g (CR) , 1= 1, 2, N,

com 02 = 0,50 = o = 0,71. Os valores atribuidos para o vetor 3 = (f, 31, B2, 33) para
a geracao de u;, ¢ = 1,2,...,n, foram By = —12,0, f; = 1,0, B = 0,44 e B3 = 0,05.
Consideramos o ponto de corte C'r = 10, isto é, todos os valores de R; acima de 10 foram
considerados sucessos, ou seja, tiveram a resposta igual a 1 e todos os valores de R; com
valores abaixo de 10 foram considerados fracassos, ou seja, tiveram a resposta igual a 0. A
Tabela 3.5 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao logistica usual
e o modelo de regressao logistica com resposta log-normal, para cada tamanho amostral,
bem como as métricas de avaliagao.
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Tabela 3.5. Estimativas dos parametros para cada modelo e métricas de avaliagao.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo logistico usual (n=>50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —-12,0 —13,0908 3,0009 89,0 94,3 99,0 —14,5979 7,0029 86,0 92,3 979 0,1827
B1 1,0 1,0915 0,3547 89,0 94,4 99,1 1,1986 09171 87,1 92,8 98,1 0,1524
B2 0,44 0,4785 0,1493 88,9 94,5 99,0 0,5414 0,2470 86,1 92,3 97,8 0,3338
Bs 0,05 0,0550  0,0581 884 945 98,9 0,0626 0,915 87,6 93,3 98,0  0,4000
o 071 0,6743 0,0673 82,2 87,8 945 - - — - - -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo logistico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —12,0 —12,5194 1,9883 89,8 94,6 99,0 —13,1894 3,3153 88,3 93,9 98,5 0,3404
b1 1,0 1,0399 02252 89,7 948 98,9 1,0922 0,3637 884 93,9 986  0,3714
B2 044 0,4593 0,1036 89,6 94,9 99,2 0,4858 0,1656 88,6 94,2 987  0,3763
B3 0,05 0,0528 0,0379 89,3 94,6 98,9 0,0562 0,0613 88,8 94,3 99,0 0,3684
o 0,71 0,6911 0,0488 85,8 91,6 97,1 - - - - - -
Pardmetros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo logistico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —12,0 —12,2426 1,4962 89,5 94,8 99,0 —12,4977 2,3360 89,7 94,5 98,9 0,4027
b1 1,0 1,0213 0,1573 90,1 94,8 99,0 1,0417 0,2393 89,7 94,8 989 0,4271
Bs 0,44 04480  0,0704 89,7 947 9883 04586  0,1065 89,6 945 98,8  0,4274
B3 0,05 0,0509 0,0276 89,2 944 988 0,0523 0,0424 89,8 947 98,9  0,4444
o 0,71 0,6995 0,0349 88,2 93,4 98,2 - - - - - -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=>500) Modelo logistico usual (n=500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —12,0  —12,0955 09249 89,9 949 99,0 —12,1930 14037 894 946 99,0  0,4307
B 1,0 1,0084 0,0938 90,2 951 99,0 1,0178 0,1390 89,6 94,8 99,1  0,4541
B 044 0,4433 0,0451 90,5 952 99,0 0,4459 0,0672 90,3 952 99,0  0,4348
Bs 0,05 0,0504 0,0159 89,8 947 989 0,0511 0,231 89,6 94,6 98,9  0,6000
o 0,71 0,7040 0,222 90,2 950 9838 - - - - - -

Assim como no caso do modelo com resposta normal, observamos por meio da Tabela
3.5 que o modelo de regressao logistica com a informagao da resposta log-normal produziu
estimativas pontuais dos coeficientes mais proximas dos valores reais para todos os tamanhos
amostrais. O erro padrao obtido foi menor para todos os parametros produzindo estimativas
intervalares com menores amplitudes, ou seja, mais precisas.

Considerando as probabilidades de coberturas obtidas dos intervalos de confianca,
o modelo logistico com resposta de origem apresentou uma cobertura dos intervalos mais
préximos para todos os casos considerados.

Quanto a eficiéncia, o erro quadratico médio das estimativas segundo o modelo
logistico com resposta de origem é menor que o erro quadratico médio das estimativas do
modelo logistico usual. O erro quadratico médio das estimativas do modelo com resposta de
origem ¢é de 1,7 a 6,6 vezes menor que o erro quadratico médio das estimativas do modelo
logistico usual.
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3.6 Modelo de regressao logistica com resposta normal em uma
estrutura de heteroscedasticidade

Nesta secao analisamos a performance do modelo de regressao logistica com resposta
normal em uma estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa. Estudamos a eficiéncia das
estimativas dos coeficientes de regressao 3 = (0, 81, 52, B3) por meio de um estudo com dados
artificiais. Para a geracao dos dados supomos trés variaveis explicativas da seguinte forma:

Xy~ N(10;4); Xio ~ N (5;1); Xy3 ~ N (15;4); Ry ~ N (w;,07) ,

Wi = Ul‘iiﬂq)*l (97" (Bo + Bizir + Powip + B3xis)] + Cr, i = 1,2, ...,n,
ol = :L‘i‘itfz, 1=1,2,...,n.

Os valores atribuidos para o vetor 3 = (S, 1, B2, 03) para a geragao de p;, i =
1,2,...,n, foram By = —32,0, p; = 0,77, By = 2,2 e B3 = 1,0. Para os parametros pertur-
badores atribuimos 0% = 4000 e A = 3. Consideramos o ponto de corte Cr = 10.000, isto
é, todos os valores de R; acima de 10.000 foram considerados sucessos, ou seja, tiveram a
resposta igual a 1 e todos os valores de R; com valores abaixo de 10.000 foram considerados
fracassos, ou seja, tiveram a resposta igual a 0. A Tabela 3.6 mostra as estimativas obtidas
dos coeficientes de regressao considerando o modelo de regressao logistica usual e o modelo
de regressao logistica com resposta normal heteroscedastica, para cada tamanho amostral.
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Tabela 3.6. Estimativas dos parametros para cada modelo e métricas de avaliagao.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo logistico usual (n=50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —32,0 —35,4379 6,2886 87,6 94,0 99,0 —42,0181 14,5304 82,9 89,9 97,2 0,1649

B1 0,77 0,8533 0,2167 87,7 93,8 98,8 0,9908 0,4253 84,1 91,0 97,8 0,2348

B2 2,20 2,4315 0,4924 88,2 94,1 99,0 2,9052 1,1064 84,2 90,6 97,3 0,1720

B3 1,00 1,1075 0,2314 88,1 94,0 98,9 1,3197 0,5118 84,2 90,5 97,5 0,1788
o 63,25 62,27 63,92 87,1 88,6 90,9 - - - - - -

A 3 3,10 0,9325 93,5 96,1 98,6 - - - - - -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo logistico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —-32,0 —33,6722 4,1026 89,1 94,4 99,1 —36,1181 7,7844 86,5 92,5 98,1 0,2531
b1 0,77 0,8075 0,1390 88,9 94,6 98,9 0,8608 0,2449 88,2 93,7 984 0,3035
B2 2,20 2,3126 0,3232 89,6 94,8 98,9 2,4883 0,6007 87,4 93,0 98,0 0,2637
B3 1,00 1,0539 0,1503 88,9 94,4 99,1 1,1316 0,2789 86,9 92,9 98,2 0,2681
o 63,25 63,49 30,31 86,3 89,3 934 - - - - - -

A 3 3,05 0,4265 91,6 95,6 98,8 — — — — - —
Parametros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo logistico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —32,0 —32,7754 29175 89,7 950 99,0 —33,7131 5,0296 88,9 94,2 98,7 0,3228
B1 0,77 0,7886 0,0960 89,9 95,0 99,2 0,8118 0,1568 89,0 94,3 98,7 0,3650
B2 2,20 2,2526 0,2191 89,6 94,7 99,1 2,3145 0,3738 89,2 94,3 98,8 0,3325
B3 1,00 1,0243 0,1066 89,8 94,8 99,0 1,0537 0,1812 88,9 94,5 98,8 0,3361
o 6325 63,78 23,33 87,9 912 952 — — — — — —

A 3 3,03 0,3209 90,8 95,3 99,0 - - — - — -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=500) Modelo logistico usual (n=>500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —32,0  —32,3190 1,8372 90,1 949 99,2  —32,6008 3,2049 896 94,8 992  0,3235
B 0,77 0,7777 0,0602 89,7 94,8 99,1 0,7874 0,0995 89,7 94,8 99,1  0,3627
B2 2,20 2,2215 0,1410 90,6 955 99,1 2,2464 0,2443 90,0 950 99,0  0,3285
Bs 1,00 1,0099 0,0665 89,6 94,8 99,1 1,0209 0,1134 90,0 950 99,0  0,3383
o 6325 63,88 14,26 90,4 94,1 97,6 - - - - - —
A 3 3,01 0,1939 90,6 954 99,0 - - - - - -

Observamos por meio da Tabela 3.6 que o modelo de regressao logistica com a in-
formacao da resposta normal heteroscedastica produziu estimativas pontuais dos coeficientes
mais proximas dos valores reais para todos os tamanhos amostrais. Assim como nos casos
anteriores, o erro padrao obtido foi menor para todos os parametros produzindo estimativas
intervalares com menores amplitudes, ou seja, mais precisas. O modelo logistico com res-
posta de origem apresenta uma cobertura dos intervalos bem mais proximos para todos os
casos considerados em que n = 200 e n = 500.

Com relacao a eficiéncia, percebemos que o erro quadratico médio das estimativas
segundo o modelo logistico com resposta de origem é sempre menor que o erro quadratico
médio das estimativas do modelo logistico usual. Pelos valores de eficiéncia obtidos notamos
que o erro quadratico médio das estimativas do modelo com resposta de origem ¢ de 2,7 a
6, 1 vezes menor que o erro quadratico médio das estimativas do modelo logistico usual.
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3.7 Modelo de regressao logistica com resposta exponencial

Nesta se¢ao vamos analisar a performance do modelo de regressao logistica com res-
posta exponencial e, assim, estudar a eficiéncia das estimativas dos coeficientes de regressao
B = (5o, b1, P2, B3) por meio de um estudo com dados artificiais. Para a geracao dos dados
supomos trés variaveis explicativas da seguinte forma:

Xia~N(51); Xio~ N(15;4); X3~ N (45;25); R; ~ Exponencial ()\;),

In g7t (Bo + Brxir + Boia + Bay3)]

Cr ’

Os valores atribuidos para o vetor 3 = (B, 51, B2, 83) para a geracao de \;, i =
1,2,...,n, foram By = —24,0, 5y = 1,2, f = 0,61 e B3 = 0,19.

Consideramos o ponto de corte C'r = 40.000, isto é, todos os valores de R; acima

A= — i=1,2,...n.

de 40.000 foram considerados sucessos, ou seja, tiveram a resposta igual a 1 e todos os
valores de R; com valores abaixo de 40.000 foram considerados fracassos, ou seja, tiveram
a resposta igual a 0. A Tabela 3.7 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de
regressao logistica usual e o modelo de regressao logistica com resposta exponencial, para
cada tamanho amostral, bem como as métricas de avaliacao.

Tabela 3.7. Estimativas dos parametros para cada modelo e métricas de avaliagao.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo logistico usual (n=>50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —24,0 —24,1787 3,2770 90,3 94,9 98,9 —28,8988 8,071 85,2 91,1 97,5 0,1118
B 1,20 1,2082 0,3005 90,3 95,0 99,1 1,3954 0,6266 87,2 93,2 984 0,2098
B2 0,61 0,6064 0,1150 90,7 95,2 99,2 0,7624 0,2877 85,9 91,9 979 0,1245
Bs 0,19 0,1925  0,0491 90,5 952 99,1 02254  0,1029 86,4 92,3 97,9  0,2034
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo logistico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —240  —24,0982 24471 90,5 955 99,1  —26,1547 54356 88,2 93,9 985  0,1754
B 1,20 1,2017 0,1883 89,9 948 99,0 1,3052 0,3669 88,7 94,1 98,6  0,2437
B2 0,61 0,6084 0,0841 90,4 95,3 99,0 0,6660 0,1718 88,3 94,2 98,6 0,2171
Bz 0,19 0,1916 0,0355 90,2 954 99,1 0,2069 0,0654 88,9 93,9 98,8 0,2826
Parametros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo logistico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90%  95% 99%  Eficiéncia

Bo —24,0 —24,0321 1,8410 90,0 95,0 99,0 —24,9480 3,7810 89,5 94,4 98,7 0,2231
B1 1,20 1,2018 0,1275 90,0 95,2 99,2 1,2502 0,2427 88,8 94,2 988 0,2655
Bs 0,61 0,6102 0,569 89,9 949 99,0 0,6351 0,1102 88,9 944 988  0,2500
Bs 0,19 0,1900 0,0248 90,1 94,9 98,9 0,1969 0,0451 90,0 94,8 990  0,2857
Parametros Modelo com resposta de origem (n=>500) Modelo logistico usual (n=500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —24,0 —24,0087 1,0861 90,3 949 99,0 —24,3364 22935 89,0 947 989  0,2195
B 1,20 1,1996 0,0721 89,6 94,9 99,0 1,2160 0,1433 89,3 949 989  0,2500
B2 0,61 0,6094 0,0360 90,0 94,9 98,9 0,6189 0,0712 89,7 949 988  0,2549
Bs 0,19 0,1903 0,0134 89,9 951 99,0 0,1927 0,0264 89,0 942 988  0,2857
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Assim como nos casos anteriores, observamos por meio da Tabela 3.7 que o modelo
de regressao logistica com a informacao da resposta exponencial produziu estimativas pon-
tuais dos coeficientes de regressao mais proximas dos valores reais para todos os tamanhos
amostrais e o erro padrao obtido foi menor para todos os parametros, produzindo estimativas
intervalares com amplitudes menores, isto é, mais precisas.

Com relagao a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga obtida, ve-
rificamos que para os tamanhos de amostra n = 50 e n = 100 o modelo logistico usual
subestima os trés casos considerados de probabilidade de cobertura (90%, 95% e 99%) e, por
sua vez, o modelo logistico com resposta de origem apresentou uma cobertura dos intervalos
bem mais préximos para todos os casos considerados.

Com relacao a eficiéncia, percebemos que o erro quadratico médio das estimativas
segundo o modelo logistico com resposta de origem é sempre menor que o erro quadratico
médio das estimativas do modelo logistico usual. Pelos valores de eficiéncia obtidos percebe-
mos que o erro quadratico médio das estimativas do modelo com resposta de origem é de 3,5
a 8,9 vezes menor que o erro quadratico médio das estimativas do modelo logistico usual.

3.8 Modelo de regressao logistica com resposta geométrica

Nesta secao atribuimos a resposta discreta de origem geométrica para o modelo de
regressao logistica. Analisamos a performance do modelo logistico com resposta geométrica
e estudamos a eficiéncia das estimativas dos coeficientes de regressao B = (o, f1, B2, 33) por
meio de um estudo com dados artificiais. Supomos trés variaveis explicativas da seguinte
forma:

Xi1 ~ N (35;25); Xy~ N(5;1); Xi3~ N(10;4); R; ~ Geometrica (p;),

Cr+1

exp (60 + ﬁll'il + 52(%1‘2 + 53.%1'3) =19 n

1 +exp (Bo + Brai + Poio + Batiz)
Os valores atribuidos para o vetor 8 = (B, 51, B2, f3) para a geragao de p;, i =
1,2,...,n, foram gy = —20,0; (B, =0,2; [y =1,0; [3=0,7; e uma constante Cr = 0.
A Tabela 3.8 mostra as estimativas obtidas para os modelos de regressao logistica usual e

pi =

regressao logistica com a informacao da variavel resposta geométrica, para cada tamanho
amostral, bem como as métricas de avaliacao.
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Tabela 3.8. Estimativas dos parametros para cada modelo e métricas de avaliagao.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo logistico usual (n=>50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo  —20,0 —20,8384 4,1270 91,0 95,8 99,2 —24,6214 7,6179 855 91,8 97,7 0,2234
B1 0,20 0,2095 0,0808 90,4 95,6 99,2 0,2447 0,1334 87,9 93,4 98,5 0,3333
B2 1,00 1,0119 0,2744 91,3 95,9 99,2 1,2583 0,5595 86,9 92,2 98,1 0,1985
Bs 0,70 0,7264  0,1682 91,0 96,0 99,2 08524 0,039 86,3 92,1 97,9  0,2509
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo logistico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —20,0  —20,3412  3,0487 90,1 950 98,9 —21,9305 49193 87,6 93,6 98,5  0,3370
Bi 0,20 0,2031 0,0515 89,6 950 99,1 0,2195 0,0759 87,8 93,7 984  0,4426
B2 1,00 1,0080 0,2017 90,5 95,6 99,2 1,1011 0,3371 88,2 94,0 98,7 0,3285
Bz 0,70 0,7106 0,1262 90,4 950 99,1 0,7649 0,2006 87,7 93,4 98,7 0,3596
Parametros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo logistico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo  —20,0 —20,1139 2,0615 90,2 950 99,0 —20,8096 3,2918 88,8 93,9 98,8 0,3674
B1 0,20 0,2009 0,0331 90,5 95,2 99,0 0,2085 0,0493 88,9 94,5 98,8 0,4400
B2 1,00 1,0057 0,1310 90,2 95,2 99,0 1,0430 0,2118 89,3 94,3 98,8 0,3683
B3 0,70 0,7018 0,0825 90,1 95,1 99,0 0,7260 0,1320 89,1 944 989  0,3757
Parametros Modelo com resposta de origem (n=>500) Modelo logistico usual (n=500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

Bo —20,0  —20,0279 1,1189 89,8 949 99,0 —20,3040 19783 89,6 947 988  0,3127
B1 0,20 0,2003 0,0174 90,1 951 99,0 0,2030 0,0287 89,6 948 99,1  0,3750
B2 1,00 1,0012 0,0832 90,4 951 99,1 1,0160 0,1368 90,4 951 988  0,3632
Bs 0,70 0,7000 0,0427 89,8 948 99,0 0,7101 0,0786 89,8 948 990 02857

Novamente observamos por meio da Tabela 3.8 que o modelo de regressao logistica
com resposta geométrica produz estimativas pontuais dos coeficientes de regressao mais
proximas dos valores reais para todos os tamanhos amostrais. O erro padrao obtido foi
menor para todos os parametros. Verificamos também que, a medida que o tamanho da
amostra aumenta as estimativas pontuais de ambos os modelos se aproximam e, no entanto,
o erro padrao continua sendo menor para todos os tamanhos de amostra considerados. Nesse
sentido, o modelo logistico com resposta de origem produz estimativas mais precisas que o
modelo logistico usual.

Considerando a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga obtidas, ve-
rificamos que para os tamanhos de amostra n = 50 e n = 100 o modelo logistico usual
subestima os trés casos considerados de probabilidade de cobertura (90%, 95% e 99%). Por
outro lado, o modelo logistico com resposta de origem apresenta uma cobertura dos intervalos
mais proximos dos casos considerados.

Com relagao a eficiéncia, percebemos que o erro quadratico médio das estimativas
segundo o modelo logistico com resposta de origem ¢ sempre menor que o erro quadratico
médio das estimativas do modelo logistico usual. Pelos valores de eficiéncia obtidos obser-
vamos que o erro quadratico médio das estimativas do modelo com resposta de origem ¢é de
2,3 a b vezes menor que o erro quadratico médio das estimativas do modelo logistico usual.
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3.9 DModelo de regressao logistica com resposta Poisson

Nesta se¢ao vamos analisar a performance do modelo de regressao logistica com a
informacao da varidvel resposta Poisson e, assim, estudar a eficiéncia das estimativas dos
coeficientes de regressao B = (o, b1, 52, f3) por meio de um estudo com dados artificiais.
Supomos trés variaveis explicativas da seguinte forma:

Xi1 ~ N (35;25); Xio ~ N (5;1); Xi5 ~ N (10;4); R; ~ Poisson (\;);
Considerando Cg = 0 temos que

exp (Bo + Brxin + Baiz + Baxiz)

)\i = — hl 1-—
1+ exp (Bo + frzia + Poxia + B32:3)

i=1,2,..n.

Os valores atribuidos para o vetor B = (f, 1, B2, 53) para a geracao de \;, i =
1,2,...,n, foram By = —10,0, f; = 0,16, By = 1,22 e 3 = 0,48.

A Tabela 3.9 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
logistica usual e o modelo de regressao logistica com a informacao da varidvel resposta
Poisson, para cada tamanho amostral bem como as métricas de avaliacao.

Tabela 3.9. Estimativas dos parametros para cada modelo e métricas de avaliagao.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo logistico usual (n=>50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90%  95% 99%  Eficiéncia

EO -15,0 —15,3912 2,9938 90,3 95,3 99,2 —18,0694 6,3559 86,6 92,5 979 0,1830
//3\1 0,16 0,1620 0,0643 90,6 95,4 99,2 0,1894 0,1057 86,9 92,6 98,0 0,3417
3, 122 1,2525 0,2839 90,2 953 99,3 1,4759 0,5759 85,9 922 980  0,2057
33 0,48 0,4911 0,1363 90,1 95,6 99,1 0,5854 0,2685 87,0 92,9 98,3 0,2248
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo logistico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

BO -15,0 —15,3141 2,1320 90,6 95,4 99,1 —16,2968 3,5696 88,4 93,8 98,6 0,3220
3, 016 0,1632  0,0413 89,8 950 99,0 0,1728  0,0627 89,0 940 98,8  0,4146
32 1,22 1,2404 0,1973 90,7 95,3 99,1 1,3265 0,3530 88,0 93,4 98,6 0,2890
3, 048 04879  0,0954 90,0 951 99,1 05220  0,1525 88,6 940 98,6  0,3665
Parametros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo logistico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

By 150  —151431 15782 90,0 950 989 —156214 26195 894 946 988  0,3465
El 0,16 0,1612 0,0281 90,0 95,0 99,0 0,1663 0,0440 89,2 944 989 0,4000
32 1,22 1,2300 0,1297 90,2 95,3 99,0 1,2711 0,2297 89,1 94,6 98,9 0,3051
B, 048 0,4839 0,0691 89,9 949 99,0 0,4994 0,1111 90,1 95,1 98,9  0,3780
Parametros Modelo com resposta de origem (n=>500) Modelo logistico usual (n=500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90%  95% 99%  Eficiéncia

B, -150 —15,0475  0,9760 90,3 955 99,0 —15,2667  1,6464 90,0 950 98,8  0,3432
3 016 0,1605 0,0169 89,8 94,8 99,0 0,1629 0,0277 89,4 946 988  0,3750
B, 122 1,2230 0,0849 90,2 950 99,0 1,2412 0,1465 90,3 952 99,0  0,3288
B, 048 0,4811 0,0413 90,4 952 99,1 0,4878 0,0691 89,9 951 99,1 0,3542
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Assim como no caso geométrico, observamos novamente por meio da Tabela 3.9
que o modelo de regressao logistica com a informacao da variavel resposta Poisson produziu
estimativas pontuais dos coeficientes de regressao mais préoximas dos valores reais para todos
os tamanhos amostrais e o erro padrao obtido foi menor para todos os parametros produzindo
estimativas intervalares mais precisas. A medida que o tamanho da amostra aumenta as
estimativas pontuais de ambos os modelos se aproximam e o erro padrao continua sendo
menor para todos os tamanhos de amostra considerados. Novamente o modelo logistico com
resposta de origem produz assim estimativas mais precisas que o modelo logistico usual.

Considerando a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca obtidas, ve-
rificamos que para os tamanhos de amostra n = 50 e n = 100 o modelo logistico usual subes-
tima os trés casos considerados de probabilidade de cobertura (90%, 95% e 99%) e o modelo
logistico com resposta Poisson apresentou uma cobertura dos intervalos mais préximos dos
casos considerados.

Pelos valores de eficiéncia obtidos percebemos que o erro quadratico médio das esti-
mativas do modelo com resposta de origem é de 2,4 a 5,5 vezes menor que o erro quadratico
médio das estimativas do modelo logistico usual.

3.10 Modelo geométrico com resposta Normal

A exemplo do modelo de regressao logistica com resposta geométrica, nesta se¢ao
analisamos a performance do modelo de regressao geométrica com resposta normal e estu-
damos a eficiéncia das estimativas dos coeficientes de regressao 8 = (o, 51, P2, 53) por meio
de um estudo de simulacao. Para a geracao dos dados supomos trés variaveis explicativas
da seguinte forma:

X ~ N (51); Xio ~ N (10;4); Xj5 ~ N (20;16); R; ~ N (p;,07%),

com o = 1.000 e

Cy+1

i =0® ' [1— g7 (Bo + Prain + Poiz + Pai)] +Cr,i=1,2,...,n.

Os valores atribuidos para o vetor 3 = (S, 1, B2, 03) para a geragao de p;, i =
1,2,...,n, foram By = —4,5; 5, = 0,5; B = 0,35; B3 = 0,02, e o ponto de corte Cr = 11.000.
Para a geracao do vetor Y7, Y, ..., Y, consideramos

Y; ~ Geométrica [¢7" (8o + Szt + Pozio + Bawiz)] i =1,2,...,n,
e o ponto de corte Cy = 2. Dessa forma temos a seguinte relacao
P(R; > 11.000) = P(Y; >2),i=1,2,...,n.

A Tabela 3.10 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
geométrico usual e o modelo de regressao geométrico com resposta normal, para cada
tamanho amostral bem como as métricas de avaliacao.
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Tabela 3.10. Estimativas dos parametros para cada modelo.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo geométrico usual (n=50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

BO —4,5 —4,6706 1,6728 91,0 96,0 99,4 —4,7399 3,7776 86,7 91,5 94,2 0,1973
B\l 0,50 0,5218 0,2103 91,4 96,0 99,5 0,5821 0,4392 87,2 91,9 944 0,2239
52 0,35 0,3677 0,1049 93,0 97,0 99,5 0,3586 0,2102 86,6 90,8 94,0 0,2551
33 0,02 0,0203 0,0483 89,4 949 99,2 0,0233 0,1094 87,0 91,6 944 0,1917
Cd 1000 975 102 96,6 98,2 994 - - - - - -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo geométrico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

By 45 46537  1,0149 89,6 94,6 99,1  —44646 18566 90,7 958 99,3  0,3056
3, 050 0,5223 0,1351 89,7 94,6 98,9 0,5163 0,2580 91,1 958 99,5  0,2799
3, 035 0,3640 0,0694 90,2 952 99,2 0,3517 0,1261 90,3 955 992  0,3145
3, 002 0,0204 0,0285 89,7 949 98,9 0,0193 0,0526 90,9 956 99,4  0,2857
o 1000 978 69 87,6 92,7 974 - - - - - -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo geométrico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

B 45 45726 08024 90,0 954 99,1  —44353 14745 898 952 99,2  0,2980
3, 050 0,5087  0,0962 90,0 951 99,1 0,4998  0,1841 90,3 957 99,2  0,2743
3, 035 0,3568  0,0482 90,1 949 99,0 0,3521 0,0898 90,0 953 99,1  0,2963
3, 002 0,0205  0,0215 894 949 988 0,0191 0,0410 90,4 955 99,3  0,2941
& 1000 989 49 891 943 983 - - - - = -
Parametros Modelo com resposta de origem (n=500) Modelo geométrico usual (n=500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

BO —4,5 —4,5300 0,5025 90,4 95,2 99,1 —4,4536 0,9067 90,0 94,9 98,9 0,3074
Bl 0,50 0,5036 0,0588 90,3 94,9 98,9 0,4979 0,1154 90,2 95,3 99,2 0,2632
32 0,35 0,3528 0,0307 90,6 95,3 99,1 0,3501 0,0555 90,4 95,1 99,0 0,3226
33 0,02 0,0202 0,0131 89,9 94,7 98,8 0,0194 0,0267 90,2 95,3 99,1 0,2857
e 1000 996 31 91,1 956 98,9 — — — - — —

A partir da Tabela 3.10 notamos que o modelo de regressao geométrico com a
informacao da varidvel resposta normal fornece estimativas pontuais dos coeficientes de
regressao mais proximas dos verdadeiros valores para todos os tamanhos amostrais. A me-
dida que o tamanho n da amostra aumenta, as estimativas pontuais segundo o modelo
com resposta de origem tendem a se aproximar das estimativas pontuais segundo modelo
de regressao usual. O erro padrao obtido foi menor para todos os parametros do modelo
produzindo estimativas intervalares mais precisas, para todos os tamanhos de amostra.

Com relagao as probabilidades de coberturas obtidas dos intervalos de confianga, o
modelo de regressao geométrico com resposta normal apresenta uma cobertura dos intervalos
mais proxima do real para todos os casos considerados.

Quanto a eficiéncia, os valores obtidos sugerem que o erro quadratico médio das
estimativas segundo o modelo geométrico com resposta normal é de 3 a 5 vezes menor que
o erro quadratico médio segundo o modelo geométrico usual.
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3.11 Modelo geométrico com resposta exponencial

Por meio de dados simulados, analisamos nesta secao a performance do modelo
geométrico com resposta exponencial e estudamos a eficiéncia das estimativas dos coeficientes
de regressao 3 = (B, 51, P2, P3). Para a geragao dos dados supomos trés varidveis explicativas
da seguinte forma:

Xi~ N (51); Xio~ N (10;4); Xi3 ~ N (20;16) ; \; ~ Exponencial (\;) ,

com 1
/\i = ——1Il |:<]. _pi)CY+1i| ) L= 1727 ey Ty
Cr

epi =g " (Bo+ iz + Boiz + Bais).

Os valores atribuidos para o vetor 3 = (B, 51, B2, f3) para a geracao de \;, i =
1,2,...,n, foram By = —4,5; 51 = 0,5; 5 = 0,35; B3 = 0,02 e os pontos de corte Cr = 11.000
e Cy = 1. Para a geracao do vetor Y7, Ys, ..., Y, consideramos

Y; ~ Geométrica [¢7" (B + Bizi + Bawio + Bazis)], i = 1,2,...,m,

A Tabela 3.11 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
geométrico usual e o modelo de regressao geométrico com resposta normal, para cada
tamanho amostral, bem como as métricas de avaliacao.

Tabela 3.11. Estimativas dos parametros para cada modelo e métricas de avaliacao.

Parametros Modelo com resposta de origem (n=50) Modelo geométrico usual (n=>50)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90%  95% 99%  Eficiéncia

EO —-4,5 —4,2789 3,0978 91,2 95,8 994 —5,1554 4,6514 88,7 91,1 96,2 0,4371
3, 050 05130  0,3701 91,6 96,0 99,3 0,6071 05431 88,2 91,7 954 04475
3, 035 0,3466 0,1669 91,0 959 99.4 0,4228 0,2650 86,6 92,4 96,0  0,3695
33 0,02 0,0150 0,0719 91,4 96,0 99,3 0,0186 0,1036 87,2 91,3 96,1 0,4860
Parametros Modelo com resposta de origem (n=100) Modelo geométrico usual (n=100)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

//3\0 —4,5 —4,3463 1,8559 90,3 95,5 99,3 —4,4189 2,2417 90,8 95,7 99,3 0,6892
3 050 0,5049 0,2385 90,3 950 99,2 0,5198 0,2927 914 96,1 994  0,6609
B2 0,35 0,3445 0,1231 90,9 95,6 99,2 0,3588 0,1543 91,0 95,6 99,4 0,6360
3, 0,02 00176  0,0524 90,9 955 99,0 0,0145 0,620 91,4 96,1 995  0,7179
Parametros Modelo com resposta de origem (n=200) Modelo geométrico usual (n=200)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

By 45 44022  1,3445 90,5 954 99,2  —44213 15775 90,4 957 994  0,7284
Bl 0,50 0,4949 0,1546 90,5 95,4 99,0 0,5001 0,1833 90,1 95,1 99,1 0,7113
3 035 0,3484  0,0871 90,0 952 99,1 0,3520  0,1036 90,5 955 99,1  0,7103
B3 0,02 0,0189 0,0394 90,7 956 99,2 0,0184 0,0456 90,7 954 99,3 0,7619
Parametros Modelo com resposta de origem (n=>500) Modelo geométrico usual (n=>500)

Valores reais  Estimativa EP 90% 95% 99%  Estimativa EP 90% 95% 99%  Eficiéncia

By —45 —4,4722 08542 90,1 950 99,0  —44794  1,0011 90,2 950 990  0,7285
B 050 0,4997 0,0972 89,9 948 99,0 0,5015 0,1139 90,4 953 99,1 0,7231
B, 035 0,3490 0,0518 90,5 954 99,1 0,3503 0,0615 90,0 952 99,0  0,7105
B, 0,02 0,0200 0,0254 90,1 950 99,0 0,0198 0,0292 90,5 952 99,1 0,6667

46



Pelos resultados apresentados na Tabela 3.11, observamos que o modelo de regressao
geométrica com a informacao da varidavel resposta exponencial, a exemplo do caso ante-
rior com resposta normal, fornece estimativas pontuais dos coeficientes de regressao mais
proximas dos verdadeiros valores para todos os tamanhos amostrais. A medida que o
tamanho n da amostra aumenta, as diferencas entre as estimativas e os valores reais tendem
a zero. O erro padrao obtido é menor para todos os estimadores, produzindo estimativas
intervalares mais precisas para todos os tamanhos de amostra.

Com relacao as probabilidades de coberturas obtidas dos intervalos de confianga, o
modelo de regressao geométrico com resposta exponencial apresenta cobertura intervalares
mais proximas das nominais para todos os casos considerados.

Quanto a eficiéncia, os valores obtidos sugerem que o erro quadratico médio das
estimativas, segundo o modelo geométrico com resposta exponencial, é de 1,3 a 1,6 vezes
menor que o erro quadratico médio segundo o modelo geométrico usual.

3.12 Analise de residuos da variavel de interesse binaria

Considerando as mesmas 10.000 amostras de tamanho n geradas no estudo com
dados artificiais apresentados na secao anterior, ajustamos 7; por meio de XZTB, 1=1,2,...,n,
segundo as estimativas dos coeficientes do modelo logistico usual e dos coeficientes do modelo
logistico com a informagao da varidvel de origem. A tabela 3.12 apresenta os resultados
obtidos, em que % média: é a porcentagem de amostras ajustadas pelo modelo com resposta
de origem, dentre as 10.000 amostras (geradas e ajustadas segundo ambos os modelos, origem
e usual), que apresentou um residuo médio menor que o residuo médio do ajuste logistico
usual, e % desvio: é a porcentagem de amostras ajustadas pelo modelo com resposta de
origem, dentre as 10.000 amostras (geradas e ajustadas segundo ambos os modelos, origem
e usual), que apresentou um desvio-padrao dos residuos menor que o desvio-padrao dos
residuos do ajuste logistico usual.

Tabela 3.12. Anélise de residuos das probabilidades de sucesso.

Tamanho da amostra

n = 50 n = 100 n = 200 n = 500
Modelos: % Média % Desvio % Média % Desvio % Média % Desvio % Média % Desvio
Normal 57,60% 99,85% 55,20% 100% 55,57% 100% 54,63% 100%
Exponencial 73,72% 97,87% 72,23% 99,61% 49,99% 100% 48,99% 100%
Log-normal 60,81% 98,27% 57,93% 99,85% 54,92% 100% 52,46% 100%
Normal Het. 82,76% 96,08% 71,71% 99,37% 57,71% 99,99% 56,69% 100%
Geométrica 74,53% 97,36% 60,90% 98,75% 48,26% 99,91% 50,93% 100%
Poisson 51,40% 97,73% 49,61% 99,81% 50,38% 100% 49,51% 100%

Podemos observar pela Tabela 3.12 que, para pequenas amostras, a quantidade de
amostras modeladas segundo o modelo de origem que apresenta um residuo médio menor que
o residuo médio do modelo usual é maior. A medida que o tamanho da amostra aumenta,
essa porcentagem tende a convergir para 50%, o que sugere que, para amostras grandes, o
residuo médio do modelo de origem é o mesmo do modelo logistico usual.
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Verificamos, claramente, que, para todo tamanho de amostra, o desvio dos residuos
segundo o modelo com resposta de origem ¢, em mais de 96% das vezes, menor que o desvio
dos residuos segundo o modelo logistico usual. Para amostras grandes isso ¢ verdade em
100% das vezes. Esse fato sugere que, os modelos com resposta de origem gozam de um
melhor ajuste dos dados em pelo menos 96% das vezes.

Em sintese, a vantagem do ajuste dos dados, segundo o modelo com resposta de
origem, é especialmente verificada nas pequenas amostras em que o residuo médio é menor.
Os residuos do modelo de origem possuem uma variagao menor que o modelo logistico para
qualquer tamanho de amostra.

3.13 Analise de influéncia considerando os dados artificiais

Nesta Secao analisamos a performance do ajuste dos modelos por meio da deteccao e
delecao de observagoes influentes. Considerando a matriz de projecao H = X (XTXY1 X7,
temos que o i-ésimo elemento da diagonal de H, 0 < hy; = X| (XTX)_1 X;‘F < 1 é usado
para determinar se o i-ésimo ponto amostral é influente, com relacdo a X, ou seja, é uma
medida de distancia entre o X; e o valor central de todos os outros casos. Valores de h;;
proximos de zero indicam que o ponto amostral nao é outlier ou influente. Valores de hy;
proximos de um indicam que o ponto ¢é influente. Dessa forma, Consideramos como pontos
influentes todos os pontos tais que

h“' > 2h = Z i p

em que p é o numero de coeficientes de regressao no modelo considerado. Dessa maneira,
obtemos quatro contextos de ajustes a saber:

e Ajuste 1. Modelo completo: ajuste do modelo logistico usual considerando todas as
n observagoes para cada uma das 10.000 amostras geradas.

e Ajuste 2. Modelo completo: Ajuste do modelo logistico com resposta de origem
considerando todas as n observagoes para cada uma das 10.000 amostras geradas.

e Ajuste 3. Modelo perturbado: Ajuste do modelo logistico usual com a delecao das
observacoes influentes (h;; > 2h) para cada uma das 10.000 amostras geradas.

e Ajuste 4. Modelo perturbado: Ajuste do modelo logistico com resposta de origem
com a delegao das observagoes influentes (h;; > 25) para cada uma das 10.000 amostras
geradas.

Fizemos o ajuste dos modelos com perturbagao, isto é, o ajuste considerando a
delecao das observacoes influentes para cada uma das 10.000 amostras geradas de tamanho n,
a fim de monitorar a acuracia e a probabilidade de cobertura 90%, 95% e 99% dos intervalos
de confianca. Verificamos que, para os modelos aproximadamente simétricos, a exclusao dos
pontos influentes no ajuste dos dados segundo o modelo logistico com resposta de origem
(modelo perturbado) nao altera significativamente as estimativas obtidas para os coeficientes
de regressao do modelo em comparagao ao ajuste considerando todas as observagoes (modelo
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completo). Comparando com as estimativas obtidas segundo o ajuste do modelo de regressao
usual, o modelo de regressao com resposta de origem ainda apresenta estimativas pontuais
e intervalares mais precisas. O mesmo ocorreu com o modelo geométrico com resposta de
origem.

3.14 Analise de influéncia considerando uma amostra particular

Afim de analisar a sensibilidade das estimativas dos coeficientes de regressao com res-
posta de origem sem os pontos influentes, consideramos uma amostra particular de tamanho
n = 50, dentre as 10.000 amostras geradas anteriormente, do modelo de regressao logistica
com resposta normal considerando uma estrutura heteroscedédstica multiplicativa. Recorde-
mos que, para o modelo logistico com resposta normal heteroscedastica temos a seguinte
geracao:

Xin ~ N(10;4); Xjo ~ N (5;1); Xj3 ~ N (15;4); Ry ~ N (pi,07) |

i = Jafi\l-/Q(I)_l [g_l (60 + 61331‘1 + 623%2 + ﬂ3$i3):| + CR, 1= 17 2, N,
02»2 = mﬁ-aQ, 1=1,2,...,n.

Os valores atribuidos para os coeficientes de regressao, para a geragao de p;, ¢ =
1,2,...,n, foram By = —32,0, p; = 0,77, By = 2,2 e B3 = 1,0. Para os parametros pertur-
badores atribuimos 02 = 4000 e A = 3. Consideramos o ponto de corte Cr = 10.000, isto é,
todos os valores de R; acima de 10.000 foram considerados sucessos. A amostra particular,
sorteada dentre todas as amostras, tem 27 sucessos.

A Tabela 3.14 mostra as estimativas obtidas dos coeficientes de regressao con-
siderando o modelo de regressao logistica usual e o modelo de regressao logistica com resposta
normal heteroscedastica.

Tabela 3.14. Estimativas obtidas segundo o ajuste de cada modelo.

Resultados do modelo logistico usual

Parametros Estimativa FErro-Padrao Int.Conf(95%)
Bo=—32,0 —47,0237 14,7001 —84, 3963 —24,6777
p1=0,77 0,7963 0,3773 0,1377 1,6698
B2 =2,20 3,0105 0, 9383 1,5381 5,3724
B3 = 1,00 1,7417 0, 6264 0,7905 3, 3429

Resultados do modelo logistico com resposta normal heteroscedastica

Parametros Estimativa FErro-Padrao Int.Conf(95%)
Bo=-—32,0 —38,7055 6,6534 —51,7459 —25,6652
B =0,77 0, 8955 0,2109 0,4821 1, 3089
B2 = 2,20 2,3166 0,4615 1,4120 3,2211
B3 =1,00 1, 3336 0, 2628 0,8185 1, 8488
o =63,25 75,56 34,22 8, 4810 142,63
A=3 2,8747 0,4127 2,0659 3,6835

Notamos, a partir da Tabela 3.14 que as estimativas pontuais dos coeficientes de
regressao segundo o modelo de regressao com resposta de origem sao mais proximas dos
reais valores comparando com as estimativas pontuais segundo o modelo logistico usual. O
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erro padrao das estimativas também sao menores produzindo assim estimativas intervalares
mais precisas.

A Figura 3.1 apresenta os residuos padronizados das probabilidades de sucesso con-
siderando o ajuste do modelo logistico usual.

residuo.padronizado.logistico.usual
0
q
o
°
°
o

Observagdes

Figura 3.1: Residuos padronizados considerando o ajuste do modelo logistico usual.

A Figura 3.2 apresenta os residuos padronizados considerando o ajuste do modelo
logistico com resposta de origem.

residuo.padronizado.logistico.origem

Observagdes

Figura 3.2: Residuos padronizados do modelo logistico com resposta normal heteroscedastica.

Com excecao do ponto 5 em ambos os ajustes, todas as demais 49 observagoes
forneceram um residuo padronizado com valores entre —2 e 2. O modelo logistico usual
forneceu o quinto residuo padronizado igual a 5,98 e o modelo logistico com resposta de
origem forneceu o quinto residuo padronizado igual a 6,68. Desta maneira retiramos este
ponto influente do conjunto de dados e ajustamos novamente ambos os modelos. Os resul-
tados encontram-se na Tabela 3.14.

20



Tabela 3.14. Estimativas segundo o ajuste de cada modelo (sem o outlier 5).

Resultados do modelo logistico usual

Parametros Estimativa Erro-Padrao Int.Conf(95%)
Bo=—32,0 —119,7887 62,2790 —323, 7265 —47,4846
£ =0,77 2,9695 1,5030 1,0124 7,4785
B2 =2,20 8, 6396 4,6780 3,2354 23,7834
P =1,00 3,4232 1, 8680 1,2608 9,6101

Resultados do modelo logistico com resposta normal heteroscedastica
Parametros Estimativa Erro-Padrao Int.Conf(95%)
Bo=—32,0 —42,7793 7,3978 —57,2788 —28,2798

p1=0,77 1,0570 0,2372 0, 5920 1,5219
B = 2,20 2,6863 0,5151 1,6767 3,6960
B3 =1,00 1, 3865 0,2765 0, 8446 1,9285
o =63,25 127,54 73,94 —17,38 272,46

A=3 2, 3665 0, 5006 1,3854 3,3477

Ao retirarmos o ponto influente da amostra, verificamos pela Tabela 3.14 que as
estimativas dos coeficientes de regressao segundo o modelo logistico usual sao mais sensiveis.
Por outro lado, o modelo logistico com resposta de origem continua produzindo estimativas
pontuais e intervalares mais precisas.
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4 Modelo de regressao logistica com resposta origi-
nal pertencente a classe de distribuicoes série de
poténcias inflacionadas

4.1 Introducao

Neste Capitulo propomos o modelo de regressao logistica com resposta pertencente
a classe das distribuicoes série de poténcias, que foi desenvolvida no contexto de modelagem
de dados discretos de contagem tendo como casos particulares as distribuicoes geométrica,
Poisson, binomial, binomial negativa, entre outras, bem como suas respectivas versoes gen-
eralizadas (ver Murat e Szynal, 1998). Essa classe pode ser considerada para uma variedade
de aplicagbes obtendo bons ajustes (Gupta et al. 1995).

4.2 Classe de distribuicoes série de poténcias

A modelagem de dados discretos pode ser feita por meio da classe geral das dis-
tribuicoes série de poténcias. Esta classe engloba modelos comumente utilizados na litera-
tura, cuja forma geral da funcao de probabilidade é especificada como

_y_e@g@]
P(R=r)= Fo) T
em que a(r) > 0 e é independente de 0, 0 > 0, f(0) => a(r)[g(0)]" < oo, g (0) é positiva,

finita, diferencidvel e inversivel.

4.3 Funcao de verossimilhanca

Consideremos n variaveis aleatorias Ry, Rs, ..., R, tal que R; tem distribuicao per-
tencente a classe das distribuigoes série de poténcias com parametro 6;, 7 = 1,2, ...,n. Dessa
forma temos a seguinte distribuicao de probabilidades

a(ry) g (0:)]"
f0)

Dessa maneira, a partir de (4.3.1), e supondo r = (ry, 73, ...,7,) um vetor de real-

P(R;, =r;) = i=1,2,...,ner;=0,1,2,... (4.3.1)

izacoes das variaveis respostas Ry, R, ..., R, a funcao de verossimilhanca é tal que

=1

e o logaritmo da funcao de verossimilhanca ¢ dada por

[(@]r)=InL(O|r)= Zlna (r;) —|—Zrllng Zlnf

As estimativas dos parametros do modelo sao obtidas resolvendo o sistema

auO|r)
8—92_—0,@—1,2,...,71.
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4.4 Modelo de regressao logistica com resposta original perten-
cente a classe de distribuigoes série de poténcias

Considere n variaveis aleatorias independentes Ry, Ro,..., R, com distribuicao de
probabilidades dada em (4.3.1). Seja C'r uma constante arbitraria, (Cr € R) no suporte
da densidade de R; e considere n variaveis aleatorias independentes binarias Y7, Ys, ..., Y,,.
Conforme ja visto anteriormente, como as variaveis Y; sao dicotomicas verificamos que a pro-
babilidade P (Y; > 0), é igual a probabilidade de sucesso da varidvel Y;, ou seja, P (Y; = 1),
e a probabilidade P (Y; < 0) é a probabilidade de fracasso da varidvel Y;, ou seja P (Y; = 0).
Dessa forma, temos que P (R; > Cr) =P (Yi=1)=me P (R, <Cgr)=P((Y;=0) =1—m,
1=1,2,...,n e segue que

Y; ~ Bernoulli (m;),i=1,2,...,n,

em que m; = g * (xiT,B), 1=1,2,...,n, é a probabilidade de sucesso do modelo de regressao
logistica.

Para incorporarmos a informacao da distribuicao da variavel resposta no modelo de
regressao logistica vamos considerar novamente a relacao P (R; > Cg) = P (Y; = 1). Dessa
maneira, a probabilidade da varidvel resposta R; ser maior que uma constante arbitraria Ch,
Cr € R, é tal que

C )
RGN (2 C) N
1 ;FO Foy =L

e vamos assumir que a probabilidade P (R; > Cg) seja igual a probabilidade de sucesso
T =g (x! B) da varidvel resposta bindria Y, isto ¢

P(R;>Cgr)=g " (x;8). (4.4.2)

Portanto, a partir de (4.4.1) e assumindo (4.4.2), segue a igualdade

Cr r
1 T ar; 91 ‘
=g (x00) = 2 ( yf@f) =

o que implica

Cr r
T ar; Qz ‘
NS onall

em que g é uma fungao mondtona e diferencidvel e g [(-)] é a fungao de ligagdo composta que

r;=0

gera o preditor linear x7 (3. Dessa maneira, a relagdo entre a média y; de uma observagao
R; e seu preditor linear x!' 3 fica assim caracterizada por meio de
(] 1

g[(1=Fgm)] =xIB=n,i=12..n (4.4.3)
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4.5 Classe de distribuigoes série de poténcias inflacionadas
4.5.1 Introducao

Os modelos discretos, largamente desenvolvidos na literatura, sao atribuidos em
diversas aplicagoes praticas que envolvem dados reais de contagens. Entre estes modelos
podemos citar Poisson, binomial e binomial negativa. Em geral, os conjuntos de dados podem
conter um numero excessivo de um determinado valor, como, por exemplo, um niumero
excessivo de zeros que nao sao descritos ou comportados pelo modelo proposto.

Muitas vezes, dados discretos de contagem apresentam valores inflacionados, como
por exemplo, o valor zero, sendo observado com uma frequéncia significativamente maior que
o admitido pelo modelo assumido. Nesse sentido, a classe de distribuicao série de poténcia
pode ser estendida para as distribuicoes inflacionadas. A distribuicao de Poisson inflacionada
é um caso particular desta classe de distribuigoes. Se o valor zero é o valor inflacionado, entao
trata-se do modelo Poisson inflacionado em zero (ZIP).

4.5.2 Excesso de valores em dados de contagens

Tais zeros excessivos podem ser classificados de quatro formas em que dois podem
ser definidos como zeros verdadeiros e dois como zeros falsos (ou aleatérios). Considerando
a primeira forma, os zeros verdadeiros sao resultados de uma baixa frequéncia de ocorréncia
ou realmente nao havia nenhum individuo presente no local. Na segunda forma, o individuo
existe, pertence ao local, porém nao estava presente durante o periodo da pesquisa ou o
individuo pertence ao local, esta presente, porém o pesquisador nao o encontra por algum
motivo.

Uma alternativa para explicar ou modelar os zeros verdadeiros ou falsos é utilizar
uma distribuicao pertencente a classe de distribuicoes zero inflacionadas. FEssa classe de
distribuicoes exige algum conhecimento sobre misturas de modelos, que neste contexto, con-
sidera duas distribuicoes: uma distribuicao degenerada no ponto zero e uma distribuicao
que se adequaria aos dados caso nao existisse o excesso de zeros. Numa situacao onde os
zeros inflacionados sao resultados de excesso de zeros verdadeiros e falsos, nao ha nenhuma
discussao formal na literatura de como modelar tais conjuntos de dados, pelo fato de ser
dificil e, na maioria das vezes, inviavel distinguir a origem desses zeros.

Numa situacao onde ha a incerteza sobre a sua origem nas observagoes, um pro-
cedimento usual, é utilizar distribuicoes truncadas. Em alguns conjuntos de dados o valor
inflacionado nao é o valor zero, porém tal classe de distribuicoes pode ser aplicada para
solucionar esse numero excessivo de valores diferentes de zero. Atualmente a classe de dis-
tribuicoes série de poténcias inflacionadas pode ser aplicada nas mais diversas areas, como
por exemplo, ecologia, atuaria, controle de qualidade dentre outras.

4.5.3 Excesso de zero em dados de contagem

Em diversos estudos envolvendo dados discretos de contagem é comum a existéncia
de uma grande quantidade de zero nos dados. A presenca do excesso de zeros dificulta a
elaboracao de uma analise estatistica para o problema, pois os modelos usuais nao conseguem
modelar tal presenca excessiva de zeros. Segue abaixo alguns exemplos.
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Area financeira: Por convengao, as instituigoes bancarias dao um prazo de 60 dias
para o cliente pagar a fatura do cartao. Se o cliente efetuar o pagamento minimo até o prazo
de vencimento de 60 dias, ele é considerado adimplente. Se o cliente efetuar o pagamento
apos o prazo de vencimento de 60 dias, ele é considerado inadimplente. Considerando o
nimero de dias entre o vencimento e o pagamento da fatura, observamos um conjunto de
dados de contagem com excesso de zeros observados, pois a grande maioria dos clientes efetua
o pagamento dentro do prazo de vencimento.

Estudos em ecologia: Os zeros podem ocorrer devido ao fato, por exemplo, da
espécie ser totalmente ausente na drea de amostragem ou ainda quanto a espécie pertence
ao local, porém nao foi observada pelo pesquisador. Nesses casos os zeros sao aleatérios
(falsos). Nessas aplicagoes em ecologia, a presenga de zeros aleatdrios ocorre com frequéncia
devido aos erros humanos de medicdo ou vicios no método de amostragem (Martin et al.
2005). Portanto, podemos concluir que, em dados de contagem, os zeros podem ser obtidos
por erro humano, por amostragem ou ser resultado de um zero verdadeiro. Todavia, na
grande maioria das situagoes praticas é impossivel separar os zeros de amostragem do zero
verdadeiro.

Controle de qualidade: Em uma linha de produgao onde ha uma contagem de de-
feitos por item produzido, existe uma grande quantidade de itens que nao apresenta nenhum
defeito, devido ao fato da intensa modernizacao dos processos de fabricacao, capacitacao de
funcionarios e manutencao dos equipamentos. Por esse motivo, os itens fabricados com ou
sem defeitos, produzidos por essa linha de producao, configuram-se entao num conjunto de
dados com excesso de zeros. Nessa situagao os zeros sao deterministicos.

4.5.4 O modelo estatistico inflacionado no ponto s

Na analise de dados discretos inflacionados é usual considerarmos misturas de dis-
tribuigdes. Murat e Szynal (1998) descreveram a classe de distribuigoes série de poténcias
para dados inflacionados utilizando esta metodologia. O modelo é especificado como segue

w+(1—w)%, se r=s
P[R=r|0=(0,w)] = (4.5.1)
a(r)[g(0)]"
(1—w) amlgO)1" }[(99())] , se T#s
em que 0 < w < 1, r € Nrepresenta o conjunto dos nimeros naturais, f (6) = > a(r)[g (0)]" <

T
00, g (0) é uma fungao positiva, finita, diferencidvel e inversivel, e a (r) é independente de 6.

4.6 Modelo de regressao logistica com resposta pertencente a familia
de distribuicoes série de poténcias inflacionadas

Considere n variaveis aleatérias independentes Rq, Rs, ..., R, com distribuicao de
probabilidade pertencente a familia de distribuigoes série de poténcias inflacionadas dada
em (4.5.1). Seja Cr uma constante arbitraria, C' € R, e considere n varidveis aleatérias
independentes binarias Y7,Y5,....Y,, tal que Y; = 1 se R; > Cgr, e Y; = 0 se R; < Ckg,
i=1,2,...n.
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Para incorporarmos a informacao da distribuicao da variavel resposta no modelo de
regressao logistica, vamos considerar a relacao

P(Ri>CRr) =P ;>0 =P ,=1)=m,i=1,2,...n. (4.6.1)

Dessa maneira, a probabilidade da variavel resposta R; ser maior que uma constante
arbitraria Cr, C'r € R, ou seja

P(R;>Cgr)=1-P(R; <Cp)=1-Fg, (Cr), (4.6.2)

é igual a probabilidade P (R; > Cg) seja igual a probabilidade de sucesso m; = ¢g~! (xiTﬁ)
da variavel resposta binaria Y;, isto é

g[(1=Fg™) ] =xIB=n,i=12..,n, (4.6.3)

e portanto, a partir de (4.5.1) e assumindo (4.6.3), segue que, para o ponto inflacionado
S S CR?

xiT,B:g{l—w—(1—w)%ﬁ—(l—w)zw‘zg&)]”}, (4.6.4)
! riFES

e para o ponto inflacionado s > Cg temos

T ai (rs) [g (6:)]"
xiﬁ—g{l—(l—w) —} (4.6.5)
2

4.7 Caso particular: o modelo geométrico para dados inflaciona-
dos de zeros

Consideremos n variaveis aleatérias Ry, Ro, ..., R, independentes seguindo uma dis-
tribuicao geométrica inflacionada em zero, isto é, R; ~ Geometrica (p;,w), i = 1,2, ..., n, tal
que sua distribuicao de probabilidades seja

w4+ (1 —w)ps, se 1,=0
(I=w)pi(I=p)™, se 7 #0.

pin-ry-

Seja A o conjunto dos valores de r; iguais a zero, ou seja, A = {r; | r; = 0} e seja
m o total de zeros, isto é , m = n(A). Dessa forma a fungao de verossimilhanga e log-
verossimilhanca sao dadas por

Lpwlr) = [[w+@-w)pl(t=)" ] i -p)"]

ri€A 7‘1'¢A
l(p,w|r) = Zln[w+(1 —w)p]+(n—m)In(l —w)+ Zln(pi)+ Zriln(l — i),
r,€A T‘Z‘QA T¢¢A

em que r = (71,79, ..., Ty).
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4.8 Modelo de regressao logistica com resposta geométrica infla-
cionado de zeros
Nesta secao apresentamos o modelo de regressao logistica com resposta geométrica
zero inflacionado. Considere n variaveis aleatérias Ry, Ro, ..., R, independentes seguindo uma
distribui¢do geométrica inflacionada em zero, isto é, R; ~ Geometrica (p;,w), i =1,2,....,n
tal que sua distribuicao de probabilidades seja da seguinta forma

w+ (1 —w)p, se ;=0
P(R,=r;)= ,
(B =ri) { (1—w)p; (1 —p)", se r; #0.

Proposicao 6 Considere n varidaveis aleatorias independentes Ry, Ro, ..., R, com distribui¢ao
geométrica zero inflacionada, isto €, R; ~ Geometrica (p;,w), i = 1,2,...,n, e considere
outro conjunto de n varidveis aleatorias independentes Y1,Ys, ..., Y, com distribuicao de pro-
babilidade de Bernoulli, isto €, Y; ~ Bernoulli(m;), i = 1,2,...,n. Segundo a rela¢io dada
em (4.6.1), incorporando a informagao da varidvel resposta geométrica zero inflacionada no
ajuste de Y; temos que a distribuicao de probabilidades de R; € tal que

—1 (5T Crt1
R; ~ Geometrica{ 1 — [91(—15)] we,i=12..n
—w

Prova. Pela relagao expressa em (4.6.1) temos
g [(1 — FSR)] = X;‘F,B =n;,1=1,2,...,m,
e portanto

x;8 = g[l—P(R <Cp)

2

{ ,
o)

{

e finalmente
X?ﬂ =4 [(1 - CO) (1 _pi)CR+1] ) 1= ]-a 27 w1

Dessa forma segue que

1—w

1
-1 (LT Cp+1
pizl_[M] ,1=1,2,...,n.
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Como 0 < p; < 1 temos a seguinte restricao
0<gt (XZ-TB) <l—-w<l.

O modelo de regressao logistica com resposta geométrica zero inflacionado fica assim
definido por

P(R;=r1;) = 1 . (4.8.1)
<1>{1{M]}[M} I

Seja A o conjunto dos valores de r; iguais a zero, ou seja, A = {r; | r; = 0} e sejam

o total de zeros, isto é , m = n (A). Dessa forma a fungdo de verossimilhanca é tal que

LBw|r) = [[{1-0-w [—g_l("m]%ﬂ

1—w
r,€EA

n—m T/B CFerl g_l X;—FIB #
X (1-w) H 1_[ 1(—w )] [ 1(—w )] ’

ri¢A

e, por sua vez, o logaritmo da fungao de verossimilhanca é

[(B,w]|r) Zln 1—(1—w) [gl(—sz,B)]CR“ +(n—m)ln(1—w)

r,€A l—w
g (x18) | g~ (x7B)
+ T%ln 1—[ - ] +%{(CR+1>1HI T— 0 )

Os escores sao tais que

o(B.w|r) _
S R T

Os estimadores de maxima verossimilhanca podem ser obtidos por meio do algoritmo
BFGS.
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5 Abordagem bayesiana

5.1 Introducao

Neste capitulo fazemos a abordagem bayesiana para os modelos de regressao segundo
a metodologia proposta. A eficiéncia desta abordagem para a estimacao de parametros
populacionais é evidenciada, principalmente, quando o pesquisador dispoe de informacoes a
priori a respeito dos parametros. Apresentamos as distribuigoes a posterior: bem como as
distribuicoes condicionais para os modelos de regressao com resposta normal, com resposta
exponencial e também para o modelo logistico com respostas diversas: geométrica, Poisson,
normal considerando a estrutura heteroscedastica multiplicativa e geométrica inflacionada
em zero. No estudo de simulacao, atribuimos distribuigoes a prior: vagas para os parametros
de regressao e para os parametros perturbadores com o objetivo de comparar as estimativas
bayesianas com as estimativas classicas.

5.2 Funcao de verossimilhanca para os modelos de regressao com
resposta normal

Vimos na secao 2.3.6 que a funcao de verossimilhanca para os modelos desenvolvidos
com resposta normal, segundo a proposigao (1), em que r = (rq,ro, ...,rn)T, ¢ da seguinte

forma:
L(B,0%|r) = (2m) " (0%) ™" (5.2.1)
X exp {—% Z [ri —o® " (1 = Fy, (Cy)) — CR}Q} ’

que, para facilitar a obtengao das distribui¢oes condicionais no caso da abordagem bayesiana,
(5.2.1) pode ser reescrita como

L(B,0%|r) = (2m) (e (5.2.2)

1 — ] — 1 —
X exp{—r"QZ(’f’i—CR)Z—FE;wi(Ti—CR)—§;¢?}.

Cada um dos possiveis modelos de regressao assume uma expressao para o termo ;
em 5.2.2, conforme a Tabela 5.2.

Tabela 5.2. Expressoes do termo 1); para os modelos de regressao.

Modelo (05

Logistico >l (m) =0 gt (xIB)],i=1,2,..,n
Exponencial &1 [exp (=\;Cy)], i = 1,2,...,n, em que \; = exp (XZTﬁ)
Geométrico o1 [(1 — pi)CYH} ,i=1,2,...,n, em que p; = g~ ! (XZT,B)

Cy .

Poisson o1 {1 — yZ::O exp(;—)\'))\y} , 1 =1,2,...,n, em que \; = exp (XiTﬁ).
Log-normal Lt "(I)y (%Yg(cﬂﬂ ,i=1,2,...,n, em que uy; = x. 3.

Consideramos o vetor de parametros B = (Bo, 1, 2, F3) para a construgao das

distribuicoes a posteriori conforme a seguir.
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5.3 Modelo de regressao logistica bayesiano com a informagao da
variavel resposta normal

Nesta secao estudamos o modelo de regressao logistica com resposta normal sob o
enfoque bayesiano. Considerando o vetor de parametros 3 = (5o, 1, P2, f3) € 0 parametro
perturbador o2 independentes, adotaremos as seguintes distribuicoes a priori:

1
B ~ N (aj,bi) , isto é, m(f3;) o< exp {—@ (B; — aj)z} ,j=0,1,2,3. (5.3.1)
J

o? ~ IG(c,d),isto é, (02) x (02)7(%1) exp (—i> , (5.3.2)

o2

em que /G denota a distribuicao gama invertida e a;, b;, 7 = 0,1,2,3, ¢ e d sao hiper-
parametros conhecidos. Dessa forma, como a distribuicao a posteriori é proporcional ao
produto da funcao de verossimilhanca pela distribuicao a priori dos parametros, temos
que a partir de (5.2.2), (5.3.1) e (5.3.2) obtemos a seguinte distribui¢do a posteriori de

B = (Bo, b1, B2, B3) e o™
w (8.0 ) o (o) 5 533

X exp{—T;A (r; — Zw — CR) ——Z¢2}

() xom - 2;(% )}.

A partir da distribuicao a posteriori dada em (5.3.3) temos as seguintes distribui¢oes
condicionais completas:

i. A distribui¢do condicional completa de o dados o vetor B = (8o, B1, B2, 83) € o vetor de

Al

(02)—(%+c+1) exp {_% }

¢ o nucleo de uma distribui¢do gama inversa IG {% + ¢ [% S (r; — Cr)* + d] }

=1

dados r = (11,79, ...,7,) €
. (02 | 1371,) x (02)—(%+c+1) {__ [%
=1

em que o termo

1 n

=1

ii. A distribuigao condicional completa de 3; dados o parametro o

de dados r = (r1,rg, ..., 1) é

T (8| By 0% r ocexp{ Z% T C’R)—%Ziﬁ}exp{—%(ﬁj—%)z}, (5.3.5)
1=1 J

_ Bl [l (xTE)] — -t | e(IB) |
para 7 =0,1,2,3e¢; =P [g (xi,B)] =0 |:1+exp(x?B):|’Z_1’2’”'7n'

, 0 vetor B_;) e o vetor
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Observagao: A distribuicao a posteriori bem como as distribui¢oes condicionais
para os demais modelos de regressao com resposta normal é como em (5.3.3), (5.3.4) e (5.3.5)
respectivamente, bastando substituir o termo 1); como apresentado na Tabela 5.2.

5.4 Funcao de verossimilhanca para os modelos de regressao com
resposta exponencial

Vimos na secao 2.4.6 do capitulo 2 que a funcao de verossimilhanca para os modelos
. . .~ T
desenvolvidos com resposta exponencial, segundo a proposigao (2), em quer = (11,79, ...,7,) ",

n n ] x 17i/Cr
L(ﬂ]r):H{—l i) CLM } (5.4.1)

i=1

é da seguinte forma

Cada um dos possiveis modelos de regressao com resposta exponencial assume uma
expressao para o termo 1; em (5.4.1), conforme a Tabela 5.4.

Tabela 5.4. Expressoes do termo 1); para os modelos de regressao.

Modelo (05

Logistico m=g ' (xI'B),i=12.,n

Normal Fy (‘”;CY) ,i=1,2,...,n, em que u; = X! 3.
Geométrico (1—p)™, i=1,2,...n, em que p; = g~ ! (x'B).

Cy i
. eXp(f)\i))\;l . o T

Poisson 1— yZ::OT7 1=1,2,...,n, em que \; = exp (xi ,6).

Log-normal CI)g1 [(IDY (%ﬁf(cﬂﬂ ,i=1,2,....n, em que uy; = x. 3.

5.5 Modelo de regressao logistica bayesiano com a informagao da

variavel resposta exponencial

Nessa Se¢ao vamos construir o modelo de regressao logistica com resposta exponen-
cial sob o enfoque bayesiano. Considerando os parametros 3 = (S, 81, 52, f3) independentes,
adotaremos as seguintes distribuigoes a priori

1
B; ~ N (aj,b3) , isto é, 7 (f3;) o exp {_W (B; — aj)z} ,j=0,1,2,3. (5.5.1)
J

Dessa forma, a partir da funcao de verossimilhanca dada em 5.4.1 e das distribuigoes
a priori dadas em 5.5.1, obtemos a seguinte distribuicao a posteriori de B = (B, 51, B2, 3):

n n [, 17i/CR 3 a2
T(B]|r)x 11 {—1 ] XC’][ng] }exp {—%Z (ﬂjb—/) } (5.5.2)

J=0

Da distribuicao a posteriori conjunta (5.5.2) temos as seguintes distribui¢oes condi-
cionais completas:

i. A distribuigao condicional de f3; dados o vetor de dados r = (11,72, ...,7,) é dada por
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- ln i i ri/Cn 1 i — @y ’
T (5;’ | 5(_]-) r H{ (i Zb] }exp {—5 <6T> } (5.5.3)

para j =0,1,2,3.

Observagao: A distribuicao a posteriori bem como as distribui¢oes condicionais
para os demais modelos de regressao com resposta exponencial é como em 5.5.2 e 5.5.3
respectivamente, bastando substituir o termo 1); como apresentado na Tabela 5.4.

5.6 Modelo logistico bayesiano com a informacao da variavel res-
posta normal heteroscedastica multiplicativa
Nesta secao estudamos o modelo logistico bayesiano com informacao da varidvel

resposta normal considerando um contexto de heteroscedasticidade multiplicativa. Conforme
detalhado no Capitulo 2, secao 2.5.5, a funcao de verossimilhanca é tal que

L(B,0*A|r) = (2m) " (®) "] (5.6.1)
=1 )
L [ [ ()] -
X exp _Tﬂ; xf‘

Para facilitar a obtencao das distribui¢oes condicionais, a funcao de verossimilhanca
dada em (5.6.1) pode ser reescrita como

L(B,0° M) = (20)"2(*) " ﬁx;W (5.6.2)
i=1

1 (TZ'—CR)Q 1 - 1%‘(7’2'—0}3) 1 - 2
X eXp{_zo,QZ o +;;—x?/2 —52%

G111 (wt A _ -1 | _e(xIB) L
em que ¢; = &g (xLF)] = D Trex(x75) | parai=1,2,....,n

. A~ T A~
Considerando o vetor de parametros 8 = (S, 81, 52, 83) , e 0os pardametros pertur-
badores 02 e X independentes, adotaremos as seguintes distribuicoes a priori:

A~ Gama(c,d),isto é, m () oc A Lexp (—d)\); (5.6.3)
o ~ IGl(e, f),isto é m(0?) (02)7(%1) exp {—%} : (5.6.4)

1
B; ~ N (a;,b3),isto é m(B;) o< exp {—2—b2 (Bj — aj)2} ,7=0,1,2,3.  (5.6.5)
J

Dessa maneira, a partir da fungao de verossimilhanga dada em (5.6.2) e das dis-
tribuigoes a priori (5.6.3), (5.6.4) e (5.6.5), obtemos a seguinte distribui¢do a posteriori de
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B = (Bo, Br; B2, Bs), o’ e\

w802\ |1) o« (02) (ET) <H xfﬂ) (5.6.6)

i=1
1 - (’f’, — CR) 1 - ¢1 (7“7; CR) 1 - 2
X exp{—2 5 o —I—g Y 2 E ¥;
=1 g =1 7 =1
3 2
1 Bi—a f
c—1 _ - J J o _ 4
X AT Xexp { 5 ;0 < b; ) d\ 02}

_ _ _ exp(xI B .
em que 1); = &1 [g 1 (XZT[)')] = o1 [%}, parai1=1,2,...,n.

A partir da distribuicao a posteriori conjunta (5.6.6) temos as seguintes distribuigoes
condicionais

i. A distribuicdao condicional de ¢? dados o parametro )\, o vetor de coeficientes 3 =
(Bo, P1, B2, P3) € o vetor de dados r = (ry, 79, ..., rn)T:

em que o termo

e (- [

i=1 g

" r—Cp)2
denota o ntcleo de uma distribuicao gama inversa IG {g +e; [% S (rs SR) + f} }

ii. A distribuicdo condicional de A dados o parametro o2, o vetor de coeficientes 3 =
(Bo, B1, P2, P3) € o vetor de dados r = (ry,ra, ..., 1y)

m (A B,0%r) o AThexp (—dA) x (Hw;v2>

=1

1 " (Ti—OR)2 1 n wi(ri—CR)
% exp{—2022 ) +;;T )

by
Z;

=1

iii. A distribuicao condicional do coeficiente de regressao §;, 7 = 0, 1, 2, 3, dados os parametros
A, 02, o vetor de coeficientes B(—j) e o vetor de dados r = (rq, 79, ..., rn)T

1=y (ri —C 1 — 1
ﬂ-(ﬂj’ﬂ(_j)’UQ’)\’r)“eXp{;Z%_§Zw$}eXp{_2_l)j(ﬁj_aj>2}a

i=1 7 i=1

para j =0,1,2,3 e ¢, =7 [¢7! (xIB)] =&~} {

(2
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5.7 Modelo de regressao logistica bayesiano com a informagao da
variavel resposta geométrica

Conforme visto anteriormente no capitulo 2, secao 2.5.1, a fungao de verossimilhanca
para o modelo logistico com informacao da varidvel resposta geométrica é tal que

{1- [ <)} g7 (T o)) o}

1—[g" (x] ﬁ)}f X exp {(CR_lJrl) > (xfﬁ)} C(5.7.1)

| [+ exp (< @)

=

L(B|r) =

1

<.
Il

I

(2

Considerando os coeficientes de regressao 3 = (3, b1, P2, O3) independentes atribuimos
as seguintes distribuicoes a priori

1
Bj~N (aj,b?) , isto é, m (B;) o< exp {—— (B — aj)Q} ,7=0,1,2,3. (5.7.2)

2

Logo, a partir da fungao de verossimilhanca dada em (5.7.1) e das distribuigoes a pri-
ori dadas em (5.7.2) temos a seguinte distribuigdo a posteriori conjunta para os coeficientes

B = (Bo, B, 2, B3)":

. ! (x{B)] “n
— 5.7.3
T H +exp< 7)o 1)

X exp{mg”(xf’@) _§Z<6jbj ) }

Jj=0

Da distribuicao a posteriori conjunta (5.7.3) temos as seguintes distribui¢oes condi-
cionais completas:

i. A distribuigao condicional de 3y dados 8 = 31, B2, B3 e os dados r = (rq, 79, ..
por

., Ty) € dada
Bo 1/ Bo—ao\’
Cr+ 1 ;T 2\ b

ii. A distribuigao condicional de 8; dados B(_;) e os dados r = (r1, 7o, ..

- (xr)]
T (50 | ﬁ(,o) r H +exp( B)]W exp

., Ty) é dada por

Bi 1(B—a;\°
CR"‘l;xl]rl 2 bj ’

S 1))
' 757‘? - x
7 (85 | Bo, B—j), 1) o }:[1 1 + exp (x78)]Fnt P

para j =1,2,3.
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5.8 Modelo de regressao logistica bayesiano com informacao da
variavel resposta Poisson

Nessa Se¢ao vamos construir o modelo logistico bayesiano com informagao da variavel
resposta Poisson. Conforme visto anteriormente na segao 2.5.3 do capitulo 2, a funcao de
verossimilhanca para o modelo logistico com informacao da variavel resposta Poisson, con-
siderando Cr = 0, é tal que

n

L) =T {-mh-g B -0 (FB)], =012

ilz

que pode ser reescrita como

ln 1—|—exp TI@ T
L(B,r) H{ o 1+exp(( ;%} Jri=0,1,2,... (5.8.1)

Considerando os coeficientes 8 = (o, 1, B2, 33) independentes atribuimos as seguintes

distribuicoes a prior:
Ly 1 .
Bj ~N (aj,b?) , isto é, m (;) x exp {—2—172 (B — aj)2} ,7=0,1,2,3. (5.8.2)
J

Logo, a partir da fungao de verossimilhanca dada em (5.8.1) e das distribuigoes a pri-
ori dadas em (5.8.2) temos a seguinte distribuicdo a posteriori conjunta para os coeficientes

B = (Bo, b1, B2, B3)
{In[1 + exp (xI'8)]}" 1 3 B —a;\’
(B |r) g LT oxp (7 )] exp{ 5 ]Z:; (—b- ) } , (5.8.3)

J

e, portanto, a partir de (5.8.3) obtemos as seguintes distribui¢oes condicionais

{In [1+exp (xI'B)]}" L (B —a; ’
W(ﬁj’ﬁ(—j)’ 21;[ ri! [1 + exp (x1'8)] exp{—i( b )}’

para 5 =0,1,2,3.

5.9 Modelo logistico bayesiano com resposta geométrica inflacionada
em zero

Nesta secao apresentamos o modelo de regressao logistica bayesiano com resposta
geométrica inflacionada em zero. Seja A o conjunto dos valores de r; iguais a zero, ou seja,
A ={r;| r; =0} e seja m o total de zeros, isto é , m = n(A). Vimos no capitulo 4, secao
4.8 que a funcgao de verossimilhanca é tal que

LBwlr) = [[{1-a-w [M]% (5.9.1)

r,€A 1_w
1 _Ti
- L(78)] | [ ()|
< -l 1—[ = oo |
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Considerando os coeficientes de regressao e o parametro de inflagao independentes
atribuimos as seguintes distribuicoes a priori

L 1 :
5]' ~ N (aj7b§) , 1sto e, m (ﬁ]) X exp {_@ (5] - aj)Q} ,7=0,1,...,p. (592)
J
w ~ Beta(c,d), isto é, m(w) o w (1 —w)". (5.9.3)

Desta forma, a partir da funcdo de verossimilhanca dada em (5.9.1) e das dis-
tribuigdes a priori dadas em (5.9.2) e em (5.9.3) temos a seguinte distribui¢ao a posteriori
para os coeficientes de regressao 8 = (b, 51, ..., Bp) € w:

Bl « [[{1-0-w [M] ' (5.9.4)

r;€EA 1 —w
- Lx8) 7 [o7t ()]
x (1—w) 1;[1 1— [ — —
X exp { 2 Z (ﬁ] b_ a]) } X wc_l (1 - w)d—l '
j=0 J

A partir da distribuicdo a posteriori expressa em (5.9.5) temos as seguintes dis-
tribuig¢oes condicionais completas:

i. A distribui¢ao condicional de w dados 3 e os dados r = (r1, 79, ...,7,) é dada por

7T(w|/37r> X H 1—(1—(,u) [M] " ch_l(l—w)d_l

1—w
'I’ieA

n m T/B CR1+1 g_l XzTIB #

x (1-—w H 1—[ (w)] [—1(_w)] .
ri¢A

(5.9.5)

ii. A distribuigao condicional de §; dados B(_;), w e os dados r = (r1,rg,...,ry) é dada por

T (8| B_jw,r) o H 1-(1-w) [#] R XeXp{ Q(ij_jaj)}

TiEA

- <18) ]\ [0 (78) |7
< omorn ] 1_[1(_w)] ll_w]
ri¢A

(5.9.6)

para j = 0,1, ...p.
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5.10 Simulagao para os modelos propostos

Nesta secao apresentamos as estimativas bayesianas produzidas pelo modelo de
regressao logistica bayesiano com resposta de origem e comparamos com estimativas classicas.
A programacao computacional foi desenvolvida usando o software R, versao 2.10.1. Usamos
os mesmos tamanhos amostrais do capitulo 3 (n = 50, 100, 200 e 500). Geramos 100
amostras de tamanho n e, para cada amostra geramos duas cadeias de tamanho 120000 com
um descarte de 20000 e um salto de tamanho 50 fornecendo uma amostra final da distribuicao
a posteriori conjunta de tamanho 2000. Para cada uma das cadeias foram adotados valores
iniciais e sementes diferentes. A convergéncia das cadeias geradas foi diagnosticada pelo
critério de Gelman-Rubin (1992). Tal diagnéstico de convergéncia foi monitorada utilizando
o pacote CODA (Best et. al 1995).

5.11 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com
resposta normal

Para o caso do modelo com resposta normal, geramos 100 amostras de tamanho n
(n = 50, 100, 200 e 500), considerando trés varidveis explicativas X;1, X;2, Xi3 e uma variavel
resposta e R;, 1 = 1,2, ...,n, da seguinte forma:

Xy ~ N (5;1); Xip ~ N (10;4); Xj3 ~ N (20;16); R; ~ N (p;,0%),

com ¢ = 1.000 e p; = o® 1 [g7' (Bo + Srwi1 + Boio + Bswiz)] + Cr, i = 1,2, ..., n.
Os valores atribuidos para o vetor 3 = (S, 1, B2, 03) para a geragao de p;, i =
1,2,...,n, foram By = —4,5, f1 = 0,5, o =0,35 e B3 =0,02.
Consideramos o ponto de corte C'r = 11.000, e as seguintes distribuicoes a priori
vagas:
o? ~ I1G(2,01;100) e B; ~ N (0,1000), j =0,1,2,3.

A Tabela 5.11 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
logistica usual e o modelo de regressao logistica com resposta normal, para cada tamanho
amostral.
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Tabela 5.11.

Estimativas bayesianas e classicas obtidas segundo ambos os modelos.

Parametros

Modelo bayesiano resposta normal (n = 50)

Modelo logistico usual (n = 50)

Valores reais  Estimativas Int.Cred (95%) Estimativas IC (95%)
By —4,50 —5,5457 —10,2996 —0,7972 —5,5469 —16,9596 38686
B 0,50 0,6536  0,1073  1,1989  0,6531  —0,4043 1,9958
By 0,35 0,4568  0,1740  0,7390  0,4565 —0,0634 1,1976
Bs 0,02 0,0077 —0,1005 0,1162  0,0077  —0,2504 0,2273
o 1000 1056 935 1229 - - -
Pardmetros ~ Modelo bayesiano resposta normal (n = 100) Modelo logfstico usual (n = 100)

Valores reais  Estimativas Int.Cred (95%) Estimativas 1C (95%)
By —4,50 —4,5779 —7,0349 —2,1216 —4,5812 —10,0194  0,4851
B 0,50 0,5453  0,2394 0,8514  0,5456  —0,0617 1,2397
B2 0,35 0, 3693 0,2083 0,5302 0, 3692 0,0457 0,7329
Bz 0,02 0,0091 —0,0561 0,0743 0,0091 —0,1342 0,1441
o 1000 1214 1107 1372 — — —
Pardmetros  Modelo bayesiano resposta normal (n = 200) Modelo logistico usual (n = 200)
Valores reais  Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —4,50 —4,3312 —6,0732 —2,5898 —4,3316 —8,1076 —0,7201
B 0,50 0,4940  0,3015 0,6868  0,4944  0,0999 0,9153
By 0,35 0,3506  0,2388 0,4622  0,3504  0,1221 0,5957
Bz 0,02 0,0141  —0,0338 0,0622 0,0142  —0,0886 0,1149
o 1000 1308 1226 1433 — — —
Parametros  Modelo bayesiano resposta normal (n = 500) Modelo logfstico usual (n = 500)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas I1C (95%)
Bo —4,50 —4,6018 —5,6965 —3,5021 —4,5991 —6,9557 —2,3200
B1 0,50 0,4952 0,3744 0,6161 0,4952 0,2453 0, 7552
By 0,35 0,3595  0,2928 0,4262  0,3596  0,2221 0,5033
By 0,02 0,0220 —0,0087  0,0527  0,0220  —0,0429 0, 0867
o 1000 1390 1344 1452 - — —

O termo estimativas nas Tabelas desta secao se refere a média das 100 esperancas
a posteriori, e o termo Int.Cred (95%) se refere a média dos 100 intervalos de credibilidade
obtidos.

A partir dos resultados expostos na Tabela 5.11, podemos observar que as estimati-
vas bayesianas pontuais estao préoximas das estimativas classicas. A precisao das estimativas
intervalares do modelo bayesiano com resposta normal também é evidenciada por meio de
intervalos de credibilidade com amplitudes menores que as dos intervalos de confianca do
modelo logistico usual.

A medida que o tamanho da amostra aumenta, o modelo logistico bayesiano com
resposta normal continua apresentando estimativas intervalares mais precisas.

Por outro lado, as estimativas bayesianas para o parametro perturbador ¢ foram
sobrestimadas a medida que o tamanho da amostra aumenta.
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5.12 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com

resposta log-normal

Para o modelo bayesiano de regressao logistica com resposta log-normal, geramos
100 amostras de tamanho n (n = 50, 100, 200 e 500), considerando trés varidveis explicativas
X;1, X2, X;3 e uma variavel resposta e R;, © = 1,2, ...,n, da seguinte forma:

Xit ~ N (5;1); Xip ~ N (10;4); Xis ~ N (25;25); R; ~ LN (p;,07),
em que LN denota a distribuicao log-normal, e

p =o®"! [9_1 (Bo + Brwiy + PBowia + 5395@'3)] +log (Cr),i=1,2,...,n,

com 02 = 0,50 = o = 0,71. Os valores atribuidos para os coeficientes de regressao foram
Bo = —12,0, By = 1,0, B = 0,44 e 53 = 0,05. Consideramos o ponto de corte Cr = 10 e as
seguintes distribuicoes a prior: vaga

o2 ~ 1G(2,01;100) e B; ~ N (0,1000), j =0,1,2,3.

A Tabela 5.12 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
logistica usual e o modelo de regressao logistica com resposta log-normal, para cada tamanho
amostral.
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Tabela 5.12.

Estimativas bayesianas e classicas obtidas segundo ambos os modelos.

Parametros

Modelo bayesiano resposta lognormal (n = 50)

Modelo logistico usual (n = 50)

Valores reais  Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas 1C (95%)
By —12,0 —5,2482 —9,7392 —0,7571 —5,2452 —15,9728  3,6902
By 0,50  0,6053 0,0917 1,1173 0,6046  —0,3998 1,8516
By 0,35 0,4339 0, 1658 0,7018 0,4338  —0,0599 1,1327
Bz 0,02 0,0074  —0,0952 0,1101 0,0074  —0,2354 0,2165
o 0,71 0,8073 0, 3882 1, 2960 — — —
Parametros  Modelo bayesiano resposta lognormal (n = 100) Modelo logistico usual (n = 100)
Valores reais  Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas 1C (95%)
Bo —12,0 —4,6233 —6,9949 —2,2525 —4,6224 —9,8725 0,2543
G 0,50  0,5268 0,2339 0,8187 0,5263  —0,0569 1,1883
By 0,35 0, 3590 0,2045 0,5133 0, 3590 0,0478 0,7068
Bz 0,02 0,0136  —0,0488 0,0761 0,0136  —0,1232 0,1438
o 0,71 0,7748 0, 3826 1, 2608 — — —
Parametros  Modelo bayesiano resposta lognormal (n = 200) Modelo logistico usual (n = 200)
Valores reais  Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas 1C (95%)
Bo —12,0 —4,3914 —6,0723 —2,7067 —4,3910 —8,0456  —0,9076
By 0,50  0,4882 0, 3029 0,6730 0,4879 0,1084 0,8922
By 0,35 0, 3426 0,2351 0,4504 0, 3426 0,1227 0,5786
B3 0,02 0,0157  —0,0304 0,0619 0,0157  —0,0830 0,1127
o 0,71 0,7395 0, 3789 1,2372 — — —
Pardmetros  Modelo bayesiano resposta lognormal (n = 500) Modelo logistico usual (n = 500)

Valores reais

By —12,0
B1 0,50
By 0,35
Bs 0,02
o 0,71

Estimativas Int.Cred(95%)

—4,6486 —5,7101  —3,5840
0,4928  0,3761 0, 6092
0,3540  0,2906 0,4193
0,0200 —0,0087  0,0504
0,7026  0,3755 1, 2450

Estimativas IC (95%)
—4,6485 —6,9325  —2,4420
0,4927 0,2513 0, 7437
0,3550  0,2221 0, 4939
0,0209 —0,0416  0,0833

A partir dos resultados obtidos na Tabela 5.12, podemos observar que as estimativas

bayesianas intervalares sao mais precisas em todos os casos considerados.

5.13 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com

resposta exponencial

Para o modelo bayesiano de regressao logistica com resposta exponencial, geramos

100 amostras de tamanho n (n = 50, 100, 200 e 500), considerando trés varidveis explicativas

X;1, X2, X;3 e uma variavel resposta e R;, © = 1, 2, ..., n, da seguinte forma:

X~ N (5:1); Xig ~ N (15:4); Xig ~ N (45;25); R, ~ Eap (\,)

em que Fxp denota a distribuicao exponencial, e

In[g7" (Bo + Brxir + Boiz + B343)]

A= —
Ckr

,i1=1,2,...,n.
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Os valores atribuidos para os coeficientes de regressao foram Sy = —24,0, 5, =1, 2,
By = 0,61 e 3 =0,19. Consideramos o ponto de corte C'gr = 40.000, isto é, todos os valores
de R; acima de 40.000 foram considerados sucessos, ou seja, tiveram a resposta igual a 1.
As seguintes distribuigoes a priori vagas foram consideradas

B; ~ N (0,1000), j = 0,1,2,3.

A Tabela 5.13 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
logistica usual e o modelo bayesiano de regressao logistica com resposta exponencial, para
cada tamanho amostral adotado.

Tabela 5.13. Estimativas bayesianas e classicas obtidas segundo ambos os modelos.

Parametros Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 50) Modelo logistico usual (n = 50)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —24,0 —29,2335 —37,8247 —20,65684  —29,2477 —51,3905 —14,3516
By 1,20 1,4716 0,9528 1,9907 1,4719 0,5152 2, 7546
B2 0,61 0,7373 0,4936 0,9803 0,7369 0,2921 1,3405
B3 0,29 0,2308 0, 1398 0,3215 0,2307 0,0691 0,4623
Parametros Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 100) Modelo logistico usual (n = 100)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —24,0 —25,6346 —30,7313 —20,5303 —25,6369 —37,8271 —16,1176
B 1,20 1,2921 0,9663 1,6183 1,2924 0,6635 2,0520
By 0,61 0,6439 0,4852 0,8030 0, 6441 0,3351 1,0115
B3 0,29 0,2047 0,1451 0,2644 0,2048 0,0907 0, 3448
Parametros  Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 200) Modelo logfstico usual (n = 200)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —24,0 —24,2320 —27,6984 —20,7689 —24,2365 —32,1467 —17,4813
B 1,20 1,2292 1,0178 1,4404 1,2291 0, 8108 1,7062
By 0,61 0,6129 0,4993 0, 7269 0,6132 0, 3862 0, 8685
B3 0,29 0,1910 0,1499 0,2320 0,1910 0,1093 0,2832
Parametros Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 500) Modelo logistico usual (n = 500)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —24,0 —24,1465 —26,2714 —22,0185 —24,1454 —28,8484 —19,8814
B 1,20 1,2140 1,0839 1,3438 1,2137 0,9504 1,4993
By 0,61 0,6147 0, 5446 0,6849 0,6147 0,4726 0, 7689
B3 0,29 0, 1900 0, 1648 0,2152 0, 1900 0,1386 0, 2450

A partir das estimativas bayesianas obtidas na Tabela 5.13 podemos observar que
as estimativas bayesianas intervalares sao mais precisas, isto ¢, apresentaram uma menor
amplitude nos intervalos de credibilidade para todos os casos considerados.

5.14 Resultados obtidos com o modelo logistico bayesiano com

resposta geométrica

Geramos 100 amostras de tamanho n (n = 50, 100, 200 e 500), considerando trés
variaveis explicativas X1, X2, X;3 e uma variavel resposta e R;, © = 1,2, ...,n, da seguinte
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forma:

em que Geom denota a distribuicao geométrica. Adotamos a constante Cr = 0 e, portanto,

temos que
exp (Bo + Biri + Boziz + P343)

1+ exp (8o + Prxa + Botiz + Patiz)’

Os valores atribuidos para o vetor 3 = (B, (1, B2, 83) para a geragao de m;, i =
.., n, foram By = —20,0, 51 =0,2, 5o =1,0e B3 =0,7.

Para cada um dos parametros do modelo , utilizamos uma distribuicao a prior:

i=1,2, ..

pi = , M.

1,2

y =

normal vaga tal que
B ~ N (0,1000), j =0,1,2,3.

A Tabela 5.14 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
logistica usual e o modelo de regressao logistica com resposta geométrica, para cada tamanho
amostral considerado.

Tabela 5.14. Estimativas classicas e bayesianas obtidas segundo ambos os modelos.

Parametros Modelo bayesiano resposta geométrica (n = 50) Modelo logistico usual (n = 50)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —20,0 —24,7842 —32,4855 —17,0678 —24,7839 —44,9741 —11,5852
By 0,20 0, 2600 0,1527 0,3671 0,2599 0, 0609 0, 5252
By 1,00 1, 1987 0, 7257 1,6730 1,1995 0, 3280 2,3760
B3 0,70 0, 8381 0, 5466 1,1290 0,8378 0,3325 1,5874
Parametros Modelo bayesiano resposta geométrica (n = 100) Modelo logistico usual (n = 100)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —20,0 —22,1085 —26,6488 —17,5742 —22,1120 —33,0966 —13,7420
B1 0,20 0,2282 0,1622 0,2945 0,2283 0,1003 0, 3822
By 1,00 1,0207 0, 7147 1,3270 1,0209 0,4223 1,7285
Bs 0,70 0, 7886 0,6027 0,9744 0, 7885 0,4391 1,2291
Parametros Modelo bayesiano resposta geométrica (n = 200) Modelo logistico usual (n = 200)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —20,0 —20,8065 —23,8330 —17,7693 —20,8015 —27,8085 —14,9661
By 0,20 0,2024 0, 1587 0,2462 0,2024 0,1153 0, 3006
By 1,00 1,0520 0, 8298 1,2747 1,0521 0,6072 1,5497
B3 0,70 0,7416 0,6172 0, 8657 0,7415 0,4978 1,0238
Parametros  Modelo bayesiano resposta geométrica (n = 500) Modelo logfstico usual (n = 500)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —20,0 —20,2831 —22,0985 —18,4776 —20,2815 —24,3268 —16,6681
B 0,20 0,2020 0,1751 0,2289 0,2020 0,1475 0, 2608
By 1,00 1,0095 0,8753 1,1433 1,0094 0,7370 1,3027
B3 0,70 0,7149 0, 6405 0, 7892 0,7149 0,5647 0, 8787

A partir dos resultados obtidos na Tabela 5.14 podemos observar que o modelo
bayesiano com resposta geométrica apresentou intervalos de credibilidade com amplitudes
menores que as dos intervalos de confianga do modelo logistico usual.
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5.15 Resultados obtidos para o modelo logistico bayesiano com

resposta Poisson

Geramos 100 amostras de tamanho n (n = 50, 100, 200 e 500), considerando trés
variaveis explicativas X1, X2, X;3 e uma variavel resposta e R;, © = 1,2, ...,n, da seguinte
forma:

Adotamos a constante Cr = 0 e, portanto, temos que

_exp (B + Bz + Boi + B3wis)
1+ exp (Bo + frzia + Boxia + B32:3)

Os valores atribuidos para os coeficientes de regressao foram 5y = —15,0, 8; = 0,16, [y =

Ai=—1In|l ,1=1,2,...,n.

1,22 e B3 = 0,48. Para cada um dos parametros do modelo , utilizamos uma distribuicao a
priori normal vaga tal que

A Tabela 5.15 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
logistica usual e o modelo de regressao logistica com resposta Poisson, para cada tamanho
amostral considerado.

Tabela 5.15. Estimativas classicas e bayesianas obtidas segundo ambos os modelos.

Parametros Modelo bayesiano resposta Poisson (n = 50) Modelo logistico usual (n = 50)

Valores reais ~ Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas 1C (95%)

Bo —15,0 —16,0874 —19,7397 —12,4383 —26,6592 —34,9741 —11,5675
B1 0,16 0,1719 0,1076 0,2362 1,0116 0,0650 1,5252
Ba 1,22 1,3397 0,9594 1,7196 3,7183 0,3334 4,3760
Bs 0,48 0,4908 0, 3526 0,6290 2,8221 0,3108 3,5874

Parametros Modelo bayesiano resposta Poisson (n = 100) Modelo logistico usual (n = 100)

Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
By —15,0 —16,0875 —19,7345 —12,4366 —16,0840 —24,7922 —9,1990
B 0,16  0,1719  0,1077  0,2363  0,1719  0,0451  0,3204
B, 1,22 1,3393  0,9579  1,7188  1,3381  0,6137  2,2381
By 0,48  0,4907  0,3530  0,6287  0,4908  0,2254  0,8168

Parametros Modelo bayesiano resposta Poisson (n = 200) Modelo logistico usual (n = 200)

Valores reais ~ Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas 1C (95%)

Bo —15,0 —15,4191 —17,9093 —12,9127 —15,4109 —21,0764 —10,5038
6y 0,16 0,1657 0,1242 0,2072 0,1657 0,0819 0,2577
By 1,22 1,2299 0,9745 1,4859 1,2307 0,7259 1,8093
B3 0,48 0,4976 0,3970 0, 5982 0,4976 0,2976 0,7244

Parametros Modelo bayesiano resposta Poisson (n = 500) Modelo logistico usual (n = 500)

Valores reais ~ Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —15,0 —14,9844 —16,4998 —13,4653 —14,9826 —18,3293 —11,9167
61 0,16 0, 1595 0,1344 0, 1848 0, 1596 0,1078 0,2143
by 1,22 1,2290 1,0854 1,3731 1,2291 0,9378 1,5454
B3 0,48 0,4733 0,4093 0,5376 0,4735 0, 3430 0,6137
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A partir dos resultados expressos pela Tabela 5.15, assim como nos modelos an-
teriores, podemos observar que o modelo bayesiano com resposta geométrica apresentou
intervalos de credibilidade com amplitudes menores que as dos intervalos de confianca do
modelo logistico usual.

5.16 Resultados obtidos para o modelo geométrico bayesiano com
resposta normal

Para o caso do modelo geométrico com resposta normal, geramos 100 amostras de
tamanho n (n = 50, 100, 200 e 500), considerando trés variaveis explicativas X;1, X;0, X3 €
uma variavel resposta e R;, 1 = 1,2, ..., n, da seguinte forma:

Xi~ N (51); Xig ~ N (10:4); Xig ~ N (20;16); Ry ~ N (u5,0%) ,

com ¢ = 1.000 e pu; = o® 1 [g7! (B + Brxi1 + Boio + Bswis)] + Cr, i = 1,2, ..., n.
Os valores atribuidos para o vetor 3 = (fy, 51, P2, 03) para a geracao de p;, i =
1,2,...,n, foram By = —4,5, 51 = 0,5, B = 0,35 e 53 =0,02.
Consideramos os pontos de corte C'r = 11.000, e C'y = 2, e as seguintes distribuicoes
a priori vaga
o? ~1G(1,01;100) e B; ~ N (0,1000), j =0,1,2,3.

A Tabela 5.16 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
geométrica e o modelo de regressao geométrica bayesiano com resposta normal, para cada
tamanho amostral.

74



Tabela 5.16.

Estimativas classicas e bayesianas obtidas segundo ambos os modelos.

Parametros

Modelo bayesiano resposta normal (n = 50)

Modelo logistico usual (n = 50)

Valores reais  Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —4,50 —5,2801 —9,0701 —1,4916 —5,2854 —13,2698 2,6991
B1 0,50 0, 5644 0,1154 1,0128 0,5644  —0,3804 1,5093
By 0,35 0,4129 0,1984 0,6277 0,4130 —0,0394 0, 8655
Bz 0,02 0,0280 —0,0575 0,1135 0,0279 —0, 1518 0,2076
o 1000 1191 832 1477 — — —
Parametros ~ Modelo bayesiano resposta normal (n = 100) Modelo logistico usual (n = 100)
Valores reais  Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas 1C (95%)
Bo —4,50 —4,5101 —6,5785  —2,4452 —4 5140 —8,8654 —0, 1626
By 0,50 0,5193 0, 2486 0,7907 0,5196 —0,0514 1,0906
B2 0,35 0, 3610 0,2179 0,5041 0,3610 0,0597 0,6624
Bz 0,02 0,0175  —0,0396 0,0745 0,0174  —0,1028 0,1375
o 1000 1044 827 1381 — — —
Pardmetros  Modelo bayesiano resposta normal (n = 200) Modelo logistico usual (n = 200)
Valores reais  Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —4,50 —4,3947 —5,8677 —2,9177 —4,3937 —7,5020 —1,2854
B1 0,50 0,5191 0, 3461 0,6918 0,5191 0, 1546 0, 8836
By 0,35 0, 3530 0,2564 0, 4499 0,3532 0, 1494 0, 5569
B3 0,02 0,0128 —0,0301 0,0555 0,0127  —0,0774 0,1029
o 1000 997 826 1210 — — —
Parametros  Modelo bayesiano resposta normal (n = 500) Modelo logfstico usual (n = 500)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas I1C (95%)
Bo —4,50 —4,5041 —5,4362 —3,5682 —4,5030 —6,4723 —2,5337
B1 0,50 0,5016 0,3953 0,6082 0,5018 0,2778 0,7259
By 0,35 0, 3508 0,2935 0,4083 0, 3509 0, 2300 0,4718
B3 0,02 0,0213 —0,0061 0, 0486 0,0212 —0,0365 0,0788
o 1000 995 826 1208 — — -

A exemplo do que ocorreu com os casos do modelo logistico com respostas diversas, a
partir dos resultados apresentados na Tabela 5.16, verificamos que a amplitude os intervalos
de credibilidades sao menores em relacao aos intervalos de confianca, para todos os casos
considerados.

5.17 Resultados obtidos para o modelo geométrico bayesiano com

resposta exponencial

Para o modelo bayesiano de regressao logistica com resposta exponencial, geramos
100 amostras de tamanho n (n = 50, 100, 200 e 500), considerando trés varidveis explicativas
X1, Xio, X;3 e uma variavel resposta e R;, 1 = 1,2, ...,n, da seguinte forma:
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em que Fxp denota a distribuicao exponencial, e

In g~ (Bo + Brzi + Poxio + Patiz)]

)\i:_ )
Cr

i=1,2,...n.

Os valores atribuidos para os coeficientes de regressao foram Sy = —24,0, 5, = 1, 2,
By =0,61e B3 =0,19. Consideramos os ponto de corte C'r = 40.000 e Cy = 5. As seguintes
distribuicoes a priori vagas foram consideradas

B; ~ N (0,1000), j = 0,1,2,3.

A Tabela 5.17 mostra as estimativas obtidas considerando o modelo de regressao
geométrica e o modelo de regressao geométrica com resposta exponencial, para cada tamanho
amostral adotado.

Tabela 5.17. Estimativas bayesianas e classicas obtidas segundo ambos os modelos.

Parametros Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 50) Modelo logistico usual (n = 50)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —24,0 —24,1104 —-27,1351 —21,0874 —24,1072 —30,4781 —17,7362
61 1,20 1,2147 0,9651 1,4631 1,2143 0, 6906 1,7381
B2 0,61 0,6183 0,5099 0, 7266 0,6183 0, 3900 0, 8466
B3 0,19 0, 1893 0, 1561 0,2225 0,1893 0,1192 0,2593
Parametros Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 100) Modelo logfstico usual (n = 100)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
By —24,0 —24,0261 —25,8840 —22,1695 —24,0277 —27,9408 —20,1146
B 1,20 1, 1899 1,0361 1,3439 1,1901 0, 8660 1,5143
By 0,61 0,6149 0,5351 0,6945 0,6148 0, 4467 0, 7829
Bs 0,19 0,1908 0, 1664 0,2152 0,1908 0,1393 0,2422
Parametros ~ Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 200) Modelo logistico usual (n = 200)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —24,0 —24,0607 —25,4190 —22,6973 —24,0584 —26,9269 —21,1899
B 1,20 1, 1986 1,1012 1,2958 1, 1986 0,9936 1,4036
By 0,61 0,6094 0, 5544 0, 6644 0, 6094 0,4937 0,7251
B3 0,19 0,1920 0,1733 0,2107 0,1920 0,1527 0,2313
Parametros Modelo bayesiano resposta exponencial (n = 500) Modelo logistico usual (n = 500)
Valores reais Estimativas Int.Cred(95%) Estimativas IC (95%)
Bo —24,0 —24,0161 —24,8712 —23,1564 —24,0144 —25,8211 —22,2076
By 1,20 1,1965 1,1361 1,2567 1,1965 1,0693 1,3236
By 0,61 0,6131 0, 5807 0,6457 0,6132 0, 5448 0,6816
Bs 0,19 0,1898 0,1777 0,2019 0, 1898 0, 1644 0,2152

Novamente, a partir dos resultados apresentados na Tabela 5.17, verificamos que a

amplitude os intervalos de credibilidades sao menores em relacao aos intervalos de confianca,
para todos os casos considerados. Neste sentido, o modelo de regressao geométrica bayesiano

com resposta de origem apresenta estimativas mais precisas.
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6 Aplicacoes a dados reais

6.1 Introducao

Nesta secao apresentamos a aplicacao da metodologia proposta por meio de dois
conjuntos de dados reais. O primeiro conjunto se refere ao nivel de concentracao dos hidro-
carbonetos policiclicos aromaticos (HPAs) estudado por Paraiba et. al (2010), que poderiam
estar presentes em um lodo de esgoto usado como fertilizante agricola. Para este conjunto
aplicamos o modelo de regressao logistica com resposta exponencial. O segundo conjunto se
refere a dados do SERASA sobre informagoes financeiras de empresas. Para este conjunto
aplicamos o modelo de regressao logistica com resposta geométrica inflacionada em zeros.

6.2 Aplicacao do modelo de regressao logistica com resposta ex-
ponencial

Nessa Secao vamos ilustrar a metodologia aplicando-a a dados reais usando o caso
particular do modelo de regressao logistica com resposta exponencial. Paraiba et. al
(2010) estudaram o nivel de concentragao dos hidrocarbonetos policiclicos aromaticos (HPAs)
que, eventualmente, poderiam estar presentes em um lodo de esgoto usado como fertil-
izante agricola. Os seguintes HPAs foram quantificados: naftaleno, acenaftileno, acenafteno,
fluoreno, antraceno, fluoranteno, pireno, benzo(a)antraceno, criseno, benzo(b)fluoranteno,
benzo(k)fluoanteno, benzo(a)pireno, indeno(1,2,3-c,d)pireno, dibenzoantraceno, benzoper-
ileno, fenantreno, cujos niveis de concentracao encontrados em lodos de esgotos podem apre-
sentar risco de contaminagao de solos. Tal contaminacao foi monitorada em graos de milho
cultivados em solos tratados com lodo de esgoto que receberam tais HPAs.

O limite detectavel (LD) e o limite quantificavel (LQ) para o fenantreno sao respec-
tivamente 0,28 pug kg~ e 0,89 ug kg='. Para esse conjunto real de dados temos n = 72
observagoes para a variavel resposta fenantreno, dentre as quais 19 apresentaram um nivel
de concentracao abaixo do nivel quantificavel 0,89 pug kg~

A Figura 6.1 apresenta o histograma da variavel resposta fenantreno.

15
|

Frequéncia

[ T T T 1
0 1 2 3 4

Resposta exponencial

Figura 6.1: Histograma da varidvel resposta Fenantreno.
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Segundo Paraiba et. al (2010), valores acima de 2 pug kg~' sugerem contaminagao
nos graos de milho e, portanto, impréprio para o consumo. Desta forma consideramos o
ponto de corte Cr = 2 pg kg=', ou seja, os valores acima de 2 pug kg~ foram considerados
sucessos e abaixo foram considerados fracassos. Foram utilizados 3 tratamentos distintos:
DLN1, DLN8 e FNPK, e o tratamento controle (TEST). Os tratamentos foram indicados
com variaveis auxiliares conforme descrito abaixo:

Auxiliares
Tratamentos X; X5 Xj;
FNPK 1 0 0
DLN1 0 1 0
DLNS 0 0 1
TEST 0 0 0

A Tabela 6.2 apresenta as estimativas obtidas para os coeficientes de regressao se-
gundo o modelo de regressao logistica usual, o modelo de regressao logistica com a informagao
da variavel resposta exponencial, bem como sua versao bayesiana. Para o modelo bayesiano
foram usados como chutes inicias as estimativas dos coeficientes estimados segundo o modelo
logistico usual, e com prioris vagas para o vetor 3 = (B, 81, 52, f1) da seguinte forma:

B ~ N, (0,10001)..

Foram geradas duas cadeias de 120.000 iteragdes com um salto de tamanho 20
com um descarte das 20.000 primeiras iteragoes totalizando uma amostra final da posteriori
conjunta de tamanho 5.000. A convergéncia foi monitorada por meio do critério de Gelman
e Rubin (1992).

Tabela 6.2. Estimativas obtidas segundo o ajuste de cada modelo.

Resultados do modelo logistico usual

Coeficientes Estimativa Erro-Padrao Int.Conf(95%)
Bo —1,2528 0, 5669 —2,5135 —0, 2276
b1 —0, 3567 0,8494 —2,1232 1,3152
Ba 0,2973 0,7735 —1,2257 1,8733
B3 2,5055 0,8018 1,0278 4,2156
Resultados do modelo logistico com resposta Exponencial
Coeficientes Estimativa Erro-Padrao Int.Conf(95%)
Bo —1,9177 0, 5555 —3,0065 —0, 8289
B 0,1185 0,7721 —1,3948 1,6318
Ba 0,8910 0, 7004 —0,4818 2,2638
B3 1,8067 0, 6487 0,5353 3,0781
Resultados do modelo logistico bayesiano com resposta Exponencial
Coeficientes Estimativa Erro-Padrao Int.Cred(95%)
Bo —2,3251 0,0385 —2,3630 —2,2219
b1 —1,7795 0,2244 —2,0146 —1,1798
Ba —1,0172 0,1914 —1,2135 —0,5212
B3 1,0461 0, 1094 0, 9368 1,3379

78



Podemos observar a partir dos resultados obtidos pela Tabela 6.2 que as variaveis X;
e X, nao foram significativas para os modelos logistico e logistico com resposta exponencial,
ou seja, o tratamento FNPK e DLN1 nao interfere no nivel de concentracao de fenantreno
no lodo de esgoto. O erro-padrao das estimativas obtidas para os coeficientes segundo o
modelo de regressao logistica com resposta exponencial foi menor para todos os coeficientes
de regressao. Desta forma o modelo logistico com resposta exponencial forneceu estimativas
intervalares mais precisas.

Com relacao as estimativas bayesianas, a amplitude dos intervalos de credibilidade
de todos os coeficientes de regressao foi menor que a amplitude dos intervalos de confianca
do modelo logistico e do modelo logistico com resposta exponencial, mesmo utilizando dis-
tribuigbes a priori vagas. Além disso, todas as variaveis foram significativas para o modelo,
isto é, os quatro tratamentos interfere no nivel de concentracao de fenantreno no lodo de
esgoto. A Tabela 6.2 apresenta o diagnodstico de convergéncia segundo o critério de Gelman
e Rubin (1992).

Tabela 6.2. Convergéncia de Gelman e Rubin (1992).

Parametro Est. Pontual Q. 97,5%
Bo 1,00 1,00
8, 1,00 1,00
5o 1,00 1,00
B3 1,00 1,00

A figura 6.2 apresenta a trajetoria das cadeias para cada um dos coeficientes de
regressao segundo o modelo com enfoque bayesiano.

ssssssssss

Figura 6.2: Trajetéria das cadeias para cada parametro
A figura 6.3 apresenta o diagnéstico gréafico de convergéncia segundo o critério de

Gelman e Rubin (1992) para cada um dos coeficientes de regressao segundo o modelo com
enfoque bayesiano.
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Figura 6.3: Convergéncia gréafica de Gelman e Rubin (1992)

A figura 6.4 apresenta a autocorrelagao das cadeias para cada um dos coeficientes

de regressao segundo o modelo com enfoque bayesiano.

ace

ack

Figura 6.4: Autocorrelagao das cadeias

Para os trés modelos considerados usamos os seguintes residuos padronizados para

a resposta de interesse Y;:

~

Yi — T

D = —F/—————>
T (1 — 7Tz')

em que m; = g (X?E), e B sao as estimativas segundo os trés modelos. A Figura 6.5 apre-

senta os residuos padronizados referentes a variavel de interesse Y; sobre as probabilidades

de sucesso estimadas.
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Figura 6.5: Residuos padronizados referentes a variavel de interesse Y;

6.3 Aplicacao do modelo logistico com resposta geométrica infla-
cionada de zeros

Nessa Secao ilustramos a metodologia aplicando-a a dados reais usando o caso parti-
cular do modelo de regressao logistica com resposta geométrica zero-inflacionada. Utilizamos
um conjunto de dados do SERASA sobre informacoes financeiras de uma amostra de 646
empresas. Consideramos 5 variaveis preditoras X;, Xio, ..., X5, para ¢ = 1,2,...,646, e a
variavel resposta R;, conforme descrigao abaixo:
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Variavel preditora X; (Sigla VSOC CH30 EMP): Passagens do recheque entre 0 e
30 dias, referentes aos sécios participantes das empresas.

Variavel preditora X5 (Sigla VSOC CONC60 EMP): Consultas ao CONCENTRE +
CREDIT RELATO RATING + CREDIT BUREAU entre 31 e 60 dias, referentes aos sécios
participantes das empresas.

Variavel preditora X3 (Sigla VSOC CONC90 EMP): Consultas ao CONCENTRE +
CREDIT RELATO RATING + CREDIT BUREAU entre 61 e 90 dias, referentes aos sécios
participantes das empresas.

Varidvel preditora X, (Sigla VSOC DIF EM30 EMP): Niimero de empresas diferen-
tes que consultaram o mesmo CNPJ entre 0 e 30 dias.

Variavel preditora X5 (Sigla VSOC DIF EM90 EMP): Ntimero de empresas diferen-
tes que consultaram o mesmo CNPJ entre 0 e 90 dias.

Varidvel resposta R (Sigla VSOC CH90 EMP): Passagens do recheque entre 61 e 90
dias.

O tamanho do conjunto de dados é de n = 646 observagoes para cada variavel. Com
relacao a variavel resposta R, 579 observagoes assumem o valor zero, isto é, aproximadamente
90% do total, e as 67 observacoes restantes variaram entre 1 e 108 passagens do recheque.

A Figura 6.6 apresenta o histograma da variavel resposta Passagens do recheque entre
61 e 90 dias (Sigla VSOC CH90 EMP).

Frequéncia
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Figura 6.6: Histograma da variavel resposta Passagens do recheque entre 61 e 90 dias (VSOC
CH90 EMP).

Para o ajuste do modelo logistico usual consideramos uma constante Cr = 0 pas-
sagens de recheque, ou seja, o valor da variavel resposta binaria serd fracasso Y; = 0 se
R; = 0 passagens do recheque, e serd sucesso Y; = 1 se R; > 0 passagens do recheque, para
1 =1,2,...,646. Dessa maneira, com Cr = 0 temos 67 sucessos e 579 fracassos.

A Tabela 6.3 apresenta as estimativas obtidas para os coeficientes de regressao se-
gundo o ajuste do modelo logistico usual e o ajuste do modelo com resposta geométrica
inflacionada de zeros.

82



Tabela 6.3. Estimativas obtidas segundo o ajuste de cada modelo.

Resultados do modelo logistico usual

Coeficientes Estimativa Erro padrao Int.Conf(95%)
Bo —3,7431 0,2644 —4,3018 —3, 2600
B 0,9751 0, 2588 0, 4686 1,5044
Ba —0,2179 0, 0557 —0,3315 —0,1130
Bs —0,0930 0,0537 —0, 1966 0,0159
B4 —0, 3400 0, 0857 —0,5130 —0,1770
Bs 0,3517 0, 0688 0, 2220 0,4913

Resultados do modelo logistico com resposta geométrica inflacionada de zeros

Coeficientes Estimativa Erro padrao Int.Conf(95%)
Bo —3, 5639 0, 1209 —3, 5639 —3,0899
b1 0,1147 0,0196 0,0763 0,1531
Ba 0,0072 0, 0082 —0,0089 0,0233
Bs —0, 0089 0, 0080 —0,0246 0,0068
Ba —0,0275 0,0107 —0,0485 —0, 0065
Bs 0,0125 0, 0082 —0, 0036 0, 0286
w 0,9812 0,0019 0,9775 0, 9849

De acordo com os resultados obtidos na Tabela 6.3, o modelo de regressao logistica
com a informacao da varidvel resposta geométrica inflacionada de zeros apresenta o erro
padrao das estimativas dos coeficientes invariavelmente menor que o erro-padrao das esti-
mativas do modelo logistico usual, produzindo assim estimativas intervalares mais precisas.

A Figura 6.7 apresenta os residuos padronizados das probabilidades de sucesso con-
siderando o ajuste do modelo logistico usual.
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Figura 6.7: Residuos padronizados considerando o ajuste do modelo logistico usual.

A Figura 6.8 apresenta os residuos padronizados considerando o ajuste do modelo
logistico usual.
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Figura 6.8: Residuos padronizados do modelo logistico com resposta geométrica inflacionada
de zeros.

Para efeito de comparacao de desempenho dos modelos, a Tabela 6.3 mostra as
estimativas obtidas para os coeficientes de regressao considerando diferentes valores de Cg.

Tabela 6.3. Estimativas para os coeficientes considerando diferentes valores de Cg.

CRr=2 (617 Zeros e 29 Uns) CRr=3 (625Zeros e 21 Sucessos)

Resposta Logistica Resposta Geométrica Resposta Logistica Resposta Geométrica

Estimativa  Erro-padrao  Estimativa Erro-padrdo  Estimativa Erro-padrao Estimativa Erro-padrao

Bo —6,1378 0,7588 —5,8886 0,2708 —6,4131 0,8969 —7,5865 0,3431
B 0,8510 0,3006 0,0401 0,0194 0,7882 0,2756 0,0348% 0,0211
By  —0,0403% 0,0556 —0,0355% 0,0207 0,0799°%* 0,0731 —0,0326* 0,0220
Bs 0,0615%* 0,0697 0,0364%* 0,0255 0,0671% 0,0891 0,0141%* 0,0303
Ba —0,2389 0,0958 —0,0978 0,0349 —0,2206 0,1096 —0,1385% 0,0413
Bs 0,1355 0,0632 0,0667 0,0226 0,0422°% 0,0834 0,0953 0,0266
Cr=>5 (629 Zeros 17 Uns) Cr=10 (635 Zeros e 11 Uns)
Resposta Logistica Resposta Geométrica Resposta Logistica Resposta Geométrica

Estimativa  Erro-padrao  Estimativa  Erro-padrdo  Estimativa  Erro-padrdo Estimativa  Erro-padrao

Bo —8,7674 2,3773 —11,0356 0,4950 —164,44% 22586,988 —19,2901 0,8628
B 1,2126% 0,8376 0,0221% 0,0256 3,354% 676,936 —0,0163% 0,0316
B, —0,0054% 0,1239 —0,0320%* 0,0247 —8,559% 1425,513 —0,0915% 0,0391
Bs 0,0692% 0,1047 —0,0340% 0,0332 —8,028% 1296,690 —0,1184% 0,0399
Bs  —0,3058% 0,1844 —0,2313% 0,0518 —3,087% 2015,613 —0,3704% 0,0742
Bs 0,1123% 0,1264 0,1621 0,0325 9,746 1573,507 0,3035 0,0416

Valores acompanhados de (x) ndo foram significativos para o modelo considerando com 5%de significancia.

Observamos por meio da Tabela 6.3 que para todos os valores adotados de Cg, o
erro-padrao das estimativas dos coeficientes segundo o ajuste do modelo de regressao logistica
com resposta geométrica zero-inflacionada é invariavelmente menor que o erro-padrao das
estimativas segundo o ajuste do modelo logistico usual.
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A partir de Cr = 10 (635 zeros e 11 uns) todos os coeficientes do modelo logistico
usual foram nao significativos, produzindo estimativas discrepantes, o que nao ocorreu com
o modelo de regressao logistica com resposta geométrica zero inflacionada. A Tabela 6.3
mostra as estimativas obtidas considerando alguns casos extremos da constante Cz em que
nao foi possivel o ajuste do modelo logistico usual.

Tabela 6.3. Estimativas obtidas considerando alguns casos extremos de Cr

CRr=15 (639 Zeros e 7 Uns) Cr=80 (645 Zeros e 1 Um) Cpr=108 (646 Zeros e 0 Uns) Cr=120 (646 Zeros e 0 Uns)

Estimativa Erro-padrao Estimativa Erro-padrao Estimativa Erro-padrao Estimativa Erro-padrao
BO —28,4565 1,2704 —135,8234 6,0423 —182,9073 7,6624 —187,7981 7,8409
B, —0,0389%* 0,0294 0,1169%* 0,2586 0,1895% 0,1746 0,2292% 0,1743
B —0,1550 0,0368 —0,8883 0,1198 —1,2084 0,1171 —1,2284 0,1197
§3 —0,1755 0,0421 —0,2308% 0,3541 —0,2466* 0,2376 —0,2073% 0,2385
B —0,5197 0,0769 —2,0821 0,1394 —2,7822 0,1445 —2,8522 0,1459
B\S 0,4421 0,0408 1,6688 0,2398 2,2097 0,1120 2,2378 0,1114

Valores acompanhados de (%) ndo foram significativos para o modelo considerando com 5%de significancia.

A Tabela 6.3 mostra que, mesmo com um quantitativo de 646 fracassos, isto é, vetor
de resposta binaria composto somente por zeros, foi possivel ajustar o modelo de regressao
logistica com resposta geométrica zero-inflacionada em que algumas variaveis preditoras e o
intercepto sao significativos para o modelo.
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7 Discussoes e consideracoes finais

Neste capitulo apresentamos uma analise geral dos resultados obtidos pela metodolo-
gia proposta, que trata-se de uma familia de modelos de regressao com a distribuigao original
da variavel resposta. Abordamos as vantagens obtidas no uso dessa familia de modelos e
discutimos alguns aspectos sobre o ajuste dos modelos com e sem os pontos influentes. Dis-
cutimos a anélise de residuos sobre as probabilidades de sucessos segundo o modelo logistico
usual e a metodologia proposta, tanto no enfoque classico quanto no enfoque bayesiano. Por
fim, apresentamos as perspectivas e possiveis desdobramentos futuros deste trabalho.

7.1 Sobre a metodologia proposta e ganhos inferenciais

De acordo com os resultados obtidos até o momento e, considerando todas as classes
de distribui¢oes abordadas neste trabalho, verificamos por meio do estudo de simulagao que,
ao incorporarmos a informacao da distribuicao de origem no ajuste do modelo de regressao, as
estimativas pontuais dos coeficientes de regressao sao mais proximas dos valores reais. O erro
padrao obtido foi uniformemente menor para todos os parametros produzindo estimativas
intervalares com menores amplitudes, ou seja, mais precisas. Verificamos também que, a
medida que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas pontuais de ambos os modelos
se aproximam e, no entanto, o erro padrao continua sendo menor para todos os tamanhos de
amostra considerados. Nesse sentido, o modelo de regressao com a informagao da resposta
de origem produz assim estimativas mais precisas que o modelo usual.

7.2 Sobre as probabilidades de cobertura dos intervalos de con-
fianca dos parametros

De acordo com o estudo de simulacao apresentado no Capitulo 3, a metodolo-
gia proposta apresentou uma maior cobertura dos intervalos de confianga dos parametros,
fornecendo valores invariavelmente mais proximos do nominal considerando os casos 90%,
95% e 99% de confianca, para todos os modelos e tamanhos amostrais estudados.

7.3 Sobre a analise de residuos nas probabilidades de sucesso

Monitorando as probabilidades de sucesso percebemos, por meio do estudo de si-
mulagao apresentado nesse trabalho, que os dados foram melhor ajustados segundo o modelo
de regressao logistica com a informacao da resposta de origem, pois seus residuos apresen-
taram uma variagao menor que o modelo logistico usual para qualquer tamanho de amostra.
Para pequenas amostras, a quantidade de amostras modeladas segundo o modelo de origem
que apresenta um residuo médio menor que o residuo médio do modelo usual é maior. A
medida que o tamanho da amostra aumenta, essa porcentagem tende a convergir para 50%),
0 que sugere que, para amostras grandes, o residuo médio do modelo de origem é o mesmo
do modelo logistico usual.

Além disso, verificamos que o desvio dos residuos segundo o modelo de regressao
logistica com resposta de origem é, em quase sua totalidade menor que o desvio dos residuos
segundo o modelo logistico usual. Para amostras grandes isso é verdade 100% das vezes.
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Esse fato sugere que os modelos com resposta de origem gozam de um melhor ajuste dos
dados.

Em sintese, a vantagem do ajuste dos dados segundo o modelo de regressao logistica
com resposta de origem, para as probabilidades de sucesso, é especialmente verificada nas
pequenas amostras em que o desvio de seu residuo é menor.

7.4 Sobre a analise de influéncia

Verificamos que, para os modelos aproximadamente simétricos, a exclusao dos pon-
tos influentes no ajuste dos dados segundo o modelo logistico com resposta de origem (mo-
delo perturbado) nao altera significativamente as estimativas obtidas para os coeficientes de
regressdo do modelo em comparagao ao ajuste considerando todas as observacoes (modelo
completo). Comparando com as estimativas obtidas segundo o ajuste do modelo logistico
usual, o modelo de regressao logistica com resposta de origem ainda apresenta estimati-
vas pontuais e intervalares mais precisas. O mesmo ocorre com o modelo geométrico com
resposta de origem.

7.5 Sobre o enfoque bayesiano dos modelos propostos

Os modelos de regressao bayesianos com distribuigoes a priori vagas apresentaram
estimativas pontuais dos coeficientes de regressao préximas das estimativas segundo o en-
foque classico. Entretanto, a amplitude dos intervalos de credibilidade foi menor em relagao
a amplitude dos intervalos de confianca para todos os modelos considerados e para todos os
tamanhos de amostra. Em outras palavras, a precisao das estimativas foi maior no enfoque
bayesiano. Com relagao aos modelos em que hé parametros perturbadores, tais como os
modelos normal, lognormal e normal numa estrutura heteroscedastica, houve a necessidade
de aumentar o tamanho das cadeias e o tamanho do salto em relacao aos demais modelos,
pois apresentaram uma autocorrelacao maior nas cadeias geradas, considerando todos os
parametros.

7.6 Perspectivas do trabalho e possiveis desdobramentos
Diante da tese apresentada, propomos:
e Aplicar os modelos desenvolvidos a outros conjuntos de dados reais.

e Estender o estudo de simulagao para os demais modelos de regressao com resposta
normal, log-normal e exponencial.

e Efetuar analises bayesianas de todas as classes abordadas neste trabalho considerando
a inferéncia bayesiana objetiva.
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8 Apéndice A: Resultados usados para as funcoes es-

core do modelo logistico com respostas diversas

Apresentamos os resultados das fungoes derivadas de primeira e segunda ordem dos

termos da funcao de log-verossimilhanca dos modelos estudados, usadas para a construcao

das funcgoes score.

8.1 Resultados usados para o modelo logistico com resposta nor-

mal

8.1.1 Derivadas de primeira ordem

Apresentamos as fungoes derivadas de primeira ordem dos termos da funcao de log-

verossimilhanga usadas para a construcao das fungoes score do modelo logistico com resposta
normal. Para todas as derivadas abaixo considere ¢; = ®~! [¢7! (xI8)], para i =1,2,...,n.
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8.1.2 Derivadas de segunda ordem
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Apresentamos as funcgoes derivadas de segunda ordem dos termos da funcao de

log-verossimilhanca usadas para a construcao da matriz de variancias e covariancias do

modelo logistico com resposta normal.
o1 [g! (xI'B)], parai=1,2,..,n.

Para todas as derivadas abaixo considere ;
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8.2 Resultados usados para o modelo logistico com resposta ex-
ponencial
8.2.1 Derivadas de primeira ordem

Apresentamos as fungoes derivadas de primeira ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhanca usadas para a construcao das fungoes score do modelo logistico com resposta

exponencial.
Ol [g' (xI'B)] zij .
35] - m, J=0,1,..,p.
o nfg (A +ep IA) 7~

8.2.2 Funcoes derivadas de segunda ordem

Apresentamos as fungoes derivadas de segunda ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhanca usadas para a construcao da matriz de variancias e covariancias do modelo
logistico com resposta exponencial.

89



9% 1n [g—l (x;fﬁ)} exp( TB)
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8.3 Resultados usados para o modelo logistico com resposta geomé-
trica

8.3.1 Derivadas de primeira ordem

Apresentamos as fungoes derivadas de primeira ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhanga usadas para a construcao das funcoes score do modelo logistico com resposta

geométrica.
Ol [g7* (x/B)] _ Tij
o5; = Trepara)y = 0L?
Olf1-g (B (o ()]
o Cot D1+ e 6B {1 g (BT}

para j =0,1,...,p.

8.3.2 Derivadas de segunda ordem

Apresentamos as fungoes derivadas de segunda ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhanca usadas para a construcao da matriz de variancias e covariancias do modelo
logistico com resposta geométrica.

Phnlg ' (xB)] eS8 o,
o5, T rewidgp T
0?1n [g_l (x;[ﬁ)] o exp(xiTB) L
0505 | Mrepoagp oI TP
Pull-g (gl L AT - ()] .
% (Cr+ D[+ e (IR {1 -l oTB) T}
[l - g ! (xIB)] T e i i A L) Sl LR
= T ijLik,
I (Crt P [1+ exp () {1 (o7 (TR |
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para j =0,1,...,p, em que ¢, = (Cr + 1) exp (XZT,B) — [gfl (X?B)}ﬁ, i=1,2,...n

8.4 Resultados usados para o modelo logistico com resposta Pois-
son

8.4.1 Derivadas de primeira ordem

Apresentamos as funcgoes derivadas de primeira ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhancga usadas para a construcao das fungoes score do modelo logistico com resposta
Poisson.

olm{-In[l-g ' (x'B)]} ¢ ' (x'B) .
dp; ~ In[l+exp (X?ﬁ)]xm 7= 0 b
Oln [1 — g~ ' (xTI
n|: g (X'L 16)] - _ |:g*1 (Xz—‘ﬁ)} ’j:(),l’._.’p.

0B,

8.4.2 Derivadas de segunda ordem

Apresentamos as fungoes derivadas de segunda ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhanca usadas para a construcao da matriz de variancias e covariancias do modelo
logistico com resposta Poisson.

Ph{-l[l-¢ (B)];} _  ew(iB) {Wm[l+tep(f)]-g'(xB)} ,
op; 1+ exp (xB))° {In[1 + exp (x] ﬂ)]} "
Phn{-In[1-g¢"'(x'B)]} _ exp (x/8) {In[l+exp(xIB)] —g ( )}a:xk
013,00 [1 + exp (x7B))° {In[1 + exp (x7B)]}” o
9% 1n [1 —g! (XZTﬂ)] _ exp ( /3) —01
o7 Tirenpgar T
PInfl-g"' (xI'8)] exp (x7'8) .
83,005 T T hrepergp itk 0L

8.5 Resultados usados para o modelo logistico com resposta Nor-
mal em uma estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa

8.5.1 Derivadas de primeira ordem

Apresentamos as fungoes derivadas de primeira ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhancga usadas para a construcao das fungoes score do modelo logistico com resposta
Normal em uma estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa. Para todas as derivadas
abaixo considere 1; = 7 [¢7* (x] B)], para i =1,2,...,n

91



0 n 9 n
a2} =
R0 SRR N Gt/ o G I Y (e )
oo 202 — ) - o i1 oA

8.5.2 Derivadas de segunda ordem

Apresentamos as funcoes derivadas de segunda ordem dos termos da funcao de log-
verossimilhanca usadas para a construcao da matriz de variancias e covariancias do modelo
logistico com resposta Normal em uma estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa.
Para todas as derivadas abaixo considere ¢; = &~ [¢7 (x] 8)], para i =1,2,...,n
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9 Apéndice B: Histogramas das estimativas bayesianas

9.1 Modelo logistico com resposta normal

As figuras a seguir mostram os histogramas das estimativas bayesianas dos coefi-
cientes de regressao e para o parametro perturbador o2, do modelo logistico com resposta
normal, considerando as 100 amostras de tamanho n geradas no capitulo 5.

H H
- J

Figura 9.1: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 50.

Figura 9.2: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 100.

Figura 9.3: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 200.
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Figura 9.4: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 500.

9.2 Modelo logistico com resposta lognormal

As figuras a seguir mostram os histogramas das estimativas bayesianas dos coefi-
cientes de regressao e para o parametro perturbador o2, do modelo logistico com resposta
lognormal, considerando as 100 amostras de tamanho n geradas no capitulo 5.

Figura 9.5: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 50.

Figura 9.6: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 100.
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Figura 9.7: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 200.

Figura 9.8: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 500.

9.3 Modelo logistico com resposta exponencial

As figuras a seguir mostram os histogramas das estimativas bayesianas dos coe-
ficientes de regressao do modelo logistico com resposta exponencial, considerando as 100
amostras de tamanho n geradas no capitulo 5.

Figura 9.9: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 50.
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Figura 9.10: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 100.

Figura 9.11: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 200.

LD

Figura 9.12: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 500.

9.4 Modelo logistico com resposta geométrica

As figuras a seguir mostram os histogramas das estimativas bayesianas dos coe-
ficientes de regressao do modelo logistico com resposta geométrica, considerando as 100
amostras de tamanho n geradas no capitulo 5.
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Figura 9.13: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 50.

Figura 9.14: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 100.

L
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Figura 9.15: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 200.
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Figura 9.16: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 500.
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9.5 Modelo logistico com resposta Poisson

As figuras a seguir mostram os histogramas das estimativas bayesianas dos coefi-
cientes de regressao do modelo logistico com resposta Poisson, considerando as 100 amostras
de tamanho n geradas no capitulo 5.

Figura 9.18: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 100.

Figura 9.19: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 200.
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Figura 9.20: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 500.

9.6 Modelo geométrico com resposta normal

As figuras a seguir mostram os histogramas das estimativas bayesianas dos coefi-

cientes de regressao e para o parametro perturbador o2, do modelo geométrico com resposta

normal, considerando as 100 amostras de tamanho n geradas no capitulo 5.

1

Figura 9.21: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 50.

Figura 9.22: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de o2, n = 100.
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Figura 9.24: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao e de 02, n = 500.

9.7 Modelo geométrico com resposta exponencial

As figuras a seguir mostram os histogramas das estimativas bayesianas dos coefi-
cientes de regressao do modelo geométrico com resposta exponencial, considerando as 100
amostras de tamanho n geradas no capitulo 5.

Figura 9.25: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 50.
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Figura 9.26: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 100.

Figura 9.27: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 200.

Figura 9.28: Histograma das estimativas dos coeficientes de regressao, n = 500.
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10 Apéndice C: Programas desenvolvidos

Modelo logistico com resposta normal heteroscedastica multiplicativa

Sem titulo

HHHHH GERAGAO DOS DADOS - TRES VARIAVEIS D

E ENTRADA

set.seed(2010)
x1 <- X2 <- X3 <- mi <- mi.vetor <- vetor.y <- veto
n.obs <- 50 # tamanho n
n.par.usual <-4 # ntmero de
n.par.origem <- 6 # nimero de
sigma2 <- 4000 # Varianc
sigma <- sqrt(sigma2)
C <- 10000 # Ponto
lambda <- 3
n.magico <- 10000

r.yc <- yc <- y <- quantil <- resposta.logistica <-

do conjunto de dados

coeficientes beta

parametros do modelo logistico com resposta de ori
iadeY

de Corte

# VALORES VERDADEIROS DOS PARAMETROS (COEFICIENTES)

beta.0 <- -32

beta.1 <- 0.77
beta.2 <- 2.20
beta.3 <- 1.00

### AMOSTRA TOTAL

for(iin1:n.obs) {
x1[i] <- rnorm(1, 10, 2.
x2[i] <- rnorm(1, 5.0, 1
x3[i] <- rnorm(1, 15, 2.
sigmazifi] <- sigma2*x1[i]Ma
quantil[i] <- gnorm(exp(beta.
(1+exp(beta.

for(iin1:n.obs) {
mifi] <- (sqrt(sigma2)*(
}

mi.vetor <- rep(mi, n.magic
yc <- round(rnorm(len
y <- ifelse(yc > C,
matriz.mi <- matrix(mi.vetor
matriz.yc <- matrix(yc, nrow
matriz.y <- matrix(c(y), nr
vetor.y <- matriz.y
estimativas.usuais <- matrix(NA, nrow
matriz.erro.padrao.usual <- matrix(NA, nrow
matriz.X <- matrix(NA, nrow
matriz.X[,1] <- 1
matriz.X[,2] <- x1
matriz.X[,3] <- x2
matriz.X[,4] <- x3

0) #renda mensal em SM

.0)  #namero de eletro-eletronicos

0) #idade do individuo

mbda
O+beta.1*x1[i]+beta.2*x2[i]+beta.3*x3[i])/
O+beta. 1*x1[i]+beta.2*x2[i]+beta.3*x3[i])))

x1[i](lambda/2))*quantil[i])+C

0)

gth(mi.vetor), mi.vetor, sqrt(sigmazi)),0)
y<-1,y<-0)

, nrow = n.obs, ncol = n.magico)

= n.obs, ncol = n.magico)

ow = n.obs, ncol = n.magico)

= n.magico, ncol = n.par.usual)
n.magico, ncol = n.par.usual)
=n.obs, ncol = n.par.usual)

#### ACURACIA DO MODELO USUAL E PROBABILIDADE DE

COBERTURA

cobertura.beta0.usual.90 <- cobertura.betal
cobertura.beta0.usual.95 <- cobertura.betal
cobertura.beta0.usual.99 <- cobertura.betal
IC.usual.90 <- matrix(NA, nrow
IC.usual.95 <- matrix(NA, nrow
IC.usual.99 <- matrix(NA, nrow
pi.estimado.usual <- matrix(NA, nrow
for (iin1:n.magico) {
estimativas.usuais[i,] <- (glm(matriz.y[,
matriz.erro.padrao.usualfi,] <- summary(gim(mat
pi.estimado.usuali,] <- exp(matriz.X%*%
sequencia[i] <- ifelse(min(pi.e

.usual.90 <- cobertura.beta2.usual.90 <- cobertura.
.usual.95 <- cobertura.beta2.usual.95 <- cobertura.
.usual.99 <- cobertura.beta2.usual.99 <- cobertura.
= n.magico, ncol = 8)

= n.magico, ncol = 8)

n.magico, ncol = 8)

= n.magico, ncol = n.obs)

i] ~ x1 + x2 + x3, family = binomial)$coefficients)
riz.y[,i] ~ x1 + x2 + x3, family = binomial))$coeff
estimativas.usuais[i,])/(1+(exp(matriz.X%*%estimati
stimado.usuali,]) > 0 & max(pi.estimado.usual[i,])

<-NA)
IC.usual.90[i,] <- round(confint(g Im(matriz.y[,i] ~ x1 + x2 + x3, family = binomial),
IC.usual.95[i,] <- round(confint(g Im(matriz.y[,i] ~ x1 + x2 + x3, family = binomial),
IC.usual.99[i,] <- round(confint(g Im(matriz.y[,i] ~ x1 + x2 + x3, family = binomial),
cat("\n", "Amostra", i, "Estimativas Modelo Logisti co Usual:", round(c(estimativas.usuaisli,]),4))
HHHH MAXIMIZAGAO RESPOSTA NORMAL - ALGO RITMO BFGS

#### ACURACIA DO MODELO DE ORIGEM E PROBABILIDAD

E DE COBERTURA

beta0.estimado.usual <- round(mean(estimativas.usua
betal.estimado.usual <- round(mean(estimativas.usua
beta2.estimado.usual <- round(mean(estimativas.usua
beta3.estimado.usual <- round(mean(estimativas.usua

cobertura.beta0.origem.90 <- cobertura.betal.origem
<- cobertura.lambd.origem.90 <- numeric()
cobertura.beta0.origem.95 <- cobertura.betal.origem
<- cobertura.lambd.origem.95 <- numeric()
cobertura.beta0.origem.99 <- cobertura.betal.origem
<- cobertura.lambd.origem.99 <- numeric()

beta <- matrix(c(beta0.estimado.usu
nrow = n.par.origem, ncol = 1) #chutes iniciais par

p <- numeric()
estimativas.BFGS <- matrix(NA, nrow = n.magico,
matriz.erro.padrao.origem <- matrix(NA, nrow = n.

p[1] <- beta[1,] # valor inicial pa

p[2] <- beta[2,] # valor inicial pa

p[3] <- beta[3,] # valor inicial pa

p[4] <- beta[4,] # valor inicial pa

p[5] <- beta[5,] # valor inicial pa

p[6] <- beta[6,] # valor inicial pa
for(i in 1:n.magico) {

Iv <- function(p) {

((n.obs/2)*log(p[5]*2))+
((pley2) sumflog(xL)y+
((U(2*p[5]"2)y*sum(((matriz.ycL,il-(pISI*(x17(pl6]
2)/(x1p(6])) }

estimativas.BFGSJi,] <- c(optim(p=c(p), Iv, gr
matriz.erro.padrao.origem[i,] <- c(sqrt(diag(abs(so
cat("\n", "Amostra", i , "Estimativas Modelo Origem
round(estimativas.BFGS]i,3],4),
round(estimativas.BFGSJ[i,4],4), round(estimativas.B

is[sequencia,1], na.rm = TRUE),4) # valor inicial p
is[sequencia,2], na.rm = TRUE),4) # valor inicial p
is[sequencia,3], na.rm = TRUE),4) # valor inicial p
is[sequencia,4], na.rm = TRUE),4) # valor inicial p

.90 <- cobertura.beta2.origem.90 <- cobertura.beta3
.95 <- cobertura.beta2.origem.95 <- cobertura.beta3
.99 <- cobertura.beta2.origem.99 <- cobertura.beta3

al, betal.estimado.usual, beta2.estimado.usual, bet
a os betas

ncol = n.par.origem)
magico, ncol = n.par.origem)
ra beta0

ra betal

ra beta2

ra beta3

ra sigma

ra lambda

12))*qnorm((exp(p[1]+p[2]*x1+p[3]*x2+p[4]*x3)/(1+ex

= NULL, method = c("BFGS"), hessian = TRUE)$par)

Ive(optim(p=c(p), Iv, gr = NULL, method = c("BFGS")
:", round(estimativas.BFGS]i,1],4), round(estimativ

FGS]i,5],0), round(estimativas.BFGSJi,6],4))

Pagina 1

sigmaz2i <- sequencia <- numeric()

gem

beta3.usual.90 <- numeric()
beta3.usual.95 <- numeric()
beta3.usual.99 <- numeric()

icients[,2]
vas.usuaisli,])))
< 1, sequenciali] <- i, sequenciali]

level = 0.90),4)
level = 0.95),4)
level = 0.99),4)

ara beta 0 usando o BFGS
ara beta 1 usando o BFGS
ara beta 2 usando o BFGS
ara beta 3 usando o BFGS
.origem.90 <- cobertura.sigma.origem.90
.origem.95 <- cobertura.sigma.origem.95
.origem.99 <- cobertura.sigma.origem.99

a3.estimado.usual, sgrt(sigma2), 3),

P(PLI+P[2I*XL+p[3]**x2+p[4]**X3))))+C))*

, hessian = TRUE)$hessian)))))
as.BFGSI[i,2],4),
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Modelo logistico bayesiano com resposta geométrica

Sem titulo

#HHH GERACAO DOS DADOS - TRES VARIAVEIS D

E ENTRADA

set.seed(2014)
x1 <- X2 <- x3 <- ginv <- y.geometrico <- y.logist
pi.estimado <- conf <- sequencia <- resposta.logis

n.obs <- 500 # tamanho
n.par.usual <-4 # ntimero de
n.par.origem <- n.par.usual #
Cr<-0 #Ponto de C
n.magico <- 100 # nimero de

ico <- prob <- ponto.corte <- numeric()
tica <- porcent <- numeric()

n do conjunto de dados

parametros do modelo logistico usual

numero de parametros do modelo logistico com respo

orte
eracdo de amostras

5 °)
VALORES VERDADEIROS DOS PARAMETROS (COEFICI ENTES)

#HH#
beta.0 <- -20
beta.1<-0.2
beta.2 <- 1.0
_beta3<-0.7
### GERACAO DAS AMOSTRAS - PROPRIEDADES FREQUENTISTAS

for(iin1:n.obs)
x1[i] <- round(rnorm(1,
x2[i] <- round(rnorm(1,
x3[i] <- round(rnorm(1,

ginv[i] <- exp(beta.0 + be
(1+exp(beta.0 + be
probfi] <- 1 - (ginv[i]*(1

prob.vetor <- rep(prob, n.mag
r <- round(rgeom(len
y <-ifelse(r > Cr,
matriz.r <- matrix(c(r),nro
matriz.y <- matrix(c(y),nro
matriz.X <- matrix(NA, nrow
matriz.X[,1] <- 1
matriz.X[,2] <- x1
matriz.X[,3] <- x2
matriz.X[,4] <- x3

beta0.C1 <- betal.C1 <- beta2.C1 <- beta3.C1 <- num

35, 5),0) # Idade do cliente (em anos)
05, 1),0) # Renda salarial do cliente (em salarios
10, 2),0) # Numero de eletro-eletrdnicos na residé

ta.1*x1[i] + beta.2*x2[i] + beta.3*x3[i])/
ta.1*x1[i] + beta.2*x2[i] + beta.3*x3[i]))
H(Cr+1)))

ico)

gth(prob.vetor), prob),0)
y<-1,y<-0)

W = n.obs, ncol = n.magico)
W = n.obs, ncol i
=n.obs, ncol = n.par.usual)

eric()

#it### CADEIA 1

loop <- 120000 # Ta
burnin <- 20000  #Tr
salto <- 50 #Sa

for(iin 1:n.magico) {
for(jin2:loop) {

manho da cadeia
echo inicial a ser descartado
Ito da cadeia

### CONDICIONAL DE BETA 0

beta0.C1[1] <- beta0.estimativ
betal.C1[1] <- betal.estimativ
beta2.C1[1] <- beta2.estimativ
beta3.C1[1] <- beta3.estimativ
hiperparametro.a0 <- 0 # Hiperparame
hiperparametro.al <- 0 # Hiperparame
hiperparametro.a2 <- 0 # Hiperparame
hiperparametro.a3 <- 0 # Hiperparame
hij netro.b0 <- 100 # Hij a
t netro.b1 <- 100 # Hij
t netro.b2 <- 100 #
hi netro.b3 <- 100 # Hiperp

a.usual #beta[1] # Chute inicial para o paramet
a.usual #beta[2]  # Chute inicial para o paramet
a.usual #beta[3]  # Chute inicial para o paramet
a.usual #beta[4]  # Chute inicial para o paramet
tro : média da priori de beta 0

tro : média da priori de beta 1

tro : média da priori de beta 2

tro : média da priori de beta 3

metro : desvio-padréo da priori de beta 0

metro : desvio-padrao da priori de beta 1

metro : desvio-padréo da priori de beta 2

metro : desvio-padréo da priori de beta 3

teste.bO <- rnorm(1, hiperparametro.a0, hiperparame
B1 <- sum(log(1-(exp((betal.teste+betal C1[j-1

1+exp((betal.teste+betal.C1[j-1

- sum((matriz.r[,i]/(Cr+1))*log(1+exp(beta0.teste+b

+((beta0.teste/(Cr+1))*sum(

B2 <- sum(log(1-(exp((beta0.C1[j-1]+betal.C1[j

(1+exp((beta0.C1[j-1]+betal.C1[j

- sum((matriz.r[,i]/(Cr+1))*log(1+exp(beta0.C1[j-1]

+((beta0.C1[j-1)/(Cr+1))*su

testeB <- exp(B1-B2)

u <- runif(1)

#ifelse(u < min(1,testeB), beta0.C1[j] <- beta0.tes
ifelse(u < min(1,testeB), beta0.C1[j] <- beta0.test

### CONDICIONAL DE BETA 1

tro.b0)

Jx1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))/
T*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))))"(1/(Cr+1
etal.C1[j-1]*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))
matriz.r[,i]))
-1]*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))/
-1]*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))))(1/(Cr
+betal.C1[j-1]*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3
m(matriz.r[,i]))

te, beta0.C1[j] <- beta0.C1[j-1])
e, beta0.C1[j] <- teste.b0)

teste.bl <- rnorm(1, hiperparametro.al, hiperparame
C1 <- sum(log(1-(exp((beta0.C1[j]+betal.teste*

1+exp((beta0.C1[j]+betal.teste*

- sum((malri(z,r[.i]/(Cr+l))'lug(1+exp(be!a0,Cl[i]+b

+((betal.teste/

C2 <- sum(log(1-(exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j-1

(1+exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j-1

- sum((matriz.r[,i}/(Cr+1))*log(1+exp(beta0.C1[j+b

+((betal.C1[j-1

testeC <- exp(C1-C2)

u <- runif(1)

#ifelse(u < min(1,testeC), betal.C1[j] <- betal.tes
ifelse(u < min(1,testeC), betal.C1[j] <- betal.test

### CONDICIONAL DE BETA 2

tro.b1)

x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))/
x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))))"(1/(Cr+1))
etal.teste*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3)))
(Cr+1))*sum(matriz.rf,i*x1))
J*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))/
J*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))))(1/(Cr+1
etal.C1[j-1]*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))
J/(Cr+1))*sum(matriz.r[,i]*x1))

te, betal.C1[j] <- betal.C1[j-1])
e, betal.C1[j] <- teste.bl)

teste.b2 <- rnorm(1, hiperparametro.a2, hiperparame
D1 <- sum(log(1-(exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j]*

1+exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j]*

- sum((malri(z,r[.i]/(Cr+l))'lug(1+exp(be!a0,Cl[i]+b

D2 <- sum(log(1-(exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j]*

(1+exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j]*

- sum((matriz.r[,iJ/(Cr+1))*log(1+exp(beta0.C1[j]+b

testeD <- exp(D1-D2)

u <- runif(1)

#ifelse(u < min(1,testeD), beta2.C1[j] <- beta2.tes
ifelse(u < min(1,testeD), beta2.C1[j] <- beta2.test

### CONDICIONAL DE BETA 3

tro.b2)

x1+beta2.teste*x2+beta3.C1[j-1]*x3))/
x1+beta2.teste*x2+beta3.C1[j-1]*x3))))"(1/(Cr+1))))
etal.C1[j]*x1+beta2.teste*x2+beta3.C1[j-1]*x3)))
+((beta2.teste/(Cr+1))*sum(matriz.r[,i]*x2))
x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))/
x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3)))) (1/(Cr+1))
etal.C1[j]*x1+beta2.C1[j-1]*x2+beta3.C1[j-1]*x3)))
+((beta2.C1[j-1]/(Cr+1))*sum(matriz.r[,i]*x2))

te, beta2.C1[j] <- beta2.C1[j-1])
e, beta2.C1[j] <- teste.b2)

teste.b3 <- rnorm(1, hiperparametro.a3, hiperparame
E1 <- sum(log(1-(exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j]*

1+exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j]*

- sum((malri(z,r[.i]/(Cr+l))'lug(1+exp(be!a0,Cl[i]+b

E2 <- sum(log(1-(exp((beta0.C1[j]+betal.C1[j]*

(1+exp((beta0.C1[j]+betal.C1[jJ*

- sum((matriz.r[,i]/(Cr+1))*log(1+exp(beta0.C1[j]+b

testeE <- exp(E1-E2)

u <- runif(1)

#ifelse(u < min(1,testeE), beta3.C1[j] <- beta3.tes
ifelse(u < min(1,testeE), beta3.C1[j] <- beta3.test

tro.b3)
x1+beta2.C1[j]*x2+beta3.teste*x3))/
x1+beta2.C1[j*x2+beta3.teste*x3))))(1/(Cr+1))))
etal.C1[j*x1+beta2.C1[j]*x2+beta3.teste*x3)))
+((beta3.teste/(Cr+1))*sum(matriz.r[
x1+beta2.C1[j]*x2+beta3.C1[j-1]*x3))/
x1+beta2.C1[j*x2+beta3.C1[-1]*x3)))) (1/(Cr+1))))
etal.C1[j]*x1+beta2.C1[j]*x2+beta3.C1[j-1]*x3)))
+((beta3.C1[j-1]/(Cr+1))*sum(matriz.

te, beta3.C1[j] <- beta3.C1[j-1])
e, beta3.C1[j] <- teste.b3) }}

Pagina 1

sta de origem

minimos)
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ro beta 0
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)
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