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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo do procedimento de decisao sequencial de
Bayes aplicado ao processo de captura-recaptura com tamanhos amostrais fixados, para
estimacao do tamanho de uma populacao finita e fechada. Apresentamos o modelo esta-
tistico, revisamos a teoria de decisao bayesiana, apresentando o problema de decisao puro,
o problema de decisao estatistica e o procedimento de decisao sequencial. Ilustramos os

métodos tedricos discutidos através de dados simulados.

Palavras-chave: Processo de Captura-Recaptura, Estimadores Bayesianos, Risco de

Bayes, Teoria da Decisao, Amostragem Sequencial.



Abstract

In this work, we make a study of the Bayes sequential decision procedure applied
to capture-recapture with fixed sample sizes, to estimate the size of a finite and closed
population process. We present the statistical model, review the Bayesian decision theory,
presenting the pure decision problem, the statistical decision problem and the sequential

decision procedure. We illustrate the theoretical methods discussed using simulated data.

Key-words: Capture-recapture process, Bayesians Estimators, Bayes Risk, Decision

Theory, Sequential Sampling.
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Capitulo 1

Introducao

O processo de captura-recaptura ¢ uma metodologia estatistica que foi inicial-
mente utilizada para estimar o tamanho de uma populagao de uma dada regiao. O
processo consiste, no inicio, em capturar um determinado nimero de elementos (nimero
este que pode ser aleatorio ou pré-determinado), conta-los e marcé-los para posterior iden-
tificacao. Em seguida, os elementos capturados sao todos devolvidos & populagao. Apos
um periodo de tempo suficiente para os elementos marcados se misturarem aos demais
elementos da populacao, uma segunda amostra ¢é selecionada e conta-se o niimero de ele-
mentos marcados e nao marcados. Os elementos nao marcados sao marcados, devolvidos
a populagao e esse procedimento é repetido um certo nimero de etapas (épocas de amos-
tragem). A inferéncia do tamanho populacional é baseada nos nimeros de elementos nao

marcados capturados durante todo o processo e nos tamanhos amostrais.

Laplace (1783) foi um dos primeiros a aplicar o método de captura-recaptura
ao estimar o tamanho da populagdo da Franca. Na zoologia, Petersen (1896) aplicou o
método para estudar a migragdo de peixes no mar Béltico e Lincoln (1930) aplicou o
método na estimacao do niimero de patos selvagens na América do Norte. Ambos utiliza-
ram independentemente o processo com duas etapas e obtiveram a estimativa de maxima
verossimilhanca do tamanho populacional, que tornou-se conhecida como estimativa de
Lincoln-Petersen. A partir da década de 50, intimeros artigos sobre o assunto surgiram
nas areas de estatistica classica e bayesiana, como os de Chapman (1954), Darroch (1958),
Darroch (1959), Seber (1965), Jolly (1965), Cormack (1968) e Castledine (1981). A te-

oria desenvolvida é aplicada na atualidade nas mais diferentes areas do conhecimento,



como Confiabilidade de Software (Nayak, (1988); Basu; Ebrahimi (2001)), Epidemiologia
(Seber; Huakau; Simmons (2000); Lee et al. (2001); Chao et al. (2001); Lee, (2002)) e
Linguistica (Boender; Rinooy Kan (1987); Thisted; Efron, (1987)). Também ¢ possivel

encontrar na literatura intimeros artigos sobre os modelos existentes e suas aplicagoes.

As diferencas entre os modelos de captura-recaptura surgem a partir das supo-
sicoes sobre a populacao e sobre o método de captura sendo a suposi¢ao basica sobre a
populagao que diferencia os modelos ¢é ser ela fechada ou aberta. Chamamos de popula-
¢ao fechada aquela cujo tamanho nao varia durante todas as etapas do processo, ou seja,
nao ocorrem mortes, nascimentos e migracoes, e caso isso nao ocorra, a populacao ¢é dita
aberta. Neste trabalho, vamos considerar o caso da populacao fechada, supondo que os
elementos capturados nao perdem suas marcas durante todo o processo e todas as marcas
sao observadas e registradas corretamente. Supomos também que o ntimero de elementos
capturados em cada etapa é fixado e, neste contexto, o modelo é anadlogo ao modelo de

bolas em urnas que descrevemos na sequéncia.

Uma urna contém um nimero desconhecido de bolas brancas. Com o objetivo
de estimar o numero de bolas, selecionamos um certo nimero de amostras de tamanhos
fixados e sem reposigao de bolas da urna. Supomos que antes da selecao de cada amostra,
as bolas brancas selecionadas na amostra imediatamente anterior sao substituidas por
bolas pretas que, conjuntamente com as demais bolas pretas selecionadas (na amostragem
imediatamente anterior), sdo devolvidas a urna. A inferéncia sobre o numero de bolas da
urna é baseada nos niimeros de bolas brancas selecionadas durante todo o processo e nos

tamanhos das amostras.

Ressaltamos que até onde se estende o nosso conhecimento sobre o assunto, todos
os modelos de captura-recaptura existentes na literatura estatistica consideram o niimero
de etapas do processo fixado. A originalidade de nosso trabalho é considera-lo varia-
vel e aplicar as regras de parada sequencial de Bayes para decidir sobre esse niimero,

naturalmente levando-se em conta um custo-beneficio.

No segundo capitulo do trabalho, apresentamos o modelo estatistico de captura-
recaptura com tamanhos amostrais fixados e expomos sua funcao de verossimilhanca. No
terceiro capitulo, discutimos o modelo bayesiano e fazemos consideragoes sobre deter-

minadas prioris para o tamanho populacional. No quarto capitulo, revisamos a teoria
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de decisao bayesiana, determinamos o ntmero 6timo de etapas do processo com tama-
nhos amostrais fixados, apresentamos o procedimento sequencial truncado 6timo e uma
alternativa a este procedimento. No quinto capitulo, aplicamos a teoria & metodologia
de captura-recaptura e também obtemos resultados relativos a algumas simulacoes que
ilustram a teoria. Finalmente, discutimos as dificuldades relativas a aplicacao da teoria

ao processo de captura-recaptura.
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Capitulo 2

Modelo Estatistico

Neste capitulo, apresentamos o modelo estatistico para o processo de captura-

recaptura com tamanho de amostras fixados.

Dada uma populacao fechada de tamanho N desconhecido, selecionamos uma
amostra aleatoria de tamanho M; > 1 fixado e sem reposicao da populagdao. Apods a
selecao desses elementos, eles sao marcados e devolvidos & populagao. Apoés um certo
periodo de tempo para que os elementos marcados se misturem aos demais elementos da
populagao, selecionamos uma segunda amostra de tamanho My > 1 fixado, sem reposi¢ao
da populacao, e contamos quantos elementos nao marcados previamente ha nesta amos-
tra. Marcamos os elementos nao marcados e devolvemos todos os elementos selecionados
a populagao. Repetimos esse experimento sucessivamente um determinado ntmero de

etapas.

Denotemos por

N o tamanho da populacao;

N ={0,1,2,...} o conjunto dos ntimeros naturais, R o conjunto dos niimeros reais e

N* =N —{0};

k € N*, k > 2, o numero fixado de etapas do processo;

M; € N*, o tamanho da amostra na i-ésima etapa, i = 1,2, ..., k;

My, = (M, ..., M), o vetor dos tamanhos das amostras (fixado);

12



e U; o numero (aleatério) de elementos ndo marcados selecionados (capturados) na

1-ésima etapa, 1 = 1,2, ..., k;
e U, = (Uy,...,Uy), o vetor dos dados amostrais;

o T; =3 ._, Uj o nimero de elementos distintos capturados até (inclusive) a i-ésima

etapa, 1 =1,2,..., k.

Note que Uy = My =T1; 0 < U; < M; para 2 <i < k; max _,_ {M;} = M; < T, < S; =
Zf:l M;.

As respectivas distribuicoes de probabilidades dos elementos aleatoérios definidos
acima sao dadas por P(U; = M;|N,M;) = 1, e para us, us, ..., u; nimeros inteiros tais
que 0 <wu, < M,, parar =2,3,...,k, ety = M, t; = M; + Zgzzui, j=23 .., k-1,

temos, para i = 2,3, ..., k,

N —t; ti—1
P(UZ = ui|Ui,1 = U1, N, Mk) = [Yi (’U,Z)7 (21)
N
M;
com I, (-) a fun¢do indicadora do intervalo de ntmeros inteiros Y; = [max{0, M; —

ti—l}a mln{N - ti—la MZ}]

Em outras palavras, a distribuicao de probabilidades condicional de U; dados U; =
My, Uy = us,..., Uiy = u;_1, N, My € igual a de uma variavel aleatoria hipergeométrica

de parametros N, t;_1 e M;, parai= 2,3, ..., k.

13



Logo, a func¢ao de verossimilhanca é dada por

l(N\uk = (Ml,UQ, ,Uk),Mk) = P(Uk = uk]N, Mk)

= P(U1 = Ml, U2 = U9, ,Uk = Uk|N, Mk)

k
= HP(Ui = U¢|U1 = My,U; = ug,...,Ui—1 = u;—1, N, Mk)

1=2

XP(U1 = M1|N, Mk)

N —t;4 ti1
= , (2.2)
i=2 N
M;
N Z tk = M1 + z§:2uj.
Como t; = My e t; =t;_1 + u;, para 1 = 2,3, ..., k, segue que
ﬁ N—tiy | (N —t)! (N —t)! (N = t1_1)!
o U, n (N — tl — UQ)' ’U,Q! (N — tg — Ug)' U3! o (N — tk,1 - ’U,k)' uk'
_ (N —ty)! ‘ (N — t)! o (N —tg—1)!
B (N —t7)!
= - ) (2.3)
(N =t [ ]!
j=2
Das relagoes (2.2) e (2.3), temos
ﬁ tiq
i=2 M; — u; N!

(N =t T (o)

N > t,. Note que a estatistica T, = M; + Z?:z U; assume o valor t;, e portanto M; <

tr < S;. Entao, pelo critério da fatoracao, 7j ¢ uma estatistica suficiente para IV, isto ¢, a

14



informagao sobre N dada pela amostra (M, us, ..., ux) esta contida no valor t; assumido
pela estatistica T,. Em outras palavras, nao importa quantos elementos nao marcados
foram selecionados em cada etapa, mas somente o nimero total de elementos distintos

capturados em todo o processo.

Por outro lado, denotando por I;, () a fungdo indicadora do conjunto {#y,t; +

1, ...}, segue que o kernel (nucleo) da funcao de verossimilhanga é dado por

K(N; b, My, 1) = I, (N), (2.5)

1
(N — 1)) f[ (ﬁ)

=1

e a distribuicao de probabilidades de T}, ¢ dada pelo

Teorema 1. Denotemos por Ii(-) a fungao indicadora do conjunto Ay, = {n :n € N, M} <

n < min{S;, N}}. Entdao

N! L . H§:1 (]\jfj)
P(Ty = ty|k, N, M) = D ()T L(t). (26)
k il(ty —9)!
(N —t)! H N =0 ’
v i=1 M;
Prova: Para todo numero inteiro positivo, t, tx € Ag, seja V; = {u, =

(My, ug, ...yuy) » My + Z?:z u; = t,}. Entao, pelas relacoes (2.2) e (2.4),

N! Pl
P(Ty, = tplk, N,My,) = ZP(Uk:uHN’Mk): kN Z : k
uely u,cVy
-] (M) [ w
€ como

k
()
k 7
Z Pl M; — u; _ tk (_1)tk—inj:1 (Mj)
: 4 W(te — i)
uy eV M1' H uz' 1=0
1=2

(mostrado por Leite e Pereira (1987)), juntamente com P(7T} = tx|k, N,M}) = 0, para
ti & Ay, segue o resultado. O

15



Capitulo 3

Modelo Bayesiano

Nesta secao, discutimos a determinacao de prioris para N com relagao ao modelo

estatistico proposto.

Uma distribuicao de probabilidades a priori m para N ¢é uma distribuicao de

probabilidades sobre o conjunto C* = { M}, M} +1,...}, isto é, m(n) > 0 para todo n € C*

ey My m(n) = 1. Entao, pela relacao (2.5), a distribuigao de probabilidades a posteriori

para N é dada por

R(alk. My t) = P(V = nlk, My, Ti = 1)

= W(n)C(k', Mk7 tk)K(na ka Mk7 tk)Lfk (n)a

onde I;, () ¢ a funcdo indicadora do conjunto Ny, = {t;,tx +1,...} e

00 -1

C(k, My, 1) = | Y w(n)K(n;k, My, )

n=tg

3.1 Consideracoes sobre a Priori

(3.1)

A especificag@o de uma distribuicao a priori para N requer alguns cuidados. De

fato, se m(n) = 0 para todo n > ¢, entdo [C’(k,l\/[;c,sz)]f1 = 0, e a distribuicao a

posteriori (3.1) esta definida somente quando a distribuigao a priori 7(n) for consistente

16



com os dados, isto ¢, somente quando existir n, n € Ny, tal que 7(n) > 0. Portanto, a

distribuicao a posteriori de N estd bem definida se o conjunto
N ={n: neN', n>t,en(n) >0}

for nao vazio para todo valor observavel t; de Tj. Essa tltima condigao é claramente
satisfeita para toda distribuicao a priori cujo suporte é C*. Toda esta situagao que aca-
bamos de descrever gera uma dificuldade quando da especificacao de uma distribuicao
a priori para N com suporte finito. Logicamente, tal dificuldade reside no fato que tal
especificacao somente seria possivel se o pesquisador estivesse plenamente seguro sobre
um limite superior para o parametro N. Na indisponibilidade de um limite superior para

N, o pesquisador deve adotar uma priori com suporte C*.

O seguinte teorema apresenta restricoes sobre o nimero total de elementos dis-
tintos observados, ¢ , para garantir a existéncia da distribuicao e momentos a posteriori,

para algumas prioris.

Teorema 2. Se k > 3, M; = M constante, i = 1,2, ..., k, entao

(i) se ™ € uma priori "vaga"ou "uniforme"sobre C*, isto €, m(n) = ¢, ¢ constante
estritamente positiva, para todo n € C*, entao m(-|k, My, t;) estd bem definida se, e

somente se, 1 <t < kM — 2;

(i1) se ™ € uma priori "vaga"ou "uniforme"sobre C*, entao o momento de ordem
s, s = 1,2,..., da distribuicao a posteriori, w(-|k, My,1;), existe se, e somente se, 1 <

tkSk‘M—S—2,’

(iii) se ™ € uma priori tal que m(n) = =, r = 1,2, ..., para todo todo n € C*,

nr’

entao 7(-|k, My, t) estd bem definida se, e somente se, 1 <t < kM +r —2;

(iv) se m € uma priori tal que w(n) = #, r =1,2,..., para todo todo n € C*,

entdo o momento de ordem s, s = 1,2, ..., da distribuicao a posteriori, 7(-|k, My, tr),

existe se, e somente se, 1 <t < kM +r —s— 2.

17



Prova: Para provar (i), utilizamos o seguinte
- o0 oo PO oy . .
Lema 1. Sejam ) > _jam €Y~ _o by duas séries de termos positivos tais que
lim 2" = =C,

m— oo b

0 < C < 0. Entao, ou ambas as séries divergem ou ambas as séries convergem.

Voltando a prova do item (i), pelas relagdes (2.5) e (3.2), temos

[C'(k, Mg, t)]~ c = c —F—,
nzt:k —t)! ()] mzo ml ()"
isto ¢, [C'(k, My, t;)]~! ¢ uma série de termo geral a,, = ¢ (mt i)t =0,1,..

mi(mi)]"

L ¢ uma série de termo geral b, =

Por outro lado, a série ) = 0 mrin) T

=0,1,... tal que

1
(m+tk)kM_tk ’

| kM—t
im Y~ i (m+t)! (m+ t;z) k

_ k1 (m—i‘tk)(m—i—tk—1)...(m—|—1)(m+tk)kM—tk
= ¢ [M1" lim [(m +te)(m +tp — 1)...(m +t, — M + 1)}k

= ¢ [M)F,
o que, pelo Lema 1, implica o resultado.

As provas dos itens (ii), (i7i) e (iv) sao andlogas a de (i). Note que, quando

r > 2, a posteriori é propria, pois t; ¢ sempre menor ou igual a kM. O]

Na sequéncia, apresentamos o Teorema 3 e um corolario, corolario este cujo re-
sultado é uma condicao suficiente para a existéncia da distribuicao a posteriori no caso

de uma distribuicao a priori improépria.

3.2 Limitante Superior para o Kernel da Funcao de Ve-

rossimilhanca

Vamos mostrar que o kernel da fun¢ao de verossimilhanca é limitado superior-

mente.

18



Teorema 3. Suponhamos que a estatistica T}, assuma o valor ty. FEntao o kernel da

funcao de verossimilhanca € limitado superiormente por

k
-~ M;!
(1-452)

onde, como jd definimos, M} = max;<;j<,{M;}.

Prova: Observe que M} <t < S;. Para todo n > tj, temos

K(n;k,Mk,tk) = A n! :
(n = t)! 11 CESTADTA
d nn—1)...(n —tx +1)(n — tg)!
- HMZ'! k
=1 nn—1)..(n — M; + 1)(n — M,;)!
(n — 'H )
_ l_k[fl M;! Hﬁil(n_tk"'i) _ Hf:1 M;)! H§i1(”_tk+i)(3'4)

[Ticin(n=1)...(n — M; + 1) Hf:l H;'M:H(n_j“‘l)

Por outro lado, (n — M} +1) < (n—j+ 1) paraj=1,..,M;, i=1,.., k, o que implica

k M;
(n—M,;*+1)S73:H(n—M;§+1)MiSHHn—]—I—l (3.5)

en—ty+1i<mn,parat=1,2, .., 1, o que implica

tk

H(n —tp +1) < n'. (3.6)

i=1

Logo, pelas relagoes (3.4), (3.5) e (3.6), temos

Kn; k, M.t -
(TL, ; ks k) = (n—Mg—l—l)Sk
k
_ Hi:l M;!
. t
(1 _ (M2_1)> k (n— My + 1)Si—t
[T, Mt [T, Myt
< (A}_l) < (A}_l) = (3.7)
(-5 (- %52)
n tr
0 que prova o resultado. (]
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Como consequéncia do Teorema 3, temos os corolarios

Corolario 1. Se a distribuicdo a priori © for tal que Zflo:tk m(n) < 0o, entdo a distribui-

¢ao a posteriori m(-|k, My, ty) estd bem definida.

Prova: Pelas relagoes (3.2) e (3.3),

(C(k, My, )] ™" = D w(n)K(n;k, My, ty) < LS > w(n) < oo,
n=ty n=tg
0 que prova o resultado. [

Corolario 2. Se o momento de ordem r, r = 1,2, ..., da distribuicao a priori ™ for finito,

entao o momento de ordem r da distribui¢iao a posteriori 7(-|k, My, t;) também é finito.

Prova: Pelas relagoes (3.1) e (3.3),

Z n'm(nlk, My, ty) = Z n" C(k, My, tp)m(n) K (n; k, My, t;)

n=tg n=ty

< LS C(k, My, ty) Y n'm(n) < oo,

n=tg

0 que prova o resultado. O

Na proxima secao, apresentamos alguns conceitos basicos da Teoria da Decisao
Bayesiana. Tais conceitos sao necessarios para o estudo de regras de parada sequencial e
regra de decisao de Bayes relativas ao niimero de etapas do processo de captura-recaptura

apresentado.
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Capitulo 4

Elementos da Teoria da Decisao

Bayesiana

Nesta se¢ao, procedemos a uma revisao geral dos elementos da teoria da decisao
bayesiana, com dois objetivos: primeiro, apresentar estimadores bayesianos de IV, segundo
e mais importante, com a suposi¢ao de que o nimero de etapas do processo de captura-
recaptura proposto nao é fixado, realizar um estudo de regras de parada sequencial e

regras de decisao de Bayes para esse ntimero.

No contexto da revisao geral, partimos de um modelo estatistico { fx(x|0) : 0 €
O}, onde X é o vetor aleatorio amostral de dimensao k, © é o espago paramétrico e fx(x|6)
¢ a funcao de probabilidades ou funcao de densidade de probabilidades de X indexada
por 6. Entao, X ¢ uma fungao mensuravel X : (2, .&7) — (x, %), onde ) é um espago
amostral associado a um experimento aleatorio, a o-algebra & é a classe dos eventos, o
conjunto Y,
X CRF = {x = (21,29,...,2) : ; € R,j = 1,2,....,k}, k > 1, é denominado espago das

amostras (observagoes), e # é uma o-algebra de subconjuntos de .

Na sequéncia, introduzimos um conjunto A denominado espaco de agoes. Cada
elemento a, a € A, representa uma acao entre as quais o pesquisador tem que escolher. O
espac¢o paramétrico é renomeado como espaco de estados e cada 6, 6 € ©, representa um
estado da natureza ou um "cenario"onde se desenvolve a acao. O pesquisador desconhece

o estado da natureza vigente, #, e atua sob condicoes de incerteza ao decidir por uma
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acao que mensure apropriadamente 6.

Casos particulares da teoria de decisao estatistica sao a estimagao paramétrica,
em que © C A e uma agao consiste em propor a como estimativa de 6, e o teste de
uma hipotese H em que A = {ay,as}, onde a agdo a; corresponde & rejeigao de H e
a, corresponde a nao rejeicao de H. Com relagao as regras de parada associadas aos
procedimentos estatisticos (aleatorios) que evoluem ao longo do tempo, o espago das
agoes também contém dois elementos, aj, ag, onde a; corresponde a interromper (parar)
o procedimento e decidir por uma agao e as corresponde a nao interromper (continuar) o

procedimento.

Outro conceito relevante é o de fungao ou regra de decisao, d, definida como uma
fungao mensuravel § : (x, #) — (A, .F), onde .F é uma o-algebra de subconjuntos de A.
Para qualquer x, x € x, d(x) representa uma forma de interpretacao dos dados x por

parte do pesquisador. Denotamos por A o conjunto das fungoes (regras) de decisao.

Quando o estado da natureza é 6 e o pesquisador decide por uma acao a, como
um elemento de inferéncia sobre 6, ele incorre em uma perda. Mais precisamente, uma
fungao perda L(-,-) ¢ uma fungao mensuravel L : (0 x A,9 @ .F) — (R, %), onde ¥ &
uma o-algebra de subconjuntos de ©, 4 ® % ¢é a o-algebra produto das o-édlgebras ¢ e
F, e P, & a o-adlgebra de Borel de R. Neste trabalho, supomos que toda funcao perda
considerada é nao negativa ou limitada inferiormente. Entao, para cada (6,a) € © x A,
L(0,a) representa a perda decorrente do fato do pesquisador adotar pela agdo a quando o
estado da natureza é 6. Naturalmente, quando o pesquisador observa os dados (amostra)

X, X € X, e emprega uma regra de decisao ¢, ele incorre numa perda L[0,(x)].

Uma vez definidas pelo pesquisador uma distribuicao de probabilidades a pri-
ori sobre o espaco de estados © e uma funcao perda, o objetivo da Teoria de Decisao
Bayesiana é estabelecer critérios que possibilitem a escolha de uma acao que, como antes
comentamos, informa ao pesquisador sobre o estado da natureza vigente 6. O critério
que adotamos neste trabalho é o denominado Principio de Bayes. A adoc¢a@o desse prin-
cipio estabelece que a distribuicao de probabilidades a posteriori e a funcao perda sao os
elementos que, combinados, determinam a acao a ser adotada. Por outro lado, pode-se
adotar uma ac¢do em um problema decisorio sem a utilizagdo de dados amostrais (amos-

tras), mas valendo-se apedas da distribui¢ao a priori e da fungao perda. Esse tipo de
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problema é conhecido na literatura estatistica bayesiana com Problema de Decisao Puro.
Alternativamente, quando o problema envolve informacao amostral, ele é denominado
Problema de Decisao Estatistico, que por sua vez, admite um problema de decisao puro

associado.

Os conceitos de fungoes risco e risco de Bayes apresentados no que segue sao

devidos a DeGroot (1970).

4.1 Problema de Decisao Puro

Um problema de decisao puro, como comentamos, caracteriza-se pelo pesquisador
decidir por uma a¢ao fundamentando-se somente na distribuicao de probabilidades a priori
e na fungao perda. Ou seja, dado o problema, o pesquisador decide por uma ac¢ao sem
utilizar dados amostrais, mas com base em seu julgamento ou experiéncias passadas sobre
o estado da natureza e na funcao perda. Suponhamos entao um problema de decisao puro

com distribuicao de probabilidades a priori 7 e a fungao de perda L.

Definicao 1. O risco ou perda esperada de uma ac¢dao a qualquer contra a priori ™, deno-
tado por p(m,a), é dado por

p(m,a) = E_[L(0,a)] = /@L(@,a)w(@) do. (4.1)

Note que a integral em (4.1) é igual a uma soma quando o espaco de estados © é
discreto. Entao o risco de uma agao a contra a priori 7 é igual a perda média ponderada

por 7w decorrente do fato de decidir-se pela acao a.

Definicao 2. (i) O risco de Bayes contra a priori 7, denotado por p*(mw), € dado por
p*(m) = inf{p(m,a):a € A}.

(i1) Suponhamos que exista uma agao a* tal que p(m,a*) = p*(m), isto €, existe
. L ‘ . e . .
uma a¢do que minimiza o risco contra a priori w. A agao a* diz-se agao de Bayes (ag¢ao

dtima) contra a priori T.

Portanto, a solu¢ao de um problema de decisao puro é uma agao de Bayes contra
a priori . Ao decidir por esta acao relativamente ao estado da natureza, o pesquisador

minimiza o risco (perda esperada).
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Exemplos: Suponhamos © CRe A CR.

1) Se o momento de segunda ordem da distribui¢ao de probabilidades a priori 7
for finito entao, com relagiao a perda quadratica, isto é, a perda L(f,a) = ¢(f — a)?, para
algum ¢ > 0, 0 € © e a € A, a agdo de Bayes contra a priori 7, a*, é dada por E.(6)
(média da priori) e o risco de Bayes contra a priori 7, p*(7), é dado por Var(f) (variancia

a priori).

2) Com relacdo a perda valor absoluto, isto é, a perda L(f,a) = c|f — al, para
algum ¢ > 0,0 € © e a € A, a agdo de Bayes a* contra a priori 7 é dada pela mediana de

.

3) Com relagao & perda "0 - 1", isto ¢, a perda L(0, a) = [, 0), para

—o0,a—¢|U[a+e,+00) (

algum ¢ > 0, a agao de Bayes a* contra a priori 7 é dada pela moda de 7.

4.2 Problema de Decisao Estatistica

Um problema de decisao estatistico se representa sob duas formas. Em uma
primeira situacao, o pesquisador, ciente do valor x assumido pelo vetor amostral X,
baseia-se na combinacao da distribuicao a posteriori com a funcao perda para decidir
por uma regra de decisdo de Bayes (regra de decisdo 6tima), com respeito ao estado da
natureza. Em outra situagao, desconhecedor de dados amostrais, o pesquisador baseia-se
no chamado risco de uma regra de decisao contra a distribui¢ao a priori para determinar
a regra de decisao de Bayes (decisdo 6tima). Vamos tratar dessas situagoes, mas antes
vamos comentar sobre o vetor amostral e a funcao perda total. Suponha que o vetor
X = (X, Xy, ..., Xi) tem dimensao k, k > 1, k fixado, e que associado & observagao da
i-ésima componente X; do vetor X existe um custo C;, C; > 0,7 = 1,2, ..., k. Logo, o custo
total associado a X, denominado custo de amostragem, é igual a Zle C;. Finalmente,
como introduzimos um custo no processo, definimos uma fung¢ao perda total incluindo esse
custo. Nesse sentido, observamos que, adotada uma funcao perda L, para cada regra de
decisdo § € A e para cada estado da natureza 6 € O, as fungoes 6(X) : (2, ) — (A,.F),
definida por 6(X)(w) = 0(X(w)), para todo w € Q, e L(0,6(X)(+)) : (Q2,o) — (R, %),
definida por L(6,6(X)(w)) = L(0,§(X(w))), para todo w € 2, sdo fungdes mensuraveis.

Em particular, L(6,0(X)) é uma variavel aleatoria. Seja ¢ o espago das variaveis aleatorias
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definidas em (€2, .o7) a valores em (R, %;). Com esses conceitos, temos

Definigao 3. A funcdo perda total € a funcdo L; : © x A x (0,00)* — ¢ definida por

k

Ly(6,6, C) = L(6,5(X)) + > C, (4.2)

i=1

para todo (0,9, C) € © x A x (0, 00)".

Note que a funcdo perda total ¢ igual a soma da fun¢ao perda aleatoria L(6, §(X)),

denominada funcao perda aleatéria de decisao, e do custo amostral.

4.2.1 Analise Pés-Experimental

Neste tipo de analise o pesquisador, ciente de um valor observado x de X, munido
de uma func¢ao perda e motivado pelo principio de Bayes, determina uma acao de Bayes
(agdo otima) a*(x), que depende de x, contra a distribuigdo a posteriori. Em seguida,
ele define uma regra de decisdo §* € A, que associa a cada x € x a a¢ao a*(x). Tal
regra de decisdo diz-se uma regra de decisao de Bayes (regra de decisao 6tima) contra
a distribuicao a posteriori. No que segue determinamos 0* a partir da ado¢ao de uma
distribuicao a priori 7 e de uma funcao perda L. Para cada x € x a distribuicao a

posteriori é dada por

(0]x) = fx(x]0) =(6) hco.

o Ix(xler) w(07) do

e para simplificar a notac¢@o, denotaremos m(:|x) por my(+).

Definicao 4. Para cada x € x, o 1isco ou perda esperada de uma ac¢ao a € A contra a

posteriori mx, denotado por p(mx,a), € dado por
p(rx,a) = Er {L(0,a)} = / L(0,a)m«(6) db. (4.3)
©
Note que

1. O risco p(mx,a) = E{L(6,a)|X = x} também ¢ denominado risco a posteriori da

acao a contra a priori 7.

2. p(my,a) é igual a perda média ponderada pela distribuigdo a posteriori ao decidir

pela acao a.
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3. Se adotarmos 7, como uma distribuigao a priori, entdo p(my,a) € igual ao risco da

acao a contra a priori mx em um problema de decisao puro.

Defini¢ao 5. Para cada x € x, (i) o risco de Bayes contra a posteriori my, denotado por
p*(mx), € dado por
P (mx) = inf{p(7y,a) : a € A}. (4.4)

(ii) Suponhamos que exista uma agdo a*(x) tal que p(my, a*(x)) = p*(7x), isto €,
existe uma a¢do que minimiza o risco contra a posteriori Tx. A a¢ao a*(x) denomina-se

uma a¢ao de Bayes (agao dtima) contra a posteriori my.

Observagoes:

1. p*(mx) também denomina-se risco de Bayes a posteriori contra a priori 7.
2. a*(x) também diz-se uma agao de Bayes a posteriori contra a priori 7.

Definigao 6. (i) A regra de decisio 6* : x — A definida por 6*(x) = a*(x), para todo

X € x, diz-se uma regra de decisao de Bayes a posteriori contra a priori .

(i) Em um problema de estimagao de 0, 6*(x) diz-se uma estimativa de Bayes

de 0 e 6*(X) diz-se um estimador de Bayes de 6.

Exemplos: Suponhamos ©® C A C R em um problema de estimagao de 6.

1) Com relagao a perda quadratica, a regra de decisao de Bayes a posteriori contra
a priori 7, 6*(x), é igual a F(f|x) (média a posteriori), e o risco de Bayes a posteriori
contra a priori 7, p*(my) ¢ igual a Var(f|x) (varidncia a posteriori). Portanto, o estimador

bayesiano de 0 ¢ 6*(X) = E(0|X).

2) Com relagao a perda valor absoluto, a regra de decisdo de Bayes a posteriori
contra a priori 7 é dada pela mediana da distribuicao a posteriori e a estimativa bayesiana

de 0, 6*(x), é igual a mediana a posteriori.

3) Com relagao a perda "0 e 1", a regra de decisao de Bayes a posteriori contra a
priori 7 é dada pela moda da distribuigao a posteriori e a estimativa bayesiana e 6, 6*(x),

¢ igual a moda a posteriori.
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Definicao 7. Para cada x € x, o risco total ou perda total esperada de uma regra de
decisio 6 € A e custo C € (0,00)F contra a posteriori my, denotado por R(my,d, C), é

dado por
R(mx,6,C) = E.{L0,6, C)}.

Das relagoes (4.2) e (4.3), temos, para todo x € x, para todo § € A e para todo
C € (0, 00)F,

R(74,6,C) = E{L(,5(X —|—ZC’|X—x}
= E{L(@,&(X))\X:xHZ@
- / L(0,6(x))mx(0) dO + ZC

S

= p(mx, o Z (4.5)
o0)¥,

Defini¢ao 8. Para cada x € x e para cada C € (0, o risco total de Bayes contra a

posteriori mx, denotado por R*(mk, C), € dado por
R*(mx, C) = inf{R(7x, d, C) : 6 € A}. (4.6)
Observagao: R*(myx, C) também é denominado risco total de Bayes a posteriori
contra a priori 7.

Pela relagao (4.5) segue que

R*(mx,C) = inf{p(my,8(x)) + ZC,-:(SEA}
k
= inf{p(my,d(x)) : 6 € A} + ZC’i

_ / L0, 6 (x))m(0) d8 + 3°C,

= p(m, 0" (%)) + Y _Ci. (4.7)

i=1
Logo, em uma analise pés-experimental, a busca por uma acdo 6tima (regra de
decisdao 6tima) relativa ao estado da natureza a luz do principio de Bayes, culmina na

acao de Bayes a posteriori (regra de decisao 6tima) contra a priori 7.
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Em seguida, tratamos do problema de decisao estatistica pré-experimental.

4.2.2 Analise Pré-Experimental

Neste tipo de anélise, conhecido entre os estatisticos bayesianos como analise
pré-posteriori, o pesquisador nao dispoe de dados amostrais. No caso, ele determina, a
partir do risco de cada regra de decisao e da distribuicao a priori, a regra de decisao 6tima
seguindo o principio de Bayes. A analise é feita na fase do planejamento do experimento
e determina-se a regra de decisao de Bayes (decisao 6tima). Neste contexto, suponhamos
uma distribui¢ao a priori 7 e uma funcao perda L. Para cada regra de decisao § € A, as
fungdes 6(X) : (2, .o7) — (A, F), definida por §(X)(w) = §(X(w)), para todo w € Q, e
L(-,0(X)(+) : (OxQ,Y2a) — (R, A), definida por L(-,6(X)(-))(0,w) = L(0, (X (w))),

para todo (A, w) € © x Q, sdo fungdes mensuraveis.

Definicao 9. O risco ou perda esperada de uma regra de decisio 0 € A contra a priori

7, denotado por p(m,d), € dado por
p(m,8) = E{L(0,6(X))} = /@ {/L(G,é(m))fx(m|9)dm} m(0) db. (4.8)

Pelo principio de Bayes, uma regra de decisao § € A é preferivel a uma outra
regra de decisdo ¢’ € A se p(m,d) < p(m,d’). Logo, por este principio, a melhor regra de

decisdo contra a priori 7 é aquela que minimiza o risco p(7,d), § € A.
Defini¢ao 10. (i) O risco de Bayes contra a priori w, denotado por p*(w), € dado por
p*(m) = inf{p(m,d) : 6 € A}. (4.9)

(11) Suponhamos que existe uma regra de decisio 6* tal que p(m,0%) = p*(m), isto é, existe
uma regra de decisao 0* que minimiza a risco contra a priori w. A regra de decisdo 0*

denomina-se uma regra de decisao de Bayes (regra de decisao dtima) contra a priori .
Observacoes:

1. p*(m) também denomina-se risco de Bayes a priori.

2. 0* também é chamada de regra de decisao de Bayes a priori.
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Entao, para determinar uma regra de decisao de Bayes a priori 6* o pesquisador
tem que minimizar a relagao (4.8) em ¢, método que os estatisticos bayesianos denominam
Forma Normal para determinagao da regra de decisao de Bayes. Em geral tal minimi-
zagao nao é uma tarefa facil e o proximo teorema fornece uma solucao alternativa na

determinacao de 0*.

Teorema 4. Se uma regra de decisio 6* € A € tal que 0* faz corresponder (associa) a
cada x € x o valor 6*(x) € A que minimiza o risco a posteriori contra a priori m, isto €,

se 0* € tal que, para cada X € X,

p(7x, 0%(x)) = inf {/ L(6,0(x))mx(0) df : § € A} = inf{p(mx,0(x)) : 6 € A}, (4.10)
e
entdo 6* € uma regra de decisio de Bayes a priori
Prova: Como L(+,-) > 0 ou limitada inferiormente, entao, pelo teorema de To-

nelli, podemos trocar a ordem de integragao na relagao (4.8) e uma vez que fx(x|0)7(0) =

7x(0) fx (), temos

p(m;0) = E{L(0,6(X))}

_ /X { /@ L(Q,é(x))ﬂx(ﬁ)dQ} fx(x)dx

= / (T, (%)) fx (X)dx. (4.11)

Suponhamos que 6* € A satisfaz a relagao (4.10). Entao, como fx(x) > 0, para todo
X € x, segue da relagao (4.11) que
pr.57) = [ bl 8" () 0 < [ plma, 500 xlx)x = (. ),
X X

para todo § € A, o que implica o resultado. O

O método para determinar §* apresentado no teorema acima denomina-se Forma
Extensiva para determinacao da regra de decisao de Bayes. Segundo este método, o
problema é resolvido como se fosse um problema de decisao puro utilizando a distribuicao

de probabilidades a posteriori no lugar da distribuicao a priori.
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Definicao 11. O risco total ou perda total esperada de uma regra de decisao & € A e

custo C € (0,00)* contra a priori w, denotado por R(w,d, C), é dado por
R(m,0,C) = E{L0,9, C)}.

Das relagoes (4.2) e (4.11), segue que, para todo § € A e para todo C € (0, c0)*,

k

R(m,6,C) = E {L(G, (X)) + Z Cz} = p(m,d) + Z Ci. (4.12)

i=1
Definigao 12. Para todo C € (0,00)*, o risco total de Bayes a priori ou contra a priori

7, denotado por R*(w, C), € dado por

R*(w, C) = inf{R(m, 9, C) : 6 € A}. (4.13)
Pela relagao (4.12), temos

R*(w,C) = inf{p(ﬁ,a) +Y Ciide A} =inf{p(r,6): 6 € A} + ) _C;

=1 =1
k
= p(m, 6+ Y Ci = pi(m)+ > G (4.14)
=1 ]

sendo ¢6* uma regra de decisao de Bayes a priori.

4.2.3 Tamanho Amostral Otimo

As solucoes apresentadas no problema de decisao estatistica abordadas na secao
anterior dependem, entre outros fatores, do tamanho da amostra, k, a ser fixado. Em
situagoes concretas, porém, as vezes, o ganho obtido em informacao sobre o parametro, 6,
a partir de um certo valor de k£ nao é tao significativo quando comparado ao ganho obtido
relativamente a um menor valor de k e\ou a um alto custo de amostragem. O pesquisador
pode, como uma alternativa para resolver este problema, determinar o tamanho 6timo da
amostra minimizando o risco total de Bayes a priori considerado como func¢ao s6 de k,
isto é, com a distribuicao de probabilidades a priori, 7, e as componentes do vetor custo,
Cr = (C1, Oy, ..., Cy), supostamente conhecidas. Entao, neste contexto, o tamanho 6timo
da amostra é um ponto de minimo do risco total de Bayes a priori. Assim, para todo

k, k > 1 e fixado, suponha X = (Xj, Xy, ..., X;) um vetor amostral cujas componentes,
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Xy, Xo, ..., X, sao varidveis aleatorias nao necessariamente independentes nem identica-
mente distribuidas. Suponha também que X; assuma valores em x; C R, 1 <j <k, a
forma da distribuicao de probabilidades de X, seja conhecida e indexada por um parame-
tro 6, cujo valor é desconhecido, e o custo de se observar cada unidade amostral X; seja
uma constante positiva C. Entdo, X}, assume valores no conjunto x¥) = xq x ya X ... X x4

e o risco total de Bayes a priori é dado, pelas relagoes (4.11) e (4.14), por

R'(K) = p(m60) 4 kC = / e 5100 Fx, (1) + 4, (4.15)
X
com 0; uma regra de decisao de Bayes a priori, para k = 1,2,.... Pelo Teorema 4, se-

cao 4.2.2, 0; pode ser determinada como aquela regra de decisao que associa a cada

xr = (x1,%9,...,2x), possivel valor de Xy, a ac¢do que minimiza o risco a posteriori,
p(mx,, 0k(Xk)), para 0, € A, k = 1,2,.... Portanto, o tamanho 6timo da amostra, k*,
é tal que

R*(k*) = inf{R"(k): ke N} (4.16)

Com relagao a perda quadrética, L(6,a) = (0 —a)?, 6 € ©, a € A, por exemplo,
vimos que 05 (xx) = E(0|1Xk = xi) € p(7x,, 05(xx)) = Var(8|X; = xy), o que implica, pela
relacdo (4.15),

R(k) = /  Var(blX, = x)dFx, (i) + KC. (4.17)
X

supondo que a varidncia a posteriori exista e seja finita, para k = 1,2, ..., e neste caso k*

minimiza R*(k), k > 1, dado em (4.17).

4.3 Problema de Decisao Estatistica com Amostragem

Sequencial

Um procedimento amostral alternativo ao de tamanho fixado é o que chamamos
procedimento ou amostragem sequencial, ou seja, um procedimento onde, em cada ins-
tante ou unidade de tempo, o pesquisador observa uma unidade amostral e, em seguida,
decide parar ou continuar observando uma nova unidade amostral. Se decidir parar, ele
entdo toma uma acdo (decisdo) final relativa a 6. Nesta segao tratamos desses proce-

dimentos, mas antes lembremos que ©; A; A; L(0,a), § € ©, a € A, e m denotam,
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respectivamente, o espago paramétrico (espago de estados da natureza); o espago das
agoes; o espaco das regras de decisao; a funcao perda e a distribuigao de probabilidades a

priori de 6.

4.3.1 Procedimentos de Decisao com Amostragem Sequencial

A abordagem sequencial é aquela onde o pesquisador, uma vez decidido a iniciar
o procedimento amostral, observa sequencialmente, ou um de cada vez, valores x1, xo,...
de variaveis aleatérias X1, Xo,..., respectivamente. Apos cada observacao xy de Xy, k > 1,
o pesquisador atualiza a informacao sobre o valor do parametro, 8, obtida com o valor
observado (x1, s, ...,zx) do vetor aleatorio (X, Xo, ..., Xy) e entao decide continuar o
processo de amostragem, observando um novo valor xp,; de X1, ou parar o processo
de amostragem e, em seguida, tomar uma agao final dx(z1, o, ..., xx) relativamente a 6.

Como veremos, a a¢ao (decisao) final 6tima ¢ a que minimiza o risco a posteriori.

Utilizamos a notacao

e X = (Xj,Xs,...), processo estocastico que representa a amostra sequencial;

o X, = (X1, Xs, ..., X}), vetor aleatorio que representa a amostra sequencial de tama-

nho k, k > 1;
e X = (11, y,...) um valor possivel de X;

o x;, = (1,9, ..., ) um valor possivel de Xj.

As variaveis aleatorias X, Xs,... nao sao necessariamente independentes nem
identicamente distribuidas e assumem valores nos conjuntos xi, Xa,..., respectivamente,
xt CR, k=1,2,.... Para cada # € © e para cada k, k > 1, supOe-se que o pesquisador
conheca a distribuicao de Xj;. Entao, a amostra sequencial X assume valores em y =
X1 X X2 X ... ={x=(21,22,...) 1 x; € Xj,7 = 1,2,...}, a amostra sequencial de tamanho
k, X, assume valores em y®) = y; X ya X ... X xx, k > 1, e o pesquisador conhece as

distribuicoes finito-dimensionais de X.

Na sequéncia apresentamos os conceitos de regra de parada e regra de decisao

sequencial, que fundamentam a teoria de decisao estatistica com amostragem sequencial.
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Definicao 13. Uma regra de parada associada a uma amostra sequencial X € uma sequén-
cia T = (79,71, ...), com Ty uma constante, 0 < 79 < 1, e 7, uma funcdo definida em x*

a valores no intervalo [0, 1] da reta real, para k =1,2,....

O valor da fungao 7, no vetor xy, 7(xy), representa a probabilidade condicional
de que o pesquisador pare a amostragem, dado que ele observou X, = x,, £ > 1, e a
constante 7y representa a probabilidade de que o pesquisador nao inicie o processo de

amostragem. Neste trabalho supomos que 79, 71, ... assumem valores no conjunto {0, 1}.

Definicao 14. Uma regra de decisao sequencial é uma sequéncia § = (dg,01,...), com
6o € A e 6, uma fungdo definida em x®) a valores em A, tal que E{L[0,0,(X})]} existe
e € finita, k=1,2,....

A regra de decisao sequencial é interpretada do seguinte modo: se o pesquisador
decide parar o processo de amostragem apoés observar X = xi, k > 1, entao ele toma a
acao Ok(xx) em relagao a 0; se o pesquisador decide nao iniciar o processo de amostragem

(1o = 1), enta@o ele toma a agao dp subjetivamente.

Para uma dada regra de parada T = (19, 71, ...) sejam

1/]0 = 70,
Uz, 29, oy xp) = (1 —70) (1 — 71(21))e (1 — 71 (21, 2y ooy Tp—1) )T (X1, T2y ooy ),
(4.18)
para k = 1,2, .... Entao, ¥y(x1, 22, ...,z1) é igual a probabilidade condicional de que o

pesquisador ndo pare a amostragem apos as (k — 1) primeiras observagoes e pare apds a

k-ésima observacao, dado X = X.

Definigao 15. O tamanho da amostra associada a uma regra de parada T = (79,71, ...) €

a varidvel aleatoria definida por

inf{n :n € N*, 7,(X,,) = 1}, se 1o =0,
N, = { (Xa) =1}, s m (4.19)
0, setp=1.

A variavel N, também pode ser interpretada como o tempo (instante) de parada

do processo de amostragem.
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Como por hipétese 79, 71, ... assumem valores no conjunto {0, 1}, segue, pela re-

lagao (4.18), que

Yy = Ooule

(r=1) = {xp:xx €x¥, Yu(xz) = 1}

{x) : x) € X(k),Tl(acl) =0,...,Tp1(xk_1) = 0, 7p(xx) = 1}, se 19 =0,

0, se g =1,

para k= 1,2, ..., isto é, denotando o conjunto
{xp i x, € XP o m(21) =0, ., o1 (X3m1) = 0, 7(x3) = 1} por (7y, = 0,...,Th_y = 0,7 =

1), temos

(1=0,..,7,1 =0, =1), se =0,
(Yr=1) = (4.20)

0, se o =1,
para k =1,2,....

Logo, a distribuicao de probabilidades condicional de N, dado #, é dada, pelas
relagoes (4.18) e (4.20), por

P(N, =0[0) = o,
x(*)
= )wk(xk) dFXk(kuG) = / dFXk(xk\H)

x (Yr=1)

PXpe(n=0,..,m%1=0,7%=1)]0), se 1o =0,

0, se 1o =1,

para k=1,2,..., e

oo

P(N, =o0lf) = 1-> P(N,=klf), (4.21)

para todo 6 € O, e a distribui¢ao de probabilidades marginal de N, é dada, pela relagao
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P(N, = 0) :t/Pm@:mmﬂmwznh
©
P(N:=k) = EAE[WL(X))|0]} = E[vw(Xe)]

= Yr(xx) dFx, (xx) = / dFx, (Xk)
x ) (Yr=1)
PX,e(n=0,....,7s1=0,7=1)), se 1o =0,
0, se 19 =1,

para k =1,2,..., e

o0

P(N,=o00) = 1-Y P(N,=k). (4.22)

Note que a distribuicao de probabilidades marginal de N, depende da distribuicao de
probabilidades preditiva de Xj.

Defini¢ao 16. Para um dado problema de decisao sequencial, um procedimento (método)
de decisao sequencial é um par d = (1,8), com T uma regra de parada e § uma regra de

decisao sequencial.

Na proxima se¢ao apresentamos os conceitos de risco total, risco total de Bayes

e procedimento de decisao sequencial de Bayes associados a um problema de decisao.

4.3.2 Risco Associado a um Procedimento de Decisao Sequencial

A definicao de func@o perda total dada abaixo para um procedimento de decisao
sequencial, d = (7,9), associado a um problema de decisao estatistica é anédloga a defi-
ni¢ao de funcao perda total para um procedimento de decisao estatistica com tamanho
amostral fixado, dada pela definigao 3, secao 4.2. A novidade reside no fato dos tama-
nhos das amostras serem agora aleatérios, mais precisamente, serem valores assumidos
pela variavel aleatoria N, associada a regra de parada 7. Denotemos por D a classe dos
procedimentos de decisao sequenciais para um problema de decisao e suponha, como em

4.2.3, que o custo de observar cada unidade amostral seja C';, C' > 0.

35



Definicao 17. A funcao perda total para um procedimento d = (7,8) € D ¢ definida por
Lt(H,NT,dNT,C') = L(9,5NT(XNT))+CN.,., (423)

para todo 6 € © e para todo C > 0.

Suponha que P(N,; < o0) =1 e 719 = 0, isto é, pelo menos uma observagao deve

ser tomada.

Definigao 18. O risco total ou a perda total esperada de um procedimento d = (1,8) € D,

contra a priori ™ e custo amostral unitdrio C, denotado por R(w, d,C), € dado por

R(r,d,C) = E{L(6,N,,dy,,C)}.

Entao, pelas relagoes (4.22) e (4.23), temos

R(r,d,C) = E{L(6,6y. (X))} + CE{N,}

— B{E(LO.6x, (X )N} + C 3 RPN, = )
k=1

S B{L0.6x, (X)) |Ny = k) PN, = B)

+C> kP(Xi € (1 =0,.., 71 = 0,7 = 1)). (4.24)

k=1
Por outro lado, pela relagao (4.20) e pelo Teorema de Tonelli (troca de ordem de

integracao na integral dupla), segue para k = 1,2, ..., que

E{L(0, 0N, (XN, )Nz = k} = E{L(0, 6x(Xy))|Nr = k}

= L P 1o s 01 (0 i

/x<k> {/e % L0, 0k () ), (0) 6 } dFx, (k)

1

/(nzo ..... o1 =0,mp=1) P(N, = k) {/@L(9>5k(xk))7ka(9)d9} dFx, (xz)

1
B S P Ok (X1) ) A Fx, (X))
/(;_10 7777 T—1=0,7,=1) P(NT = ]{f) k k
(4.25)
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Finalmente, de (4.24) e (4.25), temos

Rrd.0) = 3 [ (e 1(0)) AP (i) +

k=1 ¥ (m=0,...,7x_1=0,7,=1)

+C> kP(Xi € (1 =0,.., 71 = 0,7 = 1)). (4.26)

k=1

Observacoes:

1. Se 7 for tal que P(N, = 00) > 0 ou, equivalentemente, P(N, < o0) < 1, entéo,

para todo 9, definimos R(7, (7,6),C) = oo.

2. Se 1y = 1, isto ¢, se nenhuma observagao for tomada, entéo, para todo & = (dy, 01, ...),

o risco R(m, (19,00),C) = p(m,do): risco da ac¢do dy contra a priori 7.

3. As relagoes (4.24) e (4.25) também permitem concluir que

Ard.C) = 3 / { /( 7777 TkFoﬁmznLw,ak(xk))dek(xue)}ww)de

+CZkP(Xk S (Tl =0,..,7%_1=0,7, = 1))
k=1
Pelo principio de Bayes, um procedimento d = (7,8) € D ¢é preferivel a um
outro procedimento d’ = (7/,8’) € D se R(w,d,C) < R(w,d’,C), ou seja, segundo este
principio o melhor procedimento (procedimento 6timo) de decisdao sequencial, contra a

priori 7, é aquele que minimiza o risco total R(w,d,C), d € D.

Definicao 19. (i) O risco total de Bayes a priori, ou contra a priori 7, e custo amostral

unitdrio C, denotado por R*(mw,C'), é dado por
R*(m,C) = inf{R(mr, d,C):dec D}. (4.27)
(11)Suponha que existe um procedimento d* = (17*,8%) € D tal que R(w,d",C) =
R*(m,C), isto €, existe um procedimento d* € D que minimiza o risco total. O procedi-

mento d° denomina-se um procedimento de decisao sequencial de Bayes a priori e custo

amostral unitdrio C'.
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4.3.3 Solugao de um Problema de Decisao Sequencial

De acordo com o que discutimos na se¢ao 4.3.2, a solu¢ao de um problema de
decisao estatistica com amostragem sequencial, segundo o principio bayesiano, consiste
na determinacao de um procedimento sequencial de Bayes. Mas, minimizar o risco total
diretamente para todos os procedimentos de decisao sequenciais associados pode, em geral,
nao ser uma tarefa relativamente simples. Nesse contexto, apresentamos uma metodologia

alternativa, iniciando com o seguinte

Teorema 5. Suponhamos que exista uma regra de decisio sequencial 6° = (80,49, ...)
associada ao problema tal que 63 € uma agdo que minimiza o risco (ag¢ao de Bayes) contra
a distribui¢do a priori 7 e, para k = 1,2, ..., §2(x) € uma ac¢do que minimiza o risco
(ag¢ao de Bayes) contra a distribui¢io a posteriori, g, , T € X Entdo, para qualquer

regra de parada T = (19,71, ...), T firado, 8° minimiza R(w, (7,8),C) em &, ou seja,

R(r, (r,8"),C) = infR(r,(T,9),C). (4.28)

Prova: Para qualquer regra de parada T = (19, 71, ...), T fixado, temos 75 = 0 ou
70 = 1. Se 79 = 0 entao, para toda regra de decisdo sequencial, § = (Jo, d1, ...) associada

ao problema segue, pela relagao (4.26), que

R(r,(r,6%,0) = 3 / P 62(6)) dFxc, ()

i1 Y (11=0,...,7_1=0,7,=1)
+CY kP(Xy € (1 =0,...,71 = 0,7 = 1))

k=1

— Z / ir;f P(Trxy» O (Xk))dFx, (X

k=1 Y (m=0,...,7,_1=0,7,=1)

8

+C> kP(Xi € (1 =0,.., 71 = 0,7, = 1))

k=1

o0

IN

/ Py, Ok (Xk) ) Fx,, (X)
1 7 (11=0,...,71=0,7,=1)

Ed

+C

NE

k’P(Xk - (Tl = 0,...,Tk_1 = O,Tk = 1))

i

= R(m, (1,6,C)),
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o que implica
R(’TF, (T7 60)7 C) = inf R<7T7 (7-7 6)7 C)

Por outro lado, se 79 = 1 entdo, para todo § = (do,d1,...), o risco R(w, (79,09),C) =

p(m, do): risco da agao dp contra a priori w. Logo,
R(m, (70,00),C) = p(m,dp) = i%fp(w, )) = i%lf R(m, (70,9),C),

0 que prova o resultado. O

Em outras palavras, o resultado do teorema 5 garante que, se &) for uma agao de
Bayes (6tima) contra a priori 7 e, para k = 1,2, ..., Y for uma regra de decisao de Bayes
(6tima) a posteriori para o problema de decisao estatistica com tamanho amostral, k,
fixado, entdo para toda regra de parada, T, a regra de decisao sequencial §° = (83,49, ...)
nao depende de 7 e ¢ de Bayes (6tima), isto ¢, §° minimiza o risco total R(m, (7,48),C)
em 8. Assim, para toda regra de parada, T = (0,7, ...), que o pesquisador adote, pelo
principio de Bayes, a acao a ser tomada relativamente ao parametro, 6, quando esta regra
determina a parada do experimento na etapa k, £ = 1,2,..., é uma acao de Bayes a
posteriori. Esta acao resulta do valor assumido por uma regra de decisao de Bayes a
posteriori na amostra observada de tamanho k. Se o pesquisador decide nao iniciar o
processo amostral, entao a agao a ser tomada é a acao de Bayes contra a priori 7. Mas, a
principal consequéncia do resultado do teorema 5 ¢ a determinacao de um procedimento
de decisao sequencial de Bayes (6timo) a priori e custo unitario C' para um problema de
decisdo sequencial. De fato, se 8* = (4§,07,...) for uma regra de decisdo sequencial e

T = (7§, 7], ...) for uma regra de parada tais que

e ¢, ¢ uma acao de Bayes contra a priori 7;

e para k =1,2,..., a regra de decisao d; ¢ uma regra de decisao de Bayes a posteriori

para o problema de decisao com amostra de tamanho k e
R(m, (17,0%),C) = iIT1f R(m,(7,6%),C), (4.29)
entao, pela relacao (4.28),
R(m, (7%,6%),C) = ir;f i%lf R(m,(7,6),C),
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isto é, (7,d) é um procedimento de decisao sequencial de Bayes a priori e custo amostral
C. Logo, como o pesquisador quando para de amostrar deve adotar uma regra de decisao
sequencial de Bayes a posteriori para inferir sobre o valor do parametro, 6, resta construir
uma regra de parada, 7%, que satisfaca (4.29) (regra de parada 6tima). Com o objetivo de
simplificar a construgao dessa regra de parada, consideramos um procedimento de decisao

sequencial truncado em um ntmero inteiro, estritamente positivo e arbitrario M.

Segundo um procedimento desse tipo ou segundo o chamado método de decisao
sequencial truncado em M, o pesquisador fica restrito a observar somente as amostras
cujos tamanhos sao, no maximo, iguais a M. Em outra palavras, o procedimento amostral
sequencial é encerrado (para) em, no méaximo, M etapas. Posteriormente discutimos o
valor que deve ser atribuido a M, mas a ideia é que um procedimento de decisao sequencial
de Bayes a priori pode ser aproximado por um procedimento de decisao sequencial de
Bayes a priori truncado em M, para todo M suficientemente grande. Descrevemos agora,
de uma maneira informal, uma técnica de indugao "backward"para construir uma regra
de parada de Bayes (6tima), 73, = (70,70,...,7Y), para um procedimento de decisido
truncado em M. Esta técnica consiste em supor que o pesquisador estando inicialmente
na etapa final, M, do processo amostral, ele vai retrocedendo, uma etapa de cada vez,
até a etapa inicial, 0, e contando agora do final para o inicio, na j-ésima etapa ele define
a componente T](\}_jﬂ de 13, para j = 1,2,..., M + 1. Desse modo, se o pesquisador
observar na M-ésima etapa X,; = Xy, entao ele para de amostrar e define 73, (x57) = 1.
Se ele observar na (M-1)-ésima etapa X1 = x3;_1, ent@o ele para de amostrar e define
0 1(xa—1) = 1 se o risco total de Bayes a posteriori ao parar imediatamente for igual
ou menor que o risco total de Bayes a posteriori, ao tomar mais uma observagao, dado
Xu-1 = Xp-1. Por outro lado, ele toma mais uma observagao, parando em seguida, e
define 79;_,(xp7_1) = 0 se a desigualdade entre os risco mencionados acima for contréria
aquela que determina a parada do processo amostral. Procedendo desse modo, da (M-
2)-ésima etapa até a primeira, o pesquisador define 7);. Mais precisamente, uma vez
definidos TJQ, TJQH, ..., Th;, entao, por indugao, ele define 7']0_1 como segue. Se ele observar
Xj_1 = X;_1, entao ele para de amostrar e define T;)_l(xj,l) = 1 se o risco total de Bayes
a posteriori, ao parar imediatamente, for igual ou menor do que o risco total de Bayes a

posteriori minimo entre os riscos totais de Bayes, ao tomar mais uma observacao, dado

X,_1 = x;_1. Caso contrario, ele toma mais uma observagao e define 7;_1(x;_1) = 0. Na
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proxima segao formalizamos a construcao de ;.

4.3.4 Procedimento de Decisao Sequencial M-truncado de Bayes

Nesta segao construimos formalmente a regra de parada 73, = (70,77, ..., 7o),

que segundo Ferguson, teorema 2, capitulo 7, secao 2, é a regra de parada 6tima para o

procedimento de decisao sequencial M-truncado de Bayes.
Para simplificar a apresentagao do assunto, denotamos por
e 7(xy) a distribuigao a posteriori, dado X = xy;
(M

° )(7r) o risco de Bayes contra a priori 7 (veja a segao 4.1, defini¢do 2);

o pfcM) (m(xx)) o risco de Bayes contra a posteriori m(xy) (veja a se¢ao 4.2.1, defini¢ao

5);

R,(CM) (m(xx)) o risco total de Bayes contra a posteriori 7(xy) (veja a se¢ao 4.2.1,
definigao 8),
para k =1,2,..., M. Logo, pela relagao (4.7),

R (x(x)) = p"(x(x0)) +kC, (4.30)
para k=1,2,.... M — 1. A construcao de T3, é feita passo a passo a seguir.

1° Passo) Se o pesquisador observar X,; = X/, entao ele para de amostrar, define

7 (xar) = 1 e o risco total de Bayes a posteriori é, pela relacao (4.30),
M M
Ry () = pf” (w(xar)) + MC

2° Passo) Se ele observar X, 1 = X1, entao o risco total de Bayes a posteriori

ao parar imediatamente é, pela relacgao (4.30),

Ry (m(ar)) = o (m(xarm)) + (M = 1)C,
e o risco total de Bayes a posteriori ao tomar mais uma observacao, dado X ;1 = X1
é

E{RUD (r(xy, ..., was—1, Xar))|Xr—1 = Xar—1}

= E{p\" (x (w1, s wago1, Xor)) [ Xnso1 = Xas1} + MC.
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Denotando RS\J/}/[) (m(xar)) por V]&M) (m(xar)), segue que o pesquisador deve parar

de amostrar se, e somente se,

Rg\%)l(ﬂ(XMq)) < E{VA%M)(W(SUM ey Tar—1, Xor)) [ X o1 = xp-1 b
e daf define
1, Se Rgé{)l(ﬂ'(XM—ﬁ) < E{VA%M)(W(.TD ---7$M717XM>)’XM71 = XMfl},

0 _
T (X-1) = o
0, caso contrario.

M . D
Denotemos por V]\(P)1 (m(xp—1)) o risco total de Bayes a posteriori minimo estre
os riscos totais de Bayes a posteriori ao parar de amostrar imediatamente e ao tomar mais

uma observagao, dado X,;_1 = X37_1, Oou seja,

Vi (m(xarmr)) = min{ R, (r(aar1)), BV (7 (@1, coenr—1, Xar))[Xarmr = xar-]}-

3° Passo) Se ele observar X ;s = X)s_2, entao o risco total de Bayes a posteriori

ao parar de amostrar imediatamente é, pela relacao (4.30),
M M
Ry (r(xar2) = phya(m(xar—s)) + (M = 2)C,
e o risco total de Bayes a posteriori ao tomar mais uma observacgao, dado X ;o = Xp/_o,

é E{V]\(}Q(W(xl, oy Tpr—2, Xar—1))|Xar—2 = Xpr—2}. Entdo o pesquisador deve parar de

amostrar se, e somente se,

RE\ZW_)Q(W(XM—Q)) < E{V]\(/[AQ(W(%, s T2, Xar-1))| Xar—2 = Xp—a

e dai define
1, se Ry, (m(xu-2)) < E{VD (w(2, sy Xar1)) [ Xaroo = Xar 2},

0 _
Tv—o(Xar—2) = L,
0, caso contrario.

M . C

Denotemos por V]\(4_)2(7T(XM_2)) o risco total de Bayes a posteriori minimo entre

os riscos totais de Bayes a posteriori ao parar de amostrar imediatamente e ao tomar mais
uma observacao, dado X,;_o = Xjp7_o, OU s€ja,

Vi (m(xar2)) = min{RGD, (r(xn ), VG (7(1, ar2, Xar 1)) Xara = X ]}

4° Passo) Se ele observar X3 = x3,_3, entao o risco total de Bayes a posteriori

ao parar de amostrar imediatamente ¢, pela relagao (4.30),
Ry (m(xars)) = plya(m(xnrs)) + (M = 3)C,
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e o risco total de Bayes a posteriori ao tomar mais uma observacao, dado X;_o = Xp/_o,
é E{Vﬁg(ﬂ(xl, o Zpr—3, Xp—2))| Xar—s = Xp-3}. Entao, ele deve parar de amostrar se,

e somente se,

R%_)g(ﬂ(XM—@) < E{Vy 5(m(x1,....tp—3, Xn—2))| Xnp—3 = Xp—3},

e define

1, se Rg\y_)g(W(XM—g)) < E{Vﬁé(w(m, o T3, Xar—2))[Xy—3 = Xar-3},

0
Th-3(Xar-s) = L,
0, caso contrario.

M . D
Denotemos por V]\(/[)?)(W(XM_;;)) o risco total de Bayes a posteriori minimo entre
os riscos totais de Bayes a posteriori ao parar de amostrar imediatamente e ao tomar mais

uma observagao, dado X, 3 = X);_3, ou seja,

Vi (r(xars)) = min{RGY, (r(xar-s)), BV S (1 (@, oar—s, Xar—a)) | Xars = Xar_s]},

e assim sucessivamente, até o (M+1)-ésimo passo em que o risco de Bayes a priori ao nao

iniciar o processo amostral é ,0(() )(7r) e o risco total de Bayes a posteriori ao observar X;

¢ E{V{" (x(X1))} com
Vi (w(21)) = min{ R (n(21)), E[Va(r (21, X2))| X, = 21]}

¢ RgM) (m(z1)) = PgM)(ﬂ(xl)) + C. Entao ele nao deve iniciar o processo se, e somente se,
pi (m) < B{V{*(n(X1))} e define

1, se pi'(m) < E{V™ (x(X1))},

0, caso contrario.

Denotemos por VO( ) o risco de Bayes minimo entre o risco de Bayes a priori e o risco

total de Bayes a posteriori ao tomar mais uma observacao, ou seja,
V' = min{pg" (m), B{V™ (r(X0))} ). (431)

Note que VO(M) é o risco de Bayes minimo do procedimento M-truncado. Logo, o risco
total de Bayes a posteriori minimo, dado X,_; = x;_;, pode ser definido por inducao,

como

VI (r(x;m1) = min{RM (r(x;-0)), BV (w(@y, ojor, X)X o1 = x50}

J
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para j =2,3,..., M, VO(M) como em (4.31), VJ\(/IM)<7T(XM)) = RS\]/}/I)(W(XM)) e Ty, ¢ definido

por

M M
0 ey = 1 b s BEEG) < B (g X)X = i)
O (x,_1) =
! ! 0, caso contrario,

para j =2,3,..., M,

1, se pi™ () < BE{V™ (x(X1))},

0, caso contrario,
0 _
e Ty (xy) =1

Agora, apresentamos condicoes suficientes para que o procedimento de decisao
sequencial M-truncado de Bayes convirja para o procedimento de decisao sequencial geral
(nado-truncado), no sentido de o risco de Bayes minimo do procedimento M-truncado,
VO(M), convergir para o do procedimento geral quando M — oo. Nesta direcao, denotamos

(o0) . L, . . . .
V' o risco de Bayes minimo do procedimento geral, isto &,

1 = infi%fR(ﬂ, (1,9),0).

.~ . o (M) ) (0) .

Proposicao 1. Seja a sequéncia {V," }55_o definida por V" o risco de Bayes contra
. (M) . L. ) .o .

a priori ™ e V" o risco de Bayes minimo para o procedimento de decisao sequencial

M-truncado de Bayes, para M = 1,2,.... Entao, VO(M) > VO(MH), M=0,1,....

A demonstracao desta proposicao se encontra no Apéndice C.

Este resultado aliado a sequéncia {V:w}ﬁzo ser limitada inferiormente, implica
em ela possuir limite. Por outro lado, se E[p*(7(X,,))] = 0 quando M — oo (veja
definigao 5), entdo VOM — V;OO) quando M — oo (Ferguson, teorema 3, capitulo 7, se¢ao

2).

4.3.5 Escolha do Tamanho M para a Etapa de Truncamento

Nesta segao, discutimos a escolha do tamanho maximo da amostra, M, para o
procedimento de decisao sequencial M-truncado. Em muitos casos, essa escolha se da em
virtude de restricoes de tempo e custo para o experimento, porém se nao considerarmos
essa restrigoes naturais, devemos estabelecer algum critério baseado na teoria desenvolvida

até aqui.
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Na secao anterior, apresentamos um resultado em que o risco total de Bayes
minimo do procedimento de decisao sequencial M-truncado, VO(M), sob certas condigoes,
tende ao risco total de Bayes minimo do procedimento sequencial geral, VO(OO), quando
M tende ao infinito. Entao, o valor de M pode ser determinado quando a diferenca
entre dois risco minimos subsequentes for suficientemente pequena, isto é, dado € > 0

—V0<

M)

. . M-1 . .o,
arbitrariamente pequeno, | ZAR < e. Note que para todo € existirda um valor

0

ko tal que V7V

(k) . A (k) )
. — V" < ¢ para todo k > ko pois a sequéncia {V" }32,¢é convergente.

Porém, na pratica, pode ser dificil achar esse valor kg, o que nos obriga a definir o tamanho

méximo da amostra, dado € > 0, como

(k)

M:min{k:kENeV(Fl)—Vg

0

< e} (4.32)

4.3.6 Alternativa ao Procedimento de Decisao Sequencial M-truncado

A determinacao da regra de parada do procedimento de decisao sequencial M-
truncado apresenta considerdveis dificuldades computacionais quando o valor de M é

grande, e portanto, nesta se¢ao apresentamos um procedimento alternativo.

Suponha que o pesquisador decida iniciar o processo de amostragem sequencial,
isto ¢, 79 = 0. Dada uma sequéncia {ej}r>1 de numeros reais estritamente positivos,
suponha que apo6s cada observacao x;, de Xg, k£ > 1, ele determine o risco de Bayes a
posteriori contra a priori 7 (veja a Definigdo 5), p*(7x, ), € decida parar o processo amostral
se p*(mx, ) < €k, caso em que toma como estimativa de 6 a a¢ao d;(xy), com J; uma regra
de decisao de Bayes a posteriori contra a priori 7 (veja a Definigdo 6). Por outro lado, se
p*(7x,) > €k, 0 pesquisador decide fazer uma nova observa¢ao zj+1 de Xj41 e determina
novamente o risco de Bayes a posteriori contra a priori m, p*(7x, +1), comparando-o com
ex+1- Como antes, se p*(7x,,,) < €r41, ele para o processo de amostragem e estima ¢
através da agao 0j(Xxg11); se p*(ﬁka) > £r11, €le faz uma nova observacao zp. o de Xjiyo,

e assim sucessivamente.

Desta forma, o procedimento de decisao sequencial d = (7,d) é definido pela

regra de parada 7 = (19, 71, ...) dada por

T0 — O,
Te(Xk) = Joe)(p"(1x,)), k> 1, (4.33)
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com (o, (+) afuncao indicadora do conjunto (0, 4], e pela regra de decisao 6 = (4, 07, 95, ...),

com d; uma agao definida arbitrariamente.

Consequentemente, a probabilidade condicional de que o pesquisador nao pare
a amostragem nas primeiras (k — 1) observag¢oes mas pare na k-ésima, dado X, = x,

definida em (4.18), ¢

¢0:07

¢k(xk) = 1- (1 - [(0751}(p*<7TX1))) Peee” (1 - [(O,Ek—l](p*(ﬂ.xk—l))) ’ [(0,€k] (p*(ﬂ'xk))7

e definindo p*(7x, ) como a variavel aleatoria que assume o valor p*(my, ) quando Xj, = x,

e o tempo de parada é

N, =inf{n:n € N*, p*(7x,) < e,.}. (4.34)
Como
(m1=0,. ;1 =0, =1) = {xp : X3 € X(k),p*(ﬂxl) > €1y PN (Txyy) > Elm1, P (k) < €k}

para k = 1,2, ..., entdo, pela relagao (4.34), a distribuigao de probabilidades de N, é dada

por

PN, =k) = P(Xjpe{xp:xx € X(k),p*(’/Txl) > ey P (Txy_y) > Ekm1, P (Mx,,) < €k},
parak=1,2,..., e

P(N,=o00) = 1-Y P(N,=k), (4.35)

para todo § € ©. Note que a parada do procedimento amostral nao ocorre (P(N, =

00) = 1) caso o risco de Bayes a posteriori, p*(my, ), seja maior que ¢ para todo k > 1.
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Capitulo 5

Aplicacao da Teoria de Decisao
Bayesiana ao Processo de

Captura-Recaptura

Ao realizarmos um experimento de captura-recaptura descrito neste trabalho,
devemos estabelecer uma regra que indique quando devemos parar o experimento, pois é
evidente que nao podemos continuar indefinidamente a colher amostras. Usamos entao,
para a estimacao do tamanho N da populacao, procedimentos decisérios apresentados nas
secoes anteriores. Primeiramente apresentamos a anélise correspondente ao nimero de
etapas k fixado, e posteriormente nos concentramos no caso da amostra sequencial, ou k

nao fixado.

Suponhamos entao k fixado, £ > 2. Lembrando que C* = {M}, M} + 1,...}

(pagina 12), sejam

o Ay, Ay, ..., Ay subconjuntos de N* definidos por A; = {0,1, ..., M;}, j =1,2,.., k;
o O ={w=(w,wo,....;wx)rw; € Aj,j=1,2,... k} e

e o/ o-algebra dos conjuntos de €.

A componente w; do vetor w = (M;,ws,...,wy) € € representa o nimero de

elementos nao marcados capturados na j-ésima etapa, para j = 1,2,....,k. Como no
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capitulo 2, sejam u; = My, u; € Aj, j = 2,3, ..., k, e denotemos por ti,%,...,t; as somas
tj = Zle u;, j = 1,2,..., k. Para cada N € C*, seja P](\f) uma medida de probabilidade
definida em (€, &7) tal que

PPUw weQuw =M} =1

(5.1)
k fo
H (A
PO (M, gy oo ug)}) = — M M Ti(ty),
M !ﬁu‘! (N - tk)! Hi:l (]\]/\[l)
- (5.2)

onde I(-) é a fungao indicadora do conjunto {n : n € N*, M} <n <min{N, S;}}.

Logo o modelo estatistico associado ao processo é a terna (€2, 7, {P](Vk) : N e C});
0 espaco paramétrico ou espago de estados é o conjunto C* munido da o-algebra ¢, con-
junto dos subconjuntos de C*; o espago das agoes ou espago das estimativas de N é o
conjunto [M;, co) munida da o-algebra boreliana Blurz o0); 0 espago das amostras € o con-
junto y = {w : w € Q,w; = M;} munido da o-algebra %, conjunto dos subconjuntos de x;,
e o conjunto das regras de decisao A é definido por A = {4,6 : (x, B) — ([0,00), B.x)), 0
mensuravel}. Para j = 1,2,, ...k, denotemos por <7 a o-algebra dos subconjuntos de A;

e por F a o-algebra dos subconjuntos do conjunto { M, M + 1, ..., 5;}.

Com tal notagao, as variaveis aleatorias U;, nimero de elementos nao marcados
capturados na j-ésima etapa, j = 1,2, ..., k apresentadas no capitulo 2, sao transformacgoes
mensuraveis U; : (Q,.a7) — (A, @) definidas por U;(w) = M, para todo w € €, e para
j=2,3,..,k, Uj(w) = wj;, para todo w € ). Evidentemente, o vetor de dados amostrais

Uy = (Uy, Uy, ..., Uy) é uma transformagcao mensuravel Uy, : (€2, /) — (x, %) definida por
Ujp(w) = (Uy(w), Uz(w), ..., Ug(w)) = (M1, wa, ..., wk),

para todo w € 2.

A variavel aleatoria T}, namero de elementos distintos capturados durante o pro-

cesso, ¢ uma transformacao mensuravel Ty, : (Q,.o/) — ({ M}, M +1,..., 5S¢}, F) definida
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por Ti(w) = S Us(w) = My + 325, w;, para todo w € Q. Pela relagao (5.2) e pelo

teorema 1, capitulo 2, segue que as distribuigoes de probabilidade de Uy e T}, sao dadas

por
ﬁ ti1
i—2 \ M; —u; N!
PP (Ug = (My,ug, oo uy)) = . o It (53)
(N - tk)- Hi:l (Mz)
i=2
e

P](\;C)(Tk:tk> - Z P](\/{C)(Uk:(Ml,UQ,...7uk))

(ug,..., uk):]Wl-Q—Zi?:Q w; =ty

N! . tr—1 H?=1 (]\jlg)
B (N =t T, (M Z(_l) § Wt — i)l I (t), (5.4)

1=0

para todo u; € Aj, com ¢y = M; e t; = M; + ZLQ ui, j = 2,3, ..., k. Estes resultados sao

iguais aos resultados dados em (2.4) e (2.6), capitulo 2.

5.1 Problema de Decisao Puro

Seja m uma distribuicao de probabilidades a priori para N, isto é, uma medida
de probabilidades definida no espago (C*,¥). Como vimos, no problema de decisdo puro
a agao de Bayes, a*, minimiza o risco p(m,a), a € [M},00), com relagio a uma dada
funcao perda L(N,a), N € C* e a € [M},00). A seguir, listamos algumas fungdes perda

frequentes na literatura e deduzimos as respectivas acoes de Bayes.
1) Perda Quadratica:

L(N,a) = (N —a)*, N € C*, a € [M},00). Suponhamos que a priori o segundo

momento seja finito. Entao, para todo a € [M;, c0),
p(r,a) = EA(N —a)’} = E{[(N = Ex(N)) + (Ex(N) — a)]"}
= Vary(N)+ (E.(N) —a)*. (5.5)

Logo, a acao de Bayes é a* = E.(N) e o risco de Bayes é p*(7) = Var,(N).
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2) Perda Valor Absoluto:
L(N,a) = |[N—a|, N € C*, a € [M},0). Sejam uma mediana de 7 e suponhamos

inicialmente a > m. Entao,
(m = a)Ipgy ) (N) + [(N = m) = (@ = N)[ Lo (N) + (@ = m)L(g,00)(N)

L(N,m) — L(N,a) =

< (m - a)I[M,j,m]<N) + (CL - m)I(m,oo)(N)7

tem-se que P(N >m) < 1e

e como P(N <m) > 3,
— L(N,a)}

p(ﬂ',m)—p(ﬂ,a) = EW{L(N’m>

< (m—a)P(N <m)+ (a—m)P(N >m)

1 1
= 5(m—a)+§(a—m):0,

ou seja, p(m,m) < p(, a).

Suponhamos agora que a < m. Entao,
(m — a) sz a)(N) + [(m = N) = (N = a)[Tjam)(N) + (@ = m)jm,00)(N)

L(N,m)— L(N,a) =
< (m-— a)I[M;,m)(N) + (a = m) o0y (N)

e como P(N > m) > 1, tem-se que P(N <m) <1ie
p(m,m) —p(r,a) = E{L(N,m)— L(N,a)} < (m —a)P(N <m)+ (a—m)P(N >m)

— -0
2 Y

1 1
= Sm—a)+5(a—m)
isto ¢, p(m,m) < p(m,a). Portanto, a agdo de Bayes ¢ a* = m e o risco de Bayes ¢

pr(m) = p(m,m) = Ex(IN —ml).

3) Perda "0 - 1"
N), N € C*, a € [M},0).

(—o0,a—¢]U[a+e,+00) (

Dado ¢, € > 0 e arbitrario, L(N,a) = I

Entao, para todo a € [M, 00),
p(r,a) = E-{L(N,a)} = P(IN —a| >¢)=1—Pla—e <N <a+e¢).
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Logo, a agao de Bayes a* minimiza P(|N — a| > €), ou equivalentemente, maximiza
Pla —e < N < a+¢) o que implica a* = m, : moda de 7 ¢ o risco de Bayes ¢

p*(m) = P(IN —mo| = €).

5.2 Analise P6s-Experimental

Como na secao 5.1, suponhamos k fixado e 7 uma distribuicao de probabilidades
a priori para N. Observado Uy = u = (Mj, us,...,ux), u € x, ou observado T}, = t}, =
My + Zle u;, a distribuigao de probabilidades a posteriori para N, de acordo com (3.1),
é dada por

N!
=TI ()

onde I, (-) ¢ a funcdo indicadora do conjunto Ny, = {tj,tx + 1,...}.

m(N) = 7(N)C(k, My, tx)

I, (N), (5.6)

Como vimos, no problema de decisao estatistico a acao de Bayes contra a posteri-
ori Ty, a*(u), minimiza o risco contra a posteriori my, p(my, a), a € [M;, 00), com relagao
a uma dada fungao perda L(N,a), N € C*, a € [M},00). A regra de decisao de Bayes
contra a posteriori m,, 0%, é tal que §*(u) = a*(u), u € x. Pela relagao (4.7), para cada
custo C = (C}, Oy, ..., Cy) € (0,00)F, o risco total de Bayes contra a posteriori m, é dado
por

k

R'(14,C) = p(me,0"(0) + Y _C;

=1

= inf {i L(N,0(u))mu(N): 6 € A} + ZC’i. (5.7)

=1

Como na segao 5.1, as regras de decisao de Bayes avaliadas na amostra u, 6*(u),
com relacao as fungodes perda quadratica, valor absoluto e "0-1"sao dadas, respectiva-

mente, pela média, mediana e moda da distribuicao de probabilidades a posteriori.
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5.3 Analise Pré-Experimental

Dados k, k£ > 2 e fixado, m uma distribuicao a priori para N e L uma funcao
perda, o risco de uma regra de decisao 0 € A contra a priori 7, de acordo com a defini¢ao

8 e a relacao (5.3), é dado por

p(m,0) = E{LIN,6(Ux)]}

= Y N LIV, (W) PP (U, = u)r(N)

N>M} uex
ﬁ L1
i=2 M; — u; N!
= Y Y LN S(u)] P Nt T () T(N) Li(tk),
N>M} uex M ‘H K] : =1 \M;
1- (V7
=2

com t1 = M1 (S tj = M1 + ZZ:Q Uy, ] = 2,3, ,k

Para se determinar a regra de decisao de Bayes a priori, 0*, isto é, a regra de
decisdao que minimiza o risco p(m,d), & € A, basta determinar, pelo Teorema 4, para cada
amostra u € y, a regra de decis@o 0* tal que a a¢do 6*(u) minimiza o risco a posteriori
contra a priori m, ou seja, p(my,d0*(u)) = inf{p(my,0(u)) : § € A}. Logo, pelo que
apresentamos na secao 5.2, as regras de decisao de Bayes a priori com relagao as perdas
quadratica, valor absoluto e "0-1"sao, respectivamente, &y, d5 e 05 tais que, para todo
u € x, 07(u) é igual a média da distribuicdo a posteriori, 6;(u) é igual a mediana da

distribuigao a posteriori e d5(u) é igual a moda da distribui¢ao a posteriori.

5.4 Tamanho de Amostra Otimo

Nesta se¢ao, determinamos o tamanho amostral 6timo no processo de captura-
recaptura com tamanho de amostra fixado considerando a perda quadrética, todas as
observagoes com o mesmo tamanho, isto é, M; = M, M =1,2,....t=1,...k k=23, ...,

e a distribuigao a priori a distribuigao de Poisson truncada no conjunto {0, 1, ..., M — 1},
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ou seja,

—A,\n
1 e A
m(n) = . — (5.9)
A, M—1 n:
- i
sendo C\ ,, , =1— Zf\ifl ¢ A paran = M,M+1,.... A variancia a posteriori, como

mostrado no corolario 2 (ver Capitulo 3), existe e esta bem definida para todos valores de
t;, com relagao a priori adotada, e assim, o risco total de Bayes, R*(k), dado por (4.17),
que envolve esta variancia, também existe e estd bem definido. Neste contexto, para cada
k,

kM
R'(k) = Y Var(Nlk,M, T, = ty) P(T, = te| M, k) + kC. (5.10)

tp=M

Por outro lado, pelo teorema 1,

P(T}, = telk, M) =

.....
,,,,,

-----

3 n! S lp—i (]\Z)k
= nz;cﬂ'(n) (n—tk)' (]\Z)k ;(_1) mI{M 7777 kM}(tk),
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e entao, por (5.9), (5.10) e (5.11),

kM
R'(k) = > {Var(N|k:,M,Tk:tk)
tr=M
n! - (a)"
X : — 1)t M + kC
20 i B i |
kM
= > {Var(N]k,M,Tk:tk)
tp=M

o -

n n ti A ik
X Z L e ) ! k Z(_l)tk_li!(t(liwz Z);} + kC

n=ty, C)\,Iw—l n! (n - tk)' (]\72) i=0

- kM

= = > {Var(N|k,M,Tk = t},)

A, M—1 tk:M

X Z A" ¥ Z 1)is- gk_zl)'} + kC. (5.12)

n=ty n_tk)

O tamanho 6timo da amostra, k*, como dado em (4.16), é aquele que minimiza

(5.12).

A titulo de ilustracao, realizamos algumas simulagoes. Consideramos o valor do
parametro da priori, A, igual a 5, 20 e 50, e o tamanho da observacao, M, igual a 1, 5 e 20.
Nas tabelas abaixo, apresentamos o tamanho 6timo da amostra, k*, as estimativas para o
tamanho da populagao, Ni«, o nimero inteiro mais préximo de Ny« Nj+ e o risco total de
Bayes, R*(k*), na etapa k* para valores distintos do custo da observagao, C, escolhidos de
forma que houvesse uma variagao no tamanho 6timo da amostra e pudéssemos analisar
o comportamento do risco total de Bayes. Para encontrar o tamanho 6timo da amostra,
determinamos R*(k) para valores crescentes de k, k > 2, até encontrarmos um minimo
local; quando existir um valor k tal que £C' for maior que este minimo, assumimos que

esse ¢ o minimo global.

Por sua vez, para a estimagao do tamanho da populagao, NV, seguimos os seguintes

passos:

1. defina Ny;

2. deﬁnaule, tlzul, ]{:1,
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faca k =k + 1;

gere uy, da distribuigado Hipergeométrica(Ny, tx, M);

defina t;, = tr_1 + ug;

se k < k*, volte para o passo 3, caso contrario, va para o passo 7;

pare o processo e defina Ny« = E(N|\, k*, M, t)-).

Nos graficos abaixo apresentamos os riscos totais de Bayes para alguns valores do

custo, C', e destacamos os seus minimos. Os algoritmos foram compilados no software R

(versdo 3.1.0). A seguir, apresentamos os resultados obtidos para A igual a 20, sendo os

demais apresentados no Apéndice A juntamente com a rotina computacional.

Risco Total de Bayes

Tabela 5.1: A=20e M =1

C | k* | Np | Npo | R*(E)
0,05 | 66 | 39,90 | 40 7,92
0,1 | 53 | 40,48 | 40 | 11,91
0,2 | 41 | 34,09 | 34 | 15,87
0,3 | 33 126,99 | 27 | 17,96
04 | 283123 | 31 | 21,83
0,5 2 120,06 | 20 20,92

Lambda=20 e M=1

50
1

C=0.05
C=0.1

C=0.3 0°®
C=0.5 0°

40
1

30
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10
1
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°o 000000
©00o0 00000000
oo ©0©000000006009g000000000000000000
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Risco Total de Bayes

60
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40

30

20
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Tabela 5.2: A=20e M =5

C | k| Niw | Npw | R*(K*)
0,1 |16 | 42,89 | 43 | 4,94
05| 10 | 35,59 | 36 | 10,71
8 | 36,30 | 36 | 15,94
6 | 32,56 | 33 | 21,85
3| 4 |2263| 23 | 2358
2 | 2208 | 22 | 2524

Lambda=20 e M=5

Numero de Observacdes

Tabela 5.3: A=20e M =20

C | k*| Ng | Np | R*(KY)
0,001 | 8 | 50,39 | 50 | 041
0,01 | 6 | 4893 | 49 | 1,06

0,1 | 4 | 4505 | 45 | 2,77

05 | 3 | 4817 | 48 | 6,54

1 | 2 |3491| 35 | 735
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Lambda=20 e M=20

15
1

C=0.01
C=0.1

c=0.5 °
c=1 o —
) /

10
1

Risco Total de Bayes

Numero de Observacdes

Observando as tabelas, notamos que quanto maior o custo de cada observagao, C', para um
mesmo tamanho da observagao, M, menor é o tamanho da amostra 6timo, £*, implicando
em uma estimativa, Ny, pior para o tamanho da populacao, NV, que utilizamos para criar
os dados. Na proxima secao, apresentamos o procedimento sequencial M-truncado de

Bayes aplicado ao processo de captura-recaptura.

5.5 Procedimento de Decisao Sequencial M-truncado

de Bayes

Nesta secao, aplicamos o procedimento de decisao sequencial M-truncado de
Bayes ao processo de captura-recaptura considerando a perda quadratica. Com essa
perda, o risco de Bayes é a variancia da distribuicao a posteriori, e assim o trabalho se
concentra em construir a regra de parada de Bayes, 70 = (70, 77,...,70), M = 1,2, ...
Note que, segundo Zacks, Var(N|k, Mg, T,) — 0 quando k — oo, e assim o risco total
de Bayes minimo do procedimento M-truncado, I/E)(M), tende ao risco total de Bayes mi-

nimo do procedimento geral, VO(OO), quando M tende ao infinito, como mostrado na secao

4.3.5. Neste trabalho, estamos denotando o tamanho da amostra como M, entao, para
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nao confundir a etapa de truncamento com o tamanho da amostra, denotamos a etapa de

truncamento do procedimento por J. Denotamos por

7(ty) a distribui¢do a posteriori, dado T} = ty;

@) . B o T
po (m) o risco de Bayes a posteriori contra a priori 7 ;

p (7w (t)) o risco de Bayes contra a posteriori 7 (t);

o R.”(w(t)) o risco total de Bayes contra a posteriori 7(t;,) ,

para J>2e k=1,2,...,J.
A fungao de distribuic¢ao de probabilidades condicional de Uy, 1, k = 1,2,...,J—1,

dados k, My, e T, = ty, denotada por g(ugi1|k, My, tx), €

=, [k, My, ) = Y P(U,,, =u,,,, N =nlk, My, t;) =

n=tg

g(ugsr]k, My, ty) = P(U

k+1

= > P(N =nlk, My, t,)P(U,,, =u,,|N=nk M,t) =

n=ty
o) n—t t

= > w(nlk, My, ;) i) G ) (5.13)
n=ty (M:+1)

para k=1,2,....J — 1.

Para a construcao da regra de parada de Bayes, 77, seguimos os passos descritos

J

na secao 4.3.5.

1° Passo) Se o pesquisador observar T, =t ,, ele para o processo, define 79(¢;) = 1

e o risco total de Bayes a contra a posteriori 7(t;), R, (w(t;)), ¢ dado por

R”(x(t))) = Var(N|J,My,t,)+ JC.

J

2° Passo) Se ele observar T 1 = t;_1, entao o risco total de Bayes a posteriori

ao parar imediatamente é

i (n(t,_,)) = Var(N|J—-1,M,_ ,t, )+ (J—1)C.

J—1
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e o risco total de Bayes a posteriori ao tomar mais uma observacao, dado 1771 = t;_1,

por (5.13), é
E{R) (x(t,_, +U)IT,_, =t,.,} = E{Var(N|T, =t,, +U,)} +.JC =

My
= ) _ Var(N|JM,, T, =t, , +u,)

u;=0
( |JMJ7J1)+JC:

MJ
= Y Var(N|JM,.T,=t, , +u,)

U‘J 0
(n ) (M/ﬂ J—l )
’U, 7 ug

X Z n|'] J bt 1) - n
(1)

J 1 J

+ JC.

Denotando R(JJ) (r(t,_, +U,)) por Vj‘”(w(t‘,_1 +U,)), temos que o pesquisador

deve parar na (J-1)-ésima observagao se, e somente se,

R (n(t, ) < BV (n(t, , + U, =t, .},

J—1
e assim definimos

1, se R (n(t, ) < E{V."(x(t,, + U)IT,, =t, .},

0, caso contrario.

J . D .
Denotemos por VJ(_)1<7T(t ,_,)) o risco total de Bayes a posteriori minimo entre os riscos
totais de Bayes a posteriori ao parar de amostrar imediatamente e ao tomar mais uma
observagao, dado T', | =1

J_1, OU s€ja,

J : J J
Vil(a(t,.)) = min{RG\(n(t,.,)), BV} (n(t, ., + UT,, =1,.]}.
3° Passo) Se ele observar T 5 = t;_o, entao o risco total de Bayes a posteriori

ao parar de amostrar imediatamente é

R” (x(t,,)) = Var(N|J—2,M

J—=2

)+ (J —2)C.

J27]2
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e o risco total de Bayes a posteriori ao tomar mais uma observacao, dado T o = t;_o,
por (5.13), é

My

BV (ntya+ Us))y = > Vi(a(tsz +us))

Xg(uJ72|J7 MJ’ tJfl)

My

= > V(r(tss+usa))
7-1=0

o ("t ) Gy, )
X Z m(n|J —2,M, ,,t, )—'— n"fl_u‘]* :
n=t; , (MJ,I)

Entao o pesquisador deve parar de amostrar se, e somente se,
RV, (n(t < BV (r(t Uy )|Tys =t
goa(m(ty—2)) < E{V;5(m(ty—2 + Us1))|Tyo2 = ty-2},

e daf define

0 1, se R, (w(ts0)) < BAV\(w(t, , + Uy )|Tyn = tya},
Ty_o(ty—2) =
0, caso contrario.

)

J . D
Denotemos por V; (7 (t,_,)) o risco total de Bayes a posteriori minimo entre os
riscos totais de Bayes a posteriori ao parar de amostrar imediatamente e ao tomar mais

uma observagao, dado 7', , =1, ,, ou seja,

Vil(n(t,,)) = min{RY,(x(t, ), BV\) (x(ts—a + U, NIT, , =1, ]}

4° Passo) Se ele observar T', , =t, ., entao o risco total de Bayes a posteriori ao

J—-37

parar de amostrar imediatamente é

R (n(ts-s)) = Var(N|J—3,M, ,.t, )+ (J—3)C,
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e o risco total de Bayes a posteriori ao tomar mais uma observacao dado T', , =1, ,, por

(5.13), &

BV, DT,y =t, .} = E{V,hx(t, ,+U, )T, =t, )} =

My_o

J
= Y v, +u,)
uJ_2:0

xg(u,_,|J,M

J*27tJ73):

My_o

= Y v, +u,)
J—2:0

() G, )

Yy_2 J—2""j—2

)

x Y w(n|lJ =3,M,,,t,_,)

n=t

(ar-

J—-3 2

Entao, ele deve parar de amostrar se, e somente se,
R (w(t < BV (n(t Uso))|Ty_s =t s}
Jos(m(t, ) < T (m(t, g+ Us2))|Ty-s J=31

e define

J
. L se RO () < BV (t, U ) =t )
TJ73(tJ—3) -
0, caso contrario.
Denotemos por V}ié (mw(t,_5)) o risco total de Bayes a posteriori minimo entre os

riscos totais de Bayes a posteriori ao parar de amostrar imediatamente e ao tomar mais

uma observacao, dado T;_3 = t;_3, ou seja,
J : J
Vilm(t, ) = min{R,(n(t, ), BV, + Us2)Tyos = o]},

e assim sucessivamente, até o (J+1)-ésimo passo em que o risco de Bayes a priori ao nao

e e , J . . 4
iniciar o processo amostral é pé )(7r) e o risco total de Bayes a posteriori ao observar 7j é

E{V{ (x(T1))} com
Vi(x(t,)) = min{ R (n(t,)), E[Va(r(t, + U))|Ty = t]}
e R (x(t,)) = p(x(t,)) + C. Entdo ele deve parar se, e somente se, p (1) <
E{V(x(T}))} e define
1, se pi’(m) < E{V (=(T))},

0 =
0, caso contrario.
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Logo, o risco total de Bayes a posteriori minimo, dado 7;_; = t,_1, pode ser definido por

indugao, como

V(o) = min{RY (n(t;20)), BV (n(tjo + Up)Tjmr = tj]},

J= J
para j =2,3,...,J e V}J)<W(tj)) = RSJ)(W(tJ))7 e 79 é definido por

1, se R (n(t1)) < E{V; ) (r(ty 0+ U)I Ty = 513,

0, caso contrario,
para j =2,3,...,J,

1, se py (m) < BE{V}" (x(U1))},

0, caso contrario,

A titulo de ilustragao, realizamos algumas simulagdes. Consideramos o valor do
parametro da priori, A, igual a 5, 20 e 50, o tamanho da observacao, M, igual a 1, 5 e
20 e variamos o valor do custo, C, de acordo com os valores de A e M. Para a geragao
dos dados, consideramos o tamanho da populacao, N, igual a 50. Nas tabelas abaixo
apresentamos a etapa de truncamento, J, a etapa de parada, N, a estimativa a posteriori
para o tamanho da populacao no instante de parada, Ng, o nimero natural mais préxima
da estimativa para o tamanho da populacao, Npg e o risco total de Bayes a posteriori
no instante de parada, denotado por RE\‘,]T) O algoritmo foi feito no programa R (versao
3.1.0) e segue os seguintes passos: determinamos o risco total de Bayes minimo, Vo(k),
para k = 0,1, ..., e quando a diferenca entre dois riscos subsequentes foi menor que 107?,
definimos essa etapa como a etapa de truncamento J. Apoés, realizamos o procedimento

sequencial descrito nesta secao da seguinte forma:

1. defina Ny = 50, k = 0;

2. determine o risco de Bayes a priori, po(7), e compare com a esperanga do risco total

de Bayes de tomarmos uma observagao, E (VI(UI));

3. se po(m) < E [Vl(J) (7(U1)]), nao inicie o processo, caso contrario, tome a primeira

observagao u; = M e defina t; = uy;

62



4. defina k = k+1, determine o risco total de Bayes a posteriori ng‘]) (m(ty)) e, se k < J,

a esperanca do risco total de Bayes de tomar mais uma observacao, F [Vk(i)l (m(tx +

Uk+1))|Tk = tk]3

5. se R,gj)(w(tk)) < E[Vk(i)l(ﬂ(tk + Uks1))|Tk = ti) ou se k = J, pare o processo e
determine a estimativa para o tamanho da populacao como a média a posteriori;

caso contrario, va para o proximo passo;

6. gere uyyq da distribuigdo Hipergeométrica(Ny, tx, M), defina ty1 = tg + ugyq €

volte ao passo 4.

A rotina computacional esta descrita no Apéndice B.

A seguir, apresentamos as tabelas com os resultados para A igual a 5.

Tabela 5.4: A=5eM =1 Tabela 5.5: A=5e M =5
C | J|N,| Ng |Ng|RY C | J|N,| Ng |Ng|RY
0,001 | 38| 38 | 30,46 | 30 | 1,59 0,001 | 11 | 11 | 34,96 | 35 | 1,02
0,01 |20 | 20 | 16,54 | 17 | 1,92 001 | 7| 7 |2621| 26 | 1,36
0,05 |12 | 12 | 13,05 | 13 | 2,95 005 | 4| 4 |1853| 19 | 1,91
01 | 8| 8 1037 | 10 | 3,60 0,1 | 4| 4 | 1964 20 | 223
05 | 4|0 | 503 5 |486 05 | 4|0 | 657 | 7 |254

Para X igual a 5, M igual a 20 e para todos os valores do custo, C', testados até a
ordem de 10_7, o tamanho maximo da amostra, J, resultou igual a 4, e o processo sequen-
cial parou na primeira observagao. A seguir, apresentamos as tabelas com os resultados

para A igual a 20 e 50.
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Tabela 5.6: A=20e M =1

Tabela 5.7: A=20e M =5

C | J|N | Ng |Ng|RY C | J|N.| Ng |Ng| Ry
0,001 | 130 | 130 | 45,16 | 45 | 1,38 0,001 | 28 | 28 | 47,98 | 48 | 1,08
0,01 | 86 | 86 | 47,31 | 47 | 4,64 0,01 |19 | 19 | 4528 | 45 | 2,76
0,05 | 61 | 61 | 40,51 | 41 | 8,44 0,05 |15 | 15 | 43,32 | 43 | 4,62
0,1 | 51 | 51 [40,81 | 41 | 12,11 0,1 |13 |13 | 44,38 | 44 | 648
05 | 7 [ 0| 20 20| 20 05 | 9|9 3650 37 | 11,38
Tabela 5.8: A =20e M =20 Tabela 5.9: A=50e M =1
C |J|N,| Ng |Ng|RY C | J|N, | Ng |Ng|RY
0,001 |8 | 8 | 4831 48 | 0,33 0,001 | 291 | 219 | 50,69 | 51 | 0,96
001 | 7| 7 [4854 | 49 | 0,64 0,01 | 228 | 170 | 49,69 | 50 | 3,61
0,05 | 5| 5 | 46,28 | 46 | 1,67 0,02 | 208 | 158 | 50,22 | 50 | 5,74
0,1 |4 4 |4505]| 45 | 2,77 0,03 | 197 | 148 | 49,61 | 50 | 7,53
05 |4 4 | 4274 43 | 4,01 004 | 4 | 0 | 50 | 50| 50
Tabela 5.10: A=50e M =5 Tabela 5.11: A=50e M =20
C | J|N,| Ng |Ng|RY C | J|N,| Ng |Ng|RY
0,001 | 63 | 45 | 4841 | 48 | 048 0,001 | 16 | 10 | 50,36 | 50 | 0,39
0,01 |49 | 39 | 49,89 | 50 | 1,35 0,01 | 12| 9 | 50,61 | 51 | 0,74
0,05 | 40 | 33 | 50,75 | 51 | 3,64 0,05 |10 | 8 | 49,93 | 50 | 1,43
0,1 |36|30 49,14 | 49 | 5,50 0,1 | 9| 7 |4947 | 49 | 240
0,5 |27 |25 5352 | 54 | 18,22 05 | 8 | 6 | 4942 | 49 | 599

Observando as tabelas, notamos que para os valores de A igual a 5 e 20 nas simulagoes, o
procedimento s6 parou quando o tamanho da amostra foi igual ao tamanho maximo J, mas
isso nao ocorreu para o caso A igual a 50. Também podemos observar que quanto maior

o valor de M, mais proxima é a estimativa para o tamanho da populacao do tamanho

utilizado para a geragao dos dados, apesar do tempo de parada ser menor.
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5.6 Alternativas ao Procedimento de Decisao Sequen-

cial M-truncado

Apresentamos agora duas alternativas ao procedimento de decisao sequencial M-
truncado, uma dada em 4.3.6 aplicada no processo de captura-recaptura e outra cuja
regra de parada é definida em funcao dos ntumeros de elementos distintos capturados e

dos niimeros totais de elementos capturados e recapturados durante o processo.
e Primeira Alternativa

Suponhamos que no exemplo 4.3.6 a fungao perda seja a perda quadratica, L(N, a) =
(N —a)*, N €C,aec[M,o0), o que implica em a regra de decisao de Bayes a posteriori
contra a priori m, 45, ser tal que d;(uy) = E(N|uy) e o risco de Bayes a posteriori contra

a priori 7 ser p*(my, ) = Var(N|ug), para k > 1.

Vimos que, uma vez estabelecida uma sequéncia {e;}r>1 de numeros inteiros

estritamente positivos, a regra de parada 7 é definida pela relacao (4.33), isto é,

7'0:07

Te(up) = e (Var(Nlug)), k> 1.

Definindo W}, como sendo o conjunto de todos os possiveis valores uy = (M, ug, ..., uy)

de Uy, e considerando Pjs,k)(Uk = u;) dada em (5.3), o tempo de parada
N, = inf{n:neN" Var(N|U,) <e,}
tem distribuigdo de probabilidades, de acordo com (4.35), dada por

Py(N,=0) = 0,

Py(N,=k) = > [1— Loy (Var(NIM))] - .- [1 = Loy (Var(N|ug_y))]

up=(M,uz,...,ur) EWj

0. (Var(Nlug)) - Py (U, = ),

para k > 1e

oo

Py(Nr=00) = 1—Y Py(N;=k), (5.14)

k=1
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para todo N € C.

Como Var(N|u,) — 0 quando k£ — oo (Zacks (1990)), entdo se estabelecermos

uma sequéncia {e; }x>1 que nao convirja para zero, temos Py (N, < co) = 1.

A titulo de ilustracao, realizamos algumas simulagoes. Consideramos M; = M,
M fixo, i = 1,2, ..., a priori 7 a distribui¢ao de Poisson truncada em {0,1,..., M — 1} com

parametro A, isto é,

T(N|A) = e AT N=MM+1 (5.15)
N1 = ey ’ o '

eEk:Lk‘:l,Q,....

A distribuicdo a posteriori, considerando (3.1) e (5.15) e com t = 3% u,, ¢ dada

por
7(N|\N k,ue, M) = w(N|\k,t,M) x K(N|\ k, M, t) =

N=tt+1,...

O algoritmo para estimagao de N (dado no Apéndice A) foi implementado utili-

zando o software R (vers@o 2.10.1) e segue os seguintes passos:

1. defina Ny;

2. defina uy = M, t; = uq, k= 1;

3. faga k =k + 1;

4. gere uy da distribui¢do Hipergeométrica(Ny, tg, M);
5. defina t;, = tp_1 + ug;

6. determine Var(N|\, k, M, ty);

7. caso Var(N|\ k, M, t;) < e, pare e defina Ng = E(N|\, k, M, t;); caso contrario,

volte para o passo 3.
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A média e a variancia a posteriori sao dadas por

- q-1

E(NINEMt) = | KGINEMt)| Y i KAk, M, t), (5.17)
Li=tg i 1=t
[ oo 11
Var(NIN kM t) = | D KNk M) > (i — E(N|t))® K(i| Ak, M, ;).
Li=tg i 1=ty

(5.18)

Nas simulagoes, para a geracao dos dados consideramos o tamanho da populacao,
N, igual a 50, atribuimos trés valores para o parametro A\ da priori, 5, 20 e 50, e para o

tamanho das amostras, M, escolhemos trés valores: 1, 5 e 20.

Na Tabela 5.12 apresentamos os resultados obtidos para as estimativas da média,
Np, o valor inteiro mais proximo da estimativa da média, Ng, da variancia a posteriori,

Var(N|t), e o valor observado de N..

Tabela 5.12: Estimativas a posteriori para a média, varidncia e para o tempo de parada N,

M| Ny | Ng | Ng | Var(N|t) || Nr | Ng | Ng | Var(N|t) | N | Np | Ng | Var(N|t)
1| 64 | 37,95 | 38 0,99 155 | 49,92 | 50 0,98 206 | 50,91 | 51 0,98

5 || 14 | 41,88 | 42 0,92 30 | 47,87 | 48 0,93 39 | 49,88 | 50 0,96
20 | 3 [39,65| 40 0,68 6 | 47,84 | 48 0,91 8 | 48,82 | 49 0,91

Observando os resultados, notamos que quando o tamanho das amostras, M,
aumenta, o tempo de parada, N, diminui (o que intuitivamente ja era esperado), e que

as estimativas para o tamanho da populagao, N, estao relativamente préximas do valor

nominal.
e Segunda Alternativa

Nesta segao apresentamos um procedimento de decisao sequencial, d = (7, 9%),
cuja regra de parada, 7, é definida em funcao dos niimeros de elementos distintos captura-
dos e dos niimeros totais de elementos capturados e recapturados durante o processo e cuja
regra de decisao, 0%, é a que corresponde a funcao perda quadratica. Suponha dada uma

- o M - .
sequéncia M = {M,},>1 de tamanhos amostrais, seja {b;, '} uma sequéncia de ntimeros
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inteiros positivos tal que b,(CM) < Zle M;, para k =1,2,..., ¢ b,ﬁM) 1 0o quando k — oo.
Logo, como no exemplo dado em 5.4.1, a regra de decisao 6* = (&, 07, ...) é tal que 5 ¢
uma agao definida arbitrariamente e a agao de Bayes a posteriori é 6*(uy) = E(N|ug) e o
risco de Bayes a posteriori ¢ p*(my, ) = Var(N|ug), para k > 1. Denotando, como antes,

k .
uy, = (u1, ug, ..., uy) €ty = >, u;, definimos a regra de parada T = (79, 71, ...) por

0O = O,
Tk(uk) = ](O,béM)](tk)’ (519)

para k > 1, isto é, paramos o procedimento quando t; for menor ou igual a b,(CM), e
apos, estimamos o tamanho da populagao, N, pela acdo de Bayes, 0} (ur) = E(N|ug).

Consequentemente, o tempo de parada é
N, = min{n e N*: T, <M1} (5.20)
e com W}, definido como antes, sua distribuicao de probabilidades é

P(N,=0) = 0,

Py(N,=k) = > (1= Ty (t2)] - oo [L= g o (1))

ug=(My,uz,...,ur) EW

k
'I(O»bz(cM)](tk) . P](v)(Uk: =), k>1,

P(N; =00) = 1-— E Pn(N, = k), (5.21)
k=0
para todo N € C.

Note que como T}, — N q.c. |Py| quando k — oo (Zacks (1990)) e N é um numero

inteiro, entao em alguma observagao ko teremos que ti, < b,g(\)/[), e assim, P(N, = c0) = 0.

Para ilustrar esse procedimento, realizamos algumas simulagoes com dados gera-
dos. Para a sequéncia {b,(CM)}k,Zl consideramos béM) =0.4-3F | M;, para todo k > 1, isto
é, o processo para quando o numero de elementos distintos ¢ menor do que 40% do total
de observados. Novamente consideramos My = M, M fixo para todo k > 1, com M igual
a 1, 5 e 20; a distribuigdo a priori a de Poisson truncada no conjunto {0,1,..., M — 1}
com parametro A igual a 5, 20 e 50; o tamanho da populagao para geracao dos dados e a
ser estimada, N, igual a 50. O algoritmo para estimagao de N (dado no Apéndice B) foi

implementado utilizando o software R (versao 2.10.1) e segue os seguintes passos:
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1. defina Ny;

2. defina uy = M, t; = up, k=1,

3. facak=k+1,

4. gera uy, da distribuigdo Hipergeométrica(No,t,M);
5. defina tj, = tx_1 + ug;

6. caso t; < b,(CM), pare e defina Ng = E(N|tx); caso contrario, volte para o passo 3.

As estimativas da média a posteriori, E(N|ty), e da variancia a posteriori, Var(N|ty),
sao determinadas como no primeiro exemplo. A seguir, apresentamos o resultado das si-

mulacoes.

Na Tabela 5.13 apresentamos o valor de N, os resultados obtidos para as esti-
mativas da média e variancia a posteriori, quando M assume os valores 1, 5 e 20, e o
parametro A é igual a 5, 20 e 50 e o numero total de elementos distintos capturados até
a parada, ty._.

Tabela 5.13: Estimativas a posteriori para a média e a varidncia, aproximagao para o tamanho estimado

da populagao, o tempo de parada e o niimero total de distintos

A=5 A=20 A =50

M || Ny | Ng | Ngp | V(NIt) |ty || Nr | Ng | Np | VINIt) | ty_ | Nr | Np | Ng | V(N[t) | ty.
1 || 105 | 42,43 | 42 | 0,44 42 || 110 | 45,86 | 46 | 2,06 44 || 103 | 46,62 | 47 | 7,59 41
5 || 21 | 4238 | 42 | 0,39 42 || 24 | 49,65 | 50 1,81 48 || 23 | 50,86 | 51 | 6,31 46
20 || 7 | 49,14 | 49 | 0,14 49 7 | 50,64 | 51 0,69 50 6 | 50,66 | 51 3,30 48

Observando os resultados, notamos o mesmo comportamento do caso anterior,

com o tempo de parada, N,, diminuindo com o aumento do tamanho das amostras, M.

5.7 Dificuldades Computacionais

Na aplicacao da teoria de decisao bayesiana ao problema de captura-recaptura

surgiram algumas dificuldades computacionais. As prioris constante (w(n) = ¢, ¢ > 0),

de Jeffreys (w(n) = L) e m(n) = & , paran = M, M + 1, ..., ndo foram utilizadas nos

exemplos devido a demora nas determinagoes da constante de normalizacao, média e
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variancia da distribuicao a posteriori. Por exemplo, para a determinacao do tamanho
6timo da amostra apresentado na segao 5.4, que envolve o célculo da variancia, mesmo
apos a execucgao da rotina durante alguns dias, ainda nao haviamos encontrado um minimo
local que pudesse ser candidato a minimo global. Desta forma, optamos por escolher como
priori a distribui¢ao de Poisson truncada em {0, 1, ..., M — 1}, cujas propriedades foram
comentadas nos corolérios 1 e 2 no capitulo 3, por ser uma priori natural para o tamanho

da populagao e por seu bom desempenho nas simulagoes.

Uma outra dificuldade foi a escolha do tamanho amostral, M. Se atribuirmos
um valor para M razoavelmente pequeno em relacao ao tamanho da populagao, a deter-
minacao da etapa de truncamento, J, verifica-se apés um tempo relativamente grande.
Por outro lado, se M for grande, inimeros sao os céalculos para a obtencao dos riscos

envolvidos no procedimento sequencial truncado, o que também o torna demorado.
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Apéndice A

Rotina, Graficos e Tabelas para o

Tamanho Otimo da Amostra

Nesta secao, apresentamos a rotina computacional e os graficos e tabelas para a
escolha do tamanho 6timo da amostra para os casos em que o parametro da distribuicao
a priori Poisson truncada em {0,...,M — 1}, A\, é igual a 5 e 50 e para o tamanho da

observagao, M, é igual a 1, 5 e 20.

A.1 Rotina

consta<-function(i,t,M,k){
x<-k*(lgamma(i+1)-lgamma (i-M+1)-1lgamma(M+1))-1lgamma(i+1)-lgamma(t-i+1)
y<-(-1)~(t-1) *exp(x)
return(y)

} # end-function

nucleo<-function(n,t,M,k){
x<-n*log(lambda)-lambda-log(1l-exp(-lambda))-lgamma(n-t+1)- (*)
kx(lgamma (n+1) -1lgamma (n-M+1) -1gamma (M+1) ) (%)
y<-exp(x)

return(y)
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} # end-function

lkerl <- function(N, M, t, k,lambda) {
if (N >=t) {
result <- Nxlog(lambda)+k*lgamma(N-M+1)-1lgamma(N-t+1)-k*lgamma(N+1)
} else {result<- 0}
return(result)

} # end-function

lker2<-function(M, t, k,lambda,j){

x<-t:(j-1)

1k<-sapply(x, function(w) lkeri(w, M, t, k,lambda))
y<-min(which(lk==max (1k)))
1k2<-1ker1(t+y-1, M, t, k,lambda)
return(1k2)

} # end-function

ker<-function(N, M, t, k,lambda,j) {
result <- lker1(N, M, t, k,lambda)- lker2(M, t, k,lambda,j)
result<-exp(result)
return(result)

} # end-function

#E##H#HHAHMOMENTOS
mu_N <- function(M, t, k,lambda) {
j<-t+l
soma <- ker(t, M, t, k,lambda,j)
while (ker(j, M, t, k,lambda,j) >= 10~(-15)*soma) {

soma <- soma + ker(j, M, t, k,lambda,j); j <- j + 1

)



} # soma refere-se aos (j-1) primeiros termos!

# Calculo dos Momentos

x<-t:( -1

mu_N <- sum(sapply(x, function(w) wxker(w, M, t, k,lambda,j)))/soma
mu_N2 <- sum(sapply(x, function(w) w~2xker(w, M, t, k,lambda,j)))/soma
var_N <- mu_N2 - mu_N~2

return(c(mu_N, var_N, j - 1))

} # end-function

riscol<-function(M,t,k,lambda){
i<-M:t
cons<-sum(sapply(i, function(w) consta(w,t,M,k)))
#vetor<-mu_N(M, t, k,lambda)
n<-t: (kxM+150)
nucdoris<-sum(sapply(n, function(w) nucleo(w,t,M,k)))
x<-nucdoris*cons
return(x)

} # end-function

const2<-function(M,t,k,lambda,ci){

io<-(M) : (k*M-ci)

x<-sum(sapply(io,function(w) riscol(M,w,k,lambda)))
return(x)

} # end-function
riscototal<-function(M,k,lambda,ci,C){
te<-(M) : (k*M-ci)

x<-sum(sapply(te, function(w) mu_N(M, w, k,lambda) [2]=* (%)

76



riscol(M,w,k,lambda)/const2(M,t,k,lambda,ci)))+k*C (*x)

return(x)

} # end-function

M<-50

lambda<-5
k<-1#max (3, (M-r+4) /M)
ci<-0

a<-0

b<-1

C<- O#tat+bx*M

ris<-numeric()

ris[k]<-riscototal (M,k,lambda,ci,C)
k<-k+1

ris[k]<-riscototal(M,k,lambda,ci,C)

while(ris[k-1]>ris[k] | 1k<219){
k<-k+1
ris[k]<-riscototal(M,k,lambda,ci,C)
print(c(k,ris[k]))

} #end-while
k
ris
plot(ris)
ris[2]
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A.2 Graficos e Tabelas

Risco Total de Bayes

35

30

25

20

15

10

Tabela A.l: A=5e M =1

¢ |k | N | Npe | R*(k)
0,01 [ 27 20,37 | 20 | 1,76
0,05 | 17 | 16,87 | 17 | 2,94
0,1 |13 ]12,88 | 13 | 347
03 |8 1915 | 9 5,02
05 | 5 | 765 | 8 5,79
0,7 | 2 | 543 | 5 5,77

Lambda=s e M=1
o
Cor
1 TR e
10 2 % w M
Nimero de Observages
Tabela A.2: A\=5e M =5
C | k*| Ng | Np | RH(KY)
0,001 | 10 | 34,07 | 34 | 1,14
001 | 7 |2513] 25 | 1,29
0,05 | 52031 | 20 | 1,69
01 | 4 [21,86| 22 | 244
02 | 3 [1571| 16 | 2,56
05 | 2 | 11,84 | 12 | 3,23
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Risco Total de Bayes

Risco Total de Bayes

10

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Lambda=5 e M=5

C=0.001
C=0.1
C=0.2
C=05
U/D
o/
v/
u/
o/
u/
c/
n/
o/
v/ /o//
u/ "
. a/o/ B
B e
: 0 M
NUmero de Observagdes
Tabela A3: A=5e M =20
c k* | Np- | N | R*(k*)
0,00001 | 6 | 48,22 | 48 0,22
0,0001 | 5 | 48,37 | 48 | 0,38
0,001 | 4 | 4242 | 42 | 0,44
0,005 | 3 | 4280 | 43 | 0,86
001 | 3 [41,75| 42 | 082
003 | 2 [3284]| 33 | 096
Lambda=5 e M=20
o
€=0.03 /
n/
u/
u/
o/
n/
o/ //
/0/ /Q/D/
e
. . ’ J 0 2

Numero de Observagdes
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Tabela A.4: A =50, M =1

C | k* | Np | N | R¥(kY)
0,01 | 239 | 49,42 | 49 | 2,82
0,1 | 132 | 5082 | 51 | 17,93
02 | 103 | 49,33 | 49 | 29,17
03 | 86 | 51,57 | 52 | 39,49
04 | 73 | 45,04 | 45 | 44,64
05 | 2 |5002| 50 | 50,96

Lambda=50 e M=1

150

100

Risco Total de Bayes

T T T T T
0 50 100 150 200 250

NUmero de Observagdes

Tabela A.5: A=50, M =5

C | k*| Ng | Npw | R*(K¥)
0,1 | 40 | 50,87 | 51 | 4,94
1 1204911 | 49 | 28,36
1,5 | 17 | 4948 | 49 | 37,81
2 | 15 | 52,42 | 52 | 46,99
25| 12 | 47,48 | 47 | 51,71
3 12 (5063| 51 | 5522
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Risco Total de Bayes

150
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Lambda=50 e M=5
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Cc=1
Cc=2
c=3

Namero de Observagdes

Tabela A.6: A =50, M = 20

Risco Total de Bayes

150

100

50

C | k" | N~

N

R*(k*)

0,1 | 12 | 50,13

50

1,33

1 50,62

o1

8,89

50

30,72

10 95,36

95

51,77

7

5 | 5 | 5021
3
2

15 50,50

o1

63,96

Lambda=50 e M=20

c=0.1
c=1 o
c=5 c/
c=10 —
o/
u/
o/
u/
c/
/ /o
o/ /o/o
o/ a/o
u\ rlu/ D/O/O/
si - T
% - e ——
B — 77_77177 O
T T ‘
5 10 15

Numero de Observagdes
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Apéndice B

Rotinas para o Procedimento de

Decisao Sequencial de Bayes

Nesta se¢ao, descrevemos as rotinas para o procedimento sequencial M-truncado

e para suas duas alternativas apresentadas neste trabalho.

B.1 Procedimento de Decisao Sequencial M-truncado

de Bayes

Observagao: Para fins de formatagao no texto, algumas linhas de comando foram

quebradas. Ao rodar o programa, coloque de (*) a (**) na mesma linha.

#Ht
#FUNGOES
S

# NUCLEO DA POSTERIORI

ker<-function(N, M, t, k, lambda){ # retorna o nicleo da posteriori de N na etapa k
N_max <- t
continua <- TRUE
aux <- 0

while (continua) {
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#print (aux)
aux <- kxlog(l - M/(N_max + 1)) - log(N_max + 1 - t) + log(lambda)
if (aux >= 0) {
N_max <- N_max + 1
} else {
continua <- FALSE
} # end-if-else
} # end-while
u <- 0:(M-1)
result <- (N - N_max)*log(lambda) + lgamma(N_max - t + 1) - (%)
lgamma(N - t + 1) + kx(sum(log(N_max - u) - log(N - u))) (*x)
result <- exp(result)
return(result)

} # end-function

# MOMENTOS A POSTERIORI
mu_N <- function(M, t, k, lambda) { # retorna a média e a varidncia (%)

a posteriori de N na etapa k (**)

#CONSTANTE DE NORMALIZAQKO

j <- t+1

soma <- ker(t, M, t, k,lambda)

while (ker(j, M, t, k,lambda) >= 10~ (-5)*soma) {
soma <- soma + ker(j, M, t, k,lambda)
j<-3j+1

} # soma refere-se aos (j-1) primeiros termos!

# Célculo dos Momentos

x <- t:(j - 1)

mu_N <- sum(sapply(x, function(w) wxker(w, M, t, k,lambda)))/soma
mu_N2 <- sum(sapply(x, function(w) w~2xker(w, M, t, k,lambda)))/soma

var_N <- mu_N2 - mu_N"2
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return(c(mu_N, var_N, j - 1))

} # end-function

# MOMENTOS A PRIORI
muO_N <- function(M, lambda) { # retorna a média e a varidncia ()

a priori de N na etapa 0 (*x*)

somal<-lambda+M#* (dpois(M,lambda)/(1-ppois(M-1,lambda)))
result<-lambda+M~2*(dpois(M,lambda)/(1-ppois(M-1,lambda)))* (*)
(1-(dpois(M,lambda)/ (1-ppois(M-1,lambda))))-
lambda*M* (dpois (M, lambda) /(1-ppois(M-1,lambda))) (**)
return(c(somal, result))

} #fim da funcgdo

# PREDITIVA A POSTERIORI
pred <- function(u, M, t, k,lambda) { # retorna a f.p de X_(k+1) (%)
condicionada aos dados da etapa k (*x*)
j<-t +u + 1
soma <- ker(t + u, M, t, k,lambda)
while (ker(j, M, t, k,lambda) >= 10~ (-5)*soma) {
soma <- soma + ker(j, M, t, k,lambda)
j<-j+1
} # soma refere-se aos (j-1) primeiros termos!
x <- (¢t +w:(G-1
result <- sum(sapply(x, function(w) ker(w, M, t, k,lambda)* (%)
dhyper (u,w-t,t,M)))/soma (x*)
return(result)

} #fim da fungdo

B
# SIMULAGAO DA ESTIMAGAO SEQUENCIAL #
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R i R

library(compiler)
enableJIT(3)
# FUNGAQ Vbar: risco médio minimo futuro
Vbar <- function(k, J, t, M, lambda) {
# k: etapa atual
# J: nro maximo de etapas
# t: nro de distintos até a etapa (k - 1)
# M: tamannho da amostra
# lambda: paré@metro da priori
if (k == J) {
result <- sum(sapply(0:M, function(w) mu_N(M, t + w, k, lambda) [2]* (%)
pred(w, M, t, k - 1,lambda))) + J*C ()
} else {
if (k == 1) {
if (any(!is.na(T_Vbar[,3]))) stop("Limpe T_Vbar antes de comegar")
pos <- which((T_Vbar[,1] == (k + 1)) & (T_Vbar[,2] == M))
if (!is.na(T_Vbar[pos, 3])) {# achou na tabela
vbar <- T_Vbar[pos, 3]
} else {# n3o achou na tabela
vbar <- Vbar(k + 1, J, M, M, lambda)
} # end-if-else
result <- min(mu_N(M, M, 1, lambda)[2] + C, vbar)
} else {
R <- numeric(M + 1)
V <- numeric(M + 1)
for (i in 1:(M+1)) {
u<-1i-1
R[i] <- mu_N(M, t + u, k, lambda) [2] + Cxk
pos <- which((T_Vbar[,1] == (k + 1)) & (T_Vbar[,2] ==t + w))

if ('is.na(T_Vbar[pos, 3])) {# achou na tabela
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V[i] <- T_Vbar[pos, 3]
} else {
V[i] <- Vbar(k + 1, J, t + u, M, lambda)
} # end-if-else
} # end-for
result <- 0
for (i in 1:(M+1)) {
u<-1i-1
result <- result + min(R[i], V[i])*pred(u, M, t, k - 1, lambda)
} # end-for
} # end-if-else
} # end-if-else
lin <- which((T_Vbar[,1] == k) & (T_Vbar[,2] == t))
if (length(lin) > 0) {
T_Vbar[lin, 3] <<- result
} # end-if
return(result)

} # end-function

#PARAMETROS

N <- 50 # tamanho populacional
lambda <- 5 # parametro da priori

M <-20 # tamanho da amostra

C <- 107(-8) # custo por amostra

# CRIA TABELA COM VALORES DE Vbar COM COLUNAS: k, t_(k-1), Vbar(t_(k-1))
cria_tab <- function(M, J) {

nlin <- Mx(J-2)*(J-1)/2 + J - 1

Tab <- matrix(NA, nrow = nlin, ncol = 3)

for (k in 2:J) {
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ini_k <- M*x(k-3)*(k-2)/2 + k - 1
fim_k <- Mx(k-2)*(k-1)/2 + k - 1
Tablini_k:fim k, c(1,2)] <- cbind(rep(k, (k - 2)*M + 1), M:((k-1)*M))
} # end-for
return(Tab)
} # end-for
#T_Vbar <- cria_tab(M, J)

#DETERMINAGAO DE J

v_0<-numeric()

#dois primeiros termos

J<-2

T_Vbar <- cria_tab(M, J)

vbarl <- Vbar(1, J, 0, M, lambda)
v_0[J]<-min(muO_N(M, lambda)[2] ,vbarl)
J<=-J+1

T_Vbar <- cria_tab(M, J)

vbarl <- Vbar(1, J, 0, M, lambda)
v_0[J]<-min(muO_N(M, lambda) [2] ,vbarl)

#demais termos
continua<-TRUE

erro<-10~(-5)

while(continua){
J<-J+1
T_Vbar <- cria_tab(M, J)
vbarl <- Vbar(1, J, 0, M, lambda)
v_0[J] <- min(muO_N(M, lambda) [2] ,vbarl)
if(v_0[J-1]<v_0[J]+erro) continua<-FALSE
if (J%%10==0) print(J)

} # fim do while
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# CALCULA Vbar E PREENCHE TABELA T_Vbar
T_Vbar <- cria_tab(M, J)

vbarl <- Vbar(1, J, 0, M, lambda)

# VARIAVEIS DE ARMAZENAMENTO DO PROCEDIMENTO SEQUENCIAL
t <- numeric(J)

u <- numeric(J)

# SIMULAGAO
continua <- TRUE
k<-0
while (continua) {
if (k == 0) {
if (muO_N(M, lambda) [2] <= vbarl) {
print (paste("parou na etapa", k))
continua <- FALSE
} else {
k <-1
ulk] <- t[k] <- M
} # end-if-else
} else { # k >=1
if (k == J) {
continua <- FALSE
print (paste("parou na etapa", k))
Jelse{#1<=k<]J
pos <- which((T_Vbar[,1] == (k + 1)) & (T_Vbar[,2] == t[k]))
vbar <- T_Vbar[pos, 3]
if (mu_N(M, t[k], k, lambda) [2] + Cxk <= vbar) {
print (paste("parou na etapa", k))

continua <- FALSE
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} else {
k<-k+1
ulk] <- rhyper(1, N - t[k-1], t[k-11, M)
tlk] <- t[k-1] + ulk]
} # end-if-else
} # end-if-else
} # end-if-else

} # end-while

# ESTIMATIVAS A POSTERIORI DE N
mu_N(M, t[k], k, lambda) [1]
mu_N(M, t[k], k, lambda) [2]+k*C

B.2 Alternativas ao Procedimento de Decisao Sequen-

cial M-truncado

B.2.1 Primeira Alternativa

Observagao: Para fins de formatagao no texto, algumas linhas de comando foram

quebradas. Ao rodar o programa, coloque de (*) a (**) na mesma linha.

#Posteriori sem a constante de normalizagdo
pi_N <- function(N, lambda, M, t, k) {
if (N >= 1) {
result <- N*log(lambda) - lgamma(N - t + 1) - k*sum(log((N-M+1):N)) #(*)
-log(1-sum(exp(-lambda)*lambda~(0: (M-1))/gamma(1:M))) # (k%)
result <- exp(result)
} else result <- 0
return(result)

} # end-function
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mu_N <- function(lambda, M, t, k) {
# Cte de Normalizacgdo
jo<-t+ 1
soma <- pi_N(t, lambda, M, t, k)
while (pi_N(j, lambda, M, t, k) >= 10~(-50)*soma) {
soma <- soma + pi_N(j, lambda, M, t, k);

j<-3j+1

# Calculo dos Momentos

x<-t:(j -1

mu_N <- sum(sapply(x, function(w) wxpi_N(w, lambda, M, t, k)))/soma
mu_N2 <- sum(sapply(x, function(w) w~2xpi_N(w, lambda, M, t, k)))/soma
var_N <- mu_N2 - mu_N~"2

return(c(mu_N, var_N, j - 1))

} # end-function

# Valores Iniciais

M <- 20 #Tamanho da observagdo

k <-1

lambda <-70  #Parametro da priori

NO<-50 #Tamanho da populagdo para geragdo dos dados

C<-1 #Custo de cada etapa

# Variaveis da regra de parada

media<-numeric() #E(N|t)
variancia<-numeric() #Var(N|t)
termos<-numeric() #Nimero de termos da soma
u<-numeric() #0bservados ndo marcados

t<-numeric() #Total de distintos observados
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ul1]<-M

t[1]<-M

media[1]<-mu_N(lambda, M, t[1], 1)[1]
variancia[1]<-mu_N(lambda, M, t[1], 1)[2]

termos[1]<-mu_N(lambda, M, t[1], 1) [3]

#Regra de Parada
while(variancialk]>C) {

k<-k+1
ulk]<-rhyper(1,NO-t[k-1],t[k-1],M)

t [k]1<-t[k-1]+ulk]

print (t[k])

medial[k]<-mu_N(lambda, M, t[k], k) [1]
variancialk]<-mu_N(lambda, M, t[k], k)[2]
}

termos [k]<-mu_N(lambda, M, t[k], k) [3]
u

t

media

variancia

B.2.2 Segunda Alternativa

Observagao: Para fins de formatagao no texto, algumas linhas de comando foram

quebradas. Ao rodar o programa, coloque de (*) a (**) na mesma linha.

#Posteriori sem a constante de normalizacgdo

pi_N <- function(N, lambda, M, t, k) {
if (N >=t) {
result <- Nxlog(lambda) - lgamma(N - t + 1) - kxsum(log((N-M+1):N)) #(*)

-log(1-sum(exp(-lambda)*lambda~(0: (M-1))/gamma(1:M))) # (%)
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result <- exp(result)
} else result <- 0
return(result)

} # end-function

mu_N <- function(lambda, M, t, k) {

# Cte de Normalizagdo

j<-t+1

soma <- pi_N(t, lambda, M, t, k)

while (pi_N(j, lambda, M, t, k) >= 10~(-50)*soma) {
soma <- somatpi_N(j, lambda, M, t, k)
j<-j+1
}

# Calculo dos Momentos

x <-t:(j - 1)

mu_N <- sum(sapply(x, function(w) wxpi_N(w, lambda, M, t, k)))/soma
mu_N2 <- sum(sapply(x, function(w) w~2*pi_N(w, lambda, M, t, k)))/soma
var_N <- mu_N2 - mu_N~"2

return(c(mu_N, var_N, j - 1))

} # end-function

# Valores Iniciais

M <- 20 #tamanho da observacéo

k <-1

lambda <- 70 #Parametro da posteriori

NO<-50 #Tamanho da populagdo para a geracdo dos dados
C<-1

Mk<-numeric() #soma do nuimero total de observados

bm<-numeric()  #Sequéncia da regra de parada
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termos<-numeric()
u<-numeric()
t<-numeric()
ul1]<-M

t[1]<-M

Mk[1]<-M
bm[1]<-0.4*Mk

termos[1]<-mu_N(lambda, M, t[1], 1)[3]

#Regra de parada

while (t [k]>bm[k]){

k<-k+1

Mk [k] <-Mk [k-1]+M

bm [k]<-0. 4*Mk [k]
u[k]<-rhyper(1,NO-t[k-1],t[k-1],M)

t [k]<-t [k-1]+u[k]

termos [k]<-mu_N(lambda, M, t[k], 1)[3]
}

media<-mu_N(lambda, M, t[k], k) [1]

variancia<-mu_N(lambda, M, t[k], k)[2]

# Grafico da posteriori

x <- t[k]:70

j <-tlk] + 1

soma <- pi_N(t[k], lambda, M, t[k], k)

while (pi_N(j, lambda, M, t[k], k) >= 10~(-50)*soma) {
soma <- soma + pi_N(j, lambda, M, t[k], k);

j<-3+1
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} # soma refere-se aos (j-1) primeiros termos! # (k%)

y <- sapply(x, function(w) pi_N(w, lambda, M, t[k], k))

plot(x, y/soma, ylab = "pi(N|t)", xlab = "N",main="Posteriori lambda=20 e M=20")

94



Apéndice C

Prova da Proposicao 1

o~ . A~ . (M) . (0) .
Proposigao 1: Seja a sequéncia {V, = }37_, definida por V™" o risco de Bayes
. . (M) . L. . -~ .
contra a priori me V' " o risco de Bayes minimo para o procedimento de decisao sequencial

M-truncado de Bayes, para M = 1,2, .... Entao, VO(M) > V;(MH), M=0,1,...

Prova:  Primeiramente, note que, supondo um procedimento sequencial de
Bayes geral, se considerarmos dois truncamentos distintos, um J-truncado e um M-
truncado, entdo em uma etapa j, j < min{J, M}, dado X, = x,, temos R§J)(W(Xj)) =
Rg-M) (m(x,)), isto &, os riscos de Bayes a posteriori dos processos, em uma mesma etapa,

sao iguais.

. . . @) G+1)
Para a demonstragao da proposicao, construimos, passo a passo, V" e V* .

1° Passo) Suponha que X, = x_,, tenha sido observado. Entéo, o risco total de

Bayes a posteriori para o processo (j+1)-truncado é RV

o (m(x,,,)) e definimos

(G+1) (G+1)
Vi (rx) = R (R(x,0):

2° Passo) Suponha que X, = X, tenha sido observado. Entao, o risco total de
Bayes a posteriori para o processo (j+1)-truncado é R;Hl)(ﬂ(xj)), risco total de Bayes
a posteriori para o processo j-truncado é R;j>(7r(x].)), o risco de Bayes minimo para o

procedimento de decisao sequencial (j+1)-truncado de Bayes, dado X, =x_, ¢

VO () = min{RID(x(x,), BV (%, X, ))IX, = x,)

J Jj+1 j+1
e o risco de Bayes minimo para o procedimento de decisao sequencial j-truncado de Bayes,
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dado X, =x, ¢

Como R;j)(W(Xj)) = R(j+1)(7T(Xj)), entao

J

VI (r(x)) = minfV (w(x), BV (r(x,, X D)X, = x,))

j+1
e, consequentemente, V;Hl)(ﬁ(xj)) < V;_(j)(w(xj)) para qualquer X, = x,.

3° Passo) Suponha que X,_| = x,_, tenha sido observado. Entao, o risco total de

(G+1)

Bayes a posteriori para o processo (j+1)-truncado é Rj_1

(m(x,_,)), o risco total de Bayes
a posteriori para o processo j-truncado é RS{)I(W(X]H)), o risco de Bayes minimo para o

procedimento de decisao sequencial (j+1)-truncado de Bayes, dado X, , =x,_, ¢

VUt(r(x,,)) = min{R9V(x(x ), B[V (x(x,_,, X)X, =x,_]}

i= J j—19

e o risco de Bayes minimo para o procedimento de decisao sequencial j-truncado de Bayes,

dado X, |, =x._,, ¢
J J

V9(r(x, ) =min{R (m(x

j—1

) BV (m(x, 0 X)X, = x, ]}

j—1

Note que R;ﬁl)(ﬂ(xjﬂ)) = R;jjl(ﬂ(xj,l)) e

(3+1) (5+1)
E[V] (Tr(xj—17Xj))‘Xj—l :Xj—l} = V; (W(:CU'--7xj))fXj\XjA(l‘j‘xj*l)dxj
X3
(4)
< /‘/J ( ( 17"'7xj))fXj|Xj—l(xj|Xj_1)dxj
X3

= EVV(r(x,_,, X)X _, =x

J—17 77y

sendo fx;x,_, (7;/x;-1) a funcao de distribuicao de X; dado X;_; = x;_;, implicando em
V‘(j-ﬁ-l)

P (m(x;,)) < V;»(Z)l<7T(Xj_1)) para qualquer X =x,

L

4° Passo) Suponha que X, , = x, , tenha sido observado. Entao o risco total
de Bayes a posteriori para o processo (j+1)-truncado é Rg{tl)(ﬂ(xjﬂ)), o risco total de
Bayes a posteriori para o processo j-truncado é Rg{)Z (m(x,_,)), o risco de Bayes minimo

para o procedimento de decisao sequencial (j+1)-truncado de Bayes, dado X, , =x,_,, é

VI (r(x,,)) = min{RYI(n(x,_,)), BV (7(x, 0 X, )X, , = x, ]}

7—1
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e o risco de Bayes minimo para o procedimento de decisao sequencial j-truncado de Bayes,

dado X, , =x, ,, ¢

j—=27

VI(r(x,,) =min{RD(r(x, ), BV (n(x,,, X, NIX, ., =x,,]}.

J— j—=277"7j-1

Note que RV (7(x_,)) = RJ(.{*;”(W(XJ-_Q)) e

7—2

E[V_<j+1)<7T(X X, ))lXj—Q = Xj—Q] - V-(j+l)(7r<x17 "'7xj—l))fXj71|Xj72(xj_1|xj_2)d'rj—1

j—1 j—27 7751 j—1
Xj—1

s T )X X (T [ X2 )da

VAN
5_\
I
K)<
LS
—
—

= BV (r(x, ,, X, NIX, ,=x,,],

j—27775-1 j—2

sendo finl‘Xj72(fL'j_1|Xj_2) a funcao de distribuicdo de X,;_; dado X;_» = x;_5, 0 que

implica em Vﬁ;l)(ﬂ(xjf?)) < Vj(f)2(7r(xj72)) para qualquer X, =X__,.
Replicando este procedimento sucessivamente até a (j+1)-ésima etapa, temos o

5° Passo) Suponha que X, = z, tenha sido observado. Entao o risco total de
Bayes a posteriori para o processo (j+1)-truncado é jo“)(w(;vl)), o risco total de Bayes
a posteriori para o processo j-truncado é jo)(w(xl)), o risco de Bayes minimo para o

procedimento de decis@o sequencial (j+1)-truncado de Bayes, dado X, =z, é
VI w() = min{RED (n(w,), BV (n(,, X)X, = 2]}

e o risco de Bayes minimo para o procedimento de decisao sequencial j-truncado de Bayes,

dado X, =z,, é
VP (r(e,) = min{ B (r(z,)), BV (x(,, X))}
Como nos passos anteriores, R (m(z,)) = RUtY(m(z,)) e

BV rlay XX, =] = [ VI (o)) e s
X2

IN

/ VO (i, 2)) fa s (3]0 )
X2

- E[V2(j)(7r($1,X2))|Xl = xl]’
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sendo fx,|x, (z2]|21) a funcao de distribui¢ao de X, dado X; = x4, implicando em \/1(j+1)(7r(x1)) <

Vi (n(x,)).

Ultimo Passo) Suponha que ndo tenha sido feito observacdo alguma. Entdo o
risco de Bayes a priori para o processo (j+1)-truncado é p(()j“)(w), o risco de Bayes a
priori para o processo j-truncado é p(j)(w), o risco de Bayes minimo para o procedimento

de decisao sequencial (j+1)-truncado de Bayes é

Vo () = min{p) ™ (m), BV (X))}

0 1

e o risco de Bayes minimo para o procedimento de decisao sequencial j-truncado de Bayes

V.7 (m) = min{p!” (x), E[V” (n(X,))]}.

0

BV (x(X,)] = / VI (@) fx, () day

< / VO (w(2,)) s (1)

sendo fx,(z1) a funcdo de distribuigao de X7, entao VO(HI)(W) < VU(m). O

Como a sequéncia {Vo(l)}fio ¢ nao crescente e ¢ limitada inferiormente, entao ela

possui limite.
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