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Resumo

Nesse trabalho apresentamos uma abordagem cldssica e Bayesiana para o modelo
de Tweedie Poisson Composto na forma e aplicacao apresentada por Jorgensen & Souza
(1992). O objetivo especifico é a estimagao do custo médio individual de sinistro. Na
obtencao dos estimadores cldssicos é utilizado o método iterativo de Newton-Raphson.
Na obtencao de estimadores Bayesianos sao utilizadas densidades a priori nao informa-
tivas para os pardmetros de interesse. Sob o enfoque Bayesiano duas metodologias sao
estudadas: i) sem a presenca de covaridveis i) com a presenga de covaridveis. Uma com-
paragao dos desempenhos dos estimadores cldssicos e Bayesianos é verificada através de
dados simulados.

Palavras-chave: Modelo de Tweedie Poisson Composto, Modelo de Dispersao Expo-

nencial, Inferéncia Bayesiana, Seguros.



Abstract

The goal of this work is to present a classic and a bayesian approach to the Tweedie
Compound Poisson model considering the form and application shown at Jorgensen &
Souza (1992). A specific goal is to estimate the individual claim mean values. Newton-
Raphson iterative method is used in the classic inference in order to obtain the estimatives
for the parameters. Non-informative priors are used to obtain the bayesian estimatives
for the parameters. In the bayesian approach two different methodologies are considered:
i) without the presence of covariance and ii) with the presence of covariance. The per-
formance of both methods, classic and bayesian inference, are compared via simulated

data.

keywords: Tweedie Compound Poisson model, Exponential dispersion model, bayesian

inference, insurance
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Capitulo 1

Introducao

2.

O seguro de veiculos motorizados é uma industria extremamente competitiva, onde a
combinacgao de crescimento de mercado e rentabilidade é vista como imperativo para o
Sucesso.

Decisoes corretas relativas ao custo de sinistros implicam em crescimento de mercado
e rentabilidade. Sendo assim é preciso prever o custo médio e a frequéncia dos sinistros,
examinando o efeito do preco na rentabilidade. E necessario também estar ciente do efeito
do preco nos padroes de retencao ao consumidor bem como fornecer o potencial para o
crescimento do mercado considerando a natureza altamente competitiva do negécio.

Para a companhia de seguro o interesse maior é estabelecer um nivel de prego com-
pativel com o custo previsto para o sinistro que ao mesmo tempo consiga reter o cliente
existente e adquirir novos clientes. Conhecendo quais consumidores sao provaveis de re-
novar seus seguros, bem como seus niveis de risco, aumenta a facilidade na determinacgao
do prémio.

Na industria de seguros, assim como em vdrias industrias competitivas, o cliente é
livre para escolher sua seguradora. Sua decisao é baseada numa combinagao complexa de
preco, servigo, preferéncia pessoal, conveniéncia e védrios outros resultados. Neste meio é
muito importante perceber quais clientes estao saindo e porque, de forma que a iniciativa
de retencao possa se tornar mais evidenciada.

O risco de uma pessoa normalmente é acessado pela companhia de seguro de acordo

com o comportamento estatistico de outros segurados. Usando o modelo de risco estatis-
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tico padrao, pode-se assumir que os sinistros ocorrem conforme um processo de Poisson,
dependendo das caracteristicas do segurado e fatores ambientais.

O grande distanciamento tecnolégico da drea de seguros do Brasil em relagao a outras
economias fez com que a precificacao do seguro de automéveis permanecesse durante
muitos anos baseada somente nos dados do veiculo ( marca, tipo, ano etc ) e em sua
regiao de uso. Somente a poucos anos, os dados do motorista passaram a ser considerados
no momento de calcular o preco do seguro. A primeira grande seguradora brasileira a
implantar no célculo do preco do seguro de automéveis fatores que levavam em conta
dados do motorista usou uma metodologia bastante simples, da qual as tnicas varidveis
eram idade e sexo.

Evidentemente a operacao de cédlculo de prémio com a introdugao do "perfil" ficou
mais sofisticada, exigindo mais tecnologia das companhias de seguro.

A situacgao atual mostra que as companhias de seguro mais evoluidas tecnologicamente
e mais bem aparelhadas em termos de estatistica e informadtica, tiraram melhores proveitos
dos beneficios da nova forma de aceitacao e precificacao de seguros de automéveis e tem
no momento, uma carteira de automoveis de alta qualidade e resultado superior aos
concorrentes.

A introducao do perfil mostrou que os jovens, principalmente do sexo masculino, a-
presentam para o seguro de automdéveis um grau de risco muito superior a média. Sem
divida nenhuma, o preco dos seguros de automaoveis para os jovens cresceu enormemente,
na grande maioria das companhias, com a introducao do perfil. Portanto o preco do
produto segurado nao pode ser estudado sem a consideragao de fatores inter-relacionados,
como, idade do segurado, sexo, distancia percorrida pelo veiculo, idade do veiculo, CEP,
entre outros.

Existe um grande niimero de estudos sobre seguro de veiculos que fazem uso da mode-
lagem estatistica. Muitos desses estudos, foram publicados hé mais de vinte anos (Almer,
1957; Barley e Simon, 1960; Jung, 1966). Um progresso maior foi feito durante a década
de setenta com os estudos de Johnson e Hey (1971) e Bennett (1978), e mais recentemente
estudos de Baxter, Coutts e Ross (1980) e Coutts (1984).

Os autores desses estudos acreditam que para assegurar um aceitavel retorno de capi-

tal uma companhia de seguro precisa ser uma empreendedora acima da média, e defendem
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a teoria de que através de uma abordagem estatistica completa de seus dados, as com-
panhias possam alcancar maior lucratividade. Essa abordagem requer uma substancial
andlise dos dados, na qual técnicas de modelagem estatistica tornam possivel fornecer
a seguradora informagoes adicionais sobre todos os fatores relevantes para o estudo de
sinistros no seguro.

Nas estimativas dos parametros do modelo, geralmente, usam-se métodos de max-
ima verossimilhanca. Assim, estes modelos dependem de suposigoes sobre distribuicoes
conhecidas e tendem a ser baseados em um sistema de classificagao pré-definida para
determinar o risco individual do prémio.

Para uma dada estrutura de categoria de fatores inter-relacionados, varios pesquisadores
tém investigado como os sinistros podem ser melhor modelados usando méxima verossi-
milhanca e conceitos estatisticos.

Jorgensen & Souza (1992) consideraram os modelos de dispersao exponencial, mais
precisamente o uso do modelo de Tweedie Poisson Composto na determinacao de pre-
cificagao de seguros. Usando a teoria de modelos de dispersao exponencial, Jorgensen
(1986, 1987) determinou, através de férmulas de convolugao, que o custo total de um de-
terminado grupo de segurados, dado o niimero de sinistros, segue um modelo de dispersao
exponencial e tem distribuicao Gama.

Neste trabalho, assumindo que o niimero de sinistros segue um processo de Poisson e
o custo dos sinistros possui uma distribuicao Gama, apresentaremos a abordagem classica
e Bayesiana para o modelo de Tweedie Poisson Composto na forma e aplicacao apre-
sentada por Jorgensen & Souza (1992), considerando a introdugdo de covariaveis e uma
reparamerizagao que reduz significamente a correlacao existente entre os parametros. O
objetivo especifico é a estimagao do custo médio individual de sinistros, visto que o valor
pago pelos sinistros tem grande efeito na rentabilidade de uma industria de seguros.

A dissertacao é desenvolvida em oito capitulos e apresenta a seguinte composi¢ao. No
capitulo 2 é discutido a teoria de risco e é apresentado o modelo de dispersao exponencial.
No capitulo 3 é apresentado o modelo de Tweedie. No capitulo 4 sao apresentadas uma
abordagem clédssica para o modelo de Tweedie, as estimativas dos pardmetros de interesse
para prever o custo médio individual e uma aplicacao com dados simulados. No capitulo

5 sao apresentadas a abordagem Bayesiana para modelo de Tweedie, bem como os re-
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sultados das estimativas de seus parametros aplicadas em dados simulados. No capitulo
6 é apresentada a abordagem Bayesiana para o modelo de Tweedie com a presenca de
covaridveis. No capitulo 7 é apresentada uma comparagao entre estimadores cldssicos e

Bayesianos e, finalmente, no capitulo 8 sao apresentados a conclusao e propostas futuras.



Capitulo 2

Teoria de risco e Modelos de

Dispersao Exponencial

Neste capitulo serao apresentados a teoria de risco e os modelos de dispersao exponencial,
com suas propriedades e alguns de seus casos especiais.

A classe dos modelos de dispersao exponencial inclui vérias distribui¢oes para dados
nao normais, inclusive para dados positivos com zero, comuns & teoria de riscos e intensiva-
mente estudada por Tweedie (1947), que descobriu muitas das importantes propriedades
destes modelos e alguns de seus casos especiais. No entanto, os estudos de Tweedie nao
foram aplicados por décadas devido a nao existéncia de computadores capazes de realizar
as suas andlises estatisticas. Os estudos mais sistemédticos das propriedades matematicas

dos Modelos de Dispersao Exponencial s6 se iniciaram com Jorgensen (1986, 1987).

2.1 Teoria de risco

Considerando a industria de seguros, a teoria de riscos é responsdvel pelo estudo, andlise e
quantificacao de riscos, além de ajuste de modelos de precificagao e ruinas para seguros. As
informacoes pertinentes sao provenientes das observagoes das varidveis aleatérias nimero
de sinistros de um determinado grupo de sequrados, N (w), e valor total de sinistros por

grupo, Z (w), definidas como
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onde Z (w) é zero se N (w) for zero. Os Z;’s sdo varidveis aleatérias identicamente dis-
tribuidas, independentes entre si e de N (w) e representam os valores individuais dos
sinistros.

A exposicao w é definida como w = vt, onde v é o valor assegurado e t é o intervalo
de tempo durante o qual o valor v é exposto ao risco. A razao de sinistro observado por

unidade de exposicao é definido por

E a média da razao de sinistros é definida como
p=EY(w).

Neste estudo, por simplicidade e sem, no entanto, perder a generalidade, v e t sao
assumidos como sendo iguais a 1 para todas as apdlices da carteira e, portanto, a exposicao

w é igual a 1.

2.2 Modelos de Dispersao Exponencial

A classe dos modelos de dispersao exponencial é uma das principais classes dos modelos de
dispersao, que, por sua vez, inclui distribuicoes para dados na linha real, dados positivos,
dados positivos com zero, dados de contagem e dados binomiais.

Um modelo de dispersao exponencial, £ D, é uma familia de distribui¢oes com fungao

densidade de probabilidade da forma

p(y;0,7) =a (A y)expAMyd —k(0)}], y € R, (2.1)

nao degenerada, com fungao adequada a, com k (f) uma fungao definida por

k(0) = log / ey (dy) (2.2)
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onde v é uma medida finita em R. O dominio de 6 é dado por ©, nao vazio, da funcao
Ak (0), considerando que o dominio de Ak (f) ¢ independente de A. O parametro \ varia
num conjunto A que, sem perda de generalidade, consideramos contido em R, .

Para um valor dado de A, (2.1) reduz-se a uma familia exponencial natural cuja funcao

densidade é dada por

p(y;0) = a(y)exp{y —k(0)},y € R.

O dominio considerado para o pardmetro canonico # da familia segue sendo o dominio
©, agora da fungao k (6).
Por definicao, a familia exponencial natural é caracterizada pela funcao de variancia

V (1), onde

po= K(O)=1(0),
e )
0 = (),
Var(y) = k"(9),
Vi) = K' (771 () =Var(Y).

A fungao geradora de momentos em um modelo ED é da forma

G (t;0,\) = exp[AN{k(@+t/\) —k(0)}], t e X(©—0).

Assim, da mesma forma que na familia exponencial natural, temos que na familia de

dispersao exponencial

p = K@)=1(0),0 €int(0),
Var (Y) = oV (), p €9,
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com

Vip) = K (r7' (),
Q = 7(int(0)),

o? = 1/X o parametro de dispersao.

Usa-se para os modelos ED a notagao ED (u,0?) e a densidade (2.1) é reescrita como

1

202

fy (Y5 11,0%) = a(y;0°) exp {— d(y;u)} :

onde a > 0 é uma funcdo em y e o2, d ¢ uma medida de distancia quadrdtica, j é o
parametro de posicao e 0% o parametro de dispersao, ja definidos anteriormente.
No caso de uma varidvel aleatéria, Y, com distribuicao normal N (u, 0?), a fungao de

densidade tem a forma
~1/2 (y—p’
p(yimo®) = (2m0%) Texp§ =55
_ —1? 1
= (2m0?) /2 exp {TZ} exp { (yu - 5“2) /02} .
Definindo \ = ﬁ e fazendo p = 6, obtém-se
p(y:0,7) = a(Ay)exp[A{yd —k(0)}],

com

k(0) = %92.

E, portanto, a N (u,0%), é um modelo de dispersio exponencial com
V() = k" (6) = 1. Observe que, salvo A, a fungao de varidncia caracteriza o modelo

ED (p,0%).
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2.2.1 Modelo de dispersao exponencial aditivo e reprodutivo

Os modelos de dispersao exponencial podem ser definidos na forma aditiva ou reprodutiva.
Assim, sendo Z uma varidvel aleatéria com distribuicao ED*(0, \) cuja fungao densidade

de probabilidade ¢ dada por

f2(20,7) = ¢ (M) exp{0z — AK ()},

onde z € R, 6 é o parametro canonico, A é o parametro de indice, ¢* é uma funcgao
adequada e K (0) é a fungao cumulante definida em (2.2), entao a familia de distribuigao
de Z é chamada modelo de dispersao exponencial aditivo. Esta familia tem esperanca Ay,
variancia AV () e fungao geradora de momentos G* (t;0,\) = exp[A{k (0) +t — k (0)}].

Por outro lado, a correspondente familia de distribuicao da varidvel
Y = Z/A ~ ED (p,0?) ¢ chamada de modelo de dispersao exponencial reprodutivo e

sua densidade é dada por

fy (y;0,0) = c(y; A) exp[MOy — K (0)}],

onde y € R, u = 7(0) = K'(0) é o parametro associado ao valor médio e 6% = 1/) é o
pardmetro de dispersao.
Portanto, se Y = Z/\, u =7 (0) e 0> = 1/), as fomas aditivas e reprodutivas podem

ser resumidas pela equivaléncia de distribuicao,

Y ~ ED (p,0%) & Z ~ ED*(0,)).

A transformacao Z = \Y = Y/o? é conhecida como transformagao da dualidade.

A média e a variancia no caso reprodutivo sao

E(Y)=peVar(Y) =0V (1),

onde V (u) = 7/{771 (1)} ¢ a fungao de variancia. No caso aditivo,

E(Z)=¢eVar(Z) = AV (E/N),
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onde £ = A7 (6) =\u.

2.2.2 Propriedade de Convolugao das Familias ED* (6, \)

Os resultados a seguir foram propostos e demonstrados em Canal, G. Y. (1992).
Resultado: Considerando um modelo aditivo ED* (6, \) e assumindo que 71, ...., Z,

sao varidveis aleatérias independentes e Z; ~ ED*(0,)\;), para i = 1,....,n, entao

Zy =71+ ...+ Zy ~ ED*(0,\1 + ... + \y), que corresponde a forma aditiva da for-

mula de convolucao, onde

ED* (0, M\ + ... + Ag) = ED* (0, \)) % ...« ED* (6, \c) ,

e * denota convolucao. Ver prova no Apéndice A.
Como consequencia da propriedade acima, temos o seguinte resultado. Se Y;,....Y,

sao varidveis aleatérias independentes e

Y, ~ ED (u,02/w2~) i=1,..,n,

com pesos w;, tais que w;/0* € A, entao a forma reprodutiva da férmula de convolugao ¢é

dada por

szi}/i ~ ED (u,a2/w+) )
e

onde wy = wy + ... + w,.
Outro resultado que vem diretamente da propriedade de convolugao acima é que, pelo
Teorema Central do Limite, um modelo de dispersao exponencial é aproximadamente

normal para A grande. Assim para Z ~ ED* (6, \) temos, que, para qualquer ¢ fixo,

Z — A\t

172 —4 N (0,V (1)) quando A — oo

onde d denota convergéncia em distribuicao.
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2.2.3 Casos especiais

Alguns modelos de dispersao exponencial sao bastante conhecidos e estudados e sao, mais
frequentemente, denominados distibuicao Normal, Gama, Poisson, Binomial e Binomial
Negativa. A férmula de convolucao para a distribuicao Gama, que é o caso de modelo
de dispersao exponencial de maior interesse neste estudo, é apresentada na subsecao a

Seguir.
Distribuicao Gama
Uma importante distribuigdo para dados positivos é a distribuigdo Gama, Ga (A, ¥), com

funcao densidade para y > 0 dada por

A

A T) = e, (2.3

onde os parametros A e ¥ sao positivos.
Definindo 1 = /¥ (média), 0% = 1/ (coeficiente de variagao quadrética) e parametro

canonico § = — (1/p), a densidade (2.3) pode ser reescrita como

A Y
fy (i 1,0%) = ==y exp {—A (— + logﬂ> } :
4 ( ) I ()\) i
Assim, a distribuigao Gama, Ga (u,0?), é um modelo de dispersao exponencial repro-

dutivo com

K (0) = logp=1log{—(1/0)} =logl —log(—0) = —log(—0),
cly; ) = (M) /T,

po= 7(0)=K1(0)=-(1/0),
V(g = 7' (17 (W) =n*,n>0e

)

T
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Aplicando a transformacao de dualidade Z = \Y,temos

Z ~ Ga(0,\) =Ga(—\/0,1/\);
E(Z) = EWY)=Au=X(—-1/0)=—-\/b;
Var(Z) = MNwvar(Y) = No?u® = A2 (1/)) (=1/60)° = N /6>

Sejam Y; Y, independentes e Y; ~ Ga(u,0?/w;), a forma reprodutiva da férmula de

convolucao é

1 n
— Y wY; ~ Ga(u,0?/w,),

onde wy = wy + ... + wy,.
Sejam 7, ..., Z, independentes e Z; ~ Ga(#, \;), a forma aditiva da férmula de con-
volucao é

v+t Zy~Ga(0,0 + ...+ A



Capitulo 3

Modelo de Tweedie

O modelo de Tweedie é uma classe do modelo de dispersao exponencial, com caracterfs-
ticas particulares. Este modelo foi utilizado por Jorgensen & Sousa (1992) para resolver
problemas de precificacao de seguros. Em seu trabalho, os autores assumem a média da
razao de sinistros como uma funcao de varidveis independentes.

A classe Tweedie de modelo de dispersao exponencial é definida como tendo funcao de
varidncia unitdria V), (1) = p? onde p € (—00,0) U (1,00). Um resultado que mostra que
para cada p € (—o0,0) U (1,00) existe uma distribuigdo de probabilidade é encontrada
em Jorgensen (1992). Se Y pertence a familia Tweedie, escrevemos Y ~ ED® (1, 02). A

familia Tweedie é invariante para as transformacoes de escala, isto é,
SeY ~ ED® (;L, 02) entdo, ¢Y ~ EDW (c,u, 02_p02) ,
ja que

E(Y) = cpu,e

Var(cY) = Var(Y) = Eo?u? = o*c*P(cp)’,

para ¢ > 0. Esta propriedade é caracteristica do modelo de Tweedie.
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3.1 Familia Tweedie

Alguns exemplos do Modelo de Tweedie sao encontrados como distribuicao Normal
(p = 0), distribuicdo Poisson (p = 1), distribuigdo Gama (p = 2) e distribuicdo Pois-

son Composta (1 < p < 2), tais distribui¢oes serao demonstradas nas subsegoes seguintes.

3.1.1 Distribuicido Normal, p =0

Ja sabemos da secao 2.2, que

k@) = 6°)2 0) = —-~ =10
0) = ¢2=710)="7 =0
F0) = T vw=1=p,
00
como V,, (n) = pP = p°,
temos que p =
3.1.2 Distribuicao Gamma, p = 2
Na subsecao 2.2.3 vimos que :
po= —(1/0) = k(0) = —log (=0),
_ Ok(0)  —1
0 = S5 =5
/ or (0) 1 1 2 2
pum = — = pu— = 1 =
como V, (1) = pP = p?, temos que p = 2.

3.1.3 Distribuicao Poisson, p =1
Uma varidvel aleatéria Z segue uma distribuigdo Poisson de média m, Po(m), se sua

funcao densidade de probabilidade tem a forma

—m

1
p(zim)=—e ™ = —exp{zlogm —m}, z€N.
2!

Se 6 = log m, entao
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p(z;0) = %exp{z@ — 69},

que é uma familia exponencial natural com

Para incluir a Poisson no mundo das familias exponenciais de convolu¢ao ED* (6, \),

fazemos

para obter

p*(z;0,\) = %exp {z0 — )\69} .

A propriedade de convolucao aplicada a essa familia mostra que "soma de Poisson é
Poisson"

A partir disso temos que

k() = €,
o) = 2O oy,
Py = T vy =

sendo V, () = pP = p, temos que p=1.

3.1.4 Distribuicao Poisson-Composta, p = 1/2

Seja N, Z1, Zs, ...Z, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes, tal que N segue

Poisson com parametro m, Po(m), e as Z!s sao identicamente distribuidos. Definindo
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7 — ZZZ" (3.1)

onde Z = 0 para N = 0, a distribuicao de Z ¢é chamada de distribuicao de Poisson
Composta.

Quando as varidveis aleatérias Zy, Zs, ..., Z, seguem uma distribui¢ado Ga (-6, —«),
a distribuicao resultante de Z é a forma aditiva de convoluc¢ao do modelo de dispersao
exponencial, ED* (0, \), e, portanto, Z/\ é a forma reprodutiva de convolu¢do do mod-
elo de dispersao exponencial, ED (u,0?), como afirma o seguinte resultado, proposto e
demonstrado em Canal, G. Y. (1992), cuja prova é apresentada no Apéndice A.

Resultado: A varidvel aleatéria Z dada em (3.1) com Z; ~ Ga(—0,—a) é uma

distribuigao ED* (0, ) com funcdo densidade dada por

(=) mnz "L exp(fz — m)
I'(—na)n!
_ {lf"f(p_(;;)/ ;E oxp {02 — Mk, (0)}
P(N=0)=P(Z=0) = exp{—Xk,(0)}

onde

o a—1

K0 = “ (L )

Vi(p) = w# compe(l,2).

Aplicando a transformagcao de dualidade Z = \Y, Y ~ ED (u, 0?), obtemos a seguinte
funcao densidade de probabilidade

Fy0ha) =) {Aklf ((_ Cw) )} exp[MOy — k, (0)}],  y > 0.

—na) nly

Uma aplicacao do Modelo de Tweedie Poisson Composto é apresentada em Jorgensen

& Souza (1992). O estudo tinha como objetivo principal obter prémios de seguros con-
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siderando a taxa média de valores de sinistros, ¢, como uma fungao de covaridveis indepen-

dentes Neste trabalho, todo o estudo foi desenvolvido via modelos lineares generalizados.



Capitulo 4

Inferéncia Classica para o Modelo e

Tweedie

Em nosso trabalho apresentaremos uma aplicacao para o Modelo de Tweedie Poisson
Composto, tendo como objetivo principal obter o valor médio individual de sinistros por
segurado considerando as varidveis "numero total de sinistros por grupo ", N, e "custo
individual de sinistros ", Z;. Nesta parte do trabalho consideramos N seguindo uma
Poisson com parametro m, Po(m), e Z; seguindo uma distribuigdo Gama com parametros
—0 e —a, Ga(—0, —a).

Assim a distribui¢ao condicional, Z|N, segue, pela propriedade de convolugao, uma
distribuigdo Gama com parametros — e —na, ~ Ga (an, ). Desta forma a densidade
conjunta de Z e N, fzn (2,n;0, X, ) = fzn (2]n;0, N, @) fn (n;0, X, ), é dada por

(0" oy g

. _ na—1_60z'""" —m
fzn (z,n;0,\, ) = Tiona (—na)z e e (4.1)

para z > 0,n > 1.
Neste capitulo serao determinados os estimadores de méxima verossimilhanca dos
parametros envolvidos, «, 8 e m. O objetivo final consiste na estimacgao, através da

inferéncia classica, da razao /6, que corresponde ao custo médio de sinistros por segurado.
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4.1 Modelo Estatistico e a Funcao de Verossimilhanca

Denotemos por
G': nimero de grupos de segurados;
Nj;: mimero total de sinistros por grupo j, j =1,2,...G;

Z; : custo de sinistros por segurado, i = 1,...IVj;
Nj
T; = > Z;; : custo total de sinistros do j-ésimo grupo, j = 1,2,...G;
i=1
T;|N; : custo total de um determinado grupo de segurados dado o nimero de sinistros.

Assumindo a > 0,0 > 0, n > 1e z > 0, temos que a funcao de densidade conjunta

em(4.1)pode ser reescrita como

0" mte ™

. 9) = an—1_-—0z 4.2

fZ,N (Z,n,m,a, ) F(Oén) € n| ( )

Considerando que j = 1,..., G, onde G' é o nimero de grupos de segurados e N; o
Nj

nimero total de sinistros dentro do grupo j, e definindo 7; = > Z;;, para i = 1,..., N;
i=1

como sendo o custo total de sinistros do j-ésimo grupo, teremos 71, T, ..., T; como uma se-
quéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidos e a distribuicao
condicional do custo total de um determinado grupo de segurados dado o niimero de sin-
istros, supondo a; = ... = ag = a, ¢ uma Gama com parametros an; e 6, Ga (an;, ),

ou seja

T;|N; = n; ~ Ga (an;,0). (4.3)

Considerando que T;|N; ~ Ga(an;,f) e que estejam disponiveis os pares de dados
(n1,t1), (n2,ta), ..., (ng,ta), que correspondem ao nimero total de sinistro e custo total
destes sinistros por grupo, supondo n = (ny,ng, ...,ng) e t = (t1,ts,...,tg) , a fungao de

verossimilhanca é dada por

an.; -
0" jom; =1 oy, me
T(an,) i °© il

j i

?

L(a,0,m | t,n) :H

Jj=1

ou seja,
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G G
a;”z n; —Cm

¥
S Ht‘”‘j‘le o5y me et (4.4)
111 () = 1

0 7
L(a,0,m | t,n) =

A funca@o de verossimilhanca resume toda a informacao relevante contida nos dados

sobre os pardmetros do modelo.

4.2 Estimativas de Maxima Verossimilhanca

Considerando a fungao de verossimilhanga definida em (4.4) , temos que o logaritmo dessa

funcao é dado por

G

G G
In[L(a,0,m | t,n)] = Oéznjloge - Zlogf(omj) + Z(omj —1) x
=1 j=1 j=1

G G G
logt; — Hth + an logm — mG + Zlognj!.
j=1 j=1 j=1

Assim, os estimadores de «, 6 e m sao tais que satisfazem o seguinte sistema de

equacoes
Oln[L (a,0,m | t,n)] ]
4 Zmloge Z +;nj10gtj=0; (4.5)
3
ay,n; g
O[L(a,0,m|tm)] = =
a6 - _j:zlt]_o "
>
n
Oln[L(a,0,m|t,n)] =1~ _G=0 (4.7)

om om
Os estimadores de méxima verosimilhanga de 6 e m sao facilmente obtidos das equagoes

(4.6) e (4.7) e sao dados respectivamente por
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P =1
0= ——ij
>t
j=1
G
>N
o=l
G

Porém, o estimador de maxima verosimilhanc¢a de a nao tem forma analitica conhecida,

sua expressao ¢ dada por
G 1 G G
jzl W = jzlnjlogﬁ + jzlnj log ¢;.

Assim, o estimador de « é obtido somente através de um procedimento iterativo. Conse-
quentemente, f também serd obtido através de um procedimento iterativo.

Estes estimadores serao determinados através do método iterativo de Newton-Raphson
(Seber e Wild, 1989). Este método é utilizado para determinar raizes de fungdes baseado

em um processo interativo dado pela seguinte férmula :

[ (wx)

TR T (1)

A sequéncia gerada desta maneira converge para uma raiz de f (), onde x; é um chute
inicial para a raiz.

Geometricamente o método de Newton-Raphson funciona tracando tangentes a curva
nas aproximacoes de x e tomando a proxima aproximagao dada pela interseccao da reta

tangente com os eixos dos x’s.

4.3 Intervalos de Confiancga

Um procedimento comum em Inferéncia Estatistica ¢ a utilizagao da aproximagao normal
para a obtencao de intervalos de confianga para parametros, ou funcoes de pardmetros,
de interesse. Entretanto, estes procedimentos nao apresentam, em alguns casos, precisao

razoavel quando o nimero de amostras é pequeno.
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G
_Z:l N;j €]
Para o estimador de méxima verossimilhanca 7 = “=5—, definindo S = }_ Nj, pela

j=1
propriedade de convolugao, temos que S segue distribuigdo Poisson(Gm), Desta forma,

p (m _ é) _P(S =) = exp(—Gm) (Gm)*

c!
para ¢ = 0,1, 2, ..., que especifica a distribuicao exata de m. Assim, o intervalo de confi-

anca para o pardmetro m pode ser definido como

[m
n=+x1,964/ =
m , e

Como existem dificuldades analiticas para encontrarmos intervalos de confianga exatos
para os pardmetros de interesse a e # usaremos um processo de simulacao de Monte
Carlo. Com esta técnica podemos obter as estimativas intervalares empiricas para os
pardmetros de interesse. A principal idéia é simular conjuntos de dados provenientes
da mesma distribuicao, repetir esse processo um grande nimero de vezes e, em cada
conjunto de dados calcular os valores de interesse. A partir de uma grande nimero de
repeticoes do processo é possivel determinar as distribuicoes empiricas dos estimadores
dos parametros de interesse e, portanto, determinar as estimativas intervalares empiricas.
Uma outra forma de determinarmos tais estimativas intervalares empiricas é através de

técnicas bootstrap.

4.4 Aplicacao dos Estimadores em Conjuntos de Da-

dos Simulados

Para a aplicagao dos estimadores definidos na Secao 4.1, dois conjuntos de dados com-
postos por 20 grupos de segurados foram simulados no software R. O primeiro conjunto
envolve o nimero de sinistros de 20 grupos de segurados, gerados de uma distribuigao
Poisson(3) e o segundo conjunto envolve o custo total de um determinado grupo de segu-
rados, dado o niimero de sinistros. Este segundo conjunto foi gerado de uma distribicao
Gama(16.n;,0.02) , onde n; é o nimero de sinistros por grupo, n; > 1, e, neste exemplo,

o custo individual de sinistros, em média, é préximo de 800.
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Figura 4.1 -Dados Simulados

A Figura 4.1 ilustra os dados simulados. Os custos dos sinistros simulados variam
entre o minimo de R$720,81 e o méximo de R$5.951,91, correspondendo aos nimeros de
sinistros por grupo iguais a 1 e 7, respectivamente.

As estimativas de «, 6 e m, assim como uma comparacao entre os valores originais dos
parametros e suas estimativas, sao apresentadas na Tabela 1.

Os I.C’s apresentados na Tabela 1 para os pardmetros « e  sao empiricos, pois foram

obtidos via simulacao.

Tabela 4.1 - Médias, erros padroes das estimativas dos parametros e 1.C’s

Parametros | Real Média | ErroPadrao | I.C.

« 16,0000 | 21,6025 6.8113 (14,1160; 21, 2720)
0 0,0200 | 0,0265 0.00839 (0,01762;0,02638)
m 3,0000 | 3.3000 1.5593 (0.2436; 6.3563)

Analisando a Tabela 4.1 verificamos que as estimativas de 6 e m estao mais préximas
dos valores reais dos parametros, ao contrario de «, cujo valor é menos preciso. Por outro
lado, como podemos perceber pelo resultado apresentado na Tabela 4.2, a estimativa do
custo medio individual, que depende das estimativas de « e 6, esta bem préximo de seu

valor real.
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Tabela 4.2 - Custo Médio Individual de Sinistros

Foérmula

Real

Estimado

el
0

800, 0000

814, 2065




Capitulo 5

Uma abordagem Bayesiana para o

Modelo de Tweedie

Neste capitulo, serd apresentada uma abordagem Bayesiana aplicada ao modelo de Tweedie.
Similar ao Capitulo 4, as varidveis consideradas serao o nimero total de sinistros por
grupo, N, e o custo individual de sinistros, Z;. As distribuigoes serdo as mesmas como
definidas anteriormente, ou seja, N seguindo uma Poisson com parametro m, Po(m), Z;
seguindo uma distribuigdo Gama com parametros —6 e —«, Ga(—6, —«), a densidade con-
junta de Z e N, como definida em (4.2)e a distribui¢do condicional, T}|N;, como definida
m (4.3). O objetivo final do desenvolvimento da metodologia ¢ a estimagao, através da

inferéncia Bayesiana, do custo médio de sinistros por segurado.

5.1 Metodologia

A andlise Bayesiana consiste de métodos inferencias alternativos que permitem incorporar
ao modelo informagoes prévias a respeito dos pardmetros de interesse, a incorporagao
dessas informagoes podem melhorar a precisao dos resultados. A inferéncia Bayesiana
considera os parametros do modelo como varidveis aleatérias e, portanto, distribuigoes a
priori devem ser atribuidas aos parametros. Estas distribuicoes podem ser consideradas
informativas, nos casos onde temos alguma informacao disponivel sobre os parametros do
modelo, ou nao informativa, nos casos onde nao temos nenhuma informacao a respeito

dos parametros. Prépria quando a distribuicao atibuida a priori é uma distribuicao de
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probabilidade e imprépria quando a distribuicao atribuida nao é uma distribuicao de
probabilidade.

A escolha de uma distribuicao a priori apropriada é fundamental para garantir a qua-
lidade da inferéncia Bayesiana. Apés atribuir as distribuigoes a priori para os parametros
do modelo, combinamos estas distribuicoes com a funcao de verossimilhanca e encon-
tramos, através da utilizacao do teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori para os
pardmetros. Na anédlise Bayesiana toda a inferéncia de interesse ¢ baseada nesta dis-
tribuicao a posteriori.

E comum a inferéncia Bayesiana apresentar integrais intratéveis analiticamente, neste
caso, utiliza-se métodos de aproximacao, tais como Gibbs Sampling, Metropolis-Hastings,
Gibbs com Metropolis, Método de Aceitacao e Rejeicao Adaptativo, entre outros. Esses
métodos geram amostras da distribuicao de interesse fornecendo, assim, suas caracterfs-
ticas de interesse.

A convergéncia das amostras geradas a partir dos métodos computacionais citados
anteriormente tem grande importancia. Existem varios métodos para o diagnéstico de
convergéncia e um dos mais utilizados ¢ o método de Gelman&Rubin (1992). Este método
utiliza técnicas de anédlise de varidncia, comparando a varidncia dentro das cadeias com a

variancia entre as cadeias.

5.2 Inferéncia Bayesiana sobre os parametros m, a e

0

Considerando a verossimilhanca, como definida no Capitulo 4, dada por

ga];n] G L 0 4 m;" o—Gm
L(a,0,m|t,n)=— Ht;mj_ e (5.1)
[1T (an;) 3=t I1n;!
Jj=1 j=1

e as distribuicoes a priori para m, «, # dadas por

m ~ Ga(a;b)
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a~ Ga(c;d)

0 ~ Ga(r;s),
pelo Teorema de Bayes, supondo indepéndencia entre m, « e 6, temos que a distribui¢ao

a posteriori conjunta para (m, «, ¢) é dada por

m(a,0,m|t,n) = L(T,N)r (o) 7 (0) w (m) .

Ou seja,

7=1
¢ c—1 —da ST r—1 —s6
0
" ° Tw
Assim a condicional de o é dada por
G
P
i) 7(al0, m, tm) o Ht‘”” I

G
H (any) 7=

]:

onde a“~te~ corresponde ao nicleo de uma Ga(c;d). A condicional de # é dada por

aZnJrr 1 792t79s
i7) (6’]04m,1:,n)0<971] e I= ,

que corresponde a uma distribuicdo Ga(a > nj+1r; Y t; +s). E a condicional de m

é dada por

Z nj+a—1
iii) (m|a, 0,6, n) ccm/=r e mOHE),

i=1

a
que corresponde a uma distribuicao Ga (Z n; +a;b+ G) .
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Neste trabalho consideraremos apenas pioris nao informativas para «, 6 e m. Para isto,

foram impostos aos hiperparametros a, b, ¢,d,r e s os valores 0,001.

5.2.1 Estimacgao dos Parametros

Utilizando o algoritmo computacional Gibbs com Metropolis foram geradas amostras para
a,f e m. O algoritmo Gibbs sampling ¢ um método de simulagao via cadeias de Markov
que é utilizado na obtencado de amostras de uma distribuicao de interesse baseada nas
distribuicoes condicionais a posteriori dos pardmetros. Esse algoritmo foi utilizado para
os pardmetros m e € uma vez que as distribuicoes condicionais apresentavam a forma de
uma densidade conhecida.

Na obtencao de amostras da distribuicao do parametro « foi utilizado o algoritmo
de Metropolis-Hasting, pois a distribuicao condicional nao apresentava a forma de uma
densidade conhecida.

Um problema grave ao fazer inferéncia utilizando simulacao via cadeias de Markov é
que ao término das iteragoes podem haver dreas do espaco paramétricos que nao foram
visitadas pela cadeia finita. Isto deve-se ao fato das simulacoes moverem-se muito lenta-
mente, ou estarem presas a regioes restritas da distribuigao de interesse.

Gelman & Rubin (1992) verificam que, quando analisadas separadamente, algumas
cadeias parecem ter convergido, mas replicacoes independentes, com pontos de partida
dispersos, podem mostrar que a convergéncia ainda nao ocorreu. Isto pode ser causado
por uma alta correlacao entre os pardmetros e nestes casos uma reparametrizacao pode

auxiliar a reduzir a autocorrelagao.

5.2.2 Anadlise de convergéncia e auto-correlacao dos paradmetros
de interesse
Nesta secao ¢ analisada a existéncia de convergéncia e alta correlagao entre os pardmetros.

Inicialmente sao apresentadas algumas figuras, pelas quais pode-se avaliar a correlagao

entre os pardmetros, a autocorrelacao dentro das cadeias e o comportamento das cadeias.
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Parametros Scatter Plot | Correlacao

0.996299

(r, m) - -0.00252265
(0,m) C o= ].0.00269948

Figura 5.1 - Correlagao entre os pardmetros
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Figura 5.2 - Autocorrelagao dentros das cadeias

Observando as Figuras 5.1 e 5.2, nota-se que os parametros « e  apresentam uma
forte correlacao e também uma autocorrelacao acentuada. Para minimizar a presenca de
correlacao e tentar diminuir a autocorrelacao serd utilizada a seguinte reparametrizacao

para o parametro 6,
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ou seja 0 = ap.
Considerando # = ay e a funcao de verossimilhanga em (5.1), obtém-se a fungao de

verossimilhanga para os pardmetros «, ¢ e m, dada por

G G
aYn g a X
(0“10) =t an;—1 (ap) 2 tim/=t eme
L(a,,m|t,n) =~ 114" =y (5.2)
[1T (an;) =1 )
Jj=1 7=1

Assim, com a reparametrizacao, a condicional & posterior: para « é dada por

—dao

<a i nj+c+7"—1> -1
(ap) 7
€ Y

G
I' (an;)
=1

G G

oma—1 —law) 30 tj—s(ap)
| |tj 7 e J=1
Jj=1

i)m(a | ,m,t,m) o

J

G G
<a > nj-i-c—i-r—l) -1 -« <<p > tj+<ps+d>
onde o\ 77! e =1 corresponde ao nticleo de uma Gama. A condi-

cional & posteriori para ¢ é dada por

G G
a Yy nj+r—1 —go(a > tj+as>
i t =1 i=1

i) (o | a,m,t,m) o< p e ,

G G
que corresponde a uma distribuicdo Ga(a > nj +r;a ) t; + as). E a condicional &
j=1 j=1
postertor:, para m é dada por

G
> njta—1

Z'LZ) 7T(m | o, 0’ t’ n) oc =1 e—m(b—s—G)’

J

a
que corresponde a uma distribuicao Ga ( n; +a;b+ G) )
=1

|

5.2.3 Resultados apresentados pela reparametrizagao ¢ =

Nesta secao é feita a andlise do efeito causado pela reparametrizacao na correlagao exis-

tente entre os parametros.
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Parametrizacao Sc;itter Plot Correlacao
(o, ¢) | F 0.00274242
(v, m) = | 0.83337E4
(¢, m) ST 00155836
Figura 5.3 - Correlacao entre os pardmetros

Observando os resultados apresentados pela Figura 5.3 conclui-se que a reparametriza-
¢ao proporcionou uma redugao acentuada da correlagao entre os pardmetros, o que reduz
significativamente o nimero total de iteracoes necessérias ao alcance da convergéncia e os

valores sugeridos como salto para a obtencao de baixa autocorrelagao dentros das cadeias.

5.3 Resultados da Aplicacao com os dados simulados

O conjunto de dados simulados para ilustrar a metodologia desenvolvida envolve duas
varidveis. A primeira é o nimero de sinistros dos grupos de segurados. Esta varidvel foi
gerada 20 vezes de uma distribuicdo Poisson com parametro (3). A segunda é o custo
total de sinistros dos grupos de segurados condicionado ao nimero de sinistros do grupo.
Esta varidvel foi gerada de uma distribicao Ga (16n;,0.02).

Observe que, ao considerar a distribui¢ao Ga (16n,,0.02) para T;|N;, a distribuicao
para Z;;, o i-ésimo custo individual de sinistros dentro do grupo j, segue, pelas pro-
priedades de convolucao, distribuicdo Ga (16,0.02) . Tem-se, entdo, que em média este

custo individual seja préximo de 800.
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Considerando amostras de njet; , j = 1,2,

..... 20, foram geradas 2 cadeias com 55.000

iteragoes, descartando as primeiras 5.000 como burn-in, e considerando um salto de 5,

obtendo uma amostra final de 10.000 valores para «, ¢ e m.

Para a geracao das amostras da distribuicao a posteriori via amostrador de Gibbs e

Metropolis-Hastings foi utilizado o software Winbugs (Spiegelhalter et al, 1996).

Tabela 5.1 - Valores dos parametros estimados a posteriori

Parametros | Real Média DP Regiao de Credibilidade
o 16,0000 | 20,4500 | 6,6400 (9, 6260; 35, 2600)
© 0,0012 | 0,0012 | 0,00003 (0,0011;0,0012)
0 0,0200 | 0,0251 | 0,0081 (0,0117;0.0433)
m 3,0000 | 3,2990 | 0,4072 (2,5610; 4, 1530)

Tabela 5.2 - Custo médio individual de sinistros

Parametros

Real

Média

DP

Regiao de Credibilidade

custo médio

800, 0000

814, 8000

23,1100

(770, 50; 862, 20)

Os resultados a posteriori (Tabela 5.1) mostraram que as estimativas dos parametros

sao satisfatdrias, pois estao préximas dos valores reais, assim como o valor do custo médio

de sinistros estimado, observado na (Tabela 5.2).
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Figura 5.4 - Densidade a Posteirori

A Figura 5.4 apresenta as densidades a posteriori dos parametros.
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Figura 5.5 - Tracos a Posteirori

Através dos resultados graficos da Figura 5.5 verifica-se a convergéncia para as cadeias

devido a existéncia de uniformidade nos tracos.
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Figura 5.6 - Testes Graficos de Gelman&Rubin

Os valores obtidos na Figura 5.6, pelo diagnéstico de Gelman&Rubin (1992), sdo bem

proximos de 1, o que indica a convergéncia das cadeias. Através do teste grafico esta

convergéncia também é verificada.
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Figura 5.7- Auto Correlagao

Observa-se da Figura 5.7 que os parametros apresentam baixa auto-correlacao.

resultados gréficos acima sao obtidos considerando um salto igual a 5.



Capitulo 6

Abordagem Bayesiana para o
Modelo de Tweedie envolvendo

Covariaveis

Considerando que a determinacao do prémio de seguro depende de vérios fatores inter-
relacionados, como, por exemplo, idade, sexo, distancia percorrida, entre outros, a esti-
macao dos pardmetros serd realizada reescrevendo, inicialmente, o pardmetro o da dis-
tribuicao Gama como funcao de covaridveis. O nosso objetivo, com isso, é obter estimati-
vas mais precisas para os parametros, e consequentemente para o custo médio individual

de sinistros.

6.1 Metodologia

Nessa secao ¢ desenvolvida uma generalizacao do modelo de Tweedie na presencga de
covariaveis.
Considerando a distribuicao condicional do custo total de um determinado grupo de

segurados dado o niimero de sinistros, definida por
T5|Nj = n; ~ Ga(any, 0),

onde j = 1, ..., G determina o grupo de segurados e IV; o niimero total de sinistros dentro do
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grupo j,ao atribuirmos a o uma funcao de covaridveis que incorpora as caracteristicas dos

segurados, teremos que adicionar a a os indices que correspondem ao individuo e ao grupo,

ou seja, a;, onde i = 1,2,...,n;, determina o i-ésimo individuo com a1 # ag;j.. # a;
Desta forma, a distribuicao condicional do custo total de um determinado grupo de

segurados dado o ntiimero de sinistros do grupo ¢é, por convolucao, dada por

7}|N] :’I’Lj NG(O{U—FOQJ'—{—...—FO_/”].J,H) NGG, ZO&Z‘]‘,H . (61)
i=1

Considerando que oy; # gj.. # (5, a Teparametrizagao apresentada no capitulo

anterior, ¢ = g, pode ser reescrita da seguinte maneira

G
Han
_ =l

DD Qi

j=14=1

e assim, a densidade conjunta de T; e N;, paran = 1 e z > 0, pode ser reescrita como

onde

G nj G i=1

> %"P/j; n; & (

j=1i=1

f(Tj’Nj) (8,43 0 0,m) = n; ty € gl
=1

n;
Considerando que 7; ~ Ga(}_ a;5,0) e que estejam disponiveis os pares de dados
i=1
(n1,t1), (n2,t2), ..., (ng,ta), que correspondem ao nimero total de sinistro por grupo e
o custo total destes sinistros por grupo, supondo n = (nq,ng,...ng) e t = (t1,t2,...tg), a

fungao de verossimilhanga em (5.2) é reescrita como
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.7
> S auel Y -
il ) <
HE J J Z‘Elocij— <Z ZO‘UW/ E ”J)tJ miie”™
L(a,ga,m|t,n H - LL;7 e \U=li= 1
1 - (Z aij) n;:
i=1
ou seja,
G "j
G n; G ng L:lal]
> > e/ don; S
j=1i=1 Jj=1 zgla”_l
Liogm|tn) = Hti X (6.2)

6.2 O Modelo na Presenca de Uma Covariavel

Considerando o parametro o como uma funcao de covaridvel, o = e%+%1%1 onde a co-
varidvel x; poderia corresponder, por exemplo, a idade ou a distancia percorrida pelos

segurados semanalmente, a fungdo de verossimilhaga em (6.2) é reescrita na forma

(£ e /Z>Z(z |

j=1li=
L(ﬁ(),ﬁh@?m | tanuxl) = G n; X
[Ir (Z 650+5111¢j)
=1 i=1
G _§:650+5111ij 1
[1t~ X
j=1
>
<§: j PotPLTLi j ) Z ”J)thm =1 ]e—mG
e \=tiEt (6.3)

G
I n!

Jj=1
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onde t = (t1,t9,...tq) , n = (n1,Ng,..ng) € X1 = (T1,,, T1yys s Tlng )

6.2.1 Inferéncia Bayesiana sobre os parametros j3,, 3,, p e m

Para estimar os parametros de interesse serao utilizadas as seguintes distribuicoes a priori

para 3y, 31, p e m.

BONN(emf)

61 ~ N(gah)

¢ ~ Ga(c,d)

m ~ Ga(a,b)

Pelo teorema de Bayes e considerando independéncia entre os parametros 3y, 81, ¢ €

m, temos que a distribuicao a posteriori dos parametros é dada por

W(ﬁoﬁp @, mlt,n,x1) o< L(Tj, Nj)m (Bo) m (B1) 7 () m (m),

ou, seja,



6. ABORDAGEM BAYESIANA PARA O MODELO DE TWEEDIE ENVOLVENDO COVARIAVEIS

39

G nj G
Z 6/30""515511' J gp/ Z nj
j=1i=1 =1
ﬂ—(ﬁwﬁlﬂpam“:vnvxl) = G nj
[1r (Z(eﬂow >>
j=1

=1

j=1i=1

) $ (52 (oo

J
4 iy G M B G G
a .Zleﬁo Biziij _q (Z . PothiTi Yo | Yt
Htjz— e j=1li=1 j=1 Jj=1 X
=1

de
a—1_-—bm c—le—dap %

T(a) " oM

e (G o= o) e (51 - o))

Assim, as condicionais de 3, 31, ¢ € m, sao dadas por

G .
3 (3 efotimi)
j=1 i=1

G ny G
>y et o/ S,

j=1i=1

2) ﬂ-(ﬂo‘ﬁlagpamatarh Xl) (S8

G n;
[1r (Z(eﬁwwm‘))
j=1 i=1

nj B J . G &
G Z(eﬁOJrlel”)*l _<. » 1650+[31x1z i/ Zlnj> thj
e i= i= =X

1=1 b
114
i1

e (57 (=0

Ma

onde exp (g—} (By — e)2> corresponde ao nicleo de uma N e, f).
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g Bo+B171i5
on o \EEeerm
226504'51371” (p/zan]

]:

j=14=1

ZZ) /N(ﬂl'ﬁOv ¥, M, ta n, Xl) X

G nj
[1r (z@wlm))
j=1 i=1

G § (eﬂo+l31w1ij),1 _(

Zfi~:1 e \s=li=1 j=1
J

N

G J G G
SDSLMREEITDS m‘) 2

w (5 (-0

sendo que exp (;—; (B, — 9)2) corresponde ao nicleo de uma N (g, h).

& Bo+B12145 & & Bo+B1T1; 4 S S
2 (2. (e ) Sl X e Pe/ omg )| Xt
”Z) 7-‘_(()0‘6075177”71“7 Il,Xl) X SOJ:l =t e VT =t

que corresponde a distribuicao de uma gama
G ny G 1y G G
Ga | (S0 tmm) 4o, [ X3 etobims /5 ;) Yoty +d ).
j=1 i=1 j=1i=1 j=1 j=1
G

2o

n
iv)ﬂ(mwo, By, p,t,n, Xl) x mi=l e mea—le—bm;

que corresponde a distribuicao de uma Ga (
J

G
nj+a,G+0b|.
=1

6.3 O Modelo na presenca de Duas Covariaveis

Atribuindo ao parametro « a funcio de covaridveis a = efothi#1+A222  gupondo inde-

pendéncia entre os parametros 3's, a fungao de verossimilhaga (6.3) ¢ reescrita na forma
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i (nz Bot+Biz1i j+B272i )
G =i\is
5 88 cvotmn s $ 0 )7
L(BO,BDBZQOvm | t7n7X17X2) =

j=1i=1
F Z e 0 1714 j 2%245

i=1

"
Z]: Bo+B1e1,;+B222i; )
. & -

G

i=1
Htj X
Jj=1

G 50+ﬁ111--+52m21j g <
- XX o o Xns ) 2t
e j=1li= j=1 j=1

G

7Lj

j=1 _
m e mG

G

[T ny!

Jj=1

6.3.1 Inferéncia Bayesiana sobre os parametros 3, 8,, 55, ¢ €

m

Para estimar os parametros de interesse, serao utilizadas as seguintes distribuicoes a priori
para 60; ﬁla 627 pem
ﬁ(} ~ N(e7 f)

51 ~ N(gvh)

52 ~ N(T, S)

¢ ~ Ga(c,d)

m ~ Ga(a,b)

Pelo teorema de Bayes e considerando indepéndencia entre os parametros 3., 5, 53,

© e m, temos que a distribui¢ao a posterior: dos pardmetros é dada por
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m(Bo, 01, B2, 0,m | £,1,%1,%5) = Ll v, )7 (Bo) 7 (B1)  (B2) 7 () m (m)

ou seja,

G "
S ( Z (6/304'513011]‘*'52121])

G nj - - G =1 i=1
(Z Z 6ﬂ0+l31x11,3+[32x2” QO/ Z nj> J i
j=1li=1 j=1

G nj
1:[ 1—‘ <Z<660+/815511‘j+52x2ij ))

=1

7-(-(507 517 52,907 m’ta n, xi, XZ) =

K
G ZE/BO‘,’ﬁlxlz jHB2aw2j _ 1
[1t;~ X

Jj=1

e

ba a—1 _—bm dc c—1
T(a) " ()"

1 -1 2 1 -1 )
57 exp (ﬁ (Bo—e) ) 5 exp (% (B1—9) > X
1 -1
: xp | 5= (52 —7">2
\/27rse p<28 ( )

onde t = (tl,tg, ...tG), n = (nl,ng, ...ng), X1 = (Ilu,l’lm, --‘;xlngG) €

nj
Se

li=1

MQ

G Zn

H nj!

Jj=1

X

e~ %

X2 = (1‘211,27221, ey l?ngG)

Assim as condicionais de 3, 8, 84, 8 e m sao dadas por
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a
S eﬁo+ﬁlw1i]’+ﬁ212¢j)
j=1i=1

Z Z 660+lell]+62x21j (10/ Z n]

j=1i=1 j=1

H T <Z (650+51$1ij+52582ij ))

=1

Z) 7T(60|61,62’30,m,t,n,,X1,X2) X

G 2(650""51“‘12]"'521‘21]) 1

Htl X
e <J

exp

—1
g (60 - 6)2> )

G
Zt
j=1

Bo+B1z1, j+ﬂ2x2” f: >
j=1

o

—

VR

onde exp (;—} (By — e)2> corresponde ao nucleo de uma N (e, f).

f: (f (650+ﬁ111ij+52z2ij)
Gy Bo+B1w1ij+Bawy, G 3=11=1
2.2 ¢€ w/ 2
N j=1i=1 j=1
”) 7.‘-(/81|/807S07m7t7n7 X17X2) X G n;
I[IT (Z(eﬂﬁﬁﬂuﬁﬁzmzij))
j= =1

G Z(eﬁ0+ﬁ1111]+5212z]) 1

Htl X

G " <
(Z s ePotBieyij+Baxa; @/ Z "J)Z
e vV =t

e (G 0= 0").

sendo que exp (;—; (8, — g)2) corresponde ao nicleo de uma N (g, h).

I
—
<
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G K
S (650+51f1¢j+52w2ij)

G i, Bo+Bizigj+hama, & j=1i=1
[EEmrEn)
j=li= Jj=1

ZJ (650+51$1¢j+52$2ij)
=1

Z’LZ) 7(62|50;617Spam?tun?Xl?XQ) = G U2
fir )

n,
J
G Z(ﬁ0+51zlzg+ﬁ2f2zg) 1

Htsl x

G " G
(2 3 0PI vy ) z )Z
. ‘)

e (1 (1)),

onde exp (;—Sl (B, — 7“)2) corresponde ao nicleo de uma N (7, s).

i (g (6ﬁ0+5111¢j+5212¢j) _((‘0660+B111ij+ﬁ2$2ij> § t
) t.,n x;,x 7=1 i=1 =1 x
w) T Wﬁmﬁb@%m? y 1y Al , A2 X @ e

c—le—dgo7

'

que corresponde a distribuicao de uma gama

G ny .
Ga Z(ZJ(650+51I1U+52$2M) +c, Z ZJ eBotB11i5+B2i / Z n; Z t+ d
j=1 i=1 e > 2
G
Z " -mG CL 1 _—bm
U) 7T(Tn/ | ﬁoaﬁhﬁztp,t,n,xl,xﬂ x mi=l e e :

el
que corresponde a distribuicao Ga(d_ nj + a, G + b).
Jj=1
Serao consideradas apenas prioris nao informativas para 3, 3, 55, 0 € m. Para isto,
foram impostos aos hiperparametros a,b,c,d, os valores 0,001, para os parametros e,g e r

os valores 0 e para os parametros f, h e s os valores 1000.

6.4 Uma Aplicacao em conjuntos de dados simulados

Utilizando o algoritmo computacional Gibbs com Metropolis, foram geradas amostras

para 3y 3 B2, ¢ e m. O algoritmo Gibbs foi utilizado para os parametros m e 6 uma
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vez que as distribuicoes condicionais apresentam a forma de uma densidade conhecida.

Na obtencao de amostras da distribui¢do dos pardmetros 3, (; 3, foi utilizado o
algoritmo de Metropolis-Hasting, pois as distribuicaos condicionais nao apresentavam a
forma de uma densidade conhecida.

O conjunto de dados simulados para ilustrar a metodologia desenvolvida envolvia
quatro varidveis. A primeira é o nimero de sinistros dos grupos de segurados. Esta
variavel foi gerada 20 vezes de uma distribui¢ao Poisson com parametro (3). A segunda
é o custo total de sinistros dos grupos de segurados condicionado ao niimero de sinistros
do grupo. Esta varidvel foi gerada de uma distribicao Ga (% Qj, 0.02).

A terceira varidvel é a idade de cada segurado sinistradozflgerada considerando idades
entre 18 e 70 anos, esta varidvel foi gerada de uma distribui¢ao U(18,70). E a quarta
varidvel é a distdncia percorrida semanalmente pelos segurados sinistrados, gerada con-
siderando valores entre 100 a 500Km. Esta varidvel foi gerada de uma distribuicao
U (100, 500).

Com amostras de n; e z;, j = 1,2,.....,20, e 21 e x5 de tamanho 66 ( o nimero total
de sinistros de todos os grupos é igual a sessenta e seis sinistros), foram geradas cadeias
com 105.000 iteragoes, descartando as primeiras 5.000 como burn-in, e considerando um
salto de 10, obtendo assim,uma amostra final de 10.000 valores para 3, 3;, 55, © € m.

Para a geracao das amostras da distribuicao a posterior: via amostrador de Gibbs e

Metropolis-Hastings foi utilizado o software Winbugs (Spiegelhalter et al, 1996).
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6.4.1 Ilustragao dos Dados Simulados

Figura 6.1 - Covaridvel Idade

Figura 6.2 - Covaridvel Distancia Percorrida

Observando a Figural, verificamos que os dados foram simulados considerando que
individuos mais novos sinistram mais e consequentemente o valor dos sinistros sao maiores.
Na Figura 6.2 observamos que a simulagao dos dados foi feita aleatériamente, ou seja o

custo de sinistros independe da distancia percorrida pelo segurado.
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6.4.2 Resultados referentes ao modelo na presenca de uma co-

variavel

Nesta subsecao serao apresentados os resultados obtidos para o modelo na presenca de
uma covaridvel, para isto serao utilizadas as covaridveis idade e distancia percorrida.

1- Covaridvel Idade

Tabela 6.1 -Valores dos parametros estimados a posterior:

Parametros Real Média DP Regiao de Credibilidade
Bo 3,4000 | 3,5690 | 0,3576 (2,8100;4, 1950)
B4 —0,0200 | —0,0214 | 0,0026 (—0,0267; —0,0162)
% 0,00125 | 0,00120 | 0,00003 (0,0012;0,0013)
m 3,0000 | 3,3040 | 0,4037 (2,5610;4, 1400)
0 0,0200 | 0,0237 | 0,0079 (0,0107;0,0413)
o 15,8200 | 18,8500 | 6,2990 (8,5420; 32, 7400)

Tabela 6.2 - Custo Médio Individual de Sinistros

Foérmula Real Média DP Regiao de Credibilidade
G "

22 i

== 795,8000 | 793,7000 | 23,8100 | (747,6000;842,7000)
21 n;6

estao préximas

médio (Tabela 6.2 )

dos

valores

reais,

As estimativas obtidas para os parametros a posteriori (Tabela 6.1) sao satisfatorias,

assim como a estimativa do custo
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Figura 6.3 - Densidade a Posteriori

Na Figura 6.3 observamos as densidades a posteriori dos parametros
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Figura 6.4 - Tracos a Posteriori

A uniformidade existente nos gréaficos apresentados na Figura 6.4 indica convergéncia

para as cadeias.

EE cEins12 Deta] cElns 122
12 F 15
. 10
. os |
ana a0
T T T T T T
5001 10000 500 10000
1 = Wam Iteaian
flcains 122 m craEines 122
10 10
a5 as
a0 ag
5001 10000 2001 10000
Reration Re@E®on
fets s 12
1. =
(=
[=R=]
Sa00 gle=as
B o
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Os valores obtidos na Figura 6.5, pelo diagnostico de Gelman&Rubin (1992), sdo muito

proximos de 1, o que indica a convergéncia das cadeias. Através do teste grafico da Figura

6.5 também verifica-se a convergéncia para todas as cadeias.
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Figura 6.6 - Auto Correlagao

Observa-se da Figura 6.6 que os parametros apresentam baixa auto-correlagao, con-

siderando um salto igual a 10.

2- Covariavel Distancia Percorrida

Tabela 6.3 -Valores dos pardmetros estimados a posterior:

Parametros real média DP Regiao de Credibilidade
Bo 2,5000 | 2,6960 | 0,3479 (1,9570; 3, 3170)
B4 0,0010 | 0,0008 | 0,0002 (0,0001;0.0013)
© 0,00125 | 0,00120 | 0,00003 (0,0011;0,0012)
m 3,0000 | 3,2980 | 0,4061 (2,5540; 4, 1430)
0 0,0200 | 0,0242 | 0,0080 (0,0113;0.0422)
o 16,1669 | 20,2100 | 6,6890 (9, 3090; 35, 1800)
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Tabela 6.4 -Custo médio individual de sinistros

Foérmula Real Meédia DP Regiao de Credibilidade
5 %o
== 831,8911 | 832,8000 | 24,0900 | (786,6000;881,5000)
> n;0
j=1

Através dos resultados acima, verificamos que as estimativas obtidas para os parame-

tros (Tabela 6.3) sao satisfatérias, estdo proximas do valor real, e que o custo médio de

sinistros estimado também esta préximo de seu valor real (Tabela 6.4)
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Figura 6.7 - Densidade a Posteriori

As densidades dos parametros a posteriori sao observadas na Figura 6.7
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Figura 6.8 - Tracos a Posteriori

Os gréficos apresentados na Figura 6.8 indicam convergéncia para as cadeias pois

existe uniformidade no decorrer das iteragoes.
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Através do teste gréfico, Figura 6.9, verificamos a convergéncia para todas as cadeias,

esta convergéncia ¢ confirmada pelos valores do diagnéstico de Gelman&Rubin (1992) que

sao muito proximos de 1.
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Figura 6.10 - Auto Correlagao

Na Figura 6.10 observamos que os parametros apresentam baixa auto-correlacao, con-

siderando um salto igual a 10.

6.4.3 Resultados referentes ao modelo na presenca de duas co-

variaveis

Nessa subseccao serao apresentados os resultados obtidos para o modelo quando sao con-

sideradas ao mesmo tempo as covaridveis idade e distancia percorrida.
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Tabela 6.5 - Valores dos parametros estimados a posterior:

Parametros Real Média DP Regiao de Credibilidade
Bo 2,8000 | 3,0980 | 0,3639 (2,3200; 3, 7460)
o —0,0100 | —0,0111 | 0,0023 (—0,0159; —0,0065)
By 0,0010 | 0,0007 | 0,0002 (0,0003;0,0012)
% 0,00125 | 0,00120 | 0,00003 (0,0011;0,0013)
m 3,0000 | 3,2970 | 0,4058 (2,5540;4,1330)
0 0,0200 | 0,0255 | 0,00879 (0,01137;0,0454)
Q@ 15.95364 | 19,5800 | 7,0280 (9, 1750; 36, 560)

Tabela 6.6 - Custo médio individual de sinistros

Foérmula Real Média DP Regiao de Credibilidade
5 3
== 804, 9524 | 805,200 | 23,4800 | (760,3000;852,9000)
> nif
j=1

As estimativas obtidas para os parametros a posteriori, (Tabela 6.5), sdo satisfatorias

pois os valores dos pardmetros estao muito préximos dos valores reais utilizados. O custo

médio de sinistros estimado, (Tabela 6.6), também ¢ muito satisfatério.
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Figura 6.11- Densidade a Posteriori

A densidade dos parametros f3,, 31, B4, m, ¢ € 0 sao dadas na Figura 6.11.
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Figura 6.12 - Tracos a Posteriori
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Os graficos apresentados na Figura 6.12 indicam convergéncia para as cadeias pois

existe uniformidade nos tracos ao longo das iteragoes.
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Figura 6.13 - Testes Graficos de Gelman&Rubin

Através dos diagnésticos de Gelman&Rubin (1992) verificamos a convergéncia das
cadeias, pois sao muito préximos de 1, esta convergéncia também é verificada nos testes

graficos apresentados na Figura 6.13.
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Figura 6.14 — Auto Correlacao

Na Figura 6.14 verifica-se que os paradmetros

siderando um salto igual a 10.

apresentam baixa auto-correlacao, con-



Capitulo 7

Comparacao entre estimadores

Classicos e Bayesianos

Considerando o Modelo de Tweedie Poisson Composto (Jorgensen & Souza, 1992), é
possivel avaliar as precisoes dos estimadores cldssicos e Bayesianos sobre o custo médio
individual de sinistros. Neste capitulo utilizaremos a reparametrizagao apresentada no
Capitulo 5 para compararmos, via simulacao, os estimadores cldssicos e Bayesianos para

o modelo de Tweedie sem considerar a presenca de covaridveis.

7.1 Desempenho dos estimadores classicos e Bayesianos

Para avaliar o desempenho dos estimadores clédssicos e Bayesianos, considerando que a
reparametrizacao apresentada no Capitulo 5 proporcionou uma reducao acentuada de
correlagao entre os parametros, utilizaremos a fungao de verosimilhanga definida em (5.2)

Através de técnicas de reamostragem verificamos o desempenho dos estimadores clas-
sicos e Bayesianos supondo N; ~ Po(m), onde N; representa o nimero de sinistros por
grupo, e T;|N; = n; ~ Ga (an;, ) ,onde T; representa o custo total de sinistros por grupo.

Para todas as 300 replicagoes da simulacao sao definidos a = 16 e 8§ = 0, 02. Os valores
de m sdo gerados a partir da distribuicao Po(3) e Po(50), o que correspondem a grupos
com pequenas taxas de sinistros e grupos com altas taxas de sinistros, respectivamente.
Trés tamanhos amostrais sao considerados: n = 10, n = 20 e n = 50. As métricas usadas

para comparagao sao o erro quadrético médio (EQM) e o vicio.
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Os softwares R, SAS e Winbugs (Spiegelhater et al, 1996) foram utilizados na imple-
mentacao das simulacoes e cdlculo das estimativas cldssicas e Bayesianas. As estimaivas
Bayesianas sao dadas pelas médias das cadeias geradas a partir das distribuicoes a poste-
riort de cada pardmetro do modelo.

Para estimar os parametros «, e m consideraremos como piori nao informativa a
distibuigao G(1,0.1), que produz média 10 e variancia 100. Lembramos que os valores
reais dos parametros sao o = 16, = 0,02 e m = 3 ou 50, desta forma a priori G(1,0.1)

é extremamamente nao informativa para o conjunto de parametros

7.2 Resultados Obtidos

Nas Tabelas abaixo apresentamos os EQM ’s, vicios e as médias das estimativas, além do
custo médio individual de sinistros determinado pela razao das estimativas médias de a e
f. Os valores presentes na coluna Média -Bayesiana sao obtidos considerando as seguintes
fases: i) em cada execucdo MCMC calculamos as médias dos valores obtidos nas cadeias,
para cada parametro; ii) apés 300 execugoes do processo MCMC, calculamos as médias
destas médias. Os valores presentes na coluna Média-Cldssica sao obtidos considerando
as médias das estimativas obtidas em 300 execucoes Newton-Raphson para « e 6. e 300
estimativas de maxima verossimilhanca para m.

Duas situacoes foram consideradas na andlise: a primeira com pequena taxa m de

ocorréncia de sinistros em cada grupo e a segunda com uma alta taxa m.
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7.2.1 Baixa Taxa de Ocorréncia de Sinistros-Poisson (3)

Tabela 7.1 - Estimativas de a.(Real = 16).

n 10 20 50

Meédia-Cléssica 21,6116 | 18,3385 | 16,5271

Média -Bayesiana | 15,8012 | 16,1421 | 16,1758

EQM-Cléssico 190,0936 | 54,5951 | 14,6380

EQM-Bayesiano | 32,0082 | 24,1076 | 9,9872

Vicio-Cléssico 5,6210 2,3425 | 0,5279

Vicio-Bayesiano 0, 1990 0,1423 | 0,1761

Observando os resultados da Tabela 7.1, verifica-se que as estimativas médias esti-
madas via métodos Bayesianos para o pardmetro a estao mais préximas do valor real em
comparacao com as estimativas cldssicas, para todos os tamanhos amostrais e o EQM para
o método Bayesiano é bem menor que o EQM para o método cldssico em amostras peque-
nas e moderadas e os EQM’s sao similares para grandes amostras. Os vicios associados

ao método Bayesiano sao, em todo os casos, menores que os do método cldssico.

Tabela 7.2 - Estimativas de 6.(Real = 0.02).

n 10 20 20

Média-Cléssica 0,02719 | 0,02302 | 0,02065

Meédia -Bayesiana | 0,01990 | 0,02020 | 0,02020

EQM-Cléssico 0,00030 | 0,00008 | 0,00002

EQM-Bayesiano | 0,00005 | 0,00003 | 0,00001

Vicio-Cldssico 0,00720 | 0,00303 | 0,00065

Vicio-Bayesiano 0,00007 | 0,00026 | 0,00021

Pelos resultados apresentados na Tabela 7.2 observa-se que as estimativas cldssicas e
Bayesianas para # sao similares, mas, por outro lado, o EQM para o método Bayesiano

¢ menor, em amostras pequenas, que o EQM para o método cldssico. Em amostras
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moderadas e grandes os EQM’s para os dois métodos sao similares. Novamente, os vicios

associados ao método Bayesiano sao menores que os do método cléssico em todo os casos.

Tabela 7.3 - Estimativas de m.(Real = 3).

n 10 20 30

Média-Cléssica 3,1986 | 3,1776 | 3, 1862

Média -Bayesiana | 3,2467 | 3,1857 | 3, 1889

EQM-Cléssico 0,3099 | 0,1655 | 0,0833

EQM-Bayesiano | 0,3081 | 0.1651 | 0,0879

Vicio-Cléssico 0,1788 | 0,1865 | 0,1760

Vicio-Bayesiano 0,2471 | 0,1860 | 0,1892

Pelos resultados apresentados na Tabela 7.3 e 7.4 observa-se que os dois métodos sao
similares em praticamente todas as métricas estudadas, com o vicio cldssico menor em

pequenas amostras que o vicio Bayesiano.

Tabela 7.4 - Estimativas de §.(Real = 800)

n 10 20 20

Média-Cléssica 799,9536 | 798,2815 | 800,4803

Meédia -Bayesiana | 793,0719 | 798,3056 | 800, 1069

EQM-Clé&ssico 1341,1950 | 576,1979 | 255,0164

EQM-Bayesiano | 1344,8090 | 578, 7271 | 254, 8089

Vicio-Cléssico 4,0532 1,7214 0,4810

Vicio-Bayesiano 5, 8576 1,6972 0,1071
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7.2.2 Alta Taxa de Ocorréncia de Sinistros-Poisson (50)

Tabela 7.5 - Estimativas de a.(Real = 16)

n 10 20 50

Meédia-Cléssica 21,3312 | 18,4978 | 16, 8100

Média -Bayesiana | 15,5610 | 16,1742 | 16,0248

EQM-Cléssico 175,1840 | 42,3973 | 11,2618

EQM-Bayesiano | 28,7918 | 18,6156 | 8,3479

Vicio-Cléssico 95,3401 2,5020 | 0,8113

Vicio-Bayesiano 0, 4396 0,1744 | 0,0248

Com altas taxas de sinistro observa-se, pelos resultados apresentados nas Tabelas
7.5 a 7.8, que o método Bayesiano é claramente melhor que o método cldssico quando

analisamos as estimativas e as métricas para os parametros em estudo.

Tabela 7.6 - Estimativas de 6. (Real = 0,02)

n 10 20 50

Média-Cléssica 0,02666 | 0,02313 | 0,02101

Média -Bayesiana | 0,01945 | 0,02023 | 0,02002

EQM-Cléassico 0,00027 | 0,00006 | 0,00001

EQM-Bayesiano | 0,00004 | 0,00002 | 0,00001

Vicio-Cldssico 0,00667 | 0,00314 | 0,00101

Vicio-Bayesiano | 0,00054 | 0,00023 | 0,00002
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Tabela 7.7 - Estimativas de m. (Real = 50)

n 10 20 50
Média-Classica 50, 1007 50,0318 50,0629
Média -Bayesiana | 49, 7045 49,8315 49,9815
EQM-Clé&ssico 2231,2080 | 2221, 6480 | 2223, 2690
EQM-Bayesiano | 2193,8110 | 2202, 7660 | 2215, 5890
Vicio-Cléssico 47,1796 47,1106 47,1417
Vicio-Bayesiano 46, 7828 46,9108 46, 0603

Tabela 7.8 - Estimativas de §. (Real = 800)

n 10 20 50
Meédia-Classica 799, 6148 | 799, 8209 | 800, 0827
Meédia -Bayesiana | 799, 7277 | 799, 7712 | 800, 0730
EQM-Clé&ssico 92,4892 | 38,3481 | 14,8356
EQM-Bayesiano | 92,3232 | 38.39463 | 14,6688
Vicio-Cléssico 0, 3857 0,1794 0, 08281
Vicio-Bayesiano 0, 4868 0,2291 0,0732

7.3 Conclusao

Comparando as estimativas para os pardmetros « e 6, verifica-se que o método Bayesiano
é claramente melhor que o método cléssico levando em conta as métricas estudadas. O
método bayesiano é ainda melhor quando ocorreu aumento da taxa de sinistro. Para o

parametro m os dois métodos sao similares em praticamente todas as métricas estudadas.



Capitulo 8

Conclusoes e Propostas Futuras

Nessa dissertacao desenvolvemos uma abordagem cldssica e Bayesiana para o modelo
de Tweedie Poisson Composto, apresentado por Jorgensen & Souza (1992), com foco
principal na estimacao do custo médio individual de sinistros. Com esta estimativa é
possivel a empresa determinar o valor do prémio dentro do segmento de grupo estudado.

Ambas abordagens, cldssica e Bayesiana, trouxeram estimativas satisfatérias para os
parametros de interesse «, 6 e m e também para o custo médio individual de sinistros
(a/6). O método Bayesiano apresenta resultados melhores considerando as métricas de
comparagao.

No enfoque Bayesiano foi utilizada uma reparametrizacao para os parametros « e 6
com o objetivo de minimizar a presenca de correlagao existente entre os pardmetros e para
tentar diminuir a autocorrelacao. A reparametrizagao mostrou-se extremamente eficiente
na solucao destes dois problemas.

Outro ponto central da dissertacao foi o desenvolvimento de inferéncia Bayesiana para
o modelo de Tweedie na presenca de covaridveis. Os resultados apresentados mostraram
satisfatérios e mais precisos que os casos sem a presenca de covaridveis.

Em todos os casos estudados foram utilizados prioris nao informativas sobre os parame-
tros a, ¢ e m para os modelos sem covaridveis e para os parametros o, ¢ € m, 3,3, e
(5 para os modelos com covaridveis. Os diagnésticos apresentaram, em todos os cendrios,
convergéncias e baixa auto-correlacgao.

Como continuagao desse trabalho, propoe-se a utilizacao de prioris informativas, a

utilizagao de outras distribuicoes para representar o custo individual de sinistros e, se
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possivel, a ilustracao da metodologia desenvolvida em conjuntos de dados reais.
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Apéndice A
Demonstracoes

As proposigoes e coroldrios a seguir foram propostas e demostradas em Canal, G. Y.
(1992).
Proposigao A.1: Propriedade de Convolugao das Familias ED* (6, \). Sejam Z1, ..., Z,

varidveis aleatérias independentes com distribuicoes

parat=1,....,n.
Se Z, =7Z1+ ..+ Z,entdao Z, ~ ED*(0,\1 + ... + \p).
Demonstragao: Lembrando que a fungao geradora de momentos da soma de varidveis

aleatdrias independentes é o produto delas, obtém-se

Gz, (t:0) =exp | > N{k(0+t)—k(®)}|,t€O—-0,tcO0 -0,

i=1
que é a fungao geradora de momentos de uma varidvel ED*(6,\; + ... + \,). Portanto,
Zy ~ ED* (0,0 4 ... + \n)-

Como

1
Y ~ ED (p,0?) @AYNED*(Q,/\),(;Q:X,

temos o seguinte coroldrio:

Coroldrio A.1: Se Y], ..., Y, sao varidveis aleatérias independentes e
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Y, ~ ED (,u,a2/wi) i=1,...,n,

com pesos w;, tais que w;/o* € A, entdo a forma reprodutiva da férmula de convolugao é

dada por

LZU)ZY; ~ ED (,U,Uz/er) )
Wt i3

onde wy = wy + ... + wy,.

Demonstracao: (diagramética)

Y, ~ ED (u, 02/wi) =22 5=2,Y; ~ ED* (9, U’Qwi)
| Proposicao 2.2.1

wi Zini ~ FED (,u, 02/w+) 022 52 Zin;- ~ ED* (6’, a_2w+) )
T =1 i=1

Proposicao A.2:
A varidvel aleatéria Z dada em (3.1) com Z; ~ Ga(—0,—«) é uma distribuigao

ED* (0, \) com fun¢ao densidade dada por

f2(250,0,0) = Z{?ké_(;;;n?}

n=1

P(Z=0) = exp{—\k, (0)}

exp {6z — Ak, (0)}

onde

o a—1

Ko - ()

Vi(p) = p” comp e (1,2).

Demonstragao:

Dado Z; ~ Ga (-6, —«a) ou seja, sua funcao densidade é da forma
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—a—1 _0z
I (—a) z e’
Simplificando a notacao, temos que
f2(2) =) fan (zn)
n=1

fzn (z.n) = fzyn (2) . fn (n).
Pela propriedade de convolucao, proposicao A.1, temos que

ZIN =n~ Ga (-0, —na).

e portanto

. — <_8)_a —a—1 6’zmn -m
fZ,N (Zan797>\7a) - mz e He ,

para z > 0,n > 1.
Por conveniéncia se introduz o parametro A, definido através de m, na seguinte maneira

(lembre-se de 3.1.3)

m = AK,(0),

onde

para obter

fzn (z,m0,\, ) = {;“k(p_(;;)/;?i exp {0z — Nk, (0)}.
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onde p=(a—2)/(a—1). Como a < 0 temos que p € (1,2).



Apéndice B
Programas

Seguem as linhas de instrucoes em SAS, para os procedimentos de estimativas intervalares

empiricas, utilizadas nas Inferéncias Cldssicas.

Codigo 1

Cédigo do programa utilizado no software SAS afim de obtermos a estimativa dos
parametros de interesse a partir da fungao de verossimilhanca definida em (4.4).

options nonotes;

data z;

infile "c:\flavia\zc__dez.txt";

input z;

run;

data nn;

infile "c:\flavia\nc _dez.txt";

input nn;

run;

data dados;

set z;

set nn;

run;

%let iter=300; /* nimero de iteragoes™/

/* separando os dados™/
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Y%macro dados;

%do i=1 %to &iter;

Y%put "Separando Matriz &i";

proc iml;

use dados var _all ;

read all into dados;

dados&i= shape(0,20,2);

dados&i= dados[20*&i-19:20%&i,];

colnames={z&i nn&i};

create dados&i from dados&i[c=colnames];

append from dados&i;

close dados&si;

quit;

%put "Estimando da Matriz &i";

proc nlp data = dados&i tech = tr phes cov = 2 vardef=n;

max I;

parms teta&i = 0.04,

q&i = 12;

a&i = sum(nn&i);

d&i = gamma(nn&i+1);

m&i = sum(nné&si)/20;

L = q&i*a&i*(log(teta&i)) - sum(log(gamma(q&i*nn&i)))+sum((q&i*nn&i-1)*log(z&i))-
teta&ei*sum(z&i)+(sum(nn&i))*log(mé&i)-mé&i*20+sum(log(d&i));

run;

Yoend;

%mend dados;

%dados;

Cédigo 2
Cédigo do programa no software SAS utilizado na implementacao das simulacoes e

célculos das estimativas classicas demonstradas no capitulo 7.
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O cédigo abaixo é referente quando utilizamos uma amostra de tamanho 20 e dis-
tribuicad Poisson com pardmetro 50. Para os demais casos, os programas sao andlogos a
este.

options nonotes;

data z;

infile "c:\poisson50 20janeiro\custo20.txt";

input z;

run;

data nn;

infile "c:\poisson50 20janeiro)\sinistro20.txt";

input nn;

run;

data dados;

set z;

set nn;

run;

%let iter=300; /* nimero de iteragoes™/

/* separando os dados™/

Y%macro dados;

%do i=1 %to &iter;

%put "Separando Matriz &i";

proc iml;

use dados var _all ;

read all into dados;

dados&i= shape(0,20,2);

dados&i= dados[20*&i-19:20*&A,;

colnames={z&i nn&i};

create dados&i from dados&i[c=colnames];

append from dados&i;

close dados&zi;

m&i= shape(0,300,1);
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m&i = dados&i[,2][+]/20;

create m&i from mé&i;

append from mé&i;

close mé&i;

quit;

Y%put "Estimando da Matriz &i";

proc nlp data = dados&i tech = tr phes cov = 2 vardef=n;

max l;

parms teta&i = 0.01,

q&i = 12;

a&i = sum(nn&i);

d&i = lgamma(nn&i+1);

m&i = sum(nn&i)/20;

L = q&i*a&i*(log(teta&i)) - exp(sum(log(lgamma(q&i*nn&i))))+sum((q&i*nn&i-1)*log(z&i))-
teta&i*sum(z&i)+(sum(nn&i))*log(méi)-mé&i*20-exp(sum(log(d&zi)));

run;

Y%end,;

%mend dados;

%dados;

Seguem as linhas de instrugoes em WinBUGS para o procedimentos MCMC usados

nas andlises Bayesianas apresentadas nesta dissertacao.

Cédigo 3

Cédigo do programa no software WinBUGS, a fim de obtermos amostras da dis-
tribuigao condicional dos parametros de interesse, sob o modelo definido em (5.2).

model;

{

for(iinl: N) {

pli] <- exp(eli])

unsfi] ~“dbern(p[i])
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eli] <- (alfa * n[i]) * log(alfa*fi) + (alfa™ n[i] - 1) * log(z[i]) - (alfa*fi) * z[i] + nl[i] *
log(m) - m - loggam(alfa * n[i]) - logfact(nli]) / C

}

fi “dgamma(0.001,0.001)

m ~dgamma(0.001,0.001)

alfa ~“dgamma(0.001,0.001)

teta<-alfa™fi

media<-alfa/teta

C<-1

}

list(N=20,z=c(2569.8627,720.8103,1650.6456,2785.0330,2520.3491,2817.5855,

2457.2603,2250.7575,870.1064,1608.2753,1594.8315,3297.8704,4727.7821,2308.6359,

2685.4870,4187.8307,5951.9163,3280.4676,2132.4157,3318.9981),

n=c(3,1,3,3,3,3,3,3,1,2,2,4,6,3,3,6,7,4,2,4),

uns=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1))

list(m=1,i=0.01,alfa=12)

list(m=4,fi=0.04,alfa=20)

Codigo 4

Cédigo do programa no software WinBUGS , a fim de obtermos amostras da dis-
tribuicao condicional dos parametros de interesse, sob o modelo definido em (7.2), con-
siderando a presenca da covaridvel idade. Para as demais covaridveis o programa é and-
logo.

model;

{

for(iin1: N){

p[i] <- exp(efi])

uns(i] ~“dbern(p[i])

eli] <- (somali]* log(fi*alfamedio) - loggam(somali]) + (somali] - 1) * log(z[i]) - (fi*alfamedio)
*z[i] + n[i] * log(m) - m - logfact(n[i])) / const

}

m ~dgamma(0.001,0.001)
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fi”dgamma(0.001,0.001)

beta0 ~dnorm( 0,0.001)

betal ~dnorm( 0,0.001)

for (iin 1:N1) {

alfalli] <-exp(beta0*x0[1]+betal*x1[i])
}

somall]<-sum(alfal[])

n[1]<-N1

for (i in 1:N2) {

alfa2[i] <-exp(beta0*x0[2]+betal*x2[i])
}

somal2]<-sum(alfa2[])

n[2]<-N2

for (iin 1:N3) {

alfa3i] <-exp(beta0*x0[3]+betal*x3[i])
}

somal3]<-sum(alfa3[])

n[3]<-N3

for (i in 1:N4) {

alfad[i] <-exp(beta0*x0[4]+betal*x4l[i])
}

somal4]<-sum(alfad|])

n[4]<-N4

for (i in 1:N5) {

alfab[i] <-exp(beta0*x0[5]+betal*x5]i])
}

somal5]<-sum(alfa5[])

n[5]<-Nb

for (i in 1:N6) {

alfa6li] <-exp(beta0*x0[6]+betal*x6]i])
}
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soma/[6]<-sum(alfa6|])

n[6]<-N6

for (i in 1:N7) {

alfa7[i] <-exp(beta0*x0[7]+betal*x7]i])

}

somal7]<-sum(alfa7[])

n[7]<-N7

for (i in 1:N8) {

alfa8]i] <-exp(beta0*x0[8]+betal*x8(i])

¥

somal8]<-sum(alfa8][])

n[8]<-N8

for (i in 1:N9) {

alfa9[i] <-exp(beta0*x0[9]+betal*x9[i])

}

somal9]<-sum(alfa9[])

n[9]<-N9

for (i in 1:N10) {

alfalO[i] <-exp(beta0*x0[10]+betal*x10]i])
}

soma[10]<-sum(alfal0[])

n[10]<-N10

for (i in 1:N11) {

alfall[i] <-exp(beta0*x0[11]+betal*x11[i])
}

somal[ll]<-sum(alfall[])

n[11]<-N11

for (iin 1:N12) {

alfal2[i] <-exp(beta0*x0[12]+betal*x12]i])

}

soma[12]<-sum(alfal2(])
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n[12]<-N12

for (i in 1:N13) {

alfal3[i] <-exp(beta0*x0[13]+betal*x13[i])
}

soma|[13]<-sum(alfal3[])

n[13]<-N13

for (iin 1:N14) {

alfald[i] <-exp(beta0*x0[14]+betal*x14]i])
}

somal[l4]<-sum(alfal4[])

n[14]<-N14

for (i in 1:N15) {

alfal5li] <-exp(beta0*x0[15]+betal*x15[i])
}

somal[l5]<-sum(alfal5[])

n[15]<-N15

for (i in 1:N16) {

alfal6[i] <-exp(beta0*x0[16]+betal*x16]i])
}

somal[16]<-sum(alfal6[])

n[16]<-N16

for (i in 1:N17) {

alfal7[i] <-exp(beta0*x0[17]+betal*x17[i])
¥

somal[l7]<-sum(alfal7[])

n[17]<-N17

for (iin 1:N18) {

alfal8[i] <-exp(beta0*x0[18]+betal*x18][i])
}

soma|[18]<-sum(alfal8[])

n[18]<-N18
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for (i in 1:N19) {

alfal9[i] <-exp(beta0*x0[19]+betal*x19[i])

}

soma[19]<-sum(alfal9[])

n[19]<-N19

for (i in 1:N20) {

alfa20[i] <-exp(beta0*x0[20]+betal*x20[i])

}

soma[20]<-sum(alfa20[])

1[20]<-N20

const<-1

total<-sum(somal])

alfamedio<-total /66

teta<-fi*alfamedio

customedio<-total/(teta*66)

}

list(N=20,z=c(3023.322,757.1312,3420.356,3150.857,3595.393,2476.457,
3055.705,1958.668,709.7797,975.6207,1179.688,4600.59,3125.756,2334.021,
3054.797,4299.165,5175.727,2561.269,1037.936,1829.836),
x1=c(18,19,18),

(22),
c(24,21,20),
c(23,22,19),
c(22,24,18
(27,26,35
(

(

(3

X2=c
x3
x4

XD
x6
x7
x8

Y

C

Y

c(22,19,21),
c(25,31,33),
x9=c(39),
x10=c(48,56),
x11=c(36,45),
x12=c(18,24,23,20),

)
)
)
)
)
)
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x13=c(52,55,47,49,51,53),
x14=c(39,46,37),
x15=c(22,19,24),
x16=c(34,25,32,31,35,30),
x17=c(30,29,28,31,35,34,26),

(

(

(

x18=c(44,40,42,36),

x19=c(69,59),

x20=c(58,60,62,69),

N1=3,

N2=1,N3=3 N4=3 N5=3 N6=3 N7=3 N8=3,N9=1,N10=2,N11=2,N12=4,
N13=6,N14=3,N15=3,N16=6,N17=7,N18=4,N19=2,N20=4,
uns=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
x0=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1))

list(m=1,beta0=2,betal= -0.03,fi=0.04)

list(m=>5,beta0=6,betal= -0.04,fi=0.01)





