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Resumo

Neste estudo sao abordadas duas distribuigoes discretas baseadas em ensaios de Bernoulli,
a Binomial e a Binomial Negativa. Sao explorados intervalos de credibilidade e confianca
para estimacao da probabilidade de sucesso de ambas as distribui¢coes. A principal
finalidade é analisar nos contextos classico e bayesiano o desempenho da probabilidade
de cobertura e amplitude média gerada pelos intervalos de confianca e intervalos de
credibilidade ao longo do espaco paramétrico. Considerou-se também a anéalise dos
estimadores pontuais bayesianos e o estimador de maxima verossimilhancga, cujo interesse
é confirmar por meio de simulacao a consisténcia e calcular o viés e o erro quadratico
médio dos mesmos. A Inferéncia Bayesiana Objetiva é empregada neste estudo por meio
das distribuigoes a priori nao-informativas de Bayes-Laplace, de Haldane, de Jeffreys e
menos favoravel. Ao analisar as distribuigdes a priori no contexto de teoria de decisoes
minimax, a distribuicao a prior: menos favoravel resgata as demais citadas ao empregar
a funcao de perda quadrética e coincide com a distribuicao a priori de Bayes-Laplace
ao considerar a funcao de perda quadratica ponderada para o modelo Binomial, o que
nao foi encontrado até o momento na literatura. Para o modelo Binomial Negativa sao
consideradas as distribui¢oes a prior: nao-informativas de Bayes-Laplace e de Jeffreys.
Com os estudos desenvolvidos pode-se observar que a Inferéncia Bayesiana Objetiva para
a probabilidade de sucesso dos modelos Binomial e Binomial Negativa apresentou boas
propriedades freqiientistas, analisadas a partir da probabilidade de cobertura e amplitude
média dos intervalos bayesianos e por meio das propriedades dos estimadores pontuais. A
ultima etapa do trabalho consiste na analise da ocorréncia de propor¢oes correlacionadas
em pares de eventos de Bernoulli (tabela 2 x 2) com a finalidade de determinar um possivel
ganho de informacao em relacao as medidas consideradas para testar a ocorréncia de

proporgoes correlacionadas. Para tanto fez-se uso do modelo Trinomial e da fungao de
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verossimilhanga parcial tanto numa abordagem cléssica quanto bayesiana. Nos conjuntos
de dados analisados observou-se a medida de evidéncia bayesiana (FBST) como sensivel
a parametrizacao, ja para os métodos classicos essa comparacao nao foi possivel, pois
métodos distintos precisam ser aplicados para o modelo Trinomial e para a fungao de

verossimilhanca parcial.

Palavras-chave: Distribuicao a priori menos favoravel; Distribuicao Binomial;

Distribuicao Binomial Negativa; Inferéncia Bayesiana Objetiva; Medida de evidéncia

bayesiana (FBST).



Abstract

This study considers two discrete distributions based on Bernoulli trials: the Binomial and
the Negative Binomial. We explore credibility and confidence intervals to estimate the
probability of success of each distribution. The main goal is to analyze their performance
coverage probability and average range across the parametric space. We also consider
point analysis of bayesian estimators and maximum likelihood estimators, whose interest is
to confirm through simulation their consistency, bias and mean square error. In this paper
the Objective Bayesian Inference is applied through the noninformative Bayes-Laplace
prior, Haldane prior, reference prior and least favorable prior. By analyzing the prior
distributions in the minimax decision theory context we verified that the least favorable
prior distribution has every other considered prior distributions as particular cases when
a quadratic loss function is applied, and matches the Bayes-Laplace prior in considering
the quadratic weighed loss function for the Binomial model (which was never found in
literature). We used the noninformative Bayes-Laplace prior and Jeffreys prior for the
Negative Binomial model. Our findings show through coverage probability, average range
of bayesian intervals and point estimation that the Objective Bayesian Inference has good
frequentist properties for the probability of success of Binomial and Negative Binomial
models. The last stage of this study discusses the presence of correlated proportions in
matched-pairs (2 x 2 table) of Bernoulli with the goal of obtaining more information in
relation of the considered measures for testing the occurrence of correlated proportions.
In this sense the Trinomial model and the partial likelihood function were used from
the frequentist and bayesian point of view. The Full Bayesian Significance Test (FBST)
was used for real data sets and was shown sensitive to parameterization, however, this
study was not possible for the frequentist method since distinct methods are needed to

be applied to Trinomial model and the partial likelihood function.

11
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Keywords: Least favorable prior distribution; Binomial distribution; Nega-
tive Binomial distribution; Objective Bayesian Inference; Full Bayesian Significance Test

(FBST).
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Capitulo 1

Introducao

Ao realizar um experimento o pesquisador pode ter interesse em respostas que
assumam um numero finito de valores, por exemplo a condi¢do de uma pega (defeituosa

e nao defeituosa) e o desempenho de um candidato (bom, regular ou péssimo).

A anélise de estudos em que a variavel resposta apresenta esta natureza categorica
¢ chamada de analise de dados discretos, pois as distribui¢oes discretas de probabilidade

encontram-se associadas as variaveis de interesse.

Este texto aborda distribuigoes discretas cujas distribui¢coes de probabilidade
estao baseadas em ensaios de Bernoulli, cujos resultados sao binarios. Para as distribui¢oes
Binomial e Binomial Negativa a finalidade principal é analisar, nos contextos classico
e bayesiano, o desempenho das probabilidades de cobertura e amplitudes médias dos
intervalos de confianca e intervalos de credibilidade para a probabilidade de sucesso das

duas distribui¢oes ao longo do espaco paramétrico.

A motivacao deste trabalho estéd baseada no principio freqiientista (Neyman,
1977) que consiste em considerar réplicas para diferentes valores do pardmetro, nao apenas

réplicas em um tnico parametro fixo verdadeiro.

Adicionalmente este trabalho também deseja confirmar por meio de estudo de
simulagao que os estimadores pontuais bayesianos, média e moda da distribuicao a poste-
riori da probabilidade de sucesso, e o estimador classico de maxima verossimilhanca sao

consistentes, e também é calculado o viés e o erro quadratico médio dos mesmos.
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No caso dos intervalos de confianga para a probabilidade de sucesso, o intervalo
com aproximagao pela distribuicao Normal é geralmente aplicado, conforme destacam
Brown et al. (2001), isso também pode ser observado nos cursos introdutorios de Inferéncia
Estatistica. Brown et al. (2002) mostram exemplos em que as probabilidades de cobertura
deste intervalo sao irregulares no espaco paramétrico. Contudo, propostas alternativas a
aproximacao pela distribuicao Normal sao temas de estudos mais antigos, como o intervalo
exato de Clopper & Pearson (1934), bem como estudos recentes, como o intervalo com

probabilidade de cobertura garantida de Chen et al. (2008).

Com os estudos desenvolvidos neste texto também teve-se interesse em explorar
algumas distribuicoes a priori nao-informativas existentes para os modelos abordados
(Agresti & Hitchcock, 2005; Lehmann & Casella, 1998, cap. 5). Berger (1985, p.
137) menciona que ao considerar distribuigdes a priori nao-informativas, os resultados
bayesianos podem, em varios casos, reproduzir os resultados classicos numericamente,

embora com interpretagoes diferentes.

Uma analise destas distribuicoes a priori no contexto de teoria de decisoes mi-
nimax através da distribuicao a priori menos favoravel também foi considerado para
o modelo Binomial. Como esta concep¢ao depende da fungao de perda associada, uma
proposta deste trabalho foi considerar uma funcao de perda na qual a distribuicao a prior:
é mais realista e nao depende do tamanho amostral conforme abordada por Lehmann &

Casella (1998, p. 311).

A qualidade do procedimento bayesiano é analisada no contexto freqiientista,
ou seja, amostras foram simuladas para a construcao dos intervalos de credibilidade.
Desses intervalos foi verificada a estabilidade da probabilidade de cobertura. Esse mesmo

procedimento foi considerado para os intervalos de confianga.

A distribuicao Binomial conta o niimero de sucessos em um ntmero fixo de ensaios
de Bernoulli e a distribuicao Binomial Negativa conta o ntimero de ensaios de Bernoulli

necessarios para se obter um ntmero de sucessos fixo (Casella & Berger, 2002, p. 82).

Suponha agora que estamos interessados em eventos do conjunto {(0,0), (0,1),
(1,0),(1,1)}. Um problema decorrente desses eventos, geralmente presentes quando se
trata de mudanga de comportamento ou mudanca de opiniao, é encontrar proporgoes

correlacionadas, pois a dependéncia entre as medidas causa dificuldade na obtencao de
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intervalos de confianga adequados, conforme citam Irony et al. (2000).

Geralmente para verificar a ocorréncia de proporgoes correlacionadas é empregado
o teste classico de McNemar (1947). O interesse deste trabalho ¢ analisar a percepgao da
ocorréncia da mudanca de opiniao ao considerar esse teste cléssico e o teste de significancia
genuinamente bayesiano (FBST - Full Bayesian Significance Test) (Pereira et al., 2008)
para duas proporgoes correlacionadas, por meio de conjunto de dados reais. Além disso,

analisar a percepc¢ao do impacto da verossimilhanga parcial (Altham, 1971).

1.1 Organizacao dos capitulos

O foco principal do Capitulo 2 é mostrar alguns métodos de obtengao de distribui-
¢oes a priori nao-informativas, mais consideradas na literatura, para os modelos Binomial

e Binomial Negativa e proporcionar uma reflexao sobre a Analise Bayesiana Objetiva.

No Capitulo 3 serao exploradas construcoes de distribui¢oes a priori nao-informa-
tivas para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial. O contexto de teoria de
decisoes minimax é abordado. Neste capitulo serao mostrados também alguns métodos
para construcao de intervalos classicos e bayesianos para a probabilidade de sucesso da

distribuicao Binomial.

No Capitulo 4 serao abordadas distribuigoes a priori nao-informativas, discutidas
no Capitulo 2, para a distribuicao Binomial Negativa, as dificuldades para construcao
da distribuicao a priori menos favoravel para esse modelo e algumas metodologias para

construcao de intervalos classicos e bayesianos.

A verificacao da probabilidade de cobertura e amplitude média dos intervalos seré
desenvolvida no Capitulo 5, no qual serao apresentados os resultados de simulacoes dos
métodos classicos e bayesianos mencionados nos Capitulos 3 e 4. Neste capitulo também
sao exploradas a consisténcia, o viés e o erro quadratico médio dos estimadores pontuais

gerados por ambas as metodologias classica e bayesiana.

No Capitulo 6 foi feita a ultima etapa do trabalho, na qual os eventos de interesse
podem ser representados por uma tabela 2 x 2 em que o tamanho amostral é fixo, ou

seja, os pares de ensaios de Bernoulli sao aleatoriamente distribuidos segundo um modelo
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Trinomial. Além disso, sdo apresentados os testes classicos de McNemar (1947) e Bino-
mial e o teste de significAncia genuinamente bayesiano (FBST). Essas metodologias sao
aplicadas a conjuntos de dados para detectar a ocorréncia de proporgoes correlacionadas.

As distribui¢es a priori nao-informativas sao consideradas para os modelos utilizados

(Agresti & Hitchcock, 2005).



Capitulo 2

Inferéncia Bayesiana Objetiva

Nao ha consenso quanto a definicao de Analise Bayesiana Objetiva, nem mesmo
quanto a sua meta (Berger, 2006). No entanto, um grupo de pesquisadores dedica-se
ao estudo desta teoria, pois acreditam que a Inferéncia Bayesiana Objetiva seja uma
alternativa reconciliadora com a inferéncia classica, pois a distribuicao a priori é nao-
informativa e a metodologia bayesiana possui boas qualidades freqiientistas para alguns

modelos ja estudados.

Workshops de ambito internacional sao realizados para discutir essa metodologia.
O oitavo workshop foi realizado em Roma (Italia, 2007); em 2009 ocorrerd o 9 Inter-
national Workshop on Objective Bayes Methodology, o qual seré realizado na Pensilvania
(Filadélfia, PA, EUA). Seu principal objetivo sera facilitar o intercAmbio de pesquisas
recentes, desenvolvimentos da metodologia bayesiana objetiva, estabelecer novas parcerias
e colaboracoes para canalizar os esforcos em problemas pendentes e assim abrir novos

rumos para um estudo mais aprofundado.

A anélise bayesiana com distribuic¢oes a priori nao-informativas tem sido cada vez
mais reconhecida como um método para estatisticos classicos obterem procedimentos com
boas propriedades freqiientistas (Yang & Berger, 1997). Berger (2006) debate algumas

posicoes filosoficas sobre o assunto:

1. A Analise Bayesiana Objetiva é o melhor método para sintetizar objetivamente e

comunicar as incertezas que surgem em um cenario especifico.

2. A Analise Bayesiana Objetiva ¢ uma convengao que devera ser adotada em situagoes
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na qual uma anélise subjetiva pode nao ser razoavel.

3. A Analise Bayesiana Objetiva é simplesmente uma colegao de metodologias de

aprendizagem a partir de dados, com uma finalidade especifica.

Conforme sugerido por Yang & Berger (1997) é possivel utilizar a Inferéncia
Bayesiana Objetiva para analisar a sensibilidade da informagao disponivel, ou seja, com-
parar as respostas de uma analise subjetiva com as respostas de uma anélise com dis-
tribuigao a priori nao-informativa. Em muitas situagoes praticas é usual fazer uso das
distribuicoes a prior: nao-informativas, principalmente quando nao hé a prior: informa-
gao alguma sobre o problema e/ou ha complexidade de elicitar distribui¢bes a priori

subjetivas.

Berger (2006) relata que diante das posigoes citadas, o item 2 necessita de um
rigor através da definicao de procedimentos objetivos bayesianos 6timos em fun¢ao de um
cenario bem definido. Uma abordagem nesse sentido é dada pela distribuicao a priori de

referéncia.

2.1 Distribuicoes a priori nao-informativa

A especificagao de distribuicoes a priori nao-informativas é usada quando se
espera que a informacao dos dados seja dominante, no sentido de que a informagao a
priori € vaga, ou seja, nao existe informacao a priori palpavel, tanto de natureza subjetiva

quanto objetiva.

O conceito de wvago (ignorancia a priori) nao é tnico e o problema de elicitar
distribuicoes a priort com tais caracteristicas pode se tornar bastante complexo. Por
outro lado, é reconhecida a necessidade de alguma forma de analise que consiga captar
esta nocao através de uma distribuicao a priori com efeito minimo sobre os resultados.
Esta anélise pode ser pensada como um ponto de partida quando nao se consegue uma

descricao detalhada do werdadeiro conhecimento a priori.

A seguir sao apresentados alguns métodos para obtencao de distribuicoes a priori

nao-informativas.
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2.1.1 Meétodo de Bayes-Laplace

A primeira idéia de auséncia de informacao a prior: que se pode ter é pensar em
uma distribuicao a prior: constante no espaco paramétrico. Essa idéia instigou Bayes e

Laplace a sugerir h(f) o k para @ variando em um subconjunto da reta.

Porém esta escolha pode trazer algumas dificuldades técnicas, como por exemplo,
se o intervalo de variagao de 6 for ilimitado, entao a distribuicao a priori é improépria, ou

melhor, /h(@)d@ = 00.

2.1.2 Meétodo de Jeffreys

Jeffreys critica a distribuicao a priori de Bayes-Laplace, pois o primeiro método
considera uma constante para representar a ignorancia a prior: e nao é invariante sob
transformacoes 1-1. Por conta disso ele propos, em 1961, uma forma de obtencao de
distribuigoes a priori que assegura invariancia sob transformagoes injetivas (Paulino et al.,

2003, p. 99). Esse método baseia-se na informagao de Fisher sobre 6 € R.

Definigao 2.1 (Casella & Berger, 2002, p. 338; Paulino et al., 2003, p. 99) Seja X
uma tUnica observagao com fungdo (densidade) de probabilidade h(z|f). A medida de

informacao esperada de Fisher de 6 por meio de X é definida como
Inh(X|0)\>
16) = Bx [(an_w) 9] |

00
Alternativamente, o resultado do lema a seguir pode ser considerado para calcular

a informacao esperada de Fisher uniparamétrica.

Lema 2.1 (Casella & Berger, 2002, p. 338) Se h(z|6) satisfaz

d%JEX [(%lnh(XW)) 9] :/% [(%lnh(w[ﬁ)) h(az\&)} dx

(verdade para distribuigoes da familia exponencial), entao
e) |

Ex [(% In h(X]9)>2

82
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O conceito de informacgao é associado a curvatura média da fun¢ao de verossimi-
lhanca; quanto maior a curvatura, mais precisa é a informacao contida na verossimilhanca,
ou seja, maior o valor de I(f). Observe que a esperanga matemética é tomada em relagao

a distribuigao da amostra h(X|0).

Defini¢ao 2.2 (Paulino et al., 2003, p. 101) No caso em que 8 = (6, ...,0;) é um vetor

paramétrico, define-se a matriz de informagcao esperada de Fisher de @ por meio de X por

9lnh(X|0) 0]

1(0)=IF -
(6) = Ex [ 0006
Definigao 2.3 (Paulino et al., 2003, p. 100; Berger, 1985, p. 87) Seja X uma variavel

aleatoria com fungao (densidade) de probabilidade h(x|f). A a priori de Jeffreys para o
caso uniparamétrico ¢ dada por h(#) o< I(#)'/?; e no caso multiparamétrico por h(6) o

[det 1(6)]V/2.

Vale ressaltar, contudo, que a priori de Jeffreys viola o principio da verossi-
milhanga, ja que a informagao de Fisher depende da distribuicao amostral. Mas um
importante ganho desta distribuicao a prior: em relagao a proposta de Bayes-Laplace é

que o parametro # nao precisa necessariamente pertencer a um espaco limitado.

Bernardo (1989) chama a atengao para alguns aspectos da distribui¢ao a priori

de Jeffreys:

1. A principal motivacao intuitiva da distribuicao a priori de Jeffreys é ser invariante,
a qual é uma condicao necessaria mas nao suficiente, para determinar uma referéncia

sensivel de distribuicao a priori.

2. A existéncia da distribuicao a priori de Jeffreys requer condigoes de regularidade

fortes, como a normalidade assintética da distribuigao a posteriori de 6, conforme

lembra Bernardo & Smith (2000, p. 314).

Jeffreys acreditava que uma distribuicao a priori deveria ser convencionada, um
padrao de referéncia, da mesma maneira que existem padroes de natureza cientifica.
Baseado na invariancia sugeriu um modelo de obtencao de distribuigao a priori. Bernardo
na tentativa de superar as dificuldades encontradas por Jeffreys propos, em 1979, a

distribuicao a priori de referéncia.
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2.1.3 Distribuicao a priori de referéncia

A distribuicao a priori de referéncia surgiu como uma forma objetiva para for-
mular uma distribuicao a priori nao-informativa que maximiza a falta de informagcao

(Bernardo, 2005; Bernardo & Smith, 2000, p. 304).

A especificagao da distribuicao a priori de referéncia é complexa computacional-
mente, mas para as funcgoes de verossimilhanga abordadas neste trabalho a mesma coincide
com o método de Jeffreys (ver em Yang & Berger, 1997). Na verdade, a distribui¢do a
priori de Jeffreys se tornou um caso particular desta distribuicao a priori em situagoes

na qual a densidade a posteriori de 6 possui normalidade assintotica.



Capitulo 3
Distribuicao Binomial

E comum realizar aplicacoes em que é considerado um ntmero fixo n de ob-
servacgoes binarias. Sejam x1, 2o, ..., T, respostas obtidas de n ensaios independentes e
idénticos, em que IP(X; = 1) =0 e IP(X; = 0) = 1 — 0, comumente tratados de “sucesso”
e “insucesso” para valores 1 e 0 (Agresti, 2007, p. 4). O numero de sucessos total X |6,
tem distribuicao condicional de X dado 6, adotado para unificar as notagoes quanto as
abordagens classica e bayesiana. Sua funcao de probabilidade para possiveis valores da

variavel aleatoria X é dada por

n

h(z]0) = < )9%1 — gy, (3.1)

x
emque 0<f<lex=0,1,2,...,n.
Esse modelo sera denotado por Bin(n,#). Sera convencionado neste estudo que

o parametro n é conhecido e 6, que descreve a probabilidade de sucesso, é o parametro a
n

ser estimado, que tem como estatistica suficiente X = 5 X;.
i=1

Para que a abordagem bayesiana possa ser construida algumas distribuicoes a

priori para o parametro de interesse serao discutidas a seguir.

3.1 Distribuicoes a prior: e distribuicoes a posteriori

A abordagem bayesiana para anélise de dados discretos iniciou-se com a estimagcao

da probabilidade de sucesso da distribuicao Binomial a partir da proposta de Bayes-

10
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Laplace. Mais tarde Haldane defendeu a distribuigdo a priori Beta(0,0) com aplicagoes
em genética. Bernardo propos a distribuicao a priori de referéncia, que coincide com a
distribuicao a priori de Jeffreys proposta anteriormente, conforme comentam Agresti &

Hitchcock (2005) e Gelman et al. (2004, p. 63).

3.1.1 Distribuicao a priori menos favoravel

No Capitulo 2 foram citados alguns métodos para obtencao de distribuicoes a
priori nao-informativas, consolidados na literatura, para estimacao da probabilidade de
sucesso no modelo Binomial. Contudo, estas distribuicoes a prior: serao analisadas no

contexto de teoria de decisdes minimax (Lehmann & Casella, 1998, cap. 5).

A teoria de decisoes minimax foi introduzida e desenvolvida extensivamente por
Von Neumann e Morgenstern em 1947, conforme descreve DeGroot (1970, p. 136).
A estimagao de Bayes para um possivel risco maximo foi considerada inicialmente por
Hodges e Lehmann, em 1959, ao tratar de problemas computacionalmente dificeis, se-

gundo Lehmann & Casella (1998, p. 429).

As informacoes a priori e dos dados sao complementadas com um novo tipo de
fungao (fungao de perda) que diz respeito as conseqiiéncias da decisdo tomada. A fungao
de perda L(0,d) associa uma penaliza¢ao, com valores positivos, para cada decisao d e
cada possivel valor do parametro . Quando a perda ¢é zero significa que o valor de 6 foi

corretamente estimado.

A precisao de uma fungao de decisao 0 é mensurada pela fungao de risco R(0, )
(Lehmann & Casella, 1998, p. 5). A fungao de risco exprime a perda média sofrida pelo
estatistico ao considerar o estimador §(X) em um estado da natureza 6 € O e ¢ definida

conforme segue.

Definicao 3.1 (Lehmann & Casella, 1998, p. 5) A fungao de risco da decisao §(X) ¢é
definida por

R(6.8) = Exo [L(6.5X)] = [ L(8,5(2))h(al0)d

X

no qual x denota o espago amostral.
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Note que a fungao de risco ¢ integrada em relacao ao espago amostral, o que nao
é bem visto por bayesianos. Uma alternativa é a solu¢ao minimax. A idéia do estimador

minimax, para um determinado parametro, é minimizar o risco maximo.

Definigao 3.2 (Lehmann & Casella, 1998, p. 309) Um estimador 6" de 6, que minimiza

o risco méaximo, quer dizer, o qual satisfaz
i%lf sup R(0,0) = sup R(, ™),
0 0

é chamado de estimador minimax.

Encontrar este estimador nao é simples; portanto, em muitos problemas nao é
possivel obter sua expressao exata. Lehmann & Casella (1998, p. 310) questionam ao
aplicar a idéia de estimadores minimax: Para qual distribui¢do a priori h(f) a solugao de

Bayes é minimax?

Para que se possa apresentar formalmente o conceito de distribuicao a prior:

menos favoravel é necessario utilizar o risco de Bayes (risco médio).

Definigao 3.3 (Berger, 1985, p. 11) O risco de Bayes da regra de decisao 9§, com
distribuigao a priori para 6 dada por h(6), é definido por

r(h,8) = IE)R(0,5)] = /@ R(0,5)h(6)d0.

Esta defini¢cao pode ser reescrita em termos da Defini¢ao 3.1 e conjuntamente ao

aplicar o Teorema de Bayes, tem-se que

r(h,8) — /X l /@ L(e,a(x))h(emde] m(z)dz,

em que m(z) = /@h(x|9)h(0)d9.

Assim, encontrar uma regra que minimiza esta fungao (estimador de Bayes,

denotado por J;) é o mesmo que obter a regra que minimiza
/ L(0,0(x))h(0|x)db. (3.2)
e
Contudo, o risco da solugao de Bayes é

i = 1(h, 0p) = /@ R(6,5,)h(6)do.
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A solugao para a distribuicao a priori menos favoravel é admitir que a natureza
¢ a mais hostil possivel, ou seja, admitir que a natureza se coloca em um estado que
maximiza a perda esperada deixando ao estatistico apenas a possibilidade de minimizar
esse maximo. Em outras palavras, espera-se que esse estimador seja o estimador de Bayes

para a pior distribuicao possivel.

Definicao 3.4 A distribuicado a priori h(f) é menos favoravel se r, > r,, para toda

distribuicao a priori h'(6).

Pela Definigao 3.4, uma distribuigdo a priori h(#) é menos favoravel se qualquer
outra distribuicao a priori é mais informativa que ela. Essa distribuicao a priori causa
estatisticamente a maior perda média. Desta forma, intuitivamente é introduzida a idéia

de distribuicao a prior: nao-informativa.
O teorema a seguir fornece uma condic¢ao simples para que um estimador de Bayes

seja minimax.

Teorema 3.1 Suponha que h(f) é uma distribui¢do em © tal que
r(h, ) = sup R(0,dy). (3.3)
0

Entao,

1. &y, o estimador de Bayes, é minimax.
2. Se 0y, é a unica solugao de Bayes para h(6), este é o tnico procedimento minimax.

3. h(#) é menos favoravel.

A demonstracao do Teorema 3.1 estd em Lehmann & Casella (1998, p. 310).

O Teorema 3.1 ¢é valido quando h(f) assume probabilidade 1 no conjunto em que

a funcao de risco tem o seu valor méaximo. Também tem-se o seguinte corolério.

Corolario 3.1 Se a solugao de Bayes d;, tem risco constante em relagao a 6, entao ela é

minimax.
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Demonstracao do Corolario 3.1 ver Lehmann & Casella (1998, p. 311).

A partir do conhecimento sobre o parametro que descreve a probabilidade de
sucesso no modelo Binomial, pode-se definir uma familia paramétrica de densidades. Neste
caso, a distribuicao a priori é representada de forma funcional, cujos parametros devem
ser especificados de acordo com este conhecimento. Estes parametros indexadores da
familia de distribuic¢oes a prior: sao chamados de hiperpardmetros para distingii-los do

parametro de interesse 6.

Essa abordagem em geral facilita a analise e o caso mais importante é o de
distribuicoes a priori conjugadas. A idéia é que as distribuigdes a priori e a posteriori
pertencam a mesma classe de distribui¢oes e assim a atualizagao do conhecimento sobre

f envolve apenas uma mudanga nos hiperparametros.

A distribuicao a priori conjugada para o parametro 6 é a distribui¢ao Beta. Logo,
a distribuicao a posterior: tem densidade Beta com atualizacao nos hiperparametros. A
funcdo de densidade da distribuigao Beta(«, 3) para quaisquer hiperparametros o > 0 e
G > 0 é dada por

[(a+5)

a—1l/1 _ p\B-1
F(a)I‘(ﬁ)e (1—-0)"", 0<6<l.

Desta forma, ao considerar a funcao de verossimilhanga L, () = h(x|6), a densi-

dade a posteriori h(0|x) pode ser obtida pelo Teorema de Bayes:
L.(0) h(6) . 6= (1 — g)"—=6=1(1 — §)°~!

h(Blz) = T
/ Ly (6) h(6)de / 0% (1 — 6)"~0°~1 (1 — 6)°~dh
© 0
9:{:+o¢—1 1—6 n—z+0—1
X i ( ) (3.4)
/ g (1 —0) e
0
emquer =0,1,...,ne0 < 6 < 1. Assim, a distribui¢ao a posterior: de 6 tem distribui¢ao

Beta com hiperparametros o* =z +ae 3*=n—x + .

Teorema 3.2 (Berger, 1985, p. 60) Ao considerar uma fungao de perda quadratica,
L(0,6(x)) = (5(z) = 0)*,

o estimador de Bayes 0,(X) é a média da distribuigao a posteriori.
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Prova: O estimador de Bayes é a regra que minimiza a fungao (3.2). Desta forma, basta
calcular seu minimo ao considerar a funcao de perda quadratica. Desta forma, basta

calcular

20 (x) [/e <5<l’>—9>2h<0\x>d0} = 0.

Logo tem-se que

aa?x) U (6(2)° = 28()0 + 92>h<0|x>de] ,

ou seja,

26(2) {5@:)2 /@ h(0)z) — 20(x) /@ Oh(0]z) + /@ 9%(9@)},

que leva a
S(x) = / Oh(0])d0. -
(S

Entao a média da distribui¢ao a posteriori de 8|z é dada por

X+«

WX = B

(3.5)

Observe no Apéndice B que a esperanca desse estimador é diferente de @, ou seja,
ele é viciado. Note também que com o aumento do valor de n o estimador tende a zero,

ou seja, ele é consistente para estimar a probabilidade de sucesso do modelo Binomial.

Esta esperanca pode ser reescrita como uma média ponderada da proporgao

amostral e da média da distribuigao a priori (Agresti & Hitchcock, 2005), conforme segue:

Box) = (3)+ -0 (755)

n
n+a+ i

em que w* é dado por w* =

Um problema importante a ser discutido é encontrar os hiperparametros para que
0n(X) seja minimax. Lembre-se que pelo Corolario 3.1 uma forma de obter o estimador
minimax é tornar a funcao de risco constante. Assim, pela Definicao 3.1, ao considerar o
estimador de Bayes com fungao de perda quadratica da equagao (3.5), tem-se

X +a—60a+8+n)]?
a+B+n

X+«
a+pB+n

R(0,0,(X)) = I[Exyp [ - 0]2 = Exp [
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_ (aTlmﬂ [n6(1 = 0) +” — 20a(a + B) + 6*(a + 5)°]
B o’ 0> ((a+0)>—n)  0(—2a(a+ ) +n)
(a+ B +mn)? (a+08+n)? (a+B+n)

Note, na tltima equacao, que a funcao de risco nao depende de 6 se duas condic¢oes

ocorrem:

(a+8)?-n = 0
2a(a+p)—n = 0.

Desta forma, a distribuicao a priori conjugada menos favoravel para o parametro

da probabilidade de sucesso do modelo Binomial, ao considerar a funcao de perda qua-

dratica, é dada pela distribuicao Beta <@, \/—ﬁ

5 g ) , pela resolugao do sistema com as duas

restricoes. O estimador de Bayes ¢é

i
x+ ¥ ’
WX = ot X

X Va1 X a 1
Jitn 2 ntn  ni+vn 20+ vm)

O risco de Bayes é constante, portanto, minimax, conforme o Coroléario 3.1.
Observe que o estimador de Bayes é tnico; conseqiientemente, o estimador minimax

também é unico.

Mais adiante nesta secao seguem as discussoes e desenvolvimentos das distri-
buigoes a priori de Haldane, Bayes-Laplace e de Jeffreys, para as quais sao obtidas

11
distribui¢oes a priori Beta(0,0), Beta(1,1) e Beta (5, 5), respectivamente.

A construcao da distribuicao a priori menos favoravel, com funcao de perda qua-
drética, permite que para alguns tamanhos amostrais especificos as demais distribuicoes
a priori mencionadas possam ser recuperadas. Se nao forem consideradas observacoes
amostrais, ou seja, n = 0, tem-se a distribuicao a priori de Haldane. Ao avaliar com
tamanho amostral n = 4, ela coincide com a distribuicao a priori de Bayes-Laplace. E
ao atribuir apenas uma observagao amostral, ela coincide com a distribuicao a prior:
de Jeffreys. Contudo, pode-se considerar a distribuicao a priori menos favoravel, com

funcao de perda quadratica, nao muito realista, pois depende do tamanho amostral. E
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nao ¢ muito interessante no sentido em que se aumentamos o valor de n essa distribuigao

a priori tende a se concentrar em 6 = 0, 5.

Observe graficamente, na figura 3.1, a distribuicao a priori menos favoravel para

alguns tamanhos amostrais.

25
|

h(e)
15 20

1.0

0.5
|

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 3.1: Distribuicao a priori menos favoravel, ao considerar a funcao de perda

quadratica, para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial.

Lembre-se que o estimador minimax depende da funcao de perda associada. Desta
forma, uma proposta deste trabalho é atribuir uma funcao de perda mais realista, para
a qual a distribuicao a priori menos favoravel independa do valor de n. Como a funcao
de perda quadratica é criticada por penalizar demais o erro de estimacao e a variancia do
modelo Binomial depende de sua média, a fungao de perda quadratica ponderada é mais

razoével.

Teorema 3.3 Seja a funcao de perda quadratica ponderada

L[0,6(x)] = w(6) [(x) — 6],
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em que w(#) > 0. O estimador de Bayes 6,(X) ¢ dado por
Ey x [0w(0)]

) By wie)]

Prova: O estimador de Bayes é a regra que minimiza a fungao (3.2). Desta
forma, basta calcular seu minimo ao considerar a funcao de perda quadratica ponderada.

Entao, é necessario calcular

95(z) {/@w(@) [9—5(33)]2h(9|a:)d0} = 0,

ou seja

0
9d(x)

[ Puns - 250) [ su@nolob s [ woni] <o

Assim, §;,(X) é minimo quando

—2/@)9w(9)h(9|$)d9+25(x)/@w(9)h(9[9:)d€ =0,

/9w h(6])d6
| woyniolz)as

Ao considerar a distribui¢ao a posteriori de 0 e w(f) = , pelo Teorema

0(1—0)

implicando que

5h(ZL‘)

3.3, tem-se que

lla+B+n) V0 e e
F(a+$)r(ﬁ+n—x)/0 9(1_9)6 (1-90) do

[(o+ (3 +mn) R
F(a+x)F(ﬁ+n_x)/0 9(1_g)9 (1-10) do

5h(I) =

Na+z)I'(B+n—xz—1)
B a4+ +n—1)
CTla+z—-1DT(B+n—z—1)
[(a+B+n—2)

1
/ eoz—i-x—l(l _ 9)ﬂ+n—x—2d9
0

1
/ 0044—90—2(1 _ 9)ﬁ+n—x—2d9
0

a+x—1
a+B8+n—2

Portanto o estimador d,(X) é dado pela moda da distribui¢ao a posteriori

a+X -1

atBrn-2 (3.6)

on(X) =
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Observe no Apéndice B que a esperanga desse estimador é diferente de 6, ou
seja, ele também é viciado, como a média da distribuicao a posteriori. No entanto, ele é

consistente para estimar a probabilidade de sucesso do modelo Binomial.

Voltando ao problema inicialmente mencionado, agora com funcao de perda
quadratica ponderada, quais os valores dos hiperparametros a e 3 para que o estimador
(3.6) seja minimax? Pela Defini¢ao 3.1, ao considerar o estimador de Bayes da equacao
(3.6), tem-se

1 [ a+X -1 ?
RO,0h(X)) = ——IF —— 4
( h( )) _ X10 _Oé+5+n_2 :|

1 a+X -1\ a+X -1
- —— F ATRTD ) g AT T ) g2
(1 —0) m9<a+ﬂ+n—2> 0<a+ﬁ+n—2)+0]

1 (@ —1)? +nb(1 — 0) + n?6* + 2nba — 2nd
0(1—0){ (a+ B +n—2)2 ]

2 _
1 [2904 +2n6% —20 92] . (3.7)

6(1—-0) | a+pB+n—2

Na equagao (3.7) observe que o termo
(o — 1)?
0(1—0)(a+ 3 +n—2)

sO seré constante em relacao a 6 se a = 1, portanto é a tnica solucao possivel. Voltando
a equagao (3.7), obtém-se o valor de (3 que satisfaz a condi¢do de risco constante, para

que o estimador seja minimax. Tem-se assim

1 nd — nf? + n?6* 2n6? )
ROWXD) = 0= [ Grn-17 Bra-1'"

- 0(1 — 0)(ﬁl_|_ n—1)2 [n6 + nb* — n*6* — 2063 + 0°(B +n — 1)?

1 2 2 2
T 1 —0)(B+n—1) 0 = = 2nf (B =)

1 2 2 2
e AR AR A Ry

1 2 2
= B a5 a1 (O = 0) + (6 — 1))
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n N 6(3 —1)?
B+n—-12 (QA—-0)(F+n—1)2

Na dltima equagao, a funcao de risco é constante, ou seja, nao depende de 6 se
(8 —1)? = 0 que implica em 3 = 1. Logo, a distribui¢do a priori menos favoravel para o
parametro # do modelo Binomial, considerando a funcao de perda quadratica ponderada,

¢ uma distribuigao Beta(1,1).

O estimador de Bayes ¢ dado por

a+ X —1 X
(5 X = e
w(X) a+B+n—-2 n’

que coincide com o estimador de maxima verossimilhanca e concilia a inferéncia bayesiana
com a classica. Diferentemente do estimador obtido com a fun¢ao de perda quadratica,

este nao é viciado para o pardmetro # e também consistente.

O risco de Bayes para a funcao de perda quadratica ponderada também é cons-

tante e tinico. Portanto, tem-se que o estimador minimax existe e é tnico.

Por motivos referenciados anteriormente, a fungao de perda quadratica ponderada
¢ mais interessante para o modelo Binomial do que a funcao de perda quadratica sem
ponderacao. Desta forma, seria interessante que o modelo ao utilizar a distribui¢ao a
priori menos favoravel com perda quadratica ponderada mostre melhores propriedades
freqiientistas que ao empregar as demais distribuigoes a priori abordadas para o modelo

Binomial.

Apos a obtencao da distribuicao a posteriori para 6, algumas vezes é necessario
resumir esta informacao. A seguir é apresentado o estimador pontual da variancia, pois

os estimadores da média e da moda da distribuicao a posteriori ja foram mencionadas.

O estimador da variancia da distribui¢ao a posterior: de 6 baseada na distribuicao
a priori conjugada é dado por

(X +a)(n—X+0)

Var(61X) (a+n+p)2(a+n+5+1)

3.1.2 Distribuicao a priori de Bayes-Laplace

Bayes e Laplace atribuiram densidade a priori para a probabilidade de sucesso

do modelo Binomial a distribui¢cao Uniforme, que também pode ser escrita em funcao da



3. Distribuicao Binomial 21

distribui¢do Beta com (o = 3 = 1), conforme metodologia descrita no Capitulo 2.

Com a distribuic¢ao a priori h(0) x 1, a distribui¢do a posteriori é proporcional a
funcao de verossimilhanca do modelo Binomial. A distribuigao a posteriori, pelo Teorema

de Bayes é dada por

h(B]z) oc Ly(0) h(B) o [07(1 — 0)""][0" (1 — 0)']

x 6°(1—0)", 0<6<1. (3.8)

A distribui¢do a posteriori h(f|x), utilizando a distribuigao a priori de Bayes-

Laplace fornece os estimadores:

X +1
-=

(X+1)(n—X+1)

E(6]X) (n+2)%(n+3)

Moda(0| X)) = % e Var(0|X) =

Note que a moda da distribuicao a posteriori de 6 ao considerar a distribuicao a

priori Uniforme coincide com o estimador de maxima verossimilhanca para 6.

3.1.3 Distribuicao a prior: de Haldane

Haldane, em 1948, propos uma distribuicao a priori imprépria para 6 dada por

1

h(f) ¢ ———.
() 0(1—0)

Embora a distribuicao Beta seja propria para valores de @ > 0 e # > 0, Haldane sugeriu

valores para a = 0 e § = 0, que apesar de gerarem uma distribuicao imprépria, sao

razoaveis para aplicagoes genéticas, em que a esperanga de log(f) é aproximadamente

uniforme para 6 proximo de zero (Agresti & Hitchcock, 2005). A distribuicao a posteriori:

h(B]z) o< Ly(0) h(0) oc [07(1 = 0)""][0" ' (1 — 0)""]

o N1 =) 0<6<1.

Essa distribuicao a posteriori serd impropria quando x = 0 ou z = n. Ao

considerar a distribuicao a priori proposta por Haldane, tem-se os estimadores:

X X -1 X(n—
B(6]X) ==, Moda(d|X)=>— para X >0en>2 e Var(f|X)= (n

X)

n*(n+1)
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3.1.4 Distribuicao a priori de Jeffreys

Outra distribuicao a priori, mais popular para inferéncia no modelo Binomial,
¢ a distribuicao a priori de Jeffreys, que em parte é popular por ser invariante para

transformacoes injetivas para o parametro de escala.

A distribuicao a priori de referéncia no caso da distribui¢do Binomial coincide

com a distribuicao a priori de Jeffreys, conforme mencionado no Capitulo 2.

Observe na figura 3.1, paran = 1, que a distribuicao a priori obtida atribui maior
peso para valores extremos que a probabilidade de sucesso pode assumir e é simétrica em

torno de # = 0, 5.

A distribuicao a priori de Jeffreys é proporcional a raiz quadrada da informagao

de Fisher para o parametro de interesse, conforme dito no Capitulo 2. Neste caso, a
11

distribuigao a priori de Jeffreys é dada pela distribuigao Beta (5, 5) Para se obter essa

distribuicao a priori é calculado o logaritmo da verossimilhanca, que é

Inh(z|d) = In (Z) +ozln(@) + (n—a)In(1—0).

Para obter a informacao de Fisher é necessario conhecer a segunda derivada do

logaritmo da verossimilhanca:

O0ln h(x|0) z
00 4

n—x 9*In h(z|0) x n—ax

1-0 ° 902 2 (1-6)2
Sabendo que a distribuigdo Binomial pertence a familia exponencial (Casella & Berger,

2002, p. 111) e ao utilizar a informacao de Fisher do Lema 2.1, entao é obtida

X n—X 1
2 (1—9)2} “ o1 —0)

Portanto, pela Definicao 2.3, a distribuicao a priori de Jeffreys é dada por

1

h(0) o =0

A distribuigao a posteriori de 6|x, utilizando a distribuigao a priori de Jeffreys,

1 1
pela equacao (3.4) é dada por uma distribui¢ao Beta (x + =T + 5) , assim:
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1 1
X+ X -
EW0|X)= 2 Moda(0| X)) = 2 para X >0en>1
n+1" n—1' 7"

1 1
o - L))

3.2 Estimacao Intervalar

Algumas metodologias tém sido desenvolvidas para se obter intervalos para a pro-
babilidade de sucesso da distribuicao Binomial. Neste texto foram explorados intervalos

de confianga e de credibilidade obtidos pelas metodologias classica e bayesiana.

No que se refere a intervalos bayesianos, foram considerados o intervalo de credi-
bilidade, o intervalo HPD (méxima densidade a posteriori) e o intervalo de credibilidade
a partir da distribuicao F' de Fisher. Quanto a metodologia cléssica, foram abordados o
intervalo obtido com aproximacao pela distribuicao Normal, o intervalo exato de Clopper
& Pearson (1934) e o intervalo com probabilidade de cobertura garantida de Chen et al.

(2008).

3.2.1 Intervalo de credibilidade

Um intervalo de credibilidade ¢ dado pelos quantis (Q¢/2; Q1-¢/2) da distribuicao
a posteriori de 0|z fixando um nivel de credibilidade e. E interpretado como uma

probabilidade igual a 100(1 — €)% do verdadeiro parametro 6 pertencer ao intervalo.

Para as distribuicoes a priori mencionadas, as distribuicoes a posteriori sao Beta,
conforme visto; portanto, basta tomar os valores correspondentes aos quantis desejados

para obtencao do intervalo de credibilidade.
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3.2.2 Intervalo de credibilidade a partir da distribuicao F' de
Fisher

Teorema 3.4 (Agresti & Hitchcock, 2005) A distribuigao a posteriori de 6, ou seja, a

distribui¢ao Beta(z+a, n—z+/) pode ser reescrita como sendo uma fungao da distribuigao

X +a »
<n—X—|—ﬁ>F

X +a ’
1 _ | F*
+(n—X+ﬂ)

em que F* descreve uma variavel com distribuicao F' de Fisher com ny; = 2(z + «a) e

F' de Fisher, conforme segue

(3.9)

ny = 2(n — x + (3) graus de liberdade.

A demonstragao do Teorema 3.4 seré omitida (ver demonstragao do Lema 3.2 no Apéndice

A).

Casella & Berger (2002, p. 456) mencionam como exercicio a construgao do
intervalo de credibilidade com 100(1 — €)% baseado na fungao (3.9); em que o limite

inferior #; é obtido pela

Jp[eze[ ’X:x]zl—g.

Substituindo # pela fungao (3.9), tem-se

( x+iﬁ)F*
P n—x >0,

m X=x|=1-

T+«

1+<—)F*
n—x+p0

Desta forma,

T+ T+« €
P||——|F*>40 ;| —— | F*| X = =1--
(n—x+ﬁ) =0 I(n—x+ﬁ) ’ 2’

entao
[ T+« T+« | €
Pl||———F"—0;| —— | F">0;| X = =1—=
(n—x—l—ﬁ) I(n—x+ﬁ> = v 2’

logo,

P|F*> i X =z :1-%.
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Como F* representa uma variavel com distribuigao F' de Fisher com n; = 2(z+«)

e ng = 2(n — x + () graus de liberdade, esse quantil ¢é igual a

01
F2(a:+a),2(n—z+ﬁ),e/2 == T+ .
— | (1-40
<n—x+ﬂ)( 2
Entao,
T+ T+«
Fyz+a),2(n—a+8),¢/2 (;;:f;f;7§> —'9155u+uyun—x+ﬁxq@ (;;:j;j;7§> =40,
logo,

T+« T+ a
0 01 F: z+a),2(n—z € — | = F z+a),2(n—z € — 4"
1+ 01 Foeva) 2(n-at ) /2 <n_m+5) 2(a+a) 2n-2+6).6/2 <n_l,+ﬁ)

Conclui-se que o limite inferior do intervalo de credibilidade ¢ dado por

T+
FQ(m—i—a),Q(n—x—‘r,@),e/Q (—>

0, _ n—x+0
= r+a \
1+ Fa@ta)2(n—z+8).¢/2 m

Analogamente, o limite superior 05 é obtido ao considerar
€
Plo<bs|X =a] =3,

Portanto,

T+«
F2(r+o¢),2(n—x+ﬂ),l—5/2 (—>

o — n—x+0 .
5 T+« '
L+ Fyeta)2(n—a+8),1—¢/2 m

Desta forma, os limites do intervalo com 100(1 — €)% de credibilidade sao obtidos

por

X—l—a)

12 X +a
2(X+a),2(n—X+03),e/2 n— X +ﬁ

F. a),2(n— —€ T~ | A

L+ R X+a L+ R X +a
2(X+a),2(n—X+0),e/2 n— X +B 2(X+a),2(n—X+3),1—¢/2 n— X ‘f‘ﬁ

Vale ressaltar que a escolha dos limites do intervalo baseia-se em iguais proba-
bilidades nas caudas, no entanto outras possibilidades poderiam ser consideradas. Esse
intervalo é equivalente ao intervalo obtido diretamente pela distribuicao Beta. Porém,
uma “vantagem” dele é a facilidade de encontrar tabelas com os quantis da distribuigao F
de Fisher em livros de estatistica, no entanto com o avanco computacional essa vantagem

pode ser diminuida.
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3.2.3 Intervalo HPD (maxima densidade a posteriori)
Os intervalos HPD (Bernardo & Smith, 2000, p. 260) tém duas propriedades:
1. A densidade para qualquer ponto pertencente ao intervalo é maior que a densidade
para qualquer nao pertencente ao intervalo.
2. Para uma dada probabilidade de cobertura 100(1 — €)% o intervalo é o de menor

comprimento.

Quando a distribuicao a posteriori é unimodal e simétrica, o intervalo HPD
coincide com o intervalo de credibilidade e tem a mesma interpretacao que o intervalo de
credibilidade citado na Secao 3.2.1. Caso a distribuicao a posteriori nao seja unimodal,

pode resultar na uniao de intervalos.

Um método para obtencao dos intervalos HPD é a aproximagao de Monte Carlo
(Chen & Shao, 1998), aplicado quando a distribuigao a posteriori é unimodal e continua,

conforme o seguinte algoritmo:

1. Obter uma amostra aleatoria de tamanho n, para 6;,2 = 1,2, ..., n para a distribui-

¢ao a posteriori de 0|x.
2. Ordenar os valores 0;,7 = 1,2,...,n, resultando em 01y < ... < 0.
3. Calcular os intervalos com 100(1 — €)% de cobertura
Cim) = (909), 003)+ia-0m)
para j =1,2,....,n—[(1 — €)n], em que (1 — €)n é um ndamero inteiro.

4. O intervalo HPD 100(1 — €)% de cobertura ¢ o intervalo de menor amplitude dentre

os obtidos.

3.2.4 Intervalo de confianca com aproximacao pela distribuicao

Normal

Um método cléssico para obtencao de um intervalo de confianca para a probabi-

lidade de sucesso da distribuicao Binomial é dado pela aproximacao com a distribuicao
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Normal, cuja base é o Teorema Central do Limite, conforme mostram Chen et al. (2008),

entre outros.

Esse intervalo é conhecido na literatura como intervalo de confianca de Wald,
historicamente foi um dos primeiros intervalos de confianga propostos para um parametro
(Agresti & Coull, 1998). Portanto, pelo Teorema Central do Limite tem-se que

o)

lim P{ ——— <z p =20(z) — 1,
n—00 6(1—0)

n

. X
em que 6 é o estimador de maxima verossimilhanga de 0, dado por —; z > 0 e ®(-) ¢ a
n

funcao distribuicao acumulada da distribuicao Normal padrao.

Seja 22 0 valor que satisfaz ®(z.2) = 1 — <. Entao, segue que

hm]P{ —25/2\/ <9<9+2’6/2\/ }—1—6

Esses limites podem ser obtidos por

~

; 0(1—0 ;
9—25/2 % ; 9+Zs/2

A qualidade da aproximacao para amostras pequenas pode ser baixa devido ao resultado
assintotico. Um problema em aplicacoes com eventos raros é que nao se sabe quao sufi-

cientemente grande é o tamanho da amostra para o erro da aproximacao ser desprezivel.

Um intervalo de confianca é interpretado da seguinte maneira: se replicarmos a
amostra n vezes, o intervalo de confiancga, que é aleatério, contera o verdadeiro parametro
0 fixo e desconhecido em 100(1 — €)% das vezes; o intervalo de confianca é, portanto,

baseado em um contexto freqiientista.

3.2.5 Intervalo de confianca exato de Clopper & Pearson

Clopper & Pearson (1934) propuseram um intervalo de confianca exato, alter-
nativo ao intervalo com aproximagao pela distribuicao Normal, para a probabilidade de

sucesso da distribui¢cao Binomial, conforme o teorema a seguir.
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Teorema 3.5 (Casella & Berger, 2002, p. 454) Seja X ~ Bin(n, #).Aplicando a relagao

entre a distribuicao Binomial e a distribuicao Beta, tem-se o intervalo aleatério exato

X +1
1 e Fox41)2(n-X),¢)2
n—X+1 ’ X +1 ’
I+ —x Fotn_x41)2x,¢/2 I+ X Fox11),2(n—X),e/2
em que X =1,2,...,n—1. Para X = 0 o limite inferior é 0 e para X = n, o limite

superior ¢ 1.

Para obter esse intervalo exato sao necessarios os seguintes lemas:

Lema 3.1 (Casella & Berger, 2002, p. 454) Se X ~ Bin(n,0), entdo Pp(X > z) =
P(X; <0), em que X; ~ Beta(z,n —x + 1).

Lema 3.2 (Casella & Berger, 2002, p. 225)

P x,
Se Xy ~ Fp ), entao Yy = QT ~ Beta (]—?, g).
14+~ X, 2'2
q

1
Lema 3.3 (Casella & Berger, 2002, p. 225) Se U ~ F{;, ), entao i Flgp); ou seja, a

reciproca de uma variavel aleatoéria F' ainda é uma variavel aleatoria F'.

As demonstracoes dos Lemas 3.1 e 3.2 encontram-se no Apéndice A e a demonstracao do

Lema 3.3 sera omitida.

Para construir um intervalo de confianca para 6 da forma
{0:0, <0<05|X =2} com P[;<0<0s5|]X =zx]=1—F¢,

ao considerar o método do pivo baseado na fungao distribuigao acumulada (Cox, 2006, p.

25; Casella & Berger, 2002, p. 434), é necessario obter 0; e 05 nas equagdes

xT

3 (Z) 0(1 — )k = g (3.10)

Y (Z) 01— 0, F = % (3.11)
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Pela equagao (3.10) tem-se que

%:P(Kga:)zl—P(K>x):1—]P(K2x+1).

Pela aplicacao do Lema 3.1

1-P(K>z+1)=1-IP(X; <0s),

em que X; ~ Beta(z + 1,n — z), K ~ Bin(n, fg) e 05 corresponde ao limite superior do

intervalo. A ultima igualdade pode ser escrita como 1 — IP(X; < fg) = IP(X; > 0g).

r+1 cU
Sej U ~ Fy, S = . Pelo L 3.2 tem- ~
ejam b(z+1),2(n—z) € C (n — x) elo Lema em-se ¢ U
Beta(x 4+ 1,7 — ). Entao, ao substituir X; por n j_ i tem-se
€ cU Og
—=1IP >0g| =P |U>—"].
2 {1+CU 5 [ c(1—95)]
Desta forma, conclui-se que
Os
—— = F T n—x),e/2:
o(1—05) 2(z+1),2(n—1x),e/2

Resolvendo esta equacao em fg obtém-se
x+1
. n—x
Os = x+1
14
n—ux

Foai1),2(n—2),e/2

Foai1)2(n—2),e/2

X +1
n—X

X+1
1 F: n—X),e
+— X 12X 1) 20 X) /2

2(X+1),2(n—X),e/2

Portanto Ag é dado por

Para calcular o limite inferior, pela equagao (3.11) é obtida a relagao g =IP(K >

x), que pela aplicagao do Lema 3.1 conduz a
P(K >z)=IP(X; <0,

em que X; ~ Beta(z,n — 2+ 1) e K ~ Bin(n,0;). Seja U ~ Fhom-gi1) € ¢ =

U
(L), pelo Lema 3.2 tem-se | ¢

~ Beta(x,n —x + 1), entao
n—x+1 +c
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Desta forma, conclui-se que

O
———— = Faotm-a €/2-
o(1—0) 22,2(n—2+1),¢/2
Resolvendo esta equacao em #; obtém-se
x
——————Fo o(n—wt1),c/2
o = —n=rtl . (3.12)

1 —Fm n—x €

+n_$+1 22,2(n—z+1),¢/2

Ao dividir o numerador e denominador do lado direito da equacdo (3.12) por
x

1+ —HFQQQ(n_wH),e/Q e considerar o resultado do Lema 3.3 é obtido
n—x
1
0r = n—x+1
1+ — F2(n—z+1),21,e/2
x
Assim, 0; é dad L
ssim, 6; é dado por —g ]

I+ ————Fou ¢
=+ X 2(n—X+1),2X ¢/2

3.2.6 Intervalo com probabilidade de cobertura garantida

Intervalos de confianca com probabilidade de cobertura garantida foram propostos
por Chen et al. (2008). Esses autores sugeriram uma formula explicita para a construgao
do intervalo de confianga para a probabilidade de sucesso da distribuicao Binomial. Eles
afirmam que essa formula supera a limitacao encontrada na aproximacao assintotica pela
distribuicao Normal, apresenta-se menos conservadora em comparagao com a amplitude
do intervalo exato classico de Clopper & Pearson (1934) e ainda possibilita a obtencao de

um excelente desempenho da probabilidade de cobertura.

Teorema 3.6 (Chen et al., 2008) Os limites do intervalo para  (probabilidade de sucesso

da distribuigao Binomial), com P {0; < 6 < 05| X =z} > 1 — ¢, sdo definidos por

2X X
1——+\/1+477X(1——)
X 3 n n
= — + -
n

4 1+mnn

Or
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9
em que X =0,1,...,n, com 7 = —-.
8In —

€

A demonstragao do intervalo esté apresentada em Chen et al. (2008).

O intervalo com 95% de confianca é aproximado por

2X ¢1+2X<l_£> 1_&%%;{(_5)
X 3 n n
n

1 2=

X 3 n n
n 4 1 4 14
_'_2 +2

)




Capitulo 4
Distribuicao Binomial Negativa

A distribuicao Binomial conta o ntimero de sucessos em um niimero fixo de ensaios
de Bernoulli independentes. Suponha agora que o interesse seja contar o nimero de ensaios
de Bernoulli necessarios para se obter um nimero de sucessos fixo. Essa formulagao conduz

a distribuigdo Binomial Negativa (Casella & Berger, 2002, p. 82).

Em uma seqiiéncia de ensaios de Bernoulli independentes, a varidvel aleatéria X
denota a quantidade de ensaios até a ocorréncia do r-ésimo sucesso, em que r é um namero
inteiro fixo (Casella & Berger, 2002, p. 82). Assim, X |0 tem distribui¢ao condicional

Binomial Negativa, com parametros r e 6,

xr —

h(z]0) = ( i) 0 (1 — 0)", (4.1)

no qual 0 < @ < 1, r é inteiro, x = r,r + 1,7 + 2,... e a estatistica suficiente para 0 é

dada por X = ZX"'

i=1
Ao considerar o nimero de insucessos igual a 1 (r = 1) a distribuigdo Geométrica

é obtida, sendo portanto um caso particular da distribuicao Binomial Negativa.

O parametro 6, presente nas distribuicoes Binomial e Binomial Negativa, tem a
mesma interpretacao. Ele retrata a probabilidade de sucesso, a diferenca esté associada

ao planejamento amostral.

32
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4.1 Distribuicoes a prior: e distribuicoes a posteriori

A distribuicao a priori conjugada para a probabilidade de sucesso do modelo
Binomial Negativa ¢ a distribui¢ao Beta, pois o ntucleo da distribuicao Binomial Negativa
é proporcional ao nucleo da distribuigao Beta. Assim, a distribui¢ao a posteriori também

serd uma distribuicao Beta com parametros a e (.

Ao considerar a fungao de verossimilhanca L,(0) = h(x|0), a densidade a poste-
riori h(0|x) pode ser obtida pelo Teorema de Bayes, como segue:

L (0) h(0)
/ L.(0) h(6)do

hole) = x L,(6) h(6)

x [Qr(l _ H)x—r] [ea—l(l _ 0)6—1} x 6)r+a—1(1 _ g)m—'r—i-ﬁ—l7

emque x =77+ 1,... e 0 < 0 < 1. Assim, a distribuicdo a posteriori satisfaz 0|z ~
Beta(r + o,z — r + ). Apods a obtencao da distribuico a posteriori para 6, alguns
estimadores pontuais para a probabilidade de sucesso da distribuicao Binomial Negativa

sao dados por

—1
B0 X) = afﬁ% Moda(f| X) = - I;jx —
Var(0]X) (r+a)(X —r+p)

(a+ 0+ X)(a+0+X+1)

Observe no Apéndice B que a esperanca dos estimadores média e moda da

distribuicao a posteriori de 0 sao diferente de 6, ou seja, eles sao viciados.

4.1.1 Distribuicao a priori menos favoravel

No Capitulo 3 foram feitas referéncias a distribuicao a prior: menos favoravel
baseada no contexto de teoria de decisoes minimax, no qual foi possivel obter uma
distribuicao a priori nao-informativa que permite resgatar as demais mencionadas no
Capitulo 2 ao se considerar a fun¢ao de perda quadratica para o modelo Binomial. Agora,

o interesse é desenvolver um estudo semelhante com o modelo Binomial Negativa.

Para obter a distribuicao a priori menos favoravel, pelo Corolario 3.1, é necessério

encontrar valores para os hiperparametros « e 3 da distribuicao a priori para que a fungao
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de risco seja constante.

Ao considerar a fungao de perda quadréatica, pelo Teorema 3.2, tem-se que 5 (X)
é dado pela média da distribuicao a posteriori. Desta forma, pela Definicao 3.1, ao
considerar esse estimador de Bayes, tem-se que
2
T+«
|

3(975h(X)) = ]EX\G {m—

Tanto no modelo Binomial como no modelo Binomial Negativo a variancia de-
pende de sua média, sugerindo a investigacao da fungao de perda quadratica ponderada.

O estimador de Bayes ao considerar a funcao de perda quadratica ponderada com fator

(1-0)
02
MNa+ 6+ )

Fr+a)l'(x—r+p

de ponderagao w(f) = é obtido, pelo Teorema 3.3, conforme segue:

L1 —0)
9r+a—1 1—6 m—r—l—,@—lde
T (1-6)

(Sh(l‘) = -
[(a+ 6+ ) (L=0) oty grerist
L(r+a)l(z—r+p3) /o 02 0 (1-10) do
ver gerisy Dt D@ —rt 84
r4+a—2 _ p\z—r+8
‘40+ oo I(a+f+x)

S Tr+a—-2T(x—r+pG+1)
MNa+p+z—1)

1
/ 07‘+oz—3(1 . 9)x—r+ﬁd9
0
r+oa—2
a+B8+x—1

Portanto o estimador é dado por
r+a—2
a+f+X -1

(X)) = (4.2)

Novamente estamos interessados nos valores de a e (3 para que este estimador
seja minimax. Pela Defini¢ao 3.1, ao considerar o estimador de Bayes da equagao (4.2),

tem-se que

(1-0) r4+oa—2 2

R, 0n(X)) 02 Em9a+ﬁ+X—1_e

Foi mencionada no Capitulo 3 a dificuldade em obter a expressao exata dos
estimadores minimax. Diante das dificuldades observadas nos célculos considerados para
encontrar os valores de a e § que tornassem as fungoes de risco constante, na funcao de
perda quadratica e funcao de perda quadratica ponderada, nao foi possivel identificar os
estimadores minimax. Conseqiientemente deixamos como uma proposta futura apresentar

a distribuicao a priori menos favoravel para o modelo Binomial Negativa.
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4.1.2 Distribuicao a priori de Bayes-Laplace

A distribuicao a priori de Bayes-Laplace foi inicialmente proposta como distribui-
¢ao a priori nao-informativa para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial. Esta
distribui¢ao pode ser escrita em fungao da distribui¢ao Beta com parametros (o = 5 = 1)
e é constante em relagdo ao espago paramétrico, conforme pode ser observado na figura

3.1, para n = 4.

Com a distribuicao a priori Uniforme, a distribui¢ao a posterior: é proporcional
a fungao de verossimilhanca. A demonstragao é analoga ao caso Binomial, equacao (3.8).
A distribuigao a posteriori 0|z ~ Beta(r + 1,2 — r + 1) fornece

r+1 T (D)X —r41)
X2 Moda (0| X) = e Var(0|X)= X +22X13)

FEOX)= —
(01) -

A moda dessa distribuicao a posteriori, ao considerar a distribuicao a priori
Uniforme, coincide com o estimador de méxima verossimilhanca para o parametro 6 da

distribuicao Binomial Negativa.

4.1.3 Distribuicao a priori de Jeffreys

A distribuicao a priori de Jeffreys é nao-informativa para a probabilidade de
sucesso do modelo Binomial Negativa; esta distribuicao a priori é proporcional a raiz
quadrada da informagao de Fisher para o parametro de interesse, conforme o Capitulo 2.

Neste caso, a distribuigao a priori de Jeffreys fica como demonstrado abaixo:

1

h(0) R

Calcula-se o logaritmo da funcao de verossimilhanca

Inh(z]0) = In (x N 1) +rn(d) + (z — r)In(1 — 6).

r—1
Como a distribuicao Binomial Negativa pertence a familia exponencial e, devido ao Lema

2.1 e aos resultados das derivadas abaixo:

Jdlnh(x|6) r
06 7
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0 1In h(x|0) o (x —r)
0062 02 (1—6)%
obteve-se
B r (X —1)] r
I1(0) = —IEx {_ﬁ_ (1_9)2] = Ea=0)

A distribuicao a priori de Jeffreys é dada por h(6) = I(6)'/2, conforme a Defini¢do 2.3,
ou seja,

1

h(0) a0

Lembramos que a distribuicao a priori de referéncia neste caso coincide a de

Jeffreys.

h(6)
600 800 1000
| |

400
|

200
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 4.1: Distribuicao a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo

Binomial Negativa.

Na figura 4.1 pode-se ver que a distribuigao a priori de Jeffreys para a probabi-
lidade de sucesso do modelo Binomial Negativa nao é simétrica, diferente do que ocorre

com o modelo Binomial.
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Apesar de a distribuicao a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso
nao ser propria, a distribuicao a posteriori serd propria. Utilizando a funcao de veros-
similhanga do modelo Binomial Negativa apresentada em (4.1), tem-se a distribuigao a

posteriori para 0|z:
h(@|$) X Lx(e) h(g) x [Qr(l _ Q)m—r] [0—1(1 _ 9)—1/2] O( 97"—1(1 o 6)1}—7"—1/2’

1
isto é, 8|z ~ Beta (7’, xr—r+ 5) Assim,

—1
EWX) = A T Moda (0| X) = 4 7, bara X > 1 e
X+ X —-
+2 2
1
T(X—T+§)
Var(6| X) =

(X+%)2 (X+§)'
4.2 Estimacao Intervalar

Para a estimacao intervalar da probabilidade de sucesso de uma distribuicao
Binomial Negativa foram utilizadas as metodologias classica e bayesiana. Na abordagem
bayesiana foram considerados o intervalo de credibilidade e o intervalo HPD (méaxima
densidade a posteriori). Ja para obtengao de intervalos classicos, adotaram-se intervalos

com aproximagcao pela distribuicao Normal e o intervalo exato de Clopper & Pearson.

4.2.1 Intervalo de credibilidade

Para obtencao dos intervalos de credibilidade a partir das distribuicoes a priori
Uniforme e de Jeffreys, as distribuigoes a posteriori sao as distribuigoes Beta(r+1, z—r+1)
e Beta (7‘, x—r+ %) , respectivamente. Para isso, basta tomar os valores correspondentes
aos quantis desejados para a obtencao do intervalo de credibilidade, conforme exposto na

Secao 3.2.1.



4. Distribuicao Binomial Negativa 38

4.2.2 Intervalo HPD (maxima densidade a posteriori)

Para a construgao dos intervalos HPD foi utilizada a aproximagao de Monte Carlo
(Chen & Shao, 1998) apresentada na Sec¢ao 3.2.3, pois as distribuigoes a posteriori sao

continuas e unimodais.

4.2.3 Intervalo de confianga com aproximacao pela distribuigao

Normal

Um método classico para obtencao de um intervalo de confianca para a probabili-
dade de sucesso do modelo Binomial Negativa ¢ dado pela aproximacao com a distribuicao

Normal, cuja base é o Teorema Central do Limite, que fornece

lim P —L 1
n—oo (1 —0)

r

<zp=2P(z) -1,

em que z > 0 e ®(+) ¢ a fungdo distribuigao acumulada da distribui¢do Normal padrao.

Seja z./2 0 valor que satisfaz ®(z.2) = 1 — —. Entao, segue que

/62 /62 (1—10
hm]P{ — Ze)2 <9<9—|—z€/2 }—1—6

no qual 0 ¢ o estimador de maxima verossimilhanca de 6 e a variancia de 6 ¢ dada pelo
inverso da informagao de Fisher. Entao,
AT
6= — _ 7Y
X r
Esses limites podem ser obtidos por

A~

. 02(1 -6 -

A qualidade da aproximacao para amostras pequenas pode ser baixa devido ao resultado

assintotico.
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4.2.4 Intervalo de confianga exato de Clopper & Pearson

Casella & Berger (2002, p. 454) mencionam um intervalo de confianga exato, al-
ternativo ao intervalo com aproximacao pela distribuicao Normal, para a probabilidade de
sucesso da distribuicao Binomial Negativa, semelhante ao intervalo proposto por Clopper

& Pearson (1934), conforme o teorema a seguir.

Teorema 4.1 (Casella & Berger, 2002, p. 454) Se X ~ BinNeg(r, ) com r inteiro fixo.
Aplicando a relagao entre as distribui¢coes Binomial e Beta, tem-se o intervalo aleatério

exato para x # 0:

r
1 . X Forox 2
X +1 ’ r
1+ Fox11)2r.¢/2 1+ X Forax /2

A obtengao deste intervalo é muito similar ao realizado para a distribui¢ao Bino-

mial, embora seja necessario um outro lema, conforme segue.

Lema 4.1 (Casella & Berger, 2002, p. 130) Seja X ~ Bin(n,0) e seja Y ~ BinNeg(r, ).
Entao, P(X <r—-1)=1—-P(Y <n-—r).
A demonstragao do Lema 4.1 encontra-se no Apéndice A.
Para construir um intervalo de confianca para 6 da forma
{0:0, <0<05]Y =y} com P[;<0<0s|]Y =y]l=1—F¢,

ao considerar o método do pivo baseado na fungao distribuigao acumulada (Cox, 2006, p.

25; Casella & Berger, 2002, p. 434); é necessério obter 0; e 05 das equagoes

Zyj (’; B 1) (1~ o) = (4.3)

k=r
S k—1 r k—r €
% (r - 1)95(1 —0s)" " = (4.4)

Pela equagao (4.3) tem-se que % = IP(K <y), em que K ~ BinNeg(r,0;) e 0;

corresponde ao limite inferior do intervalo. Ao aplicar o Lema 4.1 é obtida

PK<y)=1-P(X <r-1),
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no qual X ~ Bin(y + 7,0;7). Ao reescrever a ultima igualdade tem-se que
1-P(X<r—-1)=PX>r—-1)=P(X >r).

No entanto, pelo Lema 3.1, IP(X > r) = IP(X, < 0;), com X, ~ Beta(r,y + 1).

U
Sejam U ~ Fy o041 € ¢ = ﬁ Ao aplicar o Lema 3.2 tem-se 1jCLcU ~
Beta(r,y + 1). Entao, ao substituir X; por I _CI_ i tem-se
€ cU 0[
— =P <O | =P UL ——|.
2 [1—1—0[]_ I} [ _0(1—9[)}
Desta forma,
01
T AN Fr €/2
c(1-0)) 2r,2(y+1),¢/2

Resolvendo a equacao em #; obtem-se

T
FQT,Q(y—}—l),e/Q
01:1y+71“ . . (4.5)
+ y 1 2r,2(y+1),¢/2

Ao dividir o numerador e denominador do lado direito da equagado (4.5) por
,

+1

14 F5.9(y4+1),¢/2 € considerar o resultado do Lema 3.3 é obtido
Y
1

+1 !
Y F2(y+1),27",6/2

0r =
1+

o limite inferior do intervalo.

Portanto #; é dado por

1
X+1

0 =
1+

Fax11),2re/2
Para calcular o limite superior, pela equagao (4.4) é obtida a relagao
S=P(K>2y)=1-P(K<y)=1-P(K<y-1),
pela aplicacao do Lema 4.1 verifica-se que
1-P(K<y—-1)=P(X <r-1),

no qual X ~ Bin(y +r —1,0s) e 05 corresponde ao limite superior do intervalo. Manipu-

lando a igualdade tem-se que

PX<r-1)=1-PX>r—1)=1-P(X >r).
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Ao aplicar o Lema 3.1 obtemos
1-P(X>r)=1-IP(X, <0g) =IP(X; >0g),

em que X; ~ Beta(r,y).

1
Sejam U ~ Fy, 0, € ¢ = <Z 1L x) Pelo Lema 3.2 tem-se 1 _T_ T~ Beta(r,y).
Entao, ao substituir X; por ] Jcr i tem-se
€ cU 95
— =P >0s| =P |U>—"—1|.
2 [1+CU S} [ 0(1—93)]
Desta forma, conclui-se que
05
————— = Faroy¢2
c(1—0g) =
Resolvendo a equagao em fg obtém-se
r
_F2r,2y,e/2

7 )
1+ §F2r,2y,e/2

Portanto fg é dado por

r
_F’I‘ €
o X 2r,2X ¢/2
i+ Lr '
X 2r,2X /2




Capitulo 5

Estudo de Simulacao

Este trabalho traz, da literatura, algumas formas de obter intervalos e estimadores
pontuais para a probabilidade de sucesso das distribui¢oes Binomial e Binomial Negativa.
O interesse deste capitulo é analisar a probabilidade de cobertura gerada por esses inter-
valos ao longo do espago paramétrico e confirmar por meio de simulacao a consisténcia e

calcular o viés e o erro quadratico médio dos estimadores pontuais.

A proporcao de cobertura descreve a proporc¢ao de intervalos gerados que contém
o verdadeiro valor do parametro, o qual é fixado ao realizar o estudo de simulacao. O
ideal é que esta taxa de cobertura dos intervalos de credibilidade e de confianga estejam

muito proximas do nivel estipulado, 100(1 — €)%, independente do valor do parametro.

Bayarri & Berger (2004) destacam que o cenario mais comum de ligagao entre
freqiientistas e bayesianos ¢ quando nao ha informagoes externas além dos dados e do

modelo, introduzindo na analise a distribuicao a priori objetiva.

Para se avaliar as probabilidades de cobertura dos intervalos classicos e bayesianos
foram realizadas simula¢oes de amostras das distribui¢oes Binomial e Binomial Negativa.
Para isso, foram utilizados os geradores de amostras pseudo-aleatérias cujas fungoes sao

rbinom() e rnbinom(), respectivamente, do pacote stats em R (R, 2008).

Foram geradas 10.000 réplicas para cada um de 99 valores selecionados do parametro
0, pertencente ao intervalo (0,1), da distribui¢cdo Binomial e, analogamente, para a
distribuicao Binomial Negativa. Para os intervalos HPD, foram consideradas amostras

de 1.000 valores gerados das distribuicoes a posteriori de 6.

42
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No caso da distribuicao Binomial, a simulagao foi repetida para tamanhos amos-
trais n = 10, 20, 50 e 100 com distribuicoes a priori de Bayes-Laplace, de Jeffreys e
menos favoravel. Para a distribuicao Binomial Negativa, foram adotadas nas simulagoes
amostras de tamanho 1 com r = 1, 2, 3 e 4 para as distribuicoes a prior: de Bayes-Laplace

e de Jeffreys.

Sera convencionado neste capitulo que, ao mencionar distribui¢ao a priori menos
favoravel, trata-se da distribuicao a prior: menos favoravel para o modelo Binomial com
funcdo de perda quadratica (o valor de n corresponde ao tamanho amostral considerado
na simulagao, por exemplo, para o grafico (d) da figura 5.2 foi utilizada a distribuigao
a priori Beta(5,5)). Ao tratar-se da distribuigdo a priori de Bayes-Laplace, pode se
referir também a distribuicao a priori menos favoravel com fun¢ao de perda quadratica

ponderada, pois ambas sao coincidentes no modelo Binomial.

O nivel de confianga e credibilidade fixados para construgao dos intervalos foi
de 95%, ou seja, essa é a cobertura nominal ou esperada. A partir dai, observou-se a
proporcao de intervalos que contém o verdadeiro valor do parametro em cada situagao

simulada.

Os resultados retratam que as probabilidades de cobertura obtidas nas simulagoes
sao pontuais, ou seja, para cada um dos 99 valores assumidos para o estudo de simulagao,

foi obtida uma proporc¢ao de cobertura.

5.1 Distribuicao Binomial

5.1.1 Proporcoes de cobertura e amplitudes médias dos intervalos

bayesianos

No Capitulo 3 foram considerados os intervalos bayesianos de credibilidade, de
credibilidade a partir da distribuicao F' de Fisher e intervalos HPD, para os quais foram
aplicadas as trés distribuigoes a priori mencionadas. Nesse capitulo nao sera utilizada
a distribuicao a priori de Haldane, uma vez que se trata de um caso especifico e leva a
uma distribuicao a posteriori impropria em dois casos particulares, conforme descrito na

Secao 3.1.3.
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Intervalos de credibilidade

Sera omitido graficamente o desempenho das proporcoes de cobertura e ampli-
tudes médias do intervalo de credibilidade a partir da distribuicao F' de Fisher, pois o

mesmo é equivalente ao intervalo obtido diretamente pela distribuigao Beta (Segao 4.2.1).

Pelas figuras 5.1 e 5.2 constata-se que as propor¢oes de cobertura dos intervalos de
credibilidade com distribuicao a prior: menos favordvel para n = 10 estao mais proximas
da nominal se comparadas com os demais tamanhos amostrais considerados. Para n = 50
e 100 a proporcao de cobertura para valores extremos da probabilidade de sucesso, ou
seja, proximos de 0 e 1, diminui sensivelmente. Explicado pelo fato desta distribuicao a

priori tender a se concentrar em 6 = 0,5 com o aumento de n.

Ao observar as amplitudes médias obtidas pelos intervalos de credibilidade com
a distribuicao a priori menos favoravel em relacao as demais distribuicoes a priori estu-
dadas, pode-se ver, nas figuras 5.3 e 5.4, que apresentam as maiores amplitudes médias

para valores de 6 proximos de 0 e 1 independente do tamanho amostral.

Assim, pode-se dizer, que com o estudo de simulagao desenvolvido, os intervalos de
credibilidade com distribuic¢ao a priori menos favoravel, com funcao de perda quadratica,
nao possuem boas propriedades freqiientistas, pois nao ha estabilidade da propor¢ao de

cobertura ao longo do espago paramétrico, com o aumento do tamanho amostral.
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FIGURA 5.1: Proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade para a

probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n =10 e (b) n = 20.
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FIGURA 5.2: Proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade para a

probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n =50 e (b) n = 100.
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As proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade para n = 10 (figura
5.1), que consideram a distribuigao a priori de Jeffreys, apresentam algumas tendéncias
de subestimagao da cobertura nominal para valores de # entre (0, 2; 0, 8), ou seja, mostram
coberturas interiores a 95%, o que nao é visivel para os que empregam distribuicao a priori
de Bayes-Laplace. No entanto, as proporc¢oes de cobertura dos intervalos de credibilidade
com distribuicao a priori de Jeffreys evidenciam coberturas mais proximas da nominal
para valores extremos inferiores e superiores em relacao as proporgoes de cobertura dos

intervalos de credibilidade com distribuicao a priori de Bayes-Laplace.

A proporcao de cobertura média observada para a distribuicao a prior: de Jeffreys
foi de 95,13% para n = 10. Para os demais tamanhos amostrais, note que a proporc¢ao de
cobertura estd muito proxima da cobertura nominal. O fato da cobertura estar proxima
de 95% para valores extremos pode estar relacionado com a forma desta distribuicao a

priori, que atribui mais peso para valores da probabilidade de sucesso proximos de 0 e 1.

Para os intervalos de credibilidade com distribui¢ao a priori de Bayes-Laplace
(figuras 5.1 e 5.2), apesar de a proporgao de cobertura média ser de 95,28%, superior a
verificada com a distribuicao a prior: de Jeffreys, ela se mostra mais sutilmente estavel
ao longo do espago paramétrico. Para n = 50 e 100, as proporgoes de cobertura dos
intervalos de credibilidade ao considerar as distribuicoes a priori de Bayes-Laplace e de
Jeffreys estdo muito proximas entre si e também da cobertura nominal. E importante
lembrar que estas distribuicoes a priori sao nao-informativas para a probabilidade de

sucesso do modelo Binomial.

Nas figuras 5.3 e 5.4 podem ser observadas amplitudes médias dos intervalos de
credibilidade, dos quais foram obtidas as propor¢oes de cobertura apresentadas nas figuras
5.1 ¢ 5.2. E interessante ressaltar que paran = 10 e 20 as amplitudes médias dos intervalos
de credibilidade com distribuicao a priori de Bayes-Laplace sao inferiores as amplitudes
médias observadas para os intervalos de credibilidade com distribuicao a priori de Jeffreys
quando 0 € (0,25;0,75). Nos intervalos restantes do espago paramétrico ocorre o oposto.
Lembramos que a distribuicao a prior: de Jeffreys agrega maior densidade as caudas, o
que as torna mais informativas para construcao dos intervalos de credibilidade em relagao

aos intervalos de credibilidade com distribuicao a prior: de Bayes-Laplace.
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FIGURA 5.3: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade para a probabilidade de

sucesso do modelo Binomial: (a) n =10 e (b) n = 20.
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FIGURA 5.4: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade para a probabilidade de

sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50 e (b) n = 100.
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Assim, pode-se verificar um desempenho freqiientista sutilmente melhor da pro-
porcao de cobertura nos intervalos de credibilidade ao considerar a distribuicao a prior:

de Bayes-Laplace quando a probabilidade de sucesso nao assume valores extremos.

Intervalos HPD

Nas figuras 5.5 e 5.6 sao expostas as propor¢oes de cobertura dos intervalos HPD.
Ao considerar a distribuicao a priori menos favoravel observa-se que as proporgoes de
cobertura para n = 10 e 20 estao proximas da cobertura nominal para 6 € (0,25;0,75) e
muito abaixo de 95% fora desse intervalo, independente do tamanho amostral considerado,

pois esta distribuicao a priori tender a se concentrar em ¢ = 0,5 com o aumento de n.

Nas proporcoes de cobertura ao considerar os intervalos HPD com distribuicao
a priori de Bayes-Laplace é possivel observar pontos em que as proporgoes de cobertura
estdo muito proximas ou sobrestimam a cobertura nominal para n = 10 (figura 5.5),

porém na maior parte ha subestimacao.

Nas figuras 5.5 e 5.6 também observa-se que as propor¢oes de cobertura para
os intervalos HPD com distribuicao a priori de Jeffreys subestimam 95% quando 6 €
(0,15;0,83) e n = 10, para n = 20 esse intervalo é maior (0,08;0,92). Nos outros tama-
nhos amostrais considerados as proporg¢oes de cobertura estao mais proximas da nominal,
mas ainda com leve subestimacao. Em contrapartida, existem proporg¢oes de cobertura
para valores de 6 proximos dos limites do intervalo paramétrico com sobrestimacao das
proporg¢oes de cobertura para os intervalo HPD com distribuicao a prior: de Jeffreys para

n = 10 e 20, diminuindo consideravelmente com o aumento do tamanho amostral.

As proporgoes de cobertura dos intervalos HPD com distribuicao a priori de
Bayes-Laplace para n = 10, mostrados nas figuras 5.5, se comparados com os intervalos
HPD com distribuicao a priori de Jeffreys, evidenciam proporgoes de cobertura para
valores extremos inferiores e superiores do espa¢o paramétrico mais proximas da nominal.
Ja o inverso ocorre para os intervalos de credibilidade com essas distribuicoes a prior:

(figura 5.3).
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FIGURA 5.5: Proporgoes de cobertura dos intervalos HPD (méaxima densidade a

posteriori) para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 10 e (b) n = 20.
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FIGURA 5.6: Proporgoes de cobertura dos intervalos HPD (méaxima densidade a

posteriori) para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50 e (b) n = 100.
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Brown et al. (2001) citam que os intervalos HPD s&o mais dificeis de calcular e, ao
empregar a distribuicao a priori de Jeffreys, nao sao tao bons em termos da probabilidade
de cobertura. Pode ser verificado que, computacionalmente, a obten¢ao dos intervalos
HPD demanda mais tempo do que para se obter intervalos de credibilidade e que as
proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade sao mais proximas da nominal
em relagao as proporcoes de cobertura obtidas pelos intervalos HPD ao considerar a
distribuigdo a priori de Jeffreys. E interessante ressaltar que Brown et al. (2001) ndo
fazem uso da distribuicao a priori de Bayes-Laplace, a qual mostrou neste estudo ter

proporcoes de cobertura mais proximas da nominal para os intervalos HPD.

Para n = 50 e 100 as amplitudes médias dos intervalos HPD apresentaram-se
muito préoximas ao considerar a distribuicao a prior: de Bayes-Laplace e de Jeffreys,
conforme figura 5.8. Mas para n = 10 e 20 observa-se que as amplitudes médias dos
intervalos HPD para a distribuicao a prior: de Jeffreys sao menores para 6 > 0,8 e
6 < 0,2, ou seja, quando apresentou proporcgoes de cobertura sobrestimada. No intervalo
central ambas as amplitudes médias dos intervalos HPD apresentam-se muito préximas,
com amplitudes médias levemente inferiores para intervalos HPD com distribuicao a priori

de Bayes-Laplace para 6 proximo de 0, 5.



5. Estudo de Simulagao o4

(@)

1.0

—— Bayes-Laplace
— Jeffreys

0.8

- - menos favoravel

Amplitude média

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b)

1.0

0.8

0.6

0.4

Amplitude média

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 5.7: Amplitudes médias dos intervalos HPD (méxima densidade a posteriori)

para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n =10 e (b) n = 20.
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FIGURA 5.8: Amplitudes médias dos intervalos HPD (méxima densidade a posteriori)

para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n =50 e (b) n = 100.
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Intervalos de credibilidade e intervalos HPD

E esperado que amplitudes médias dos intervalos HPD nao sejam superiores as
amplitudes médias obtidas pelos intervalos de credibilidade. Isso foi verificado para todas
as situagoes em que n = 10 e 20 (figuras 5.11, 5.15 e 5.19). Ja para n = 50 e 100 as

amplitudes médias sao muito proximas, conforme figuras 5.12, 5.16 e 5.20.

Nao é observada grande diferenca entre as proporcoes de cobertura dos intervalos
HPD e dos intervalos de credibilidade para n = 50 e 100 para a distribui¢ao a prior: de
Bayes-Laplace e de Jeffreys, mostradas nas figuras 5.10 e 5.14. Entretanto, os intervalos
HPD apresentam-se com amplitudes médias visivelmente inferiores para esses tamanhos

amostrais ao considerar a distribuicao a priori menos favoravel.

Note nas figuras 5.9 e 5.10 que as proporcoes de cobertura dos intervalos com
distribuicao a priori de Bayes-Laplace tém proporcoes de cobertura mais proximas da
nominal que as proporc¢oes de cobertura dos intervalos que consideram a distribuicao a

priori de Jeffreys (figuras 5.13 e 5.14).

As proporgoes de cobertura, observadas nas figuras 5.9 e 5.10, sobrestimam a
proporc¢ao de cobertura nominal no caso dos intervalos HPD quando a probabilidade de
sucesso assume valores muito proximos de 0 e 1 e o oposto ocorre com os intervalos de
credibilidade, para a distribuicao a priori de Bayes-Laplace. Por outro lado, para esses
valores de 6, existe sobrestimagao da proporcao de cobertura nominal para ambos os

métodos bayesianos ao considerar a distribui¢ao a priori de Jeffreys (figuras 5.13 e 5.14).

Embora os procedimentos bayesianos nao tenham exibido muito boas qualidades
freqiientistas para valores extremos da probabilidade de sucesso, no caso da distribuigao
a priort menos favordvel principalmente, para os tamanhos amostrais analisados, os
demais intervalos que consideram a distribuicao a prior: de Bayes-Laplace e Jeffreys
apresentaram-se com proporcoes de cobertura satisfatorias. Vale ressaltar que em teoria,
conforme comentado no Capitulo 3, era esperado a qualidade superior dos intervalos

bayesianos empregando a distribuicao a priori de Bayes-Laplace.
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FIGURA 5.9: Proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a prior: de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo

Binomial: (a) n =10 e (b) n = 20.
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FIGURA 5.10: Proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a prior: de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo

Binomial: (a) n =50 e (b) n = 100.
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FIGURA 5.11: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 10

e (b) n = 20.



5. Estudo de Simulagao 60

(@)

1.0

—— Credibilidade
- - HPD

0.8

0.6
|

Amplitude média
0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b)

0.6 0.8 1.0

Amplitude média
0.4

0.2

— T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 5.12: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50

e (b) n = 100.
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FIGURA 5.13: Proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =10 ¢ (b) n = 20.
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FIGURA 5.14: Proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =50 e (b) n = 100.
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FIGURA 5.15: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 10 e

(b) n = 20.
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FIGURA 5.16: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50 e

(b) n = 100.
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FIGURA 5.17: Proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a priori menos favoravel para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =10 ¢ (b) n = 20.
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FIGURA 5.18: Proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a priori menos favoravel para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =50 e (b) n = 100.
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FIGURA 5.19: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori menos favoravel para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 10

e (b) n = 20.
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FIGURA 5.20: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori menos favoravel para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50

e (b) n = 100.
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5.1.2 Proporcoes de cobertura e amplitudes médias dos intervalos

classicos

Os intervalos considerados na metodologia classica foram os intervalos com apro-
ximagao pela distribuigdo Normal, exato de Clopper & Pearson (1934) e de probabilidade

de cobertura garantida de Chen et al. (2008), conforme mencionados no Capitulo 3.

Lembre-se que nos cursos introdutoérios de Inferéncia Estatistica é muito comum
a aplicagao da aproximacao pela distribuicao Normal para a estimacao intervalar da
probabilidade de sucesso do modelo Binomial, mas também é ressaltado que a qualidade

da aproximacao para amostras pequenas pode ser baixa devido ao resultado assintético.

Diante dos resultados das simulagoes observados na figura 5.21, nota-se que as
proporcoes de cobertura dos intervalos de confianca com aproximacao pela distribuigao
Normal nao sao nem um pouco satisfatorias para amostras de tamanho 10, o que confirma
a teoria. E verificado também que, para os intervalos de confianca com a aproximacio
pela distribuicao Normal, as proporc¢oes de cobertura estao mais afastadas da nominal do
que as demais metodologias analisadas neste estudo para a distribuicao Binomial, mesmo

com sensivel melhora para n maior.

Observe as amplitudes médias destes intervalos na figura 5.23. Para n = 10 os
intervalos de confianga com aproximacao pela distribuicao Normal apresentam amplitudes

dos intervalos sempre menores ou iguais as amplitudes médias dos demais intervalos.

Bayarri & Berger (2004), ao tratarem da oscilagao da probabilidade de cobertura
do intervalo de confianga para a probabilidade de sucesso da distribuicao Binomial, citam
o fato de a distribuicao Binomial ser discreta, mais precisamente mencionam sobre a

estrutura da distribuicao.

Nas figuras 5.21 e 5.22 observe que as propor¢oes de cobertura nos intervalos de
confianca com aproximacao pela distribuicao Normal para valores de 6 proximos a 0,5
sao mais proximas do desejado. Nestes casos a distribuicao Binomial é simétrica, assim

como a distribuicao Normal pela qual é aproximada.
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FIGURA 5.21: Proporgoes de cobertura dos intervalos classicos para a probabilidade de

sucesso do modelo Binomial: (a) n =10 e (b) n = 20.



5. Estudo de Simulagao 71

@)
e _
-
T ‘;\'-/\-/‘\/'7\/1\-"\-' SR N S LT AT S e i el _\}-\'w\/\\/\-/‘\-': ‘-'-095‘-'
hoo Vo U ‘\
I ¢ NN
' ‘, v
©Q _| ! ‘l v
o ! \

1 \

| 1

] \

1 \

] ]
© g = | \
5 ! 1
= ! !
[) ] 1
8 ] |

I ]
O g — 1 \

- - aproximagao pela distribuicdo Normal
3V,
o Clopper & Pearson
— cobertura garantida
o |
o
[ I I I I 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0
(b)
e _
—
«© _|
o
©
8 o 7
=]
=
[}
Qo
S = _
o
N
o
Q|
o
[ I I I I 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

FIGURA 5.22: Proporgoes de cobertura dos intervalos classicos para a probabilidade de

sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50 e (b) n = 100.
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Para o intervalo de confianga com aproximacao pela distribuicao Normal com
valores de 6 proximos de 0 ou de 1, a amplitude média dos intervalos é menor que as
dos intervalos bayesianos para amostras de tamanho n = 10 e 20, mas como o verdadeiro
valor do parametro é desconhecido e como as proporgoes de cobertura dos intervalos de
credibilidade e HPD mostraram-se mais estaveis, estes sao mais aconselhaveis, diante das
informagoes obtidas pelo estudo de simulacao. Para os demais tamanhos amostrais, as

amplitudes sao muito proximas.

O intervalo exato de Clopper & Pearson (1934) geralmente é tratado como padrao
ouro. No entanto, este procedimento é necessariamente conservador, conforme Brown
et al. (2002) e Chen et al. (2008). Para qualquer valor fixo do parametro, a probabilidade
de cobertura pode ser muito maior que a nominal, a nao ser que n seja bastante grande.
Acredita-se que é inadequada esta abordagem estatistica como ideal para a pratica,

conforme destacam Agresti & Coull (1998).

O que se pode observar na figura 5.21 é que as proporgoes de cobertura em ambos
os intervalos exatos é sobrestimada para n = 10, embora o intervalo exato de Clopper
& Pearson (1934) se mostre mais conservador. Um fator positivo a favor do intervalo de
confianga com cobertura garantida é que suas amplitudes médias sao sempre inferiores
as apresentadas pelo intervalo exato de Clopper & Pearson (1934), para esse tamanho

amostral.

Ao observar as proporgoes de cobertura obtidas para o intervalo com probabili-
dade de cobertura garantida de Chen et al. (2008) pode-se afirmar as mesmas sdo mais
proximas da nominal em relagdo ao exato de Clopper & Pearson (1934), exceto para

n = 100.

Note ainda que os métodos gerados pela teoria cléssica para se obter intervalos
para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial ou sdo muito conservadores (exato
de Clopper & Pearson (1934) e probabilidade de cobertura garantida Chen et al. (2008)),
pois sobrestimam as proporc¢oes de cobertura em quase todo espago paramétrico, ou subes-

timam em todo espago paramétrico no caso da aproximagao pela distribuicao Normal.
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FIGURA 5.23: Amplitudes médias dos intervalos classicos para a probabilidade de sucesso
do modelo Binomial: (a) n =10 ¢ (b) n = 20.
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FIGURA 5.24: Amplitudes médias dos intervalos classicos para a probabilidade de sucesso
do modelo Binomial: (a) n = 50 e (b) n = 100.
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5.1.3 Consisténcia, viés e erro quadratico médio dos estimadores

As fungoes de perda utilizadas para obtencao da distribuicao a priori menos
favoravel, expostas no Capitulo 3, evidenciaram dois estimadores bayesianos, a saber: a
média da distribuicao a posterior: de 6 ao empregar a funcao de perda quadratica e a

moda da distribuicao a posteriori de 6 no caso da funcao de perda quadratica ponderada.

Portanto, é de interesse confirmar por meio de simulagao a consisténcia e calcular
0 Viés e o erro quadratico médio desses estimadores bayesianos, que sao viciados, para

estimar pontualmente a probabilidade de sucesso do modelo Binomial (ver Apéndice B).

O erro quadratico médio incorpora duas componentes: a variabilidade do esti-
mador e a medida de vicio, considera-se o estimador com melhores propriedades o qual
apresentar o menor erro quadratico médio (Casella & Berger, 2002, p. 311). Outra
propriedade desejavel para um estimador pontual é a consisténcia, pois implica que o
estimador convirja para o “correto” valor quando o tamanho da amostra tende ao infinito

(Casella & Berger, 2002, p. 330).

No Apéndice B encontram-se calculadas as esperancas e variancias dos estimado-
res pontuais bayesianos e de maxima verossimilhanca. No estudo de simulagao realizado
(figuras 5.25 e 5.26) pode-se observar vicios muito proximos de zero para o estimador
de maxima verossimilhanga, razao evidenciada pelo calculo da sua esperanca (ele é nao

viciado para ). Sua consisténcia também foi confirmada no estudo de simulagao.

Nas figuras 5.27, 5.28, 5.31 e 5.32 ao analisar os erros quadraticos médios do
estimador de méaxima verossimilhanca diante dos estimadores bayesianos observa-se que
para n = 10 e 20 é perceptivel a diferenca entre eles, mas para n = 50 e 100 sao
muito similares. O estimador classico apresentou erros quadréticos médios superiores ao
estimador média da distribuicao a posteriori de 6 independente da distribuicao a priori
utilizada, mas inferiores ao estimador bayesiano moda da distribuicao a posteriori ao

considerar a distribuicao a priori de Jeffreys.

As figuras 5.25 e 5.26 apresentam os vicios e as figuras 5.27 e 5.28 os erros
quadraticos médios dos estimadores de méxima verossimilhanca e da média da distribuicao
a posteriori para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial com distribui¢ao a

priori de Bayes-Laplace, de Jeffreys e menos favoravel. Nas figuras 5.29 e 5.30 seguem os
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vicios e nas figuras 5.31 e 5.32 os erros quadraticos médios dos estimadores de maxima
verossimilhanca e da moda da distribuicao a posteriori de 6 para as mesmas distribuicoes

a priori.

Lembre-se que a moda da distribuicao a posteriori de 6 ao considerar a distri-
buicao a priori menos favoravel com funcao de perda quadratica ponderada, coincidente
com a distribuicao a priori de Bayes-Laplace (Se¢ao 3.1.2), tem estimador comum ao de
méxima verossimilhanga. Por esse motivo os valores obtidos para os vicios (figuras 5.29 e

5.30) e erros quadraticos médios (figuras 5.31 e 5.32) se sobrepoem.

A média da distribuicao a posteriori de 6 é um estimador viciado e consistente ao
considerar a distribuicao a priori de Bayes-Laplace e de Jeffreys, confirmado no estudo
de simulacao. No entanto, nao parece razoével, neste estudo de simulacao, a consisténcia
desse estimador ao empregar a distribuicao a priori menos favoravel, pois com o aumento

de n o vicio tende mais lentamente a zero.

Ao comparar os vicios da média da distribuicao a posteriori de 6 nota-se, pelas
figuras 5.25 e 5.26, que ao utilizar a distribui¢ao a prior: de Jeffreys ocorrem os menores
vicios. Vicios muito proximos de zero quando 6§ = 0,5 (independente da distribuigao a
priori empregada), com o afastamento desse valor, o vicio apresenta-se de forma simétrica
sempre sobrestimando o valor “correto” do parametro quando # < 0,5 e subestimando

quando € > 0, 5.

Os erros quadraticos médios para a média da distribuicao a posteriori de 6 (figuras
5.27 e 5.28 ) sdo constantes em relacdo ao espago paramétrico ao utilizar a distribui¢ao
a priori menos favorével, e para as demais distribuicoes a priori tem comportamento
simétrico em torno de 8 = 0,5, em que assume valores maximos, diminuindo grada-
tivamente para valores extremos de 6. Também pode-se observar que com o aumento
de n os erros quadraticos médios diminuem sensivelmente. Comportamento similar sao

observados para a moda da distribuigao a posteriori de 0 (figuras 5.31 e 5.32).

Ao considerar a moda da distribuigao a posteriori de 6 (figuras 5.29 e 5.30) é
observado ao empregar a distribuicao a priori menos favoravel um comportamento muito
similar ao observado por ela no caso da média. No entanto, ao considerar a distribuicao
a priort de Jeffreys ocorre o oposto, mas também apresenta-se consistente para estimar

a probabilidade de sucesso do modelo Binomial.
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FIGURA 5.25: Vicios dos estimadores de méaxima verossimilhanca e da média da
distribuigao a posteriori para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 10

e (b) n = 20.
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FIGURA 5.26: Vicios dos estimadores de maxima verossimilhanca e da média da
distribuigao a posteriori para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50

e (b) n = 100.
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FIGURA 5.27: Erros quadréaticos médios dos estimadores de maxima verossimilhanca e da
média da distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =10 ¢ (b) n = 20.
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FIGURA 5.28: Erros quadréaticos médios dos estimadores de maxima verossimilhanca e da
média da distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =50 e (b) n = 100.
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FIGURA 5.29: Vicios dos estimadores de maxima verossimilhanca e da moda da
distribuigao a posteriori para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 10

e (b) n = 20.
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distribuigao a posteriori para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial: (a) n = 50

e (b) n = 100.
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FIGURA 5.31: Erros quadraticos médios dos estimadores de méxima verossimilhanca e
da moda da distribuicao a posterior: para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =10 ¢ (b) n = 20.
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FIGURA 5.32: Erros quadraticos médios dos estimadores de méxima verossimilhanca e

da moda da distribuicao a posterior: para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial:

(a) n =50 e (b) n = 100.
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5.2 Distribuicao Binomial Negativa

5.2.1 Proporcgoes de cobertura e amplitudes médias dos intervalos

bayesianos

Para a estimagao intervalar da probabilidade de sucesso do modelo Binomial
Negativa foram considerados os intervalos bayesianos de credibilidade e HPD, para os
quais foram aplicadas a distribuicao a prior: de Bayes-Laplace e de Jeffreys, conforme

Capitulo 4.

Intervalos de credibilidade

As figuras 5.33 e 5.34 apresentam as proporgoes de cobertura obtidas pelos
intervalos de credibilidade para a distribuicao a priori de Bayes-Laplace e de Jeffreys
para os diferentes valores do parametro. Espera-se que a cobertura esteja proxima de

95%.

E importante salientar que nos casos em que r = 3 e r = 4 é necessario um namero
maior de ensaios para que se possa alcangar o niimero fixado de sucessos, portanto ha mais

informagao para construcao dos intervalos.

Observe para r = 1, na figura 5.33, que as proporgoes de cobertura dos intervalos
de credibilidade com distribuicao a priori de Bayes-Laplace sobrestimam a cobertura
nominal no intervalo 6 € (0, 16; 0, 90) e para valores de  nao pertencentes a esse intervalo
as proporgoes de cobertura sdo instaveis, principalmente para extremos inferiores (6 <
0,2) (com evidente subestimagao). Para r = 2 a sobrestimagcao ocorre em 6 € (0, 30; 0, 93),
porém é visivel que a proporc¢ao de cobertura se aproxima de 95%, em relacao ao observado

parar =1 com 6 < 0, 2.

Para os intervalos de credibilidade com distribuicao a priori de Jeffreys a propor-
cao de cobertura também apresenta-se sobrestimando quase todo espaco paramétrico,
embora com menos instabilidade, conforme figura 5.33 para r = 1. Ao observar as
amplitudes médias geradas por estes intervalos nota-se que eles apresentam-se mais con-
servadores em relacao aos intervalos de credibilidade que utilizam a distribuicao a prior:

de Bayes-Laplace (figuras 5.35 e 5.36).
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FIGURA 5.33: Proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade para

probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r =1 ¢ (b) r = 2.
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FIGURA 5.34: Proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade para a

probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r =3 ¢ (b) r = 4.



5. Estudo de Simulagao 88

Observe que as proporgoes de cobertura, expostas nas figuras 5.33 e 5.34, nao
mudam sensivelmente com o aumento de r, para # > 0,5, no estudo de simulagao
analisado. Isso pode estar relacionado com o tamanho amostral para valores de € no
modelo Binomial Negativo proximos de 1, pois menos amostras precisam ser retiradas

para se obter o nimero de sucessos desejados.

As proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade, expostas na figura
5.34, mostram que ambas as distribui¢oes a priori tém comportamentos muito similares,
embora as proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade com distribuicao a
priori de Jeffreys apresentem-se muito mais proximas da nominal para € < 0,30 e 0 <
0,40, para r = 3 e r = 4, respectivamente. Um dos fatores pelos quais as proporcoes de
cobertura dos intervalos de credibilidade com essa distribuicao a priori sao mais proximos
de 95% pode ser a forma da distribuicao a priori de Jeffreys que atribui maior peso para

valores da probabilidade de sucesso menores que 0,2 (figura 4.1).

Em geral as proporg¢oes de cobertura dos intervalos de credibilidade com distribui-
cao a priort de Jeffreys apresentaram proporc¢oes de cobertura mais préoximas da nominal
ao longo do espago paramétrico no estudo de simulacao analisado. Mas ao observar as
figuras 5.35 e 5.36 pode-se ver que os intervalos de credibilidade com distribuicao a prior:
de Jeffreys tém amplitudes médias maiores ou muito préoximas das amplitudes médias
observadas para os intervalos de credibilidade com distribuicao a prior: de Bayes-Laplace,

parar=1er =2.

Com o aumento do numero de sucessos no modelo Binomial Negativa, ou seja,
r = 3 e r = 4, pode-se perceber, pela figura 5.36, que as amplitudes médias dos intervalos
de credibilidade com distribuicao a priori de Jeffreys tendem a se igualar as amplitudes
médias obtidas pelos intervalos de credibilidade empregando a distribuicao a prior: de

Bayes-Laplace.

Nas figuras 5.35 e 5.36 também fica evidente que valores da probabilidade de
sucesso do modelo Binomial Negativa maiores que 0, 2 para os intervalos de credibilidade,
independente da distribui¢ao a prior: estudada, tém amplitudes médias bastante superi-
ores as amplitudes obtidas nos intervalos de credibilidade para essa distribuicoes a prior:

no modelo Binomial (figuras 5.3 e 5.4).
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FIGURA 5.35: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade para a probabilidade

de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r =1e¢ (b) r = 2.
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FIGURA 5.36: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade para a probabilidade

de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r =3 e (b) r = 4.
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Intervalos HPD

As proporgoes de cobertura dos intervalos HPD para a distribuicao a priori de
Bayes-Laplace e de Jeffreys estao expostas nas figuras 5.37 e 5.38 e as amplitudes médias

desses intervalos sao mostradas nas figuras 5.39 e 5.40.

As proporc¢oes de cobertura dos intervalos HPD com distribuigao a priori de Jef-
freys e r = 1 (figura 5.37) apresentam-se muito proximos de 95% quando 6 € (0, 11;0,81)
(em relagao aos intervalos HPD com distribuigao a priori de Jeffreys), fora desse inter-
valo em geral ocorre subestimacao da cobertura nominal. Para os intervalos HPD com
distribuicao a priori de Bayes-Laplace as proporgoes de cobertura estao demasiadamente
subestimadas, para r = 1 e 6§ < 0,23 e em valores de # > 0,23 ocorre sobrestimagao,

exceto para 0 ~ 1.

Nas figuras 5.37 e 5.38, para r = 2, 3 e 4 os comportamentos das proporgoes
de cobertura dos intervalos HPD para ambas as distribui¢oes a priori tém tendéncias
parecidas. Entretanto, para a probabilidade de sucesso préoxima de 0,5 e parar =1 e
r = 2 existe sobrestimacao das proporcoes de cobertura por parte dos intervalos HPD

com distribuicao a priori de Bayes-Laplace.

As amplitudes médias dos intervalos HPD (figuras 5.39 e 5.40) apresentam-se com
comportamento nao diferente do que foi observado para os intervalos de credibilidade.
Também verifica-se que as amplitudes médias para os intervalos HPD com distribuicao a
priori de Jeffreys sao maiores ou muito proximos das amplitudes médias dos intervalos

HPD com distribuicao a prior: de Bayes-Laplace, parar =1e r = 2.

Pode-se verificar que, no geral, para ambas as distribuicoes a priori, a proporc¢ao
de cobertura dos intervalos HPD sao proximas de 95%, embora os intervalos HPD com
distribuicao a priori de Jeffreys tenham melhor desempenho e qualidades freqiientistas, ou
seja, mais estabilidade quanto a proporcao de cobertura do que os intervalos HPD com a
distribuicao a priori de Bayes-Laplace, para este estudo de simulagao. No entanto, deve-se
destacar que para r = 1 (figura 5.39) que os intervalos HPD com distribui¢ao a priori
de Jeffreys possuem amplitudes médias dos intervalos muito grande, ou seja, amplitudes
muito proximas de 1, o que os torna intervalos pouco informativos para estimagao da

probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa.
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FIGURA 5.37: Proporgdes de cobertura dos intervalos HPD (méxima densidade a
posteriori) para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r = 1

e (b)r=2.
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FIGURA 5.39: Amplitudes médias dos intervalos HPD (méaxima densidade a posteriori)

para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r =1 e (b) r = 2.
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FIGURA 5.40: Amplitudes médias dos intervalos HPD (méaxima densidade a posteriori)

para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r =3 e (b) r = 4.



5. Estudo de Simulagao 96

Intervalos de credibilidade e intervalos HPD

Verifica-se, como esperado, pelas figuras 5.43, 5.44, 5.47 e 5.48 que as amplitudes
médias dos intervalos construidos pela abordagem bayesiana sempre nao superiores para
os intervalos HPD em relacao aos intervalos de credibilidade, independente do valor de r
e de 6. Isso porque os intervalos HPD sao intervalos com menores amplitudes possiveis
com credibilidade igual ou superior a 100(1 — €)%. Observa-se também que, para valores
de 8 > 0,5, nos quais a probabilidade de sucesso ¢ maior do que a probabilidade de
insucesso e as amostras sao menores, a amplitude é muito maior que para valores em que

a probabilidade de sucesso é menor.

Nas figuras 5.41 e 5.42 observa-se que em quase todo espaco paramétrico ocorre
sobestimacao da cobertura por parte de ambos os intervalos bayesianos, para r = 1.
No entanto, para 6 < 0,2 ocorre o oposto com as proporc¢oes de cobertura tanto para
o intervalo HPD quanto para o intervalo de credibilidade. Uma sutil melhora, ou seja,
as proporcoes de cobertura dos métodos bayesianos estao mais préoximos da cobertura
nominal para r = 3 e 4, mas para valores de 6 proximos de 0,5 ainda mostra certa

instabilidade.

Observe agora as figuras 5.45 e 5.46 que retratam as proporgoes de cobertura
dos intervalos de credibilidade e HPD para a distribuicao a priori de Jeffreys. Note que,
independente dos valores de r e de 6, a proporgao de cobertura para os dois intervalos
bayesianos analisados é mais estavel em relagao as proporgoes de coberturas obtidas com

a distribuicao a priori de Bayes-Laplace (figuras 5.41 e 5.42), principalmente para r = 1.

Nessas figuras ainda é possivel verificar que as proporgoes de cobertura obtidas
pelos intervalos de credibilidade, apesar de apresentarem amplitudes médias maiores que

as dos intervalos HPD, sdo mais proximas da cobertura nominal (figura 5.45 e 5.46).
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FIGURA 5.41: Proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a prior: de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial

Negativa: (a) r=1e (b) r = 2.
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FIGURA 5.42: Proporgoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a prior: de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial

Negativa: (a) r =3 e (b) r =4.
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FIGURA 5.43: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa:

(a) r=1e(b)r=2.
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FIGURA 5.44: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Bayes-Laplace para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa:

(a) r=3e(b)r=4.
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FIGURA 5.45: Proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial

Negativa: (a) r=1e (b) r = 2.



5. Estudo de Simulagao 102

1.0

0.8

Cobertura

0.4

—— Credibilidade
n - — HPD

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

0.6 0.8
|

Cobertura

0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 5.46: Proporcoes de cobertura dos intervalos de credibilidade e HPD com
distribuicao a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial

Negativa: (a) r =3 e (b) r =4.
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FIGURA 5.47: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a)

r=1e(b)r=2.
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FIGURA 5.48: Amplitudes médias dos intervalos de credibilidade e HPD com distribuicao
a priori de Jeffreys para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa: (a)

r=3e(b)r=4.



5. Estudo de Simulagao 105

5.2.2 Proporcoes de cobertura e amplitudes médias dos intervalos

classicos

As figuras 5.49 e 5.50 apresentam as proporc¢oes de cobertura dos intervalos de
confianga obtidos pela aproximagao com a distribui¢do Normal e exato de Clopper &

Pearson.

Para o intervalo de confianga exato a propor¢ao de cobertura é sobrestimada
(ja que deveria ser 95%) para 6 < 0,4; para 6§ > 0,4 é subestimada, principalmente
com o aumento de r. O que nao é natural, pois esse método pelas figuras 5.51 e 5.48
apresenta amplitudes médias muito maiores para 6 > 0,5. Desta forma, o método se
mostra insatisfatorio para estimagao intervalar da probabilidade de sucesso do modelo

Binomial Negativa.

Nas figuras 5.49 e 5.50 os intervalos de confianca com aproximacao pela dis-
tribuicao Normal, que exigem grandes amostras para boa adequabilidade, apresentam-
se insatisfatérios mesmo com o aumento de r, principalmente para # > 0,5, apesar
de apresentarem amplitudes médias satisfatérias. Isso é naturalmente explicado, pois
amplitudes pequenas implicam em intervalos curtos e, conseqiientemente, com tendéncia

a apresentar baixa proporc¢ao de cobertura.

Quando r = i, o interesse ¢ no nimero de ensaios até o i-ésimo sucesso, e para
0 =~ 0, tem-se probabilidade de sucesso préxima de zero. O tamanho da amostra é
aleatério, pois nao se conhece o nimero de ensaios até o i-ésimo sucesso. Considerando
estas informagoes, pode-se dizer que este é o motivo pelo qual a propor¢ao de cobertura
para valores extremos inferiores de € é mais proxima da nominal e para valores de ¢
proximos de 1 e r pequeno a cobertura é insatisfatéria para a aproximacao pela distribuicao

Normal.

Diante dos resultados e das condi¢oes do estudo de simulacao, os métodos classicos
apresentaram-se muito menos apropriados que os métodos bayesianos. Sendo que entre os
métodos bayesianos, é mais aconselhavel a utilizacao da distribuicao a prior: de Jeffreys

para a probabilidade de sucesso da Binomial Negativa com r fixo.



5. Estudo de Simulagao 106

1.0

0.8

Cobertura
0.6
|
14

0.4

- - aproximagao pela distribuicdo Normal ~

n Clopper & Pearson S o

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

0.8
'

Cobertura

0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 5.49: Proporgoes de cobertura dos intervalos classicos para a probabilidade de

sucesso do modelo Binomial Negativa: (a) r =1e¢ (b) r = 2.
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FIGURA 5.51: Amplitudes médias dos intervalos classicos para a probabilidade de sucesso

do modelo Binomial Negativa: (a) r =1 ¢ (b) r = 2.
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5.2.3 Consisténcia, viés e erro quadratico médio dos estimadores

Assim como visto para o modelo Binomial, nesta se¢ao é de interesse confirmar via
estudo de simulacao se os estimadores pontuais considerados apresentam-se consistentes
para estimar a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa. Os estimadores
pontuais utilizados também foram o de méxima verossimilhanga (EMV), a média e a

moda da distribuicao a posteriori de 6, expostos no Capitulo 4.

As esperancgas e variancias dos estimadores pontuais estao apresentadas no Apén-
dice B, ressalta-se que o resultado analitico e numérico das séries infinitas foram obtidas

por meio do sistema Maple.

Diferente do caso Binomial, agora o estimador de maxima verossimilhanca é
viciado para #, assim como os estimadores pontuais bayesianos. No entanto, observa-se
pelos vicios e variancias desses estimadores que os mesmos sao consistente (ver Apéndice
B). O estimador de méaxima verossimilhanga coincide com a moda da distribuigdo a
posteriori de 6 ao considerar a distribuicao a priori de Bayes-Laplace. Por esse motivo,
nas figuras 5.57 e 5.58, 5.59 e 5.60 serao apresentados somente os valores dos vicios e erros

quadraticos médios do estimador de maxima verossimilhanca.

Pelas figuras 5.53 e 5.54 pode-se observar que o estimador de méxima verossimi-
lhanca, para todos os valores de r analisados, apresenta-se com sobrestimacao, ou seja,
a estimativa do parametro é superior ao verdadeiro valor da probabilidade de sucesso.
Conjuntamente com as variancias obtidas os erros quadraticos médios para o estimador
de maxima verossimilhanca s6 tém valores inferiores aos erros quadraticos médios da moda
da distribuic¢ao a posteriori de 6 com distribuigao a priori de Jeffreys (figuras 5.55 e 5.56,
5.59 e 5.60). No entanto, o estimador classico apresenta-se consistente, pois & medida que

r aumenta o vicio tende a zero.

Nas figuras 5.53 e 5.54 podem ser verificados também os vicios obtidos no estudo
de simulacao para a média da distribuicao a posteriori de 6. Ambas as distribuicoes a
priori consideradas apresentam comportamento dos vicios similares, com sobrestimacgao
do valor “correto” para 0 < 0,5 e subestimagao do parametro para 6 > 0,5. Com o
aumento de r observa-se que o vicio do estimador pontual bayesiano tende a zero, ou seja,

o estimador é consistente.
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A média da distribuicao a posteriori de 8 ao empregar a distribuicao a prior:
de Jeffreys apresenta os menores vicios e erros quadraticos médios para ¢ < 0,5 com o

aumento de r (figuras 5.53 e 5.54).

Agora observe as figuras 5.57, 5.58, 5.59 e 5.60 que apresentam os vicio e erros
quadraticos médios obtidos no estudo de simulagao para o estimador de méaxima verossi-
milhanca e a moda da distribuicao a posteriori de . Note que a moda da distribuicao
a posteriori de 0 ao considerar a distribuigao a priori de Bayes-Laplace (Segao 4.1.2)

apresenta estimador comum ao de maxima verossimilhanca.

Na figura 5.57 para r = 1, observe que a moda da distribuicao a posterior: de 6 ao
considerar a distribuicao a priori de Jeffreys apresenta-se sobrestimando o valor “correto”
do parametro, independente do valor assumido pela probabilidade de sucesso. Pois quando
r = 1, a moda da distribuicao a posteriori de 0 para essa distribuicao a priori apresenta
uma funcao da forma exponencial, ou seja, o ponto de méximo é o limite inferior do espaco
parameétrico, assim o vicio é dado por 5(0) = —6. Na figura 5.59 também para r =1 e 2
sao observados os maiores erros quadraticos médios dos estimadores da probabilidade de

sucesso do modelo Binomial Negativa, que diminui drasticamente com r = 3 e 4.

Para os demais valores de r considerados os vicios desse estimador bayesiano so-
brestimam o valor do parametro, com o aumento de r os vicios tendem a zero confirmando

a consisténcia do estimador.
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FIGURA 5.53: Vicios dos estimadores de méaxima verossimilhanca e da média da
distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo Binomial Negativa:

(a) r=1e(b)r=2.
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FIGURA 5.54: Vicios dos estimadores de méaxima verossimilhanca e da média da
distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo Binomial Negativa:

(a) r=3e(b)r=4.
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FIGURA 5.55: Erros quadréticos médios dos estimadores de maxima verossimilhanca
e da média da distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo

Binomial Negativa: (a) r=1e (b) r = 2.
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FIGURA 5.56: Erros quadréticos médios dos estimadores de maxima verossimilhanca
e da média da distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo

Binomial Negativa: (a) r =3 e (b) r = 4.
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FIGURA 5.57: Vicios dos estimadores de maxima verossimilhanca e da moda da
distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo Binomial Negativa:

(a) r=1e(b)r=2.



5. Estudo de Simulagao 117

(@)

1.0

- - maxima verossimilhanca

— Jeffreys

0.5

Vicio
0.0
|

-1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b)

1.0

0.5

Vicio
0.0
|

-1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 5.58: Vicios dos estimadores de méxima verossimilhanca e da moda da

distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo Binomial Negativa:

(a) r=3e(b)r=4.
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FIGURA 5.59: Erros quadraticos médios dos estimadores de maxima verossimilhanca
e da moda da distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo

Binomial Negativa: (a) r =1e (b) r = 2.
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FIGURA 5.60: Erros quadraticos médios dos estimadores de maxima verossimilhanca
e da moda da distribuicao a posteriori para a probabilidade de sucesso para o modelo

Binomial Negativa: (a) r =3 e (b) r = 4.



Capitulo 6

Comparacao de duas proporcoes

correlacionadas

Nos Capitulos 3 e 4 a probabilidade de sucesso, denotada por #, foi modelada
segundo as distribui¢oes Binomial e Binomial Negativa. Esses modelos sao baseados em

ensaios de Bernoulli cujas respostas sao binarias.

Agora o interesse é analisar a ocorréncia de um evento que assume valores no
conjunto {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Um problema decorrente desses eventos, geralmente
presentes quando se trata de mudanga de comportamento ou mudanga de opiniao, é
encontrar proporgoes correlacionadas (Irony et al., 2000). Como em Irony et al. (2000),
um exemplo ¢é analisar a opiniao de um grupo de individuos que apdiam um candidato a

presidéncia antes e ap6s um discurso.

Seja (11, T,) uma variavel aleatoria que admite valores no conjunto {(0,0), (0,1),
(1,0),(1,1)}, em que T} e T; representam as opinides antes e depois do discurso, com
distribuigao de probabilidade conjunta dada por 0y,,, = IP [T} = t1,To = t3] e nyy, as

freqiiéncias observadas como na tabela 6.1.

Geralmente, para testar a significincia estatistica da mudanga de opiniao é em-
pregada uma solugao classica por meio do teste de McNemar (1947), que consiste em um
teste nao-paramétrico adequado para tabelas 2 x 2 de dados dicotémicos com amostras
correlacionadas (Agresti, 2003, p. 411). E importante lembrar que a dependéncia entre

as medidas causa dificuldade na obtengao de intervalos de confianga adequados, conforme

120
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citam Irony et al. (2000).

TABELA 6.1: Distribui¢ao de probabilidade conjunta de T} e T5.

=0 1T,=1 Total

Ty =0 | Ooo(noo) bor(nor) | bo.(no.)

Ty =1 | 610(nwo) O11(n11) | 01.(n1)
Total | Oo(ng) 0Oi1(ni) | 1(n)

A primeira anélise bayesiana para esta situagdo é atribuida a Altham (1971),
enquanto contribui¢des mais recentes incluem Irony et al. (2000) e Kateri et al. (2001)
e outros autores mencionados em Agresti & Hitchcock (2005) e Agresti (2003, p. 442).
Segundo Irony et al. (2000), para verificar a ocorréncia de proporgoes correlacionadas, ou

seja, a diferenca entre as opinides, podem ser consideradas as seguintes estratégias:

o Oy = O1o.

e 0p1 = A0o1 + 010), em que A mede a proporgao de individuos que mudaram de

opiniao.

O interesse desse capitulo ¢ analisar o impacto da verossimilhanga parcial (Al-
tham, 1971) na percepgao da ocorréncia da mudanga de opiniao ao considerar os testes
classicos de McNemar (1947) e Binomial e no teste de significAncia genuinamente bayesiano

(FBST) (Pereira et al., 2008) para duas proporgoes correlacionadas.

6.1 Modelo Trinomial

O modelo estatistico para o problema em questao deve alocar quatro possiveis
situagbes {1} = t1, Ty = to}, em que 1,12 = 0,1, em um ndamero fixo n de vezes, ou seja,
classificar as possiveis mudancas, ou nao, de cada individuo entrevistado sem dispensar a
dependéncia entre T} e Ty. Ou seja, segue um modelo Trinomial. Observe a tabela 6.1,
note que o valor de n é fixo (amostra na qual sdo analisadas as opinides antes e apds o
discurso), ou seja, o par de variaveis aleatorias (77, T3) sao responsaveis por alocar em cada

uma das quatro posicoes da tabela os n pares de informacoes. Se a proporg¢ao de respostas
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de trés dos quatro pares forem determinadas a quarta pode ser obtida, subtraindo do total
a soma dessas. Assim, sua verossimilhanca pode ser expressa em termos de apenas trés

parametros 6;,1, = (6oo, 0o1, 610, 1 — Ooo — o1 — 010) como segue o modelo Trinomial:

n
h 9 0”00 9”01 8"10
(M1t P (nom no1, n10, M — (Moo + No1 + Tl1o)) 00 ToL o
X [1 — ((900 + 901 + 910)]n—(n00+n01+n10) (61)

em que 0 < 6,4, < 1,parat;,to =0,1¢ Z 04,0, = 1. O termo
t1,t2=0,1

n!

n
(n()o, no1, 10, " — (oo + no1 + nlo)) B noo!nor!niol(n — (noo + no1 + n10))!

descreve o coeficiente multinomial, conforme Casella & Berger (2002, p. 181).

Conforme mencionado no Capitulo 3, a partir do conhecimento sobre o vetor
paramétrico 6, pode-se definir uma familia paramétrica de densidades. Em geral essa
abordagem facilita a analise, um caso muito considerado é o de distribui¢oes a priori
conjugadas, ou seja, a distribuicao a prior: e a distribuicao a posteriori pertencem a

mesma classe de distribui¢oes havendo apenas atualizacao no hiperparametros.

Observe que a familia de distribui¢oes Dirichlet é naturalmente conjugada com a
distribuicao Multinomial. Desta forma, ao considerar a distribui¢ao a prior: Dirichlet com
hiperparametros a;,4, = (ago, ao1, @10, a11), denotada por Di(agg, a1, a1o, a11), € a func¢ao de
verossimilhanga Ly, , (04,¢,) = h(n4,1,]01,4,) € obtida a distribuigao a posteriori que segue
uma distribui¢do Dirichlet com hiperparametros atualizados A+, = (Ao, Ao1, A0, A11),

em que Ay, = Gty + N1y, de acordo com o Teorema de Bayes:

h(0t1t2|nt1t2) X Lnt1t2 (0t1t2) h(ehtz)
X [(93806701{)1 71160<1 _ (900 + 001 + 910))n00+n01+n10]
X (05001058 0760 (1 = (Boo + Oo1 + bg) )00 Hero ]

x ‘964000—19&01—10%10—1(1 _ (900 + 0o + 010))A00+A01+A10—1'

A distribuicao a priori sob a hip6tese de nao mudanga ¢ induzida pela prior:
Dirichlet, conforme acima exposto. Note que os hiperparametros da distribuicao a priori

precisam ser elicitados.
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Agresti & Hitchcock (2005) citam algumas propostas de distribuigoes a priori
para o vetor paramétrico 6;,;, do modelo Multinomial. Como o contexto analisado neste
estudo é de nao-informacao, foi considerada a distribuicao a priori Dirichlet como uma
Uniforme para cada 0;,,, pois para cada um dos hiperparametros foi atribuido as ¢, =1,
proposto por Good (1980), utilizado em Irony et al. (2000). Outra distribui¢do a priori
investigada foi a distribui¢ao a priori de Jeffreys (coincidente com a distribui¢ao a priori

de referéncia) (Agresti & Hitchcock, 2005).

Assim, ao considerar a proposta de Good (1980) tem-se como distribuigdo a
posteriori de 0y,,|n4,¢, um modelo Di(1 4 ngg, 1 + ng1, 1 + 1y, 1 + n11). Para se obter a

distribuigao a priori de Jeffreys é necessario calcular o logaritmo da verossimilhanga:

n
In h(nge,|0,) = In < ) + ngo In By

Noo, 10, o1, N11

—+ N1 In 901 + Ny In (910 —+ N1 In 911.

Como a informacao de Fisher, pela Definicao 2.2, é obtida a partir da esperanca matematica

da derivada segunda, calculamos

n
— 0 0 0
000
0 i 0 0
E <82 In h(Ntltzwtltz)) _ (901
_ . = n
80t1t20t1t2 0 O a O
010
0 0 0 —
_ o

Portanto, a distribuicao a priori de Jeffreys, conforme Definicao 2.3, é dada por

h(@ ) n* 1
= x )
fit2 0008016010011 8000016010(1 — (oo + o1 + 010))

1111
Logo, a distribui¢ao a priori de Jeffreys segue uma distribuigao Di (— ) (Agresti

2727272
1
& Hitchcock, 2005). Assim, a distribuigao a posteriori de 0y, |ny,, satisfaz Di<§ + noo,
L or, s+ g, = +
5 no1, 5 n1o0, 9 ni |-

Altham (1971) sugeriu uma func¢do de verossimilhanga, alternativa ao modelo

acima exposto, que sera discutido na proxima secao.
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6.2 Verossimilhanca parcial da distribuicao Trinomial

Observe nas medidas para verificar a diferenga entre opinides (Irony et al., 2000)
que os parametros de interesse sao 0y e 01y da distribuigao Trinomial (equagao 6.1).
Altham (1971) e Irony et al. (2000) reescreveram essa verossimilhanga ao considerar d =
ng1 + nig € 1 = Bp1 + 019, assim:

n

f(nor,mao,m = difor, 010, 77) = ( )93519?60(000 By,

No1, N0, Moo + N11
ou seja,

n

f(”on N10,M — d|9017 6o, 77) = ( )) 96?1971160

not1, N0, 1 — (No1 + Mo
X (1 = (Bo1 + B19))"(mortmio), (6.2)

Ao substituir ng; + nio por d e 0y + 019 por 7, na igualdade (6.2) tem-se

n

f(n017 Nip, N — d|9017 10, 7]) = < d) 93{)19%0(1 - U)n_d- (6-3)

No1,N10, N —

(901 + 010)n01+n10

Assim, ao multiplicar e dividir a igualdade (6.3) por Bor + Brg) o0 ¢ obtido
n 0”01 977410
. d 9 9 — 01 10
f(nﬂla nig, N | 01, 10777) (n[)l, N1, M — d) (001 + elo)nm (001 + elo)nm

% (901 + 610)n01+n10(1 _ n)n*d_

Lembre-se que uma das estratégias para verificar a mudanga de opiniao é dada por A\ =
801 010

—_— ———— entao
O01 + 10 001 + 010

(Irony et al., 2000), portanto (1 — \) =

n

f(no1,ni0,n — d|6o1, 6h0,m) = ( d) A1 — )\)nlond(l — n)"fd (6.4)

No1, N10, N —
ou seja,
n d n—d d no1 nio
f(n01,n10,n - d|901, 910,77) = d n (1 - 77) 7o A (1 - )‘) . (65)
1

Portanto, conclui-se que

f(no1, nio,n — d|bor, 010,m) = fold|n) fi(noi| A, d). (6.6)
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Nas equagoes (6.4) e (6.5) utilizou-se a identidade

(”01, mz,n — d) - (Z) (ndm) (6.7)

cuja demonstragao esta no no Apéndice A.

A fungao de verossimilhanga (6.6) ¢ fatorada em dois termos, em que um deles
depende do parametro de interesse A (que serd chamado de verossimilhanga parcial de
A) e o outro depende do parametro 7. Para testar as hipoteses Hy : 6y = 019 contra
Hy : 0y, # 019, apenas o segundo fator é necessario. Como d é uma estatistica suficiente
para o parametro 7 e ancilar para A nao existe perda de informacao ao considerar apenas

f1 para estimar \, segundo Basu (1977).

6.3 Teste de Hipo6teses

6.3.1 Testes de Hipoteses Classicos

Para testar as hipoteses Hy : 6y; = 019 contra Hy : 0y; # 010, ou seja, ao testar
a mudanca de opiniao pelo modelo Trinomial, é considerado geralmente o teste classico
de McNemar (1947). Para medir a propor¢ao de individuos que mudaram de opinido
(considerar a medida A\ para verificagdo da mudanga de opiniao) o modelo Trinomial é
reduzido ao modelo Binomial, por meio da fatoracdo sugerida por Altham (1971). O que
torna o teste de McNemar nao aplicavel mais sim o teste Binomial. Collani & Dréger
(2001, cap. 11) comentam que ambos os testes sdo baseados na distribuigao Binomial,

embora com metodologias distintas.

Segundo Basu (1977) nao ha perda de informacgao ao considerar a verossimilhanga
parcial de A diante do uso do modelo Trinomial. Note que pela metodologia cléssica o
teste de McNemar e o teste Binomial precisam ser aplicados para testar a mudanga de

opiniao, o que impede a avaliacao dessa afirmacao.

Teste de McNemar

Para testar as hipoteses Hy : 0y = 6019 contra Hy : 0y # 619, McNemar (1947)

propos um teste qui-quadrado baseado na distribuigao Binomial. A estatistica desse teste
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depende apenas da classificagao dos casos nas diferentes categorias para duas observagoes.
Considera que as observacoes de ngg e nq; da diagonal principal, da tabela 6.1, sao
irrelevantes para inferir sobre 6y, e 019 (Agresti, 2007, p. 245). A estatistica do teste

é dada por
2
Noy — N
7 _ (no1 01)
No1 + Mo

que, sob Hy, tem distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Esta estatistica Z
pode ser reescrita com a corregao de descontinuidade

(Jnor — nio) — 1)
N1 + Mo .

7" =

As freqiiéncias marginais nao sao homogéneas se a estatistica de teste for signi-
ficativa. Quando ng; ou njg sdo pequenos (ng; + nip < 20), entdo nao ¢é apropriada a

aproximacao para distribui¢ao qui-quadrado.

Teste Binomial

Pela fatoracao proposta por Altham (1971) a verossimilhanca parcial da distri-
buicao Trinomial pode ser fatorada em dois termos, dois quais apenas um dos dois fatores
é necessario para testar Hy : 6p; = 610 contra Hy : 61 # 619 conforme Basu (1977), sendo
este

d

No1

fi(noi|A, d) = ( ))\”01(1 — ) (6.8)

Oo1
———— esob Hy : 0y = b4,
for + 010 0 : Vo1 10

assim é analogo testar Hy : A = 0,5 contra Hy : A # 0,5. Assim, um teste de significancia

Conforme mencionado no inicio desse capitulo, A =

exato pode ser obtido para calcular o nivel descritivo baseado no modelo Binomial (Collani
& Dréger, 2001, p. 313), ao considerar a igualdade (6.8) sob Hj tem-se

d
f1<n01|>\,d) = ( )/\”01""”10

No1

Assim, o nivel descritivo (p,) é obtido por

min(no,n10 no1+nio

)
o=, fahd+ Y filaalrd).
k=0

k=max(no1,n10)
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6.3.2 Uma medida de evidéncia completamente bayesiana

Para testar Hy : 6g; = 019 contra Hy : 6y # 64 foi utilizado o FBST. Seja

62{9:0§9t1t2§1, > et1t2:1}

t1,t2=0,1

e Oy C O satisfazendo a restricao 6y, = 619. Testar as hipoteses acima é equivalente a

testar Hy : @ € ©g contra H; : @ € ©; = © — O,.

Como a dimensao de ©¢ é menor que a dimensao de O, a hipotese nula é conhecida
como hipodtese precisa. Em geral, esta hipotese é dificil de ser verificada no caso classico.
Neste sentido, Pereira et al. (2008) sugeriram uma medida de evidéncia alternativa a favor
de Hy totalmente bayesiana conhecida como Full Bayesian Significance Test (FBST).
Esta medida é definida como ev =1 — IP(0 € T*[{ny,}) = 1 — / ROty |10y, ) A0y, 1y

T*

em que T* = {9 € O : h(Oy1y|nt,1,) > sgp h(9t1t2|nt1t2)} e h(04,4,n1,1,) € a distribuigao a
0
posteriori de Oy, |14, 1,-

6.4 Exemplos

Exemplo I (Pereira et al., 2008; McNemar, 1947; Irony et al., 2000): Dois
professores, Ed e Joe, do Departamento de Odontologia, avaliaram o desempenho de 224
estudantes na preparacao de uma restauragao dental. Cada estudante foi avaliado por dois
professores, no qual (A) significa aprovagao e (F) reprovacao. Com o intuito de verificar
se os professores sao igualmente exigentes, o Departamento realizou uma pesquisa cujos

dados estao resumidos na seguinte tabela.

TABELA 6.2: Freqiiéncias observadas quanto a aprovagao (A) ou reprovagao (F) de 224

estudantes na preparacao de uma restauracao, avaliados pelos professores Joe e Ed.

Joe
Ed A F Total
A 62 41 103
F 25 96 121
Total 87 137 224
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Exemplo II (Irony et al., 2000): Uma amostra de individuos questionados sobre
apoiar um presidente. Apo6s um discurso do presidente sao questionados novamente.

Quem vai mudar de opiniao?

TABELA 6.3: Freqiiéncias observadas em relacao a opiniao de 100 individuos quanto ao

apoio de um presidente antes e ap6s um discurso.

Depois
Antes Sim Nao Total

Sim 20 17 37
Nao 10 33 63
Total 30 70 100

6.4.1 Procedimentos classicos

TABELA 6.4: Resultado da aplicacao dos procedimentos classicos para os dados do

exemplo I e do exemplo II.

Exemplo I Exemplo II

Teste McNemar | Z* = 3,409 e p, = 0,065 | Z* = 1,333 e p, = 0,248

Teste Binomial P, = 0,064 P, = 0,248

Estes dois testes classicos mostraram niveis descritivos muito préximos em ambos
os conjuntos de dados, conforme observa-se na tabela 6.4. No exemplo I (tabela 6.2), os
professores sao igualmente exigentes ao nivel de significancia de 5%. No exemplo II (tabela

6.3), apos o discurso ndo ha mudanga de opinido dos individuos ao nivel de significancia
de 5%.
6.4.2 Medida de evidéncia bayesiana

Modelo Trinomial

Para testar Hy : 0y = 019 contra Hy : 0y # 019, seja 0" o estimador de maxima
Noo No1 + Ni1o No1 + Nip N1
n’ 2n 7 2n ' n )

verossimilhanca sob H, dado por 8" = (
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Pela Sec¢ao 6.1 ao considerar a distribuigdo a priori sugerida por Good (1980)

tem-se a distribuigdo a posteriori que satisfaz Di(ngy + 1,n01 + 1,110 + 1,791 + 1).

Assim, ao avaliar h(6y,¢,|n,,) em 8" temos que h(0*|n,,) = 621,770, no qual
T =40 : h(01,|n4,) > 621,770}, para o exemplo I (tabela 6.2). Para o exemplo II (tabela
6.3) ao considerar também a distribuigao a priori sugerida por Good (1980) e a atualizagao

a partir dos dados tem-se h(60*|n,,) = 622,465, no qual T' = {0 : h(6y,1,|n4,) > 622,465}.

O processo foi repetido para a distribuicao a priori de Jeffreys para os dois
conjuntos de dados. Utilizando integragao numérica pelo R (R, 2008) encontrou-se os

resultados da tabela 6.5.

TABELA 6.5: Resultado da aplicagao da medida de evidéncia bayesiana para os dados

do exemplo I e do exemplo II no modelo Trinomial.

Distribuicao a prior:i | Distribuicao a posterior: | Evidéncia sob Hy
Exemplo 1 Good (1980) Di(63,42,26,97) ev = 10,263
Jeffreys Di(63, 5; 42, 5;26,5;97,5) ev = 0,260
Exemplo 11 Good (1980) Di(21,18,11,54) ev = 0,601
Jeffreys Di(21,5;18,5;11,5;54,5) ev=0,573

Ao observar as evidéncias sob Hj obtidas para os dados do exemplo I pode-se
afirmar que a medida de evidéncia nao mostra sensibilidade em relacao a distribuicao a
priori empregada, pois ao considerar qualquer uma delas a medida de evidéncia foi muito
proxima. Como a evidéncia é uma probabilidade e esta mais proxima de 0, entao os dados
sugerem aceitar a hipotese de que os professores nao foram igualmente exigentes. Para o
exemplo II os métodos classico e bayesiano concordam que depois do discurso nao houve
mudanca de opiniao dos individuos e também nao foram obtidas medidas de evidéncia

sob Hj sensiveis a distribui¢ao a priori.

Verossimilhancga parcial de A

Observe que diante da verossimilhanca parcial de A o caso Trinomial é reduzido ao
caso Binomial (Bin(ng; + n19, \)), explorado no Capitulo 3, e ao considerar a distribuigao

a priori de Bayes-Laplace para testar Hy : A = 0,5 contra Hy : A # 0,5 tem-se que a
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distribuicdo a posteriori é Beta(ngi,n1p). Ao aplicar o FBST para este modelo foram
obtidas as evidéncias expostas na tabela 6.6. Ao considerar a distribuicao a priori de
Jeffreys para testar as mesmas hipdteses acima expostas para esse modelo obteve-se
distribui¢do a posteriori Beta(ng; + 0,5,n19 + 0,5) e as evidéncias também seguem na

tabela 6.6.

TABELA 6.6: Resultado da aplicacao da medida de evidéncia bayesiana para os dados

do exemplo I e do exemplo II na Verossimilhanca parcial de \.

Distribuicao a priori | Distribuicao a posterior: | Evidéncia sob H
Exemplo I Bayes-Laplace Beta(41, 25) ev = 0,043
Jeffreys Beta(41, 5; 25, 5) ev = 0,044
Exemplo II Bayes-Laplace Beta(17,10) ev =0,172
Jeffreys Beta(17,5;10;5) ev = 0,159

Novamente, utilizando a verossimilhanca parcial o FBST nao é sensivel em relagao
as distribuicoes a priori nao-informativas, mas mostrou forte sensibilidade em relagao ao

método de fatoracgao.

Tanto para o exemplo I como para o exemplo II observou-se que a medida de
evidéncia foi sensivel em relacao a parametrizagao utilizada. Por exemplo para o exemplo
I ao considerar o modelo Trinomial foi obtido ev = 0, 263 utilizando distribuicao a priori
Uniforme e para a verossimilhanca parcial de A\ (Binomial) foi obtido ev = 0,043 para
essa mesma distribuicao a priori. Concluindo, a discordancia entre os professores que esta
evidente nos dados foi enfatizada com a parametrizacao utilizada. Entretanto, isso nao
ocorreu com o método classico, inclusive ao fixar um nivel de significAncia de 5% afirma

nao haver diferenca entre as exigéncias.

No exemplo II novamente observa-se que para a verossimilhanca parcial e para o
modelo Trinomial FBST nao ¢é sensivel em relagao as distribuigdes a priori nao-informativas,

mas mostrou-se forte sensibilidade em relacao ao método de fatoragao.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Com os estudos desenvolvidos nesse texto pode-se observar que a Inferéncia
Bayesiana Objetiva para a probabilidade de sucesso dos modelos Binomial e Binomial
Negativa apresentaram boas propriedades freqiientistas, analisadas a partir da probabili-
dade de cobertura e amplitude média dos intervalos bayesianos e através de estimadores

pontuais, dos quais foram explorados estudos de consisténcia, viés e erro quadratico médio.

Para o modelo Binomial, conforme exposto no Capitulo 3, era esperado que
os métodos bayesianos considerando a distribuicao a prior: de Bayes-Laplace, que é
nao-informativa para a probabilidade de sucesso, coincidente com a distribuicao a prior:
menos favoravel com funcao de perda quadratica ponderada, apresentassem propriedades

freqiientistas satisfatorias, verificado no estudo de simulagao apresentado no Capitulo 5.

No estudo de simulagao verificou-se que a distribui¢ao a priori menos favoravel
para o modelo Binomial com perda ponderada apresentou propriedades freqiientistas
melhores que quando foi utilizada a fun¢ao de perda quadratica. Observou-se também que
a construcao da distribuicao a priori menos favoravel para o modelo Binomial depende

da escolha adequada da funcao de perda.

Para estimacao intervalar da probabilidade de sucesso para o modelo Binomial
os métodos bayesianos apresentaram-se, pelas analises consideradas, mais adequados. O
intervalo de credibilidade (Segao 3.2.1) utilizando a distribui¢ao a priori de Bayes-Laplace

seria o mais indicado.

Apesar das dificuldades encontradas para obtencao da distribuicao a prior: menos

131
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favoravel para a probabilidade de sucesso do modelo Binomial Negativa, foi possivel

estender ao modelo Binomial Negativa os estudo realizados para o modelo Binomial.

No estudo de simulacao do modelo Binomial Negativa verificou-se que as pro-
babilidades de coberturas dos intervalos de credibilidade foram estaveis enquanto que as
probabilidades de cobertura dos intervalos de confianga foram extremamente subestimadas

para probabilidade de sucesso maior que 0,5.

E importante salientar que a metodologia bayesiana desse trabalho foi baseada em
distribuicoes a priori nao informativas e sua qualidade foi avaliada por meio de conceitos

frequientistas (IBO).

Tanto para o modelo Binomial como para o Binomial Negativa os estimadores
bayesianos analisados confirmaram sua consisténcia no estudo de simulagao mostrado no
Capitulo 5, para as distribuicoes a priori de Bayes-Laplace e de Jeffreys. No entanto, para
o modelo Binomial a média e a moda da distribuicao a posteriori para a probabilidade de
sucesso com distribuicao a priori menos favordvel com funcao de perda quadratica nao
confirma sua consisténcia no estudo de simulagao realizado, pois com o aumento de n o

vicio tende mais lentamente a zero.

Como proposta futura pretendemos analisar intervalos de confianga para a pro-
babilidade de sucesso dos modelos Binomial e Binomial Negativa mais competitivos em

relagao aos utilizados nesse estudo.

Na etapa final do trabalho observou-se que o procedimento FBST para o modelo
Trinomial e sua respectiva funcao de verossimilhanca parcial é sensivel para a parame-
trizacao adotada. Como proposta pretendemos verificar a sensibilidade da parametrizagao

através de amostras simuladas do modelo Trinomial.
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Apéndice A
Demonstracoes

As demonstragoes que compreendem este Apéndice foram omitidas durante o

texto principal por serem muito extensas.

A.1 Demonstracao do Lema 3.1

Deve-se mostrar que

xT

S (pea-or=oa() [Cemea o

k=0
conforme citam Casella & Berger (2002, p. 82).
Para demonstrar essa igualdade serao derivados ambos os lados da mesma. Primeira-
mente considere
00 k 00 \ k ’
k=0 k=0
obtendo desta forma

- g (7)o - ; (7)ro -,

s

(.
g g

(a) (b)

Ao desenvolver os somatorios acima observa-se que a (k + 1)-ésima parcela de (b) ¢ igual
a k-ésima parcela de (a) e a primeira parcela de (b) é zero, restando apenas a parcela (a)
quando k = x. Assim, conclui-se que
0 (n n
— | )0F -0 =— —z)0*(1 —0)" """,
> ra-ort==(0)o—ara -0
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Agora vejamos a derivagao do lado direito da igualdade A.1, dado por

) n 1-60 .

I _ n—x—li1 _ )T

50 {(n ) (3:)/0 t (1—1) dt} ,
ou seja,

(n—2) (Z) /0 o %twlu )l = —(n — 1) <Z) fre=1(] g :

logo tem-se que

(n— ) (Z) /O e tydt = — () <Z) (0)7(1 — py—o-L.

Assim, ao substituir as expressoes obtidas em A.1 e multiplicar ambos os lados

por (-1), verifica-se que

n

=) () ooyt = -

X

)(9)%1 _gl m

X

A.2 Demonstracao do Lema 3.2

Seja U a funcao densidade de probabilidade da varidvel F' com p e ¢ graus de

liberdade dada por

h(ulp,q) = W

F(T)) (S)W ( w2/

(p+a)/2°
2 2 1+ Bu)
q
U
e seja Y = 1—T-CU ~ Beta (g,g), no qual ¢ = g
Ao isolar U da funcao de y, = ] i iR tem-se U = ﬁ =g '(y). Assim:
99~ (1) _ 1 [1(?/1 —-1) - yl:| _ 1
Oy c (y1 —1)? c(yr — 1)*

Ao substituir ¢, na expressao anterior, obtemos

M:(g> L

o p (yl - 1)2.
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o -1
Por transformagao de variaveis, tem-se que f,, (y1) = fu(97 (1)) 'ga—(‘%) . Entao
hn
r (p + q) s
2 p
o = il
) = T Ly
(p/2)-1 (p+4)/2
Y1 p Y 1
X I+ <—>
Pa—wm) ¢) B yy) (p/a)(L = )2
q q
y+a {_ " }*
_ 1 n—yi+6 [ n-1
B(yl +aoa,n—1y + ﬁ) |i1 n :|a+,3+n
h— 1
o (n — %+ 5) 1
mta ) (yp—1)
p+q

1 (p/2)-1 —(p/2)+1 (1 — Y1+ y1)_ 2 9
B(p/2,q/2)"" ( 1) 1—y ( 1)

1 (p/2)-1 (g/2)—1
= Yy (1 - yl) ! ’
B(p/2,q/2)""

em que B descreve a funcao Beta. Portanto, verifica-se que a variavel transformada é tal

que Y; ~ Beta (g, %) ]

A.3 Demonstracao do Lema 4.1

Considere os eventos {w = (w1, ws,...) :w; = 1 ou 0, para i € IN}.

Seja A={w: X(w)<r—1}teB={w:Y(w) <n-—r}, em que
X(w) :Zwi e Y(w) :inf{n:Zwi:T}.

Observe que se A ocorre, entao nos n primeiros ensaios ocorrem mais que (n —r)
insucessos. Logo, o nimero de insucessos até o r-ésimo sucesso ¢ maior que (n — ), ou

seja, o evento B ocorre.
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Reciprocamente, se B ocorre, entdo ocorrem mais que (n — r) insucessos antes
do r-ésimo sucesso. Logo, nos n primeiros ensaios de Bernoulli ocorreram menos que r

sucessos, ou seja, o evento A ocorre.

Portanto, A = B e conseqiientemente, IP(A) = IP(B). |

A.4 Demonstracao da igualdade 6.7, do Capitulo 6

Deve-se mostrar que

<n01, mZ,n — d) - (Z) (nc(ln) (A.2)

Primeiramente sera desenvolvida a parcela do esquerdo da igualdade (A.2), obtendo assim

no1, N0, 1 — d no1, N1, 7 — (o1 + Nao) no1!nig!(n — d)!

Ao desenvolver o lado direito da igualdade (A.2), tem-se

n d B n! d B n
d)\nw) — (n—d)d (d—no)ne!  no'nil(n —d)!

(o —a) = (1) ()

Portanto,



Apéndice B

Esperanca e Variancia dos estimadores

pontuais

Distribuicao Binomial

Lembrando que o estimador de maxima verossimilhanca para a probabilidade de

e e X T
sucesso da distribuicao Binomial dado por —, sua esperanga e variancia sao
n

E(i) _EX) L v (g) _ Var(X) _61-0)

n n n n n

A média da distribuicdo a posteriori de # é um estimador bayesiano para a
X+«

————— . Sua esperanca e
a+pB+n PErans

probabilidade de sucesso do modelo Binomial, dado por

variancia sao

<X+a) _ EX)+a nl+a

a+pB+n a+pB+n a+pB+n
e
Var( X+« ) _ Var(X + «) _ Var(X) _ nb(1 —0) _
a+pf+n (a+B8+n)* (a+p+n)? (a+B3+n)?
O outro estimador bayesiano considerado foi a moda da distribuicao a posteriori
de 6 dado por M. Sua esperanca e variancia sao
a+pB+n-—2
X+a-1 E(X)+a-1 nf+ao—1
<m> T a+fB+n-2 a+B+n-2
e
Var( X+a-1 ):Var(X+a—1) _ Var(X) _ nb(1 —6) .
a+08+n—2 (a+p+n—-2)2 (a+08+n—-2)2 (a+pF+n—2)?

139
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Distribuicao Binomial Negativa

O estimador de méaxima de verossimilhanca para a probabilidade de sucesso do

. . . ) r A e~
modelo Binomial Negativa é dado por x e sua esperanga e variancia sao dadas por

() = e (3) £ oo

_ gL+ i (1—0)" [[(r+ 1)) B.1)

[T(r)]? il Tr+1+449)
_ i (1—0)T(r+1) | (B.2)

T )
=1 +

em que (B.1) descreve a série hipergeométrica de Gauss (Abramowitz & Stegun, 1970, p.

556).

Para obtengao da variancia desse estimador é necessario conhecer o segundo

momento, ou seja,

E(;—Z) = TQZE(—2)—TQZ$2( )9’“(1—9)

Cr+DP~A=0) [C(r+i)
TP i D+ 140

=1

= (B.3)

7‘

_ i (r+1) (B.4)

— (r+14)?%’

em que (B.3) descreve a série hipergeométrica de Gauss (Abramowitz & Stegun, 1970, p.

X X X ‘

Ao considerar os resultados de (B.2) e (B.4) tem-se
2
r 720" = (1 —0)' T(r +1) 70" = (1 —0)'T(r +1)
Var (f) IO Z; i (r+i2  \T(r) z; i rt

Os estimadores bayesianos considerados sao a média e moda da distribuicao a

posteriori. A média da distribuicao a posterior: de 0 é dada por 7“+—a. Por
a+f+X
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conveniéncia, considere o + [ = . Sua esperanca e variancia sao

E(;:;) :(r+®E<7iX>:4r+®§;7ixctj)yﬂ_@xT

o0

__(r+awr +7+4'§: T+QN7+T+0
Tt T(r+7) T(1+v+7+1)

,  (B5)

=1
em que (B.5) descreve a série hipergeométrica de Gauss (Abramowitz & Stegun, 1970, p.

556).

Para calcular a variancia da média a posterior: é necessario conhecer

B (V:;) - rrere ('y+1X>2 - (”‘”Zi (741rx) (F2))ra-o

(r +a)?0" [F(1+’}/+T ? & 1—9 r+z)[F(7+r—|—i)]2

(y+7)? T(r)[L(r+7)] QZZI D(1+~+7r+1)]2 (B.6)
 (rHa)er S (1 -0) T(r+i)
B I(r) ; 7! (y+7+1)2 (B.7)

=1
em que (B.6) descreve a série hipergeométrica de Gauss (Abramowitz & Stegun, 1970, p.

556).

Assim, pelos resultados (B.5) e (B.7), a variancia desse estimador é dada por

we(rrg) - e () - [m ()]
(r+a)?0" <= (1—0) I'(r+1i)

I(r) < i (y+r+i)?

agE:

i! D(1+~+7+1)

()" T+ +7)
v TN +7) 4

(1—0)iF(r+i)F(7+r+i)>2.

Para o calculo da esperanca e variancia da moda da distribuicao a posteriort,
r+a—1
a+pB+X -2

E(T;Ff—;) = (7’—|—a—1)E(w+;X) —(r+a—1)gwix(~::i)9r(1_9)xr

(7’+a—1)97" 1+w+7" > 7“+2)F(@ZJ+7“+2‘)
- D

obtida pela funcao considere 1 = v — 2. Assim,

., (B3)

Y+ I'(r+ ) F1+vy+r+1)
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em que (B.8) descreve a série hipergeométrica de Gauss (Abramowitz & Stegun, 1970, p.

556).

Analogamente ao calculo efetuado para a média da distribuicao a posterior: tem-

se que

r+a—12 1 2
F{—— = —1)’E
(ix) - ere-vE(x)

(G
= (r+a—1)"‘g(w+

1 x>2 Cj:i)er(l e

(r+a—1)%0" [T (1+w—|—7’ Qi 1— r—l—z)[ (v +7r+14)]?
W2 TN+ )7 [XCEETE:

=1

_ (rta- 1)%6" Z (1 - 6) T(r+1) (B.9)

L(r) — il (P i)

em que (B.9) descreve a série hipergeométrica de Gauss (Abramowitz & Stegun, 1970, p.

556).

Entao, ao aplicar os resultados (B.8) e (B.9), a variancia da moda da distribuigao

a posteriori é

r+a—1Y\ r+a—1\" r+a—1\1
Var(wX) - E(w+X> _{E<¢+X )]

(r+a—1)%" (1—-6)" T(r+1)
B L'(r) 2 il (4 +1)?

[ r+a=1)0" (1+¢+r Z 1—9 7’—1—2) (¢ +r—+i)°
v+ I'(r+1) P14+ +r+1) '



