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Resumo

Nesta dissertacao utilizamos o processo de captura-recaptura para estimar o tamanho
de uma populacao fechada. Analisamos trés modelos estatisticos diferentes e, para cada
um deles, através de diversas metodologias de eliminacao de parametros perturbadores,
determinamos as funcoes de verossimilhanca e de verossimilhanca perfilada, condicional,
integrada uniforme, integrada de Jeffreys e integrada generalizada do tamanho popula-
cional, com excecao do tltimo modelo onde determinamos uma funcao anéloga a funcao
de verossimilhanca condicional, denominada funcao de verossimilhanca restrita integrada.
Em cada capitulo determinamos as respectivas estimativas de maxima verossimilhanca e
construimos intervalos de confianga empiricos para o tamanho populacional, bem como
determinamos os erros quadraticos médios empiricos das estimativas e estudamos, através

de dados simulados, as performances dos modelos.

Palavras-chave: processo de captura-recaptura, parametro perturbador, funcoes de
verossimilhanca, verossimilhanca integrada uniforme, verossimilhanca perfilada, veros-

similhanca condicional, estimativas de maxima verossimilhanca.



Abstract

In this study, we used the capture-recapture procedure to estimate the size of a closed
population. We analysed three different statistics models. For each one of these models we
determined - through several methods of eliminating nuisance parameters - the likelihood
function and the profile, conditional, uniform integrated, Jeffreys integrated and genera-
lized integrated likelihood functions of the population size, except for the last model where
we determined a function that is analogous to the conditional likelihood function, called
integrated restricted likelihood function. In each instance we determined the respectives
maximum likelihood estimates, the empirical confidence intervals and the empirical mean
squared errors of the estimates for the population size and we studied, using simulated

data, the performances of the models.

Keywords: capture-recapture procedure, nuisance parameters, likelihood function, pro-

file, conditional, uniform integrated, maximum likelihood estimates.
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Capitulo 1

Introducao

A motivacao para o estudo do tema que resultou nesta dissertacao surgiu do artigo
Berger et al. (1999), onde os autores discutiram métodos de elimina¢ao de parametros
perturbadores para varios modelos estatisticos, evidenciando a dificuldade em se trabalhar
com a funcao de verossimilhanca usual para modelos discretos. Esta dificuldade vem
do fato de que os ajustes de modelos a conjuntos de dados discretos sao, em geral,

inapropriados.

A eliminacao de parametros perturbadores de uma funcao de verossimilhanca
é considerada um problema complexo em inferéncia estatistica. Essa problemética foi
evidenciada no século passado com a rejeicao de Fisher e Neyman a escola de Bayes-
Laplace (Berger et al., 1999), que considerava o uso da funcao de verossimilhanca integrada
uniforme um fato 6bvio. A partir de entao, os pesquisadores tentaram encontrar caminhos
alternativos para eliminacao de tais parametros. Provavelmente, os primeiros exemplos
relativos a abordagem frequentista para o problema sao encontrados em Fisher (1915,

1921).

Foram intimeros os esforcos para criar uma teoria de verossimilhanca para eli-
minacdo de parametros perturbadores (Barnard et al., 1962). O inicio da escola de
verossimilhanca "moderna" pode ser definido talvez a partir de Kalbfleisch & Sprott
(1970, 1973), que propuseram um estudo sistematico de varios métodos de eliminacao de
tais parametros (inclusive a fungao de verossimilhanga integrada) e acabaram por abrir

caminho para um campo de pesquisa promissor.



1. Introducao 2

Provavelmente a abordagem de verossimilhanca mais simples na eliminacao de
parametros perturbadores consiste em substitui-los por seus estimadores de maxima ve-
rossimilhanca condicionais, conduzindo a funcao de verossimilhanca perfilada, que pode
entao ser usada como uma funcao de verossimilhanca usual. No entanto, muitos exemplos
de comportamento enganoso dessa funcio (Neyman & Scott, 1948; Cruddas et al., 1989)
originaram varias correcoes dessa metodologia, como as fungoes de verossimilhanca per-
filada modificada e de verossimilhanca perfilada condicional, levando-se em consideracao
que a simples substituicao do parametro perturbador por uma estimativa pontual nao
necessariamente é uma alternativa eficaz. FExcelentes referéncias incluem Reid (1995,
1996), Fraser & Reid (1989) e, para uma versao bayesiana dessas abordagens, Sweeting

(1995a,b, 1996).

Outra abordagem de verossimilhanca surge quando um ou mais componentes da
estatistica suficiente tem distribui¢cao marginal ou condicional que depende do paradmetro
de interesse mas nao depende do parametro pertubador. Nesses casos, essas distribuicoes
sao geralmente usadas como uma funcao de verossimilhanca do parametro de interesse
e sao chamadas fungoes de verossimilhanca condicional ou marginal. Como o restante
dos termos é ignorado, e estes dependem do parametro de interesse, ha certa perda de
informacgao. Entretanto, defensores dessa abordagem sugerem que a perda é somente na

informagao do parametro de interesse que é inextricavel ao parametro pertubador.

Do ponto de vista bayesiano subjetivo, o problema tem uma solugao trivial: sim-
plesmente integrar a posteriori conjunta com relagao ao parametro pertubador e trabalhar

com a distribuicao a posteriori marginal do parametro de interesse resultante.

Algumas questoes que podem ser colocadas sao o que é funcao de verossimilhanca

e porque eliminar parametros perturbadores.

Uma defini¢do usual de func¢ao de verossimilhanga (e geralmente vaga) de Savage
(1976) inspirada em Fisher diz que ela é a "probabilidade ou densidade da observagao
como fungao do parametro". Bayarri et al. (1988) argumentam que tal definicdo nao pode
ser lnica e julgam-na como incompleta devido ao fato que ela nao orienta sobre como
lidar com uma variavel ndo observada (por exemplo uma observacao futura). Deve-se
condicionar nela como faz-se com os parametros desconhecidos ou trata-la como outra

observacao? Eles discutiram que a inferéncia baseada na funcao de verossimilhanca vai
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depender dessa escolha e oferecem exemplos ilustrando que qualquer das escolhas pode

ser a melhor delas dependendo de cada caso.

A segunda questao é interessante pois, apesar de ser natural que a inferéncia final
sobre o parametro de interesse deva ser livre do parametro pertubador, nao esta claro
que seja preciso passar por uma funcao de verossimilhanca livre do mesmo. A maioria
das anéalises nao bayesianas passa por algo meio que intermediario, o que nao acontece
com as andlises bayesianas. Por exemplo, hoje em dia muitas anélises bayesianas fazem a
inferéncia sobre o parametro de interesse baseados diretamente nos valores gerados para tal
parametro através do método de Monte Carlo, ou seja, nao ha uma necessidade aparente de
considerar explicitamente uma funcao de verossimilhanca livre do parametro pertubador
(inclusive é comum para bayesianos introduzir parametros pertubadores artificiais que
simplifiquem o processo). Entretanto, ha varias utilidades da func¢ao de verossimilhanga
livre do parametro perturbador em estudos bayesianos que justificam o seu uso. Entre

elas destacamos:

1. Informacao Clientifica: ao apresentar separadamente o grafico da funcao de veros-
similhanca do parametro de interesse e o da distribuicao a priori utilizada para o
mesmo, além de possibilitar a observagao do efeito desta priori na funcao, também
permite que outros pesquisadores utilizem suas proprias prioris para o parametro

de interesse.

2. Andlise de Sensibilidade: é util conhecer a funcao de verossimilhanga do parametro

de interesse ao estudar a sensibilidade da distribuicao a priori escolhida.

3. Custo de Eliciagao: em geral, como é muito dispendioso em termos de tempo e
esforco obter distribuicoes a priori subjetivas, ao eliminar os parametros pertur-
badores pode-se concentrar os esforcos apenas na eliciacao subjetiva de uma priori

para o parametro de interesse.

4. Objetividade: em algumas aplicagoes, had uma inegéavel necessidade de uma anélise
objetiva e, apesar de muitos estatisticos serem, com razao, céticos quanto a essa pos-
sibilidade (Berger & Berry, 1988), o uso da fungao de verossimilhanga do parametro
de interesse e de uma funcao peso padrao para o parametro perturbador pode

satisfazer esta necessidade.
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5. Combinagao de Funcoes de Verossimilhanca: se as informacoes obtidas sobre o
parametro de interesse sao de fontes diferentes independentes e sao originéarias de
funcoes de verossimilhanca, entao é possivel sumarizar as informacgoes através do
produto das mesmas. Berger et al. (1999) alertam sobre os cuidados na multiplicagao

de funcoes de verossimilhancga.

6. Prioris Improprias: o uso da funcao de verossimilhanca integrada parece reduzir as
dificuldades da utilizagdo de prioris improprias. Berger et al. (1999) ilustram tal

fato.

Nesta dissertagao, fizemos um estudo sobre alguns métodos de eliminacao de
parametros perturbadores (como nos casos das fungoes de verossimilhanca perfilada,
condicional e integrada) para trés modelos estatisticos, com o objetivo de estimar o

tamanho populacional, N, através das estimativas de maxima verossimilhanca (emv).

Assumimos que a populacao é fechada, ou seja, nao h& nascimentos, mortes,
imigracao ou emigracao de individuos da populagao durante o processo de estimacao.
Tal processo, conhecido na literatura por captura-recaptura, consiste na selecao de um
numero fixado ou aleatorio de individuos da populagao em k (k > 2) épocas (ocasides) de

amostragem.

O processo de captura-recaptura foi utilizado inicialmente por Laplace (1783)
para estimar o tamanho da populagdo da Franga, mas foi Petersen (1896) que utilizou
o método pela primeira vez em ecologia ao estudar o fluxo migratoério de peixes no mar
Baltico. Um dos primeiros trabalhos aplicando o método no século vinte foi o de Lincoln
(1930), que estimou o tamanho da populagdo de patos selvagens na América do Norte
e, a partir da década de cinquenta, diversos pesquisadores publicaram trabalhos sobre o
assunto, tais como, Chapman (1954), Darroch (1959), Jolly (1965), Burnham & Overton
(1978), Seber (1992) e Pollock (1991).

A importancia deste método no manejo pesqueiro, no controle de insetos, no
impacto da predacao de uma espécie carnivora, etc., motivou muitos trabalhos de pesquisa

em Estatistica.

A inferéncia bayesiana também fez-se fortemente presente em problemas de captura-

recaptura, como visto em trabalhos de pesquisadores como Hunter & Griffiths (1978),
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Castledine (1981), Smith (1988, 1991), George & Robert (1992), Ananda (1997) e Yoshida
et al. (1999).

Embora o processo de captura-recaptura fosse usado originalmente na estimacao
de populacao animal, ha muitas aplicacoes desse processo em outras areas do conheci-
mento, como por exemplo os artigos de Nayak (1988) e Basu & Ebrahimi (2001) na area
de controle de erros de softwares e os de Lee et al. (2001) e Lee (2002) na &rea de controle

de doencas nao transmissiveis em populacoes.

No capitulo 2 apresentamos detalhadamente o modelo estatistico referente ao mo-
delo binomial sem remocao. Neste modelo consideramos simplesmente a contagem do ni-
mero de individuos capturados (recapturados) em cada uma das ocasides de amostragem,
sem identificar se o individuo ja foi amostrado ou nao em alguma ocasiao anterior.
Apresentamos a respectiva funcao de verossimilhanca de N e p, probabilidade de captura
de qualquer individuo da populacao, em qualquer ocasiao, e contruimos as funcoes de ve-
rossimilhanca perfilada, condicional, integrada uniforme, integrada de Jeffreys e integrada

generalizada de N.

No segundo modelo, discutido no capitulo 3, consideramos a marcagao dos indi-
viduos capturados pela primeira vez em cada ocasiao e a identificacao do individuo como
capturado ou recapturado, de forma que no final do processo amostral temos o total de
individuos distintos observados (Zacharias, 2000). Novamente apresentamos as respectivas
funcoes de verossimilhanca de N e pq,pa, ..., pr, onde p; é a probabilidade de captura de
qualquer individuo da populagao na ocasiao j, e as fungoes de verossimilhanca perfilada,

condicional e integradas uniforme, de Jeffreys e generalizada de N.

No terceiro e dltimo modelo, apresentado no capitulo 4, utilizamos novamente a
técnica de marcacgao dos individuos capturados, mas neste caso consideramos os historicos
(trajetorias) de captura de cada individuo, isto é, consideramos as sequéncias de capturas,
recapturas e nao-recapturas dos individuos observados em pelo menos uma ocasiao e
estimamos N baseados nos numeros de individuos da populagao que apresentaram cada
historico de captura. Transcorremos de maneira andloga aos modelos anteriores, com
a diferenca de que para este modelo apresentamos a funcao de verossimilhanca restrita

integrada de N, analoga a condicional dos modelos anteriores.

Para os trés modelos citados realizamos estudos através de dados simulados com o
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objetivo de obter estimativas do tamanho populacional. Determinamos as emv de N para
cada um dos casos, considerando uma solucao gréfica e outra considerando N como sendo
a restricdo de uma variavel continua. Além disso, contruimos empiricamente intervalos de
confianca para o tamanho populacional e determinamos, ainda empiricamente, os erros

quadraticos médios das estimativas.

Ao final de cada capitulo tecemos comentarios e conclusoes inerentes ao modelo
discutido e, no ultimo capitulo, apresentamos uma conclusao geral sobre nosso trabalho

conjuntamente com sugestoes para trabalhos subsequentes.



Capitulo 2

Modelo Binomial sem Remocao

Para a construcao do modelo binomial sem remocao consideramos simplesmente
a contagem dos individuos capturados em cada uma das k ocasioes amostrais, k > 2, e
a simples devolucao destes & populagao. Neste caso, como nao ha a possibilidade de
distinguir os individuos recapturados, obtemos apenas as informagoes sobre o menor
numero possivel de individuos distintos observados, ou seja, o maior nimero entre os
ntimeros de individuos observados em cada uma das ocasioes e do total de individuos
capturados, independentemente se determinado individuo foi ou nao capturado em mais

de uma ocasiao.

Apresentamos neste capitulo as fun¢oes de verossimilhanca e de verossimilhanca
perfilada, condicional e integradas para o modelo em questao, bem como as respectivas

estimativas do tamanho populacional.

2.1 Modelo Estatistico e Funcao de Verossimilhanca

Suponhamos que cada individuo seja capturado ou nao, em qualquer ocasiao,
independentemente dos demais elementos da populagao e das outras ocasioes e que a

probabilidade de captura de qualquer individuo, em qualquer ocasiao, seja a mesma, p.

Seja n; o numero de individuos capturados na j-ésima ocasiao, j = 1,2,... k.
Logo ni,na, ..., ny sao independentes e identicamente distribuidos com n;| N, p ~ Binomial

com parametros N ep, j=1,2,...,k.
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Portanto, a funcao de verossimilhanca de NV e p é dada por
L(N,p’nl,nQ, - ,nk) = P(nan, - ,nk|N,p)

= 11 POy

j=1
k
N .
= H(n> P (1—p)N
j=1 >
N ] , )
Lj=1 N7/ |
L :
N —n
= ()| rma-oe (2.1
Lj=1 N7/ |

N >nge0<p<1, onde ng = max {nj g =1,2,... k:} ¢ o menor numero possivel de
k
individuos distintos observados e n = an ¢ o nimero total de individuos capturados
j=1
(recapturados).

Entao, o logaritmo natural da funcao de verossimilhanca ¢ dado por

k
l(N,p‘nl,ng, . ,nk) = Z log (TJLV) +n logp + (Nk; — n) log(1 — p), (2.2)
=1 ’

N>ngel<p<l.

2.2 Funcoes de Verossimilhanca

No caso apresentado, o objetivo é a estimacao do tamanho da populagao, N,
que ¢é o parametro de interesse e, consequentemente, p ¢ o parametro perturbador. Neste
contexto apresentamos algumas funcoes de verossimilhanga construidas segundo diferentes

metodologias de eliminagao de p.

2.2.1 Funcao de Verossimilhanga Perfilada

A funcao de verossimilhanca perfilada consiste em maximizar, para N fixado, a
funcao de verossimilhanca usual, agora considerada como funcao apenas do parametro p.

Entao, temos a
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Definicao 2.1 A funcao de verossimilhanca perfilada de N € definida por

LT(N‘nl,ng,...,nk) = sup {L(N,p’nl,ng,...,nk)},
pe(0,1)

N > ngy. Denotemos por p(N) o ponto que maximiza L(N,p}nl,ng,...,nk) para N
fixado. Entao, L?(N|n1, No, ... ,nk) = L(N,ﬁ(N)’nl,ng, . ,nk), N > ny.

Como maximizar a fungao de verossimilhanca é equivalente a maximizar o seu

logaritmo, entao para determinar ﬁ(N) temos de 2.2 que

8l(N,p|n1,n2,...,nk) _n Nk—n

0
Op P l—p

82[(N,p}n1,n2,...,nk):_ ﬁ_i_Nk—n <0,
9 p? P (1-p)?
N >nge0<p<1, o queimplica que ﬁ(N) = %

Logo, de 2.1 segue que a funcao de verossimilhanca perfilada de N é dada por

L?(N’nl,nz, e ,nk) = L(N,ﬁ(N)‘nl,ng, e ,nk)

L j=1
B ﬁ N\] n" (Nk—n)¥*"
=1 N/ (Nk)Nk

onde

K?(N|ni,ng, ... ,ng) = [ﬁ <N)] (Nk_gbzvzk_n, (2.3)

i\ (Nk

N > ng, € o nicleo (kernel) da fungao de verossimilhanga perfilada.

2.2.2 Funcao de Verossimilhanga Condicional

Outro tipo de funcao de verossimilhanca surge quando a fungao de verossimi-
lhanca 2.1 pode ser escrita como o produto de duas outras funcoes de verossimilhanca,

onde uma delas é uma funcao apenas de N e a outra ¢ uma funcao de N e p.
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Mais precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1 A funcdo de verossimilhanca 2.1 pode ser escrita sob a forma
L(N,p‘nl,ng, .. ,nk) = Ll(N}nl,nQ, .. ,nk) . LQ(N,p‘n),

onde L4 (N}nl, Ng,y ... ,nk) € a funcgao de verossimilhanga correspondente & distribuicdao de
probabilidades condicional de ny,ng, ..., Nk, dados n, N e p, e Ly (N,p‘n) corresponde a

distribuicao de probabilidades de n, dados N e p.

Demonstracao. Como n‘N,p ~ Binomual (N k,p) temos

n,N,p)
P(ni,ng,...,n,n|N,p)

Ll(N‘nl,ng,...,nk) = P(nl,ng,...,nk

P(n|N,p)
_ P(nl,nQ,...,nk‘N,p) I{@(Z?:l”j)
P(n|N,p)
ﬁl@j)] p" (1 —p)N
) (]\;k) pt(1—p)NE
()

k
N > ng, onde Iy, ( Z?Zl nj) é a funcao indicadora que assume o valor 1 se n = Z n; e

j=1
0, caso contrario.
Notamos que a distribui¢ao de ny, no, ..., n, condicionado a n, N e p na realidade
nao depende de p, o que implica que Ll(-‘nl, na,...,ni) depende somente de N.

Por outro lado,
Nk
La(.le) = Pl = (8 ) o =i,

Nk>ne0<p<1,oqueimplica por 2.1 que
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L(N,plna, oy mp) = [II(S)] (1 e

(N
— ]1:[1 (n) (Nk>p”(1—p)“‘”7

<Nk> ' n
n La(N,pln)

Li(N|n1,n2,...,ng)

N >nge0<p<1,oque prova o teorema.

A funcao de verossimilhanca L, (N}nl, Ng, ... ,nk) ¢ denominada funcao de veros-

similhanca condicional de N e serd denotada por LG(N}nl, N, ... ,nk). Logo,

1)

e j=1 N\

L (N‘nl,ng,...,nk) = N—k,
()

Nzno.

2.2.3 Funcoes de Verossimilhanca Integradas: Uniforme, Jeffreys

e Generalizada

A metodologia de verossimilhanca integrada consiste na eliminacao do parametro
perturbador p da funcao de verossimilhanca 2.1 através de sua integragao com relacao a
certa fungao peso escolhida para p. Desse modo obtemos uma funcao de verossimilhanca
somente em funcdo do pardmetro de interesse. Mais precisamente, temos a seguinte

definicao.

Definicao 2.2 A funcdao de verossimilhanca integrada de N com relacao & func¢ao peso

ﬂ(p|N), 0<p<1, €dada por

1
L*(N’nl,ng,...,nk) :/ L(N,p’nl,ng,...,nk) W(p’N) dp. (2.5)
0
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Notamos que

L*(N|n1,n2,...,nk) = P(nl,ng,...,nk}N)

NZTL().

Doravante adotamos a linguagem da estatistica bayesiana e denominamos 7 (p’ N )

de "funcgao densidade condicional & priori de p, dado N".
(I) Funcao de Verossimilhanca Integrada Uniforme

Um caso particular de funcao de verossimilhanga integrada, definida a seguir, é

0 caso em que W(p|N) é a fungao densidade uniforme no intervalo (0, 1).

Definicao 2.3 A funcdo de verossimilhanca integrada uniforme de N, LY (N|n1, No, ... ,nk),
€ a funcao de verossimilhanga integrada com rela¢ao a priori 7Tu<p|N) = T01)(p), isto €,
1
Lu(N’nl,ng, e ,nk) = / L(N,p‘nl,ng, e ,nk) dp,
0

N > ng. Assim, a funcao de verossimilhanca integrada uniforme para o modelo binomial

sem remocao ¢ dada por

1
Lu(N‘nl,nQ,...,nk) = / L(N,p’nl,ng,...,nk) dp

(g) /01 pt(L=p)NF dp

_ fI(N>'1xn+nI(Nk—n+1)

A F(n+1+Nk—-n+1)
O [E N! nl (N k—n)!
L gt (V=) (Nk+1)!

1
X Ku(N‘ntha"')nk))

onde

Ku(N‘nl,nQ,...,nk) = [ﬁ ok ] (Nk—n)! (2.6)

N > ng, é o nicleo de Lu(N‘nl,nQ, e ,nk).
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(II) Fungao de Verossimilhanca Integrada de Jeffreys

Outra distribuicao a priori geralmente utilizada como funcao peso para p é a de

Jeffreys dada pela seguinte definicao.

Definicao 2.4 A distribuicao a priori de Jeffreys para p, dado N, é dada por

p 1/2
T (p’N) X [I(nhm ..... nk)(N,p)] ,

onde I, n,,... nk)(N,p) ¢ a medida de informacgao esperada de Fisher de p através de

(n1,n9,...,nk), com a suposi¢io de que N € conhecido.

Entao,

9*I(N, SN,
I(nl,ng _____ nk)(N;p) =F| — ( p’nl No nk)

J

op?
logo, de 2.2 segue que
n Nk—n
I(ru,ng ..... nk)(va) = F ]?—i_ (1_p)2 N7p
_ E[n|N,p +Nk—E[nyN,p}
B P (1—p)?
_ Nkp NEk—Nkp
p* (1-p)?
Nk Nk
p (1-p)

11 Nk
- <5+ (1—p)> “p(-p)

o que implica que a priori de Jeffreys para p, dado N, é

1/2
7T3(P|N) X (%) x p/?(1—p)? Io1)(p).

Portanto, de 2.1 e 2.5, segue que

1
Lg(N|n1,n2,...,nk) = / L(N,p‘nl,ng,...,nk) Wg(p}N) dp
0

£ N ! —1/2 Nk—n—1/2
x ]1;[1 (n])] /Op” P (L=p)Nrri2dp
O [E N T(n+1/2) T(Nk—n+1/2)
L gt (N =) I'(Nk+1)

o K3(N|ni,na, ... ,ng),
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onde

F N T(Nk—n+1/2
K?(N|ny,ng,...,ng) = [H (N—nj)!] (F(Nk;+1)/)’ (2.7)

j=1

N > ng, é o nicleo de Lg(N’nl,ng, e ,nk).
(HI) Funcao de Verossimilhanca Integrada Generalizada

Mais geralmente, podemos considerar como func¢ao peso para p uma priori Beta(a, 3),

a >0, >0, com « e 3 conhecidos.

Entao,
m9(p|N) o< p* (1= p)° " To1)(p)

e, de 2.1 e 2.5, temos

1
LS(N|TL1,TL2,...,TLk) - / L<Nap‘nlvn27"'7nk) 7.‘—g(pl‘]\[) dp

N\ oL s
( ) / pn+a 1 (1 _p)Nk +8-1 dp
n; 0

L (N\] D(n+a) D(Nk—n+p)
( ) T(Nk+a+p)

onde

I E (N T(VE—n+8)
KS(N|n1,n2,...,nk)—[H (nj)] F(Nk+a+ﬁ)’ (2.8)

J=1

N > ng, € o nicleo da funcao de verossimilhanca integrada generalizada de N.

Notamos que, se « = § = 1 temos a fun¢ao de verossimilhanca integrada uniforme

e se « = [ =1/2 temos a fun¢do de verossimilhanca integrada de Jeffreys.

2.3 Estimativas de Maxima Verossimilhanca

Nesta se¢do determinamos as estimativas de méxima verossimilhanca (emv) de

N correspondentes as diferentes funcoes de verossimilhanca apresentadas anteriormente.
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A emv de (N,p) é o ponto (N,{) que maximiza a fungio de verossimilhanca,
L(N,p’nl,ng, e ,nk), ou o seu logaritmo, Z(N,p‘nl,ng, e ,nk). Para obter tal ponto,
assumimos que N seja uma variavel continua (Dahiya, 1981) e encontramos (N , ]5) através

da solucao do sistema

( 8Z(N,p‘n1,n2,...,nk)
:()7
dp
(2.9)
8Z(N,p‘n1,n2,...,nk) _ 0
\ ON o

N>nyel<p<l.

Como de 2.2 temos

|
ol +nlogp+ (N k—n)log(l —p)
—’n])| nj!

k
I[(N,pni,ng,...,ng) = log
( ‘1 2 ) ]Zl (N

= k log (N!) —Z log [(N — n;)!] —Z log (n;!) +n logp+ (N k —n)log(1 — p)

j=1
k k
=k logF(N+1) —Z logI‘(N—nj+1) —Z log (nj!) +nlogp+ (Nk—n) log(1 —p),

j=1 Jj=1
N >nge(0<p<1, entao o sistema 2.9 pode ser escrito como

( n_Nk—n

P I1—-p

=0,

EU(N+1) =) (N —n;+1)+k log(1—p) =0,

\ Jj=1

dlogT’ (z)
dz

Assim, (N,f)) é solucao do sistema

N>nge0<p<l1,onde ¥V(z) = , 2 >0, é a funcao digama.

( . n
p_ﬂu

k
EU(N+1) =) (N —n;+ 1) +k log(1 - p) =0,

\ Jj=1

N >nge0<p<1, o queimplica que N é solugao da equacao

k@(NH)—i@(N—nj+1)+klog<1—%>:o, (2.10)

j=1
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NZTL().

Finalmente, a estimativa do tamanho populacional, N, como é um valor inteiro, é
obtido através do célculo da funcao de verossimilhanca de N e p aplicada nos dois valores
inteiros proximos ao determinado em 2.10. A raiz de 2.10, bem como a emv inteira de NV,
foram determinadas na secao 2.3.3, quando do estudo da performance do modelo, através

de um programa implementado em R (versao 2.8.1) e descrito no apéndice A.

2.3.1 Solucao Grafica

Para a determinacao das emv correspondentes as funcoes de verossimilhanca
perfilada, condicional e integradas uniforme e de Jeffreys partimos inicialmente de um
estudo grafico. Construimos os gréficos das respectivas fungoes de verossimilhanca (ou de

seus nicleos) e, a partir destes, determinamos os pontos de méaximo para cada amostra.

Evidentemente o grafico da respectiva fungao ¢ baseado em um nimero finito de
valores de N, o que nao nos permite analisar o seu comportamento para valores grandes
de N. Como este comportamento, para todo N suficientemente grande, depende do limite
da respectiva funcao, quando N — o0, determinamos os limites de cada uma das funcoes

€ 0S apresentamos nos teoremas que seguern.

Teorema 2.2 O nicleo da funcao de verossimilhanca perfilada, dado em 2.3, converge
1 1

H§:1 n;! kn

para exp(—n), quando N — o0.

Demonstracao. De 2.3 temos

K?(Nlni,na,...,ng) = [ﬁ

Nk
B 1 j=1 Nk—n
B H?:l n;! (Nk—n)n Nk
N 1 F—1
[Mx(t-<](1-2 e
AN N ( )
— = 1—
- k
HJ=1 1 L(Nk:—n)n Nk
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Como, para N — 00, temos

n Nk
<1 - %) — 1, m < N, m fixo, (k; . %) — k" e <1 — %) — exp(—n(2.11)

concluimos que

1 1
KT(N|n1,n2,...,nk) 1\:;0 F ﬁ eXp(—n). |

j=1 Uz

Teorema 2.3 A funcdao de verossimilhanca condicional, dada em 2.4, converge para
n! 1

H§:1 n;! kr

Demonstracao. De fato, temos de 2.4 que

, quando N — o0.

LG(N‘nl,ng,...,nk) = ]:1N—]§
()

B 0! HleN(N—l) (N —n;+1)

It (NE)(NE=1) ... (NE—n+1)

Novamente, de 2.11 temos que

L@(N‘nl,ng,...,nk) ]\:O F ﬁ

j=1 UZE

Teorema 2.4 O niicleo da funcao de verossimilhanca integrada uniforme 2.6 converge

para 0, quando N — 00, isto €, o seu logaritmo converge para —oo, quando N — 00.

Demonstracgao. De 2.6 temos

J

k ‘ N
KU(N‘nl,ng,...,nk):[ N! ] (Nk n)

(N—n)l| (NE+1)

1
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Assim, por 2.11 e pelo fato de que — 0, quando N — 00, temos

Nk+1

KY(N|ni,n2,...,n;) — 0. [ |
N—o0
Teorema 2.5 O niicleo da funcao de verossimilhanca integrada de Jeffreys, dada em 2.7,
converge para 0, quando N — 00 e, consequentemente, o seu logaritmo converge para

—00, quando N — o0.

Demonstracao. De 2.7 temos

k

; B N!
K (N}nl,nQ,...,nk)—jl;[lm X
y (Nk—n+i-1)(Nk—-n+1-2) ... (Nk—n+1—(Nk—n))T(1/2)
(N k)!

ﬁN(N—l)...(N—nj—i—l) N

= T(1/2) = O 111 (Nk—n+1/2-1)
ﬁN(N—l)...(N—nj+1) Nﬁn(Nk—n+1/2—l)

— T(1/2) A= =l

(NE)(Nk=1)...(Nk—=n+1) (Nk—n)(Nk—n—-1)...3-2-1

11 (“%) (1—%)--(1—””']\;1) Nﬁn(Nk—n+1/2—l)

=1

k(k—%)(k—%)(k—n;fl) ﬁn(]\fk;—nJrl—l)




2. Modelo Binomial sem Remocao 19

020

— T(1/2) =

D) !

Como,

0(-v) (3] (- )
k(k_%> (k,_%)”(k_n;) Pl

e 1 —x < exp(—z), para todo z real, temos

Nk—n 1/2 Nk—n 1 Nk—n 1 1 Nk—n
I () = I ()< Moo ) =on (5 2

=1 r=1 r=1

(2.13)

Entao, uma vez que

Nk—n 00
. 1 1
lim E - = 5 - = +00,
N—o0 r r
r=1 r=1
temos

N k—n 1/2 1 Nlcfn1
< i — < — =1 — | =0. .
0< jim, L NECaaiog) S szhlfioz; S =0 21

r=

O resultado segue de 2.12, 2.13 e 2.14. B

O conhecimento destes limites nao deixa dividas em relacao ao valor de max-
imo encontrado da funcao em questao, nos permitindo atribuir este valor a estimativa

procurada.

2.3.2 Solucao por Continuidade

Uma outra possibilidade para se determinar as emv perfilada, condicional e
integradas uniforme e de Jeffreys, aqui denotadas por N7, N¢, NU e N7 respectivamente,
¢ a suposicao de que N seja uma variavel continua, como discutido na secao 2.3 para a

determinacao de N.
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(I) EMV Perfilada

A emv perfilada de N, supondo N uma variavel continua, é solucao da equagao

dlog K¥(N|ny,na, ..., ny)
ON

— 0, (2.15)

N > ny. Logo, de 2.3, temos

log K¥(N|ni,no, ..., Zlog( ) + log

(Nk —n)Nkn
(N/{:)Nk

+ (Nk—n)log (Nk—n)—Nklog (N k)

Zk: | [ NI
= og
=1 (¥

—nj)! n;!

k
—klogF N—l—l Zlogf —nj—l—l)—Zlog(nj!)
=1

+(Nk—n) log (Nk—n)— Nklog (Nk),

N > ng, o que implica que N? & solucao da equacao

N+1

Mw

n
U(N —nj+1)+klog (1—ﬂ>:0, (2.16)

Jj=1

NZTL().

Notamos que a equacao 2.16 ¢é igual a equagao 2.10, isto ¢, a emv de N coincide

com a emv perfilada de V.
(IT) EMV Condicional

Supondo N uma variavel continua, temos que a emv condicional de N satisfaz a
equacao

8logLe(N‘n1,n2, Ce ,le)
ON

—0, (2.17)
N Z no.

Como, de 2.4, temos

k
logLe(N}m,ng, .. ,nk) = Z log (iv) ~log (]\2]{;)

k NI Nk)!
:;log[(]\f—nj)! nj!]_log[(]\fk(—n;! n!]
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k

=> log (N1) — i log [(N — n;)! Z log (n;!) —log [(N k)!]

j=1
+ log [(Nk; —n) ] + log (n')

—klogF N+1 Zlogf —nj—i—l Zlog n] logF(Nk:—{—l)

+10gF(Nk—n+ 1) + log (n!),

N > ng, entao de 2.17 temos que NE€é solucao da equacao

k
U(N+1) =Y W(N-nj+1) —kU(Nk+1) +kU(Nk—n+1) =0, (2.18)

Jj=1

N 2 nyo.
(III) EMYV Integrada Uniforme

Supondo N uma varidvel continua, temos que a emv integrada uniforme de N é
solucao da equacao

8logKu(N‘n1,n2, oy

N =0, (2.19)
N > ng. Como de 2.6 temos
N! NEk—n)!
logKu(N‘nl,ng,...,nk) = Z log m +log ﬁ
p= i)! !
k
:Zlo Zlog —n)!] +log [Nk —n+1)!] —log [(Nk+1)!]
j=1

k
=klogI'(N+1) =Y logI'(N —n;+1) +logT(Nk—n+1) —logT (N k+2),

j=1

N > nyg, segue de 2.19 que NU¢ solucao da equacao

U(N+1 U(N—nj+1)+kU(Nk—n+1)—kU(Nk+2) =0, (220)

Mw
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(IV) EMV Integrada de Jeffreys

A emv integrada de Jeffreys de N, supondo N uma variavel continua, é solugao

da equacao
d
Olog K (Ngl]i; N2, .. ) —0, (2.21)
N > no.
Como, de 2.7,
k
NI I'Nk—n+1/2)
5 _ o

log K (N{m,ng,...,nk) Z_:log (N—nj)!+10g F(Nk+1)

k

j=1

k
=klogT'(N+1)— logI'(N —n;+1) +logI'(Nk—n+1/2) —logT'(N k+1),
j

J=1

N > ng, segue de 2.21 que N ¢ solugao da equacao

M»

U(N+1) U(N=n;+1)+k¥U(Nk—n+1/2) —k¥(Nk+1) =0, (2.22)

<.
Il
-

NZTL().

2.3.3 Estudo da Performance do Modelo Binomial sem Remocao

Com o objetivo de analisar o comportamento das emv de N com relacao as
funcoes de verossimilhanca propostas, fizemos um estudo a partir de amostras simuladas

deste modelo para N =100, p = 0,4 e p = 0,8 e diversos valores de k.

Primeiramente apresentamos as amostras simuladas nas tabelas 2.1 e 2.2 e, a
partir dessas amostras, determinamos os respectivos valores das estatisticas ng € n, de NV

e das emv perfilada, condicional e integradas uniforme e de Jeffreys de N.

Por outro lado, a fim de obter maiores informacgoes a respeito das estimativas,
determinamos intervalos de confianca empiricos de 95% para NV e erros quadraticos médios
empiricos das estimativas, a partir da geracao aleatéria de 1000 amostras, entre outras

informacoes.
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(I) Estimativas de Maxima Verossimilhanca de N

Tabela 2.1: Amostras simuladas da distribuigao Bz’nomz’al(lOO; 0, 4)

k Amostra

2 a; = (46,38)

3 ay=(39,40,45)

5 az = (47,37,42,41,45)

7T ag = (43,39,38,29,42,36,48)

10 a5 = (42,44,43,30, 38, 33,41, 42, 36, 42)

15 a¢ = (40,44,32,37,40,45,42, 43,40, 46, 44, 32, 39, 47, 38)

30 ar=(37,42,36,41,43,35,40,42, 33, 35,43, 38, 41, 46, 39, 52, 37, 32,
41,43, 42,47,50, 45, 46,43, 37, 38, 52, 39)

50 as = (35,44,40,41,43, 45, 37,40, 33,49, 35, 43, 40, 38, 38, 32, 46, 37,

44,42, 32,39, 35,47, 35,44,43, 33,35, 41,45, 44, 34, 36, 45, 35, 31, 35,
34,41, 49, 38, 46, 38, 40, 30, 43, 33, 35, 33)
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Tabela 2.2: Amostras simuladas da distribuicao Binomial(lOO; 0, 8)

k Amostra

2 ay=(82,79)

3 aio = (77,74, 86)

5  an=(77,79,75,87,78)

7 a;p = (86,78,78,81,83,85,77)

10 a3 = (79,78,88,77,84,74,79, 76,83, 83)

15 au = (88,81,79,85,79,90,78,75,72,77,81, 77,75, 82, 82)

30 a5 = (83,75,81,81,79,71,85,80,84, 82, 79, 82, 80, 84, 75, 79, 79, 77,
79,84,83,80, 85, 87, 83, 76, 74,81, 83,81)

50 a6 = (80,79,74,73,81,72,77,80,79,77,73,77,79, 72,82, 87,80, 85,

80, 82, 86, 75, 78, 85, 78, 87, 83, 75, 78, 85, 80, 83, 76, 79, 79, 72, 77, 85,
78,82, 69,78, 84,82, 82, 74,78, 88,87, 71)
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Como mencionamos na secao 2.3, o valor de N foi determinado a partir da solucao
da equagdo 2.10 através de uma rotina implementada em R (versdo 2.8.1). O mesmo
procedimento foi aplicado para a determinacao de N > N ¢ N%e N7 como solucoes das

equacoes 2.16, 2.18, 2.20 e 2.22, respectivamente, apresentadas na secao 2.3.2.

Na secao 2.3.1 discutimos uma solucao grafica para as emv perfilada, condicional e
integradas uniforme e de Jeffreys. A titulo de ilustracao determinamos ]\7?, NG, NUe N?

para a amostra as, utilizando o aplicativo mateméatico Maple (versao 11.01).

Na figura 2.1(a) temos o grafico do nticleo da fung¢do de verossimilhanga perfilada
para a amostra as; = (39, 40, 45), para NN entre ng = 45 e 500. Observamos que a fun¢ao
cresce, em seguida decresce e converge, pelo teorema 2.2, para 4,8462 - 107264, quando

N — co. Por outro lado, observando a figura 2.1(b) temos N% = 51.

Na figura 2.2(a) temos o grafico da func¢do de verossimilhanga condicional, cujo
comportamento ¢ analogo ao do nucleo da funcao de verossimilhanca perfilada. Neste

caso, N€ = 56.

O mesmo ocorre com as figuras 2.3(a) e 2.4(a) correspondentes aos graficos dos
logaritmos dos niicleos das funcoes de verossimilhanca integradas uniforme e de Jeffreys,

respectivamente. As estimativas obtidas sao NU =52 ¢ N = 50,

Para os demais casos procedemos de maneira analoga e apresentamos os resulta-

dos nas tabelas 2.3 e 2.4, correspondentes aos dados das tabelas 2.1 e 2.2, respectivamente.
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Tabela 2.3: Estimativas de méxima verossimilhanca de N e de méaxima verossimilhanca

perfilada, condicional e integradas uniforme e de Jeffreys para as amostras da Tabela 2.1

A

k amostta n ny, N NP NC& NU NF
2 a, 84 46 67 67 174 65 61
3 as 124 45 51 51 56 52 50
) as 212 47 58 58 64 59 57
7 ay 275 48 174 174 436 98 104
10 as 391 44 74 74 83 70 69
15 ag 608 47 T4 4 79 72 71
30 a; 1235 52 110 110 116 101 102
o0 as 1951 49 108 108 112 101 103

Tabela 2.4: Estimativas de maxima verossimilhanca de N e de méaxima verossimilhanca

perfilada, condicional e integradas uniforme e de Jeffreys para as amostras da Tabela 2.2

k amostra n No N N? NE& NUW NI
2 ay 161 82 82 82 85 84 82
3 aj 237 86 120 120 159 119 113
5 a 396 87 104 104 112 106 103
7 a 568 8 94 94 97 96 94
10 as 801 88 102 102 105 103 102
15 ay 1201 90 113 113 117 114 112
30 as 2412 87 94 94 95 95 94
50 ag 3963 88 108 108 109 109 108
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(II) Resumos das Medidas Descritivas Empiricas das Estimativas de N

Tabela 2.5: Resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N para 1000 amostras

simuladas da distribuicao B@'nomial(lOO; 0, 4)

EMV Média  Erro Quadratico Intervalo de 95% Amplitude
Médio de Confianga do IC

Perfilada  91,00987 8203, 587 (41, 370) 329

k=5 Condicional 107,9094 13559, 96 (42,460) 418
Uniforme 71,573 1548, 373 (42,138) 96

Jeffreys 74,012 2137, 028 (42, 168) 126

Perfilada  112,0713 8832, 197 (51,401) 350

k=15 Condicional 122,8179 11332, 52 (52,424) 372
Uniforme 87,925 1094, 855 (51,174) 123

Jeffreys 02, 65 1860, 262 (51,217) 166

Perfilada 107, 6090 3374, 083 ( ) 177

k=50 Condicional 111,2437 3525, 097 ( ) 203
Uniforme 96,613 710,295 (64, 168) 104

Jeffreys 99,134 1042, 146 ( ) 122
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Tabela 2.6: Resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N para 1000 amostras

simuladas da distribuicao Binomial(lOO; 0, 8)

EMV Média  Erro Quadratico Intervalo de 95% Amplitude
Médio de Confianca do 1C

Perfilada 96,41 279,684 (81,137) 56

k=5 Condicional 102,4685 642, 5706 (81,166) 85
Uniforme 97,38 183,532 (81,130) 49

Jeffreys 94,926 178,484 (81,126) 45

Perfilada 98,471 80, 819 (86,119) 33

k =15 Condicional 100,133 98, 559 (86, 123) 37
Uniforme 99,051 77,391 (86,119) 33

Jeffreys 98,034 73,906 (86,117) 31

Perfilada 99, 565 23,121 (91,110) 19

k =50 Condicional 100,03 24,32 (91,111) 20
Uniforme 99,767 23,075 (91,110) 19

Jeffreys 99,438 22,574 (91,110) 19

2.3.4 Conclusoes

As estimativas obtidas no estudo feito com dados simulados e descritas nas tabelas

2.3 e 2.4 nos permitiram concluir os seguintes fatos:

1. as emv de N, N e N7 resultaram iguais para todas as amostras, como observado

na segao 2.3.2 (I);

2. no caso das amostras a4, a; € ag, as emv integradas uniforme e de Jeffreys resultaram

mais proximas do valor verdadeiro do parametro do que as demais;

3. todas as estimativas apresentaram, de um modo geral, melhores resultados quando

o nimero de ocasioes, k, aumentou;
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4. asemvde N, N, N” e N9, resultaram aproximadamente iguais para o caso p = 0, 8;

5. as emv perfilada, condicional e integradas uniforme e de Jeffreys de N obtidas por

solucao por continuidade coincidiram com as estimativas por solucao grafica.

Baseados nos resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N apresen-

tados nas tabelas 2.5 e 2.6, concluimos que

1. como a equacao de estimacao de N e N? coincidem, os resumos apresentados nas

tabelas 2.5 e 2.6 para as emv perfilada sao os mesmos para a emv usual;

2. ao comparar as informacoes da Tabela 2.5 com as da Tabela 2.6 notamos que as
estimativas sao mais proximas do valor verdadeiro de N no segundo caso; além
disso, os intervalos de confianca neste caso também sao mais satisfatérios; Estes
fatos nos mostram que apesar da eliminagao do parametro perturbador p da funcao

de verossimilhanca, ele ainda influencia fortemente os resultados;

3. de fato, ao analisar a média das estimativas, o eqm e os IC de 95% de N em ambas
as tabelas 2.5 e 2.6, notamos que as estimativas melhoraram quando o ntimero de

ocasioes amostrais k£ aumentou e, finalmente,

4. como todos os intervalos de confianca contruidos contém o valor verdadeiro de IV,
comparamos os desempenhos dos diferentes estimadores através das amplitudes dos
IC, dessa forma os emv integradas por aparesentarem amplitudes menores sao mais

satisfatorios do que os emv perfilada e condicional.

Desde o inicio nossa expectativa era de que esse modelo nao produzisse estimativas
razoavelmente boas para o tamanho populacional, devido ao fato de que nao existe a
possibilidade de se obter um nimero de individuos distintos superior a ng, mesmo para
aquelas amostras em que este ntimero realmente o supera. Este fato, sob o nosso ponto
de vista, € o que torna as estimativas nao precisas, como por exemplo em alguns casos
apresentados nas tabelas 2.3 e 2.4 e nos casos dos extremos dos intervalos de confianca
apresentados nas tabelas 2.5 e 2.6. Apesar disso, as médias das estimativas sao mais

préximas do valor verdadeiro do parametro, mesmo nestes casos.
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Nos proximos capitulos propomos modelos que eliminam essa caracteristica amostral,
nos permitindo identificar os individuos distintos observados e obter estimativas mais

precisas do tamanho populacional.



Capitulo 3

Modelo Binomial com Marcacao

Vimos no capitulo 2 para o modelo binomial sem remoc¢ao que as emv do tamanho
populacional com relacao as funcoes de verossimilhanca estudadas, em geral, subestimam
o valor do parametro, V. Neste capitulo abordamos outro modelo estatistico que corrige
esta deficiéncia. A esséncia desse novo modelo reside no fato de que os individuos
selecionados, em cada ocasiao de amostragem, serao reconhecidos se forem selecionados
novamente em ocasioes posteriores. Outro ponto a destacar é o fato de considerarmos
que as probabilidades de selecao dos individuos variam de acordo com as ocasioes de

amostragem.

Mais precisamente, neste capitulo consideramos o processo amostral conhecido
na literatura como captura-recaptura. Neste processo individuos sao selecionados da
populacao em k ocasioes de amostragem, k > 2, e, em cada uma delas, é feita a contagem
e marcacao dos individuos capturados pela primeira vez na ocasiao e a contagem dos
individuos recapturados (ou seja, aqueles capturados ja marcados anteriormente). Em
nosso estudo as estimativas do tamanho populacional dependem dos nimeros de indi-
viduos capturados nas diversas ocasides e do nimero de individuos distintos observados

durante todo o processo.

Apresentamos novamente as funcoes de verossimilhanca e de verossimilhanca
perfilada, condicional e integradas para o presente modelo e as respectivas estimativas

do tamanho populacional.

35
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3.1 Modelo Estatistico e Funcao de Verossimilhanca

Denotemos por

e p; a probabilidade de qualquer individuo ser capturado na j-ésima ocasiao, j =

1727"'7k7 ep= (plap?a"'7pk);

e n; o nimero de individuos capturados na j-ésima ocasiao;

k

o n= g n; o nimero total de individuos capturados durante todo o processo;
=1

e m; o nimero de individuos marcados capturados (recapturados) na j-ésima ocasiao

(m1 = 0);
e d; = n; —m; o nimero de individuos capturados pela primeira vez na j-ésima
ocasiao;
j—1
o M; = E d; o nimero de individuos distintos marcados presentes na populacao
i=1
imediatamente antes da j-ésima ocasido, j = 2,3,...,k (M; = 0);
k
o= E d; o numero total de individuos distintos capturados durante todo o pro-
Jj=1
Cesso;
o D= {nl,ml; N9, Mo . . .5 N, mk} o conjunto de dados amostrais.

Suponhamos que cada individuo da populacao seja capturado ou nao, em cada
ocasiao, independentemente dos demais e das outras ocasioes. Logo, as amostras obtidas

durante o processo sao independentes e a distribuicao de probabilidades de

(nl,ml;ng,mg; - ;nk,mk), dados N e p, é igual a
P(nl,m1;n2,m2;---;nmmk}va) =
= P(nl,mllN,p) P(ng,mg‘nl,ml,N,p) . P(nk,mk’nl,ml;ng,mg; . ;nk_17mk_1N,p)
- <TJZ> Pt (1 —p)N ™ (TJLV; :Ariz) P52 (1 — pg) N Mamnatma <]T\n/[j> P52 (1= pg)tzmme
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N M. N — M. M N — M, " .
= ( >P71” (1—p)N—m ( 2) ( 2) p? (1 —p)V7m2 . ( k) < k) PR (1 — pi)N
nq mo Ng — Mo my N — myg

Il
=

B
=) :
== 5

=
N
F =
|
3=
N———

N! (N - My)! (N — Ms)!

(N—nl)!Tl1! (N—Mg —n2—|—m2)! (ng—mg)! (N—M3 —n3+m3)! (ng—mg)!

(N = My_1)! (N — My)!

(N — Mk—l —Ng—1+ mk_1)! (nk_l — mk_1>! (N — Mk —ng + mk)! (nk — mk)'

(3.1)

_ [ﬁ 1 )]( N (N—MﬁEN—M@! (N = My_1)! (N = M)!

N — My)! (N — Ms)!

: 1 N!
) tl:[l (n; mj)!] (N —7)

Portanto, de 3.1 temos que a funcao de verossimilhanca é dada por

L(N,p|D) = P(ni,mi;ng,ma;...;ng,my|N,p)

k k
. M 1 5 N—nj
BEGED] (m) Lo @=pm.
]:

j=2 J

N>r0<p <1,j=12.. .k

Entao, o logaritmo natural da funcao de verossimilhanca é dado por
N,p|D):10g —i—Zlog( )+Zlogd‘

—|—an logp]—i—z —n] log(1 — pj),
NZT,O<pj<1,j:1,2,...,k, seu nicleo é
N o Non,

=1
N>r,0<pi<l,j=12,... ke
N!
log K (N, p|D) zlogm+2nj logpj—l—Z(N—nj) log(1 — p;),

N>r,0<p;<1l,j=12,... k.

N_M) T (N (N )

(3.2)

(3.3)
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3.2 Funcoes de Verossimilhanca

Novamente construimos fun¢oes de verossimilhanca segundo diferentes metodo-
logias de eliminagao de p, como no capitulo 2, com o objetivo de se determinar funcoes

apenas do parametro de interesse N.

3.2.1 Funcao de Verossimilhanca Perfilada

A funcao de verossimilhanca perfilada de N, definida no capitulo 2, é dada por
L?(N|D) = Sup {L(N,p\D)} = L(N,p(N)|D),
onde p(N) é o ponto de maximo de L(N,p|D), para N fixado.

Como maximizar a funcdo de verossimilhanca é equivalente a maximizar o loga-

ritmo de seu ntucleo, entao de 3.5 segue que, para j =1,2,...,k,
8logK(N,p‘D) o n N—nj_o
dp; pi l—p; '

ny nNo T
N NN
lhanca perfilada de N é tal que

Assim, ﬁ(N) = < ) e, de 3.2, temos que a funcao de verossimi-

L?(N|D) = L(N,p(N)|D)

onde

KT(N}D)Z(NL_!T)! ﬁ

N > r, é o niicleo da funcio de verossimilhanca perfilada, L” (N’D).

3.2.2 Funcao de Verossimilhanca Condicional

Como na secao 2.2.2, a funcao de verossimilhanca condicional, L@(N‘D), é

construida a partir da fatoracao da funcao de verossimilhanca 3.2 da seguinte forma:

L(N,p|D) = Li(N|D) - Ly(N,p|ni,na, ..., ny),
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onde L, (N ‘D) ¢ a funcao de verossimilhanca correspondente & distribuicao de proba-
bilidades de (ml,mg, e ,mk), dados (nl,ng, ..,ng),Nep, e LQ(N,p‘nl,nz, e ,nk)

corresponde & distribui¢ao de probabilidades de (ny,ns, ..., n;) dados N e p.

De fato, como no teorema 2.1, temos de 3.2

Ll(N‘D) = P(ml,mg,...,mk‘nl,ng,...,nk,N,p)
P(nluml;n27m2;"';nkumk|N7p>
P(nl,nQ,...,nk|N,p)

N > r. Por outro lado,
LQ(N7p|n17n27"‘7nk) = P(nl,TLQ,-..?nk}]\LP)
b/N
- H ( )p;bj (1 _pj)N_njv (38)
n;j

N > max {nl,ng,...,nk}, 0<p; <1 7=12,...,k, e o resultado segue de 3.2, 3.7 e
3.8.

A funcgao de verossimilhanca Ll(N |D) denomina-se funcao de verossimilhanga

condicional de N e ser4 denotada por L¢(N|D). Entao, L¢(N|D) o< K¢(N|D), onde

i, (3.9)
N

N > r, é o nucleo de L, (N|D).
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3.2.3 Funcoes de Verossimilhanca Integradas: Uniforme, Jeffreys

e Generalizada

Como na secao 2.2.3, apresentamos algumas fungoes de verossimilhanca integradas,
com respeito a certas funcoes peso para p, com o objetivo de obter uma funcao de

verossimilhanca apenas em funcao de N.
(I) Funcao de Verossimilhanca Integrada Uniforme

Neste caso, vamos supor que, dado N, pq, pa, ..., pr sao independentes e identica-
mente distribuidos com distribuicao de probabilidades Uniforme(0,1), o que implica que
a funcao de verossimilhanca integrada uniforme para o modelo binomial com marcagao,

de acordo com 2.5 e 3.2 é dada por

LY(N|D) = /(01)k L(N,p|D) dp

x ( f[ YN dp;
N! b T(ny+1) D(N —n; +1)

(V=) H I(N +2)
N ol (N = ny)!

— (N=)! g (N +1)!

x KY(N|D)

onde
KU(MD):(NL—!T)! g% (3.10)

N > r, é o niicleo de Lu(N’D).
(II) Funcao de Verossimilhanca Integrada de Jeffreys

Novamente consideramos a priori de Jeffreys como fungao peso para p.

Para a determinacao da priori de Jeffreys para p vamos utilizar o mesmo raciocinio

da definicao 2.4, com a definicao estendida para o vetor p.
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Definicao 3.1 A distribuicdo a priori de Jeffreys para p, dado N, € dada por

1
2

7 (p|N) [det ID(N,p)l :

B O*I(N,p|D)
Op; Op;

onde ]D(N,p) = (E

Fisher.

) ¢ a matriz de informacao esperada de
D 1<4,5<k

Entao, de 3.3, temos

GZ(N,p‘D) n;j N —n,;

= T T j:172a"'7k7
Ip; pi 1-pj
as derivadas de segunda ordem de l(N,p|D) Sao
( 0*1(N,p|D
PUNDID) iy
Opi Op;
\
O*l(N,p|D —n; + 2n;p; — Np?
D) i,
\ P; P (1-p))
¢ (
0, L F 7,
5 &8I(N,p|D)| |
Op; Op; Np; —2Np}+ Np; N .
2 = ) ¢ _j7
L P (1-p;) pi (1=p))
o que implica ) _
N
P 0 0 . 0
0 N0 0
R
N
L 0 0 0 e (1-pk) |
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Assim, de 2.5 e 3.2, a funcao de verossimilhanca integrada de Jeffreys é dada por
L(N|D) = / (N, p|D) (p|N) dp
(0,1)%

)
N —ni—
h (N —7)! H [/0 T =N dp,

.
—_

N! b T(ny +1/2) —n;+1/2
_ H( /2) T(N /2)

(N—r)! T'(N+1)
x KN|D),
onde
K3(N|D) = HF _nj 1/2) (3.11)

( i

N > r, é o niicleo da funcdo de verossimilhanca integrada de Jeffreys, L7 (N’D).
(HI) Funcao de Verossimilhanca Integrada Generalizada

Para obter uma funcao de verossimilhanca integrada generalizada para este mo-
delo suponhamos que, dado N, py, ps, ..., pr sao independentes e identicamente distribui-

dos com p; ~ Beta(a, 5), a > 0,3 > 0 e conhecidos.

Entao,

e, de 2.5 e de 3.2, segue que

LS(N|D) = /( L(N.p|D) 7%(p|) dp

0,1)k

|

o< (N]\—[ 7“)‘ 1—11 [/ i 1 —p)N T dp,

B N! ﬁ (n]+a (N—n]Jrﬁ)

(N1 e I'(N +a+3)

x K9(N|D)

onde
KS(N|D) = N! ﬁF(N—nJ+ﬁ) (3.12)

(N =)l b (N +a+ 3) '
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N >r, é o ntcleo de L9(N|D).

Note que se @ = 3 = 1 temos funcao de verossimilhanca integrada uniforme e se

a = [ =1/2 temos a func¢ao de verossimilhanca integrada de Jeffreys.

3.3 Estimativas de Maxima Verossimilhanca

Novamente vamos determinar as emv de [N correspondentes as diferentes funcoes

de verossimilhanca apresentadas na secao anterior.

Como vimos na secao 2.3, o ponto (N,ﬁ) que maximiza a funcao de verossimi-

lhanca, L(N,p‘D), supondo N uma varidvel continua, é obtido através da solucao do

sistema
)
8Z(N’—MD):O, i=1,2,.. .k
Op;
(3.13)
Ol(N,p|D) 0
\ ON S

N>r,0<pi<1l,j=12,... k.

Segue, de 3.3, que

N k M, k |k k
I(N,p|D) =log m—l—; log (mj)—l—; log @—i—; n; logpj—i—]z:; (N—n;) log(1—p;)

k k k k
M; 1
= logF(N—i-l)—logF(N—r—l—l)—i- E log (mj‘)—i— E log m—i— E n; log p;+ E (N—nj) log(1—p;),
j=2 J j=1 7T =1

j=1
N>r,0<p;<1,j=1,2,...,k, e reescrevendo o sistema 3.13 como
( le N — n;

pi  1—p,

=0, j=12,...,k

k
U(N+1) = U(N—r+1)+> log(l—p;) =0,
j=1

_ dlogF(z) L
N>r,0<p;<1,7=12... k onde ¥(z) = — 7 > 0, ¢ a fungao digama,
z
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concluimos que (N, p) ¢ solucao do sistema

( i=1,2,... k

1
p; = N?

U(N+1) = U(N—r+1)+> log(l—p;) =0,

\ j=1

N>r,0<p;<1,j=12,...,k, o que implica que N & solucao da equacao

\D(N+1)—x11(N—r+1)+zk:10g (1—%):0, (3.14)

Jj=1

Novamente, a raiz N da equacao 3.14 foi obtida através de um programa imple-

mentado em R descrito no apéndice B.

Para o modelo estatistico apresentado neste capitulo procedemos como no capi-
tulo 2, fazendo um estudo grafico e outro supondo continuidade da varidvel N na deter-
minacao dos pontos de méaximo das diferentes funcoes de verossimilhanca, exceto para o
caso da funcao de verossimilhanca condicional que apresenta uma estimativa explicita de
méxima verossimilhanca. Segundo Leite et al. (1988) a emv condicional de N, N, existe
e é dada por

r, ser = ng;
N¢ = r+x.—1, seng<r<n;

00, se T =n,;

k
onde ng = max{ny,ng,...,ngy, n = Z n; e
j=1
x, = min{x inteiro,x > 1 : (7’—|—x—n1) r—i—x—nz) (r—l—x—nk) <x(r+x)k_1}.

3.3.1 Solucao Gréafica

Para a determinacao das emv perfilada e integradas uniforme e de Jeffreys pro-
cedemos da mesma maneira como no capitulo anterior, fazendo inicialmente um estudo
grafico. Na sequéncia determinamos os limites das fungoes de verossimilhanca citadas,

quando N — oc.
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Teorema 3.1 O nicleo da funcao de verossimilhanca perfilada, dada em 3.6, converge

para 0, quando N — 00, se r < n, e converge para exp(—n), se r = n.

Demonstracao. De 3.6 temos

N! k N —n; V=

KEWIP) = (N —r)! E( NN)
_ N! : (N_nJ)N_n]
(N =7)! E N NN-n

= N(N—=1)...(N—=r+1)

Como, para N — o0, temos que

N
<1—%> — 1, m<N, e (1—%) — exp(—n;),

entao,

K”(N|D)

N—o0

K?(N|D)

—
N—oo

como queriamos demonstrar. l

(3.15)

— 0, ser <n,

exp(—n), ser =n,

Teorema 3.2 O niicleo da func¢ao de verossimilhanca integrada uniforme, dada em 3.10,

converge para 0, quando N — oo.

Demonstracao. De 3.10 temos

u N! b(N —ny)!
KY(N|D) = W= j:l((NTl))’
— N(N=1)...(N=r+1)

k

1
.H (N+1)N(N-1) ...

J=1

(N—nj+1)
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N" 1 r—1 1
(N+1)k< N) < N ) EN"j(l—%)...(l— by
N7 1 r—1 1
= —|1-—= 1— —.
vorr 0w) - () Dog o
Logo, de 3.15 e do fato que
NT‘
— 0,
N—oo

N (N +1)"

segue o resultado.ll

Teorema 3.3 O nicleo da funcao de verossimilhanca integrada de Jeffreys, dada em

3.11, converge para 0, quando N — o0

Demonstracao. De 3.11 temos
ET(N —ny+1/2)

|

N!
KH(N|D):W E N1
5 (3 -ns12-0) T()
=N (N-1) (N—r+1) EN(N_U (N=n;+1) (N—=nj)(N-n;—-1)...2-1
1 T ( —n] 1-1/2-1)
H —nj+1—l)

ﬁ (1_%> H[N(N—l).. (N—n;+1) 11
)

(1/2)" |
e NTO m 1 i 1/2
(1/2) nm nl_[1 (1_N> Jljl [ ( - %) (1 - njzx?l) =1 <1 —ny+ 1l

Portanto, de 3.15 e 2.14, segue o resultado. W

3.3.2 Solucgao por Continuidade

Como na secao 2.3.2, podemos determinar as emv perfilada e integradas uniforme

e de Jeffreys através da suposicao de que N seja uma variavel continua
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(I) EMV Perfilada

A emv perfilada de N, ao supor N uma variavel continua, é raiz da equacao

dlog K*(N|D)

N =0, (3.16)
N>r
Como, de 3.6, temos
)N—n]'
log K*(N|D) = log o+ Z log ]
k
logI‘(N—l— ) logF(N—r+ —I—Z —nj) log —nj ZNlogN
7=1
N > r, entao, de 3.16, segue que N? & solucao da equacao
k
U(N+1) —U(N—r+1)+> log (N —n;) —klogN =0 (3.17)

j=1

Observamos que 3.17 é igual a equacao 3.14, ou seja, N coincide com N?.
(II) EMYV Integrada Uniforme

Supondo N uma variavel continua, temos que a emv integrada uniforme, N U de
N é solucao da equacao
dlog KY(N|D)

o =0, (3.18)

N > r, e de 3.10 temos

N! d
log KY(N|D) = log DI —I—Z log [(N —n;)! Z log [(N +1

=1log (N +1) —log'(N — 7 +1) +Z log D'(N —n; +1) —Z log I'(N +2),
j=1 j=1

Logo, de 3.18, temos que NUa solucao da equacao
k
U(N+1) = U (N=—r+1)+ Y U(N—n;+1) —k¥U(N+2) =0, (3.19)

j=1
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(III) EMV Integrada de Jeffreys

A emv integrada de Jeffreys do tamanho populacional, supondo N uma variavel
continua, é solucao da equacao
dlog K3(N|D)
ON

=0, (3.20)

N > r, e de 3.11 temos

log K3(N|D) = log W +) logT(N —n;+1/2) = Y log (NV)
=1 j=1

k
=logD(N +1) —logT'(N =7+ 1) + Y logT'(N —n; +1/2) — k log (N + 1),

j=1

Portanto, de 3.20, temos que N ¢ solucao da equacao

L=E)U(N+1) = U(N—r+1)+> U(N-n;+1/2) =0, (3.21)

Jj=1

3.3.3 Estudo da Performance do Modelo Binomial com Marcacao

Nesta secao analisamos o comportamento das emv de N através de um estudo
a partir de amostras simuladas para N = 100, & = 5, 15 e 50 ocasioes amostrais e
simulamos valores de p1, po, . . ., px distribuidos uniformemente em subintervalos diferentes
do intervalo (0,1) da seguinte forma: nos casos onde consideramos as probabilidades
muito baixas, geramos os valores de p1, s, ..., pr segundo a distribuigdo Uniforme(0;0,2)
e para efeito de comparacao com os resultados obtidos no capitulo 2, geramos os valores

de p1, pa, . .., pr segundo a distribuicao Uniforme(0,3;0,5) e (0,7;0,85), respectivamente.

Novamente apresentamos nas tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 as amostras simuladas, onde
denotamos por m = (mq,ma, ..., my) e n = (ny,ng,...,ng). Em seguida, determinamos
os respectivos valores de IV e das emv perfilada, N7, condicional, N¢, integrada uniforme,

NU e integrada de Jeffreys, N? para tais amostras.

Por fim, como discutido no capitulo anterior, apresentamos os resumos das medi-

das descritivas empiricas das emv de N que permitem uma melhor comparacao entre as
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estimativas obtidas a partir do modelo binomial sem remocao e do com marcagao.

(I) Estimativas de Maxima Verossimilhanca de N

Tabela 3.1: Amostras simuladas com k = 5 ocasioes

a; m = (0,0,1,2,2) n = (20,2,7,3,13)
r =40 n =45

a, m = (0,13,29,29,21) n = (37,37,43,39, 25)
r =289 n = 181

as m = (0,55,79,85,83) m = (72,75,85,86,84)
r =100 n = 402

A amostra a; foi gerada de N = 100 e p = (0,17;0,02;0,03;0,02;0,19); ay de
N =100ep = (0,43;0,33;0,43;0,44;0,32) e az de N = 100 e p = (0,71;0,79; 0, 84; 0, 85 0, 79).

Tabela 3.2: Amostras simuladas com k = 15 ocasides

a, m=(0,2,3,4,10,1,8,3,0,4,12,12,2, 4, 5)
n = (13,18,11,7,20,3,17,4,0,5,20,17,2,4,7)
r=78 n=148

as m = (0, 14,24, 38, 34,29, 37,31, 30,47,42, 32,34, 42, 48)
n = (35,40, 46,48,37,31,37,31, 30,48,42, 32, 34,42, 48)
r =99 n = 581

ag m = (0,61,73,69,80,73,77,81, 87, 78,76, 80,88, 77,67)
n = (73,80, 78,71,80,74,77,81, 87,78, 76, 80, 88, 77,67)
r =100 n = 1167

A amostra a4 foi geradade N = 100e p = (0,13;0, 18;0, 11;0, 10; 0, 19; 0, 04; 0, 16; 0, 05;
0,01;0,03;0,20;0,18;0,01;0,06;0,11); as de N = 100 e p = (0, 32;0,45; 0, 45; 0, 36; 0, 42; 0, 30;
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0,39;0,42;0,32;0,49;0,47; 0,41; 0, 35; 0, 46; 0, 44) e ag de N = 100 e p = (0, 760, 79;0, 76; 0, 71;
0,82:0,73;0,78;0,83;0,81:0,77;0,80; 0, 80; 0, 84; 0, 80; 0, 75).

Tabela 3.3: Amostras simuladas com k = 50 ocasides

ar m=(0,1,0,1,3,1,3,7,3,10,1,14,1,10,1,12,16, 14,11, 11,1, 15,13, 17, 19,
1,6,16,12,15,11,16,10,14,11,8,14,6,8,2,1,6,7,3,0,12, 18,25, 16, 0)
n=(9,20,1,1,12,2,6,20,8,17,4,19,4,15,1,17,19,16, 13,11, 1, 16, 14, 17, 19,
1,6,18,12,15,11,16,10,14,11,8,14,7,8,2,1,6,7,3,0,12, 18, 25, 16, 0)
r=718 n = 148

as  m=(0,16,33,18,35,37,47,41, 51,29, 39, 30, 34, 38, 54, 51, 28, 50, 36, 38, 38, 32, 40, 53,

35,37, 44, 31,31, 45, 41, 38, 43, 37, 36, 34, 40, 28, 50, 34, 51, 41, 27, 41, 31, 42, 43, 32, 47, 37)

n = (29,46, 50,30, 40,40, 48, 42, 53,29, 39, 30, 34, 38, 54, 51, 28, 50, 36, 38, 38, 32, 40, 53,

35,37,44, 31,31, 45, 41, 38,43, 37, 36, 34, 40, 28, 50, 34, 51,41, 27, 41, 31, 42, 43, 32, 47, 37)
r=100 n=1964

as  m=(0,55,70,74,75,75,73,76, 78,84, 82,82, 79, 82, 73,82, 78, 81, 68, 66, 73, 82, 83, 85,

80, 78,82, 81, 71,69, 75,88, 81,80, 76, 88, 72, 76, 85, 69, 71, 74, 79, 72, 69, 66, 72, 84, 84, 74)

n = (79,70, 74,76, 75,75, 73,76, 78,84, 82,82, 79, 82, 73, 82, 78, 81, 68, 66, 73, 82, 88, 85,

80,78,82,81,71,69,75,88,81,80, 76,88, 72, 76, 85, 69, 71, 74, 79, 72, 69, 66, 72, 84, 84, 74)
r=100 n=3857

A amostra a; foi geradade N = 100 e p = (0, 06;0, 19; 0, 02;0,07; 0, 19; 0, 05; 0, 08; 0, 17;
0,07;0,15;0,04;0,17;0,05;0,10;0,01;0,12; 0, 18;0, 16; 0, 13; 0, 14; 0, 03; 0, 20; 0, 11; 0, 17; 0, 18;
0,05;0,04;0,18;0,17;0,16;0, 11; 0, 16; 0, 06; 0, 09; 0, 08; 0, 10; 0, 13; 0, 10; 0, 12; 0, 01; 0, 01; 0, 07;
0,08;0,08;0,01;0,11;0,14;0,18;0,13;0,01); agde N = 100 e p = (0, 35;0,43; 0, 45; 0, 34; 0, 36;
0,47;0,49;0,32;0,48;0,33;0, 36; 0, 30; 0, 37;0,42;0,49; 0,41; 0, 30; 0,47; 0, 35; 0, 39; 0, 37; 0, 38;
0,40;0,49;0, 36;0,44;0,49; 0, 37; 0, 36; 0, 39; 0, 42; 0, 37; 0, 45; 0, 38; 0, 39; 0, 39; 0, 45; 0, 34; 0, 45;
0,39;0,45;0,35;0,32;0,40;0,43;0,43;0,47;0,36;0,49;0,44) ¢ ag de N = 100 e p =
(0,80;0,70;0,78;0,75;0,75;0,75;0,82;0,76;0,83;0,81; 0, 78; 0,82; 0, 79; 0, 83; 0, 76; 0, 82; 0, 81;
0,84;0,71;0,71;0,71;0,79;0,83;0,81;0,78;0,73;0,77;0,79;0,78;0,72; 0, 71; 0, 83; 0, 81; 0, 84;
0,73;0,85;0,73;0,76;0,83;0,73;0,75;0,73;0,73;0,75; 0, 74; 0, 75; 0, 73; 0, 84; 0, 81; 0, 81).
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Como no capitulo 2, os valores de N , de N€ e das estimativas obtidas supondo
continuidade de N foram determinados através de um programa implementado em R e

descrito no apéndice B.

Os graficos foram construidos no aplicativo matematico Maple e ilustramos o
procedimento através das figuras 3.1, 3.2 e 3.3 dos graficos dos ntcleos das funcgoes de
verossimilhanca perfilada, integrada uniforme e integrada de Jeffreys para a amostra
ay, respectivamente. Todos os graficos tem comportamento analogo, isto é, as funcoes
crescem, decrescem e convergem para 0, quando N — o0, pelos teoremas 3.1, 3.2 e 3.3,

respectivamente.

As estimativas do tamanho populacional sao dadas observando as figuras 3.1(b),

3.2(b) e 3.3(b) que fornecem N7 = 129, N% = 83 ¢ N? = 97, respectivamente.

Procedemos de maneira andloga para os demais casos e apresentamos os resulta-

dos na Tabela 3.4.
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FIGURA 3.1: Gréaficos do niucleo da funcao de verossimilhanca perfilada para a amostra
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FIGURA 3.2: Graficos do nicleo da fungao de verossimilhanca integrada uniforme para

a amostra a;
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FIGURA 3.3: Gréaficos do niicleo da fungao de verossimilhanca integrada de Jeffreys para
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Tabela 3.4: Estimativas de méxima verossimilhanca de N e de méaxima verossimilhanca
perfilada, condicional e integradas uniforme e de Jeffreys para as amostras das tabelas

3.1,32e3.3

A ~

k amostra r n N N? NC¢ NU NF
a, 40 45 129 129 93 83 97

5 as 89 181 98 98 89 98 98
as 100 402 100 100 100 100 100

ay 78 148 95 95 78 91 92
15 as 99 581 99 99 99 99 99
ag 100 1167 100 100 100 100 100

a; 100 523 100 100 100 100 100
50 asg 100 1964 100 100 100 100 100
ag 100 3857 100 100 100 100 100
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(II) Resumos das Medidas Descritivas Empiricas das Estimativas de N

Tabela 3.5: Resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N para 1000 amostras

simuladas com p; = 0,2, 7 =1,2,...,k

EMV Média  Erro Quadratico Intervalo de 95% Amplitude
Médio de Confianca do IC
Perfilada 108,279 2115111 (58, 228) 170
k=5 Condicional 111,498 2344, 054 (60,237) 177
Uniforme 71,428 1044, 12 (47,105) 58
Jeffreys 81,832 756,592 (51,131) 80
Perfilada 99,149 33,745 (88, 110) 22
k=15 Condicional 99,494 33,752 (88,111) 23
Uniforme 95,108 49,614 (85,104) 19
Jeffreys 96, 789 39,117 (86,107) 21
Perfilada 99,657 0,461 (98, 100) 2
k =50 Condicional 99,657 0,461 (98,100) 2
Uniforme 99,657 0,461 (98,100) 2
Jeffreys 99,657 0,461 (98,100) 2
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Tabela 3.6: Resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N para 1000 amostras

simuladas com p; ~ 0,4, 7 =1,2,....k

EMV Média Erro Quadratico Intervalo de 95% Amplitude

Médio de Confianca do IC

Perfilada 99,371 14,925 (91, 107) 16

k=5 Condicional 99,59 14,912 (91,107) 16
Uniforme 98,963 14,939 (91, 106) 15

Jeffreys 99, 05 14,996 (91,107) 16

Perfilada 99,967 0,035 (99, 100) 1

k =15 Condicional 99,967 0,035 (99, 100) 1
Uniforme 99,967 0,035 (99, 100) 1

Jeffreys 99, 967 0,035 (99, 100) 1

Perfilada 100
k =50 Condicional 100
Uniforme 100
Jeffreys 100

(100, 100)
(100, 100)
(100, 100)
(100, 100)

o o o O
o o o O
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Tabela 3.7: Resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N para 1000 amostras

simuladas com p; ~ 0,8, 7 =1,2,...,k

EMV Média Erro Quadréatico Intervalo de 95% Amplitude

Médio de Confianca do IC

Perfilada 99,93 0,074 (99, 100) 1

k=5 Condicional 99,93 0,074 (99, 100) 1
Uniforme 99,93 0,074 (99, 100) 1

Jeffreys 99,93 0,074 (99, 100) 1

Perfilada 100 0 (100, 100) 0

k=15 Condicional 100 0 (100, 100) 0
Uniforme 100 0 (100, 100) 0

Jeffreys 100 0 (100, 100) 0

Perfilada 100 0 (100, 100) 0

k =50 Condicional 100 0 (100, 100) 0
Uniforme 100 0 (100, 100) 0

Jeffreys 100 0 (100, 100) 0

3.3.4 Conclusoes

As estimativas obtidas no estudo feito com dados simulados e descritas na Tabela

3.4 nos permitiram concluir que

1. asemv de N, N e N” s3o iguais para todas as amostras, como observamos na secio

3.3.2(I);

2. todas as estimativas melhoraram quando k& aumentou; particularmente para k = 50

todas as emv resultaram iguais ao valor verdadeiro de IV;

3. todas as estimativas melhoraram quando as probabilidades de captura aumentaram,
particularmente para as amostras as e ag todas as estimativas resultaram iguais ao

valor verdadeiro de /V;
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4. as emv condicional, N® tiveram desempenho pouco inferior em relacdo as outras

nos casos das amostras as e ay;

5. todas as estimativas comportaram-se de maneira semelhante, exceto com relacao a

primeira amostra;

6. as emv perfilada e integradas uniforme e de Jeffreys de IV, obtidas por solugdo por
continuidade, coincidiram com as estimativas por solucao grafica para as amostras
ai, as € ay. Para as demais amostras, os nicleos das fungoes de verossimilhanca
KT(N‘D), KU(N‘D) e K9 (N‘D) sao funcoes decrescentes de N e, naturalmente,

as emv sao iguais a 7.
Com base nas informacoes apresentadas nas tabelas 3.5, 3.6 e 3.7, concluimos

1. como a equacdo de estimacdo de N e N7 coincidem, os resumos apresentados nas

tabelas 3.5, 3.6 e 3.7 para as emv perfilada sao os mesmos para a emv usual.

2. comparando os intervalos de confianca apresentados nas nas tabelas 3.5 e 3.6, como
todos eles contém o verdadeiro valor de N, concluimos que as emv integradas
uniforme sao mais satisfatorias que as emv integradas de Jeffreys, que por sua vez
sao mais satisfatorias que as emv perfilada e condicional, ao analisar as respectivas

amplitudes dos IC.

3. em condigdes favoraveis, como probabilidades de captura altas e/ou nimero de
ocasioes de amostragem elevado, todas as estimativas comportaram-se de maneira
semelhante, fornecendo médias, eqm, IC e amplitude do IC iguais; além disso,
quando o valor de k e as probabilidades de captura aumentaram, o eqm diminuiu

bruscamente, tornando as estimativas mais precisas.

4. novamente, apesar da eliminagao dos parametros perturbadores da funcao de ve-
rossimilhanca, seus valores influenciam fortemente os resultados, uma vez que as

estimativas sao melhores quando as probabilidades de captura aumentaram.

5. ao comparar as informagoes contidas na Tabela 3.6 com as da Tabela 2.5, quando a
probabilidade de captura em cada ocasiao é aproximadamente igual a 0,4, e as da

Tabela 3.7 com as da Tabela 2.6, quando a probabilidade de captura em cada ocasiao
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¢ aproximadamente igual & 0,8, notamos que o modelo binomial com marcacao
produziu estimativas mais proximas do valor verdadeiro do tamanho populacional

do que o modelo binomial sem remocao.

Neste capitulo introduzimos um modelo estatistico, cujo objetivo era corrigir a
mé performance apresentada pelo modelo estudado no capitulo 2. Realmente, tal mo-
delo correspondeu a nossa expectativa, produzindo estimativas satisfatorias do tamanho
populacional. No préximo capitulo abordamos um outro modelo, onde consideramos os

historicos de captura e recaptura dos individuos selecionados da populacao.



Capitulo 4

Modelo Multinomial

Apesar do modelo estudado no capitulo 3 ter produzido resultados satisfatorios,
consideramos neste capitulo outro modelo que apresenta um pouco mais de informacao
amostral, aléem de contemplar, para cada individuo, uma dependéncia entre as varias
ocasioes de amostragem. De fato, suponhamos agora que, em cada ocasiao, todos os
individuos capturados marcados (recapturados) e nao marcados sejam marcados. Deste
modo, no final do processo temos, para cada individuo selecionado pelo menos uma
vez, o registro da sequéncia de capturas, recapturas e nao recapturas desse individuo.
Denominamos esta sequéncia de "historicos de captura" ou "trajetorias" do individuo
e a estimacao do tamanho populacional N baseia-se nos ntmeros de individuos que

apresentam os diversos historicos de captura.

Como nos capitulos 2 e 3, apresentamos as funcoes de verossimilhanca e de ve-
rossimilhanca perfilada, restrita integrada (analoga a condicional dos modelos anteriores)

e integradas, bem como as estimativas de maxima verossimilhanca correspondentes.

4.1 Modelo Estatistico e a Funcao de Verossimilhanca
Dado N, consideremos X; = (X1, Xj2,...,Xix) o vetor aleatorio associado ao
1-ésimo individuo da populacao onde, parai=1,2,...,N; j=1,2,...,k, definimos

1, se o i-ésimo individuo for capturado (recapturado) na j-ésima ocasiao;
0, caso contréario.

61
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Suponhamos que cada individuo da populacao seja capturado (recapturado) ou
nao, em qualquer ocasiao, independentemente dos demais individuos da populacao. Logo,
os vetores aleatorios X;’s sao independentes e assumem valores no conjunto

A={w=(w,wa,...,wr)|wj=0o0ul,j=12,... k}, com #(A) =2F =1,

Sejam wy, wa, . .., w; uma enumeracio dos elementos de A, onde w; = (0,0, ...,0).
Entao wy,ws,...,w; representam os possiveis historicos de captura associados a qualquer

um dos individuos da populacao e w; representa o tinico historico nao observavel.

Supondo que todo individuo da populacao tenha a mesma probabilidade de
apresentar um dado histérico de captura, temos que a probabilidade do i-ésimo individuo

apresentar o histoérico w, é

br = (XZ :wr)

P
= P((XZ'IJXZQ:""XHC) = (leawT27"‘7wT’k>)
P

(Xil = w1, Xig = Wra, -+, Xig = wrk)

-1
Seja 8 = {x = (z1,22,...,3-1) € (0,1)7" : ij < 1,} o simplex de

i=1

N
dimensdo [ — 1. Denotemos por p = (p1,p2,...,Pi-1); Ny = Zf{wr}(Xi) 0 namero
i=1

-1
registrado de individuos com o histérico de captura w,, r = 1,2,.... 1 —1; n= E N, O

r=1
numero de individuos distintos observados durante o processo e n; = N — n o ntimero de

individuos com histoérico de captura w; ou o nimero de individuos nao observados.

Segundo as suposi¢oes feitas acima, temos que (nq,ng,...,n;_1), dados N e p,
tem distribuicao de probabilidades multinomial com parametros N e p, o que implica que

a funcao de verossimilhanga é dada por

L(Nap‘nlan%"'unlfl) = P<n17n27"'7nl71|Nap>

NI

-1
i ek N-—n
- PN (1

n1!n2! nl_ll(]\]_n); gpr by ( )

-1
Nzn,pGSepzzl—Zpr.

r=1
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Entao, o logaritmo natural, o nicleo e o logaritmo do ntucleo da funcao de

verossimilhanca sao dados, respectivamente, por

l(N,p!nl,nQ,...,nl,l) log N' Zlog nT log[(N—n)!}

+ an logpr + (N —n) log pi; (4.2)
K(N.p] ) = o [ o (1.9
, PNy, nay...,n—1) = (N—n)! TleT D, .
e
logK(N,p|n1,n2,...,nl,1) = log(N!) log +an log p, + —n) log py,
(4.4)

-1
Nzn,pGSszzl—Zpr.

r=1

4.2 Funcoes de Verossimilhanca

Novamente temos interesse em obter funcoes de verossimilhanca apenas do parametro

de interesse, IV, e o fazemos a partir de diferentes metodologias de eliminacao de p.
4.2.1 Funcao de Verossimilhanca Perfilada
A funcao de verossimilhanca perfilada de N, definida no capitulo 2, é dada por

L:P(Nhl'l?n% s 7nl—1) = S%p {L<N7p‘nlan27 s 7nl—1>} = L(N7ﬁ(N>‘nlan27 s 7nl—1)>

onde p(N) é o ponto de méaximo de L(N,p|n1, No, ... ,nl,l), para N fixado.

Para determinar p(/N) usamos a técnica de multiplicadores de Lagrange e, como

maximizar a funcao de verossimilhanca é equivalente a maximizar seu logaritmo, definimos

1
h(p) = l(N,p|n1,n2, . ,nl_l) + A(l — Zp,).
r=1

Entao, de 4.2, p(N) é a solucao do sistema
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( Oh(p) n. ( n
=M N=0, r=1,2,...,0—1, =l 12 -1
apr pr p A Y r Y ) Y )
Oh(p) N —n N —n
= — A= s P = )
O Di — A

o que implica

N —n

Ny .
Logo, p, = —, r=1,2,....0l—1l,ep = , OU seja,

N
N ny N n—1

Ny =[x 2o T

p(N) <N”N’ ’N)

e, de 4.1, a fungao de verossimilhanca perfilada de N é dada por

LT(N‘TH,TLQ, NN 7nl_1> = L(N,ﬁ(N){nl,nz, ‘o ,nl_l)

1—1 Ny N—n
B N! H ny N —n
omlng! oL (N =)l | 22\ N N

o« K”(N|ni,na,...,m-1),

onde

N! (N—n)an
(N —n)! NN ’

KT(N|n1,n2,...,nl_1) == (45)

N > n, é o nucleo de L?(N|n1,n2, . ,nl,l).

4.2.2 Funcao de Verossimilhanca Restrita Integrada

A funcao de verossimilhanca restrita, analogamente ao que vimos nas secoes 2.2.2

e 3.2.2, é definida a partir da fatoragao da fungao de verossimilhanca de N e p, que pode
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ser escrita na forma
L(N>p‘”1>n2, e 7”#1) =L (N>Pl|n17n2, e ,71171) : Lz(p’”bnm e »771171)7

onde L (N, pl}nl, Ng, ... ,nl,l) é a funcao de verossimilhanga correspondente a distribui-
¢ao de probabilidades de n, dados N e p, e Lo (p|n1, N9, ... ,nl_l) ¢ a funcao de verossi-
milhanca correspondente & distribuicao de probabilidades condicional de ny,ng, ..., n;_1,

dados n, N e p (Bolsoni, 2002).

Realmente, como N —n é o numero de individuos que apresentam o historico wy,

temos que N —n ~ Bmomial(N, pl), o que implica

P(n:no‘]\ﬂp) = P(N—n: N—no|N,p)

N N
— n 1 — no
<N B no) pp " (L=m)

N —n
= ( )(1—pz)n°plN ’

Ny

Logo, definindo Ll(N,pl|n1,n2, e ,nl_l) = P(n |N,p) e LQ(p|n1,n2,...,nl_1) =

P(n17n27 sy N1

n, N, p) temos

Ll(Napl‘nlan%'"vnl—l) P(n}Nap)

= (]X) (= p)"

N >n, e de 4.1,

Lz(p}nl,nm---,”l—l) = P(nlan2>---anl—l|n>Nap)
P(n17n27"'7nl—17n|N7p>

P(n|N,p)
_ P(n17n27"'7nl—1|N7p) I{n}(zlen])
P(n|N,p)

N -1
. ny . N—m
nilng! ... nl_ll(N—n)! Epr P

<N> pr (1= p)"

n

| -1 nr
_ n. H Pr
nilng! .o ompy! 22 \1—p ) 7

0 que prova o resultado.
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Como nosso interesse ¢ construir uma fungao de verossimilhanca em funcao apenas
do parametro de interesse, IV, vamos utilizar a metodologia da verossimilhanca integrada
uniforme em relagao a L (N, D1 ‘nl, N9y, nl_l), supondo que, dado N, p; tem distribuicao

Uniforme(0,1). Desse modo, definimos a fungdo de verossimilhanca restrita integrada de

N por
1
L:R(N‘nlvn%"'ank) = / Ll(Napl|n17n27"'7nlfl) dpl
0
N ! —n n
= (n) /0 pr (L =p)" dp
(N) I'(N—n+1)T(n+1)
n) '(N—-n+1+n+1)
1
LSS (4.6)
N>n

4.2.3 Funcoes de Verossimilhanca Integradas: Uniforme, Jeffreys

e Generalizada

Apresentamos, como na secao 2.2.3, as func¢oes de verossimilhanca integradas con-

siderando as mesmas fungoes peso para p, com o objetivo de obter uma funcao de verossi-

milhanca em funcao apenas de N. Neste sentido suponhamos que p = (py, pa, - . . ,pl_l)‘N ~
Dirichlet(ay, ag, ..., qp), a. > 0 e conhecido, r = 1,2,...,1. Logo,
I( > ar) l 1
T(p|N) = === 175" 1s(p). (4.7)
| F(oz,.) r=1 !

onde Ig(+) é a funcao indicadora de 8§ (simplex de dimensdo [ — 1 definido na secao 4.1).
(I) Funcao de Verossimilhanca Integrada Uniforme
Suponhamos que, dado N, p tem distribuicao uniforme em 3§, isto é, p|N ~

Dirichlet(1,1,...,1). Logo, ﬂ(p‘N) = F(l) - Ig(p) x Is(p) e, de 2.5 e 4.1, segue que a

funcao de verossimilhanca integrada uniforme de N é tal que
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Lu(N‘/n/l,nQ,...,nl_l) o /L(N,p|n1,n2,...,nl_1) dp
8

N!
B mopne o pNenog
n1!n2! nl_ll (N—n)' /S b1 D2 b p

-1
[T +1) T(N —n+1)
N! r=1

nilna! ... ny_1! (N —n)! !
11 Mo z1( ) F[

-1
(e +1)+N—-n+1
r=1

N!'  T(N-n+1)

S TR )
N

(N +1-1)!

B 1

N+ (N+2) . (N+—1)
e o nicleo de LU(N‘nl,ng, .. ,nl_l) é dado por

1
Ku<N‘n1,n2,...,nl_1) = -1 (48)
H(N—H")

N > n.
(IT) Fungao de Verossimilhanga Integrada de Jeffreys

Novamente construimos a funcao de verossimilhanca integrada considerando a
priori de Jeffreys para p, dado N. Como vimos na definicao 3.1 da priori de Jeffreys

estendida para o vetor p, temos que

2

Wﬂ(p}N) x {det[nhn2 ,,,,, nll(N,p)] ,

]) é a matriz de
yy 1<4,5<

As derivadas de primeira ordem de l(N,p|n1, N9,y ... ,nl_l) Sa0

. aQZ(Nap{ntha s 7nl—1)
9 p; Op;

onde I, ..., nl_l(N,p) = (E

informacao esperada de Fisher.

OUN.plny,ngy i) 0y
O py P A

8Z(N,p‘n1,n2,...,nl_1) _ N-n

\ Opi i

)
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e as derivadas de segunda ordem de (N, p|ni, no, ..., n_1) sdo

(92
o Z(N,p|n81,pn§,...,nz1):_z_; r=1,2,...,1—1,

82l(N,p|n1,n2,...,nl,1) N —n
o p? pi

aQZ(Nap|nlvn2a"'7nl—l) .

=0, i#]j.
\ Opi0p;
Entao,
( Np, N
b =120,
pr pT‘
B 82Z(N,p|n1,n2,...,nl,1) | _) N-NO-p) N
dp; 9p; v’ o
0, i#j7,
\
o que implica ) )
N 0 0
p1
0 p% 0 0
]n17n2 ..... ni—1 (N7p) = . .
0 0 0 N
L pr

Logo, a priori de Jeffreys para p, dado N, é tal que

D=

7Ta(p|N) o< |det I, nl_l(NJ’)]

_ N
B P1 P2 ... DI

-1/2 —1/2 —1/2

D=

Desse modo, de 2.5 e 4.1, a funcao de verossimilhanca integrada de Jeffreys é

dada por

LH(N|n1,n2,...,nl_1) = /L(N,p|n1,n2,...,nl_1) 7r3(p|N) dp
S
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N! ni—1/2 ng—1/2 N—n—1/2
> n1! no! ...nl_ll(N—n)! /gpl P2 b dp
-1
[[T(n +1/2) T(N=n+1/2)
- N' r=1
omdng! o (N = n)! -1
11ng 1! ( ) F[Z<n”+1/2)+N_n+1/2
r=1
e o nicleo de LH(N|n1,n2, . ,nl_l) ¢ dado por

N! (N —n+1/2)
(N—=n)!  T(N+1/2)

Ka(N‘nl,ng,...,nl,l) (49)

N > n.
(HI) Funcao de Verossimilhanca Integrada Generalizada
Para obter uma funcao de verossimilhanca integrada generalizada para este mo-

delo suponhamos que p!N ~ Dirichlet(ay, as, ..., q;), @, > 0 e conhecido, r = 1,2,..., 1.

Entao,
l
S (p|N) < [[p™" - Is(p)
r=1

e de 2.5 e 4.1 segue que

L9<N‘n17n2,...,nl_1>0</L(N,p‘nl,/ng,...,nl_l) Wg(p‘N) dp
8

_ N‘ ni+a1—1 notas—1 N—n+a;—1
T ng!ng! ...nl,l!(N—n)! /Spl P2 e D dp
N! T(ny+ay) ... Ty +a ) T(N —n+ )

nilng! ... my_y! (N—n)! F( (n1+a1) + ...+ (nl_l—i—al_l) + (N—n+0q))
ox KS(N|n1,n2,...,nl_1),

onde
N I'(N—n+a«
KS(N‘nl,ng,...,nl,l) = | ( 7 l> , (410)
(N —n)! DN+, o)
N > n, é o nucleo de Lg(N|n1,n2, e ,nl_l).
Note que, se o, =1, r =1,2,...,[, temos a funcao de verossimilhanca integrada
uniforme de N e se o, = 1/2, 7 =1,2,...,1, temos a func¢do de verossimilhanga integrada

de Jefireys.
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4.3 Estimativas de Maxima Verossimilhanca

Determinamos novamente as emv de N correspondentes as diferentes funcoes de

verossimilhanca apresentadas anteriormente.

Como vimos na se¢ao 2.3, a emv de (N, p), (N,ﬁ), ¢ o ponto que maximiza a

funcao de verossimilhanca, L(N,p|n1, N9,y ... ,nl_l), ou o seu logaritmo.

Utilizando a técnica de multiplicadores de Lagrange definimos a fungao
l

g(p) = l(N,p|n1,n2, ) + /\(1 - Z pr>

r=1

e supondo N uma variavel continua, (N , 15) é solucao do sistema

8g(p):O, 7’21727“‘7[_17

op,
99(p) _,

8}?[ ’

(4.11)
9g(p) _
O\ ’
dg(p)
o9\p) _ > n.
| oy 0 V=T

O sistema 4.11 é indeterminado, ou seja, nao é possivel obter (N,f)). Isso ocorre
porque o sistema tem [ parametros a serem estimados (py, pa,...,p—1 € N) e apenas [ — 1

estatisticas (nq,ng, ..., m_1).
As emv de N com relacdo as demais funcoes de verossimilhanca sao dadas pelo

teorema a seguir.

Teorema 4.1 As emv de N com relacao as funcgoes de verossimilhanca perfilada, NT,
restrita integrada, sz, integrada uniforme, ]\7“, e integrada de Jeffreys, Ng, $G0 1guais a

n.

Demonstracao. Com relagao a funcao de verossimilhanca perfilada, o resultado 1 —x <

exp(—z), para todo x real, x # 0, implica

v Lo ! (4.12)
=1-— exp| ——— .
z+1 x+1 P x+1)
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para todo x real, x > 0.

Por outro lado, a funcdo g(-) definida por

g@)=<x+1), (4.13)

X

para todo x real, z > 0, é estritamente crescente e lim ¢g(x) = exp(1).
T—+00

Com efeito, a funcdo h(-) definida pelo logaritimo natural de g(-) é

h(z) =z (log(z + 1) — logz),

x>0 e
dh(x) 1 1
~ 1 1) -1 _Z
e og(x +1) ogx+x<x+1 $>
1
= I 1) -1 -
og(x +1) —logz ]
1 z+1 1
pr— O —
& x x4+ 1
x > 0.

Entao, por 4.12, temos

dh(z) o r+1) 1
dz N & T z+1

T 1
= —1 — > 0
Og(x+1> r+1 ’

x > 0, isto é, h(-) ¢ mondtona crescente e, consequentemente, g(-) ¢ mondtona crescente.

Logo, de 4.5 e 4.13, temos
(N+1)!  (N+1—n)""
KT(N+1|n1,n2,...,nl_1) (N—l—l—n)! (N—l—l)N+1
K:P(Nlnlan%"'anl—l) N! (N—n)N_n

N+1 (N+1-n)

) )
g(N = n)
g(N)
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N>n+1,e
KT(n+1‘n1,n2,...,nl_1) _ (n—l—l)' n_” . n " 1
K?(n‘nl,ng,...,nl_l) C(n+1D)ntt ol \n+1 ’

o que implica que a fungao de verossimilhanca perfilada ¢ monotona decrescente de N,

para todo N > n, ou seja, N? =n.

Nos casos das fungoes de verossimilhanca restrita integrada e integrada uniforme
dadas por 4.6 e 4.8, respectivamente, observamos que elas sao fung¢oes mondtonas decres-

centes de N, N > n. Logo, N® = NU = p.

Finalmente, com relacao a N? temos, por 4.9,
K3(N + 1ny,ng,...,m_1) (N+I)IT(N+1-n+1/2) (N-n)IT(N+1/2)
K3(N|ni,ng, ..., m1) (N+1=n)IT(N+1+41/2) NIT(N-n+1/2)
(N+1) (N=n+1/2) T(N —n+1/2)  T(N+1/2)

(N+1—n) (N+1/2) T(N+1/2) (N —n+1/2)

_ N+l Nonxlj2
T N+1l)2 N-n+1 !

N > n, o que implica que a fungao de verossimilhanca integrada de Jeffreys é uma funcao

monoétona decrescente de N, N > n. Assim, N3 =p. |

4.3.1 Estudo da Performance do Modelo Multinomial

Novamente analisamos o desempenho das emv de N através de um estudo a partir
de amostras simuladas para N = 100 e k = 2, k = 3 e k = 4 ocasioes de amostragem, que

correspondem a [ =4, [ = 8 e [ = 16 historicos de captura, respectivamente.

Para obter o vetor p geramos x1, Zs, ..., x; valores da distribuigao Gama(1,1) e,
x
assim, obtivemos p, = l—r de forma que p ~ Dirichlet(1,1,...,1). Consideramos
r=1 Ty

somente amostras que apresentaram p; = 0,01, p; = 0,2 e p; = 0,5, pois 0 nosso interesse
é comparar o desempenho do modelo para p;, muito pequeno e muito alto. A rotina

programada em R é apresentada no apéndice C.

Nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 apresentamos as amostras obtidas, onde denotamos
por n = (ny,ng,...,n_1) e, a partir delas obtemos as emv perfilada, restrita integrada,

integrada uniforme e integrada de Jeffreys para N, todas iguais a n pelo teorema 4.1.
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Em seguida, apresentamos na Tabela 4.5 os resumos das medidas descritivas

empiricas das estimativas do tamanho populacional, N.

(I) Estimativas de Maxima Verossimilhanca de N

Tabela 4.1: Amostras simuladas para [ = 4 historicos de captura

a; n = (31,6, 60)
n =97

a n = (8,36, 39)
n =83

as n = (18,21, 14)
n =953

A amostra a, foi geradade N =100 e p = (0,32;0,07;0,61;0,01); as de N = 100
e p=(0,11;0,38;0,32;0,20) e a3 de N = 100 e p = (0, 160, 22; 0, 12; 0, 50).

Tabela 4.2: Amostras simuladas para [ = 8 historicos de captura

a; n=(8,45,5,10,6,12,11)
n =97

as  n=(2,231,18,20,0,2)
n=75

ag m=(1,11,1,5,5,11,10,56)
n =44

A amostra a, foi geradade N = 100 e p = (0, 06; 0, 56; 0, 04; 0, 12; 0, 02; 0, 10; 0,09; 0, 01);
as de N = 100 e p = (0,04;0,04;0,30;0,17;0,21;0,01;0,03;0,20) e ag de N = 100 e
p = (0,04;0,12;0,03;0,07;0,06;0,07;0,11; 0, 50).
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Tabela 4.3: Amostras simuladas para [ = 16 historicos de captura

a; n=(573,3111,10,4,5,15,14,5,1,13,0)
n =97

ag n=(4,48,0,1,2,3,1,5094,2,16,14,7)
n = 80

ay n = (8737 174a 972727 1a3707 175a07273)
n =44

A amostra a; foi gerada de N = 100 e p = (0, 08; 0, 06; 0, 03; 0, 05; 0,01; 0, 10; 0, 07; 0, 08;
0,04;0,16;0,13;0,04;0,01;0,12;0,00;0,01); ag de N = 100 e p = (0, 03; 0, 04; 0, 05; 0, 02; 0, 01;
0,03;0,04;0,03;0,06; 0,04; 0,04; 0, 04; 0, 20;0,12;0,07;0,20) e ag de N = 100 e p =
(0,12;0,04; 0,01;0,04;0,07;0,05;0,02; 0,01; 0,04; 0,00; 0,02; 0, 02; 0, 00; 0, 05; 0, 02; 0, 50).

Tabela 4.4: Estimativas de méaxima verossimilhanca perfilada, restrita integrada e

integradas uniforme e de Jeffreys para as amostras das tabelas 4.1, 4.2 e 4.3

[ amostra n N = N®R = yU = N¥
a; 97 97
4 as 83 83
as 53 53
ay 97 97
8 as 75 75
ag 44 44
(024 97 97
16 asg 80 80

ay 44 44
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(II) Resumos das Medidas Descritivas Empiricas das Estimativas de N

Tabela 4.5: Resumos das medidas descritivas empiricas das emv perfilada, condicional,

integrada uniforme e integrada de Jeffreys, respectivamente

EMV Média Erro Quadratico Intervalo de 95% Amplitude

Médio de Confianca do IC
pr=0,01 98,972 2,118 (96, 100) 4
k=2 p =0,2 80,087 412,119 (72, 87) 15
p=0,5 50,083 2515, 751 (40, 59) 19
p=0,01 99,016 1,942 (97,100) 3
k=3 p =02 790951 417,683 (72,87) 15
p=0,5 50,2 2505, 338 (40, 60) 20
pr=0,01 98,946 2,184 (96, 100) 4
k=4 p =02 79715 428,181 (71,87) 16
p=0,5 49,805 2543, 999 (40, 59) 19

4.3.2 Conclusoes

As estimativas obtidas no estudo feito com dados simulados e descritas na Tabela

4.4 nos permitiram concluir que

1. nao existe a estimativa de maxima verossimilhanca de N, N, para o modelo multi-

nomial;
2. todas as emv de NN sao iguais a n;
3. claramente, as estimativas sao melhores quando p; é pequeno;

4. as estimativas nao melhoram com o aumento de k, as amostras as e ag ilustram este

fato.
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Como esperavamos, as informacoes apresentadas na Tabela 4.5 confirmam que as
estimativas sao satisfatorias apenas no caso em que p; = 0.01, evidenciado pelo fato que
os IC de 95% de N nos outros casos sequer contém o verdadeiro valor do parametro. Isso
¢ natural uma vez que, quanto menor for o valor de p;, probabilidade de um individuo
apresentar o historico nao observavel, maior a chance de todos os individuos da populacao
terem sido observados, portanto a estimativa estara mais proxima do valor verdadeiro do

parametro.

Neste capitulo propusemos um modelo que apresenta um pouco mais de informa-
¢ao que o modelo considerado no capitulo 3, através dos historicos de captura. Apesar
disso, as estimativas nao se mostraram melhores que as obtidas pelo modelo binomial com

marcacao.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

No capitulo 2 propusemos o modelo binomial sem remocao, que considera apenas
a contagem do nimero de individuos capturados, sem identificar se é a primeira captura do
individuo ou se é recaptura do mesmo. Como previsto, tal modelo nao produziu estima-

tivas satisfatorias de N por nao considerar o ntmero de individuos distintos observados.

Com o objetivo de corrigir essa caracteristica amostral, propusemos no capitulo
3 o modelo binomial com marcagao, que considera a marcagao dos individuos capturados,
de forma que os individuos selecionados, em cada ocasiao, serao reconhecidos se forem
selecionados novamente em outra ocasiao. Tal modelo produziu estimativas realmente
satisfatorias do tamanho populacional, mesmo em situacoes desfavoraveis como probabi-

lidades de captura pequenas e poucas ocasioes amostrais.

O terceiro modelo proposto, apresentado no capitulo 4, supostamente apresenta
um pouco mais de informacao que o modelo considerado no capitulo 3, através dos
historicos de captura. No entanto, notamos que esta informacao nao é incorporada pela
fungoes de verossimilhanca de N propostas. Claramente, a metodologia de eliminagao
do parametro perturbador para este modelo foi de extrema importancia, uma vez que
nao existem as estimativas de maxima verossimilhanca de N e das probabilidades de

ocorréncia dos histéricos de captura.

Vale ressaltar que, para todos os modelos estudados, apesar das diferentes funcoes
de verossimilhanca de N terem se comportado de maneira semelhante, notamos uma

pequena vantagem das funcoes de verossimilhanga integradas (Uniforme e de Jeffreys)

7
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em relagao as demais pois, em geral, apresentam erro quadratico médio e amplitudes
dos intervalos de confianca menores. Além disso, nos trés casos apresentados, apesar da
eliminacao do parametro perturbador, notamos que este ainda influencia fortemente os

resultados obtidos.

Nesta dissertacao, nos limitamos a encontrar as estimativas do tamanho popu-
lacional em cada um dos casos apresentados. No entanto, um estudo mais aprofundado
poderia conter anélise de sensibilidade das prioris escolhidas, combinacoes de funcoes de
verossimilhanca, entre outras utilidades da eliminacao de parametros perturbadores, como

as apresentadas na introdugdo, ou ainda uma andlise bayesiana plena (full bayesian).

Com relacao ao modelo que leva em conta os histéricos de captura dos indivi-
duos, pode ser feito um estudo bayesiano das diversas estimativas de N propostas pelas
diferentes fungoes de verossimilhanca, como discutido em Silva et al. (2007) para a fungao

de verossimilhanca global.

Uma outra possivel pesquisa seria a realizacao de um estudo bayesiano analogo ao
desenvolvido por Berger et al. (1999), para as funcoes de verossimilhanca de N discutidas

neste trabalho.
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Apéndice A

Rotina utilizada para determinar resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N
para o capitulo 2. Nesta rotina ja estao inseridos os programas utilizados para determinar
a emv e as emv perfilada, condicional, integrada uniforme e de Jeffreys de N, através das

equacoes encontradas na secao 2.3.2.

SR
# FUNGOES UTILIZADAS
HH A

# N: tamanho da populacgéo
# n: vetor do nro de individuos observados em cada ocasido

# p: probabilidade de captura

# Log-verossimilhanga perfilada

log.lik_perf <- function(N, n) {

k <- length(n);

n_sum <- sum(n);

result <- kxlgamma(N+1) - sum(lgamma(N - n + 1)) - sum(lgamma(n + 1)) + (N*xk - n_sum)*log(N*k
- n_sum) - (N*xk)*log(Nxk)

return(result)

} # end-function

# Log-verossimilhanga condicional
log.lik_cond <- function(N, n) {
k <- length(n);
n_sum <- sum(n);

result <- k*lgamma(N+1) - sum(lgamma(N - n + 1)) - sum(lgamma(n + 1)) - lgamma(Nxk + 1)
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+ lgamma(N*¥k - n_sum + 1) + lgamma(n_sum + 1)
return(result)

} # end-function

# Log-verossimilhanga integrada uniforme

log.lik_uni <- function(N, n) {

k <- length(n);

n_sum <- sum(n);

result <- kxlgamma(N+1) - sum(lgamma(N - n + 1)) - lgamma(N*k + 2) + lgamma(N*k - n_sum
+ 1)

return(result)

} # end-function

# Log-verossimilhanga integrada de Jeffreys

log.lik_jeff <- function(N, n) {

k <- length(n);

n_sum <- sum(n);

result <- k*lgamma(N+1) - sum(lgamma(N - n + 1)) - lgamma(N*k + 1) + lgamma(N*k - n_sum
+ 0.5)

return(result)

} # end-function

# Carrega pacote Stats4

require(stats4)

# EQUACAO DE ESTIMAGKO (VEROSSIMILHANGA e VEROSS. PERFILADA)

g2 <- function(N, n) {

k <- length(n)

result <- k*digamma(N + 1) - sum(digamma(N - n + 1)) + kx*log(1l - sum(n)/(k*N))
return(result)

}# end-function

# EQUAGKO DE ESTIMAGAO (VEROSSIMILHANGA CONDICIONAL)
g3 <- function(N, n) {

k <- length(n);

n_sum <- sum(n);

result <- k*digamma(N + 1) - sum(digamma(N - n + 1)) - kxdigamma(N*k + 1) + k*digamma (Nxk
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- n_sum + 1)
return(result)

}# end-function

# EQUAGAO DE ESTIMAGAD (VEROSSIMILHANGA UNIFORME)

g4 <- function(N, n) {

k <- length(n);

n_sum <- sum(n);

result <- kxdigamma(N + 1) - sum(digamma(N - n + 1)) - k*digamma(N*k + 2) + kxdigamma (N*k
- n_sum + 1)

return(result)

}# end-function

# EQUAGKO DE ESTIMAGAO (VEROSSIMILHANGA de JEFFREYS)

gh <- function(N, n) {

k <- length(n);

n_sum <- sum(n);

result <- k*digamma(N + 1) - sum(digamma(N - n + 1)) - kxdigamma(N*k + 1) + k*digamma (Nxk
- n_sum + 0.5)

return(result)

}# end-function

HEHHHHAHR
#ROTINA
HEHHHH RS

k <- 5

p <- 0.8

S <- 1000

emv_N.g2 <- rep(0,89)
emv_N.g3 <- rep(0,5)
emv_N.g4 <- rep(0,S)
emv_N.gh <- rep(0,S)

amostra <- matrix(0, nrow = S, ncol = k)

set.seed(100786)

for (i in 1:8) {
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amostrali, ] <- rbinom(k,100,p)

# OBTENCAO DO ZERO DAS FUNGOES

print(paste("Simulagdo ", 1))

zero.g2 <- try(uniroot(g2, lower = max(amostrali, 1), upper = 1000, n = amostrali,])$root,
silent = TRUE)

if (class(zero.g2) == "try-error") {

if (log.lik_perf(max(amostral[i, ]), amostral[i, ]) > log.lik_perf(max(amostrali, 1) + 1,
amostrali, 1)) {

zero.g2 <- max(amostrali, 1)} else {

zero.g2 <- Inf

} # end-if-else

} # end-if

zero.g3 <- try(uniroot(g3, lower = max(amostral[i, ]), upper = 1000, n = amostrali,])$root,
silent = TRUE)

if (class(zero.g3) == "try-error") {

if (log.lik_perf(max(amostrali, 1), amostrali, ]) > log.lik_perf (max(amostrali, 1) + 1,
amostrali, 1)) {

zero.g3 <- max(amostrali, 1)} else {

zero.g3 <- Inf

} # end-if-else

} # end-if

zero.g4 <- try(uniroot(géd, lower = max(amostral[i, ]), upper = 1000, n = amostrali,])$root,
silent = TRUE)

if (class(zero.gd) == "try-error") {

if (log.lik_perf (max(amostral[i, ]), amostral[i, ]) > log.lik_perf(max(amostrali, 1) + 1,
amostrali, 1)) {

zero.g4 <- max(amostrali, 1)} else {

zero.g4 <- Inf

} # end-if-else

} # end-if

zero.gh <- try(uniroot(gh , lower = max(amostrali, ]), upper = 1000, n = amostrali,])$root,
silent = TRUE)

if (class(zero.gb) == "try-error") {

if (log.lik_perf(max(amostrali, 1), amostrali, ]) > log.lik_perf (max(amostrali, 1) + 1,
amostrali, 1)) {

zero.ghb <- max(amostral[i, 1)} else {
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zero.gb <- Inf
} # end-if-else
} # end-if

# OBTENGAQ DAS EMV e EMV PERFILADA

if (zero.g2 == Inf) {

emv_N.g2[i] <- Inf

} else {

N1.g2 <- floor(zero.g2)

N2.g2 <- ceiling(zero.g2)

1_N1.g2 <- log.lik_perf(N1.g2, amostrali, ])

1.N2.g2 <- log.lik_perf(N2.g2, amostrali, ])
emv_N.g2[i] <- ifelse(1_N1.g2 > 1_N2.g2, Ni.g2, N2.g2)
} # end-if-else

# OBTENGAO DAS EMV CONDICIONAL

if (zero.g3 == Inf) {

emv_N.g3[i] <- Inf

} else {

N1.g3 <- floor(zero.g3)

N2.g3 <- ceiling(zero.g3)

1_N1.g3 <- log.lik_cond(N1.g3, amostrali, 1)

1_N2.g3 <- log.lik_cond(N2.g3, amostrali, ])
emv_N.g3[i] <- ifelse(1_N1.g3 > 1_N2.g3, Ni.g3, N2.g3)
} # end-if-else

# OBTENGAO DAS EMV INTEGRADA UNIFORME

if (zero.g4 == Inf) {

emv_N.g4[i] <- Inf

} else {

Ni.g4 <- floor(zero.g4)

N2.g4 <- ceiling(zero.g4)

1_N1.g4 <- log.lik_uni(N1.g4, amostrali, 1)

1_N2.g4 <- log.lik_uni(N2.g4, amostrali, ])
emv_N.ga[i] <- ifelse(1_N1.g4d > 1_N2.g4, Ni.g4, N2.gd)
} # end-if-else
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# DBTENQKO DAS EMV INTEGRADA de JEFFREYS

if (zero.gh == Inf) {

emv_N.g5[i] <- Inf

} else {

N1i.g5 <- floor(zero.gb)

N2.g5 <- ceiling(zero.g5h)

1_N1.g5 <- log.lik_jeff (N1.gb , amostrali, ])

1_N2.g5 <- log.lik_jeff (N2.g5 , amostrali, ])
emv_N.g5[i] <- ifelse(1_N1.g5 > 1_N2.g5 , Ni.g5 , N2.g5 )
} # end-if-else

} # end-for

HERBHBRHHHHHH R R R R RS
# RESUMO DESCRITIVO
HHHHSR R

# PERFILADA

ind_inf.g2 <- which(emv_N.g2 == Inf)

if (length(ind_inf.g2) !'= 0) emv_N.g2 <- emv_N.g2[-ind_inf.g2]

mu_N.g2 <- mean(emv_N.g2); mu_N.g2

eqm.g2 <- mean((emv_N.g2 - 100)"2); eqm.g2

N_perf <- sort(emv_N.g2)

N_perf [floor(0.025%1length(emv_N.g2))]; N_perf[ceiling(0.975%length(emv_N.g2))]

# CONDICIONAL

ind_inf.g3 <- which(emv_N.g3 == Inf)

if (length(ind_inf.g3) != 0) emv_N.g3 <- emv_N.g3[-ind_inf.g3]
mu_N.g3 <- mean(emv_N.g3); mu_N.g3

eqm.g3 <- mean((emv_N.g3 - 100)"2); eqm.g3

N_cond <- sort(emv_N.g3)

N_cond[floor(0.025%1length(emv_N.g3))]; N_cond[ceiling(0.975%length(emv_N.g3))]

# INTEGRADA UNIFORME

ind_inf.g4 <- which(emv_N.g4 == Inf)

if (length(ind_inf.g4) != 0) emv_N.g4 <- emv_N.g4[-ind_inf.g4]
mu_N.g4 <- mean(emv_N.g4); mu_N.g4

eqm.g4 <- mean((emv_N.g4 - 100)"2); eqm.gd

N_unif <- sort(emv_N.g4)
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N_unif [floor(0.025*1length(emv_N.g4))];N_unif[ceiling(0.975%1length(emv_N.g4))]

# INTEGRADA DE JEFFREYS

ind_inf.gh <- which(emv_N.gh == Inf)

if (length(ind_inf.gh) != 0) emv_N.gh <- emv_N.g5[-ind_inf.g5]

mu_N.gb <- mean(emv_N.gbh); mu_N.gb

eqm.gb <- mean((emv_N.g5 - 100)~2); eqm.gb

N_jeff <- sort(emv_N.gh)
N_jeff[floor(0.025*1length(emv_N.g5))];N_jeff[ceiling(0.975*1length(emv_N.g5))]



Apéndice B

Rotina utilizada para determinar resumos das medidas descritivas empiricas das emv de N
para o capitulo 3. Nesta rotina ja estao inseridos os programas utilizados para determinar
a emv e as emv perfilada, condicional, integrada uniforme e de Jeffreys de N, através das

equacoes encontradas na secao 3.3.2.

SR
# FUNGOES UTILIZADAS

HEH

# N: tamanho da populacgéo

# n: vetor do nro de individuos observados em cada ocasido

# p: vetor das probabilidades de captura em cada ocasido

# M: vetor do nro de individuos marcados até a ocasido atual

# m: vetor do nro de individuos marcados capturados em cada ocasido
# d: vetor do nro de individuos distintos capturados em cada ocasido
# r: nro total de individuos distintos observados

# Log-verossimilhanga perfilada

log.lik_perf <- function(N, n, r) {

k <- length(n)

result <- lgamma(N+1) - lgamma(N - r + 1) + sum((N-n)*log(N-n)) - k*N*xlog(N)
return(result)

} # end-function

# Log-verossimilhanga integrada uniforme
log.lik_unif <- function(N, n, r) {

k <- length(n);
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result <- lgamma(N+1) - lgamma(N - r + 1) + sum(lgamma(N - n + 1)) - k¥lgamma(N + 2)
return(result)

} # end-function

# Log-verossimilhanga integrada de Jeffreys

log.lik_jeff <- function(N, n, r) {

k <- length(n);

result <- lgamma(N+1) - lgamma(N - r + 1) + sum(lgamma(N - n + 0.5)) - k*lgamma(N + 1)
return(result)

} # end-function

# Carrega pacote Stats4

require(stats4)

# EQUACAO DE ESTIMAGKO (VEROSSIMILHANGA e VEROSS. PERFILADA)

g2 <- function(N, n , r ) {

k <- length(n)

result <- digamma(N + 1) - digamma(N - r + 1) + sum(log(N - n)) - kxlog(N)
return(result)

}# end-function

# EQUACAO DE ESTIMAGAO (VEROSSIMILHANGA UNIFORME)

g4 <- function(N, n , r ) {

k <- length(n);

result <- digamma(N + 1) - digamma(N - r + 1) + sum(digamma(N - n + 1)) - k*digamma(N +
2)

return(result)

}# end-function

# EQUAGAO DE ESTIMAGAD (VEROSSIMILHANGA de JEFFREYS)

gh <- function(N, n , r ) {

k <- length(n);

result <- (1 - k)*digamma(N + 1) - digamma(N - r + 1) + sum(digamma(N - n + 0.5))
return(result)

}# end-function
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HEHHHH RS
#ROTINA
HEHHHH RS

k <- 5

p_inf <- 0

p_sup <- 0.2

S <- 1000

emv_N.g2 <- rep(0,S)
emv_N.g3 <- rep(0,S)
emv_N.g4 <- rep(0,S)
emv_N.g5 <- rep(0,S)

set.seed(100786)

p <- round(runif(k,p_inf,p_sup),5)

for (i in 1:5) {

# GERAGAO DAS AMOSTRAS
m <- rep(0,k)
d <- rep(0,k)
vn <- rep(0,k)
M <- rep(0,k)

vn[1] <- rbinom(1,100,p[1])
d[1] = vn[1]

for(j in 2:k){ M[jl <- M[j-11 + d[j-1]
m[j] <- rbinom(1,M[j1,p[jl)

d[j] <- rbinom(1, (100-M[j1),p[j1)
vnl[j]l = m[jl+d[j]

} # end-for

n <- sum(vn)
amostra <- vn

r_amostra <- sum(d)

# EMV CONDICIONAL

if (r_amostra == n){
emv_N.g3[i] <- Inf

} else {
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if (r_amostra == max(amostra)) {

emv_N.g3[i] <- r_amostra

} else {

x <-1

while ( prod(x + r_amostra - amostra) > (x*(x + r_amostra)” (k-1)) ){x <- x+1}
emv_N.g3[i] <- r_amostra + x - 1

} # end-if-else

} # end-if-else

# OBTENCAO DO ZERO DAS FUNGOES

print(paste("Simulagdo ", 1))

zero.g2 <- try(uniroot(g2, lower = r_amostra, upper = 1000, n = amostra, r = r_amostra)$root,
silent = TRUE)

if (class(zero.g2) == "try-error") {

if (log.lik_perf(r_amostra, amostra, r_amostra) > log.lik_perf(r_amostra + 1, amostra, r_amostra))
{

zero.g2 <- r_amostra} else {

zero.g2 <- Inf

} # end-if-else

} # end-if

zero.g4 <- try(uniroot(g4, lower = r_amostra, upper = 1000, n = amostra, r = r_amostra)$root,
silent = TRUE)

if (class(zero.gd4) == "try-error") {

if (log.lik_unif(r_amostra, amostra, r_amostra) > log.lik_unif(r_amostra + 1, amostra, r_amostra))
{

zero.g4 <- r_amostral} else {

zero.g4 <- Inf

} # end-if-else

} # end-if

zero.gh <- try(uniroot(gh, lower = r_amostra, upper = 1000, n = amostra, r = r_amostra)$root,
silent = TRUE)

if (class(zero.gh) == "try-error") {

if (log.lik_jeff(r_amostra, amostra, r_amostra) > log.lik_jeff(r_amostra + 1, amostra, r_amostra))
{

zero.gh <- r_amostra} else {

zero.gb <- Inf

} # end-if-else

} # end-if



93

# OBTENGAO DAS EMV e EMV PERFILADA

if (zero.g2 == Inf) {

emv_N.g2[i] <- Inf

} else {

N1i.g2 <- floor(zero.g2)

N2.g2 <- ceiling(zero.g2)

1_N1.g2 <- log.lik_perf(N1.g2, amostra, r_amostra)
1.N2.g2 <- log.lik_perf(N2.g2, amostra, r_amostra)
emv_N.g2[i] <- ifelse(1_N1.g2 > 1_N2.g2, Ni.g2, N2.g2)
} # end-if-else

# OBTENGAO DAS EMV INTEGRADA UNIFORME

if (zero.g4 == Inf) {

emv_N.g4[i] <- Inf

} else {

Ni.g4 <- floor(zero.g4)

N2.g4 <- ceiling(zero.g4)

1_N1.g4 <- log.lik_unif(N1.g4, amostra, r_amostra)
1.N2.g4 <- log.lik_unif(N2.g4, amostra, r_amostra)
emv_N.g4[i] <- ifelse(1_N1.g4d > 1_N2.g4, Ni.g4, N2.gd)
} # end-if-else

# OBTENGAO DAS EMV INTEGRADA de JEFFREYS

if (zero.gb == Inf) {

emv_N.g5[i] <- Inf

} else {

Ni.g5 <- floor(zero.gb)

N2.g5 <- ceiling(zero.gb)

1_N1.g5 <- log.lik_jeff(N1.g5, amostra, r_amostra)
1_N2.g5 <- log.lik_jeff(N2.g5, amostra, r_amostra)
emv_N.g5[i] <- ifelse(1_N1.g5 > 1_N2.gb, N1.gb, N2.g5b)
} # end-if-else

} # end-for

S
# RESUMO DESCRITIVO
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HEHHHBRFHHBHHH AR HH

# PERFILADA

ind_inf.g2 <- which(emv_N.g2 == Inf)

if (length(ind_inf.g2) !'= 0) emv_N.g2 <- emv_N.g2[-ind_inf.g2]

mu_N.g2 <- mean(emv_N.g2); mu_N.g2

eqm.g2 <- mean((emv_N.g2 - 100)"2); eqm.g2

N_perf <- sort(emv_N.g2)

N_perf [floor(0.025%1length(emv_N.g2))]; N_perf[ceiling(0.975%length(emv_N.g2))]

# CONDICIONAL

ind_inf.g3 <- which(emv_N.g3 == Inf)

if (length(ind_inf.g3) != 0) emv_N.g3 <- emv_N.g3[-ind_inf.g3]
mu_N.g3 <- mean(emv_N.g3); mu_N.g3

eqm.g3 <- mean((emv_N.g3 - 100)~2); eqm.g3

N_cond <- sort(emv_N.g3)

N_cond[floor(0.025*1length(emv_N.g3))]; N_cond[ceiling(0.975*1length(emv_N.g3))]

# INTEGRADA UNIFORME

ind_inf.g4 <- which(emv_N.g4 == Inf)

if (length(ind_inf.g4) != 0) emv_N.g4 <- emv_N.g4[-ind_inf.g4]
mu_N.g4 <- mean(emv_N.g4); mu_N.g4

eqm.g4 <- mean((emv_N.g4 - 100)~2); eqm.gé

N_unif <- sort(emv_N.g4)

N_unif [floor(0.025*%1length(emv_N.g4))];N_unif[ceiling(0.975*1length(emv_N.g4))]

# INTEGRADA DE JEFFREYS

ind_inf.gh <- which(emv_N.g5 == Inf)

if (length(ind_inf.gh) != 0) emv_N.gb <- emv_N.gb[-ind_inf.g5]

mu_N.g5 <- mean(emv_N.g5); mu_N.g5

eqm.gb <- mean((emv_N.g5 - 100)~2); eqm.gb

N_jeff <- sort(emv_N.gb)
N_jeff[floor(0.025*%1length(emv_N.g5))];N_jeff[ceiling(0.975*1length(emv_N.g5))]



Apéndice C

Rotina utilizada para determinar resumos das medidas descritivas empiricas das emv de
N para o capitulo 4. Nesta rotina ja estao inseridos os programas utilizados para gerar as
amostras utilizadas no capitulo e para determinar as emv perfilada, condicional, integrada

uniforme e de Jeffreys de V.

HERBHB R R BB  RH
# GERACAO DAS PROBABILIDADES
HESHHBRFHHRSHH AR S HBRSHHBRSHH

k <- 2
1<-2"k

pl <- rep(0,1)
p2 <- rep(0,1)
p3 <- rep(0,1)

set.seed(10071986)

#### pl=0.01 ####

repeat {

X <- rgamma(l,1,1)

pl <- round(x/sum(x),2)

if(p1[1] == 0.01 & sum(pl) == 1){break}
}

#### pl=0.2 #H###

repeat {

x <- rgamma(l,1,1)

p2 <- round(x/sum(x),2)

if (p2[1] == 0.2 & sum(p2) == 1){break}
}
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#### pl=0.5 #H###

repeat {

x <- rgamma(l,1,1)

p3 <- round(x/sum(x),2)

if (p3[1] == 0.5 & sum(p3) == 1){break}
}

HHHHHRSS
#ROTINA
HHHHHARHS

S <- 1000

emv_N1 <- rep(0,S)
emv_N2 <- rep(0,S)
emv_N3 <- rep(0,S)

amostral <- matrix(0, nrow = S, ncol = 1)

amostra2 <- matrix(0, nrow = S, ncol = 1)
amostra3 <- matrix(0, nrow = S, ncol = 1)
for (i in 1:8) {

print(paste("Simulagdo ", 1))

amostrall[i,] <- rmultinom(1,100,p1)
amostra2[i,] <- rmultinom(1,100,p2)

amostra3[i,] <- rmultinom(1,100,p3)

emv_N1[i] <- sum (amostral[i,]) - amostraill[i,1]
emv_N2[i] <- sum (amostra2[i,]) - amostra2[i,l]

emv_N3[i] <- sum (amostra3[i,]) - amostra3[i,l]

} # end-for

HHHHHR SRR
# RESUMO DESCRITIVO
HEHHHRSHHHHHH R AR AR

# EMV para pl=0.01

mu_N1 <- mean(emv_N1); mu_N1

eqml <- mean((emv_N1 - 100)"2); eqml
N1 <- sort(emv_N1)

N1[floor(0.025%length(emv_N1))]; N1[ceiling(0.975*1length(emv_N1))]
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# EMV para pl=0.2

mu_N2 <- mean(emv_N2); mu_N2

eqm2 <- mean((emv_N2 - 100)"2); eqm2
N2 <- sort(emv_N2)

N2[floor(0.025*1ength(emv_N2))]; N2[ceiling(0.975*1length(emv_N2))]

# EMV para pl=0.5

mu_N3 <- mean(emv_N3); mu_N3

eqm3 <- mean((emv_N3 - 100)~2); eqm3
N3 <- sort(emv_N3)

N3[floor(0.025*1length(emv_N3))]; N3[ceiling(0.975*1length(emv_N3))]



