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Resumo

Nesta dissertacao descrevemos e implementamos procedimentos para estimacao nao
paramétrica da cépula e da funcao de Sibuya, e também procedimentos para analise de
dependéncia bivariada, baseados no comportamento das suas curvas de nivel. Também,
descrevemos e implementamos o procedimento chi-plot e um procedimento para a analise de
dependeéncia bivariada com presenga de censura na amostra.

Particularmente, propomos formas de usa-los em andlise de correlacao local. O
desempenho dos procedimentos propostos sao ilustrados e avaliados em casos de estruturas

de correlagao simples, mas também em esquemas de correlagao mais complexa.

Palavras-chave: dependéncia bivariada, cépula, funcao de Sibuya, chi-plot, dados

censurados.
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Abstract

In this dissertation we describe and implement procedures for nonparametric estima-
tion of copulas and Sibuya function, and also procedures for bivariate analysis of dependence
based on the behavior of their contours plot. Besisdes, we describe and implement the chi-
plot procedure and as well as a procedure for analising bivariate dependence in presence of
censoring in the sample.

Particularly, we propose a way to use it in a local correlation analysis. The per-
formance of the proposed procedures are illustrated and evaluated in cases of very simple

correlation, but also in a more complex correlation schemes.

Keywords: bivariate dependence, copula, Sibuya function, chi-plot, censored data.
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1 INTRODUCAO 1

1 Introducao

A andlise de dados bivariados tem um papel fundamental em vérias areas da es-
tatistica, bem como outras areas do conhecimento, em que as varidveis de interesse sao
obtidas de forma pareada e se tem interesse em determinar o grau de dependéncia entre es-
tas variaveis. Como por exemplo podemos citar, a andlise multivariada, em que podemos ter
duas variaveis de interesse sendo medidas para o mesmo objeto, a andlise de sobrevivéncia,
em que podemos ter dados do tempo de ocorréncia de um determinado fenémeno em cada
um de dois 6rgaos de um paciente (olhos, rins etc), a confiabilidade industrial, em que po-
demos ter dados de tempo de falha de dois componentes diferentes que juntos compoem um
determinado equipamento, dentre outras.

Em geral, para a analise da dependéncia entre duas varidveis aleatorias, sao utiliza-
das medidas estatisticas conhecidas como coeficientes de correlacao.

As medidas mais difundidas para quantificar a correlacao sao os coeficiente de cor-
relacao: de Pearson, de Spearman e de Kendall. Entretanto, estes coeficientes resumem as
relagoes entre todos os pares em um unico valor, o qual é comparado com uma escala de
referéncia. Estes coeficientes falham em situagoes de dependéncia como as da Figura 1.1 a)
e b).

O coeficiente de correlacao de Pearson estd ligado diretamente ao angulo entre os
vetores dos dados e tem sua representacao correta quando os dados sao oriundos de duas
distribuicoes normais. Por sua vez o coeficiente de correlagao de Spearman considera os
ranks da amostra e é calculado da mesma forma que o coeficiente de correlagao de Pearson.

Ambos os coeficientes de Pearson e Spearman consideram somente uma dire¢ao para
a correlagao em toda a amostra, enquanto que o coeficiente de correlacao de Kendall conta
as quantidades de pares que crescem e que decrescem, resumindo a prevaléncia do sinal da
correlacao e quando esta for tnica se tem que a magnitude é representativa.

Para exemplificar quao falhos estes procedimentos podem ser, consideremos trés
casos que sao de facil visualizacao da existéncia da correlagao entre duas variaveis, enquanto
que os coeficientes de correlacao estimados sao iguais a zero.

A Figura 1.1 a) apresenta um aglomerado de pontos gerados sob uma relagao
quadratica, y; = x7 + €; com valores z segundo uma distribuicao uniforme com média 10 e
ruidos e; com distribui¢ao normal.

A Figura 1.1 b) apresenta quatro aglomerados de pontos (z,y), onde cada aglome-
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rado é gerado de normais independentes.
Na Figura 1.1 ¢), os dados sao provenientes de duas distribui¢oes exponenciais com

correlacao linear de —0.1.

Gréfico de Dispersdo Gréfico de Dispersdo Gréfico de Dispersdo

20

Figura 1.1: Dados com coeficientes de correlacao estimados iguais a zero.

Podemos perceber assim que para conjuntos de dados como os da Figura 1.1 ha
uma necessidade em buscar melhores estimadores com medida de correlagao que determine
a dependéncia localmente ou determine regioes para estas dependéncias.

Na analise de dependéncia entre duas v.a’s pode-se considerar varios aspectos, tal
que os coeficientes de correlacao de Pearson, de Spearman e de Kendall nem sempre refletem
quando a estrutura da dependéncia é mais complexa. Essas medidas nao evidenciam se o
grau de correlagao muda sua magnitude ou, até mesmo, onde ocorre a transicao de uma
correlacao positiva para uma correlacao negativa.

Uma alternativa para analise de dependéncia que tem se tornado comum em algu-
mas areas como economia e finangas, para estudar as relagoes de dependéncia entre variaveis
aleatorias continuas é a analise via Cépulas. A dependéncia entre variaveis aleatorias estd
ligada a funcao de distribuicao conjunta dessas variaveis, mas nem sempre a funcao de distri-
buicao conjunta informa de que tipo é essa dependéncia, e a copula tem como incumbeéncia
carregar a estrutura de dependéncia entre as variaveis (Sklar 1959).

A anélise de dependéncia desenvolvida por Gongalves (2008), permite identificacao
de dependéncia local entre as variaveis como negativa, positiva ou nula, em uma determinada
regiao através da Funcao Dependéncia de Sibuya, chamada daqui em diante por Funcao de
Sibuya. A funcao de Sibuya somente revela com clareza o sinal da dependéncia local mas

nao tem capacidade de apresentar uma indicagao clara da magnitude da correlacao.



1 INTRODUCAO 3

Outro procedimento desenvolvido para a andlise de dependéncia é encontrado em
Fisher & Switzer (1985), baseado no grafico denominado Chi-plot, definido sobre as fungoes
de distribuigao empiricas dos dados que permite, além da verificacao do sinal da correlacao,

quantificar a forca da dependéncia entre as variaveis aleatérias.

1.1 Estrutura Organizacional do Trabalho

Na Secao 1.2 a seguir apresentaremos os coeficientes de correlagao de Pearson, de
Spearman e de Kendall, com suas estatisticas para os testes de significancia e alguns exemplos
de aplicacao.

No decorrer do trabalho, com objetivo estabelecido, nos focamos na analise gréafica
dos resultados dos procedimentos de estimacao nao paramétricos que sao introduzidos ao
longo do trabalho e na distribuicao assintética para x do Chi-plot no Capitulo 6.

No Capitulo 2 ¢ introduzida a anélise por meio de copulas onde o trabalho se concen-
tra em estimar a Cépula por métodos nao paramétricos para obter uma superficie suavizada
e analisar suas curvas de nivel.

No Capitulo 3 ¢é introduzida a Funcao de Sibuya e sua estimacao é obtida por
métodos nao paramétricos de forma a obter uma superficie suavizada e analisar suas curvas
de nivel.

No Capitulo 4 é introduzido o procedimento de anélise de dependéncia pelo Chi-plot
e suas caracteristicas intrinsecas segundo Fisher & Switzer (1985) e Fisher & Switzer (2001).

O Capitulo 5 é reservado para comparacao dos resultados obtidos em quatro tipos
de dependéncia denominadas “linear”, “quadratica”, “normais”, “exponenciais”, e de inde-
pendéncia entre dados normais através da Copula estimada, da Funcao de Sibuya estimada
e do Chi-plot.

Para o Chi-plot é apresentado no Capitulo 6, um estudo da consisténcia das suas
propriedades inerentes apresentadas no Capitulo 4, afim de constatar quais destas proprie-
dades sao eficientes para se concluir sobre a independéncia. Ainda, apresentamos um estudo
para sobre a distribuicao assintotica do Chi-plot e estudamos sua consisténcia. Os estudos
sao realizados sobre os cinco conjuntos de dados apresentados no Capitulo 5.

No Capitulo 7 apresentamos um estudo que verifica a dependéncia local para da-
dos censurados a partir do coeficiente de correlagao geral introduzido por Gumbel (1960).

Também sao apresentados trés exemplos para ilustracao e a aplicacao em um conjunto de
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dados reais.

O Capitulo 8 é reservado para comentarios e conclusoes gerais sobre todos os aspectos
desenvolvidos neste trabalho.

As principais rotinas dos procedimentos utilizadas neste trabalho se encontram no

Apéndice B.

1.2 Coeficientes de Dependéncia Usuais

De acordo com Conover (1980), a medida de correlagao indica a forga e a dire¢ao
da dependéncia entre duas variaveis aleatorias, sendo utilizada para quantificar o grau da
correlacao linear ou simplesmente o grau de dependéncia geral da amostra.

Tradicionalmente, uma medida de correlacao entre duas varidveis aleatérias X e YV

contém como caracteristicas:
(i) A medida da correlagao assume valores no intervalo (—1,1);

(ii) Se os maiores valores de X tendem a ser pareados com os maiores valores de Y, e os
menores valores de X aos menores valores de Y, entao a medida de correlagao é positiva

e se aproxima de 1;

(iii) Se os maiores valores de X tendem a ser pareados com os menores valores de Y e

vice-versa, entao a medida de correlacao deve ser negativa e é proxima de —1;

(iv) Se valores de X sao aleatoriamente pareados com os valores de Y, entao, a medida de

correlacao deve estar préxima de zero.

Trés medidas de correlagao sao discutidos nesta dissertagao. Trata-se dos coeficientes

de correlagao desenvolvidos por Pearson, Spearman ou por Kendall.

1.2.1 Correlagao de Pearson

A medida de correlacao mais conhecida e utilizada, é o coeficiente de correlacao

linear momento-produto de Pearson, denotada por r e definida por (Pearson 1896)

r = E[(X_ﬂX)(Y_/LY)]’ (1'2'1)

0x0y

onde E(.) é finita e o, é positivo.
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Para uma amostra (z;,v;),..., (z,, y,) aleatéria de

relacao linear de Pearson ¢é estimado por

> iy (i = 2)(yi — 7))

r =

Doy (v —2)2 270 (v — 9)?

Exemplo 1.2.1 Considere a seguinte amostra bivariada de

(X,Y), o coeficiente de cor-

SIS

(1.2.2)

(X,Y) (ver Tabela 1.1) com

tamanho n = 20, cujo grafico de dispersao é apresentado na Figura 1.2.

Tabela 1.1: Amostra aleatéria bivariada de (X,Y") do exemplo 1.2.1.

n| 1 2 3 4 D 6 7 8 9 10
x| 2.85 248 | 3.01 | 3.41 | 3.09 | 3.31 | 0.48 | 4.07 | 4.40 | 3.92
y [209]201]061 165|189 | 145 1.13|2.61 | 2.66 | 1.81
n| 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
x| 224|369 | 4.15 | 277 | 214 | 3.62 | 3.17 | 3.37 | 2.15 | 3.04
y [1.69]0.22]330 239|090 | 1.12 | 1.36 | 1.24 | 2.66 | 2.42

Scatter—plotde X e Y

3.0

25
|

1.0 15

0.5
|

Figura 1.2: Grafico de dispersao do Exemplo 1.2.1.

Na Tabela 1.1 sao apresentados o valores dos dados e o coeficiente de correlacao de

Pearson estimado de acordo com a Equagao (1.2.2) é 7 = 0.2793.

O coeficiente de correlagao proposto por Pearson para uma amostra, pode ser utili-

zado em qualquer conjunto de dados numéricos sem qualquer conhecimento da distribuicao
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dos dados, entretanto r» é uma v.a e possui uma distribuicao que depende da funcao distri-
buigao conjunta de (X, Y'), como pode ser visto da Equagao (1.2.1). Este fato, em principio,
pode ser visto como um problema, pois nao se conhece a distribui¢ao conjunta de (X,Y),

contornado pela aproximagao a transformada 7 de Fisher, para se obter um intervalo de

confianca para r.

O software R estima um IC para o coeficiente de correlacao de Pearson considerando
uma aproximacao t de Student com n — 2 graus de liberdade. Por esta aproximacao, a partir

do intervalo de 95% de confianca [—0.20,0.63], chegamos a conclusao que 7 = 0.2599 nao é

diferente de zero. Portanto X e Y sao independentes.

Exemplo 1.2.2 Considere uma amostra bivariada de (X, Y’) de tamanho n = 13 (ver Tabela

1.2).
Tabela 1.2: Amostra aleatéria bivariada de (X,Y’) do exemplo 1.2.2.
n| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
x [ 3.72 451 (399 | 423|324 432|326 | 250|555 |4.20 | 3.63|4.00 | 5.15
y | 5.66 | 6.83 | 6.09 | 6.21 | 5.42 | 6.35 | 5.66 | 5.24 | 7.55 | 6.45 | 6.09 | 6.19 | 7.01

O valor do coeficiente de correlagao de Pearson estimado é 7 = 0.9650 e é considerado

significante, uma vez que seu IC de 95% é dado por (0.8827,0.9896).

Para contornar o problema do coeficiente r depender da f.d.p de (X, Y), foram desen-

volvidas duas medidas nao paramétricas denominadas coeficiente de correlacao de Spearman

Figura 1.3: Grafico de dispersao do exemplo 1.2.2.

7.5

7.0

6.5

6.0

55

Scatter—plotde X e Y

25

3.0 35

4.0

4.5 5.0
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e coeficiente de correlagao de Kendall.

1.2.2 Correlagcao de Spearman

A medida de correlagao de Spearman, denotado p, nao faz nenhuma suposicao sobre
a f.d.p de (X,Y) e utiliza somente os ranks e o tamanho da amostra.

A medida do coeficiente de correlacao de Spearman é dado por (Conover 1980)

_ Xl [R(XG) = =] [R(Y) — =]

2
p= n(anl) )

12

(1.2.3)

sendo R(X;) e R(Y;) os ranks de z; e y;, e n o tamanho da amostra.

Em principio, o coeficiente de correlagao de Spearman é um caso particular do
coeficiente de correlagao de Pearson, pois ao se tomar os ranks da amostra, sua esperanca e
variancia sao as mesmas de variaveis uniformes discretas.

Uma expressao equivalente para p, porém mais fécil de calcular, é dada por (Conover,

1980)

n D2
;Z;EiL—i— (1.2.4)

onde D; = R(X;) — R(Y;).
De acordo com Splent & Smeeton (2001), a aproximagao de p a distribuicao ¢ de

Student é calculada como

t oy = P (1.2.5)

VI =p2)/(n—=2)

O coeficiente de correlacao de Spearman para os dados do Exemplo 1.2.1 é p = 0.06.

A aproximagao de t,,_» segundo a Equagao (1.2.5) é 0.262 com P[t > 0.262] = 0.40. Portanto
X e Y devem ser consideradas independentes. O coeficiente de correlagao de Spearman para
os dados do Exemplo (1.2.2) é p = 0.51, a aproximacao de ¢,,_5 é 1.96 com P[t > 1.96] = 0.04

e portanto X e Y devem ser consideradas dependentes.

1.2.3 Correlacao de Kendall

O coeficiente de correlagao desenvolvido por Kendall, denotado pela letra 7, requer
mais cédlculos que o coeficiente p de Spearman, entretanto o 7 de Kendall converge mais
rapidamente em distribuicao para a normal padrao quando a hipdtese de independéncia

entre X e Y é satisfeita.
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Seja (z1,Y1), - - -, (Tn, Yn) uma amostra aleatoria. Duas observagoes, (zx, yx) € (i, y;)
com 1 <,k <n, sio chamados de concordantes se (xy — yx)(x; —y;) > 0 e discordantes se
(xx — yr)(z; — y;) < 0. Caso xp, = x; ou yr, = y; para quaisquer 1 < i,k < n, estes pares nao
sao mem concordantes nem discordantes.

O coeficiente de correla¢ao proposto por Kendall é dado por (Conover 1980)

= —n‘é\;: 3[6/!2 (1.2.6)

onde N, é o numero de pares concordantes e N; é o numero de pares discordantes.

Uma interpretagao intuitiva do 7 de Kendall, em termos de probabilidades, é que
este coeficiente determina a diferenca entre o niimero de pares concordantes e discordantes e
divide por todas as combinacoes possiveis dos pares dois a dois, tornando-se assim em uma
proporcao da diferenga entre os pares concordantes e discordantes.

De acordo com Splent & Smeeton (2001), para se determinar se o coeficiente 7 de
Kendall é significante para valores de n < 60 é aconselhavel utilizar a estatistica T'= N.— Ny
tabelada pelos quantis w, para confianca p. Entretanto, para amostras de tamanho n > 60

pode-se utilizar a aproximagao
nn—12n+5
wp = le/z\/ ( 1)5(3 ), (1.2.7)

onde z_,/2 ¢ 0 quantil da normal padrao com confianca 1 — p.

Abaixo sao reproduzidos de Conover (1980) os valores para w, com valores de n
entre 10 e 30, e com valores de p iguais a 0.900, 0.950, 0.975 e 0.990.

O coeficiente de correlacao de Kendall para os dados do Exemplo 1.2.1 é 7 = 0.11
com 7" = 21. O valor de w, = 50 com n=20 e p = 0.95. Portanto X e Y sao consideradas
independentes. Enquanto, o coeficiente de correlacao de Kendall para os dados do Exemplo
1.22¢7=10.89 com T = 70. O valor de w, = 20 com n=13 e p = 0.95. Portanto X e Y

nao sao consideradas independentes.
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Tabela 1.3: Quantis da Statistica Test w, de Kendall.

n

p=0.900 0.950 0.975 0.990

10 15 19 21 25
11 17 21 25 29
12 18 24 28 34
13 22 26 32 38
14 23 31 35 41
15 27 33 39 47
16 28 36 44 20
17 32 40 48 o6
18 35 43 o1 61
19 37 47 95 65
20 40 20 60 70
21 42 o4 64 76
22 45 29 69 81
23 49 63 73 87
24 52 66 78 92
25 o6 70 84 98
26 29 5 89 105
27 61 79 93 111
28 66 84 98 116
29 68 88 104 124
30 73 93 109 129
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2 Analise via Cépulas

2.1 Introducao

A cépula, como funcao de dependéncia entre varidveis aleatdrias, surgiu quando
Sklar estudava uma funcgao distribuigao tridimensional conjunta e introduziu fungoes auxili-
ares definidas no suporte unitario que ligavam a funcao distribuicao as suas marginais. Foi
quando notou que tais fung¢oes poderiam ser construidas para casos n-dimensionais (Nelsen,
2006). Por ser uma funcao que liga a fungao distribui¢do conjunta as suas marginais e ser
invariante através de transformacao linear, a cépula captura uma estrutura envolvida na
relacao entre as variaveis contida na distribuicao conjunta, e tem sido utilizada para anélise
de dependéncia em muitos estudos.

Uma copula equivale a uma funcao distribuicao multivariada com marginais unifor-
mes em [0, 1], que contém a estrutura de dependéncia entre as varidveis aleatdrias envolvidas.
A teoria de copulas tem sido amplamente utilizada para casos bivariados, tendo em vista
que uma estrutura de dependéncia entre duas v.a’s € muito comum em varias areas do co-
nhecimento. Neste caso, a cépula C(u,v) é uma fungao distribui¢ao conjunta bivariada de
duas v.a’s u e v, ambas tendo distribuigao uniforme em [0, 1].

Uma copula bidimensional, para quaisquer 0 < w7 < up < le 0 < v < vy <1,

possui as seguintes caracteristicas:

=y fo (u, v)dvdu =0 = [ fo (u,v)dudv = C(0,v);
2.C’u1—u—f0f0 uvdvdueC(lv)—v—fOfO (u, v)dudv;

3. C(UQ, UQ) — C(Ul, 1)2) — C(Ug, Ul) + C(Ul, Ul) Z 0

As caracteristicas (1) e (2) mostram que a cépula tem distribuigbes marginais uni-
formes em [0,1]. A caracteristica (3) mostra que a cépula é uma funcéo crescente. Isto
pode ser verificado por meio da Figura 2.1 que apresenta uma representacao grafica da ca-
racteristica (3). Temos que as regides mais escuras representam o valor da cépula a serem
retirados do valor da cépula C'(ug, v5) e, portanto no quadrado formado pela intersec¢ao das
retas, a copula tem volume sempre maior ou igual a zero.

O teorema a seguir é um resultado obtido por Fréchet durante suas correspondéncias

com Sklar e é utilizado para a interpretacao do comportamento da dependéncia da cépula.
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Figura 2.1: Representacao grafica da caracteristica (3).
Teorema 2.1 (Limites de Fréchet) Seja C(u,v) uma cdpula, entio para todo (u,v) € I?
max{u+ v — 1,0} < C(u,v) < min{u, v}. (2.1.1)

Denotamos W (u,v) = max{u +v — 1,0} e M(u,v) = min{u,v}.

Os limites de Fréchet sao uteis na comparacao das curvas de nivel da cépula em
estudo, com os limitantes W e M e o caso de independéncia (Coroldrio 2.1.2), pois estes

limitantes sao a maxima correlagao positiva e negativa.

Teorema 2.2 Seja (X,Y') com copula W (u,v) ou M (u,v). Entdo existem fungoes mondtonas

a(z) e B(z) de R em R, e uma varidvel aleatdria Z tal que
(X,Y) =4 (a(2),5(2)), (2.1.2)

onde o sinal, =4, indica igualdade em distribuicao. Note que a(z) e B(z) sao ambas crescen-
tes se, e somente se, (X,Y') tem copula M (u,v), ou temos a(z) crescente e 3(z) decrescente

se, e somente se, (X,Y) tem copula W (u,v).

A teoria sobre cépulas estd fundamentada no teorema de Sklar, o qual mostra a
relacao entre a distribuicao dos dados, suas marginais e a copula. Este teorema surgiu
em 1959 e o nome cépula foi escolhido para destacar a ligacao das fungoes de distribuicao

marginais a func¢ao distribui¢ao conjunta das v.a’s envolvidas Nelsen (2006).
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Figura 2.2: Cépula M(u,v) em a) e W(u,v) em b).

Teorema 2.3 (Teorema de Sklar) Seja H(z,y) a funcdo distribuicdo conjunta de X e Y,

)

com fungdo distribuicao marginais F(z) e G(y), respectivamente. Entao, existe uma copula

C(u,v) tal que, para todo (x,y) € R?,
H(z,y) = C(F(x),G(y)) (2.1.3)
Ainda, se F(z) e G(y) sao continuas, a copula C(u,v) € inica.

O Teorema 2.3 mostra que para cada funcao distribuicao conjunta existe uma cépula
associada e, como consequéncia, é possivel obter a copula associada a esta fungao distribuicao

conjunta.

Corolario 2.1.1 (Ulisses et al 2004) Seja H(z,y) a f.d.a conjunta de X e Y com f.d.a

F(z) e G(y), respectivamente. Entdo, para quaisquer (u,v) € R?
C(u,v) = H(F Y (u), G(v)). (2.1.4)

Exemplo 2.1.1 Seja a fungao distribuigao bivariada dada por

H(z,y) = [1+exp(—z)+exp(—y)] ", z,yeR, com (2.1.5)
F(x) = [I1+exp(—2)] ,xeRe F'(u)=—logu' —1);
Gly) = [M+exp(-y) yeRe G (v) =—loglv™ —1).

Entao, a cépula associada a H(x,y) é determinada por

H(F Y (u), G (0)) = [u + o = 1] Ju,0 € [0, 1]. (2.1.6)
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Corolario 2.1.2 (Ulisses et. al 2004) Sejam X eY waridveis aleatdrias continuas, entdo

X eY serao independentes se, e somente se,
C(u,v) = uv. (2.1.7)

O Teorema 2.4 a seguir mostra que a cépula obtida de uma transformacao estri-
tamente crescente em cada varidvel marginal, é invariante. Este resultado ¢é utilizado para

automatizar o processo de suavizacao da cépula empirica, apresentado no final do capitulo.

Teorema 2.4 Seja (X,Y) v.a.’s continuas com copula C(u,v), Se oy, g sao fungoes estri-
tamente crescentes, entio (a1(X), aa(Y)) também tem copula C(u,v).

Se ap, ap sao funcoes mondotonas, suponha oy estritamente decrescente, entdo
Cor(x),02(v) (U, V) = Cop(vy (V) = Cx ayvy (1 — u,v).

Para determinar a cépula a ser utilizada para analisar um conjunto de dados ¢
comum considerar uma copula com caracteristicas conhecidas, ou que tenha as funcoes mar-
ginais conhecidas. No entanto, como um dos objetivos desta dissertagao, apresentamos um
procedimento nao paramétrico de estimacao da cépula associada a um conjunto de dados
bivariados, que utiliza apenas a informacao dos préprios dados, para o qual o procedimento
de suavizacao se torna imprescindivel visando estabelecer se ha dependéncia, ou nao, entre os
valores x’s e y's das amostras, e, se houver dependéncia, se a mesma é positiva ou negativa.

A andlise da cépula empirica suavizada com curvas de nivel, associada a amostra,
tem seu grafico apresentado em formas de curvas de nivel correspondentes as copulas de
dependéncia positiva perfeita em a), de independéncia em b) e de dependéncia negativa
perfeita em c¢). A Figura 2.3 apresenta as curvas de nivel. O processo de suavizagao da

copula empirica aqui adotado e implementado segue o proposto por Fermanian et al (2004).

2.2 Coébpula empirica

Seja (z;,y;); ¢ = 1,...,n uma amostra aleatéria de (X,Y) com fun¢ao distribuicao

H(z,y). As fungoes:

Fi_#{“fTSxi}; Gi_we}[l“_#{xgx:ygyj}, (2.2.1)

representam as funcgoes de distribuicao acumuladas empiricas, de X no ponto x = z;, de Y

no ponto y = y;, e de (X,Y’) nos pontos z = z; e y = y;. Como em Nelsen (2006), a cépula
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Copula de dependéncia positiva perfeita Copula de independéncia Copula de dependéncia negativa perfeita

\%
\\%\\

%

Figura 2.3: Curvas de nivel da cépula de a) dependéncia perfeita positiva, b) independéncia

e ¢) dependéncia perfeita negativa.
empirica associada a H(z,y), é definida por

possibilitando visualizar uma estimativa grafica do comportamento da cépula empirica para

os dados da amostra.

Exemplo 2.2.1 Considere a seguinte amostra de (X,Y") apresentada na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Dados do exemplo 2.2.1.
n| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15
x| 012 [-0.76 | -0.58 | 0.86 | 1.06 | -1.54 | -0.33 | -0.03 | 0.68 | 0.36 | -2.33 [ -0.97 | -0.25 | 0.03 | 0.97
y | 1.04| 1.10| 040 |-0.81 | 0.18 | 0.20 | -0.82 | 1.34 | -1.25 | 1.02 | -0.18 | 1.39 | -0.72 | -1.26 | 1.45

A Figura 2.4 apresenta o gréafico de dispersao, a cépula empirica e suas respectivas
curvas de nivel referentes ao conjunto de dados da Tabela 2.1.

Pela Figura 2.4 b), observamos que a Cépula empirica nado parece apresentar uma
boa aproximacao para dados continuos. Esta aproximacgao no entanto parece ser muito ruim
se observarmos suas curvas de nivel da Figura 2.4 ¢).

A anélise de dependéncia pelas curvas de nivel nao suavizadas da cépula empirica
pode ser pouco conclusiva, pela dificuldade de comparacao com as curvas tedricas. Por isso,

a suavizacao da cépula empirica ¢ indispenséavel.
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Scatter-plot X e Y Copula Empirica Curvas de nivel da Cépula
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Figura 2.4: a) Scatter-plot de X e Y b)Cépula empirica ¢) Curvas de nivel da c6pula empirica.

2.3 Suavizacao Para Distribuicoes Empiricas

O estimador nao paramétrico para copulas continuas proposto em Fermanian et al
(2004), propoe-se a suavizar as distribui¢oes empiricas conjunta e marginais para obter, por
meio de uma funcao kernel, a cépula empirica suavizada.

Seja
~ 1 <&
Hyzy) = =S K,(x— X,y —Y)), 2.3.1
)= 3 YKl = Xy =) 231)
a suavizagao empirica da fungao distribuicao H(z,y), onde K, (z,y) = K(h, 'z, h 'y) tal

que

z y
K(xz,y) = / / k(u,v)dudv, (2.3.2)
para uma fungao kernel k(fungao densidade de probabilidade), [ [ k(u,v)dudv =1e h, — 0

quando n — oo uma sequencia de n.

A sequéncia h,, esta ligada diretamente a diferenca entre a esperanca do estimador
proposto e a funcao de distribuicao real dos dados. Portanto, para um valor de h, muito
pequeno, o valor estimado e o valor da funcao de distribuicao real sao muito proximas.

Podemos propor um estimador para F () usando uma funcao kernel univariada, tal

que
> Kz - X)), (2.3.3)

para uma funcao kernel k, com [ k(u)du =1, K, (z) = k(h,'z) e h, — 0 quando n — oc.
Similarmente, podemos aplicar o mesmo procedimento para estimar a fungao de

densidade acumulada (f.d.a) G(y). Entdo, podemos estimar a copula C(u,v) utilizando a
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suavizagao por kernel como sendo

Co(u,v) = Hy(F7 Y (w), G (), 0<wu,v<1. (2.3.4)

n n

Os coeficientes de correlagao de Spearman e de Kendall, obtidos através de copulas
analiticas, nao sao utilizados neste trabalho porque envolvem os procedimentos para a es-
timagao da cépula de densidade, como em Charpentier et al. (2006), que nao sao de facil
implementagao e nem sempre apresentam uma boa estimacao. Portanto os célculos podem
apresentar ineficiéncia e/ou uma estimativa nao confiavel. A avaliagao da correlagao através
da copula se concentra basicamente na avaliacao subjetiva do analista sobre as curvas de
nivel.

Para o exemplo a seguir ¢é feita uma padronizacao dos dados para contornar proble-
mas na suavizagao que podem surgir por escolha de uma funcgao kernel que nao suavize a
estimacao devido a magnitude dos dados. Esta padronizagao nao afeta o procedimento de
estimacao de acordo com o Teorema 2.4.

Para a funcao kernel da Equagao (2.3.2), foi escolhida a fungdo de distribuicao
acumulada normal bivariada com vetor de médias iguais a zero e matriz de covariancia X

dada por

032 0
Y = . (2.3.5)
0 0.3

A funcao kernel é simétrica com relagao ao ponto (0, 0) e a escolha da fungdo normal
¢ de uso comum. Os pontos para estimacao da cépula sao escolhidos de acordo com a

distribuigao acumulada empirica e a fungao h,, foi escolhida como 1/+/n.

Exemplo 2.3.1 Considerando os dados do Exemplo 2.2.1, a Figura 2.5 a) apresenta o
scatter-plot de (X,Y"), a c6pula suavizada e as curvas de nivel na Figura 2.5 b) e ¢), respecti-
vamente. Pela Figura 2.5 b), podemos perceber que a cépula apresenta uma superficie bem
suave se comparada com a cépula da Figura 2.4 b). As curvas de nivel da cépula na Figura
2.5 ¢) também sdo bem mais suaves que as da Figura 2.4 ¢), o que facilita a interpretagao

da dependéncia através da comparacao das curvas de nivel.

A convergéncia do procedimento proposto por Fermanian el al (2004), estda baseado

na convergencia assintotica, sendo assim, quanto maior for o tamanho da amostra, mais
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Scatter-plotde X e Y Coépula Suavizada por Kernel Curvas de nivel da Cépula

NN
R

R

15

1.0

0.8

0.6
1
<0

-0.5 0.0
1 1
0.4

0.2

-1.0

0.0
1

T T T T T T T T T T T T T
-20 -15 -10 -05 00 05 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X u
a) b) c)

Figura 2.5: a) Scatter-plot de X e Y b)Cépula suavizada c¢) Curvas de nivel da cépula

suavizada.

proximas das funcoes reais de distribuicao envolvidas, as cépulas e as curvas de nivel suavi-
zadas ficarao das correspondentes estimadas.
Para ilustrar o processo de suavizacao de Fermanian para amostras maiores, mos-

tramos a seguir dois exemplos.

Exemplo 2.3.2 Seja X ~ Ezp(3) e Y ~ Exp(6), onde Exp(a) se refere a distribuicao
exponencial com taxa «. Entdo, a f.d.a conjunta como em Gumbel (1960) e sua cépula sao

dadas, respectivamente, por:

Cl(u,v) = [w][l—=0.5(1—u)(1—v)], (u,v)€[0,1] x [0, 1].
com correlacao linear de % = —0.125.
Para (x;,y;); comi = 1,...,100; gerados através do método da transformada inversa

(Luc Devroye, 1986), estimamos sua cépula através do processo de suavizagao proposto por
Fermanian. Na Figura 2.6 sao apresentadas a copula verdadeira e a cépula estimada.

A estimativa do coeficiente de correlacao de Pearson de acordo com a Equacao

1.2.2 é ¥ = —0.1042, a do coeficiente de correlacao rho de Spearman de acordo com a
Equacao 1.2.3 é p = —0.087, e a do coeficiente de correlacao de Kendall de acordo com a
Equagao 1.2.6 é 7 = —0.056, estando o coeficiente de correlacao de Pearson mais proximo

da magnitude esperada, mas todos sao nao significantes. Observando as curvas de nivel da
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cépula suavizada, juntamente com as da cépula de independéncia na Figura 2.7, nota-se
que sao bem préximas. Pelas curvas de nivel das copulas verdadeira e suavizada pode-se
perceber que existe uma correlacao negativa de acordo com as curvas de nivel da copula de

independencia.

Copula Suavizada por Kernel Curvas de nivel da Cépula Suavizada

1.0
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Copula Verdadeira Curvas de nivel da cépula verdadeira
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Figura 2.6: Cépulas suavizada e verdadeira e respectivas curvas de nivel associadas a H(x,y)

do Exemplo 2.3.2.
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Figura 2.7: Curvas de nivel das cépulas estimada para H(x,y) e de independéncia para o

Exemplo 2.3.2.
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Exemplo 2.3.3 Sejam x; e y;, o peso e a altura em centimetros para 507 individuos, com

idade entre 18 e 67 e distribuidos entre homens e mulheres (Grete et al 2003).

Na Figura 2.8 sao apresentadas as curvas de nivel da copula estimada e verifica-
mos que apresentam o comportamento caracteristico das curvas de nivel da estrutura de
dependéncia positiva muito forte. Os valores estimados dos coeficientes de correlacao de

Spearman, Kendall e Pearson sao 0.7318, 0.5438 e 0.7173, repectivamente.

Scatter plot Curvas de nivel da Copula

170 180 190 200

160

150

Figura 2.8: Amostras de X e Y como peso e altura respectivamente.

Apesar da intensa utilizacao de copulas para representacao do relacionamento con-
junto de duas varidveis aleatérias, Nelsen (2006) mostrou que uma cépula pode corresponder
a pelo menos duas fungoes distribuicoes diferentes, o que o proprio Nelsen caracteriza com um
problema. Uma alternativa para contornar este problema consiste da utilizacao da Funcao

Dependéncia de Sibuya (Gongalves 2008) o qual descrevemos no préximo capitulo.
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3 Analise via Funcao de Sibuya

3.1 Introducao

Em 1960, Sibuya e muitos outros autores estavam desenvolvendo estudos relaciona-
dos aos comportamentos das funcgoes limites, chamadas de valores extremos, definidas sobre
as estatisticas de maximo ou minimo valor de uma amostra. Seu interesse principal era de
estudar a relagao entre as funcoes de distribuicao marginais bivariadas, criando assim uma
funcao de dependéncia incorporada a funcao de distribuicao bivariada.

A partir do estudo desenvolvido por Sibuya, Gongalves (2008) estende seu uso para
todo o espago paramétrico, sendo assim, nao ¢ mais de interesse somente o estudo baseado
em valores extremos. Esta extensao surge da necessidade de que a copula seja tnica. Ou
seja, de evitar que possamos ter duas fungoes de distribuicao: H;(X,Y) e Ho(X,Y), tais
que as marginais F} e G; de H1(X,Y’) ndo coincidam com as marginais F; e G5 de Ho(X,Y)
e, mesmo assim, tenham a mesma copula associada. Nelsen (2006) refere um caso em que

H{(X,Y) e Hy(X,Y) tem a mesma cépula associada, que apresentamos no seguinte exemplo.

Exemplo 3.1.1 Considere H{(X,Y) e Hy(X,Y) tais que:

rheem-b (g y) € [-1,1] x [0, o];
Hy(x,y) = 1—exp(—y), (x,y) € (1,00) x [0, 00]; (3.1.1)
0 caso contrario.
Hy(z,y) = (1 4+exp (—x) +exp (—y)) ", (z,y) € R (3.1.2)
Entao,
Hy(F7 (), Gy (v) = ————— = Hy(Fy(u), G5 (v)) logo
1 9 1 U + U — uv 2 ) 2
[ — (3.1.3)
uU-+v—uv

onde F ', G', Fy ' e G5! sdo as inversas de Fy, G, Fy e G respectivamente dadas por:

1
F = (x;r ); re[-1,1);

Gi = l—exp(~y); yel0,00);

F, = [1+exp(—2)™"; zeR; (3.1.4)

Gy = [l+exp(—y)|™"; yeR
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Figura 3.1: Em a) o grafico de Hi(x,y) e em b) as curvas de nivel de Hy(z,y).
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Figura 3.2: Em a), o gréfico de Ha(z,y) e em b) as curvas de nivel de Hy(z,vy).
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Cépula associada a H, e Hy Curvas de nivel da Copula
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Figura 3.3: Em a) o grafico da Cépula C* e em b) as suas curvas de nivel.

Observando as Figuras 3.1 b) e 3.2 b), podemos perceber que as f.d.a’s conjuntas
tém curvas de nivel distintas mas com a mesma estrutura, o que pode ser visto pela copula

e suas curvas de nivel na Figura 3.3.

3.2 Propriedades da Funcao de Sibuya
Definigao 1 (Gongalves 2008) A Fungdo de Sibuya, 2, € definida com base na relagdo
H{(z,y) = Q(F(x), Gy)) F(x)G(y), (3.2.1)

tal que

(1) Q(F(z),G(y)) =1 se, e somente se, X e Y sdo v.a’s independentes;

(2) Se a(z) e B(y) sao fungdes mondtonas nao decrescentes, as fungoes Q(F(z), G(y)) e

Q(F(a(x)),G(B(y))) sao idénticas;

F(z)+G(y)—1 i
(3) max {0, ZLC0 ) < 0(F(@), G(y) < min {75 45 .

A propriedade (2) é utilizada para uma transformagao linear sobre os dados com o
intuito de automatizar o processo de suavizagao, visto que dependendo da magnitude dos
dados a suavizagao por kernel pode falhar, pela escolha da funcao h,, da Equagao (2.3.1). A

propriedade (3) é utilizada para corrigir erros nos valores da suavizagao obtida.
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Da Equacao (3.2.1) pode-se reescrever Q(F(z), G(y)), tal que

F(),G(y) = { T

e F(@),G() >0
0, se F(x),Gy)=0

C(F(z),G(y))
W? F(z),G(y) >0
0 se F(z),G(y)=0
0 que vale somente para o caso continuo.

A funcao de Sibuya pode ser utilizada para classificar a dependéncia de uma regiao

como positiva ou negativa, mas para esta classificacao é necessario enunciar um critério

chamado de ”Quadrant Dependence”.

Defini¢ao 2 A funcdo distribui¢ao conjunta H(x,y) das varidveis aleatérias X e Y, com
f.d.a marginais F(z) e G(y) € "positive quadrant dependent” se H(x,y) > F(x)G(y) para
algum (z,y) € R?, ou é "negative quadrant dependent” se H(x,y) < F(z)G(y) para algum
(z,y) € R

Este tipo de dependéncia pode ser avaliada considerando o fato de podermos escrever
H(z,y) = F(z]Y =y)G(y) = G(y|X = z)F(x), (3.2.2)

ou seja, se considerarmos H(z,y) = F(z|Y = y)G(y) com H(z,y) sendo ”positive quadrant

dependent”, temos que F(z|Y =y) > F(x).

Exemplo 3.2.1 Considere o caso onde o suporte de H(z,y) é determinado pela forma
retangular como na figura 3.4 e os valores indicando a drea em porcentagem de cada regiao,
limitadas pelas retas de Y = y e . Ao considerarmos a restricao que somente os valores
menores que Y = y sdo possiveis de ocorrer, temos F(x|Y = y) = 0.55, entretanto F(z) =

0.50. Logo F(z|Y =vy) > F(z), H(z,y) é "positive quadrant dependent”.

Segue entao da Definigao (2) que
1. Se H(z,y) é 'Negative Quadrant Dependent’(NQD), entao Q(F(z),G(y)) < 1.
2. Se H(x,y) é "Positive Quadrant Dependent’(PQD), entao Q(F(x),G(y)) > 1.

3. Se F(x) e G(y) sao independentes, entao Q(F(z),G(y)) = 1.
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Figura 3.4: Exemplo de uma relagao ”positive quadrant dependent”.

3.3 Funcao Dependéncia de Sibuya

Defini¢ao 3 (Gongalves 2008) Para quaisquer pares de varidveis aleatérias continuas X

e Y, com distribuicdo conjunta H(x,y) e marginais F(x) e G(y), temos que

H(z,y)
F(z)G(y)

¢ chamada de Fun¢ao Dependéncia de Sibuya(Gongalves 2008). Nesta disserta¢ao chamamos

Oz, y) = (3.3.1)

simplesmente Func¢ao de Sibuya.

A diferenca entre as Equagoes (3.2.1) e (3.3.1) é a extensao do quadrado unitério
determinado por (F'(x),G(y)) para todo o suporte da distribuicao H(x,y).

A Fungao de Sibuya descreve a dependéncia entre X e Y levando em consideragao
a f.d.a conjunta H(x,y) e as contribui¢bes das marginais F'(x) e G(y). Como visto anteri-
ormente se 2(x,y) # 1, entdo a Funcdo de Sibuya representa o distanciamento de H(z,y)
com relacao a estrutura de independéncia (Gongalves 2008). No entanto, Q(z,y) € [0, 00),

logo nao se tem uma clara interpretacao da magnitude da dependéncia entre X e Y.

Exemplo 3.3.1 Considere H,(z,y) e Ha(z,y), como descritas no exemplo (3.1.1). Entao,
Qi (z,y) e Qo(x,y) sdo:

g ey I B (z,y) € [=1,1] x [0, oc];
Qi(z,y) = 1, (z,y) € (1,00) x [0, 00];

0 caso contrario.
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_ exp[—(z +y)] 2
Qo(z,y) =1+ T+ exp (—y) + oxp (—2)’ (x,y) € = (3.3.2)

Plot de Q, Curvas de nivel de Q;

a) b)

Figura 3.5: Plot de Q4(x,y)em a), Curvas de nivel de Q;(z,y) em b).

Plot de Q, Curvas de nivel de Q,

101

a) b)

Figura 3.6: Plot de Qy(x,y)em a), Curvas de nivel de Qy(z,y) em b).

Observando as Figuras 3.5 e 3.6 e as respectivas curvas de nivel, podemos perceber
que as funcoes de dependéncia de Sibuya €2y e €25, sao diferentes, enquanto que ha uma
mesma cépula associada a Hy e Hs.

Da andlise das curvas de nivel da Figura 3.5 b), conjuntamente com a Equagao
(3.3.1), conclue-se que, no intervalo (x,y) € [—1,1] x [0, 0], a dependéncia é positiva. No
restante do suporte de Hy(x,y), as varidveis X e Y sdo independentes. Ainda, conforme se
aproxima do ponto (—1,0) aumenta a magnitude da correlacdo. Da observacao das curvas

de nivel da Figura 3.6 b), conjuntamente com a Equacao (3.3.2), conclue-se que as varidveis
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X e Y sao positivamente dependentes em todo o suporte de Hy(x,y) e com magnitude da

dependéncia maior para x e y decrescendo.

3.4 Funcao de Sibuya Empirica

Seja (z;,v;); com i = 1,...,n; uma amostra aleatéria de (X,Y). Considere as
fungoes de distribui¢ao empirica de X, de Y e de (X,Y’) como em (2.2.1), respectivamente.

Entao,

Hz('r?y)
Fi(x)Gily)’
¢ a fungdo empirica de Sibuya Q(X,Y). Observe que quando n — oo, Fj(z) — F(z),

Qix,y) = (3.4.1)

Gily) = G(y), Hi(z,y) — H(z,y) e Qi(z,y) — Qz,y) para todo (z,y). Observe também
que se X e Y sao varidveis aleatérias independentes, para n — oo, Q;(x,y) — 1 quase
certamente e , além disso, E[Q;(z,y)] — 1 (Gongalves 2008).

Com esses resultados (Gongalves 2008), desenvolveu um procedimento para tes-

tar independéncia entre as varidveis aleatérias X e Y com base na amostra (z;,y;); com

Q — E[Q
i =1,...,n, calculando as estimativas de Q, de E[Q)], de 0?[Q] e de 2z = (m,y)[m [ ],
o
respectivamente,
Hi(xa y) Z =1 QZ
QZ = =, QTL = = s 3 4 2
F()Gi (1) n (342
v =) Q,—1
QZZH( )e%:ﬂ : (3.4.3)
On n—1 Sa.,

e considerando que, sob a hipdtese de independéncia, lim,, ., 7, tem distribuicao aproxima-
damente N(0,1), a verificacdo da hipétese de independéncia entre X e Y é imediata. Note
que E[Q(X,Y)] = 1. Ainda um intervalo com 100(1 — «)% de confianga para E[Q(X,Y)]
pode ser definido por,

[+ 2 (3.4.4)

3

Qn — Zl_,
\/_

sendo zi_a/2 0 quartil (1 — «/2) da distribuicao N (0,

3.5 Suavizacao da funcao de Sibuya empirica

Como na Secao 2.3, podemos usar os estimadores para a funcao distribuicao H(z,y)
como o da Equacao (2.3.1), e para F(z) e G(y) os da Equagao (2.3.3). Lembrando que os

“Kernels” utilizados nao sao necessariamente idénticos.
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Para ilustrar o uso da Funcao de Sibuya, apresentaremos alguns graficos de dis-

persao, as fungoes de Sibuya e as curvas de nivel correspondentes.

Exemplo 3.5.1 Sejam 200 pares gerados de (X,Y), onde X ~ U(8,12), V; = (X; — 10)? +
20 +¢; e ¢; ~ N(0.8,1), cujo grafico de dispersao aparece na Figura 3.7 a). Claramente
hé a dependéncia entre os valores de z; e y;, pois os pontos em y tais que para z; < 10
tém correlacao positiva, e para x; > 10 tém correlagao negativa. Olhando para a Fungao de
Sibuya, pode-se reparar um comportamento atipico proximo as menores valores de x; e de y;,
nesta regiao a f.d.a conjunta tem o valor estimado préximo de zero, e portanto nao devemos
considerar este comportamento, pois caso contrario seriamos levados a crer que nesta regiao

a correlacao positiva é muito mais forte que nas demais regioes.

Pelas curvas de nivel da Figura 3.7 d), e) e f), pode-se perceber uma separagao
nitida em duas regioes, uma com correlagao positiva do lado esquerdo e correlacao negativa
do lado direito, da curva de nivel {2 = 1 a qual passa préximo de z = 10.

O coeficiente de correlagao de Pearson 7 é estimado como zero, sugere independéncia,
enquanto que o coeficiente de correlacao de Spearman p indica uma correlagdo bem fraca
de 0.195, como também o coeficiente de correlacao de Kendall 7 indica uma correlagao bem
fraca de 0.13. Por outro lado, as estimativas €2,, 2, e o IC, também sugerem que haja

dependéncia entre X e Y:
Q, =2.03; 2, =3.71; IC = [1.49,2.589].

Se separarmos a amostra nas duas regides sugeridas pelas curvas de nivel, ou seja,
uma amostra A, que contenha os valores com z; < 10 e o restante em uma amostra B,
entao calculando os coeficientes de correlacao para cada regiao obtemos para a amostra A,
7 =0.754, p = 0.763 e 7 = 0.553. Para a amostra B, 7 = —0.697, p = —0.676 e 7 = —0.485.
Nota-se entao que a Funcao de Sibuya pode trazer informagcao importante quanto a

estrutura de dependéncia geral e local.

Exemplo 3.5.2 Seja (z;,y;); com ¢ = 1,...,200; gerados de X ~ N(0,1) e Y ~ N(0,1),
sendo X e Y independentes. O grafico de dispersao dos (z;,y;), na Figura 3.8 a), sugere que
nao existe dependéncia entre os valores de z e y. Do gréfico da funcao de Sibuya (ver Figura
3.8 b)), pode-se reparar um comportamento isolado atipico na regido onde nao hé pontos no
scatter-plot, pois a f.d.a conjunta e as f.d.a’s marginais tem valores muito proximos de zero.

Como nestes casos mencionados, devemos desconsiderar tais comportamento.
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Figura 3.7: a)Scatter-plot b)Fungao de Sibuya c)Curvas de nivel da Fungao de Sibuya do
exemplo 3.5.1.

Na regiao abaixo e a esquerda, da Figura 3.8 ¢), a fungao de Sibuya sempre perma-
nece abaixo do valor 1, oscilando entre 0.97 e 0.99, o que pode ser observado pelas curvas de
nivel da Figura 3.8 d). Isso nos leva a acreditar que nessa regidao o caso de independéncia é
pouco evidente. Observando a Figura 3.8 a) e ¢), pode-se observar que hd uma concentracao
de pontos a direita que sao classificados com dependéncia positiva, como pode ser constatado
pelas curvas de nivel da Figura 3.8 f). Ainda, pode ser observado pela curva de nivel da
Figura 3.8 €) uma regiao que separa as regioes de dependéncia positiva e negativa.

Os coeficientes de correlacao de Pearson, Spearman e Kendall iguais a 0, também
sugerem independéncia entre x e y. Além disso, OQn = 1.1315, IC' = [0.9842, 1.2787], com
Z, = 1.7500. Esses resultados também sugerem independéncia entre X e Y.

Como mencionado anteriormente, nao é possivel uma interpretacao da magnitude
da funcao de Sibuya, portanto em cada caso as curvas de nivel tém valores escolhidos para
uma melhor visualizagdo. As estimativas de p, 7 e 7 foram obtidas através do software R e

a medida 2, do teste de independéncia como na Equagao (3.4.3).
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Scatter—plotde X e Y Funcéo de Sibuya Suavizada Curvas de nivel de Sibuya

x
a) b) c)

Curvas de nivel para 1.01 e 1.2

-2
1

-3

Figura 3.8: a): Scatter-plot; b): Funcao de Sibuya; ¢) d) e) e f): Curvas de nivel da Funcao
de Sibuya, do Exemplo 3.5.2.

Nos graficos da Fungao de Sibuya suavizada é importante notar que Q(z,y) = 0, para
H(z,y) = 0e, ainda quando H(z,y) é pequena, (x,y) podera assumir valores extremamente
grandes em comparagao com os demais valores de (x, ).

Alguns valores atipicos de )(x,y) podem ser estimados também quando os valores
das f.d.a’s marginais forem proximos de zero. Também vale lembrar que, quando as fungoes
acumuladas marginais sao préximas do valor 1, a Funcao Q(z,y) se aproxima do valor 1,
mas nao deve ser interpretado como uma regiao em que ocorra a independéncia. Salvo esta
ultima observacao, os outros casos atipicos ocorrem por causa do processo de suavizacao.

Em ambos os dois tltimos exemplos, a anélise de dependéncia na Funcao de Sibuya
no grafico que contém curvas de nivel de dependéncias positiva e negativa e de independéncia,
nao se mostra como melhor opc¢ao, pois pela quantidade de curvas que apresenta dificulta
a analise. A maneira mais eficaz de analisar a dependéncia por meio das curvas de nivel
da Funcao de Sibuya é analisar as curvas de nivel para os casos isolados de dependéncia

positiva, negativa e de independéncia.
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4 Analise via Chi-Plot

4.1 Introducao

A estrutura de dependéncia entre pontos de uma amostra aleatoria bivariada pode
conter diversos aspectos, que podem ser interessantes de serem identificados. Porém algumas
medidas de dependéncia nem sempre os refletem, como por exemplo na Figura 1.1, onde as
estruturas de dependéncia sao mais complexas, com regides de dependéncia com magnitudes
e/ou sinais distintos.

Para situacoes desse tipo, uma ferramenta de andlise grafica que parece apropriada
é conhecida como Chi-plot e foi desenvolvida por Fisher & Switzer (1985), e consiste na
representacao grafica dos valores de duas medidas de dependéncia local associadas a cada
ponto da amostra.

Os Chi-plot proporcionam maior informacao e facilidade de interpretacao, com
relacao aos coeficientes de correlacao usuais ou outros procedimentos de andlise de de-
pendéncia. Ainda, sua utilizacao pode ser vantajosa em relacao a funcao de Sibuya porque,
além de mostrar o sinal da dependéncia local, o valor da medida pontual de dependéncia

pode ser interpretado.

4.2 Construcao do Chi-Plot

Sejam (x;,y;) com i = 1,...n uma amostra aleatéria de (X,Y’). Considere respec-
tivamente a Fung¢do Distribui¢io Empirica conjunta H(x,y) e marginais F(x) e G(y) da

seguinte forma:
>y S @iy < wit

H, = (1) , (4.2.1)
o Zj;éi Hz; < 2}

F, = (= 1) , (4.2.2)
o Zj;éi Hy; <y}

G, = (n—1) , (4.2.3)

onde I(A) é a fungao indicadora sobre o conjunto A.

Considere também

i = (Hi—FG)/VF(l-F)G(l-G,), (4.2.5)
N = 4S;max{(F; — 0.5)% (G; — 0.5)*}. (4.2.6)
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O Chi-plot é o scatter-plot de (x;, Ai), pata todos os |\;| < 4 <ﬁ — 0.5> 2(Fisher,
& Switzer, 1985). Esta restrigao vem do fato que os pontos que estao nas extremidades da
amostra influenciam a aproximacao assintética do Chi-plot, segundo os autores, ou simples-
mente pelo chi-plot nao estar definido para alguns pontos das extremidades.

Fisher, N. & Switzer, P.(2001) propoe considerar

<_%, %) , (427)

como intervalo de confianca para y;, com valores ¢, obtidos através de simulacao de Monte
Carlo para o caso da independéncia entre X e Y, tais que ¢, = 1.54,¢, = 1.78 e ¢, = 2.18,

para niveis de confianca de 90%, 95% e 99%, respectivamente.

4.3 Propriedades de y; e ),

Existem pontos (z;,y;) onde a medida x; nao estd definida. Estes ocorrem quando
temos F; =0, G; =0, F; =1e G; = 1. Note que y € [—1,1].

Se y; é uma funcao estritamente crescente de x;, temos que x; = 1, e se y; é uma
fungao estritamente decrescente de x;, temos que x; = —1. Por outro lado, A; € [—1, 1], pois
max{(F; — 0.5)%, (G; — 0.5)?} tem valor maximo igual a 0.25. Se as v.a’s sdo independentes,
A; é uniformemente distribuido. Além disso, \;/4 é o valor da maior distancia entre (z;,y;)
e (Z,7), sendo 7 e § as medianas dos valores x; e dos y;, respectivamente.

Quando ha independéncia entre os valores x; e y;, entao y; é aleatoriamente dis-
tribuido em torno de zero. Se y; é crescente(decrescente) em relagao a x;, temos que A; > 0(<
0). Se Y for positivamente(negativamente) associada com X, ou seja, Cov(Y, X) > 0(< 0),
hé tendéncia de a maioria dos valores de A serem maiores(menores) que zero.

Para considerar a dependéncia entre os valores x; e y; pelo IC, temos que ter pelo
menos p.n pontos fora do IC para o limite de confianga de (1—p/2)100%, onde n é o ntiimeros
de pontos (i, xi)-

Se p.n pontos nao estiverem fora do IC para o limite de confianga de (1 —p/2)100%
e forem distribuidos aleatoriamente, com média dos y; acima(abaixo) de zero, entao é con-

siderada a dependéncia positiva(negatica) entre os valores z; e y;.

Exemplo 4.3.1 Considere a Tabela 4.1 de uma amostra aleatéria de X e Y independentes,
e seus valores de x; e A\;. Na figura 4.1 a) e b) sdo apresentados seu diagrama de dispersao

e o Chi-plot.
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Tabela 4.1: Dados do Exemplo 4.3.1.
x; | 030 -1.16 -094 -1.71 -243 095 -1.60 0.54 1.27 0.29

y; | -0.11 -0.12 1.2 -1.89 -1.20 0.12 275 -1.23 -1.62 -1.51

xi | 0.00 0.15 -0.39 - - -0.18 - -0.18 - -0.05
A | 011 -0.11 -0.60 1.00 1.00 0.60 -1.00 -0.30 -1.00 -0.30

Todos os pontos onde o Chi-plot estda definido permanecem dentro do intervalo de

confianca, sendo assim concluimos que a os valores de x; sao independentes dos valores de

Yi-

Exemplo 4.3.2 Considere a Tabela 4.2 para uma amostra aleatoria de X e Y positivamente
dependentes e seus valores de y; e A;. Na Figura 4.1 ¢) e d) s@o apresentados seu diagrama
de dispersao e o Chi-plot. Seis pontos entre sete estao acima do limite superior de confianca,
sendo assim o chi-plot indica que os valores de z; e y; sao positivamente dependentes e por

estarem préximos do valor 1, concluimos que a dependéncia é forte.

Tabela 4.2: Dados do Exemplo 4.3.2.
x; | -1.25 -0.83 1.05 063 095 199 049 0.63 0.62 2.01

yi | -1.31 -1.01 0.81 054 095 209 059 064 077 2.06
X - 1.00 0.75 047 0.75 - 0.75 0.80 0.63 -
A | 1.00 0.60 031 -0.31 031 1.00 0.31 -0.01 -0.11 1.00

Exemplo 4.3.3 Considere a Tabela 4.3 para uma amostra aleatéria de X e Y negativamente
dependentes e seus valores de x; e ;. Na Figura 4.1 e) e f) sdo apresentados seu diagrama
de dispersao e o Chi-plot. Temos todos os oito valores abaixo do limite inferior de confianca,
sendo assim o chi-plot sugere que a os valores de x; e y; sao negativamente dependentes e
por estarem muito préximos do valor -1 e por temos uma grande concentracao de \; < 0

concluimos que a dependéncia entre os valores de z; e y; € muito forte.

Para ilustrar melhor a interpretagao do Chi-plot e mostrar algumas de suas carac-
teristicas com relacao ao diagrama de dispersao, a seguir apresentaremos mais exemplos com
o grafico de dispersao com os pontos retirados onde o Chi-plot nao esta definido. Os graficos

de dispersao contém uma linha vertical passando por & e uma horizontal passando por ¥y, e
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Tabela 4.3: Dados do Exemplo 4.3.3.

z; | -0.36 -0.31 1.36 -0.52 -0.40 047 093 -1.26 -0.15 -0.42
y; | 025 036 -1.18 045 0.38 -0.53 -1.05 1.17 0.28 0.53
x:i | -0.63 -0.80 - -0.66 -1.00 -1.00 -1.00 - -0.79 -0.66
A | 011 0.01 -1.00 -0.60 -0.11 -0.31 -0.60 -1.00 -0.11 -0.60
Scatter—plot de X e Y Scatter—plot de X e Y Scatter—plot de X e Y

5 9 o

Chi-plot Chi-plot Chi-plot
g ) b

Figura 4.1: Scatter-plots e Chi-plots dos exemplos 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3.
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para uma melhor visualizagao dos comportamentos do Chi-plot, os pontos sao representados
pelas figuras: circulo, quadrado, losango e triangulo para os pontos cujos A~0 e x; > 0, A0

exi >0, A0ex; <0eA0e y; <0, respectivamente.

Exemplo 4.3.4 Para 100 pares gerados de X ~ N(0,1) e Y = X +e¢, com e ~ N(0,0.1), ou
seja, tais que ha uma correlagao linear positiva muito forte entre esses pontos. Na Figura 4.2
sao apresentados o diagrama de dispersao e o Chi-plot onde vemos que é evidente a existéncia

de uma correlagao linear muito forte. Temos também os valores 7 = 0.9948, 7 = 0.929 e

p = 0.992.

Scatter plot Chi-Plot
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Figura 4.2: Diagrama de Dispersao e o Chi-plot do Exemplo 4.3.4.

Analisando o Chi-plot, podemos perceber que praticamente todos os pares (A;, x;)
se encontram no quadrante onde x; > 0, A\; > 0 e, ainda, os valores de y; sao proximos de 1,

refletindo a correlacao muito forte entre os valores de x; e v;.

Exemplo 4.3.5 Considere 42 pares de valores (z;,y;), onde z; é a medida do peso em
quilogramas e y; é a medida da circunferéncia do pescogo em centimetros, para individuos
adultos jovens, homens e mulheres. Na Figura 4.3 sao apresentados o diagrama de dispersao
e o chi-plot correspondentes. Analisando o chi-plot da Figura 4.3, podemos notar que a
maioria dos valores de y; se encontram acima do limite superior de confianca, indicando a

existéncia de correlacao forte. Além disso podemos verificar, também, que a dependéncia é
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positiva, ja que para quase todos os pares (z;,y;) com valores \; > 0. De outro lado, note
que os valores 7 = 0.837, 7 = 0.538 e p = 0.732 diferem relativamente quanto a magnitude

da correlagao.
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Figura 4.3: Diagrama de Dispersao e o Chi-plot do exemplo 4.3.5.

Exemplo 4.3.6 Considere 100 observagoes de X e Y geradas com correlacao linear de 0.3
e tais que X ~ N(0,1) e Y ~ N(4+ 0.6 % X;4* (1 —0.3%)), onde 4 * (1 — 0.3?) denota que a
variancia de Y é quatro vezes um menos a correlacao linear de 0.3 ao quadrado e 4+ 0.6 x X
¢ a média da variavel Y mais a correlagao linear multiplicando a razao do desvio padrao de

Y pelo desvio padrao de X.

O gréfico de dispersao da Figura 4.4 sugere uma correlacao positiva, entretanto, os
valores 7 = 0.178, 7 = 0.116 e p = 0.17 nao sao significativos. Por outro lado, analisando o
Chi-plot da Figura 4.4 constatamos que a maioria dos valores de Y; sao maiores que zero,
indicando uma possivel correla¢ao positiva, embora praticamente metade dos pontos (x;, y;)
tem seus A; > 0. Desta forma pode-se concluir que a correlacao predominante é positiva e

de baixa magnitude.

Exemplo 4.3.7 Para (z;,y;) com X; ~ N(0,1) e ¥; ~ N(0,1) se ¢ = 1,...,50, e (x;, ;)
com X; ~ N(4,2) eY; ~ N(4,2) se i = 51,...,100, o grafico de dispersao e o chi-plot

sao apresentados na Figura 4.5. O gréfico de dispersao sugere correlagao positiva, assim
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Figura 4.4: Diagrama de Dispersao e o Chi-plot do exemplo 4.3.6.

como os coeficientes de correlagao 7 = 0.613, 7 = 0.411 e p = 0.633. O chi-plot mostra que
quase todos os pontos y; sao positivos, sugerindo dependéncia global positiva. Entretanto, o
comportamento caracteristico da situacao imposta é notado no chi-plot: o grafico apresenta
um comportamento como o visualizado, pois ao se distanciar das medianas de Z e g, o ponto

no qual sera calculado o valor de y;, localmente apresenta independéncia.
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5 Ilustracao dos Procedimentos

Neste capitulo ilustraremos os procedimentos de andlise de dependéncia abordados
nos capitulos anteriores e apresentamos comentarios a respeito dos cuidados para a utilizagao
em cada caso. Sao considerados os resultados obtidos de quatro tipos de dependéncia nas
amostras, denominadas “linear”, “quadratica”, “normais” e exponenciais”’, e uma de inde-
pendéncia em dados normais através da copula estimada, da funcao de Sibuya estimada e
do Chi-plot.

Uma tabela contendo as estimativas dos coeficientes de correlacao de Kendall, de
Spearman, e de Pearson, e o grafico de dispersao de X contra Y para cada amostra sao
apresentadas primeiramente. Posteriormente sao apresentadas as curvas de nivel da cépula
estimada de (X,Y’), as curvas de nivel da fun¢ao de Sibuya estimada e o resultado do teste
de Gongalves (2008) e o Chi-plot dos pares (z;,y;) com IC de 95% de confianga.

Os cédigos dos procedimentos de estimacao da cépula, da funcao de Sibuya e do
Chi-plot estao expostos no Apéndice B. Nas rotinas implementadas da cépula e da Fungao de
Sibuya os dados sao padronizados para prevenir uma escolha inadequada da funcao kernel que
nao apresente uma suavizacao adequada devido a magnitude dos dados. Esta padronizagao
nao afeta o procedimento de estimacao, pois como visto em Nelsen (2006) e Marcelo (2008),
transformacoes crescestes em ambas as componentes marginais preservam as caracteristicas
da cépula e da fungao de Sibuya.

Para a funcao kernel, dada pela Equacao (2.3.2), foi escolhida a funcao de distri-

buigao acumulada normal bivariada com vetor de médias iguais a zero e matriz de covariancia

>. dada por

032 0
> = . (5.0.1)
0 0.3

Os pontos para estimacao da copula foram escolhidos de acordo com valores da dis-
tribuicao acumulada empirica, e para a funcao de Sibuya foram obtidos dividindo o intervalo
de variacao dos dados por uma quantidade pré determinada, atribuindo um valor acima e
abaixo dos pontos de minimo e maximo respectivamente, de acordo com a média e o desvio
padrao dos dados. A fungao h,, escolhida foi 1/y/n.

Para a estimacao da copula esses valores podem ser selecionados mais de uma vez

pelo critério escolhido, portanto foi introduzida uma rotina para identificar estes casos e
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subtrair estes pontos. Para uma melhor andlise das curvas de nivel da funcao de Sibuya

apresentamos curvas de nivel para § < 1,0 =1e 6 > 1.

5.1 Caso de Independéncia

Considere uma amostra com n = 200 pares de (z,y) com valores de X e Y gerados
independentemente, onde os valores de X sao gerados de uma distribuicao normal com média
50.0, e desvio padrao 7.0 e os valores de Y sao gerados de uma distribuicao normal com média

30.0 e desvio padrao 2.0.
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Figura 5.1: Grafico de dispersao de x contra y.

Através de uma analise do grafico de dispersao nao é possivel perceber nenhuma
caracteristica que contradiga a suposicao inicial de que as amostras sao independentes. Na
Tabela 5.1 sao apresentados os valores das estimativas dos coeficientes de correlacao para
o conjunto de dados da Figura 5.1 com os valores entre parénteses indicando a correlacao

assumida considerando um p-value de 5%.

Tabela 5.1: Coeficientes de correlagao.

Kendall Spearman Pearson

0.0325(0)  0.0499(0)  0.0315(0)

Os resultados da Tabela 5.1 mostram que as hipdteses de que os coeficientes sao
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nulos nao sao rejeitadas.

Na Figura 5.2 a cépula estimada se assemelha com a cépula de independéncia, mas
mesmo a copula nao sendo uma estimativa de correlacao local, é possivel notar que as regioes
separadas, destacadas na Figura 5.3 como N e P, sugerem predominancia de dependéncia
positiva na regiao P, e negativa na regiao N, sendo de magnitudes baixas. Uma relagao
direta com os dados nao pode ser feita de imediato, encontrando assim certa dificuldade

para se separar adequadamente os pontos ou regioes de dependeéncia.
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Figura 5.2: Cépula estimada em a) e suas curvas de nivel em b).
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Figura 5.3: Regioes com evidéncias de correlacao.

Para o teste desenvolvido por Gongalves (2008), obtemos €2, = 1.3700, com 2, =
1.8188, ICqy = [1.0363,1.7036] e ICqys59, = [0.9712,1.7687], cujo resultado indica a clara
independéncia entre os valores de 2's e 3's na amostra para o caso do IC de 95% e de

dependéncia para o IC de 90%.
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Os resultados divergentes pelos intervalos de confianca sugerem considerar a analise
da funcao de Sibuya estimada para buscar outros fatos na relacao entre os z's e os y's. Na

Figura 5.4 sao apresentadas as curvas de nivel da fungao de Sibuya estimada.
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Figura 5.4: Fungao de Sibuya estimada em a), curvas de nivel Q=090¢ Q=099 em b),
igual a 1 em ¢) e iguais a Q=1.01¢Q=120em d).

Das Figuras 5.4 b) e ¢) pode-se distinguir que a regiao inferior direita concentra
pontos de dependéncia negativa, e das Figuras 5.4 c¢) e d) distingue-se a regiao de pontos de
dependeéncia positiva a esquerda da curva de nivel § = 1.

Da Figura 5.5 também podemos enxergar do Chi-plot e o grafico de dispersao que
os pares de (x,y) que correspondem aos losangos e triangulos tém tendéncia a dependéncia
local negativa, enquanto que os pares de circulos e quadrados tém tendéncia de dependéncia
local positiva.

Também do Chi-plot na Figura 5.5 é possivel calcular a quantidade de pontos que
se encontram em cada quadrante, determinados pelas medianas de z e de y. Cerca de 63%
dos pontos tém valores de y positivos e 52% tém valores de A positivos. Aproximadamente

35% dos pontos se encontram no quadrante superior direito e 29% no quadrante superior
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Figura 5.5: Grafico de dispersao com pontos classificados segundo os valores x e o Chi-plot.

Tabela 5.2: Porcentagem de acertos do teste de Gongalves (2008).
a = 10% 5% 1% 10% 5% 1%
cem amostras  32% 53% 64% | mil amostras 32.3% 43.7% 62.8%

esquerdo, enquanto que 19% dos pontos se encontram no quadrante inferior esquerdo e 17%
no quadrante inferior direito. Por outro lado, 2.5%, 4.1% e 6.1% de pontos fora do intervalo
de confianca de 99%, 95% e 90%, respectivamente.

Notamos também que ha predominancia de valores xy > 0 de magnitude baixa, tal
que os pontos se encontram dentro do seu intervalo de confianca, e sugerem uniformidade
quanto aos valores de \. Podemos considerar este caso como um caso de independéncia.

O teste de Sibuya classificou a amostra como independente considerando um inter-
valo de confianga de 95% e dependente considerando um intervalo de comfianca de 90%.
Com o objetivo de verificar se o teste de Golgalves (2008) apresenta consisténcia na classi-
ficacao de amostras independentes, pode se calcular a porcentagem de amostras classificada
corretamente. Na Tabela 5.2 sao apresentados os resultados da correta classificacao no pro-
cedimento para o qual foram geradas amostras independentes de tamanho n = 100, e a

classificacao é baseada na aproximagao normal do teste de Gongalves (2008).

5.2 Casos de Dependéncia

Na secao anterior vimos como as metodologias se comportam em um caso par-

ticular de independéncia considerando uma amostra bivariada com as marginais normais
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independentes. Nosso interesse nao é somente determinar o comportamento nos casos de
independéncia, mas também compreender como cada tipo de metodologia se comporta cor-
respondente aos varios tipos de dependéncia

Cada caracteristica se comporta de tal maneira que vamos adquirir conhecimento
dos comportamentos individuais de cada metodologia e quais dos comportamentos sao sig-
nificativos. Desta maneira, a andlise sobre quatro conjuntos de dados denominados “linear”,

“quadratica”, “normais” e exponenciais” sao apresentados e estudados a seguir.

5.2.1 Dependéncia Linear Forte

Consideremos uma amostra bivariada com tamanho n = 200 gerada de modo a
obter uma correlacao linear forte, tal que a varidvel aleatoria X tem distribuicdo normal
com média 50.0, desvio padrao 12.0, e a variavel aleatéria Y = X + F é tal que y; = x; + ¢,

com e; ~ N(4,7%). Na Figura 5.6 é apresentado o gréafico de dispersao de (z,y).

Gréfico de Dispersao
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Figura 5.6: Grafico de Dispersao de x contra y.

A Tabela 5.3 apresenta as estimativas dos coeficientes de correlagao usuais, os quais
indicam correlagao alta.

Na Figura 5.7 é apresentada a copula estimada da qual podemos notar que, como
esperado, as curvas de nivel se aproximam muito da curva de nivel para a correlacao positiva

perfeita.
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Tabela 5.3: Coeficientes de correlagao.

Kendall Spearman Pearson

0.6789 0.8620 0.8734
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Figura 5.7: Cépula estimada em a) e suas curvas de nivel em b).

Da Figura 5.8 a) e d) pode ser vista dos graficos que a fungao de Sibuya estimada
possui seus valores acima de 1, e das Figuras 5.8 b) e ¢) as auséncias das curvas de nivel
para () < 1. Estas sdo claras evidéncias de haver forte dependeéncia positiva.

Para o teste de Gongalves (2008), €2, = 3.7868, com z,, = 4.0195, ICo59, = [2.4279, 5.1458|
e P(2, > 4.0915) = 2 107 indicam um caso de dependéncia positiva entre os valores de x
ey.

Infelizmente, a funcao de Sibuya estimada apresenta valores atipicos nos extremos
de x e y, pela sua prépria definicao e ainda apresenta incoeréncia com a magnitude da
dependéncia no espago amostral.

Da Figura 5.9, pode ser observado do chi-plot correspondente, que todos os x; sao
positivos e tém valores significativos. A maioria dos valores \; positivos indicam tendéncia

de correlagao positiva.

5.2.2 Dependéncia de Forma Quadratica

Para ilustrar os trés procedimentos de analise de dependéncia estudados, sobre dados
que nao apresentam monotonocidade na associacao entre as variaveis, foram gerados pares
de valores (z;,y;) com X; ~ U(8,12) e Y; = —(X; —10)*+ N(0.8,1)+20; com i = 1, .. ., 200,

onde Ufa,b) é a distribuigdo uniforme no intervalo (a,b). Ou seja, da Figura 5.10 pode ser
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de dispersao com pontos classificados segundo os valores x e o Chi-plot.
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visto que as varidveis tem correlacao positiva e negativa e o ponto especificado de mudanca

da correlacao é x = 10, onde podemos observar uma dependéncia em forma quadratica.
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A Tabela 5.4 contém as estimativas pontuais dos coeficientes de correlacao, dentre

as quais resulta nao significativo para o coeficiente de correlacao de Pearson considerando

os p-values de > 0.05.

Tabela 5.4: Coeficientes de correlagao.

Kendall

Spearman Pearson

0,1301

0,1959 0,1269

Na Figura 5.4 percebemos das curvas de nivel da cépula, que para valores de F'(x) <

0,4 aproximadamente, as curvas de nivel indicam dependéncia positiva e que para valores

F(xz) > 0,6 as curvas de nivel indicam dependéncia negativa. Para 0,4 < F(z) < 0,6 as

curvas de nivel mudam de comportamento, comecando com dependéncia positiva passando

para dependéncia negativa. Para esta situacgao, as curvas de nivel sao bastante informativas

sobre a dependéncia local e global.

Da Figura 5.12 b), ¢) e d) as curvas de nivel da funcao de Sibuya nos indicam que

a dependéncia é positiva para valores de x < 10 e negativa para x > 10, e que o grau de

dependeéncia vai aumentando na medida que se afasta de x = 10. Entretanto, das curvas de
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Figura 5.11: Cépula estimada em a) e suas curvas de nivel em b).

nivel da funcao de Sibuya para Q0= 0,9e 0= 1,2, por exemplo, nao é possivel saber qual
delas representa um grau de correlagao maior. Para o teste de Gongalves (2008) €2,, = 2.0399,
Z, = 3.7100, ICy59, = [1.4905,2.5893], ICo9y, = [1.3195,2.7603] e P(z, > 3.7100) = 0.0001
indicam um caso de dependéncia positiva entre os valores de x e y.

Do Chi-plot na Figura 5.13 observa-se que a grande maioria dos valores de x; além
de significativos (ao nivel de 5%), indicam forte correlagao. A classificacao para os valores
Xi, segundo sua posicao num dos quadrantes, transportada para o grafico de dispersao dos
pares (z,y) na mesma Figura 5.13, permite vizualizar que, exceto os pontos bem préximos
do ponto de mudanga de sinal da correlacao (x = 10), os pontos (x,y) com = < 10 tém
Xi > 0 e os pontos (z,y) com x > 10 tém y; < 0. Ou seja, o Chi-plot representa de forma

adequada a situacao de dependéncia sugerida pelo gréafico de dispersao.

5.2.3 Dois Fatores Com Dois Niveis

Considere o conjunto de dados gerados de tal forma que x; e y; sao independentes
localmente, e com X; ~ N(5,0.6) e Y; ~ N(5,0.6); i = 1,...,50, X; ~ N(10,0.6) e ¥; ~
N(5,0.6); i = 51,...,100, X; ~ N(5,0.6) e Y; ~ N(10,0.6); ¢ = 101,...,150 e X; ~
N(10,0.6) e Y; ~ N(10,0.6); i = 151,...,200, chamaremos o conjunto de pares (z;,y;) com
essas caracteristicas de “Normais”.

Na Figura 5.14, observamos quatro estruturas bem definidas. A Tabela 5.5 traz as
estimativas dos coeficientes de correlagao usuais e entre parénteses a correlacao assumida

utilizando um p-value de 5%. Os resultados da Tabela 5.5 mostram que as hipdteses de que
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Figura 5.13: Grafico de dispersao com pontos classificados segundo os valores x e o Chi-plot.
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os coeficientes sao nulos nao sao rejeitadas.
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Figura 5.14: Grafico de Dispersao de x contra y.

Tabela 5.5: Coeficientes de correlagao.

Kendall ~Spearman Pearson

0.0309(0)  0.0486(0)  0.0130(0)

Da Figura 5.15 verificamos que a copula estimada quase coincide com a cépula de
independencia, se analisadas pelas curvas de nivel.

As curvas de nivel da fungao de Sibuya nao apresentam uma clara identificagao de
alguma tendéncia global ou local. Da estatistica do teste de independéncia de Gongalves
(2008), z, = 3.2345, indica dependéncia global positiva, mas nao hd uma indicagao de que
essa dependéncia corresponda ou seja causada pela presenca dos “dois fatores”. Para o
teste de Gongalves (2008) €2, = 1.1140, 2, = 3.2345, ICo50, = [1.0449,1.1831] e ICq9y =
[1.0234, 1.2046] indicam um caso de dependéncia entre os valores de z e y.

O Chi-plot na Figura 5.17 classifica 67.3% dos pontos com x > 0 , e se encontram
distribuidos entre zero e o limite superior do intervalo. Temos que 7.1% dos pontos se
encontram fora do intervalo de confianca de 95%, sugerindo assim que existe dependéncia.

Os pontos y; estao dispostos de maneira que a dependéncia predominante é positiva e ainda
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Figura 5.15: Cépula estimada em a) e suas curvas de nivel em b).
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Figura 5.16: Funcao de Sibuya estimada em a), curvas de nivel Q=0.90e¢Q=0.99 em b),

igual a 1 em ¢) e iguais a @ = 1.01 ¢ = 1.20 em d).
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dentre os quatorze pontos que se encontram fora do IC de 95% treze destes pontos tém

X > 0. Ainda, a grande maioria dos pares (x;,y;) nos 1°, 2°e 3°quadrantes tém y; > 0.
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Figura 5.17: Gréafico de dispersao com pontos classificados segundo os valores x e o Chi-plot.

5.2.4 Dependéncia Exponencial Bivariada

Considerando o conjunto de 200 pares de pontos gerados a partir de uma distribuicao
exponencial bivariada de (Gumbel 1960), com correlacao linear de —0.125 e valores de taxas
iguais a 2 e 3 para as variaveis X e Y, respectivamente. Chamaremos o conjunto de dados
com essas caracteristicas de “Exponenciais”.

Da Figura 5.18 pelo grafico de dispersao nao é possivel discernir sobre a correlagao
envolvida, ou mesmo se hé correlagao. A Tabela 5.6 traz as estimativas dos coeficientes de

correlacao usuais, os quais resultam significativos.

Tabela 5.6: Coeficientes de correlagao.

Kendall Spearman Pearson

-0.1283  -0.1890  -0.1619

Na Figura 5.19 pelo graficos da copula e suas curvas de nivel, observamos que o valor
das curvas de nivel da cépula se afastam das curvas de nivel da copula de independéncia na
direcao das curvas de nivel da copula de correlagao perfeita negativa.

Dos graficos das curvas de nivel da fungao de Sibuya (ver Figura 5.20), particu-
larmente, em b), é claro que praticamente todos os pontos (z,y) estdo numa regido de

dependéncia negativa e apenas alguns poucos pontos em regioes de dependéncia positiva.
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Figura 5.18: Grafico de Dispersao de x contra y.
O resultado do teste de Gongalves (2008), sao tais que €2, = 0.8804, Z, = —9.0849,

[Cys = [0.8546,0.9062], ICog9 = [0.8466,0.9142] e P(—9.0849) < 410~ indicando a

existéncia da correlacao negativa.
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Figura 5.19: Cépula estimada em a) e suas curvas de nivel em b).

O Chi-plot na Figura 5.21 mostra claramente uma tendéncia negativa, ao apresentar

praticamente todos os valores de y menores que zero e bem mais de 5% dos pontos abaixo do

limite inferior de confianca de 95%. Em praticamente todo o dominio dos dados a correlagao

permanece proxima em magnitude.
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Figura 5.20: Fungao de Sibuya estimada em a), curvas de nivel Q=0.90¢Q=0.99 em b),
igual a 1 em ¢) e iguais a 2 = 1.01 e Q = 1.20 em d).
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Figura 5.21: Gréafico de dispersao com pontos classificados segundo os valores x e o Chi-plot.
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5.3 Conclusoes

Das ilustragoes dos procedimentos de analise de dependéncia apresentados neste
capitulo, observamos que:

1 - Os coeficientes de correlacao de Pearson, Spearman e Kendall podem nao detectar
a presenca e magnitude da correlagao entre x e y em estruturas mais complexas, como nos
casos de dependéncia quadratica e dois fatores apresentados.

2 - As curvas de nivel das cépulas apresentam indicacOes sobre a existéncia e a
magnitude de correlacao global e local em situagoes mediamente complexas, mas podem nao
dar indicagoes em situagdes mais complexas (como no caso de dois fatores).

3 - As curvas de nivel da fungao de Sibuya também apresentam boas indicagoes sobre
a presenca de correlagao global e local em situagoes medianas e complexas. Em situacoes
mais complexas, como no caso de dois fatores, a identificacao de regides de dependéncia local
pode se tornar confusa ou inviavel.

4 - No Chi-plot as indicagoes da presenca de alguma tendéncia ou correlacao global
ou local, s@o bastante evidentes nos comportamentos dos respectivos y; e/ou A;. Da mesma
forma, as indicagoes quanto a magnitude da dependéncia local sao bem claras, pelo distanci-
amento dos valores x; com relacao aos limites superior e inferior de confianca, as indicacoes
da dependéncia global sdo claras pela presenga de alguma tendéncia dos valores y; e/ou \;.

Em situacoes de dependéncia mais complexas, como no caso da dependéncia quadrati-
ca ou dois fatores, as tendéncias (na estrutura global) podem s6 se tornarem claras quando
analisamos o chi-plot e o gréafico de dispersao com seus pontos identificados segundo a posicao

de (xi, A;) em um dos quadrantes do Chi-plot.
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6 Estudo do Chi-Plot

No Capitulo 5 ilustramos a analise grafica de dependéncia bivariada, por meio dos
procedimentos de Copula, Funcao de Sibuya e do Chi-plot, em cinco situagoes praticas
distintas. Verificamos maior eficacia do Chi-plot com relagao aos outros dois procedimentos
para a deteccao de dependéncia local entre os valores das varidaveis X e Y.

De acordo com Fisher & Switzer (2001), cinco caracteristicas sao préprias do chi-
plot sob a condi¢ao de independéncia das variaveis X e Y. Tais caracteristicas C1 a C5
podem ser descritas da seguinte maneira:

Ci1. Os limites de 90%, 95% e 99% confianca para os x; sao +c,//n, com ¢,
igual a 1.54, 1.78 e 2.18, respectivamente;

C2. Cada um dos quatro quadrantes do chi-plot, determinados por x = 0 e

A = 0 contém 25% dos pares da amostra;

C3. 50% dos valores x; sao maiores do que zero;
C4. 50% dos valores \; sdo maiores que zero;
Cs5. A tem distribuicao uniforme no intervalo +4 (ﬁ — 0.5)2. As interpretagoes

destas caracteristicas foram apresentados nas segoes 4.2 e 4.3.

Como parte desta dissertacao, foram realizados estudos de simulacao para avaliar a
validade destas caracteristicas na situacao de amostras com variaveis X e Y independentes.
Os resultados dos estudos sao apresentados neste capitulo.

Nas se¢oes 6.1-6.3 consideramos somente os intervalos de confianca do Chi-plot.
Na Secao 6.1 verificamos a baixa coeréncia da classificacao de amostras de varidveis inde-
pendentes através dos intervalos de confianga de Fisher & Switzer (2001). Na Secao 6.2
determinamos a distribuigao assintética de y e consequentemente obtemos os seus intervalos
de confiancga assintoticos. Na Sec¢ao 6.3 comparamos os intervalos de confianga de Fisher &
Switzer (2001) com os intervalos de confianca assintdticos para verificar p* (proporg¢ao de
pontos que permanece fora do intervalo), e ainda, obtemos intervalos para y que deixam em
média o valor p* para os niveis especificados de 90%, 95% e 99%. Na Secao 6.3.2 verificamos
a probabilidade de cobertura para p* considerando os intervalos de confianca de Fisher &
Switzer (2001) e os intervalos de confianga assintéticos.

Na Secao 6.4 apresentamos uma breve andlise da coeréncia das caracteristicas C2-
C5 para classificar uma amostra bivariada com variaveis independentes como uma amostra

independente. Apontamos ainda, uma nova estratégia para classificar a amostra bivariada
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como independente com base na distribuicao assintética de y do Chi-plot e verificamos sua
coeréncia e bem como a combinagao desta estratégia com os intervalos de confianca de Fisher
& Switzer (2001) e os intervalos assintéticos.

No Apéndice A sao apresentadas tabelas com os resultados das aplicacoes descritas
acima para os exemplos com situagoes de dependéncia “linear forte”, “quadratica”, “nor-
mais” e “exponenciais”, que sao utilizadas para fazer as conclusoes dos comportamentos das
caracteristicas C2-C5 e da combinacao da distribuicao assintética de y, com os intervalos
de confianga de Fisher & Switzer (2001) e os intervalos de confianga assintéticos, para se

classificar uma amostra bivariada como independente.

6.1 Intervalo de Confianca Para y

Os intervalos de confianca de C1 foram definidos a partir dos valores ¢,‘s obtidos
por simulacao de Monte Carlo. Entretanto, na Tabela 6.1 sao apresentados resultados de um
estudo de simulacao com mil amostras de n pares das variaveis X e Y normais independentes,
para n igual a 20, 50, 100 e 200, no qual foi avaliada a eficiéncia do critério C1 de correta
classificacdo das amostras com pelo menos 100(1—p)% de pontos dentro dos intervalos +-%,

para p = 0.05.

Tabela 6.1: Casos de independéncia classificados corretamente.
n 20 50 100 200
cp = 1.78 | 449 (44,9%) | 506 (50,6%) | 448 (44,8%) | 438 (43,8%)

Estes resultados indicam que ¢é alta a porcentagem de amostras que nao satisfazem a
caracteristica C1, independente do tamanho de amostra. Este fato sugere que os intervalos
de confianga para x definidos em C1 apresentam amplitudes menores do que deveriam
ser. Portanto, uma porcentagem de pontos bem maior que o esperado excede os limites e
induzem a classificagao erronea de dependéncia entre X e Y para amostras onde X e Y sao
independentes.

Lembrando que os intervalos em C1 foram definidos pelos autores utilizando si-
mulagao de Monte Carlo, neste trabalho determinamos os intervalos de confianca para y

com base na sua propria distribuicao assintotica.
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6.2 Distribuicao Assintética de y

Nesta secao é apresentado o desenvolvimento da distribuicao assintotica da es-
tatistica x;, por semelhanca com a distribuicao assintética da estatistica qui-quadrado do
teste de independéncia sobre uma tabela de contingéncia 2 x 2. A partir dessa distribuicao

é possivel assim obter o intervalo de confianca assintético.

Teorema 6.1 Considere o Chi-plot definido por Fisher € Switzer (1985), ou seja, as fungoes

empiricas H;, F; e G; tais que

iy < @iy < wi
Hz‘ _ H"(:L‘Z,y,): 2]751 {J— Yj y}

(n—1) ’
F, = F'(x;) = Zj#z(n{_Jl)— }7
e ;

onde I(A) € a fungao indicadora sobre o conjunto A, e

S; = simal{(F; —0.5)(G; —0.5)},

xi = (H,—FG)/VF(l—-FE)G(1-G,), e
N = 4S;max{(F; — 0.5)%, (G; — 0.5)*}.

Se as varidveis X e'Y forem independentes, entdo assintoticamente x ~ N(0,1/(n—1)), ou

seja x tem distribuicdo de probabilidade normal com média zero e variancia 1/(n —1).

Demonstragao: Para cada par de pontos (z;, y;) de uma amostra (x1,41), - - ., (Tn, Yn),
podemos particionar o plano (X,Y’) em quatro quadrantes como ilustrado na Figura 6.1, re-

presentados pelos conjuntos A;, B;, C; e D;, sendo:

Ai={z <ziny <y}, Bi={z <z nNy>uy},

Ci={z>x;Ny>y} e Di={z>znNy<y}. (6.2.1)

Sejam a;, b;, ¢; e d; os nimeros de pontos da amostra nos conjuntos A;, B;, C; e D;,
respectivamente, exceto o ponto (x;,y;).
A Tabela 6.2 apresentado como esses nimeros podem ser representados segundo o

posicionamento dos ponto (z,y) em relagao a (x;,y;).
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Figura 6.1: Quadrantes definidos pelo ponto (z;,y;).

Tabela 6.2: Numeros de pontos nos conjuntos A;, B;, C; e D;.

abaixo ou igual a z; | acima de z;

abaixo ou igual a y; a; d;

acima de y; b; C;

Utilizando as frequéncias de pontos, podemos reescrever as Equagoes 4.2.1, 4.2.3 e

4.2.2 como:
B R
Ao substituir F;, G; e H; de (4.2.5), obtemos
ai  (ai+b) (a; +dy)
Xi = (=l (-l (n-l (6.2.2)

(ai + bz) (Ci + dl) (CLZ‘ + dl) (bz + CZ')
n—1) (n—1) (n—1) (n—1)

(TL — 1)@1 — (ai + bz)(al + dl>
- (n— D" (6.2.3)

(n—1)?
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e, dado que (n — 1) = a; + b; + ¢; + d;, entédo

Xi = aici — bid . (6.2.4)
V(@i + ) (c; + di)(a; + di) (b; + ;)

Para a Tabela 6.2, a estatistica Xf pode ser escrita como

2 _ (n — 1)(a;c; — bid;)?
N T a1 006 + di)(as + i) (b + i)

(6.2.5)

a qual tem distribui¢do assintdtica qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Portanto, (n —

2

1)(x:)* = x2, ou seja, (n — 1)(x;)* converge assintoticamente para uma distribui¢ao qui-

quadrado com 1 grau de liberdade e, entao, x ~ N(0,1/(n — 1)) assintoticamente.
|

A partir do Teorema 6.1 pode ser definido um Intervalo de Confianca Assintético
de (100 — §)% de confianca para x com limites

Zl1—a/2

—— 6.2.6
) (6.2.6)

onde z1_q/2 ¢ 0 (1 — a/2) quantil da distribuicdo normal padrao, que para os niveis de

confianca de 90%, 95% e 99% tem os valores 1.64, 1.96 e 2.57, respectivamente.

6.3 IC assintético para y

Um estudo de simulacao analogo ao apresentado na Secao 6.1 foi realizado para
avaliar a eficiéncia do critério de se terem pelo menos 95% dos valores de x; dentro do IC
assintotico de 95%. Para tal, foram utilizadas as mesmas mil amostras que foram utilizadas
no estudo da Secao 6.1, de n pares das variaveis X e Y normais independentes, para n igual
a 20, 50, 100 e 200. Na Tabela 6.3 aparecem os numeros e proporcoes de amostras que

satisfazem o critério acima, junto com os niimeros e proporgoes de amostras que satisfazem

C1.

Tabela 6.3: Amostras Classificadas Corretamente Pelos IC das Equagoes (4.2.7) e (6.2.6).

n 20 50 100 200
¢, = 1.78 449 (44,9%) | 506 (50,6%) | 448 (44,8%) | 438 (43,8%)
%2 = 1.96 | 573 (57,3%) | 691 (69,1%) | 645 (64,5%) | 650 (65,0%)
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Observa-se nimeros menores de amostras classificadas incorretamente pelo intervalo
como na Equacao (6.2.6) com relagao as classificadas pelo intervalo como na Equacgao (4.2.7).
Entretanto, para ambos os tipos intervalos ocorre uma quantidade grande de amostras onde
o numero de pontos fora dos intervalos é maior que o esperado.

Resultados dos nimeros de pontos fora dos intervalos das Equagoes (4.2.7) e (6.2.6)
foram obtidos a partir de trezentas amostras bivariadas independentes, geradas com X ~
N(50,7%) e Y ~ N(30,22%) para os tamanhos de amostra 20, 50, 100 e 200. Para a verificagao
de independéncia entre as variaveis X e Y em cada amostra utilizou-se o teste qui-quadrado.

Na Tabela 6.4 apresentamos o resumo destes niimeros.

Tabela 6.4: Tabela de Proporgao de Pontos Fora dos Intervalos das Equagoes (4.2.7) e (6.2.6).

proporgao para ¢, = 1.54 proporgao para ¢, = 1.78 proporgao para ¢, = 2.18

n moda média mediana | moda média mediana | moda média mediana
E 20 0,0085 0,1392 0,1250 0,0025 0,0838 0,0625 0,0001  0,0322 0,0001
% 50 0,0471  0,1131 0,0870 0,0130  0,0650 0,0435 0,0007  0,0278 0,0001
Q: 100 | 0,0557 0,1202 0,1064 0,0276  0,0722 0,0532 0,0028  0,0263 0,0106
;z’ 200 | 0,0807 0,1191 0,1071 0,0378 0,0725 0,0561 0,0051  0,0282 0,0179

Proporgao para zi_qs2 = 1.64 | propor¢ao para zi_qs2 = 1.96 | propor¢ao para zi_q/2 = 2.57

n moda média mediana | moda média mediana | moda média mediana
g 20 0,0136  0,1045 0,0625 0,0001  0,0543 0,0001 0,0001 0,0107 0,0001
lé 50 0,0340  0,0895 0,0652 0,0060 0,0418 0,0217 0,0003 0,0107 0,0001
2 100 | 0,0436 0,0966 0,0745 0,0149  0,0482 0,0319 0,0001  0,0105 0,0001
200 | 0,0528  0,0960 0,0816 0,0201  0,0483 0,0357 0,0006 0,0110 0,0051

Observamos que para todos os casos de a igual a 10%, 5% e 1% os nimeros médios
de pontos fora dos intervalos da equagao (4.2.7) se mostram maiores que o esperado (10%, 5%
e 1%) respectivamente, mais ainda na medida em que o o diminui. Entretanto, os nimeros
médios de pontos fora dos intervalos considerando a Equagao (6.2.6) sao bastante proximos

dos valores esperados.

6.3.1 Obtencao do IC através da Proporcao de Pontos

Os resultados das Tabelas 6.3 e 6.4 sugerem que os ¢,'s nao sejam coerentes com
os valores nominais « iguais a 0.10, 0.05 e 0.01. Por meio de um estudo de simulacao com
trezentas amostras e utilizando valores de ¢, entre 1.50 e 2.70 com acréscimo de 0.01, foi

estimada a proporc¢ao de pontos no intervalo [—c,/\/n, ¢,/1/n] e determinado o valor de ¢,
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correspondente ao nivel nominal « iguais a 10%, 5% e 1%. Na Tabela 6.5 sdo apresentados

os resumos dos valores estimados de ¢, para os niveis nominais de 10%, 5% e 1%.

Tabela 6.5: Estimativas do Valor de ¢, para Niveis de Confianca Estabelecidos.

estimativas de ¢, para 90% | estimativas de ¢, para 95% | estimativas de ¢, para 99%

n moda média mediana | moda média mediana | moda média mediana
20 1,56132  1,7552 1,5900 1,56464  1,9665 1,8750 1,56464  1,9665 1,8750
50 1,5055 1,6759 1,5200 1,56381  1,8269 1,7450 2,6726  2,1751 2,1700
100 | 1,5098 1,6754 1,5600 1,5497  1,8808 1,8400 2,6841  2,3543 2,4100
200 | 1,5121 1,6748 1,5650 1,5742  1,9018 1,8400 2,6769  2,3686 2,3900

Dos resultados da Tabela 6.5 é possivel notar que os valores estipulados pelos au-
tores Fisher & Switzer (2001), em geral, sao menores que os valores médios estimados de
tal maneira que os intervalos obtidos considerando a Equacao (4.2.7) acabam classificando
amostras independentes como amostras dependentes. Este fato pode ser constatado por
meio dos resultados expostos na Tabela 6.6 obtidos a partir das mesmas trezentas amostras,
que mostram que a porcentagem de classificacao correta das amostras de variaveis indepen-
dentes pelos intervalos obtidos via Equagao (4.2.7) é menor do que os intervalos obtidos via

Equacao (6.2.6).

Tabela 6.6: Contagem e Porcentagem de Classificacao Correta.

Fisher & Switzer Assintético
n 90% 95% 99% 90% 95% 99%
20 | 140(46,67%) 127(42,33%) 208(69,33%) | 173(57,67%) 171(57,00%) 266(88,67%)
50 | 155(51,67%) 168(56,00%) 152(50,67%) | 190(63,33%) 219(73,00%) 226(75,33%)
100 | 145(48,33%) 137(45,67%) 104(34,67%) | 189(63,00%) 194(64,67%) 180(60,00%)
200 | 141(47,00%) 129(43,00%) 107(35,67%) | 181(60,33%) 182(60,67%) 183(61,00%)

A Tabela 6.7 apresenta os valores dos limites superiores do IC Assintético, do IC
segundo Fisher & Switzer (2001) e a média dos intervalos de confianga estimados.

Da Tabela 6.7 é possivel constatar que os valores da média do intervalo de confianca
encontrados se assemelham com os intervalos de confianca assintéticos, exceto ao nivel de
confianca de 99% onde se compara ao intervalo segundo Fisher & Switzer (2001) o qual se

encontra praticamente abaixo dos valores da média do intervalo de confianga encontrado.
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Tabela 6.7: Limites Superiores do IC de Fisher & Switzer (2001) e do IC Assintético.
90% 95% 99%

n Assint. média F&S | Assint. média F&S | Assint. média F&S

20 | 0,3762 0,3925 0,3533 | 0,4397 0,4497 0,4084 | 0,5896 0,4397 0,5001
50 | 0,2343  0,2370 0,2200 | 0,2800 0,2584 0,2543 | 0,3671 0,3076 0,3114
100 | 0,1648 0,1675 0,1548 | 0,1970 0,1881 0,1789 | 0,2583 0,2354 0,2191
200 | 0,1163 0,1184 0,1092 | 0,1389 0,1345 0,1262 | 0,1822 0,1675 0,1545

6.3.2 Probabilidade de Cobertura do Parametro Estimado

Para a andlise da probabilidade de cobertura do parametro estimado p* (proporgao
de pontos que nao pertencem ao intervalo de confian¢a do Chi-plot), consideramos um pro-
cedimento bootstrap para cada amostra, onde é contado a proporc¢ao de intervalos bootstrap
construidos que contém o parametro estimado em suas respectivas amostras.

A partir dos gréficos a) e ¢) da Figura 6.2, fica claro que a probabilidade da proporgao
de pontos fora do IC obtida via Equagao (6.2.6) ser pequena (< o = 5%) é maior do que para
o IC obtido via Equacao (4.2.7). Por outro lado, que os graficos b) e d) da Figura 6.2 sugerem
que os IC obtidos via Equagoes (4.2.7) e (6.2.6) superestimam a propor¢ao de pontos fora
de seus limites, com probabilidade bem maior do que os limites do IC Assintético. A Figura
6.2 b) e d) mostram a estimagao da distribuigao bootstap da proporc¢ao de pontos fora do
intervalo para esta determinada amostra para o IC Assintético e do proposto por Fisher, N.
& Switzer, P. (2001) de 95% respectivamente onde o ponto mostrado é a proporgao de pontos
que ficam fora dos IC respectivos para uma determinada amostra e as barras representam o
intervalo de confianca de 95% obtidos das amostras bootstraps respectivas.

Na Tabela 6.8 é apresentado a probabilidade de cobertura de (100—«)% do parametro
estimado p* que é proporcao de pontos que se encontram fora do intervalo de confianca de
99%, 95% e 90% do Chi-plot. Para a determinacao da cobertura de p* considerou-se as
estratégias bilateral e unilateral, pois como observado a distribuicao concentra os pontos
proximo de zero. Se a estratégia for a bicaudal, a proporcao esperada de pontos que se
encontram fora dos IC for proxima de zero, os intervalos bootstrap para o IC assintotico
em grande maioria nao conteriam o valor estimado, como para o caso de z;_/2 = 2,57,
enquanto que para o IC segundo Fisher & Switzer (2001) isso nao ocorre pois a distribui¢ao
de p* para os IC obtidos via Equagao (4.2.7) tem concentragao de massa para valores maiores

que o esperado para p*.
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Figura 6.2: Densidades Estimadas de p* com trezentas amostras para a Equagao (6.2.6) em
a) e para a Equacao (4.2.7) em c¢). Uma densidade bootstrap para a Equagao (6.2.6) em b).
Uma densidade bootstrap para a equacao (4.2.7) em d).
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Tabela 6.8: Coberturas Obtidas Através do Bootstrap para Distribuicao Bicaudal e Unicau-

dal.
para zi_q/2 = 1,64 para zi_qy2 = 1,96 para zi_q/2 = 2,57

n 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%

20 0,6333 0,6233 0,6033 | 0,4133 0,4033 0,3900 | 0,0033 0,0001 0,0001

50 0,8467  0,8200 0,8000 | 0,6233 0,6133 0,5933 | 0,0033 0,0001 0,0001
_.| 100 10,9267 0,9133 0,8800 | 0,8067 0,7900 0,7833 | 0,0001  0,0001  0,0001
g 200 | 0,9600 09133 0,8467 | 0,9033 0,8733 0,8133 | 0,0001 0,0001 0,0001
5 para ¢, = 1,54 para ¢, = 1,78 para ¢, = 2,18

n 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%

20 0,7700  0,7667 0,7667 | 0,7700 0,7667 0,7667 | 0,3066 0,3066  0,3033

50 0,9133  0,7800 0,6100 | 0,9100 0,7833 0,6133 | 0,4933 0,4933 0,4833

100 | 0,8433 0,6133 0,4333 | 0,8500 0,6133 0,4367 | 0,6533 0,6200 0,4833

200 | 0,7300 0,5000 0,3367 | 0,7200 0,4900 0,3367 | 0,7500 0,5233  0,3500

para zi_q/2 = 1,64 para zi_qs2 = 1,96 para zi_q/2 = 2,57

n 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%

20 0,9767  0,9567 0,9300 | 0,9733 0,9600 0,9233 | 0,9999 0,9999 0,9999

50 0,9667  0,9333 0,9033 | 0,9800 0,9533 0,9233 | 0,9999 0,9999 0,9999
- 100 | 0,9500 0,9333 0,9033 | 0,9633 0,9533 0,9300 | 0,9999 0,9999 0,9999
F:% 200 | 0,9500 09067 0,8633 | 0,9733 0,9367 0,8933 | 0,9999 0,9999  0,9999
E para ¢, = 1,54 para ¢, = 1,78 para ¢, = 2,18

n 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%

20 0,9999  0,9999 0,9967 | 0,9999 0,9999 0,9967 | 0,9999 0,9999 0,9999

50 0,9999  0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999

100 | 0,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999

200 | 0,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999  0,9999
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Da Tabela 6.8 ¢ possivel notar que como o esperado a cobertura dos intervalos
assintéticos melhoram para os intervalos de 90% e 95% no caso bicaudal conforme o tamanho
da amostra aumenta, mas nao ocorre o mesmo para o intervalo de 99% com z1_,/2 = 2.57 e
ocorre uma piora na cobertura para todos os trés intervalos propostos por Fisher & Switzer
(2001).

Da Tabela 6.8, para o caso unicaudal, a probabilidade de cobertura permanece
proxima do valor nominal esperado para os intervalos assintoticos, com exce¢ao do intervalo
de 99% com z_q/2 = 2.57. A probabilidade de cobertura para os intervalos propostos por
Fisher & Switzer (2001) é de praticamente 100% para todos os casos assim como para o
intervalo Assintético de 99% com z;_, 12 = 2.57.

Da Tabela 6.8 concluimos que os intervalos mais proximos dos valores nominais es-
tabelecidos sao os intervalos assintéticos com z;_q/2 = 1.64 e z1_4/2 = 1.96, porque estes
apresentam probabilidades de cobertura préximas aos valores esperados e nao se mantém
praticamente constantes e/ou com baixa probabilidade de cobertura, como os intervalos
propostos por Fisher & Switzer (2001), para o caso bilateral e para o caso bilateral, respec-

tivamente.

6.4 Outras Caracteristicas do Chi-plot

De acordo com Fisher & Switzer (1985), quatro caracteristicas sao inerentes ao

Chi-plot sobre o caso de independéncia:

1. Cada quadrante do chi-plot deve conter 25% dos pontos (x;, A;);

2. 50% dos valores \i sao positivos;

w

. 50% dos valores x; sao positivos e distribuidos aleatériamente;

4. X tem distribui¢do uniforme no intervalo +4 (-1 — 0.5)2.

Com base num estudo de simulagao com as trezentas amostras referidas na Secao
6.3, obteve-se resultados da eficiéncia destes quatro critérios para a verificacao da hipotese
de independeéncia das variaveis X e Y.

A avaliagdo da Caracteristica 1 foi realizada com base no teste qui-quadrado, as
das Caracteristicas 2 e 3 com base no teste normal, e a da Caracteristica 4 com base no

teste de Kolmogorov-Smirnov, cada um com nivel de significancia de 5%. Na Tabela 6.9
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sao apresentados os resultados em termos de proporcoes de amostras independentes que

satisfazem cada um dos critérios, para amostras de tamanho 20, 50 100 e 200.

Tabela 6.9: Testes Estatisticos Baseados no Comportamento do Chi-Plot.

Testes com a=5%

n 25% cada quadrante | 50% de pontos A > 0 | 50% de pontos x > 0 | Uniformidade de A
20 0,7300 0,8967 0,6233 0,9600
50 0,5033 0,9333 0,4333 0,9767
100 0,3533 0,9467 0,3900 0,9800
200 0,2333 0,9433 0,2700 0,9833

Enquanto os Critérios 1 e 3 tem baixa eficiéncia, mais ainda para tamanho de
amostras maiores, os Critérios 2 e 4 sao muito eficientes para os diferentes tamanhos de
amostras.

Nos capitulos anteriores o Chi-plot é uma boa ferramenta para identificar e ou
determinar a dependéncia, no entanto uma analise estatistica para o comportamento do
Chi-plot (Tabela 6.9) ou o intervalo proposto por Fisher & Switzer (2001) (ver Tabela 6.6),
nao aparenta ser a melhor estratégia para se determinar a existéncia da dependéncia. Uma
alternativa pode ser construida através da distribuicao assintética do Chi-plot, onde uma
analise pode ser desenvolvida para se testar o comportamento dos chi; para inferir sobre a
dependéncia e posteriormente pode ser construido estratégias para se analisar a existéncia
da dependéncia.

De acordo com o Teorema 6.1, os valores y; tem distribuigao assintética N(0,1/(n—
1)). Assim Consideramos de interesse estudar a viabilidade da utiliza¢ao do Teorema 6.1 para
a avaliacao de independéncia entre as duas variaveis de uma amostra bivariada. Para este
estudo utilizamos as mesmas trezentas amostras referidas e os testes de aderéncia de Shapiro,
duas variagoes do teste Cramér Von Mises, o teste de Sherman, o teste Qui-Quadrado e o
teste de Komogorov-Smirnov, todos com niveis de significancia de 10%, 5% e 1%.

O critério adotado para se concluir sobre a independéncia entre as duas variaveis
de uma amostra bivariado é baseado na afirmagao de que se y ~ N(0,1/(n — 1)) implica
que X e Y sao independentes. Esta afirmacgao pode ser informalmente explicada que ao se
dizer que se X e Y sao dependentes, terifamos uma concentracao de pontos no primeiro e
terceiro quadrante e/ou no segundo e quarto quadrante do Chi-plot, e pela medida chi; do

Chi-plot ser medida local, esta concentracao indica a existéncia de “dependéncia linear” local
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significativa ou nao (com o ponto chi; permanecendo préximo ao limite de confianga), pois
como ¢é conhecido na literatura o valor y; é o coeficiente ¢ de Pearson que mede a correlacao
linear, e desta forma, a variancia e/ou a média da distribuigdo de y nao coincidiria com a

variancia e ou a média da N(0,1/(n — 1)), o que seria uma contradicao.

Tabela 6.10: Aceitagao de N(0,1/(n — 1)) de x em 300 amostras.

Shapiro Cramer vm v.1 Cramer vm v.2
n 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
20 | 100(36,3%) 155(51,7%) 211(70.3%) | 140(46,7%) 160(56,3%) 213(7L0%) | 172(57,3%) 172(57,3%)  210(70,0%)
50 | 57(19.0%)  T8(260%) 11L(37T.0%) | 85(28,3%) 114(38,0%) 141(470%) | 104(34,7%) 104(34,7%) 137(45,7%)
100 | 21(70%)  37(123%)  66(220%) | 59(19.7%)  TA(247%)  108(36.0%) | 66(22,0%)  66(22,0%)  96(32,0%)
200 | 8(27%)  LU37%)  25(83%) | 28(9.3%)  43(14,3%)  68(227%) | 29(97%)  2000.7%)  53(17.7%)

Sherman Qui-Quadrado Komogorov-Smirnov
n 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
20 | 214(71,3%)  236(78,7%) 257(85,7%) | 198(66,0%) 214(71,3%) 251(83,7%) | 150(50,0%) 174(58,0%) 221(73,7%)
50 | 184(61,3%) 208(69,3%) 243(81,0%) | 126(42,0%) 160(53,3%) 195(65,0%) | 86(28,7%)  113(37,7%) 150(50,0%)
100 | 157(52,3%) 185(61,7%) 214(71,3%) | 84(28,0%)  98(32,7%) 142(47,3%) | 57(19,0%)  80(26,7%)  111(37,0%)
200 | 113(37,7%) 133(44,3%) 166(55,3%) | 38(12,7%)  49(16,3%)  80(26,7%) | 31(10,3%)  38(12,7%)  67(22,3%)

A Tabela 6.10 apresenta os niimeros e as porcentagens de aceitagao da distribuigao
N(0,1/(n — 1)) para as 300 amostras, pelos seis diferentes testes. Com nenhum dos seis
testes individualmente, o critério apresenta eficiéncia aceitavel, pior para os tamanhos de
amostra maiores. Entretanto, da Tabela 6.11, com o resultado da avaliacao simultanea dos
seis testes e considerando o critério satisfeito quando aceito por pelo menos um dos seis
testes, observa-se uma maior coeréncia dos resultados.

A Tabela 6.11 é construida com base na afirmacao de que se for aceito em algum
dos testes que x ~ N(0,1/(n — 1)) consiste em aceitar a hipdtese de que as varidveis sao

independentes.

Tabela 6.11: Classificados Como Independentes por Algum Teste da Tabela 6.10.
n alpha =10% 5% 1%
20 | 238(79.33%) | 250(83.33%) | 273(91.00%)
50 | 201(67.00%) | 218(72.67%) | 250(83.33%)
100 | 173(57.67%) | 194(64.67%) | 221(73.67%)
200 | 118(39.33%) | 138(46.00%) | 170(56.67%)
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A partir dos resultados da Tabela 6.11, decidiu-se realizar o estudo da eficiéncia de
classificacao das amostras independentes pela combinagao de qualquer um dos seis testes da
normalidade N(0,1/(n — 1)) com os intervalos obtidos via Equacao (4.2.7) ou obtido via
Equacao (6.2.6). A Tabela 6.12 é obtida com as mesmas trezentas amostras independen-
tes utilizadas nas simulagoes anteriores e dos resultados apresentados pode-se observar um
apreciavel aumento de eficiéncia de correta avaliagao de independéncia das variaveis X e Y,
com relacao aos resultados da Tabela 6.11, particularmente para os intervalos assintéticos

da Equacao (6.2.6).

Tabela 6.12: Classificados Como Independentes em Qualquer Teste ou no IC.

Fisher & Switzer (2001) Assintético
n 10% 5% 1% 10% 5% 1%
20 266(88,66%) | 260(86,66%) | 289(96,33%) | 274(91,33%) | 278(92,66%) | 295(98,33%)
50 | 242(80,66%) | 239(79,66%) | 277(92,33%) | 259(86,33%) | 277(92,33%) | 286(95,33%)
100 | 232(77,33%) | 214(71,33%) | 250(83,33%) | 257(85,66%) | 265(88,33%) | 270(90,00%)
200 | 192(64,00%) | 160(53,33%) | 216(72,00%) | 226(75,33%) | 232(77,33%) | 249(83,00%)

As conclusoes anteriores relativas a Tabela 6.12 sugerem a verificagao da normalidade
N(0,1/(n — 1)) dos valores x;, como forma eficiente de avaliagdo de independéncia das
variaveis X e Y nas amostras bivariadas.

Nos anteriores estudos de simulagao sobre a eficiéncia das caracteristicas inerentes ao
Chi-plot para a avaliacao de independéncia entre as variaveis X e Y das amostras bivariadas
nao foram mencionados resultados relativos a eficiéncia dos coeficientes usuais 7 de Kendall, p
de Spearman e o coeficiente de correlacao r de Pearson. Na Tabela 6.13 aparecem o ntimero
de amostras com correta avaliacao de independéncia entre as variaveis X e Y, dentre as
mesmas trezentas amostras utilizadas nos anteriores estudos de simulagao. Estes nimeros

indicam alta eficiéncia para todos os niveis de significancia.

Tabela 6.13: Numero de Amostras Classificadas como Independentes pelos Testes Usuais.

p value > 10% > 5% > 1%
n =0 p=0 r=0 =0 p=0 r=0 =0 p=0 r=0
20 | 264(88,0%) | 265(88,3%) | 260(86,7%) | 279(93,0%) | 283(94,3%) | 275(91,6%) | 295(98,3%) | 295(98,3%) | 297(99,0%)
50 | 274(91,3%) | 274(91,3%) | 276(92,0%) | 288(96,0%) | 289(96,3%) | 201(97,0%) | 299(99,7%) | 298(99,3%) | 299(99,7%)
100 | 271(90,3%) | 270(90,0%) | 268(89,3%) | 285(95,0%) | 285(95,0%) | 287(95,7%) | 297(99,0%) | 298(99,3%) | 299(99,7%)
200 | 271(90,3%) | 270(90,0%) | 269(89,7%) | 290(96.7%) | 290(96,7%) | 288(96,0%) | 299(99,7%) | 299(99,7%) | 298(99.3%)
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A avaliagdo das caracteristicas préprias do Chi-plot para os exemplos de ilustragao
das situacoes de dependéncia “linear forte”, “quadréatica”, “normais” e “exponenciais” sao

apresentadas no Apéndice A.

6.5 Conclusoes da Simulacao

A Tabela 9.1 no Apéndice A traz a quantidade dentre trezentas amostras bivaria-
das, de variaveis com dependéncia “linear forte”, “quadratica”, “normais” e “exponenciais”
que satisfazem as caracteristicas inerentes ao Chi-plot sob a hipdtese de independéncia(Secao
6.4). Os resultados encontrados se mostram consistentes somente para o caso de dependéncia
“linear forte”, para amostras de tamanho 50 ou mais. Para as outras situacoes de de-
pendéncia, os resultados apresentam comportamentos distintos mas em geral inconsistentes
com a situagao de dependéncia. Portanto é invidvel e nao aconselhédvel a verificagao somente
destas caracteristicas para concluir sobre a existéncia de dependéncia e consequentemente
devemos buscar algum outro método que apresente consisténcia.

Os resultados da Tabela 9.2 sao ébvios, considerando que sao relativos a combinagoes
dos resultados da Tabela 9.1.

Os resultados da Tabela 9.3 se referem ao niimero de amostras classificadas incorre-
tamente como independentes, através dos IC das equagoes (4.2.7) e (6.2.6), se mostram con-
sistentes somente para o caso de dependéncia “linear forte”, ou “quadratica”, para amostras
de tamanho 50 ou mais. Para as outras situagoes de dependéncia, os resultados apresentam
comportamentos distintos mas em geral inconsistentes com a situacao de dependéncia, tor-
nando invidvel a verificagao destas caracteristicas como meio para concluir sobre a existéncia
de dependéncia.

Os resultados das Tabelas 9.4, 9.5 e 9.6 se referem ao niimero de amostras classi-
ficadas incorretamente como independentes, através dos IC das equagoes (4.2.7) e (6.2.6)
combinado com o critério C4 do inicio do presente capitulo, através de algum teste da
N(0,1/(n—1)) e através dos IC das equagdes (4.2.7) e (6.2.6) ou algum teste da N(0,1/(n—
1)) respectivamente, se comportam como os da Tabela 9.3.

Os resultados da Tabela 9.7 se referem ao nimero de amostras classificadas incor-
retamente como independentes, através dos testes dos coeficientes usuais 7 de Kendall, p de
Spearman e o coeficiente de correlacao r de Pearson se mostram consistentes somente para

o caso “linear forte”
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Na Tabela 9.6 verifica-se que a eficiéncia de correta classificacao dentre as trezentas
amostras com dependéncia “linear forte”, “quadratica”, e “exponenciais” é bem inferior
aos da Tabela 9.7. Para o caso de dependéncia das amostras “normais” a baixa eficiéncia
de correta classificacao de dependéncia é consistente com a forma de geracao, onde todos
os “aglomerados” sao gerados com variaveis independentes, portanto com valores dos chi;
proximos de zero e entre os IC das Equagoes (4.2.7) e (6.2.6) de maneira que passem pelas
estratégias adotadas mostrando que a andlise grafica do Chi-plot é imprescindivel.

Depois de se analisar os resultados das tabelas do Apéndice A, observa-se que a
correta classificacdo das amostras tem menor eficiéncia para o nivel de significancia 1%, do
que para 5% e 10% e a melhora nos demais casos conforme o tamanho n da amostra aumenta.

A utilizacao do critério de uniformidade de A, junto com critério do intervalo de
confianca de y, nao resulta em ganho de eficiéncia deste tltimo. A uniformidade do A\ deve
ser verificada pela analise gréafica sobre o Chi-plot, pois somente no caso de facil visualizagao
da dependéncia linear através do Grafico de dispersao o teste de uniformidade do A se
mostrou eficiente.

Observa-se que a classificacdo das amostras pelo critério de normalidade N(0,1/(n—
1)) de chi, por meio dos testes de Shapiro, das duas variagoes do teste Cramér Von Mises, do
teste de Sherman, do teste Qui-Quadrado e do teste de Komogorov-Smirnov é ineficiente e,
portanto, desaconselhavel para classificar corretamente amostras dependentes para amostras
de tamanho 20. Para amostras de tamanho maiores que 50 sua eficiéncia pode ser alta e sua
utilizagao recomendada dependendo do tipo da dependéncia, como no caso da dependéncia
“linear” ou “quadratica”.

Dos resultados da Tabela 9.6, a utilizagdo conjunta dos IC das equagdes (4.2.7) e
(6.2.6) com o teste de normalidade N(0,1/(n—1)) de x, como critério para classificacao cor-
reta das amostras dependentes, observa-se melhora na eficiéncia com o aumento do tamanho
da amostra.

Os resultados das tabelas do presente capitulo e do Apéndice A, sugerem recomendar
para a correta classificacao de uma amostra como independente ou dependente os seguintes

passos:

1. Verificar que o IC Assintético obtido via Equacgao (6.2.6) contém a propor¢ao esperada

de valores y;, correspondentes aos niveis de confianga de 90% ou 95%;

2. Verificar a normalidade N(0,1/(n — 1)) de x;
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3. Analisar os gréaficos de dispersao e Chi-plot.
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7 Dependéncia com Censuras

7.1 Introducao

Na analise de dados de duas variaveis aleatérias continuas relativas a caracteristicas
da satide de pacientes é comum a existéncia de dependéncia entre os valores das varidveis e
presenca de censuras nos dados, por motivos de abandono do paciente ou outras situacoes
ou problemas que nao estao vinculados ao caso em estudo.

Neste capitulo ilustramos a utilizagao de um procedimento grafico para a identi-
ficacao de dependéncia, geral ou localmente, entre os dados das duas variaveis observadas
sobre os individuos. Os gréficos correspondem as estimativas de fun¢des com base em es-
timativas de densidades univariadas e bivariadas, e funcoes de sobrevivéncia univariadas e
bivariadas. Estas funcgoes, na presenca de dados censurados, nao podem ser estimadas da
mesma forma que sao estimadas as funcgoes relativas aos procedimentos de Cépula e Funcao
de Sibuya.

Também neste capitulo apresentamos diversos procedimentos de estimacao apropri-
ados a presenca de censuras. Para a analise de dependéncia bivariada sob censura adotamos

o modelo de Clayton (1978), o qual descrevemos a seguir.

7.2 Modelagem da Dependéncia

Seja (29,4?), i = 1,...,n pares independentes e identicamente distribuidos, com
funcao de Sobrevivéncia continua S(z,y). Sejam (c¢;,d;), i = 1,...,n, os indicadores de
censura independentes e identicamente distribuidos para (z9,1?), e G(x,y) a funcao de
Sobrevivéncia. O modelo para dados bivariados com censura aleatdoria tem observagoes

(xiayiv 61i7 52i)7 1= 1, o, onde
v =min(a}, 1), y; = min(y}, d7), 0 = () < ), 0 = I(y; < di). (7.2.1)

i

Se (x,y) representa o momento de falha do primeiro e segundo elemento com f(z,y),

a funcdo de densidade conjunta, segundo Clayton (1978), é dada por,

flz,y) /:O /yoo f(u,v)dudv = 9/:0 f(u,y)du /yoo f(z,v)dv. (7.2.2)

Clayton (1978) também define quatro fungoes derivadas de f(z,y):
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(i) Funcdo de Distribuigdo conjunta de Sobrevivéncia dada por,
S(x,y) = / / f(u, v)dudv; (7.2.3)
e Jy

(ii) Func@o de Risco Acumulado do primeiro elemento dado que o segundo sobreviveu até
Yo,

(z|ly > o)

9(x,y0) = g(x‘y > ) (7.2.4)

(iii) Funcao de Risco Acumulado do segundo elemento dado que o primeiro sobreviveu até

o,
flylz = o)
o, y) = DLLZT0), 2
($07y> S(y]x > ,CIS'())’ (7 5)
(iv) Razao de Falha Bivariada dada por,
x’
l(z,y) = gix Z; = 0g(z,y)h(z,y). (7.2.6)

O parametro ¢ mede o grau de dependéncia entre as varidaveis X e Y. Quando ha inde-
pendéncia # = 1; se houver dependéncia positiva # > 1, e se houver dependéncia negativa
0<0<1.

Da Equacao (7.2.6) pode-se obter que,

f(x,y)
S(x,y)g(x,y)h(z,y)’

para S(z,v), g(z,y) e h(z,y) diferentes de zero.

0= (7.2.7)

Para cada par (x,y) se obtém uma estimativa de 6, portanto para um intervalo em
x e um intervalo em y, se obtém uma superficie de §. Para uma amostra de n pares (z,y)
podemos obter uma suavizagao da superficie do 6 estimado por meio de obtencao do Kaplan-
Meier Bivariado (Lin & Ying 1993)e sua suavizagao por curvas de Bezier (Bae et al 2005),
da estimacao da fungao densidade com presenca de censuras, da estimagao do Kaplan-Meier
univariado e da funcao densidade univariada com dados censurados. As curvas de nivel da

superficie suavizada de # sugerem regioes de correlacao positiva ou negativa.

7.3 Kaplan-Meier Bivariado

Para o presente estudo o estimador utilizado é o proposto por Lin & Ying (1993),

denominado estimador de Kaplan-Meier bivariado, o qual é de facil implementagao.
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O estimador para suavizacao do Kaplan-Meier univariado, nao pode ser utilizado
repetidamente para estimacao da funcao de sobrevivéncia bivariada com censura, pois com
os métodos de suavizagdo por kernel apresentam resultados pobres e incoerentes (Bae et al
2005). Portanto, utilizaremos o estimador suavizado pelas curvas de Bezier encontrado em
Bae et al (2005).

O estimador de Kaplan-Meier bivariado proposto por Lin and Ying (1993), se baseia

na equacao de sobrevivéncia, dada por,
S(x,y) = P(X >=x,Y >y)/G(x Vy), (7.3.1)

onde x V y = min{x, y}, para entao definir a estimativa da fun¢ao de sobrevivéncia,

: a2 L > @,y > y)
Hi:aci\/yigac\/y (1 - n\/Z >

7

onde

J

Contudo, este estimador nao esta definido se o maior valor entre z; e y; i = 1,...,n
for censurado, pois neste caso ny =1 e ¢ = 0, fazendo com que o denominador seja zero.
Introduzimos aqui uma modificagdo no procedimento, somando uma unidade em n;" para
evitar a indefinicao.

O estimador de Lin & Ying (1993) nao produz formas suaves. Para obter formas
suaves das estimativas de S (,z,y) implementamos aqui o procedimento de suavizagao de

Bezier apresentado em Bae et al (2005).

7.3.1 Estimador de Bezier para KM Bivariado

Para a estimacao do Kaplan-Meier bivariado reproduzimos o procedimento apresen-
tado em Bae et al (2005), no qual se assume que nao hé valores repetidos de  nem de y
na amostra. Posteriormente define-se duas sequencias: I(.) e J(.), tal que ;1) < 2p@2) <
Sy e Yoy S yge) < -0 < ygv) para as observagoes nao censuradas, ou seja 5 =1
e > 0/ =N, ontmero de pares nao censurados na amostra.

Considerando o mesmo procedimento de suavizacao por curvas de Bezier utilizado

em Bae et al (2005), utilizam-se (N + 2)? pontos b,; de Bezier, como definidos a seguir.
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Os pontos b;; sao definidos por:

L)
by = YJ6) , 1,7=0,...,N+1, (7.3.2)
81ty ya)
onde z0) =0, ys0) =0, zrv+1y = (1 + 1/n). 21wy € yyve1) = (14 1/n).y0n). Portanto,

N+1

r(u) = le(i)BN—&-l,i(U) (7.3.3)

N+1

y(v) = ZyJ(j)BN-i-l,j(v) (7.3.4)

N+1N+1
z(u,v) = ZZS(x[(i)7yJ(j)>BN+17Z‘(u)BN+Lj(U)7Onde (7.3.5)

i=0 j=0

Bui(p) = (A;)pk(l—p)M‘k' (7.3.6)

Entao, a suavizacao por curvas de Bezier para o estimador Kaplan-Meier é dado por

~

Sp = z(u,v). (7.3.7)

Para maiores detalhes do procedimento é recomendado uma leitura de Kim et al (2003) e
Bae et al (2005).

Na implementacao do método os pontos onde sera realizada a suavizagao nao sao
atribuidos, s@o calculados pelas Equagoes (7.3.3) e (7.3.4). Os pontos calculados s@o utiliza-

dos nos procedimentos que se seguem para a estimacao das diferentes funcoes até a obtencao

de 6.

7.4 Estimacao da Densidade Bivariada

Para a estimagao da densidade f(x,y) das Equagao (7.2.7) sao utilizadas as técnicas
descritas em Wells & Yeo (2005), pelas quais podemos estimar a funcao densidade bivariada

f(z,y) com presenga de censura, como,

; 1 v =1 Y=Y
f(xvy) nble ;; ( bl ) b2 ) * 27

onde
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com

n

N(z,y) = Z (x; > z,y; > ), (7.4.3)
i=1

vi(z,y) = 1(x; > x,y; < y,d09; =0). (7.4.4)
Para os casos em que é(x, y) = 0 o processo nao estd bem definido, neste trabalho

adotamos a recomendacao do autor de adicionar uma unidade em G (x,y).
Para a estimagao das fungoes h(z,y) e g(z,y) da Equacao (7.2.7) é necessario es-
timar as fungdes S(v|z > z9) e f(v]|z > 2p), por meio dos procedimentos do Kaplan-Meier
univariado e de Kernel. Para a estimagao das fungoes S(v|z > zg) e f(v]z > 2o) considera-se

S(v) para z > zy e f(v) para z > 2q, respectivamente.

7.5 Estimador de Kaplan-Meier Univariado

O estimador de Kaplan-Meier univariado apresentado por Kaplan & Meier (1958),

consiste em estimar a funcao S(z) =1 — F(z) por:

1, ,O0<z <mx

~ k_1 n—j 51‘7'

S(x) = szl <n—j+l) 1 <r<xp,k=2,...,n , (7.5.1)
0, ST > Ty

onde 1 < 9 < -+ < x,,.

Os pesos dos saltos de S nos pontos x; sao dados por

g(mj) — §($j+1), j=1L...,n—1 (7.5.2)

Sj:

~

S(zn), Jj=n
Como em Berg & Politis (2009), o estimador do Kaplan-Meier univariado, suavizado por
kernel, é dado por:
~ n l’ —_— x
S =1- K| —— 7.5.3
) =135k (), 753

onde K e h, tém as mesmas restri¢coes do que na Equacdo (2.3.3).

7.6 Estimacao da Densidade Univariada

A densidade de probabilidade univariada com presenca de censura, é estimada aqui

como fp(z), utilizando o procedimento de Berg & Politis (2007), tal que:

n

Folz) = hinz 5k (x ;f) (7.6.1)

=1
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onde k e h,, tém as mesmas restri¢coes do que na equacao (2.3.3) e s; calculado pela equacao
(7.5.2).
As rotinas de céalculo das estimativas das fungoes de densidade e de sobrevivéncia,

e do parametro 6 foram implementadas no Software R e estao disponiveis no Apéndice B.

7.7 Exemplos com Dados Censurados

Similarmente aos exemplos apresentados no Capitulo 5, sao apresentados aqui os
exemplos: “Exponenciais”, “Forma Quadrética” e “Normais”, agora com 10% e 15% de
censura nos dados de cada variavel, sobre as amostras de tamanho vinte e cinquenta.

Em cada um dos exemplos sao apresentados: o grafico de dispersao com os valores
censurados em preto em a), a curva de nivel de # = 1 em b), as curvas de nivel de § =
{0.5,0.8} em c¢) e as curvas de nivel com 0 = {1.3,4} em d). Lembramos que as curvas de
nivel para # < 1 determinam regioes de pontos com correlagao negativa e as curvas de nivel

para # > 1 determinam regioes de pontos com correlagao positiva.

Exemplo 7.7.1 Consideramos amostras com censuras uniformes de 10% e 15% em cada
variavel, primeiro sobre vinte e depois sobre cinquenta pares gerados de uma distribuicao
exponencial bivariada de Gumbel (Gumbel 1960), com coeficiente de correlagao linear de

—0.20.

A Figura 7.1 apresenta o gréfico a): de dispersao, e os gréficos b), ¢) e d) com as
curvas de nivel estimadas, para o caso de censura de 10% sobre uma amostra de vinte pares.
A Figura 7.2 apresenta o grafico a): de dispersao, e os graficos b), ¢) e d) com as curvas
de nivel estimadas, para o caso de censura de 15% sobre uma amostra de vinte pares. A
Figura 7.3 apresenta o gréfico a): de dispersao, e os graficos b), c¢) e d) com as curvas de
nivel estimadas, para o caso de censura de 10% sobre uma amostra de cinquenta pares. A
Figura 7.4 apresenta o gréafico a): de dispersao, e os graficos b), ¢) e d) com as curvas de

nivel estimadas, para o caso de censura de 15% sobre uma amostra de cinquenta pares.
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Figura 7.1: Resultados do Exemplo 7.7.1 com 20 pares e 10% de censura em cada varidvel.
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Figura 7.2: Resultados do Exemplo 7.7.1 com 20 pares e 15% de censura em cada varidvel.
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Figura 7.3: Resultados do Exemplo 7.7.1 com 50 pares e 10% de censura em cada varidvel.
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Figura 7.4: Resultados do Exemplo 7.7.1 com 50 pares e 15% de censura em cada varidvel.
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Na Figura 7.1, de acordo com as curvas de nivel a grande maioria dos pontos se
localizam em regides de dependéncia negativa (tém correlagao local negativa), a maioria a
esquerda da curva de nivel de # = 1. Alguns pontos se encontram posicionados sobre a curva
de nivel # =1 (tém correlagao local baixa ou nula). O coeficiente de correlagao linear r dos
pares que nao contém censura € igual a —0.42.

Da Figura 7.2, o comportamento das curvas de nivel determinam regices de cor-
relacao local bastante similares as da Figura 7.1. Entretanto, basicamente pela censura do
ponto (0.91,0.59) o coeficiente de correlagao linear r passa para —0.52.

Das Figuras 7.3 e 7.4, a grande maioria dos pontos se distribui entre regioes de
dependéncia negativa e regioes de dependéncia baixa ou nula. Apenas alguns pontos se
localizam numa regiao de correlagao local positiva. Em ambos os casos o coeficiente de

correlacao linear dos pares que nao contém censura r é de —0.15.

Exemplo 7.7.2 Consideramos amostras com censuras uniformes de 10% e 15% em cada
varidvel, primeiro sobre vinte e depois sobre cinquenta pares gerados com X; ~ U(8,12) e
Y; = —(X;—10)2+ N(0.8,1)4+20,i =1,...,n para n = {20,50}, de tal forma a obter alguns
pares de pontos com correlagao geral negativa e outros pares de pontos com correlacao geral

positiva.

Os graficos das Figuras 7.5 e 7.6 apresentam os resultados relativos aos casos de
censuras de 10% e 15%, sobre uma amostra de vinte pares. Os gréficos das Figuras 7.7 ¢ 7.8
apresentam os resultados relativos aos casos de censuras de 10% e 15%, sobre uma amostra

de cinquenta pares.
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Figura 7.5: Resultados do Exemplo 7.7.2 com tamanho 20 e 10% de censura em cada varidvel.
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Figura 7.6: Resultados do Exemplo 7.7.2 com tamanho 20 e 15% de censura em cada varidvel.
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Figura 7.8: Resultados do Exemplo 7.7.2 com tamanho 50 e 15% de censura em cada varidvel.
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Enquanto na Figura 7.5, a maioria dos pontos se localizam claramente em duas
regioes de dependéncia local positiva e negativa, na Figura 7.6 a grande maioria dos pontos
se localizam na regiao de dependéncia local negativa, especialmente por efeito da censura
do ponto (9.0,18.1). Enquanto isso, os coeficientes de correlagao linear r dos pares que nao
contém censura correspondentes sao 0.29 e 0.27.

Na Figura 7.7, seis dos pontos de menores valores de x apresentam correlagao local
positiva, e a grande maioria dos pontos restantes apresentam correlagao local negativa. O
coeficiente de correlacao linear r dos pares que nao contém censura é de 0.00.

Na Figura 7.8, pela censura em alguns dos pares de menores valores de x, apenas
os dois pontos de menores valores de x apresentam correlacao local positiva, e quase todos
os restantes apresentam correlacao local negativa. O coeficiente de correlacao linear r dos
pares que nao contém censura é de —0.16.

Nas Figuras 7.5, 7.6, 7.7 e 7.8 a maioria dos pontos apresenta correlacao local nega-

tiva por causa da maior dispersao dos valores (z,y) gerados com correlagao negativa.

Exemplo 7.7.3 Para uma amostra de pares gerados de tamanho n = 20, onde os dados
sao gerados com X; ~ N(5,0.6) e Y; ~ N(5,0.6), i = 1,...,5, X; ~ N(10,0.6) e Y; ~
N(5,0.6),7=6,...,10, X; ~ N(5,0.6) e Y; ~ N(10,0.6), i = 11,...,15 e X; ~ N(10,0.6) e
Y; ~ N(10,0.6), i = 16, ..., 20 e, atribuindo censuras uniformes de 10% em cada varidvel, o
procedimento de estimacao de 6 resulta nos graficos da Figura 7.9. Para a mesma amostra
¢ atribuido censuras uniformes de 15% em cada variavel e o procedimento de estimacgao de
6 resulta nos gréaficos da Figura 7.10. O mesmo procedimento é aplicado em uma amostra
de tamanho n = 50, com censuras de 10% e 15% em cada varidvel, no qual os resultados se

encontram nas Figuras 7.11 e 7.12, respectivamente.
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Figura 7.10: Resultados do Exemplo 7.7.3 com tamanho 20 e 15% de censura em cada varigvel.
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Figura 7.12: Resultados do Exemplo 7.7.3 com tamanho 50 e 15% de censura em cada varigvel.
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Nas Figuras 7.9, 7.10, 7.11 e 7.12, apenas os pares de menores de valores (x,v)
apresentam evidente correlacao local positiva, para os pontos restantes pelas curvas de nivel
nao se consegue estabelecer claramente o sinal da correlagao local, o que ao final resulta
coerente com a situacao simulada. Ainda, os coeficiente de correlacao linear r dos pares que

nao contém censura sao muito pequenos.

Exemplo 7.7.4 Para os dados utilizados em Lin & Ying (1993) e Bae et al (2005), resumidos
na Tabela 7.1, que consistem em 11 pares de valores da variaveis X: Tempo até a morte
do enxerto de pele com acompanhamento rigoroso, e Y: Tempo até a morte do enxerto de
pele com acompanhamento padrao. Na Figura 7.13 sao apresentadas as curvas de nivel de 0

estimadas.

Tabela 7.1: Dados utilizados em Lin & Ying (1993).
1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11
x; |37 19 57 93 16 22 20 18 63 29 60
;11 0 1 1 1 1 1 1 1 0
vi |29 13 15 26 11 17 26 21 43 15 40
b /111 1 1 1 1 1 1 1 1

Da Figura 7.13 observa-se que, exceto o ponto (93,26), da maior componente x,
todos apresentam correlacao local positiva, encontrando-se localizados acima da curva de

nivel de # = 1, ou seja, na direcao de aumento da correlagao positiva.
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7.8 Conclusoes

Se conhece pouca literatura sobre a analise de dependéncia, em dados bivariados
com presenca de censura. No entanto, a partir do coeficiente 6 de dependéncia desenvolvido
por Clayton, D. G. (1978), apresentamos aqui uma metodologia nova que permite anali-
sar dependéncia local, pela andlise das curvas de nivel da superficie que se obtém para 0,
utilizando métodos nao paramétricos de suavizagao das fungoes da equagao 7.2.7.

A determinagao da correlacao local, pela andlise das curvas de nivel de 6, se mostra
coerente nos diversos exemplos apresentados neste capitulo, o que sugere a boa coeréncia
dos procedimentos necessarios para a estimacao de # e da metodologia aqui proposta.

Na pratica, os graficos das curvas de nivel mostram a correlagao local coerentemente,
quando ocorre o aumento do grau de censura de 10% para 15% dos casos em anélise.

Com esta nova metodologia de andlise de dependéncia, e com as informacoes adici-
onais de outras varidveis sobre os pacientes, podemos, por exemplo: i) determinar causas ou
caracteristicas comuns em individuos que pertencam a uma mesma regiao de dependéncia
local, ii) determinar caracteristicas comuns em individuos que apresentem valores semelhan-
tes de @ e iii) separar grupos de individuos que apresentem valores semelhantes de #, com

vistas & outras andlises estatisticas adicionais.



8 CONSIDERACOES FINAIS 89

8 Consideracoes Finais

Tres situagoes nao tao comuns de dependéncia bivariada serviram como motivagao
inicial desta dissertacao, as quais foram denominadas no Capitulo 5 como “Quadratica”,
“Exponencial” e “Normais”. Para estas situacoes os coeficiente de correlacao usuais 7 de
Kendall, p de Spearman e linear r de Pearson nao sao suficientes para descrever as possiveis
estruturas de dependéncia geral, e menos ainda as estruturas de dependéncia local existentes.

Um dos procedimentos mais utilizados para analise de situagoes de dependéncia
bivariada mais complexas, é a andlise de Cépulas, a qual foi descrita no Capitulo 2 com
abordagem nao paramétrica e ilustrada, no Capitulo 5, com as situagoes de dependéncia que
denominamos “Quadratica”, “Exponenciais” e “Normais”. Por ser um procedimento nao
paramétrico, a analise de dependéncia recai sobre as curvas de nivel obtidas. Verificou-se da
analise das curvas de nivel das copulas em alguns casos, como no exemplo das “Normais”,
que nao identificam os agrupamentos existentes ou nao apontam a dependéncia claramente,
como no caso da “Quadratica’.

Do estudo da Funcao de Sibuya, nos Capitulos 3 e 5, observamos que as curvas de
nivel da Funcao de Sibuya estimada sao de fécil interpretacao, permitindo a identificagao
das regioes de dependéncia local positiva ou negativa. Entretanto, o procedimento nao tém
coeréncia quando se trata de quantificar a magnitude da dependéncia, com base no distan-
ciamento do valor da fungao de Sibuya em relagao a 1.0: o valor da fun¢ao de Sibuya para
situacao de independéncia entre as variaveis X e Y. Também verificamos incoeréncia do
teste de Gongalves (2008) por apresentar tendéncia de julgar amostras de variaveis indepen-
dentes como sendo dependentes, mas observamos que o teste pode ser utilizado como ponto
de partida na analise de dependéncia, para posteriormente classificar as regioes de acordo
com as curvas de nivel obtidas por meio de suavizagao.

Na implementacao dos calculos para obtencao da Cépula e da Funcao de Sibuya
suavizadas, é utilizado a propriedade de que transformacoes crescentes em ambas as variaveis
preservam a estrutura da Cépula e da Funcao de Sibuya, afim de obter um procedimento
que nao seja necessario a escolha de uma fungao kernel com caracteristicas especificas.

Do estudo do Chi-plot, nos Capitulos 4 e 6, destacamos a riqueza de informacao,
assim como a facilidade de interpretagao do grafico dos pares (x;, A;), permitindo a identi-
ficacao de regioes de dependéncia local, além de permitir a identificacao de estruturas de

dependéncia complexas. O valor de cada y;, que mede a dependéncia local, é a principal
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fonte de informacao a respeito da dependéncia local e estd associado ao par (z;, ;).

Do estudo do Chi-plot, nos Capitulos 4 e 6, verificamos que as caracteristicas espera-
das do Chi-plot C1-C5 sob independéncia das variaveis X e Y nao sao coerentes. Entretanto,
apos estabelecermos a distribuigao assintética de x, N(0,1/(n — 1)), para a verificagao de
independéncia entre X e Y, pelo critério C1 reformulado e a avaliagao da normalidade de y
por algum dos testes considerados, observamos maior coeréncia.

Desenvolvemos e apresentamos uma forma grafica muito eficiente para identificar a
dependeéncia local, distinguindo cada ponto no gréafico de dispersao, segundo a posi¢ao do
seu valor y; no Chi-plot.

No Capitulo 7 desenvolvemos e apresentamos um procedimento de andlise de de-
pendéncia bivariada com presenca de censuras, que permite identificar regioes de dependéncia
local, a partir da medida de correlacao geral de Gumbel (1960). Observamos resultados coe-
rentes sobre as distintas situacoes analisadas e a possibilidade de utilizacao na identificacao
de grupos com semelhangas quanto a magnitude da correlagao e/ou sinal.

Para os estudos ao longo desta dissertacao, sobre a andlise de dependéncia bivariada
por meio dos procedimentos de Cépulas, da funcao de Sibuya, do Chi-plot, e para dados com
presenca de censura, elaboramos e implementamos procedimentos especificos para calculo e
suavizagao de funcoes de densidade e de distribuicao marginais e conjuntas, que apresentaram

excelente desempenho.
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9 Apéndice A

Nesta secao sao apresentados os resultados de validacao da andlise por simulagao dos
critérios de validacao dos graficos Chi-plot para os casos de dependéncia linear, quadratica,

exponencial e por agrupamento(normais) apresentados no Capitulo 5.

Tabela 9.1: Amostras que satisfazem os testes para C2 a C5 do Capitulo 5 Entre 300 Amos-

tras
Testes com a=5%

n | 25% cada quadrante | 50% de pontos A > 0 | 50% de pontos y > 0 | Uniformidade de A

20 0 o7 0 65
§ 50 0 1 0 1
= 1100 0 0 0 0

200 0 0 0 0
g 20 236 259 225 274
= | 50 242 267 243 272
Z% 100 247 269 238 280

200 237 250 241 264

20 262 300 199 300
é 50 206 300 178 300
g 100 136 300 138 300

200 88 300 97 300
2120 200 270 156 289
% 50 7 254 71 262
g 100 31 240 36 253
=1 200 7 185 5 206

A Tabela 9.2 classifica como independente as amostras cujos estratégias sao feitas
pelos testes determinados por:
A: O resultado em pelo menos 1 dos testes C2, C3 ou C4 é independente;
B: Os resultados dos testes C2, C3 ou C4 dao independéncia conjuntamente

C: Uniformidade de X ou o resultado em pelo menos 1 dos testes C2, C3 ou C4 é independente,

onde os testes C2, C3 e C4 sao denominados como no Capitulo 5, ou seja, pela referéncia:

C2: Cada um dos quatro quadrantes do chi-plot, determinados por x = 0 e A = 0 contém
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25% dos pares da amostra;

C3: 50% dos valores chi; sao maiores do que zero;

C4: 50% dos valores \; sao maiores que zero;

Tabela 9.2: Classificados como Independentes dos Testes A,B e C

n

A

B

C

Linear

20
20
100
200

37
1
0
0

o o O

32
1
0
0

Quadratica

20
20
100
200

272
279
283
272

203
220
220
218

261
268
272
257

Normais

20
50
100
200

300
300
300
300

161
169
114
72

300
300
300
300

Exponenciais

20
20
100
200

300
256
242
185

197
o8
26

300
249
234
176
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Tabela 9.3: Amostras Classificadas como Independentes Através dos IC das Equagoes (4.2.7)
e (6.2.6)

N =154 ¢, =1,78 ¢, =218 | 21_ap=1,64 z_op=1,96 2z_n=257
20 0 0 0 0 0 1
§ 50 0 0 0 0 0 0
= 1 100 0 0 0 0 0 0
200 0 0 0 0 0 0
5 | 20 10 4 24 11 10 85
= | 50 0 0 0 0 0 0
E
£ | 100 0 0 0 0 0 0
200 0 0 0 0 0 0
20 178 177 224 222 209 275
é 50 185 191 148 219 237 242
Slio| 192 167 113 226 219 204
200 | 176 160 96 996 228 219
2 | 20 116 107 179 164 141 248
% 50 01 97 91 111 144 164
g 100 67 63 40 02 o7 109
= 1200 | 20 18 1 2% 37 54
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Tabela 9.4: Amostras Classificadas como Independentes Através dos IC das Equagoes (4.2.7)

(6.2.6) e C4
n ¢, =1,54 ¢, =178 ¢, =218 | 21_q/2=1,64 2142 =1,96 21_q/2 =2,57
20 0 0 0 0 0 1
§ 50 0 0 0 0 0 0
= 1 100 0 0 0 0 0 0
200 0 0 0 0 0 0
5 | 20 10 4 24 11 10 82
= | 50 0 0 0 0 0 0
e}
g 100 0 0 0 0 0 0
200 0 0 0 0 0 0
20 178 177 224 222 209 275
é 50 185 191 148 219 237 242
Slio| 192 167 113 226 219 204
200 | 176 160 96 226 228 219
2 | 20 116 106 178 163 140 242
% 50 88 95 88 108 141 158
g 100 67 63 40 01 96 107
= la200| 20 18 1 28 37 52
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Tabela 9.5: Amostras Independentes por Algum Teste de N(0,1/(n — 1))

n

10%

5%

1%

Linear

20
20
100
200

0

0

1
0
0
0

Quadratica

20
20
100
200

237
17

Normais

20
20
100
200

279
246
178
153

285
259
206
185

291
276
250
215

Exponenciais

20
50
100
200

215
130
66
15

231
140
78
18

254

166
101
23
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Tabela 9.6: Amostras Independentes pelo IC das Equagoes (4.2.7) e (6.2.6) ou o Teste de

N(0,1/(n—1))

Fisher & Switzer Assintético

n 10% 5% 1% | 10% 5% 1%
20| 0 o 1 ]0 0 1

§ 50 0 0 0|0 0 o0
=110 0 0 0|0 0 0
20000 0 0 | 0 0 0

5 [20 | 164 197 237 | 164 197 245
|50 | 3 5 1T | 3 5 17
E) 00/ 0 0 0|0 0 0
20000 0 0 | 0 0 0
20 | 281 287 293 | 282 290 295

é 50 | 271 280 283 | 277 286 291
S 1100 | 248 248 262 | 256 261 274
200 | 235 242 241 | 258 261 271
L0120 | 222 237 260 | 231 239 277
% 50 | 144 155 179 | 149 175 212
g 100 | 92 97 105 | 106 116 138
Floo0] 25 25 28 | 32 40 59
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Tabela 9.7: Amostras Classificadas Como Independentes Pelos Testes Usuais

p value > 10% > 5% > 1%

n T=0|p=0|r=0|7=0|p=0|r=0|7=0|p=0|r=0

20 0 0 3 0 1 0 3 3 0
§ 50 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S1100| 0 0 0 0 0 0 0 0 0

200 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 [20 | 247 | 241 | 200 | 267 | 260 | 256 | 293 | 200 | 289
F |50 | 243 | 234 | 281 | 262 | 251 | 243 | 283 | 281 | 287
E 100 | 253 | 243 | 282 | 268 | 264 | 261 | 290 | 282 | 294

200 | 234 | 231 | 283 | 261 | 251 | 249 | 288 | 283 | 291
|20 | 206 | 205 | 300 | 200 | 208 | 300 | 300 | 300 | 300
2150 | 205 | 295 | 300 | 300 | 300 | 300 | 300 | 300 | 300
S 1100 205 | 296 | 300 | 200 | 200 | 300 | 300 | 300 | 300

200 | 299 | 299 | 300 | 299 | 299 | 300 | 300 | 300 | 300
£ 120 | 241 | 245 | 287 | 260 | 263 | 248 | 286 | 287 | 298
% 50 | 189 | 189 | 273 | 226 | 222 | 222 | 272 | 273 | 289
g 100 | 148 | 146 | 241 | 184 | 179 | 192 | 242 | 241 | 279
“looo| 79 | 77 | 186 | 112 | 112 | 143 | 183 | 186 | 246
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10 Apéndice B

Neste Capitulo estao localizadas as rotinas de programacao utilizadas para o Calculo

dos procedimentos mencionados neste trabalho.

10.1 Copula

Funcao utilizada dentro da funcao copulasuavizada:

retvv=function(x,y=numeric(length(x)),z=numeric(length(x)),w){
tam=1length(x)
rz=numeric(tam)
maisdeum=numeric (tam)
for(i in 1:tam){
for(j in 1:tam){if (x[il==x[j] \& yl[il==y[j]) {rz[jl=rz[jl+z[i]
maisdeum[i]=maisdeum[i]+1}}}
for(i in 1:tam){rz[il=rz[i]/maisdeum[i]}
i=1
while(i<=tam){
j=1
while(j<=tam){
if (it=j) {if (rzlil==rz[j]\&x[il==x[j1\&y[il==y[j]) { x=x[-j]
y=y[-j]
w=w[-i]
rz=rz[-j]
tam=length (x)
} else j=j+1
} else j=j+1}
i=i+1}
tammatriz=length(x)
matriz=matrix(0,tammatriz,4)
matriz[,1]=x;
matriz[,2]=y;
matriz[,3]=rz;
matriz[,4]=w
return(matriz)

}

10.1.1 Funcao da Coépula suavizada

copulasuavizada = function(x,y){
n=length(x)

medx=mean (x)

medy=mean (y)

sdx=sd (x)

sdy=sd(y)

maxx=max (abs (x))

maxy=max (abs (y))

y=(y-medy)/sdy

x=(x-medx) /sdx

sortx=sort (x)

sorty=sort (y)

p=seq(0,1,0.025)

w=sortx [p*n]

w=append (v, c (sortx[1]-sdx/maxx,sortx[1]),0)
z=sorty [p*n]

z=append (z, c(sorty[1]-sdy/maxy,sorty[1]),0)
w=append (v, sortx [n] +sdx/maxx, length(w))

z=append(z, sorty[n]+sdy/maxy,length(z))
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fx=numeric(n)

gy=numeric(n)

fazerw=length (w)

fazerz=length(z)

ux=numeric ()

uy=numeric ()

band=(sqrt(n))

for(j in 1:fazerw){for(i in 1:n){fx[il=pnorm((w[j]l-x[i])*band,0,0.3)}
ux[jl=(sum(£fx)/n)}

for(k in 1:fazerz){

for(i in 1:n){gy[il=pnorm((z[k]l-y[il)*band,0,0.3)}
uy[k]= (sum(gy)/n)}

u=retvv(ux,w=w)

v=retvv(uy,w=z)

ux=ul,1]

uy=v[,1]

w=ul,4]

z=v[,4]

fazerw=length (ux)

fazerz=length (uy)

kxy=numeric(n)

fxy=matrix(0,fazerw,fazerz)

for(j in 1:fazerw){

for(k in 1:fazerz){

for(i in 1:n){kxy[il=pnorm((w[jl-x[il)*band,0,0.3)*pnorm((z[k]-y[il)*band,0,0.3)}
fxy[j,kl= (sum(kxy)/n)}}

suppressWarnings (return("u"=ux, "v"=uy, "c"=fxy))

}

10.2 Sibuya

sibuyasuavizada = function(x,y){

n=length(x)

medx=mean (x)

medy=mean (y)

sdx=sd (x)

sdy=sd(y)

maxx=max (abs (x))

maxy=max (abs (y))

y=(y-medy)/sdy

x=(x-medx) /sdx

tamanhow=(max (x) -min(x))/40;
w=seq(min(x)-sdx/maxx,max (x) +sdx/maxx, tamanhow)
tamanhoz=(max (y)-min(y))/40;
z=seq(min(y)-sdy/maxy,max (y)+sdy/maxy, tamanhoz)
fxy=matrix(0,length(w),length(z))

band=sqrt (n)

kxy=numeric(n)

fx=numeric(n)

gy=numeric(n)

fazerw=length(w)

fazerz=length(z)

for(k in 1:fazerz){

for(j in 1:fazerw){

for(i in 1:n){
kxy[i]=pnorm((w[j1-x[i])*band,0,0.3)*pnorm((z[k]-y[il)*band,0,0.3);
fx[i]=pnorm((w[j]-x[i])*band,0,0.3)
gy[il=pnorm((z[k]-y[il)*band,0,0.3) }
fxy[j,kl=fxy[j,k] + (sum(kxy)/n)/(sum(fx)*sum(gy)/n"2)
minimo=max ((sum(£x)/n+sum(gy) /n-1)/ (sum(£x)*sum(gy) /n~2),0)
maximo=min(1/(sum(£x)/n),1/(sum(gy)/n))

if (fxy[j,kl<minimo) fxy[j,k]l=minimo

if (fxy[j,k]>maximo) fxy[j,k]=maximo
kxy=numeric(n)

fx=numeric(n)

gy=numeric(n)
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3

w=sdx*w+medx

z=sdy*z+medy

x=sdx*x+medx

y=sdy*y+medy
return("w"=w,"z"=z,"s"=fxy)

}

10.3 Teste sibuya

sibuyateste=function(x,y){
n=length(x);
f=numeric(n)
g=numeric(n)
for(j in 1:m){
for(i in 1:n){
if (x[il<=x[j1) £[jl=(£[j1+1);
if (ylil<=y[j1) gljl=(gljl+1);
3
hfg=numeric(n)
for(k in 1:n){
for(j in 1:m){
if (x[j1<=x[k]1\&y[jl<=y[k]) hfglkl= hfgl[k]l+1;
3}
£=f/(n);
g=g/(n);
hfg=hfg/(n);
simpirica=numeric(n)
for(i in 1:n){
simpiricalil=hfgl[il/ (£ [i]*g[i])
¥
mediasoma=sum(simpirica)/(n);
xsquare=sum((simpirica-mediasoma)~ 2)/((n-1));
zn=(mediasoma-1)*sqrt (n)/sqrt (xsquare) ;
intervalo=numeric(2);
intervalo[1]=mediasoma-1.96%sqrt (xsquare)/sqrt(n);
intervalo[2]=mediasoma+1.96*sqrt (xsquare)/sqrt(n);
print ("0 intervalo de Confianga para 95\% é:");
print (intervalo);
print("valor z supostamente de uma N(0,1)")
print(zn);
print("Valor médio de Sibuya")
print (mediasoma)

}

10.4 Chi-plot

chiplot=function(x,y){
n=length(x)
f1=numeric(n)
gl=numeric(n)
ch=numeric(n)
chi=numeric(n)
xsort=sort (x)
ysort=sort (y)
yysort=y[order(x)]

for(i in 1:m){

j=t
k=1
contl=-1
cont2=-1
menorx=T
menory=T

while(menorx){ \
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if (xsort [j1<=x[i]){ contl=cont1+1

j=j+1

if (j>n) menorx=F } else menorx=F
}

while (menory){

if (ysort [k]<=y[i]){ cont2=cont2+1

k=k+1

if (k>n) menory=F} else menory=F
}

f1[il=cont1

gilil=cont2

j=1

k=1

cont=-1

menor2=T

while (menor2){

if (xsort [k]<=x[i]){k=k+1

if (k>n) menor2=F} else menor2=F
¥

k=k-1

menor3=j<=k

while(menor3){ if (yysort[jl<=y[i]) {cont=cont+1}

ch[il=cont}
f1=f1/(n-1)
gl=g1/(n-1)
hfg=ch/(n-1)
f2=numeric()
g2=numeric ()
for(i in 1:m){
£2[i]=£f1[i]-0.5
g2[il=g1[i]-0.5

chilil=(hfglil-f1[i]*g1[i])/(sqrt(£1[i1*(1-£1[i])*g1[il*(1-g1[il)))

}
lambda=numeric(n)
sinal=numeric(n)
maxi=numeric(n)

for(i in 1:n){

if (£2[il*g2[i]1<0) sinal[il=-1 else sinallil=1
if ((£2[i]1)"2<(g2[i])"2) maxil[il=(g2[i])"2 else maxil[il=(£2[i])"2

lambda[i]=4*sinal[i]*maxi[i]

}

return("x"=x,"y"=y,"1"=lambda, "chi"=chi)

}

10.5 Caso com Censura

#Utilizados na Construgdo da densidade bivariada

N=function(s,t,xa,ya){
n=length(xa)

cont=0

for(i in 1:n) if(xalil>s&yalil>t) cont=cont+1

return(cont)

}

gama=function(s,t,xa,ya,cy,j){ if (xa[jl>s&yal[jl<=t&cy[jl==0) return(1) else return(0) }

G=function(pf,sf,xa,ya,cx,cy){
n=length(xa)

fi=1

f2=1

for(i in 1:n) fi=fix(N(xal[il,0,xa,ya)/(N(xal[i],0,xa,ya)+1))"~(1-cx[il)
for(i in 1:n) f£2=f2x(N(sf,yalil,xa,ya)/(N(sf,yalil,xa,ya)+1))" (gama(pf,sf,xa,ya,cy,i))

return (f1*£2)
}

if (j>k) menor3=F}
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I=function(pt,st){ if (pt>st) return(l) else return(0) }

####densidade bivariada
densidade.censurada=function(xa,ya,cx,cy,s,t){

n=length(xa)

fxy=matrix(0,length(s),length(t))
band1=1/bw.nrd0(xa)
band2=1/bw.nrd0(ya)

AGl=matrix(,n,n)
for(l in 1:n){
for(i in 1:n){if(i==1) AG1[i,1]=0 else AG1[i,1]= G(xali-1],yal[l],xa,ya,cx,cy) }}

AG2=matrix(0,n,n)
for(l in 1:n){
for(i in 1:n){AG2[i,1]= G(xalil,yal[ll,xa,ya,cx,cy) }}

kxy=matrix(0,2,n)
fazers=length(s)
fazert=length(t)
for(k in 1:fazert){
for(j in 1:fazers){
for(l in 1:n){
for(i in 1:n){

kxy[1,i]=dnorm((s[j]l-xa[il)*band1)*dnorm((t[k]-ya[1l])*band2)*cy[1]1*(I(1,i-1)/(AG1[i,1]+1)-I(1,i)/(AG2[i,1]+1))

}
fxy[j,k]1=fxy[j,k]+(sum(kxy)/n)*(band1*band2)
¥
}
}
return(fxy)
}

#######contrugcao densidades univariadas
KMu=function(xa,cx){
n=length(xa)

sobrev=numeric(n+1)

for(i in 2:n){

termo=1

cxorderx=cx[order(xa)]

for(j in 1:(i-1)){
termo=((n-(j))/(n-(j)+1)) " (cxorderx[j]) *termo
¥

sobrev[i]=termo

}

sobrev[1]=1

s=numeric(n)

for(i in 1:(n-1)) s[il=sobrev[i]-sobrev[i+1]
s[n]=sobrev[n]
suppressWarnings (return(s, "KM"=sobrev))

}

##Densidade suavizada univariada

dsu=function(x,ss=ss$s,s){

orderx=sort (x)

band=1/bw.nrd0 (x)

n=length(orderx)

fxy=numeric(length(s))

kxy=numeric(n)

for(j in 1:length(s)){

for(i in 1:n){

kxy[i]=ss[i]*dnorm((s[j]-orderx[i])*band)
¥
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fxy[j]=sum(kxy)*band
}

return(fxy)

}

###Kapla Meier Bivariado
Sobrev=function(s,t,xa,ya,cx,cy){

n=length(xa)

cont1=0

for(i in 1:n) if(xa[il>=s&yalil>=t) contl=conti+1
contl=contl/n

nmax=numeric(n)

for(i in 1:n){
cont2=0
for(j in 1:n){ if (max(xa[jl,yal[jl)>=max(xa[il,yalil)) cont2=cont2+1
nmax [i]=cont2+1
}
}
prodi=1
for(i in 1:n) if (max(xalil,yalil)<=max(s,t)) prodi=prodi*(1-(1-cx[il*cy[il)/nmax[i])
res=contl/prodi

return(res)

KMvalor=function(x,xa,cx){

xortxa=sort (xa)

nx=length(xa)

pos=1

for(j in 1:(nx-1)) if (x>xortxaljl&x<=xortxal[j+1]) pos=j+1
if (x>xortxa[nx]) pos=nx+1

valor=KMu(xa,cx)$KM[pos]

return(valor)

}

EB=function(xa,ya,cx,cy){

n=length(xa)
xas=xa
yas=ya
cxs=cx

cys=cy

tcensurado=T
k=1
while(tcensurado){
if (ex[k]==01lcy[k]==0) { xa=xal[-k]
ya=ya[-k]
cx=cx[-k]
cy=cy[-kl} else k=k+1
if (k>=length(xa)) tcensurado=F
}
cy=cy [order(ya)]
ya=ya[order(ya)]

cx=cx [order(xa)]

xa=xa[order (xa)]

xa=append(xa,0,0)
xa=append (xa, (1+1/n) *max (xa) ,1length(xa))
nx=length(xa)

ya=append(ya,0,0)
ya=append(ya, (1+1/n) *max (ya) ,length(ya))
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ny=length(ya)

cx=append(cx,1,0)
cx=append(cx,1,length(cx))
cy=append(cy,1,0)
cy=append(cy,1,length(cy))

nx=length(xa)

ny=length(ya)

rsobrev=matrix(,nx,ny)
for(i in 0:(nx-1)){
for(j in 0:(ny-1)){
rsobrev[i+1,j+1]=Sobrev(xali+1],yalj+1],xas,yas,cxs,cys)
}
}

KMS=matrix(0,length(su),length(tu))
eixox=numeric(length(su))

eixoy=numeric(length(tu))

for(k in 1:length(su)){

somal=0

for(i in 0:(nx-1)){
somal=somal+xal[i+1]*choose(nx-1,i)*sulk]"(i)*(1-sulk]l) "~ (nx-1-(i))
}

eixox[k]=somal

}

for(k in 1:length(tu)){

soma2=0

for(i in 0:(ny-1)){
soma2=soma2+ya[i+1]*choose (ny-1,i)*tulk]~ (i)*(1-tulk]l)~(ny-1-(i))
}

eixoy [k]=soma2

}

for(k in 1:length(su)){
for(m in 1:length(tu)){

soma=0

for(i in 0:(nx-1)){

for(j in 0:(ny-1)){

soma=soma+rsobrev[i+1, j+1]1*choose(nx-1,i)*choose(ny-1,j)*sulk] "~ (i)*(1-sulk]l) "~ (nx-1-(i))*tulm] " (j)*(1-tulml) " (ny-1-(j))
}

¥

KMS [k ,m] =soma

}

}

KMS[1,1]=1

suppressWarnings (return("x"=eixox,"y"=eixoy,KMS))

}

#kapla meie suavizado com as escolhas nos pontos s

Kmsuave=function(s,xa,spulo){

ns=length(s)
nx=length(xa)

resultado=numeric(ns)
soma=numeric (nx)
band=1/bw.nrd0(xa)

for(i in 2:mns){
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for(k in 1:nx){

soma [k]=spulo [k]*(pnorm((s[i]-xa[k])*band))
}

resultado[i]=1-sum(soma)
}

resultado[1]=1

return(resultado)

}

#fungdo risco acumulado dado maior que tO
hazard.pt.dado.st.maior.stO=function (kmx,kmy,xa,ya,cx){
mdux=matrix(,length(kmy) ,length (kmx))
lengt=length (kmy)
for(k in 1:lengt){
xfazer=numeric()
cfazer=numeric()
for(j in 1:length(ya)) if(yal[jl>kmy[k]) {xfazer=append(xfazer,xa[jl,0)
cfazer=append(cfazer,cx[j],0)}
if (length(xfazer)>1) {k.m=KMu(xfazer,cfazer)
res=dsu(xfazer,k.m$s,kmx)
res2=Kmsuave (kmx,xfazer,k.m$s)}
minKMS=min(res2[res2!=0])/2
for(v in 1:length(res2)){
if (res2[v]l==0) res2[v]=minkKMS }
mdux [k,]=res/res2
}
return(mdux)

}

#estimador de theta

est.theta=function(xa,cx,ya,cy,print=T){

KMS=EB(xa,ya,cx,cy)

fxy=densidade.censurada(xa,ya,cx,cy,KMS$x,KMS$y)

htO=hazard.pt.dado.st.maior.st0(KMS$x,KMS$y,xa,ya,cx)
hsO=hazard.pt.dado.st.maior.st0(KMS$y,KMS$x,ya,xa,cy)

minKMS=min (KMS$KMS [KMS$KMS!=01) /5

if (minKMS>0.05) minKMS=0.0005

for(k in 1:length(KMS$x)){

for(j in 1:length(KMS$y)){

if (KMS$KMS [k, j]1==0) KMS$KMS[k,jl=minkKMS }}
RESULTADO1=fxy/KMS$KMS

minhsO=min (hsO[hs0!=0]1)/5

if (minhs0>0.05) minhs0=0.0005

for(k in 1:length(KMS$x)){

for(j in 1:length(KMS$y)){if (hsO[k,jI==0) hsO[k,jl=minhsO }}

minhtO=min(htO0[ht0!=0]1)/5

if (minht0>0.05) minht0=0.0005

for(k in 1:length(KMS$x)){

for(j in 1:length(KMS$y)){if(ht0[j,k]1==0) htO[j,kl=minht0 }}

RESULTADO=RESULTADO1/ (t (ht0) *hs0)

maxR=max (RESULTADO [RESULTADO!="Inf"])

for(k in 1:length(KMS$x)){
for(j in 1:length(KMS$y)){if (RESULTADO[k,jl=="Inf") RESULTADO[k,jl=maxR }}

if (print){
par (mfrow=c(2,2))
plot(xa,ya,type="n",xlab="Scatter Plot",ylab="")
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for(i in 1:length(cx)){
if (cx[i]==1&cy[i]l==1) points(xal[il,yalil) else points(xali]l,yalil,pch=19)
}

contour (KMS$x ,KMS$y ,RESULTADO, levels=1,xlim=c (min(xa) ,max(xa)),ylim=c (min(ya) ,max(ya)),xlab="=1",ylab="")
for(i in 1:length(cx)){
if (cx[il==1&cy[i]l==1) points(xal[il,yalil)

}

contour (KMS$x ,KMS$y ,RESULTADO, levels=c(0.8,0.5) ,x1lim=c(min(xa) ,max(xa)),ylim=c (min(ya) ,max(ya)),xlab="=0.5, 0.8",ylab="")
for(i in 1:length(cx)){

if (cx[il==1&cy[i]l==1) points(xal[il,yalil)

¥

contour (KMS$x ,KMS$y ,RESULTADO, levels=c(1.3,4) ,xlim=c(min(xa) ,max(xa)),ylim=c(min(ya) ,max(ya)),xlab="=1.3, 4",ylab="")
for(i in 1:length(cx)){

if (cx[il==1&cy[il==1) points(xa[il,ya[il)

+r

suppressWarnings (return (KMS$x,KMS$y ,RESULTADO) )

¥

#dados do exemplo real 7.7.4

xa=c(37, 19, 57, 93 ,16 ,22 ,20 ,18 ,63 ,29 ,60)
cx=c(1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0)

ya=c(29 ,13, 15, 26, 11, 17, 26, 21, 43, 15, 40)
cy=c(rep(1,11))

est.theta=(xa,cx,ya,cy)
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