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Resumo

Vérios autores tém preferido modelar dados de sobrevivéncia na presencga de
covariaveis por meio da func@o de risco, fato este relacionado a sua interpretacao. A
funcao de risco descreve como a taxa instantanea de falha se modifica com o passar do
tempo. Neste contexto, um dos modelos mais utilizados ¢ o modelo de Cox (1972) sendo
que a suposicao bésica para o seu uso é que a razao das taxas de falhas, de dois quaisquer
individuos, sejam proporcionais. Contudo, experiéncias mostram que existem dados de
sobrevivéncia que nao podem ser acomodados pelo modelos de Cox. Este fato tem sido
determinante no desenvolvimento de varios tipos de modelos de risco nao proporcional.
Entre eles podemos citar o modelo de falha acelerado (Prentice, 1978), o modelo de risco
hibrido (Etezadi-Amoli e Ciampi, 1987) e os modelos de risco hibrido estendido (Louzada-
Neto, 1997 e 1999). Mackenzie (1996) propds uma nova familia paramétrica de modelo
de risco nao proporcional intitulado modelo de risco logistico generalizado dependente
do tempo (Generalized time-dependent logistic model-GTDL). Este modelo é baseado na
generalizagao da fungao logistica padrao para a forma dependente do tempo e é motivado
em parte por considerar o efeito do tempo em seu ajuste e, em parte pela necessidade de
considerar estrutura paramétrica. O modelo de fragilidade (Vaupel et al., 1979, Tomazella,
2003, Tomazella et al., 2004) é caracterizado pela utilizagao de um efeito aleatorio, ou seja,
de uma variavel aleatoria nao observavel, que representa as informagoes que nao podem
ou nao foram observadas, como por exemplo, fatores ambientais e genéticos, ou ainda
informagoes que, por algum motivo, nao foram consideradas no planejamento. A variavel
de fragilidade é introduzida na modelagem da funcao de risco, com o objetivo de controlar
a heterogeneidade nao observavel das unidades em estudo, inclusive a dependéncia das
unidades que compartilham os mesmos fatores de risco. Neste trabalho consideramos uma

extensao do modelo GTDL utilizando o modelo de fragilidade como uma alternativa para
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modelar dados que nao tem uma estrutura de risco proporcional. Sob uma perspectiva
Classica, fizemos um estudo de simulacao e uma aplicagao com dados reais. Também

utilizamos a abordagem Bayesiana para um conjunto de dados reais.

Palavras-chave: Abordagem bayesiana. Analise de sobrevivéncia. Fragilidade.

Modelo logistico generalizado dependente do tempo. Probabilidade de cobertura.



Abstract

Several authors have preferred to model survival data in the presence of covari-
ates through the hazard function, a fact related to its interpretation. The hazard function
describes as the instantaneous average of failure changes over time. In this context, one
of the most used models is the Cox’s model (1972), in which the basic supposition for its
use is that the ratio of the failure rates, of any two individuals, are proportional. How-
ever, experiments show that there are survival data which can not be accommodated by
the Cox’s model. This fact has been determinant in the developing of several types of
non-proporcional hazard models. Among them we mention the accelerated failure model
(Prentice, 1978), the hybrid hazard model (Etezadi-Amoli and Ciampi, 1987) and the ex-
tended hybrid hazard models (Louzada-Neto, 1997 and 1999). Mackenzie (1996) proposed
a parametric family of non-proportional hazard model called generalized time-dependent
logistic model - GTDL. This model is based on the generalization of the standard logistic
function for the time-dependent form and is motivated in part by considering the time-
effect in its setting and, in part by the need to consider parametric structure. The frailty
model (Vaupel et al., 1979, Tomazella, 2003, Tomazella et al., 2004) is characterized by
the use of a random effect, ie, an unobservable random variable, which represents informa-
tion that or could not or were not collected, such as, environmental and genetics factors,
or yet information that, for some reason, were not considered in the planning. The frailty
variable is introduced in the modeling of the hazard function, with the objective of control
the unobservable heterogeneity of the units under study, including the dependence of the
units that share the same hazard factors. In this work we considered an extension of the
GTDL model using the frailty model as an alternative to model data which does not have
a proportional hazard structure. From a classical perspective, we did a simulation study

and an application with real data. We also used a Bayesian approach to a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria para dados de sobrevivéncia tem sido bastante desenvolvida com o obje-

tivo de estudar a funcao de risco/sobrevivéncia de um individuo ou sistema.

A analise de sobrevivéncia permite determinar quais variaveis afetam a forma da
funcao de risco e obter estimativas destas func¢oes para cada individuo ou componente.
Este estudo envolve o acompanhamento de individuos até a ocorréncia de algum evento de
interesse, por exemplo, a falha (morte) do mesmo. Em estudos médicos, uma abordagem
padrao para analisar dados de sobrevivéncia é empregar o modelo de riscos proporcionais
de Cox (1972). Essa abordagem permite incorporar covariaveis e estimar os parametros

de regressao associados a estas covariaveis.

Cada vez mais experiéncias tém mostrado que nem todos dados de sobrevivéncia
comportam a suposicao de risco proporcional, o que tem conduzido para o desenvolvimento
de véarios tipos de modelos de riscos nao proporcionais. Como exemplo citamos: modelo de
riscos aditivos para dados agrupados (Aranda-Ordaz, 1983 e Tibshirani e Ciampi, 1983),
modelo de risco logistico generalizado dependente do tempo (Mackenzie, 1996), que foi uti-
lizado por Mackenzie (1997) para eventos recorrentes e modelo parcialmente paramétrico
de McKeague e Sasieni (1994). Este tltimo modelo explora o desenvolvimento moderno
da teoria de processos de contagem aplicados a estrutura semiparamétrica discutida por
Andersen e Gill (1982). Contudo o uso de modelos paramétricos que nao apresentam a
estrutura de risco proporcionais oferecem uma abordagem alternativa, a qual nao podem

ser descartada.



Uma suposicao usual feita em analise de efeito de tratamento ou fatores de risco
em sobrevivéncia é que individuos sao condicionalmente independentes dada as covaria-
veis observadas. Quando se trata de eventos multiplos ou repetitivos para um mesmo
individuo a suposi¢ao de dependéncia pode ser questionavel. Motivado por esta situacao

de dependéncia Vaupel et al. (1979) introduziu o primeiro modelo de fragilidade.

A variavel de fragilidade é introduzida na modelagem da func¢ao de risco com o
objetivo de controlar a heterogeneidade nao observavel das unidades em estudo inclusive
a dependéncia, representando as informacoes que ou nao podem ou nao foram observadas,
tais como fatores ambientais e genéticos, ou informacoes que por algum motivo nao foram

consideradas no planejamento.

Suponha que dois individuos tenham os mesmos valores das covariaveis obser-
vadas, mas nem por isso ¢é esperado que estes venham a experimentar o evento de interesse
ao mesmo tempo. Neste caso existem fatores genéticos e ambientais, entre outros, que ou
nao podem ser medidos ou que por algum motivo nao foram incorporados no estudo, mas
que influenciam na determinacao do tempo de falha. Esta ¢ uma situacao, dentre outras,

que é mais interessante utilizar modelos com fragilidade.

Nos modelos de fragilidade as candidatas naturais a distribuicao de fragilidade,
devido as suas caracteristicas, sao as distribuicoes gama, log-normal, inversa gaussiana
e Weibull. Vaupel et al. (1979) e Clayton (1978) foram os primeiros a usar modelos de
fragilidade considerando a distribuigao gama; Oakes (1982) foi o primeiro a considerar o
modelo de fragilidade para dados multivariados, usando também a gama para a variavel de
fragilidade. Clayton e Cuzick (1985) e Tomazella et al. (2004) sao alguns dos autores que
utilizaram a distribuicao gama em seus estudos. Outras distribuicoes foram propostas,
como por exemplo, Hougaard (1984) sugeriu a distribuigdo gaussiana inversa para estudar
métodos de tabela de vida, Korsgaard et al. (1998) utilizou a distribui¢ao log-normal,
Hougaard (1986a, b) sugeriu uma distribui¢ao que generaliza, como por exemplo, a gama e
a gaussiana inversa e Aalen (1988), prop6s uma distribui¢ao que tem como caso particular

a distribuigao sugerida por Hougaard (1986a, b).

Neuhaus et al. (1992) e Henderson e Oman (1999) mostraram que ignorar a
fragilidade, quando esta existe, pode levar a vicios na estimacao do efeito das covariaveis,

e com isso levar a erros na interpretacao dos coeficientes do modelo de regressao.
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Com o avanco e popularizacao de computadores e softwares os calculos mais
rapidos e precisos beneficiaram a utilizacdo da abordagem bayesiana, Clayton (1991) foi
o primeiro autor a utilizar a abordagem bayesiana para modelos com fragilidade, outros
depois também usaram esta abordagem, dentre eles podemos citar Korsgaard et al. (1998),

Tomazella et al. (2004).

Na Segao 1.1 apresentamos uma breve introdugao sobre anélise de sobrevivéncia,
com alguns conceitos introdutérios como a construcao da verossimilhanca para dados
censurados e uma técnica nao-paramétrica para estimar a funcao de sobrevivéncia. Na
Secao 1.2 apresentamos a modelagem via fungao de risco utilizando o modelo de Cox. O

objetivo do nosso trabalho esta apresentado na Secao 1.3.

1.1 Introducao & Analise de Sobrevivéncia

Quando estudamos o tempo de vida de determinado componente (individuo), e
queremos saber quando este vem a falha (morrer), notamos que o tempo em que ocorre
o evento nao é deterministico, ou seja, trabalhamos com um evento aleatorio represen-
tado pelo tempo de ocorréncia. Para estudarmos o evento, suponhamos 7" uma variavel
aleatoria que represente o tempo até a falha do componente (morte do individuo). A area
da estatistica que estuda esta situagdo é chamada analise de confiabilidade (sobrevivén-

cia).

Em analise de sobrevivéncia os dados sao caracterizados pelos tempos de falha e,
muito freqlientemente, pelas censuras. Normalmente um conjunto de covaridveis também

¢é adotado no estudo.

Uma duavida que geralmente se apresenta para estudantes que iniciam na area de
analise de sobrevivéncia é: por que nao utilizar métodos de regressao usuais para analisar

estes dados?

A resposta é muito simples: modelos de regressao usuais nao incluem o fato de
termos dados censurados. Como, em geral, o tamanho da amostra em estudos clinicos nao
é grande, descartar os dados censurados neste caso seria inviavel. Com isso, precisamos

desenvolver métodos para analisar observacoes que apresentam censuras.
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Suponha que estamos interessados em estudar uma determinada doenga, ou me-
lhor dizendo, estudarmos o tempo que alguns pacientes demoram para morrer devido a
uma determinada doenga. Suponha também que o estudo (coleta de informagoes) tem
um limite de tempo e, existem individuos que estao no estudo e nao chegaram a mor-
rer neste intervalo de tempo e ainda nao queremos descartar estes individuos do estudo.
Conseqiientemente adotaremos que o tempo de falha dos individuos que nao morreram
no intervalo de tempo do estudo é maior do que o tempo maximo de estudo. Dizemos
entao, que estes tempos sao censurados. Adicionaremos entao ao estudo uma variavel que

indicaré se os tempos observados sao de falha ou de censura.

A seguir definiremos as censuras mais comuns em estudos de analise de sobre-
vivéncia.
e Censura Tipo I ou a direita

Este tipo de censura ocorre quando, geralmente, o tempo para o fim do estudo é
pré-estabelecido; assim, alguns individuos deixam de experimentar o evento de interesse
ao fim deste estudo, tendo os seus tempos de vida censurados a direita. Um exemplo
para esse tipo de censura é quando um determinado banco deseja verificar o tempo até
que os clientes, de determinada carteira, se tornam inadimplentes. Estuda-se portanto,
esta carteira durante um tempo pré-determinado pela instituicao e ao fim, alguns desses
deixaram de experimentar o evento de interesse (portanto nao sao inadimplentes), obser-

vando assim, a censura do tipo L.
e Censura Tipo II

Quando o estudo sera terminado ap6s um determinado ntmero, n, de individuos
experimentar o evento de interesse, ou seja, apdés um ntumero n de ocorréncias a pesquisa
¢ finalizada e os individuos que deixaram de experimentar o evento de interesse terao seus

tempos censurados.
e Censura Aleatoria

Diferentemente das outras, este tipo de censura foge ao controle do pesquisador.
Geralmente ocorre quando o individuo abandona determinado experimento sem ter ex-
perimentado o evento de interesse. A censura aleatoria é um caso mais comum, tendo

como caso particular a censura tipo I ou censura a direita, por exemplo, se o paciente
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morrer por uma razao diferente da estudada.

Existem outros tipos de censuras (ver por exemplo Lawless, 1982, Colosimo e

Giolo, 2006).

Um fato importante é identificar se o tempo observado é tempo de falha ou de

censura; para isso é adotado uma variavel que é definida da seguinte forma,

1, se é tempo de falha
0; = (1.1)

0, se é um tempo de censura,
sendo que i = 1,...,n representa as n unidades (individuos).

Suponhamos que a variavel aleatoria T, T' > 0, tenha fun¢ao de densidade de pro-
babilidade denotada por f(t). Podemos descrever a fungao de densidade de probabilidade
como o limite da probabilidade de um individuo falhar no intervalo de tempo [t,t + At]

por unidade de tempo e expressar como sendo,

) = 1im Pt <T <t+Al)

Jim Az . (1.2)

A estimacao da probabilidade de um individuo sobreviver pelo menos até o tempo
t, ¢ um dos principais interesse na analise de sobrevivéncia. Para estimar esta probabili-

dade definimos a funcao de sobrevivéncia, que é dada por,
t
S()=P(T>#)=1-P(T <t)=1— / Flu)du = 1— F(#), (1.3)
0

sendo F(t) a funcao distribui¢ao acumulada.

A funcao (1.3) é decrescente no intervalo de tempo [0,00), tal que S(0) = 1 e
S(o0) = 0.

O taxa instantaneo de um individuo sofrer o evento no intervalo [¢,t + At], dado
que ele sobreviveu até o tempo t é dado por

Pt<T AT >
h(t) = lim (t<T<t+At|I' > 1)
At—01 At

. (1.4)

Existem algumas importantes relagoes entre as equagoes (1.2), (1.3) e (1.4) que

Sao
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h) = gig _ _;(It(;) :—%(znsa)), (1.5)
S(t) = e Johwdn — o=H () (1.6)

Algumas outras relagoes ainda podem ser construidas a partir destas (ver Colosimo

e Giolo, 2006).

1.1.1 Funcao de Verossimilhanca

Como é comum em anélise de sobrevivéncia a presenca de observagoes censuradas,

consideramos tal fato na hora de construir a fungao de verossimilhanca.

Seja uma amostra aleatéria de tamanho n na qual observamos, para cada indivi-
duoi (i =1,...,n), a seguinte dupla (¢;,d;), temos como variavel resposta o tempo (¢;) e

0; informando se o tempo observado é de falha ou nao.

Sabemos que no caso de observagoes nao censuradas, a contribuicao para a ve-
rossimilhanca ¢ a funcao de densidade de probabilidade. Para observacoes censuradas
consideramos que a contribuicao desta seré a funcao de sobrevivéncia. Vamos supor que
temos um modelo paramétrico com apenas um parametro, denotado por 6 e considerando
a censura nao informativa. Com isso obtemos a fungao de verossimilhanca para 6, dada

por,

n

Llt.8) = oS, (1.7)

i=1
utilizando a equagao (1.5) reescrevemos a equagao (1.7) da seguinte forma

n

L(6]t,8) = ] [n(t: 0)1"[S(t::0)]. (18)

i=1

A fungao de verossimilhanga dada pela equacao (1.8) é valida para todos os tipos

de censuras citadas neste trabalho.
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1.1.2 Técnicas Nao-Parameétricas

Na literatura de anélise de sobrevivéncia sao encontrados alguns estimadores
da funcao de sobrevivéncia obtidos por técnicas nao-paramétricas. Podemos citar, como
exemplo, o estimador de Nelson-Aalen proposto por Nelson (1972) e o proposto por Kaplan

e Meier (1985). Este altimo ¢ um dos mais utilizados e por isso apresentamos a seguir.

Estimador de Kaplan-Meier

O estimador de Kaplan-Meier sugerido por Kaplan e Meier (1985) é uma adap-
tacao da funcao de sobrevivéncia empirica, pois este incorpora dados censurados. A funcao

de sobrevivéncia empirica, na auséncia de censuras, é definida como

n° de observagoes que nao falharam até o tempo t

Sp(t) =

Y

n° total de observagoes no estudo

sendo S/Y;(t) uma fungao escada com degraus nos tempos observados de falha de tamanho
1/n, e n o tamanho da amostra. Se existir empates em certo tempo ¢, o tamanho do

degrau fica multiplicado pelo nimero de empates.

O estimador de Kaplan-Meier, na sua construcao, considera tantos intervalos de
tempo quantos forem o nimero de falhas distintas. Ou seja, suponha n individuos no
estudo e k falhas distintas nos tempos ¢; < to < ... < t;. Considerando Sk () uma
funcao de probabilidade discreta com probabilidade diferente de zero somente nos tempos

de falha t;, 7 = 1,..., k, tem-se que

Skm(t;) =1 —q)(1—q)...(1—g),
sendo que g; é a probabilidade de um individuo morrer no intervalo [t;_,%;) sabendo que

ele nao morreu até t;_;. Considere t; = 0.

O estimador de Kaplan-Meier se reduz a estimar ¢; que é dado por:

. n° de falhas em ¢;
4; =

n°® de observagoes sob risco em ¢;_;

para j =1,..., k.
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A expressao geral do estimador de Kaplan-Meier pode ser apresentada da seguinte

forma,

sabendo que,
o1 <ty <..<t, para k tempos distintos e ordenados de falhas,
e d; ¢ o numero de falhasem ¢;, 5 =1,...,k e

e n; ¢ o nimero de individuos sob risco em ?;, ou seja, os individuos que nao
falharam e nao foram censurados até o instante imediatamente anterior a ¢;, j = 1,...,k

(Colosimo e Giolo, 2006).

1.2 Modelagem via Funcao de Risco

Quando estamos interessados em estudar a sobrevivéncia de pacientes, uma al-
ternativa é usar a funcao de risco. O primeiro modelo proposto na literatura que utiliza
covariaveis e a modelagem de risco ¢ o de Cox (1972) e desde entdo vem sendo extrema-
mente utilizado. Este fato pode ser explicado pela seguinte frase "Este modelo é o mais
utilizado em estudos clinicos por sua versatilidade "(ver Colosimo e Giolo, 2006), a ver-
satilidade deste modelo é devido aos fatos que a funcao de risco pode assumir diversas

formas e a forma semi-paramétrico do modelo deixa-lo flexivel.

1.2.1 Modelo de Riscos Proporcionais de Cox

Considere que para n individuos foram coletados o seguinte termo (¢;, d;, x;), sendo
t; e 0; como apresentados em (1.1) e X; = (41, Zi2, ..., Tip), ¢ = 1,...,n e p é a quantidade

de covariaveis. O modelo de risco proporcional proposto por Cox (1972) é dado por

h(t) = ho(t)g(x'B),

sendo que ho(t) representa a funcdo de risco de base para a unidade quando x = 0,
B = (b1, Pa,...,0p) € o vetor de coeficientes a serem estimados e ¢g(x’3) ¢ uma fungao

nao-negativa normalmente utilizada como exp(x’'3).
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O modelo em questao pode ser chamado de paramétrico ou semi-paramétrico,
pois é composto pelo produto de dois componentes, um paramétrico (exp(x’3)) e o outro
(ho(t)) podendo ser paramétrico ou ndo. O componente hy(t) quando nao paramétrico é
especificado ser uma fungao nao negativa do tempo; quando paramétrico, pode assumir
distribuigoes como Weibull, exponencial entre outras (neste caso nao ¢ mas o modelo
proposto por Cox (1972), mas sim uma modificagdo). A outra parte, exp(x’3), mede o

efeito das covariaveis.

Chamamos o modelo de Cox de modelo de risco proporcional, pois, considerando

dois individuos, 7 e j, a razao das fungoes de risco é

A(t) exp(Bz;) _ exp(Bz;)
A(t) exp(Bz;)  exp(Bx;)

observe que o efeito do tempo desaparece e a razao é proporcional para qualquer instante

= exp|f(z; — x;)]-

de tempo t.

Este modelo assume que o vetor de covariaveis tem um efeito multiplicativo na
funcao de risco. Este fato implica que a estrutura deste modelo impoe proporcionalidade
entre as fungoes de risco de diferentes niveis de covariaveis, nao permitindo que elas se

cruzam e dependa do tempo.

Para interpretar a razao das fungoes de risco serem proporcional, suponha que
o individuo ¢ tenha o valor da sua funcao de risco k vezes o valor da funcao de risco
do individuo 7 no comego do estudo, ou seja, a razao das funcoes de risco é igual a k.
Esta razao com o passar do tempo nao ira se modificar, com isso, a razao dessas mesmas

fungoes de risco, mas agora em qualquer instante de tempo ¢, continua igual a k.

1.3 Objetivo

A modelagem via fungao de risco utilizando covariaveis é uma técnica na analise
de sobrevivéncia que é utilizada, devido ao fato da sua interpretacao. Neste contexto ja
citamos o modelo de Cox (1972), mas este se limita ao fato de que a razao das fungoes de

risco de dois individuos ¢ proporcional.

Viérios outros modelos existentes na literatura vao de encontro ao fato de propor-

cionalidade, ou seja, a razao das fungoes de risco de dois individuos nao sao proporcionais.
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Podemos citar como exemplo o modelo proposto por Mackenzie (1996) que ¢ conhecido

como modelo de risco logistico generalizado dependente do tempo (GTDL).

Usualmente fazemos a suposicao que tempos de sobrevivéncia de individuos dis-
tintos sao condicionalmente independentes dadas as covaridveis observadas. Em alguns
casos esta suposicao pode nao ser valida, como por exemplo, o tempo de sobrevivéncia
quando observado em gémeos ou em individuos da mesma familia. Nestas situacoes é

esperado que o tempo de sobrevivéncia tenha uma certa semelhanca.

Uma alternativa para modelar dados de sobrevivéncia quando a suposicao de
tempos independentes pode nao ser valida, sao os modelos de fragilidade. Vaupel et al.
(1979) e Tomazella et al. (2004) entre outros, utilizaram modelos com fragilidade para

contornar a falta de independéncia.

A partir do modelo GTDL e das técnicas para incorporar a fragilidade, apresen-
tamos o modelo GTDL com fragilidade, com o intuito de desenvolver uma alternativa
para modelar dados de sobrevivéncia quando existe heterogeneidade entre os individuos

e a suposicao de risco proporcional nao se sustenta.

Utilizando inferéncia Classica apresentamos em trés situagoes (sem censura, com
10% e 30% de censura) o calculo da probabilidade de cobertura, o vicio e o erro quadrético
médio. Também, duas aplicagoes com o modelo GTDL com fragilidade, uma com dados

reais e outra com dados simulados.

Desenvolvemos uma abordagem Bayesiana para o modelo GTDL com fragilidade,
aplicamos esta metodologia em dados reais e em dados simulados, sendo que os métodos

MCMC serao utilizados para estudar os parametros de interesse.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentamos
o modelo GTDL, com as suas propriedades, casos particulares e uma aplicacao. No Capi-
tulo 3 mostramos o modelo de fragilidade multiplicativo, o modelo GTDL com fragilidade
e uma aplicacao. Sao apresentados no Capitulo 4, um método de geracao de dados do
modelo GTDL com fragilidade, a probabilidade de cobertura, o vicio, o erro quadratico
médio, os resultados dos ajustes utilizando os modelos GTDL e GTDL com fragilidade e
uma comparagao entre eles. Apresentamos no Capitulo 5 uma abordagem Bayesiana para

o modelo GTDL com fragilidade com uma aplicagao. Para um conjunto de dados reais
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ajustamos os modelos GTDL e GTDL com fragilidade e selecionamos o melhor modelo;
com o modelo GTDL com fragilidade fizemos duas abordagens. No Capitulo 6 sao apre-
sentadas algumas conclusoes e perspectivas de continuidade do trabalho. No Apéndice A
mostramos detalhes do ajuste utilizando dados reais. O algoritmo de Metropolis-Hastings
é apresentado no Apéndice B. No Apéndice C é mostrado o método de convergéncia de

Geweke.



Capitulo 2

Modelo de Risco Logistico (Generalizado

Dependente do Tempo

A motivacao para o desenvolvimento de modelos de risco nao proporcional é
devido ao interesse de explicar os conjuntos de dados que nao sustentam a suposicao de
risco proporcional, neste contexto Mackenzie (1996) propds o modelo de risco logistico
generalizado dependente do tempo (GTDL), sendo que Cremasco (2005) apresentou um
estudo de simulacao e uma abordagem bayesiana para este mesmo modelo. A formulagao
do modelo GTDL ¢é apresentado na Se¢ao 2.1. Na Secao 2.2 mostramos as propriedades
e casos particulares e uma aplicacao com um conjunto de dados reais é apresentado na

Secao 2.3.

2.1 Modelo Logistico Generalizado Dependente do Tempo

Denotando por 7" uma variével aleatéria nao negativa representando o tempo de

falha, a fungao de risco do modelo GTDL ¢é dado por

t /
Wt @, B) = AR XD) 2.1)
1 + exp(at + x'3)
sendo que A > 0 é um escalar, o é uma medida do efeito do tempo e B'=(f1,...,5,)

¢ um vetor de p parametros desconhecidos medindo a influéncia das p covariaveis x’ =
(X1, .0, Xp).

Também considerando 7' uma variavel aleatéoria nao negativa representando o

12
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tempo de falha, a fungao de risco do modelo TDL (logistico dependente do tempo) é dado

por
exp(at +x'3)
h tla, B) = , 2.2
vt B) 1 + exp(at + x'3) (2:2)
cujo v ¢ uma medida do efeito do tempo e B'=(06o, b1, ..., 5p) ¢ um vetor de p + 1 para-
metros desconhecidos medindo a influéncia das p covariaveis x’ = (1,xy,...,%,) e fyp é 0
intercepto.

Mackenzie (2002) mostra o porqué da retirada do parametro 3, do modelo GTDL
e em que sentido foi a evolucao do modelo TDL para o modelo GTDL. A reproducao das

explicagoes é a seguinte. De (2.1) temos,

Oh(tIN,a,8)  explat+x'B)
O\  l+explat+x8) It ., B)

Oh(t|A, a, B)

_ 92
% = A\[9(t|x, o, B) — ¥*(t]x, o, B)].

Como 0 < Y(t|x,a,3) < 1 e normalmente ¢ pequeno, ¥%(t|x,,3) ~ 0 entdo
temos a seguinte relacao

Oh(t|\,a,8) _ Oh(t|\,«a, B)
O\ - 90,

A WVt >0

mostrando que nao existe nova informacao contida em 3, e como os papéis dos pardmetros

A e (B sao inter-changeable, entdao apenas um parametro é necessario no modelo.

A idéia para a original extensao do modelo TDL para o modelo GTDL foi baseada
na necessidade de remover a inconveniente restri¢cao sobre a fungao do risco imposta pelo
modelo TDL, que é 0 < hrpr(tla, B,x) < 1,Vt. Isto levou a incorporagao de A > 0 na

funcao do risco e conseqlientemente a retirada do 3y do modelo.

Utilizando a rela¢ao dada em (1.5), a fungao de sobrevivéncia é dada por,

1 4 exp(at + x'3) })‘/a

SN, o, B) = { 1+ exp(x'0)

usando a equagao (1.5) temos que a func¢ao de densidade de probabilidade é dada por

exp(at + x'8) ) (1 +exp(at +x'8) ) e . (2.3)

ftA @, B) = <A1 +exp(at + xB) 1+ exp(x'8)
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A funcao de verossimilhancga considerando dados censurados é dada por

(/\ explat +x'8) ))‘” (1 + exp(at +x'8) ) e (2.4)

L A|dados) =
(Oé, /67 | a OS) H 1+ eXp(Ozt + X/,B 1+ GXp(X/,B)

=1

Este modelo é denominado modelo de riscos nao proporcionais, pois a razao entre

as fungoes de risco de dois individuos com covariaveis diferentes é dada por,

h(tlx;))  Aexp(at+x8) 1+ exp(at+x;0)
h(tlx;)  1+exp(at+x,3) Aexp(at + x;3)
1 + exp(at + x;0)

T o1r exp(at + x.0) exp[(xi —x;)'A].

Vemos que o efeito do tempo nao desaparece e com isso a nao-proporcionalidade

se torna evidente.

2.2 Propriedades e Casos Particulares

Nesta Secao, apresentamos as principais propriedades do modelo GTDL e grafi-
cos para ilustrar as funcoes de risco e sobrevivéncia. Os casos particulares também sao

expostos nesta Secao.
A funcao de sobrevivéncia se comporta de acordo com o valor de a. Temos que,
e para a > 0, S(0|\, o, 3) = 1 e S(oo|A, 0, B) = 0, ou seja, a fungao de sobre-
vivéncia é propria;

e para o < 0, S(0|\, ., B) = 1 e S(c0|A, a, B) # 0, com isso temos que a fungao
de sobrevivéncia é impropria, ou seja, quando a < 0 temos um modelo de taxa de cura

ou longa duragao.

Na Figura (2.1) temos algumas formas da fungao de sobrevivéncia. Note que as
relagoes citadas acima se verificam nesta ilustracao. Neste caso consideramos o valor da

covariavel igual a 1 (x = 1).
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1.0

0.8
1

0.6

Sobrevivéncia

0.4
1

0.2

0.0
1

t (tempo)

Figura 2.1: Formas da funcao de sobrevivéncia.

O comportamento da funcao de risco é de extremo interesse para pesquisadores
que utilizam a func¢ao de risco para modelar dados de sobrevivéncia, o comportamento da
funcao de risco varia de acordo com os valores de «a:

e para a > 0, a funcao de risco é crescente;

e para a < 0, a funcao de risco é decrescente;

e para o = 0, a funcao de risco é constante;

Algumas formas da funcao de risco e as restricoes para que as fungoes sejam

crescente e decrescente sao mostradas na Figura (2.2). Aqui também utilizamos x = 1.

o dmfe - - —- —- —
B “ I
\/ N — a=0,1,p=-2,1=0,2
/. AN - - a=-0,15=1,1=0,2
\ — a=0,2,p=-1,A=0,2
/ N . .= a=-0,253=0,4,A=0,2
n * N ® e 0=0,=0,4,A=0,2

Risco
0.10

0.05

t (tempo)

Figura 2.2: Formas da funcao de risco.
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Notemos que o modelo dado pela equagao (2.1) caracteriza uma familia tri-
paramétrica (A, «, 3) de variaveis aleatérias ndo negativa com fungdo de densidade de

probabilidade dada por,

Ftx, A o, B) = Ap(a, B)[a(er, B)g(B)]M*,

sendo que os componentes individuais sao fungoes simples do modelo logistico multiplo

dependente do tempo,

p(a, B) = exp(at +x'8)/[1 + exp(at + X'B)], (2.5)
q(a; B) = 1/[L + exp(at + x'B)], (2.6)
9(B) = 1+ exp(X'B). (2.7)

Os casos particulares do modelo GTDL sao descritos em 2.2.1 a 2.2.4.

2.2.1 Modelo de Taxa de Cura ou Longa Duracao

Quando a < 0 temos que o modelo GTDL se torna um modelo de longa duracao,
para mais detalhes de modelos de longa duragao ver Ibrahim et al. (2001). Um fato impor-
tante quando se tem um modelo de longa duracao é a expressao da fracao de cura. Para
encontrarmos esta fracao fazemos o limite quando t — oo na funcao de sobrevivéncia;

com isso, encontramos a fracao de curados ou taxa de cura, que chamamos de p,

p= lim Siix A a.8) = tm (FLE200ETEN) T
! % ] / =2
~ (T im0+ exla X))
= (L exp(d@)" (2.8)

Para exemplificar este caso particular geramos um grafico com os seguintes valores

para os parametros

a=-0,30; A\=10,15 ¢ 8 = 3,00.
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Adotamos que a covariavel receba dois valores, desta forma simulamos dois gru-

pos, a covariavel é definida por

x =1, grupo A
sHp (2.9)
x =0, grupo B.

Utilizando a equagao (2.8) encontramos os seguintes valores para a fragao de cura
e para o grupo A, p = 0,22;
e para o grupo B, p =0, 71.

A Figura 2.3 representa as fungoes de sobrevivéncia em (a) e a de risco em (b).
Na Figura 2.3 (a) existem linhas representando o valor da fra¢do de cura para os grupos
e a longa duragao fica evidente. As curvas de risco apresentadas na Figura 2.3 (b) sdo

decrescente.

@ (b)
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0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 2.3: Fungoes de sobrevivéncia em (a) e de risco em (b).

A Figura 2.4 mostra algumas formas da funcao densidade de probabilidade dada

em (2.3) com a restrigdo a < 0, observamos que a curvas sao decrescente.

0.6

05
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0.2
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0.1
\
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Figura 2.4: Formas da funcao de densidade de probabilidade.
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2.2.2 Modelo Exponencial

Segundo Kalbfleisch e Prentice (1980) o modelo exponencial ¢ dado por
h(t|\, B) = Nexp(x'B). (2.10)

Utilizando o modelo dado pela equagao (2.1) e fazendo a = 0, temos a seguinte
funcao de risco

exp(x'B)

(2.11)

Vemos claramente que as equagoes (2.10) e (2.11) s@o diferentes, mas se obser-
vamos o comportamento das fungoes vemos algo em comum. O fato em comum é que as
duas funcgoes de risco sao constantes, para todo tempo t, este comportamento é tipico do

modelo exponencial.

Temos que a funcao de sobrevivéncia, utilizando a parametrizacao dada pela

fungao de risco da equagao (2.11) é

S(t|\, B) = exp <M) .

1 + exp(x'3)

A funcao densidade de probabilidade é dada por

exp(xB) (—Atexp(X'ﬁ))_

f[A,B) = )\1 + exp(x'0) 1 + exp(x'0)

(2.12)

[lustramos o modelo exponencial adotando os seguintes valores para os parame-

tros
8=3,00;A=0,30e a=0.
Para simular dois grupos, a covariavel x ird assumir dois valores, da mesma forma

como declarado em (2.9).

Dessa forma construimos as curvas das fungoes de sobrevivéncia e do risco, estas
sdo mostradas na Figura 2.5 em (a) e em (b), respectivamente. As curvas de risco sao

constante, como esperado.

Algumas formas da fungao de densidade de probabilidade dada em (2.12) é apre-

sentada na Figura 2.6, observamos que as curvas sao decrescente.
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Figura 2.6: Formas da funcao de densidade de probabilidade.

2.2.3 Modelo de Gompertz

Gompertz (1825) sugeriu uma lei de progressdo geométrica para a mortalidade
de um individuo depois de uma certa idade, ou ainda, uma lei de mortalidade capaz de

explicar como o tempo influencia na morte de um individuo.

A funcao de risco de Gompertz é dada por,

h(tlp,n) = ¢ exp(nt) (2.13)

e ainda, a fungao de sobrevivéncia é

st e {~ (2) (-1},

Quando

q(a, B) — 1, (2.14)
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temos que o modelo GTDL se aproxima do modelo de Gompertz.

Utilizando a equagao do risco dada em (2.1) e a restrigao dada na equacgao (2.14)

podemos escrever
h(t|\, a, B) = Aexp(at + x'B) = Nexp(at + ) = Aexp(7) exp(at) (2.15)

sendo que v = x'(3.

Comparando as equagoes (2.15) e (2.13) vemos que a funcao de risco dada pela

equagao (2.15) é uma fungao de risco dada pelo modelo de Gompertz com n = « e
¢ = Aexp(7).

Para exemplificar a aproximacgao do modelo de Gompertz para o modelo GTDL

consideramos os seguintes valores para os parametros

a=-0,058=—1,35 A=1,00ez=1,00.

Utilizando os valores dos parametros calculamos o valor da restrigdo (2.14) para

alguns valores de t, o resultado se encontra na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Valores da restricao.

Tempo || Valor
0,50 || 0,7982
2,00 | 0,8100
5,00 | 0,8320
10,00 || 0,8641
30,00 | 0,9453
50,00 | 0,9792
80,00 | 0,9953
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Figura 2.7: Comparagao entre os modelos de Gompertz e GTDL utilizando as fungoes de

sobrevivéncia em (a) e de risco em (b).

Notamos pela Tabela 2.1 que com o aumento do tempo o valor da restricao fica

mais proxima de 1. A Figura 2.7 (a) é uma comparagao entre as fungoes de sobrevivéncia
utilizando os modelos de Gompertz e o GTDL. A comparacao entre as curvas das fungoes

de risco sao apresentadas na Figura 2.7 (b). Observamos que a aproximagao pode ser
considerada razoavel, mas quanto melhor for a aproximagao da equagao (2.14), melhor

sera a aproximacao do modelo de Gompertz ao modelo GTDL.

A Figura 2.8 representa algumas fungoes de risco e de sobrevivéncia para o modelo
de Gompertz. Observamos pela Figura 2.8 (a) que as curvas da funcdo de sobrevivéncia

podem ser com o decréscimo mais ou menos acentuado. As curvas de risco podem ser

crescente ou decrescente, isto é observado pela Figura 2.8 (b).
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Figura 2.8: Fungoes de sobrevivéncia em (a) e de risco em (b).
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Notamos pela Figura 2.9 algumas formas da fun¢ao de densidade de probabili-

dade, as curvas sao decrescente ou unimodal assimétrica.
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Figura 2.9: Formas da funcao de densidade de probabilidade.

2.2.4 Modelo de Risco Proporcional Dependente do Tempo

Parreira (2007) propos o modelo de risco proporcional dependente do tempo,

sendo que a func¢ao de risco é dada por

h(tle, B) = exp(at + x'B). (2.16)
Quando
g(@,B) =1 e
A=1,

temos que o modelo GTDL se aproxima do modelo de risco proporcional dependente do
tempo. Notemos que o modelo de risco proporcional dependente do tempo pode ser um

caso particular do modelo de Gompertz, quando n = a e ¢ = x'(3.
A funcao de sobrevivéncia para o modelo de risco dado em (2.16) ¢ dada por
S(t|ar, B) = exp {—é exp(x'B + at) + éexp(x/ﬁ)} ,
e a funcao de densidade de probabilidade é dada por

f(t|a, B) = exp {at +x'8— éexp(x',@ + at) + éexp(x’,@)} ,

Um exemplo das curvas das funcgoes de risco, sobrevivéncia e de densidade de

probabilidade pode ser observado nas Figuras 2.8 e 2.9, respectivamente.
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2.2.5 Verificacao de Proporcionalidade

Alguns métodos foram propostos na literatura para a verificagao de risco propor-
cional. Apresentamos um método grafico com essa finalidade. Este método foi retirado

de Colosimo e Giolo (2006).

Método Grafico Descritivo

Este método consiste em construir um grafico da seguinte forma,

e dividir os dados em m estratos, usualmente de acordo com alguma covariavel,

por exemplo, dividir os dados em dois estratos de acordo com a covariavel sexo;

e estimar H(t) para cada estrato utilizando o estimador de Nelson-Aalen-Breslow

(Colosimo e Giolo, 2006);

—_—

e construir o grafico logaritmo de H(t) versus t, ou log(t);

Se existir curvas nao paralelas entao existe indicios de nao proporcionalidade dos

riscos. E razoavel construir este grafico para cada covariavel incluida no estudo.

2.3 Aplicacao

Para a aplicacao da teoria desenvolvida neste Capitulo utilizamos o conjunto
de dados encontrado no software R Development Core Team (2008) com o nome de lung
(Loprinzi et al., 1994). Os tempos registrados sao de 228 pacientes com cancer de pulmao,

da Clinica Mayo, sendo que para 63 pacientes os tempos foram censurados.

Apos utilizar procedimentos de selegao de covariaveis usando o modelo GTDL,

apenas a covariavel sexo permaneceu na modelagem.

Para verificar a suposicao de risco nao proporcional fazemos o uso do método

descrito na Segao 2.2.5. O resultado é apresentado na Figura 2.10.

O uso deste método é subjetivo pois, a analise grafica para diferentes pessoas
podem levar a diferentes resultados. Neste caso adotamos que as curvas nao sao paralelas,

assim concluindo a nao proporcionalidade.
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Verificagdo de Risco N&o Proporcional

log(H(1))

! I T T T T 1
0 200 400 600 800 1000

Tempo (dias)

Figura 2.10: Verificacao de nao proporcionalidade.

Como temos que o parametro A\ assume valores apenas nos Rt entao utilizamos
a transformagcao A\ = exp(¢), para termos ¢ assumindo valores em R. Esta transformagao

facilita o processo de otimizacao da log verossimilhancga.

Usamos a inferéncia classica para a estimagao dos parametros, para a construcao
dos intervalos de confianca assumimos normalidade assintética. Os resultados como esti-
mador de maxima verossimilhanga (EMV), desvio padrao (DP) e intervalo de confianca
(IC) s@o mostrados na Tabela 2.2. A comparagao entre as curvas estimadas pelo estimador
de Kaplan-Meier e as curvas tracadas utilizando o estimador de maxima verossimilhanca

¢ apresentada na Figura 2.11.

Tabela 2.2: Estimativas classicas da aplicacao do modelo GTDL.

Parametros | EMV DP IC(95%)
0] —5,5932 || 0,1438 || [—5,8750; —5, 1146]
o 0,0072 | 0,0035 [0,0004; 0,01400]
I} —1,6898 || 0,4500 || [—2,5717; —0,8080]

Notamos pela Tabela 2.2 que todos os parametros sao significativos, como o
parametro « é positivo o tempo tem o efeito de aceleracao para que a falha aconteca.
Pela Figura 2.11 vemos que as curvas tragadas utilizando o estimador de maxima veros-

similhanca se comporta de maneira parecida com a curva estimada pelo estimador de
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curva tracada pelo EMV sexo feminino
Ta curva tragada pelo EMV sexo masculino|
3, —— EKM sexo masculino

‘:;% ---- EKM sexo feminino

1.0

0.8

S(t) estimada

0.4
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0 200 400 600 800 1000 1200

tempo (dias)

Figura 2.11: Estimativas das fungoes de sobrevivéncia para a aplicagao.

Kaplan-Meier.

2.4 Consideracoes Finais

Neste Capitulo apresentamos o modelo GTDL que tem a razao das fungoes de
risco de dois individuos nao proporcional e estudamos o comportamento das funcoes de
risco e sobrevivéncia do mesmo. Os modelos de Gompertz, exponencial, taxa de cura e de
risco proporcional dependente do tempo foram identificados como casos particulares do

modelo GTDL e a partir de um conjunto de dados reais ajustamos o modelo apresentado.



Capitulo 3

Modelo de Risco Logistico (Generalizado

Dependente do Tempo com Fragilidade

O modelo de risco logistico generalizado dependente do tempo é uma generaliza-
¢ao da familia fungao logistica denominado em Kalbfleisch e Prentice (1980). Tal modelo
foi estudado por Ha e MacKenzie (2010) incluindo a interpretagao de fragilidade para

dados recorrentes utilizando a verossimilhancga hierarquica.

Neste Capitulo apresentamos uma abordagem para o modelo GTDL com fragili-
dade que pode ser utilizada ou quando se tem apenas uma observacao por individuo ou
quando se tem eventos recorrentes. Na Secao 3.1 é apresentado o modelo de fragilidade
multiplicativo. O modelo logistico generalizado dependente do tempo com fragilidade é
apresentado na Se¢ao 3.2 e uma aplicacao do modelo logistico generalizado dependente
do tempo com fragilidade utilizando um conjunto de dados simulado é mostrado na Secao

3.3.

3.1 Modelo de Fragilidade Multiplicativo

Quando estamos trabalhando com modelos de sobrevivéncia e a suposi¢ao que
os tempos de falha dos individuos sao dependentes dada as covaridveis, nao devemos
utilizar os modelos de Cox (1972) ou Mackenzie (1996), por exemplo, pois estes modelos

se baseiam que os individuos sejam independentes dada as covariaveis.

26
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Para contornar o problema de dependéncia Clayton (1978) propos uma exten-
sdo do modelo de Cox (1972) introduzindo um efeito aleatorio (fragilidade) de maneira
multiplicativa na fun¢ao de risco, que tem a finalidade de captar a dependéncia e hete-
rogeneidade nao observada. A representagao do modelo de Cox (1972) com o termo de

fragilidade multiplicativo é dado por
hi(t|vi, xi) = viho(t) exp(x;8),
sendo que v; representa a fragilidade do i-ésimo individuo, ho(t) representa a fungao de

risco de base, B’ = (01, 02,...,0,) € o vetor de coeficientes a serem estimados e x; as

covaridveis associadas ao i-ésimo individuo.

O papel da fragilidade no cenario de tempos univariados é medir uma possivel
heterogeneidade de modo a identificar a influéncia das covariaveis que ou nao foram in-

corporadas na modelagem ou nao podem ser medidas.

Como a variavel de fragilidade, representada neste trabalho por v;, é uma varia-
vel latente, precisamos adotar uma distribuicao conhecida a mesma, varias distribui¢oes
foram propostas como, Hougaard (1984) sugeriu a distribui¢do gaussiana inversa , Kors-
gaard et al. (1998) utilizou a distribuigao log-normal, Hougaard (1986a, b) sugeriu uma
distribuicao que generaliza, como por exemplo, a gama e a gaussiana inversa e Aalen
(1988), propos uma distribui¢ao que tem como caso particular a distribui¢ao sugerida por
Hougaard (1986a, b). Porém, a mais utilizada é a distribui¢ao gama, sendo que Clayton
(1978), Clayton e Cuzick (1985) e Tomazella et al. (2004) sdo alguns dos autores que

utilizaram tal distribuicao.

Um inconveniente quando se trabalha com fragilidade é a obtengao da funcao de
risco nao condicional a v;, mas sim ao parametro da distribuicao de fragilidade adotada.
Uma saida é a utilizagao da transformada de Laplace, pois esta tem a mesma forma que
a funcao de sobrevivéncia nao condicional, mas a obtencao da funcao de sobrevivéncia
nao condicional de maneira explicita nao ocorre para todas as distribuigoes de fragilidade.
Algumas outras maneiras de se trabalhar com modelos de fragilidade podem ser vista em

Tomazella (2003) e Ha et al. (2001).

Esta maneira de incorporar a fragilidade na funcao de risco tem sido usada na
maioria dos trabalhos em analise de sobrevivéncia quando existe dependéncia no conjunto

de dados. Quando v; > 1, temos que o individuo ¢ é mais fragil e, se torna mais resistente
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quando v; < 1, daf o nome de modelo de fragilidade, pois quanto maior o v; mais fragil

se torna a unidade 1.

3.2 Modelo GTDL com Fragilidade Gama

Os modelos com fragilidade sdao construidos a partir da inclusdao de um efeito
aleatério na funcgao de risco, este é considerado ser nao negativo. Assumimos que o
efeito aleatério segue alguma distribuicao, sendo que a mais utilizada na literatura é a
distribuicao gama. Neste trabalho utilizamos a distribui¢ao gama pois, no ponto de vista
computacional, ela se ajusta muito bem para modelos de sobrevivéncia, por causa da sua
conveniéncia algébrica. Isso é devido a simplicidade das derivadas da transformada de

Laplace.

Considere que V' tenha distribuigdo gama com parametro 7 e n independentes
com 7 >0en>0. A funcao de densidade de probabilidade é dada por,
nT

fv) = mv(“l) exp (—un). (3.1)

Para satisfazer a suposicao de identificabilidade para modelos com fragilidade
proposta por Elbers e Ridder (1982), precisamos que E(V) = 1. Adotando 7 =n = 671,
a funcao de densidade de probabilidade (3.1) é dada por,

()"
f0) = Fy i exp (—0/0), (3.2)

0
e assim E(V)=1 e Var(V)=60. A variancia da distribuigdo gama é o parametro de de-
pendéncia ou de heterogeneidade nao observada. Observe que, se # = 0, temos que todas

as variaveis de fragilidade sao iguais a 1, ou seja, a distribui¢cao gama fica degenerada no

ponto 1 e com isso, temos o modelo sem fragilidade.

A partir do modelo GTDL dado pela equagao (2.1) temos que a fungao de risco
do i-ésimo individuo com o termo de fragilidade multiplicativo v;, € dado por

Aexp(at + x;3)

hit7a)\ai:i y
(tor B0, 0) = vy oot + )

(3.3)

Este risco individual é interpretado como a fungao de risco condicional do -ésimo indivi-

duo dado v;. A correspondente fungao de sobrevivéncia condicional é dada por

Si(t) = Si(tlvi) = So(t)",
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ou seja,

—Av;
1+amuw+x%n)zx -

T+ exp(x)

representando a probabilidade do individuo ¢ sobreviver até o tempo ¢t dado o efeito

Si(t|a7 IB’ )‘) Ui) = (

aleatorio v;.

Para obtermos a funcao de sobrevivéncia nao condicional precisamos integrar o

termo de fragilidade, da forma

S(t) = /000 S(tlv)g(v)do, (3.5)

sendo que g(v) é a fungdo de densidade de probabilidade da gama dada pela equagao

(3.2).

Para que possamos resolver a equagao (3.5) utilizamos a transformada de Laplace,

ferramenta muito util para a modelos com fragilidade.

Dada uma fungao f(z), a transformada de Laplace considera a fun¢ao de um

argumento real s e é definida como
Q(s) :/ e f(x)dx. (3.6)
0

A razao da transformada de Laplace ser muito 1til nesta situagao é porque apre-

senta a mesma forma que a funcao de sobrevivéncia nao condicional.

Na equagao (3.6), suponha que f(z) seja a densidade da fragilidade V', ou seja,

f(z) = g(v) e s & o risco acumulado, H(t). Com isso obtemos,
S = [ e o) = QUE).
0

A transformada de Laplace da densidade Gama(1/6,1/60), é dada por

oo - (=)
= (19+ 0s)~1/°, (3.7)

Substituindo s = H(t) na equagao (3.7), e apos alguns calculos obtemos a funcao de

sobrevivéncia nao condicional, dada por,

S(tla, B, N, 0) = {1 4 %elog (1 ﬁﬁg&;mﬂ_ , (3.8)

D=
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e utilizando a relagao (1.5), a fungao de risco é dada por,

Aexp(at + x'03)
[1 + 2% Jog <—1+6Xp(at+xlﬁ)>] (1 + exp(at +x'3))

h(tla, B, ), 0) = (3.9)

1+exp(x'B)

Usando a relac¢ao (1.5) a funcdo de densidade de probabilidade é expressa por

f(tle, B, A, 0) =

Aexp(at +x'8) A0 1+ exp(at +x/8)\ ]~/
(1+ exp(at +x'3)) {1 ol ( I+ exp(x'B) )} (310

Notamos na equagao (3.8) que quando o < 0 o modelo GTDL se torna uma

modelo de longa duragao, e a taxa de cura, p, é¢ da forma

[ A (1 +exp(at + X’B))] 3

1+ —1
T\ T T eaxB)

p:tlim S(tlx,a,B,\,0) = lim

t—o00

(o O e

A Figura 3.1 (a) representa algumas formas da func¢do de sobrevivéncia dada em
(3.8), a linha preta continua significa a taxa de curados, utilizando a equagao (3.11) a taxa
de curados é igual a 0,30. As formas da funcdo de risco dada em (3.9) est@o representadas
na Figura 3.1 (b). J& vimos na Segao 2.2 que a fungao de risco do modelo GTDL apresenta
as formas crescente e constante. Com a introducao da fragilidade, a funcao de risco do

modelo resultante passa a ter o comportamento unimodal.

(@) (b)
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o
o
x
s
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I
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Figura 3.1: Fungoes de sobrevivéncia em (a) e de risco em (b) do modelo GTDL com

fragilidade.

As formas da fung¢ao de densidade de probabilidade dada em (3.10) estao apre-

sentadas na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Formas da funcao de densidade de probabilidade do modelo GTDL com
fragilidade.

Utilizando as funcoes de sobrevivéncia e de risco nao condicional, a funcao de
verossimilhanca é dada por

n

[0t A 0, B,0)1%[S(t:5 X, o, B, 0)]

1=

- Aexp(at + x’,@) O 1+ exp(at + X/B) —(1/6+6;)
H[l—i—exp at—i—x’ﬁ)] {1+1 ( 1+ exp(x'B) )] (3.12)

L(«, B, A, 0|dados)

—_

=1

Denotando I(«a, 8, A, 0|dados) = log(L(a, B3, A, 0|dados)), e apos alguns célculos,

obtemos que

l(a, B, A, 0|dados) = log(N) Z 5 + Z 5 (xX'B+ at;) — Z d;log(1 + exp(at + x'8))
i=1 i=1

=1

- i((&—l—l/@){log [1+@1 (HQXP(O‘HX/B))]}- (3.13)

T+ exp(x9)

Para encontrar estimativas para os parametros da fungao (3.13) usamos métodos
iterativos como por exemplo, o de Newton-Raphson. Este método ja esta implementado
em alguns softwares. Para usar este método precisamos das primeiras derivadas parciais.
Utilizando as relagoes (2.5), (2.6), (2.7) e denotando-as por p, ¢ e g, respectivamente, as

derivadas parciais da func¢ao (3.13) com relagao aos parametros sao:

) ()
= = S it Wt 1/0+68)|; (3.14
oa Z R RheD TN
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n

g_é — Z((Sixi) + g (51X1€X_p(x;5)>

=1 9
n M |:—xi exp(x;ﬂ) + X; eXp(OétZ‘ + X;,@)g

_Za i

: 27, (L
i=1 1+ o In (qg)g

] (6;+1/6) b ; (3.15)

o a9

— o ><1/9+5i> +(1/92)§:1n[1+&m<i>}; (3.16)

n O (L n
%:"; %(wwﬁ +§Z(5i)- (3.17)

q9 =1

Para encontrar as estimativas de maxima verossimilhanga precisamos igualar as
derivadas parciais iguais a zero e resolver o sistema. Devido a complexidade das expressoes
(3.14) a (3.17) métodos iterativos sdo necesséarios para resolver o sistema. Para encontrar
as estimativas intervalares utilizamos a matrix de informagao observada pois a matriz de

informagao de Fisher nao ¢ facilmente obtida por isso.

3.3 Aplicacao com Dados Simulados

Apenas para efeito de exemplificacao da teoria desenvolvida neste Capitulo uti-
lizamos um conjunto de dados gerados do modelo GTDL com fragilidade. Para a geragao

fixamos
a=0,10; 6 =-3,00; A =0,50 e 8 =0, 50;

sendo que o tamanho da amostra é 150 e a covariavel foi gerada da distribuicao Bernoulli
com probabilidade de sucesso igual a 0,60. Utilizamos o método de geracao de dados do

modelo apresentado na Secao 4.1.1.

Para verificagao de risco proporcional usamos o método descrito na Segao 2.2.5

e o resultado é apresentado na Figura 3.3. Notamos que as curvas nao sao paralelas e
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com isso temos que os dados suportam a suposi¢ao de risco nao proporcional, como ja era
esperado, pois geramos os dados do modelo GTDL com fragilidade que é um modelo de

risco nao proporcional.

log(H(t))
2

0 5 10 15 20

Tempo

Figura 3.3: Verificagao de riscos nao proporcional.

Utilizamos a transformagao 6 = exp(6*) e A = exp(\*) para que os parametros
6* e \* sejam definidos nos R. Permitindo-nos interpretagoes, como por exemplo, se o
parametro é significativo ou nao. Esta transformagao é utilizada em todos os estudos sob

a abordagem classica.

Usando inferéncia cléssica e o software SAS Institute Inc. obtivemos o estimador
de méxima verossimilhanga (EMV), desvio padrao (DP) e o intervalo de confianga (IC)

de 95% para cada parametro, sendo apresentado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Resultados do ajuste do modelo com dados simulados.
Parametros | EMV DP IC(95%)
0 —0,5253 || 0,2014 || [—0,9200; —0, 1306]
0,1037 | 0,0253 [0,0285; 0, 1595
—3,1074 || 0,4582 || |[—4,0054; —2,2093]
A* —1,2216 || 0,2481 || [—1,7080; —0.7353]
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Observamos pela Tabela 3.1 que os EMV estao proximos do valor verdadeiro e

os intervalos de confianga cobrem os verdadeiros valores dos parametros.

3.4 Consideracoes Finais

Apresentamos neste Capitulo o modelo GTDL com fragilidade multiplicativa
quando temos apenas uma observacao por individuo. Para ilustrar este modelo foi feita
uma aplicacao com dados gerados com o intuito de verificar se as estimativas dos para-

metros ficariam perto do verdadeiro valor. Os resultados obtidos foram satisfatorios.



Capitulo 4

Aplicacoes

Desenvolvemos na Se¢ao 4.1 um estudo de simulagao onde, um método de geracao
de dados do modelo GTDL com fragilidade é apresentado em 4.1.1, o calculo da probabi-
lidade de cobertura, o vicio e o erro quadratico médio se encontra em 4.1.2. Ajustamos os
modelos GTDL e GTDL com fragilidade e fizemos uma comparagao entre eles utilizando

um conjunto de dados reais na Secoes 4.2.

4.1 Um Estudo de Simulacao

4.1.1 Geracao de Dados do Modelo GTDL com Fragilidade

Varios métodos de geragao de dados sao propostos na literatura. Gamerman

(1996) apresenta o método da rejeigao, o método da rejeigao adaptativo, entre outros.

Neste estudo a geragao de dados do modelo GTDL com fragilidade é feito uti-

lizando o método da fungao inversa, ou seja, se u* ~ U(0, 1) entao

w=F(t)=1-S(t). (4.1)

O resultado (4.1) s6 é valido quando a fun¢do de sobrevivéncia é propria, ou seja,

para o modelo em estudo a restrigao é satisfeita quando a > 0.

35
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Utilizando v = 1 — u* ~ U(0, 1), entao

(1 +exp(at+x’ﬁ))2v
1+ exp(x'B)

=t = é {—X'B + log [—1 + <(1 + exp(x'B)) exp <_O‘§)Ug(“)>>] } ) (4.2)

Para encontrarmos o tempo, ¢, precisamos fixar valores para A\, a, 3, gerar um valor v da
distribuigao gama(1/6,1/0), gerar um valor u da distribuigao U(0, 1), e ainda é necessario
gerar o valor da covariavel x. A covariavel pode ser gerada da distribui¢ao uniforme ou
da normal por exemplo. A substituigao destas quantidades em (4.2), resulta na obtengao

de t.

Este método de geracao nao leva em consideracao a censura, ou seja, todos os
tempos gerados pelo método sao de falha. Com isso a varidvel indicadora de censura
sempre serd igual a 1. Quando o interesse é um conjunto de dados cujos tempos sao ou

de falha ou de censura entao a geracao dos tempos pode ser feita da seguinte forma:

1. gerar um tempo t; utilizando a equagao 4.2;
2. gerar um tempo ty pela distribuicao exponencial;
3. encontar t = min{ty,ts};

4. adotar a variavel indicadora de censura que assumira o seguinte valor

1, set=1t;
5=
0, set=t,.

4.1.2 Calculo da Probabilidade de Cobertura

Para a determinacao da probabilidade de cobertura dos parametros foram geradas
1.000 amostras com diferentes tamanhos. Para cada amostra estimamos os parametros, e
os intervalos de confianca foram construidos assumindo que os estimadores tém normali-
dade assintotica. Verificamos se o valor do verdadeiro parametro esta contido no intervalo
de confianca e a quantidade de vezes que isso ocorre é calculada. Com isso, a probabili-
dade de cobertura é encontrada da seguinte forma, como por exemplo para o parametro
a?

n° de intervalos que contém o verdadeiro valor do parametro «

PCo =

Y

n° total de intervalos construidos
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sendo que pc, significa probabilidade de cobertura do parametro a. Os intervalos foram

construidos com 95% de confianga.

Para a geracao fixamos

a=0,10; 6 =—-3,00; A=0,50 e 8 =0, 50;

e geramos a covariavel a partir da distribuicao Bernoulli com probabilidade de sucesso

igual a 0,5.

Neste estudo consideramos dados com censura (10% e 30%) e dados sem censura,
a probabilidade de cobertura para cada tamanho de amostra e parametro sao mostrados

nas Tabelas 4.1 a 4.3.

Tabela 4.1: Probabilidade de cobertura com dados sem censura.
n=>50 || n=100 || n =300 || n =500

pco || 0,8670 | 0,9120 0,9490 | 0,9490
peg || 0,9380 || 0,9430 0,9550 || 0,9610
pce- || 0,9680 | 0,9730 0,9740 || 0,9780
pex- || 0,9130 || 0,9400 0,9580 | 0,9590

Tabela 4.2: Probabilidade de cobertura com dados com 10% de censura.
n=>50 | n=100 || n =300 | n =500

pca | 0,8810 | 0,8960 | 0,9430 | 0,9420
pes || 0,9230 | 0,9370 | 0,9440 || 0,9590
pee- || 0,9540 | 0,9610 | 0,9650 | 0,9740
pex- || 0,9060 | 0,9290 | 0,9510 | 0,9570

Tabela 4.3: Probabilidade de cobertura com dados com 30% de censura.

n =250 || n =100 || n =300 | n =500
pco || 0,9030 || 0,9130 0,9450 0,9500
peg || 0,9380 || 0,9400 0,9450 0,9600
peo- || 0,9430 || 0,9590 0,9670 0,9750
pex- || 0,9070 || 0,9400 0,9530 0,9580
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Para cada tamanho de amostra as representacoes graficas para as probabilidades

de cobertura dos parametros, sao mostradas nas Figuras 4.1 e 4.2. Nestas Figuras as duas

linhas pretas continuas representam os limites inferior e superior de 1.000 amostras da

distribui¢ao Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0,95.
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Observamos que o comportamento da probabilidade de cobertura nao se modifica

quando comparamos os dados censurados dos dados nao censurados. Para tamanhos de

amostra com 300 ou mais observacoes, a probabilidade de cobertura calculada fica dentro

ou acima dos limites da probabilidade nominal.
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Utilizando a mesma rotina de programacao também calculamos o vicio das es-
timativas dos parametros, nas trés situagoes (sem censura, com 10% e 30% de dados

censurados) cujos resultados se encontram nas Tabelas 4.4 a 4.6.

Tabela 4.4: Vicio com dados sem censura.

Parametros | n =50 || n =100 || n = 300 || n = 500
-0,0071 || -0,0058 || -0,0012 | -0,0004
0,0484 || 0,0585 0,0133 | -0,0017
0* 1,5703 || 0,3965 0,0642 0,0273
A 0,0512 || 0,0286 0,0040 0,0061

Tabela 4.5: Vicio com dados com 10% de censura.

Parametros | n =50 || n =100 || n = 300 || n = 500
-0,0156 || -0,0036 || -0,0011 | -0,0005
0,0550 || 0,0316 0,0026 0,0050
0* 1,7312 || 0,6503 0,0798 0,0528
A 0,0662 || 0,0289 0,0153 0,0075

Tabela 4.6: Vicio com dados com 30% de censura.

Parametros | n =50 || n =100 | » =300 | n = 500
-0,0472 || -0,0083 | -0,0025 | < 0,0001
0,3386 | 0,0500 0,0199 0,0008
0 2,2180 || 0,8502 0,1094 0,0712
A 0,0457 || 0,0351 0,0063 0,0060

Verificamos que o vicio diminui tendendo para zero quando aumentamos o tamanho

da amostra; verificamos isso para as trés situagoes e para todos os parametros.

Uma forma de verificar o quao préximo as estimativas dos parametros estao
do verdadeiro valor ¢ calcular o erro quadratico médio (EQM). A formulagao do erro

quadratico médio, como por exemplo, para o parametro 3 é,

. -
(B sy
FOM =2 N1
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sendo que N ¢ a quantidade de repeti¢oes. No nosso caso N = 1.000.

Ainda com a mesma rotina calculamos o erro quadrético médio e os resultados

se encontram nas Tabelas 4.7 a 4.9.

Tabela 4.7: Erro quadratico médio (EQM) com dados sem censura.

Parametros | n =50 || n =100 || n =300 || n = 500
0,0048 | 0,0016 0,0004 0,0003

0,4953 || 0,2328 0,0701 0,0460

0* 13,4430 || 2,3499 0,0643 0,0320

A 0,1289 | 0,0609 0,0177 | 0,0117

Tabela 4.8: Erro quadratico médio (EQM) com dados com 10% de censura.

Parametros | n =50 || n =100 || n =300 || n = 500
0,0117 | 0,0022 0,0005 0,0003

0,6251 | 0,2610 0,0788 0,0456

0* 15,8823 || 4,4143 0,0896 0,0498

A 0,1329 || 0,0658 0,0185 0,0109

Tabela 4.9: Erro quadratico médio (EQM) com dados com 30% de censura.

Parametros | n =50 || n =100 || n =300 || n = 500
0,4013 || 0,0032 0,0008 0,0004

1,5236 || 0,3077 | 0,1010 0,0530

0* 21,4399 || 6,4997 | 0,2445 0,0841

A 0,1427 || 0,0701 0,0228 0,0137

Notamos pelos resultados que quando o tamanho da amostra cresce o EQM
diminua e, o vicio diminui tendendo para zero; com isso notamos que a parcela do vi-
cio no EQM diminui, mostrando que o estimador é nao viciado. Isso ocorre para todos os

parametros.

Também utilizando a mesma rotina de programacao para calcular o tamanho do

intervalo de confianga. Os resultados sao apresentados nas Tabelas 4.10 a 4.12.
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Tabela 4.10: Tamanho do intervalo de confianca com dados sem censura.

Parametros | n =150 || n =100 || n =300 || n = 500
0,1967 | 0,1388 0,0772 0,0594

2,6220 1,8565 1,0390 0,8011

0* 17,1536 || 3,8745 0,8992 0,6626

A* 1,3015 || 0,9431 0,5378 0,4177

Tabela 4.11: Tamanho do intervalo de confianga com dados com 10% de censura.

Parametros | n =50 || n =100 || n =300 || n = 500
0,2378 || 0,1492 0,0843 0,0649

2,7819 | 1,9006 1,0810 0,8332

0* 21,3105 || 6,8134 1,0541 0,7805

A 1,3190 || 0,9481 0,5493 0,4249

Tabela 4.12: Tamanho do intervalo de confian¢a com dados com 30% de censura.

Parametros | n =50 || n =100 || n =300 || n = 500
0,2856 || 0,1877 | 0,1065 | 0,0810

3,0923 || 2,1012 1,1927 || 0,9143

0 24,9508 || 10,3290 || 1,5394 1,0497

A 1,4098 || 1,0120 | 0,5816 | 0,4493

Observamos pelas Tabelas 4.10 a 4.12 que com o aumento do tamanho da amostra
o tamanho do intervalo de confianca diminui, isso ocorre para todos os pardmetros nos
trés cenarios (sem censura, com 10% e 30% de censura). As Figuras 4.3 ¢ 4.4 foram
construidas para facilitar a comparagao entre os tamanhos dos intervalos de confianga em

relagao aos dados que contém ou nao censura.
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Notamos pelas Figuras 4.3 e 4.4 que a ordenacao dos intervalos de confianga

de menor para maior amplitude sao os intervalos calculados dos dados que nao contém

censura, dos dados com 10% e, por tltimo, os dados com 30% de censura. Isso ja erra

esperado pois, quanto mais censura tivermos nos dados, menor é quantidade de informagao

fornecida por eles.
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4.2 Aplicacao em Dados Reais

Para ilustrar o modelo proposto em (3.9), analisamos um conjunto de dados que
faz parte do estudo de incidéncia de cancer de pulmao na Irlanda do Norte, realizado
entre 01/10/1991 e 30/09/1992 (Wilkinson, 1995). Foram identificados 900 casos, sendo
que 20 casos foram diagnosticados depois da morte do paciente, 25 casos nao puderam
ser determinados e 104 pacientes tiveram informacgoes perdidas. O total de pacientes
analisado foi de 751 (83%). O tempo foi contado em meses até a morte ou a censura
de cada paciente. Para cada paciente foram coletados as informacoes contidas na Tabela

A.1, que se encontra no Apéndice A.

O conjunto de dados é composto de 9 covariaveis mas apods investigacoes preli-
minares, passamos a trabalhar com 7, pois as covariaveis sexo e idade foram retiradas
apoOs utilizarmos o método de selecao de covariaveis. O método também apontou que a

covariavel fumante nao é significativa.

Levando em conta a seguinte frase, o tabagismo é o principal fator de risco do
cancer pulmonar, sendo responsavel por 90% dos casos, incluimos tal covariavel no mode-
lo. Outros fatores relacionados sao certos agentes quimicos, fatores dietéticos, doenca
pulmonar obstrutiva crénica, fatores genéticos e historia familiar de cancer de pulmao
(INCA, 2010). Todos estes fatores nao foram medidos, o que nos leva a utilizar o modelo

GTDL com fragilidade para captar a influéncia destes fatores.

Antes de ajustar o modelo precisamos verificar se a suposicao de riscos nao pro-
porcionais se sustenta, para isso utilizamos o método descrito na Secao 2.2.5. O resultado

da aplicagao do método sdo mostrados nas Figuras (4.5) a (4.7).
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Notamos pela Figuras 4.5 (b) e 4.6, que as curvas das covariaveis nao se cruzam,
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deixando a interpretacao de paralelismo um pouco subjetiva, mas em ambas as covariaveis,
no inicio do tempo as curvas estao sobrepostas e conforme o tempo aumenta elas vao
se distanciando, classificamos este comportamento de nao paralelismo. Para as outras
covariaveis algumas das curvas se cruzam indicando claramente que os riscos nao sao
proporcionais, isto pode ser visto nas Figuras 4.5 (a) e 4.7, com isso temos que todas as

covariaveis indicam risco nao proporcional.

A suposicao inicial do modelo é satisfeita com isso o modelo GTDL com fragili-
dade pode ser utilizado. Para ajustar o modelo dado pela equagao (3.9) precisamos inserir

variaveis dummys para representar as categorias das covariaveis, para isso suponha que

627637“'7619:0011 ]-7

e que as categorias das covariaveis sao representadas como se apresenta na Tabela A.2,

que se encontra no Apéndice A.

Utilizando inferéncia classica e o software SAS Institute Inc. obtivemos a estima-
tiva de maxima verossimilhanca (EMV), desvio padrao (DP) e o intervalo de confianca
(I.C.) de 95% para cada parametro, usando os modelos GTDL e GTDL com fragilidade

os resultados estao apresentados nas Tabelas 4.14 e 4.13, respectivamente.
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Tabela 4.13: Resultado do ajuste do modelo GTDL com fragilidade.

Parametros | EMV DP IC(95 %)

6* —0,5151 | 0,2146 || [-0,9358; —0, 0944]
o 0,1390 || 0,0290 || [0,0821; 0, 1958]
s 1,7185 | 0,4518 | [0,8330; 2,6040]
By —0,1450 || 0,4987 || [—1,1224; 0,8323]
Bs 0,7559 || 0,4279 || [—0,0828; 1,5947]
Bs 1,1846 | 0,4409 | [0,3205; 2,0488]
I —4,1188 || 0,5658 || [-5,2278; —3,0099]
Bg —3,9793 || 0,5369 || [~5,0317; —2,9269]
By —3,2070 || 0,5173 || [—4,2209; —2, 1930
Bio —2,1169 || 0,5712 || [—3,2364; —0,9974]
By —0,1803 || 0,1865 || [—0,5459; 0,1853]
Bia 1,0942 | 0,3447 | [0,4186; 1,7698]
By 0,0236 || 0,2260 || [—0,4193; 0,4666]
B —0,4625 | 0,1539 || [-0,7641; —0,1609]
Bis —0,7669 | 0,1667 || [-1,0936; —0, 4402
Bie —0,3107 | 0,2305 || [—0,76260; 0,1411]
Bz 0,6382 || 0,1908 || [0,2642; 1,0122]
Bis —0,1374 | 0,2661 | [—0,6589; 0,3841]
Bio 0,0790 | 0,1540 | [—0,2228; 0,3808]
A* 0,3448 | 0,2773 | [-0,1986; 0,8883]
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Tabela 4.14: Resultado do ajuste do modelo GTDL.

o || 0,0160 | 0,0137 || [—0,0108; 0,0429]
Bs | 1,0870 || 0,3270 | [0,4461; 1,7278]
By | —0,1722 | 0,3853 | [—0,9274; 0, 5830]
Bs | 0,3286 || 0,3007 | [-0,2608;0,9181]
Bs | 0,7810 || 0,3203 | [0,1531; 1,4088]
Br || —3,1425 || 0,3728 | [-3,8731; —2,4118]
Bs || —2,9835 || 0,3398 | [—3,6496; —2,3175]
By | —2,5173 | 0,3335 | [-3,1701; —1,8636]
Bio || —1,7899 || 0,3565 || [—2,4886; —1,0912]
Biy | —0,2328 || 0,1305 || [—0,4885; 0,0229]
Bra || 0,7967 || 0,2477 || ]0,3112; 1,2821]
Bz || 0,1293 | 0,1693 || [-0,2025; 0,4611]
Bia | —0,3660 || 0,1096 || [-0,5809; —0,1512]
Bis | —0,5240 || 0,1149 || [0, 7493; —0, 2987
Bis | —0,2889 || 0,1639 || [—0,6102; 0,0324]
Biz | 0,5201 | 0,1360 || [0,2534; 0,7867]
Bis | —0,2357 || 0,1871 || [—0,6024; 0,1310]
Bro | 0,1320 | 0,1097 || [—0,0829; 0,3470]
A | 00,0782 || 0,2160 | [—0,3452; 0,5016]

Notamos que os 15 € f19 (que representa a covariavel fumante) ndo sao significa-

tivos, em ambos os modelos, isto confirma o resultado do método de selecao de covariaveis

que indicou que esta covariavel é nao significativa. O parametro 6* é significativo o que in-

dica que existe heterogeneidade nao observada e que covaridveis importantes para explicar

o tempo até a morte dos pacientes nao foram coletados. O parametro « é significativo

e positivo, no modelo GTDL com fragilidade, entao temos que o tempo tem o efeito de

aumentar o risco do paciente assim antecipando a ocorréncia da falha, o mesmo nao é

significativo no modelo GTDL.

Como observamos pela Tabela 4.13 que o parametro #* que mede a heterogenei-

dade dos individuos ¢ significativo, com isso a utilizacao do modelo GTDL pode levar
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a vicios na estimacao do parametros. Comparando os valores apresentados pela Tabela
4.14 vemos que as diferencas entre as estimativas pontuais dos modelo GTDL e GTDL
com fragilidade é razoavel, isto pode ser explicado pelo vicio na estimacao dos parametros

quando usamos o modelo GDTL.

Existem varios métodos de selecao de modelos utilizando inferéncia classica, os

critérios de selecao AIC e BIC sao dois deles, e sao dada por

AIC = —2log(L)+ 2k

BIC = —2log(L) + klog(n)
sendo L o maximo da funcao de verossimilhanca, k a quantidade de parametros do modelo
e n a quantidade de observagoes. Para mais detalhes sobre os critérios AIC e BIC ver

Akaike (1974) e Schwarz (1978), respectivamente. O melhor modelo é o que apresentar o

menor valor de AIC e BIC.

Utilizando os critérios AIC e BIC, para comparar os modelos GTDL e GTDL

com fragilidade, obtemos os resultados que sao apresentados na Tabela 4.15.

Tabela 4.15: Resultado dos critérios de selecao de modelos.

log verossimilhanga || —2log verossimilhanca AIC BIC
GTDL com fragilidade —1596, 52 3193, 04 3233,04 || 3325,49
GTDL —1613,19 3226, 38 3264, 38 || 3352,24

Vemos que os valores AIC e BIC sao menores para o modelo GTDL com fragili-

dade, portanto ambos os critérios AIC e BIC indicam que este é o melhor modelo.

4.3 Consideracoes Finais

Neste Capitulo apresentamos dois métodos de geracao de dados do modelo GTDL
com fragilidade, um quando nao se tém censura e o outro quando existe dados censurados.
A partir destes métodos de geracao conseguimos calcular a probabilidade de cobertura,

o vicio e o erro quadratico médio em trés situagdes (sem censura e com 10% e 30%
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de censura) e este estudo mostrou que a probabilidade de cobertura para tamanho de
amostra razoavel fica proxima da nominal e que as estimativas sao nao viciadas em todas
as situagoes estudadas. Da aplicacao com o conjunto de dados reais obtivemos que o

modelo com fragilidade se ajustou melhor aos dados do que o modelo sem fragilidade.



Capitulo 5

Analise Bayesiana

Neste Capitulo apresentamos uma aplicacao com dados gerados e uma outra com
dados reais. Analisamos um conjunto de dados reais, ajustando os modelos GTDL e
GTDL com fragilidade e selecionando o melhor modelo. Com um conjunto de dados
de tempos multivariados artificial ajustamos o modelo GTDL com fragilidade sob duas

abordagens.

Para o mesmo conjunto de dados simulados utilizados na Secao 3.3, apresentamos
na Se¢ao 5.1 uma abordagem bayesiana. O ajuste dos modelos GTDL e GTDL com
fragilidade em um conjunto de dados reais juntamente com o resultado de um critério de
selecao de modelos estao apresentados na Secao 5.2. O modelo GTDL com fragilidade

sob duas abordagens se encontra na Secao 5.3.

5.1 Aplicacao Utilizando Dados Gerados

Usamos aqui o mesmo conjunto de dados que foi descrito e utilizado na Secao
3.3, utilizamos o modelo GTDL com fragilidade e especificamos distribui¢oes a priori

independentes para «, 3, A e 6, em que a distribuicao a priori conjunta ¢ dada por,

7(6,, 8, ) = w(O)x(c)m(BA)m(N),

50
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sendo que,

aefB~Np=00"=10"e

Ael~Gama(la=1,5=0,1),

utilizamos a parametrizacao da distribuicao gama da forma que foi definida em Mood

et al. (1974), implicando E(\) = E(0) = 10 e Var(\) = Var(0) = 100.

Para determinar os valores dos hiperparametros das distribuicoes a priori foi
realizado analise de sensibilidade, constatamos que o aumento da variabilidade das distri-
buicao a priori nao afetou os resumos das distribuicoes a posteriori.

Considerando a fungao de verossimilhanga dada em (3.12) e a distribuigao a priori,

a distribuicao a posteriori conjunta é dada por

T Aexplati +ai8) [ A0 (14 explat +2i8)\] T
m(a, B, A, f]dados) o { g (1 T op(at T 0) L+ g { —— o)

1

X exp (—200042) exp <_2(1)Oﬁ2) exp(—0, 1)) exp(—0, 10). (5.1)

As distribuic¢oes a posteriori condicionais sao,

ﬁ ( Aexp(at; + =) )(2 [1 N 2 log (1 + exp(at; + xéﬁ))] —1/6-35; }
) a

paley 1+ exp(at; + x0 1+ exp(z}0)

y eXp(— 1 2); (5.2)

m(alB, A, 0,dados) {

200"

- Aexp(at; + xi3) o A0 1+ exp(at; + z.9) —1/6-6;
0, dad ? 1 1 i
m(Bla, A, 0,dados) o { (1 oxp(ats £ 79) + o o8 Tt e(@)

1=

1
X exp <1ﬂ2) ; (5.3)

n i / 71/9751
7(Ma, 5,6, dados) {HX” [1+flog<”e}‘p(a“”1m)] }exp(—O,l)\); (5.4)

1+ exp(z}(3)

n ] ’ —-1/60-96;
m(0|a, B, A, dados) { H [1 + %9 log (1 + exp(at; + l‘zﬂ))] } exp(—0,10).  (5.5)

4t 1+ exp(z}f)

Fazendo o uso do pacote estatistico R Development Core Team (2008) geramos

uma amostra de tamanho 105.000 utilizando o método MCMC, ou seja, consideramos o
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algoritmo de Metropolis-Hastings, apresentado no Apéndice B. Adotamos um burn-in de
5.000, contornamos o problema de correlagao usando saltos de 10. A amostra obtida é de
tamanho 10.000 e com o pacote CODA (Plummer et al., 2009) verificamos a convergéncia

utilizando o método de Geweke, que é apresentado no Apéndice C.

A representagao grafica para a verificagao da convergéncia se encontra na Figura

o.1.
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Figura 5.1: Tracos das cadeias geradas.

Utilizando o critério de Geweke obtemos os valores que estao na Tabela 5.1.

Notamos que os valores estao dentro da banda, considerada de convergéncia.

Tabela 5.1: Resultados do critério de Geweke.

Parametros | Geweke
! —0, 8205
I} 0,2789
A —0,0769
0 —1,0488

A distribuicao a posteriori dos parametros é apresentada na Figura 5.2, onde

notamos que existe assimetria nas densidades.
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Figura 5.2: Distribuicoes a posteriori

A Tabela 5.2 mostra as estatisticas resumos a posteriori para os parametros,

tais como média, mediana, desvio padrao (DP) e intervalo de credibilidade (IC), que foi

construido considerando os percentis 2,5% e 97,5%. Note que a média e a mediana estao

proximos aos valores verdadeiros dos parametros.

Tabela 5.2: Resumos a posteriori.

Parametros | Meédia | Mediana | DP IC (95%)
a 0,1031 | 0,1013 | 0,0207 | [0,0509; 0,1657]
¢ —3,0890 || —3,0870 || 0,4467 | [—3,9680; —2,2330|
A 0,2963 0,2881 || 0,0731 [0,1778; 0,4609]
0 0,6186 0,6166 | 0,1814 [0,3651; 1,0820]

Observando a Tabela 5.2 vemos que a mediana das distribui¢oes se aproxima mais

das estimativas pontuais do que a média, isso pode ser justificado devido a assimetria que

existe nas distribuicoes a posteriori. Percebemos ainda que os intervalo de credibilidade

construido cobrem os verdadeiros valores dos parametros.

Fazendo uma comparagao entre as Tabela 3.1 e Tabela 5.2 notamos que as esti-

mativas pontuais estao proximas, os desvios padroes na inferéncia bayesiana sao menores,

conseqiientemente os intervalos de credibilidade sao menores do que os intervalos de con-

fianca.
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5.2 Aplicacao Utilizando Dados Reais

Utilizamos aqui o mesmo conjunto de dados que foi descrito e utilizado na Secao

4.2.

Para o modelo GTDL com fragilidade especificamos distribuicoes a prior: inde-

pendentes para «, 3, ..., B9, A e 0, em que a distribuicao a priori conjunta é dada
por,
(0, a, B, ) = w(0)m(a)m(Fs) ... 7(Pro)m(N).
sendo que,
«, ﬁ37"'7619 ~ N(,LL:O,O'2 = 102)
Ael~Gama(la=1,0=0,1).
Utilizamos a parametrizagao da distribuicao gama da forma que foi definida em
Mood et al. (1974), implicando E(\) = E(f) = 10 e Var(\) = Var(f) = 100. Com
isso teremos as mesmas posteriori conjunta e marginal apresentadas pelas equagoes (5.1),

(5.2), (5.3), (5.4) e (5.5), apenas com a diferenca na distribui¢ao condicional para [3; que
é dada por

n s 5 o ~1/6-6;
m(BilB-i, a, A, 0,dados) { H ( Aexplat + Xlﬂ))) {1 + %9 log (1 - explod; + Xiﬂ))} }

paley 1+ exp(at; + x;3 1+ exp(x;3)

1 5 ]
X exp (‘200@) ;
sendo que B_; significa (s, ..., Bi_1, Bit1, P19), para i = 3,..., 19.

A mesma forma de especificacao de distribuicoes a priori apresentada para o
modelo GTDL com fragilidade foi feito para o modelo GTDL apenas com a auséncia da
distribuicao a priori para o parametro 6.

Considerando a funcdo de verossimilhanga dada em (2.4) e as distribuigoes a

priori, a distribui¢ao a posteriori conjunta é dada por

ﬁ ()\ exp(at + x'3) )6i (1 + exp(at + x'3) ) e
1+ exp(at + x'3) 1+ exp(x'B)

i=1

o? 53% 5%9
X exp _m exp —m X ... X exp —% X eXP(—Oa 1)‘)

m(a, B, A|dados) o {

As distribuigoes a posteriori condicionais sao,

- exp(at + x'3) %14 exp(at + x'3) —Me o\
H (Al + exp(ater’ﬂ)) < 1+ exp(x'B) ) P (_200) ’

i=1

m(a|B, A, dados) {
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; , - exp(at +x'8) \* (1 +exp(at +x'8) —Ma 32
W(ﬁl|a7 /3—7,7 )\; dadOS { H ( 5 eXp at n X/IB)) ( = exp(X,ﬁ) ) exp ( 200)

i=1

. exp(at + x'3) S exp(at + x'3) —Ma
m(Ala, B, dados) {Zl:ll ( [T explaf 1 x’ﬂ)) < T oxp(B) > exp(—0,1X).

Utilizando o pacote estatistico R Development Core Team (2008) geramos uma amostra de
tamanho 105.000 utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastings. Adotamos um burn-in de 5.000, con-
tornamos o problema de correlagao usando saltos de 10. A amostra obtida é de tamanho 10.000 e com o

pacote CODA (Plummer et al., 2009) verificamos a convergéncia, isto para ambos os modelos.

As estatisticas do teste de Geweke sdo apresentadas nas Tabelas 5.4 e 5.3, para os modelos
GTDL e GTDL com fragilidade, respectivamente, notamos pelas mesma que as estatisticas estao dentro

da banda considerada de convergéncia.

Tabela 5.3: Resultados do critério de Geweke para o modelo GTDL com fragilidade.

Parametros | Geweke || Parametros || Geweke
B33 1,0642 B3 0, 5238
B4 0,9569 B4 0, 3627
s 0,0754 Bis 0, 2964
Bs 0,3184 Bie 0, 9986
B 0,9963 Bi7 0,5175
s 0,9943 Bis —1,1898
Bo 0,3608 Big 0,3545
Bio —0,0787 a 0,1741
B —0, 2394 A 0,3637
B2 —0,0035 0 0,2275




5.2. Aplicagao Utilizando Dados Reais 56

Tabela 5.4: Resultados do critério de Geweke para o modelo GTDL.

Parametros | Geweke | Parametros || Geweke
B3 —0,2411 B3 —1,5159
fa —1,0060 B4 —0, 5359
s —0, 1894 Bis 0,8397
Be —0,0912 Bie —1,5727
B —1,7506 Bz —0,4698
Bs —1,6010 Bis —1,7322
Bo —1,2867 Big —1,0568
Bio —1,9465 a —0,0128
(o381 —1,4311 A —0, 1866
B2 —0,6451

Apresentamos nas Tabelas 5.6 e 5.5 alguns resumos a posteriori como, média, mediana, desvio
padrao (DP) e intervalo de credibilidade (IC) que foi construido com 95%, isso para os modelos GTDL

e GTDL com fragilidade, respectivamente.
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Tabela 5.5: Resultados do ajuste do modelo GTDL com fragilidade.

Parametros | Média || Mediana || DP IC(95%)
03 1, 7480 1,7380 || 0,4937 [0, 7817; 2, 7520]
B4 —0,1627 || —0,1675 || 0,5327 || [—1,2516; 0,9351]
Bs 0, 7664 0,7624 | 0,4652 | [—0,1460; 1,7151]
B 1,2010 1,1970 || 0,4873 [0, 2282; 2, 1936]
Br —4,1080 || —4,1070 || 0,6039 | [—5,3390; —2, 8882]
s —3,9590 || —3,9710 || 0,5969 | [—5,1318; —2,7572]
B —3,1640 || —3,1670 || 0,5717 | [—4,2998; —2,0158|
Bro —2,0200 || —2,0360 || 0,6172 | [—3,2031; —0, 7553|
O —0,1766 || —0,1768 || 0,2133 || [—0,6116; 0,2422]
P2 1,1100 1,1080 || 0,3856 [0,3552; 1, 8879
B 0,0235 | 0,0256 | 0,2606 | [—0,5046; 0,5551]
14 —0,4613 || —0,4617 || 0,1764 | [—0,8153; —0, 1026|
Bis —0,7670 || —0,7672 || 0,1947 || [~1,1631; —0, 3727
B —0,3104 || —0,3090 || 0,2648 || [—0,8474; 0,2209|
Bir 0,6418 | 0,6393 | 0,2207 | [0,1996; 1,0024]
Bis 0,1307 || —0,1298 || 0,2987 || [—0,7349; 0,4774]
Big 0,0812 | 0,0796 | 0,1823 | [-0,2806; 0,4370]
a 0,1400 | 0,1398 | 0,0333 | [0,0728; 0,2068]
0,6209 | 0,6051 | 0,1491 | [0, 3685; 0,9645]
A 1,4580 || 1,4420 || 0,4323 | [0,6515; 2,3720]
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Tabela 5.6: Resultados do ajuste do modelo GTDL.

Parametros | Média || Mediana || DP IC(95%)
03 1,0980 1,1010 || 0,3598 |0,3783; 1,8146]
B4 —0,1898 || —0,1834 || 0,4040 || [—1,0064; 0,6170|
Bs 0,3293 0,3283 | 0,3301 | [—0,3423; 0,9940]
B 0, 7850 0,7863 | 0,3531 [0,08156; 1, 4859
Br —3,1560 || —3,1520 || 0,3918 | [—3,9558; —2,3941]
s —2,9940 || —2,9940 || 0,3713 | [—3,7494; —2,2557|
B —2,5170 || —2,5120 || 0,3663 | [—3,2542; —1, 7886|
Bro —1,7650 || —1,7670 || 0,3880 | [—2,5231; —0,9700|
O —0,2320 || —0,2323 || 0,1502 || [—0,5289; 0,0787|
P2 0, 8036 0,8029 | 0,2739 [0,2455; 1,3541]
13 0, 1308 0,1298 | 0,1895 | [—0,2460; 0,5238]
14 —0,3675 || —0,0368 || 0,1272 | [-0,6187; —0, 1066|
Bis 0,5268 || —0,5264 || 0,1293 || [0, 7933; —0, 2690
Bre 10,2880 || —0,2880 || 0,1813 || [—0,6604; 0,0743]
Bir 0,5230 | 0,5222 | 0,1535 | [0,2174; 0,8322]
Bis 10,2402 || —0,2386 || 0,2055 || [—0,6603; 0, 1758]
Big 0,1331 | 0,1340 | 0,1252 | [-0,1239; 0,3838]
« 0, 0160 0,0161 || 0,0160 | [—0,0167; 0,0480]
A 1,0810 || 1,0870 || 0,2602 | [0,5753; 1,6375|

Utilizando as Tabelas 5.6, 5.5 e 7?7 notamos que as estimativas classicas e bayesiana sao proxi-

mas, este fato ja era esperado pois utilizamos distribuicoes a priori de tal maneira que nao acrescenta-se

informacao.

Existem varios critérios de selecao de modelos quando utilizamos inferéncia bayesiana, um deles

é o deviance information criterion (DIC), que é calculado da forma

DIC = 2Bavg(y) - D@(y)a

sendo que Y representa os pardmetros do modelo e

D(y,v) = —2logp(y|v),

quando p(y|¢) representa a funcao de densidade de probabilidade e

D~

~

5(W) = D(y, ),
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cujo 1Z ¢ a média a posteriori dos parametros e
1 L
A l
Davg = Z;D(va )7

sendo que L representa a quantidade de observagoes da cadeia e [ representa a iteragao da cadeia. O
modelo que se adequou melhor aos dados é o que apresentar menor DIC. Para mais detalhes do critério

DIC ver Gelman et al. (2004).

Para o conjunto de dados reais, calculamos o DIC para os modelos GTDL e GTDL com fragi-

lidade, o resultado é mostrado na Tabela 5.7.

Tabela 5.7: Resultado do critério DIC.

Modelo DIC
GTDL com fragilidade || 2275,448
GTDL 2782,114

Observamos na Tabela 5.7 que o modelo com menor DIC é o modelo GTDL com fragilidade
conseqiientemente o melhor modelo entre os dois, este resultado coincide com os critérios AIC e BIC

quando utilizando inferéncia classica.

5.3 O Modelo GTDL com Fragilidade Sob Duas Abor-
dagens

Nesta Segao comparamos dois métodos de estimagao do modelo GTDL com fragilidade usando

um conjunto de dados com eventos recorrentes.

O primeiro modelo é apresentado pelas fungbes de risco, de sobrevivéncia e de verossimilhanga
dadas em (3.9), (3.8) e (3.12), respectivamente. O segundo modelo é apresentado pelas fun¢oes de risco
(3.3), a correspondente fungao de sobrevivéncia (3.4) e a fungdo de verossimilhanga é construida a partir
da equac@o dada em (1.8). Chamamos o primeiro modelo por modelo marginalizado e o segundo por

modelo completo. Para evitar a falta de identificabilidade adotamos A = 1 no modelo completo.

A diferenca entre os dois modelos é que o modelo marginalizado nao estima os valores da
fragilidade individual mas estima a varidncia das fragilidades, conseqiientemente este modelo possui
menos parametros a serem estimados do que o modelo completo, que por sua vez estima as fragilidades
individuais.

Para a comparagao geramos uma amostra com eventos recorrentes, ou seja, para cada individuo
é observado mais que um tempo de ocorréncia do evento de interesse. A geracdao dos tempos ¢é feita da

seguinte forma:
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1. adotamos que a quantidade de individuos € igual a 15 e que para cada individuo sao observados 3

tempos;
2. fixamos 8 = —3,00, « = 0,10, A=1,00 e 8 = 0, 50;
3. geramos v; da distribuicdo gama(1/60,1/60), i =1,...,15;
4. gerarmos u;1, ;2 e u;3 da distribui¢ao U(0,1);
5. geramos x;1, T;2 € x;3 da distribuicao Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0,50;

6. geramos o tempo %;, a partir da substituicao das quantidades u;,, v;, 8, @, A e x;, na equagao

(4.2), para z = 1,2, 3;

7. Fixamos J;, = 1, pois os tempos sdo nao censurados.

A distribuicdo a priori para o modelo completo é a mesma da utilizada na Segao 5.3.1, con-
seqlientemente a distribuigio a posteriori conjunta é igual a dada em (5.1). Para o modelo completo
especificamos distribuicoes a priori independentes para «, e v;, em que a distribuicao a prior: conjunta

é dada por,
(e, B,v) = w(a)w(B)m(v1) ... w(v15),
sendo que,

aef~N(u=00*=10%

v; ~ Gama(a = 2,5 = 2).

Utilizando as fungbes de risco e de sobrevivéncia dadas em (3.3) e (3.4), respectivamente, a
formula da fungdo de verossimilhanga dada em (1.8) e a distribui¢ao a priori conjunta, a distribuic¢ao a

posteriori conjunta para o modelo completo é dado por

15 [ 3 5ij —vi/a
_ v; exp(atij + xi;3) 7 (1 + exp(atij + z458)
e g vldudos) = }:[1 ]1:11 ( 1 + exp(z4;3) ) ( 1+ exp(z5/3) > >0

X exp (—%) X exp <—2§0) X v(lj’5 exp(—0,5v1) X ... X U(lJ’55 exp(—0, 5v15).

As distribuigoes a posteriori sdo

15 | 3 ‘ N N Ly < B B —v; /o
w(otiados, 0) = TTTT (o) (M) e

i |\ L exp(af) 1 + exp(zi;/3)

% exp (—g00)
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—_

.

. v
viexp(at;j + :L‘Uﬁ)> (1 + exp(ati; + xijﬁ)) vife
dad .
7(B|dados, a, v) L Ll—[l ( 1+ exp(zy;8) 1+ exp(z4;3) (5.8)

BEAY

15 —v;i/a
v; exp(ati; + x5 8) 1+ exp(aty; + x4;)
7(vy|dados, a, B,v_y) 1;[ [1;[ ( 1 +eXpJ x”ﬁ; ) ( 1 +exp(]$”5)J ) ] (5.9)
v’

X

exp(—0, 5ug,).

De maneira analoga a adotada na Segao 5.3.1 obtemos uma amostra de tamanho 10.000 e a
partir desta as estatisticas: média, desvio padrao (DP), intervalo de credibilidade de 95% (IC (95%))
e teste de Geweke estao apresentadas nas Tabelas 5.8 e 5.9 para os modelos marginalizado e completo,

respectivamente.

Tabela 5.8: Resumos a posteriori para o modelo marginalizado.

Parametros | Média DP IC (95%) Geweke || Valor Verdadeiro
o 0,1002 | 0,0497 [0,0137; 0,2092] -0,7149 0,10
3 —3,1050 || 0,4283 | [—3,9405; —2,2699] | 1,6027 -3,00
A 1,2743 || 0,2769 [0,8270; 1,9100] 0,3689 1,00
0 0,3146 | 0,2081 [0,0412; 0, 8204] -0,8668 0,50
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Tabela 5.9: Resumos a posteriori para o modelo completo.

Parametros | Média DP IC (95%) Geweke || Valor Verdadeiro

0,2895 | 0,0661 [0, 1656; 0, 4240] -0,6560 0,1000

—4,2990 || 0,5127 | [-5,3397; —3,3278] || 1,4964 -3,0000
U1 1,8030 || 0,7127 [0,6326; 3, 3855 -1,4122 2,2371
Vg 3,6380 || 1,6013 [1,0170; 7,2606] 0,9464 1,4617
U3 1,8920 || 0,7156 [0,6665; 3, 4264] -0,9324 2,0670
Uy 1,0120 || 0,4048 [0,3220; 1, 8742] 1,6184 0,4673
Us 1,0060 || 0,3773 [0,3533; 1, 8104] 1,0443 0,9414
Vg 2,9230 | 1,1861 [0,9336; 5, 4623] 0,6318 0,7377
vr 1,5560 | 0,5886 [0, 5469; 2, 8042] 0,0944 0,2937
Ug 1,3610 || 0,5190 [0,4601; 2, 4647 -0,0774 0,7768
Vg 0,9071 | 0,3391 [0,3078; 1,6240] -1,3603 0,3472
V10 0,1417 | 0,0557 [0,0456; 0, 2591] -0,0644 1,7833
v 0,2434 | 0,019 | [0,0824; 0,4408] | -0,3366 0,6953
V12 0,2206 || 0,0879 [0,0706; 0,4109] 0,6590 2,6111
13 1,5750 || 0,6319 | [0,4904; 2,9394] | -0,5200 1,0989
4 3,7730 | 1,4274 | [1,2887; 6,8251] | -0,0759 0,5943
V15 1,8440 | 0,7159 [0,6040; 3, 3582] 0,1941 2,2074

Notamos pelas Tabelas 5.8 e 5.9 que as estimativas de « e de 8 do modelo marginalizado ficam

mais proximas dos valores verdadeiros do que as estimativas obtidas pelo modelo completo.
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5.4 Consideracoes Finais

A metodologia bayesiana aplicada neste Capitulo atingiu resultados parecidos com os resultados
obtidos quando utilizamos a metodologia classica, isso tanto para o conjunto de dados reais quanto
gerados, o que ja era esperado pois utilizamos distribuigoes a priori com varidncia grande deixando
assim a distribuicdo a priori com pouca informacdo. A comparagdo entre os modelos marginalizado e
completo mostra que a estimagao dos pardmetros a e 8 do modelo marginalizado foi a que ficou mais
proxima do verdadeiro valor, mas nao podemos esquecer das diferencas entre os modelos, pois s6 o modelo
completo estima as fragilidades individuais e o modelo marginalizado é o tinico que estima a variancia

das fragilidades.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho apresentamos e estudamos o modelo logistico generalizado dependente do tempo
com fragilidade, utilizando inferéncia classica e bayesiana. Também, mostramos a sua aplicacdo em um

conjunto de dados reais.

Do ponto de vista classico, nao tivemos problema com identificabilidade. Este fato viabilizou o
estudo com dados gerados e com isso desenvolvemos o célculo da probabilidade de cobertura, o vicio e o

erro quadratico médio, para diferentes niveis de censura.

Sob o enfoque bayesiano, ndo existiu dificuldades de implementagdo do método Metropolis-
Hastings. Usando o modelo GTDL com fragilidade e para tempos multivariados a grande vantagem esta
na utilizagao da inferéncia bayesiana pois conseguimos atingir nosso objetivos, ou seja, os resultados

alcancados foram satisfatorio.

Com os resultados dos estudos de simulagdo e com a aplicacgdo em dados reais concluimos
que o modelo GTDL com fragilidade capta a heterogeneidade nao observada das unidades e o valor
das covariaveis que ou nao foram incorporadas no problema ou que por algum motivo nao puderam ser

coletadas influenciam na determinacao do tempo de falha.

Como perspectiva de continuidade deste trabalho propomos o estudo do custo de adicionar
o pardmetro que mede a heterogeneidade no modelo GTDL. Sob o ponto de vista bayesiano também
propomos trabalhar com distribui¢oes a priori nao informativa, como por exemplo, a distribuicao a priori

de referéncia, proposta por Bernardo (1979).
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Tabela A.1: Informagoes coletadas.

tempo

numeérico

continua

indicador de censura

morte=1

censura = 0

binaria

idade em anos

numeérico

continua

Sexo

homem= 1

mulher= 0

binaria

tratamento

paliativos= 1
cirurgia= 2
quimioterapia= 3
radioterapia= 4

quimioterapia+radioterapia= 5

categorica

status de performance

atividade normal= 1
trabalho leve= 2
incapacidade de trabalho= 3
> 50% comportamento= 4

de cama= 5

categorica

tipo de célula

escamosa— 1
célula pequena= 2
adeno = 3

outra= 4

categorica

nivel de s6dio

>= 136mmol/l= 1
< 136mmol /1= 2

categorica

nivel de albumina

>=35¢g/l =1
< 3bg/l =2

categorica

metastases

nao=1
sim= 2

nao sabe= 3

categorica

fumante

nao=1
sim= 1

ex= 3

categorica
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Tabela A.2: Categorias.

categoria codigo
idade em anos numeérico 1631
Sex0 homem By=1
mulher By =0
tratamento paliativos Bs=1,0,=0,85=0,0=0
cirurgia B3=0,8,=1,8=0,0s =0
quimioterapia 03=0,0,=0,0=1,0s =0
radioterapia 03=0,0,=0,8,=0,0s=1

quimioterapia+radioterapia

Bs=10,8,=0,0=0,0 =0

Status de performance

atividade normal
trabalho leve
incapacidade de trabalho
>50% comportamento

de cama

Pr=1,0s=0,09 =0,010=0
Br=0,0s=1,00=0,010=0
Br=0,0s=0,00=1,010=0
Pr=1,0s=0,09 = 0,010 =1
Br=0,0s=0,00=0,810=0

tipo de célula

escamosa

célula pequena

ﬁll = 1aﬁ12 = 07513 =0
/6].1 - 17&12 = 17613 = 0

adeno Pii=1,012=0,013=1
outra fi1=1,012=0,013=0
nivel de sédio >= 136mmol/l Ou=1
< 136mmol /1 G1a =0
nivel de albumina >=35¢g/l b5 =1
< 35g/1 P15 =0
Metastases nao Gig=1,0617=0
sim Pie =0, 017 =1
nao se sabe Gie=0,017=0
fumante nao Gig=1,019=0
sim Pr1s = 0,019 =1
ex Pis = 0,019 =0




Apéndice B

Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings é o resultado da proposta de Metropolis et al. (1953) e
da melhora sugerida por Hastings (1970). Este método de geragdo s6 é indicado quando a expressao da
distribuicao que queremos gerar nao é conhecida e os outros métodos de geragao considerados exatos nao

funcionam.

Suponha que temos uma distribuigdo de equilibrio 7(6), esta pode ser a posteriori. A idéia
central do algoritmo é a construgdo de uma cadeia, cujos valores sdo amostras da distribuicao w(6). A
geracdo de um possivel valor de @ é feita a partir de uma distribuigao diferente da 7(6), mas este valor é
aceito para a cadeia com uma certa probabilidade; caso a cadeia convirja, o sistema de corregao (onde o

valor é aceito ou ndo) é o que garante que a distribuicao de equilibrio 7(6) seja a distribuigao limite.

Com um pouco mais de formalidade reescrevemos a idéia do algoritmo. Suponha que a cadeia
esteja na posicao 7 e um valor #711 foi gerado da distribuicdo ~(.|¢#). Observe que a geracio do §7+!
pode depender do estado da cadeia j. Um exemplo simples deste fato é quando utilizamos como geradora
de candidato o chamado passeio aleatério. O valor #7711 é aceito com probabilidade

7T(gj-i-l),.y(gj-ﬁ-17 9]') )
m(69)y(07,6911) )

(07,071 = min (1, (B.1)
lembrando que 7(.) é a distribuigao de equilibrio.

Agora que ja descrevemos a idéia vamos expor os passos do algoritmo,

1) iniciar o contador de iteragoes da cadeia k = 1 e atribuir um valor para 6';

2) gerar um candidato a %! da distribuicio v(6);

3) calcular a probabilidade de aceitagao a(#*, %+1) utilizando a equagdo (B.1);

4) gerar uma valor u da distribuigao U(0, 1);

5) se o valor u for menor que (6%, 0¥+1) entdo o candidato #¥*! entra na cadeia na posicio

k + 1 caso contrario, o valor ¥t da cadeia é o mesmo que em #* e mude o contador k para k + 1;
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6) repetir os passos 2 até 5.

Existem outros métodos de simulagao via MCMC, como por exemplo, Metropolis, Gibbs Sam-

pling (para mais detalhes ver Gamerman e Lopes, 2006).



Apéndice C

Método de Geweke

A descrigao mais completa do método pode ser encontrada em Geweke (1992) ou em Paulino

et al. (2003).

O método de Geweke verifica a convergéncia do MCMC quando se tem uma numero N de
observagoes suficientemente grande. Suponha que queremos estimar 6 e para isso foi gerado um MCMC,

para a averiguacao da convergéncia utilizando Geweke, calcula-se as seguintes médias,
1 . 1 .
ga:—gmegb:—géﬂ
Ng 4 np <
j J

sendo que j indica a posigao na cadeia, g, é o valor da média que foi calculada utilizando as n, primeiras

posigoes da cadeia e g, é o valor da média que foi calculada utilizando as n; tltimas posigoes da cadeia.
Se a cadeia convergiu temos que g, deve ser semelhante a g, admitindo que n,/N e n,/N sao
fixo e N — 00; entao pode se mostrar que

(ga - gb)
V(52/1a) + (s7/mp)

sendo que, s2 e s7 sao estimativas independentes das variancia assintoticas de g, e gp.

— N(0,1),

Assumimos que houve convergéncia se o valor desta estatistica ficar entre + 1,96. Este método
estd implementado em um pacote do R Development Core Team (2008) chamado CODA (Plummer et al.,

2009).
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