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Resumo

Em anélise de sobrevivéncia determinados estudos caracterizam-se por apresentar
uma fragao significativa de unidades que nunca apresentarao o evento de interesse, mesmo
se acompanhados por um longo periodo de tempo. Para a analise de dados com longa
duracao, abordamos o modelo de mistura padrao de Berkson & Gage supondo que os tem-
pos de vida dos individuos em risco seguem distribuicao Weibull modificada generalizada.
Este modelo engloba diversas classes de modelos como casos particulares, propiciando o
uso deste para discriminar modelos. O modelo abordado assume implicitamente que todos
os individuos que falharam possuem risco homogéneo. Alternativamente, consideramos
o modelo de mistura padrao com um termo de fragilidade com o objetivo de quantifi-
car a heterogeneidade nao observavel entre os individuos. Este modelo é caracterizado
pela inclusao de uma variavel aleatéria nao observavel, que representa as informacgoes que
nao podem ou que nao foram observadas. Assumimos que a fragilidade atua de forma
multiplicativa com distribuicao gama. Para os tempos de vida dos individuos em risco
consideramos a distribuicao Weibull, obtendo o modelo de mistura padrao Weibull com
fragilidade. Para os dois modelos realizamos estudos de simulagao com o objetivo de
analisar as propriedades frequentistas dos processos de estimacgao. Aplicagoes a conjunto
de dados reais mostraram a aplicabilidade dos modelos propostos, em que a estimacao
dos parametros foram determinadas através das abordagens de méxima verossimilhanca

e Bayesiana.

Palavras-Chave: Modelos de longa duracao, Modelo de mistura padrao, Modelo

de fragilidade, Distribuicao Weibull modificada generalizada.



Abstract

In survival analysis, some studies are characterized by having a significant frac-
tion of units that will never suffer the event of interest, even if accompanied by a long
period of time. For the analysis of long-term data, we approach the standard mixture
model by Berkson & Gage, where we assume the generalized modified Weibull distribu-
tion for the lifetime of individuals at risk. This model includes several classes of models
as special cases, allowing its use to discriminate models. The standard mixture model
implicitly assume that those individuals experiencing the event of interest possess homo-
geneous risk. Alternatively, we consider the standard mixture model with a frailty term
in order to quantify the unobservable heterogeneity among individuals. This model is
characterized by the inclusion of a unobservable random variable, which represents infor-
mation that can not or have not been observed. We assume multiplicative frailty with
a gamma distribution. For the lifetime of individuals at risk, we assume the Weibull
distribution, obtaining the frailty Weibull standard mixture model. For both models,
we realized simulation studies with the purpose of analyzing the frequentists properties
of estimation procedures. Applications to real data set showed the applicability of the
proposed models in which parameter estimates were determined using the approaches of

maximum likelihood and Bayesian.

Keywords: Long-term models, Standard mixture model, Frailty model, Gene-

ralized modified Weibull distribution.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das areas da Estatistica que tem apresentado um crescimento consideravel
nas ultimas duas décadas é a analise de sobrevivéncia. Esta consiste de procedimentos
estatisticos para analisar dados relacionados ao tempo até a ocorréncia de algum evento de
interesse (morte, cura, recidiva de um doenga, falha de um componente eletronico, queima
de uma lampada, tempo até a germinac¢ao de uma semente, etc.), que em geral, pode ser
acomodado por uma distribuicao de probabilidade. Na literatura diversas distribuicoes
tém sido utilizadas para modelar fendmenos com taxas de falha monoétonas. Existem
estudos em que a funcao de risco apresenta formas nao monoétonas, assim distribuicoes
usualmente conhecidas como a exponencial e de Weibull nao apresentam flexibilidade
para modelar as taxas de falha nao monoétonas. Assim, com o proposito de modelar
funcoes de risco em formas monétonas e também as nao monoétonas, (Carrasco et al.
(2008) propuseram a distribui¢ao Weibull modificada generalizada que é bastante flexivel
em acomodar diversas formas para a taxa de falha. Este modelo possui diversos sub

modelos como casos particulares, podendo assim, ser usado para discriminar modelos.

Pode acontecer do evento de interesse nao ocorrer para todas as unidades, origi-
nando as censuras. Desta forma, as técnicas estatisticas classicas nao sao adequadas, pois
necessitam de todos os tempos de falha. Assim, faz-se necessario o uso dos métodos de
analise de sobrevivéncia que possibilitam incorporar na analise estatistica a informacao

contida nos dados censurados.

Existem dados de sobrevivéncia em que uma parcela das unidades em estudo

nunca apresentarao o evento de interesse, mesmo se acompanhados por um tempo sufici-



entemente grande. Certamente uma lampada cedo ou tarde falhara, porém um paciente
14 i A ~ N . . ~

curado” de céncer pode nao apresentar a recorréncia do tumor. Diz-se entdo, que es-
ses individuos sdo (imunes ou curados) ao evento de interesse e a populacdo aos quais
eles pertencem possui uma fragao de cura. Neste contexto, o modelo de mistura padrao

proposto por Boag| (1949) e Berkson & Gagel (1952) ¢ o mais conhecido.

Vérios autores vém discutindo a respeito de modelos envolvendo misturas de
distribuigoes e fragao de cura. Por exemplo, [Farewell (I977) aborda o modelo de mistura
Weibull e investiga como o fator de risco afeta o tempo de desenvolvimento de uma doenga,
Farewell (T982)) utilizou o modelo de risco proporcional de Cox. [Goldmanl (T984)) discute
sobre a analise de sobrevivéncia quando a cura é possivel. [Greenhouse & Wolfel (1984)
estudam uma generalizagao do modelo de mistura padrao baseada na teoria de riscos
competitivos. [Kuk & Chenl (1992) combinaram a formulacao logistica para a probabilidade
de ocorréncia do evento de interesse com estrutura de risco proporcional, propondo uma
generalizagdo semi paramétrica para o modelo de [Farewell (1982). Um excelente livro que

aborda modelos de sobrevivéncia com fra¢ao de cura é o de [Maller & Zhoul (1996).

Recentemente, modelos mais complexos de longa duragao como de [Yakovlev et al.
(1990)), [Chen et al. (1999), Tbrahim et ol (2001), [Rodrigues et al|(2009), entre outros, vém

sendo explorados com o objetivo de explicar melhor os mecanismos biolégicos envolvidos.

Os modelos de cura assumem implicitamente que todas as unidades que sofre-
ram o evento de interesse possuem risco homogéneo, no entanto, uma forma de medir a
heterogeneidade observada é adicionando covariaveis ao modelo. Assim, uma parcela da
heterogeneidade pode ser explicada por covariaveis, entretanto, existe um grau de hete-
rogeneidade induzida por fatores de riscos nao observaveis. Os modelos que incorporam
a heterogeneidade nao observéavel entre os individuos sao conhecidos como modelos de

fragilidade.

Em esséncia, o conceito de fragilidade originou no trabalho de|Greenwood & Yule
(1920) sobre “tendéncia de acidentes” e mais tarde [Vaupel et al| (1979) introduziram o
termo de fragilidade em modelos de sobrevivéncia univariado. [Clayton| (I978) e [Oakes
(1982) abordaram o primeiro modelo de fragilidade para dados multivariados. [Aalen
(1988), Hougaard et al. (1994), Longini Jr & Halloran| (1996)) e Price & Manatunga) (2001)),

dentre outros, estenderam os modelos de fragilidade considerando a fracao de cura.
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1.1 Objetivos do Trabalho

A proposta deste trabalho foi em abordar o modelo de mistura padrao de Berkson
& Gage supondo distribuicao Weibull modificada generalizada para o tempo de vida dos
individuos em risco e através de um estudo de simulacao verificar a adequabilidade do
modelo. A distribuigdo considerada para os tempos de vida, engloba varios modelos

especiais, assim o modelo considerado pode ser utilizado para discriminar modelos.

A fim de quantificar a heterogeneidade nao observavel entre os individuos, um
termo de fragilidade foi adicionado ao modelo de mistura padrao, em que supomos dis-
tribuicao de Weibull para o tempo de vida dos individuos em risco e fragilidade gama.
Realizar um estudo de simulacao para verificar o comportamento dos estimadores do mo-
delo e analisar as propriedades frequentistas do processo de estimacao. A analise classica
dos modelos sao baseadas nas propriedades assintoticas dos estimadores dos parametros

envolvidos e através do método de simulacao bootstrap.

Do ponto de vista Bayesiano os modelos propostos foram estudados considerando

os métodos de MCMC para estimar os parametros de interesse.

1.2 Organizacao dos Capitulos

No Capitulo Pl apresentamos uma breve revisao dos conceitos de analise de so-
brevivéncia. Para a modelagem de dados de sobrevivéncia apresentamos a distribuicao

Weibull modificada generalizada e seus principais sub modelos.

Com a proposta de analisar dados de sobrevivéncia com longa duragao, abor-
damos no Capitulo B o modelo de mistura padrao Weibull modificada generalizada. A
proposta ¢ baseada em [Boag] (1949) e Berkson & Gagel (1952) em que realizamos um estudo
de simulagao para verificar as propriedades frequentistas do procedimento de estimacao.

Um conjunto de dados reais foi utilizado para ilustrar a aplicabilidade do modelo.

Tendo em vista a possibilidade de haver heterogeneidade nao observavel entre as
unidades, no Capitulo [4] apresentamos o modelo de mistura padrao Weibull com fragili-
dade, em que é adicionado um termo aleatério nao observavel, denominado de fragilidade,

na fungao de risco de base. Um estudo de simulagao foi realizado com o objetivo de
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verificar o comportamento dos estimadores do modelo, bem como o custo de estimar a
propor¢ao de curados quando o termo aleatorio é adicionado ao modelo de mistura padrao.
Para ilustrar a aplicabilidade do modelo foi utilizado um conjunto de dados reais, em que
a estimagcao dos pardmetros foram obtidos através da inferéncia classica. No Capitulo

apresentamos uma abordagem Bayesiana para os modelos.



Capitulo 2

Analise de Sobrevivéncia

Em modelos de sobrevivéncia, o objetivo principal é o tempo até a ocorréncia de
um determinado evento de interesse, em geral denominado tempo de sobrevivéncia, vida
ou de falha. Seja o tempo até a ocorréncia da morte de um paciente com cancer, a recidiva
de um tumor, de um individuo quitar uma divida com uma institui¢ao financeira, todos

esses fendomenos podem ser objetos de estudo em anélise de sobrevivéncia.

No desenvolvimento deste texto, consideramos que os individuos sao as unidades

em estudo e o conjunto de dados observados ¢é referente ao tempo de vida dos individuos.

A principal caracteristica relacionada a estes dados, diz respeito a presenca de
observagoes incompletas. Comumente denominado por censura, esta ocorre por varios
motivos, dentre elas, o abandono do tratamento, a saida do estudo por outros motivos
além do estudado ou a ndo ocorréncia da falha até o término do experimento. E importante
observar, que mesmo sendo observagoes parciais, essas trazem alguma informacao sobre

o tempo até a falha e nao devem ser omitidas na anélise do problema.

2.1 Tipos de Censura

Existem véarios tipos de censuras entre elas podemos citar:

e Censura de tipo I: Ocorre quando o experimento é conduzido até um periodo de

tempo pré-definido.

e Censura de tipo II: E aquela em que o estudo termina apos ocorrer o evento de
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interesse em um nimero pré-estabelecido.

e Censura aleatoéria: Acontece quando um individuo é retirado no decorrer do

estudo sem ter ocorrido o evento de interesse.

O mecanismo de censura pode ser informativa e nao informativa. Dizemos que a
censura é nao informativa, se a ocorréncia desta é independente do mecanismo que provoca
a falha. Por outro lado, suponhamos que um laboratorio esta interessado na eficacia de
uma nova droga e no decorrer do experimento os responsaveis pelo estudo retiram aqueles
individuos que apresentaram alguma complicacao de satide devido ao tratamento com esta
nova droga, neste exemplo, estamos diante de uma censura informativa. Neste trabalho

consideramos que o mecanismo de censura é nao informativa.

O conjunto de dados que temos interesse em analisar consiste de n observacoes
dos vetores (11,61), (13,02), ..., (Ty, 6,), sendo que T; é o tempo observado para a i-ésima
unidade, sendo que esta pode ter sido uma falha ou uma censura, ou seja, podemos definir
T? o tempo de sobrevivéncia da i-é¢sima unidade e X; o tempo até a censura da i-ésima

unidade em experimento, entao
. 0 .
T, =min{T;, X;}, i=1,...,n,

sendo 17, ..., T? variaveis aleatorias i.i.d. independente de X, ..., X, as quais sao i.i.d.
A variavel indicadora ¢; é tal que 9; = 0, se a i-ésima observagao é censurada e 9; = 1, se

a i-ésima observacao esta associada a uma falha, a qual é representada da seguinte forma,

17 se T’iOSXia

0, se T?> X,.

5 =

2.2 Funcoes de Interesse

Seja T uma variavel aleatéria nao negativa, continua, representando o tempo de
falha. Usualmente é especificada pela fungao densidade de probabilidade f(t), fun¢ao de

sobrevivéncia S(t) e fungao de risco h(t).

Como o tempo de vida é nao negativo, temos que f(¢) > 0 para todot >0 e

/0 " fuydu =1,
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com fungao de distribuicao acumulada de T definida por
t
F(t) = P(T < 1) :/ Fu)du. (2.1)
0

A funcao de sobrevivéncia é definida como a probabilidade de uma unidade so-

breviver pelo menos até um instante ¢ pré-estabelecido, isto €,
S(t)=P(T >1t) :/ flw)du=1— F(t). (2.2)
t

Em decorréncia de (2]), a fungao de sobrevivéncia S(t) apresenta as seguintes

propriedades:

i) é ndo crescente;
i) S(0) = 1;

iii) lim S(t) = 0.

t—o0
Como consequéncia da propriedade (i77), a fungado de sobrevivéncia definida em

[22) é denominada fungao de sobrevivéncia propria.

A fungao de risco ou taxa de falha, é definida como o limite da probabilidade
de um individuo falhar no intervalo de tempo [t,¢ + At], dado que o individuo tenha
sobrevivido até o instante t, e é dada por

Pt<T<t+AHT >1)
At—0 AN

Esta funcao pode ser interpretada com sendo a taxa de falha instantdnea no
tempo t. A funcao de risco descreve a distribuicao do tempo de vida, ou seja, representa
a forma como a taxa instantanea de falha muda com o tempo. Graficamente a fungao
de risco pode apresentar comportamento, constante, crescente, decrescente e até mesmo

formas nao monotonas.

Algumas fungoes sao usuais para descrever os tempos de vida, como por exem-
plo, a distribuicao exponencial que apresenta forma de risco constante, a distribuicao de
Weibull com formas crescente, decrescente e constante. No entanto, estas distribuigoes
nao sao capazes de modelar taxas de falha nao monoétonas, como em forma de banheira
ou unimodal, o que sao bem comuns em analise de sobrevivéncia. Com a proposta de

obter uma distribui¢do que comporta as varias formas mencionadas, [Carrasco et all (2008))
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propuseram a distribuigdo Weibull modificada generalizada (WMG), que é capaz de mo-
delar fungoes de risco monoétonas e também as nao monoédtonas. Esta distribuicao seréa

apresentada com mais detalhes na Secao 2.4

A partir das fungdes f(t), S(t) e h(t), algumas rela¢oes matematicas podem ser
definidas:

ds(t)

ft) = T

S(t) = exp{-H(t)}

hit) = % (2.3)

H) = /0 () du, (2.4)

esta ultima relagao é denotada por funcao de risco acumulada. Desta forma, no conheci-

mento de uma das fungoes é possivel encontrar as demais.

2.3 Estimador de Kaplan-Meier

Uma maneira de estimar a fungao de sobrevivéncia considerando um conjunto de
dados com censuras, foi proposto por [Kaplan & Meier| (1958). Este método, nao para-
métrico, é o mais utilizado em estudos clinicos, e é também conhecido na literatura como
estimador produto-limite. Este é uma adaptagao da funcao de sobrevivéncia empirica,
que considera tantos intervalos de tempo quanto forem o niimero de falhas distintas. Os

limites dos intervalos de tempo sao os tempos de falha da amostra. Considere:

o i) <t <...<lm),os k tempos distintos e ordenados de falha,
e d; o nimero de falhas em t(;), j =1,...,k,

e n; o numero de individuos em risco em £(;), ou seja, os individuos que nao

falharam e ndo censuraram até o instante imediatamente anterior a L)

O estimador de Kaplan-Meier (KM) ¢é definido por:
. e — d. d.
S@t) = e B | 9, .
) H ( n; ) H (1 n; (25)
g ti<t g i<t
A expressao (2.H) é uma fung¢ao escada com degraus nos tempos observados de

falha de tamanho 1/n, em que n é o tamanho da amostra.
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A Figura 2] ilustra a curva de sobrevivéncia estimada através de KM, em que
os dados sao referentes a um estudo clinico em que os pacientes sao observados apos a
remocao de um melanoma maligno, no periodo de 1962 — 77. O conjunto de dados possui
205 individuos, sendo que 148 foram censurados no periodo observado. O tempo maximo
de estudo foi de 5565 dias e a morte do paciente é o evento de interesse. Os dados de
melanoma foram retirados do pacote timereg do programa R, (R Development Core Team),

2009).

1.0

0.6

Funcéo de sobrevivéncia
0.4

0.2

0.0
!

I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000
Tempo (dias)

Figura 2.1: Estimativa de Kaplan-Meier para os dados de melanoma cutaneo.

Observamos na Figura 2.1l que apés um determinado tempo a curva se estabiliza
nao havendo mais falhas, isto sugere que os individuos censurados no final do experimento
possam ser imunes ao risco em questao ou foram curados durante o experimento. As
técnicas usuais de sobrevivéncia nao incorporam a fragao de cura, desta forma, no Capitulo
serd apresentado um modelo estatistico capaz de estimar a proporcao de curados da

populagao.
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2.4 Modelos Probabilisticos

Nesta secao sao apresentadas algumas distribui¢coes de probabilidade que sao
utilizadas na modelagem de dados de sobrevivéncia, e em especial as distribui¢oes que sao

consideradas neste trabalho.

2.4.1 Distribuicao Weibull Modificada Generalizada

O tempo até a ocorréncia de algum evento de interesse, em geral, pode ser aco-
modado por uma distribuicao de probabilidade. Na literatura, varias distribuicoes tém
sido utilizadas para descrever tempos de sobrevivéncia. A distribuicao de Weibull é am-
plamente usada para modelar dados de sobrevivéncia e fendmenos com taxas de falha
monoétonas. No entanto, esta distribuicao nao apresenta flexibilidade para modelar taxas
de falha nao monotonas, tais como, em forma unimodal e banheira, o que sao bem comuns

em estudos biologicos e também nas engenharias.

Recentemente, novas classes de distribuigoes foram propostas baseadas em mo-
dificacoes da distribuicao de Weibull com a finalidade de acomodar func¢oes de risco nao
monoétonas. Muitos modelos surgiram, como as distribuicoes exponencial exponenciada
(Gupta & Kundu, 2001]), Weibull exponenciada (Mudholkar & Srivastaval, [1993) e Weibull
modificada (Lai et all 2003]), dentre outras. [Pham & Lai (2007) apresentam uma boa

revisao desses modelos.

A distribui¢ao Weibull modificada generalizada (WMG) proposta por [Carrasco
et_all (2008)), apresenta flexibilidade em acomodar diversas formas para a taxa de falha,
podendo assim ser utilizada em uma variedade de problemas para modelar dados de so-
brevivéncia. Outra caracteristica desta distribuicao é em apresentar véarios sub modelos,
como as distribui¢oes exponencial, exponencial exponenciada, Weibull, Weibull exponen-

ciada e Weibull modificada, dentre outras.

Uma variavel aleatoria nao negativa e continua 7' tem distribuicago WMG com
parametros o > 0, v >0, A > 0 e 3 > 0, se sua funcao densidade de probabilidade ¢ dada
por

Bt (y + At) exp| Mt — ot exp(At)]

S = {1 — exp[—ot7exp(At)]} 7 ’
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em que o é o parametro de escala, v e 3 sao parametros de forma e A > 0.

A funcao de sobrevivéncia é dada por

S(t) =1— {1 —exp|—ot exp (At)]}" .

O termo exp(At) pode ser visto como um fator acelerador na sobrevida, isto
significa, conforme o tempo aumenta o parametro A funciona como um fator de fragilidade

na sobrevivéncia do individuo.

A fungao de risco é expressa por

ot (7 4 At) exp [\ — ot7 exp (A)] {1 — exp [~at exp (A)]}

h(t) = 1—{1—exp[—oat” eXp(/\t)]}ﬁ

Uma caracteristica da distribuicao WMG é que sua fungao de risco acomoda
diversas formas dependendo basicamente dos parametros de forma v e (3, com as seguintes

propriedades:

i) Paray>1,0< 3 < 1eVt >0, h(t) é crescente;

ii) Para0 <y <1, 8>1eVt >0, h(t) ¢ decrescente;

iii) Para 0 < v < 1 e 8 — 0o, h(t) é unimodal;

iv) Se A=0,v>1e~0 <1, h(t) tem forma de banheira;
v) Quando 3 =1, h(t) tem forma de banheira.

Nas Figuras [2Z2(a) e (b) apresentamos exemplos das fungoes de sobrevivéncia e

de risco da distribuicao WMG, respectivamente.

() (b)
Q. o !
- 'l\ ™ /
\ ’.
\ ’
LAY [Te} .
© v i ] !
o \ ‘.A y=0.4,B=2 N . y=04,B=2
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Figura 2.2: (a) Fungao de sobrevivéncia e (b) fungao de risco da distribuicato WMG.
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2.4.2 Modelos Especiais

A distribuicao WMG apresenta como casos particulares alguns modelos listados

abaixo, em que apresentamos a fungao de sobrevivéncia.

e Modelo exponencial. O modelo WMG com A =0, =1e v =1 se reduz a

S(t) = exp(—oat).
e Modelo Rayleigh. Para A =0, § =1 e 7 = 2, obtemos
S(t) = exp(—at?).
e Modelo Rayleigh generalizada. Fixando A =0 e v = 2, temos
S(t)=1—[1—exp (—atz)}ﬁ.
e Modelo Weibull. Para A =0 e 3 =1, o modelo WMG se reduz a
S(t) = exp(—oat?).
e Modelo exponencial exponenciada. Se A =0 e v =1, temos
S(t) =1—[1 —exp(—at)]’.
e Modelo Weibull exponenciada. Se apenas A = 0, obtemos
S(t) =1—[1—exp(—at")]’.

e Modelo Weibull modificada. A distribuicao WMG com 3 = 1 se reduz a

S(t) = exp|—ot” exp(At)].

2.5 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Segundo [Colosimo & Gioldl (2000), existem varios métodos de estimagao, um dos
mais conhecido é o método de minimos quadrados, no entanto, este método é inapropriado

para estudos de tempo de vida, devido a sua incapacidade de incorporar censuras no seu
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processo de estimagao. Para modelos de analise de sobrevivéncia o método mais utilizado
¢ o de maxima verossimilhanca, devido ao fato de o mesmo ser capaz de incorporar
dados censurados, além de possuir propriedades 6timas para grandes amostras, como por

exemplo, a normalidade assintotica dos estimadores de méaxima verossimilhanca.

Seja T uma variavel aleatoria representando o tempo de vida com fungao den-
sidade de probabilidade f(t;8), em que @ é o vetor de parametros. A funcdo de veros-
similhanca correspondente a uma amostra aleatoria observada sem censura, é expressa

por

n

L6) =] r:0). (2.6)

=1

A expressao (2.6]) aponta que a contribuigao de cada observagao nao censurada,
ou seja completa, é dada pela funcao densidade do modelo probabilistico. No entanto,
cada observacgao censurada nos informa que o tempo de falha ou de sobrevivéncia é maior
que o tempo de censura observado, e portanto, a sua contribui¢do para L(0) é dada
pela funcdo de sobrevivéncia S(t). Assim, as observagoes da amostra aleatéria podem
ser divididas em dois conjuntos, as r primeiras sdo as nao censuradas {1,2,...,7}, e as

(n — r) seguintes sao as censuradas {r + 1,7 +2,...,n}, parar=1,...,n.

A fungdo de verossimilhanga com dados censurados, segundo [Lawless (2002)),

assume a seguinte forma

n n

£(0) oc [ £t 0)) [S(t:; )] = [ [ [n(t:: )] S(t:;6), (2.7)

i=1 =1
em que §; é a variavel indicadora de censura. A expressao (2.7)) é valida para as censuras
do tipo I, II, aleatéria e também sob a suposicao que o mecanismo de censura é nao

informativa.

Os estimadores de méxima verossimilhanca sao os valores de @, que maximi-
zam L(0), ou de forma equivalente, £(0) = log [£(0)]. Os estimadores sdo encontrados

resolvendo-se o sistema de equacoes

U() = % —0.

Algumas vezes, devido a complexidade da fun¢@o de verossimilhanca, o estimador

de méxima verossimilhanca nao possui uma expressao fechada, desta forma a estimacao
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dos parametros deve ser realizada por algum procedimento numérico como por exemplo

os implementados no sistema R.

2.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos a distribuigao Weibull modificada generalizada e
suas principais propriedades. Esta distribuigao apresenta flexibilidade em acomodar taxas
de falha mondtonas (crescente, decrescente) e também as ndo monotonas (unimodal e em

forma de banheira) o que sdo bem comuns em andlise de sobrevivéncia.

Com o objetivo de analisar dados de sobrevivéncia com fracao de cura, no Capi-
tulo Blabordaremos o modelo de mistura padrao que é baseado em Boag| (1949) e Berkson
& Gagel (1952) para estimar a proporgao de curados. Para os individuos em risco consi-

deraremos que os tempos de vida seguem distribuigao Weibull modificada generalizada.



Capitulo 3

Modelos de Longa Duracao

Em estudos de anélise de sobrevivéncia, o evento de interesse pode estar centrado
em investigar a morte de um paciente, a ocorréncia ou a recorréncia de uma doenca,
o retorno de um prisioneiro liberado da prisao, o tempo de vida de um componente

eletronico, dentre outros.

Quando acontece de uma populacao ter um grande ntmero de observagoes cen-
suradas, ha um indicio de que nesta populacao exista uma fracao de individuos que nao
estao sujeitos em experimentar o evento de interesse. Estes individuos sao considerados
(imunes ou curados) ao evento de interesse. Um individuo é considerado imune ou cu-
rado quando este nao sofre o evento de interesse no tempo de observacao definido, dessa

maneira um individuo curado sempre tem sua observacao censurada.

Nos modelos tradicionais de sobrevivéncia nao sao possiveis estimar a propor-
¢ao de cura da populagao assim, sao necessarios modelos estatisticos que incorporam na
modelagem estatistica a fracao de cura. Os modelos de longa duracao tém grande impor-
tancia em anélise de dados de sobrevivéncia. Por isso, diferentes métodos para ajustar

tais modelos tém surgido na literatura.

Muitos autores contribuiram para a teoria dos modelos de mistura de longa du-
ragao. O trabalho pioneiro foi apresentado por [Boagl (1949), que utilizou o método de
méxima verossimilhanca para estimar a proporcao de sobreviventes em uma populacao
de 121 mulheres com cancer de mama, experimento esse que teve a duracao de 14 anos.
Baseado na ideia de [Boag (1949)), Berkson & Gage (1952)) propuseram um modelo de

mistura, com o objetivo de estimar a proporcao de curados numa populacao submetida a

15
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um tratamento de cancer de estomago. Recentemente, modelos mais complexos de longa
duracao, Yakovlev et all (1996), (Chen et all (1999), Ibrahim et all (2001]) e Rodrigues et al.
(2009), dentre outros, surgiram com o objetivo de explicar melhor os efeitos biologicos

envolvidos.

Encontramos diversas aplicagoes dos modelos de longa duragao em areas tais
como, estudos biomédicos, financeiros, criminologia, demografia, confiabilidade industrial,
mercado, dentre outras. Por exemplo, em dados biomédicos um evento de interesse pode
ser a morte do paciente, na qual pode ocorrer devido a recorréncia do tumor. Quando
se trabalha com dados financeiros, um evento de interesse pode ser o desligamento do
cliente de um banco devido a véarios motivos. Ja em dados de criminologia, o evento de
interesse pode ser a reincidéncia no crime. Em confiabilidade industrial, os modelos de
longa duracao sao utilizados para verificar a propor¢ao da vida dos componentes que sao
colocados em teste no tempo zero e expostos a varios regimes de tensao ou uso. Na area de
mercado, os imunes sao considerados os individuos que nunca comprarao um determinado
produto. Ver por exemplo, Meeker & Escobar! (1998)), [Anscombel (1961]), [Farewell (T977),
Goldman! (1984)), Broadhurst. & Maller! (1991)).

3.1 Modelo de Mistura Padrao

O modelo de mistura padrao proposto por Berkson & Gagel (1952) é um dos
mais conhecidos na analise de sobrevivéncia para ajustar dados de longa duragao. Este
consiste de uma mistura de distribui¢oes paramétricas, sendo uma funcao de sobrevivéncia
improépria considerada para a populagao total (curados e ndo curados) e uma fungao de

sobrevivéncia propria para a parte da populacao formada pelos nao curados.

O modelo de mistura padrao é derivado considerando uma varidvel de Bernoulli
nao observavel M; aos individuos que estao em risco e para os que nao estao em risco, em

que

0, se o individuo ¢ nao esta em risco,

M: = o , , i=1,2,...,n,
1, se o individuo 7 esta em risco,

COIIlP(MZ:0>:1—p0€P(Ml:1):p0

Como existem duas subpopulagdes (curados e nao curados) a funcao de sobre-
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vivéncia para os individuos nao curados, S(t), é propria, no entanto, para os individuos

curados a fungao de sobrevivéncia é impropria, ja que seus tempos de vida sao infinitos.

Desta forma, considerando 7" uma variavel aleatéria nao negativa e continua,

representando o tempo de vida, sabemos que

P(T>tM;=1)=S8(t) e P(T>t|M =0) =L

A probabilidade de o tempo de vida ser maior que um determinado tempo t,

independente do grupo a que ele pertenga é dada por
Splt) = P(T>1)
= P(T >t|M; =0)P(M; =0)+ P(T > t|M; =1)P(M; = 1)

= 1—po+poS(t).
Assim, a funcao de sobrevivéncia populacional é dada por

Spop(t) =1 —po + poS(t), (3.1)

em que S(-) representa a fun¢do de sobrevivéncia propria associada aos individuos em

risco.
A fungao (BJ]) possui as seguintes propriedades:
i) Se po = 1, entdo Spep(t) = S(t);
i) Spop(0) = 15
iii) Spep(t) € decrescente;

iv) lim Sp,,(t) = 1 — po.

t—00

A propriedade (iv) retrata o fato de a fungao de sobrevivéncia populacional ser
impropria, pois a curva de sobrevivéncia estabiliza em 1 — pg, justamente a proporcao de
curados da populacao.

A funcao densidade improépria é

Joop(t) = _ds%;(t) =pof(t), (3.2)

em que f(-) representa a fungao de densidade propria relativa ao grupo dos individuos em

risco. Com funcao de risco populacional dada por

_ elt) _ mof ()
h/pop(t) - Spop(t) - 1 — Po + pOS(t) ‘

(3.3)
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De (33) a fungao de risco propria ¢ dada por

Sp0p<t)hp0p(t) _ SPOP(t)
M= =S S — (1 oy "™ (3.4

Como {Spop(t)/[Spop(t)—(1—po)]} > 1, tem-se que hy,(t) < h(t), ou seja, a fungao
de risco da populacéao é limitada pela funcao de risco de base. De (B.4)) decorre que h(t)
nao possui a propriedade de riscos proporcionais, uma vez que {Spop(t)/[Spop(t) — (1 —po)]}

sempre dependera de ¢t. Observe ainda de (3.3]) que

lim fy, (1) — Tim 220 _ < 1o ) lim f(t) = 0. (3.5)

t—o00 t—o00 Spop(t) 1— Po ) t—oo

O resultado em (B.3]) revela & medida que o tempo aumenta, o risco da populagao
converge para o valor zero, isto confirma o fato da curva de sobrevivéncia populacional
estabilizar em um determinado valor (fragdo de cura), indicando que uma parcela dos
individuos em estudo nao falharam e possivelmente eles foram curados durante o experi-

mento.

3.2 Modelo de Mistura Padrao Weibull Modificada Ge-

neralizada

Nesta secao formulamos o modelo de mistura padrao utilizando a distribuigao
Weibull modificada generalizada apresentada no capitulo anterior para, em um cenario

de longa duracao, modelar o tempo de vida de individuos sob risco.

O modelo de mistura padrao Weibull modificada generalizada (MWMG) ¢é defi-
nido admitindo-se que o tempo de vida dos individuos em risco seguem uma distribuicao
WMG com vetor de pardmetros 8 = (0,7, A, 5)’. Substituindo (2.6]) em (B.I)) obtemos a

funcao de sobrevivéncia populacional dada por
Soon(t) = 1 — po + po (1 ~ {1 — exp[—otTexp (At)]}@) (3.6)
simplificando (3.6 obtemos,

Spop(t) = 1 — po {1 — exp[—at? exp(At)]}’ (3.7)
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Perdondl (2006) com o objetivo de obter generaliza¢oes de modelos de riscos mais

flexiveis, definiu-se o modelo geral de longa duracao exponenciada dada por

103 Ol1—g(t;n)]

ST L el

h@mm@n%zl_mu—gwn)

em que ¢(t;n) é uma fun¢ao sempre positiva e sua primeira derivada é negativa, isto é,
uma fungdo mondtona decrescente, ) é o vetor de parametros de g(-), § é o parametro de

forma e 0 < py < 1.

O modelo geral (3.8)) particulariza muitos modelos novos e modelos usuais base-
ados na distribuicao de Weibull. A fungao de sobrevivéncia com longa duragao é dada

por
S(t,po, 77) =1- pO[l - g<t7 77)],8 (38)

Observe quando g(t,n = [0,7,A]) = exp[—ot” exp(At)] tem-se a fungao de so-
brevivéncia dada em (B.7), ou seja, o modelo de mistura padrao Weibull modificada

generalizada é um caso particular do modelo geral (3.8]).

Utilizando a fungao de sobrevivéncia populacional (3.0) a fun¢do de densidade

improépria é dada por

oo Bty 4 At) exp[At — 7 exp(At)]

Toon(t) = {1 — exp[—ot? exp(\t)]}1 5 (3.9)

com fungao de risco impropria

oo BTNy + At) exp{ At — at” exp(\t) } [1 — exp{—at” exp()\t)}}ﬁ_l

Pren(1) = 1= {1 = espl—ot exp()]}

3.2.1 Modelos Especiais

O modelo proposto abrange como casos particulares alguns modelos listados

abaixo, em que apresentamos a fun¢ao de sobrevivéncia populacional.

e Modelo de mistura padrao exponencial (ME). O modelo MWMG com
A=0,8=1e~v=1sereduz a

Spop(t) = 1 — po + po exp(—ot).
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e Modelo de mistura padrao Rayleigh (MR). ParaA=0,=1evy=2 a

funcao de sobrevivéncia MWMG se reduz a
Spop(t) =1 — po + poexp (—ot?).

e Modelo de mistura padrao Rayleigh generalizada (MRG). Fixando
A=0e~v =2, 0modelo MWMG se reduz a

Spop(t) =1 —po [1 — exp (—atQ)}ﬂ.

e Modelo de mistura padrao Weibull (MW). Para A =0 e = 1, o modelo
MWMG se reduz a

Spop(t) =1 = po + po exp(—at?). (3.10)

e Modelo de mistura padrao exponencial exponenciada (MEE). Se A = 0

e 7 = 1, obtemos
Spop(t) =1 —po[1 —exp (—at)]ﬁ.

e Modelo de mistura padrao Weibull exponenciada (MWE). Se apenas
A =0 o modelo MWMG se reduz

Spop(t) = 1= po [1 — exp (—at7))” .

e Modelo de mistura padrao Weibull modificada (MWM). O modelo
MWMG com ( =1 se reduz a

Spop(t) = 1 — po + poexp [—ot” exp (AT)] .

Uma questao importante quando se trabalha com o modelo de mistura padrao
é quanto a identificabilidade do modelo. Neste trabalho consideramos que a funcao de
sobrevivéncia propria é especificada parametricamente e py é um parametro. Nestas con-
digbes, no trabalho de [Li et all (2001)) eles mostraram que o modelo de mistura padrao é

identificavel.

Podemos incluir como uma vantagem do modelo de mistura padrao a sua identi-
ficabilidade no caso em que a fungdo de sobrevivéncia S(t), ¢ especificada através de uma

distribuicao de probabilidade.
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3.3 Inferéncia

Para a inferéncia dos parametros do modelo, adotamos procedimentos classicos

em que a funcao de verossimilhanca é descrito a seguir.

3.3.1 Funcao de Verossimilhanga

Considerando que n individuos foram observados, o conjunto de dados observados
¢ composto por dois vetores t = (tq,...,t,) e d = (01,...,9,)", em que J; é uma variavel
indicadora de censura, sendo ¢; = 0 se o individuo for censurado e §; = 1 caso contrario.
Sejam D = (t, ) o conjunto de dados observado ¢ ¥ = (po, 8)" o vetor de parametros a
ser estimado. A contribuicao de cada individuo para a verossimilhanca é dada pela funcao
densidade se o individuo apresentou o evento de interesse e pela funcao de sobrevivéncia
se o individuo foi censurado. Sendo assim, temos que a fun¢ao de verossimilhanca para o

modelo de mistura padrao é dada por

n

L(9; D) o [ [fpop(ti: 9)]1% [Spop(tss )] "

i=1

. (3.11)
X H [po.f (£:: )] [1 — po + poS(ti; )],
i=1
e a funcao log-verossimilhanca é dada por
{(9; D) o Z log {[fpozf(ti§ 9, D)) [Spop(ti; B, D)]I_Bi}- (3.12)
i=1

E importante observar que a funcdo de verossimilhanca em (B.I1) ndo exprime a
distribuicao conjunta dos dados. Esta verossimilhanca é marginal em relagao ao ntimero
de causas para a ocorréncia da falha, que nao é observavel. Em [Rodrigues et al| (2008) é

apresentado um teorema que justifica este fato.

O teorema é formulado para o modelo unificado, em que modela M causas com-
petindo para a falha. Quando a variavel aleatoria latente M possui uma distribuicao de
Bernoulli, tem-se como caso particular o modelo de mistura padrao, em que apresenta
somente uma causa de falha. A versao desse teorema para o modelo de mistura padrao

estd apresentada a seguir.
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Teorema 3.1 A funcao de verossimilhan¢a em [BI1) é uma func¢ao de verossimilhanga

marginal.

Demonstragao: A funcao de verossimilhanca do modelo unificado é dada por

L(9; D) oc Y LSt 0)}™ 7 {mif (t:;0)} P(M; = my),

m i=1
em que M; é o nimero de causas as quais o individuo 7 esta exposto. Temos somente uma

causa de falha, pois estamos considerando uma variavel de Bernoulli. A demonstracao

considera as seguintes situagoes:

« 5 =0
L(d;t) o ) ﬁ{S(ti; )} P(M; = m;)
1
_ ﬁZ{Sm; 0)}" P(M, = m)
_ f[ (P(M; = 0) + S(t;;0)P(M; = 1)}
= li{l —po+poS(ti;0)} = ﬂspop(ti; 7).
o5 =1 _ _
£0:0) o ST THS(: 01" maf (6 0)P(M; = m)
2
- TTXS(0 0™ o stes0)P (= m)
- ﬁf(ti; 0)P(M; - 1)
= ]iPOf(ti§ 0) = ﬁ[fpop(ti; 9).
Combinando as duas situagoes obtemos o resultado enunciado. [ ]

3.3.2 Estimacgao por Maxima Verossimilhanca

As estimativas de méaxima verossimilhanga (EMV) de 9 = (155, 7,7, /)\\, @l, podem

ser obtidas com a solugao simultanea de U () = 0, em que

_ ol(9; D)

) - o=
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é o vetor score. As propriedades assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca

sao necessarias para construir intervalos de confianca dos parametros do modelo, utili-
- ~ -~ / . . .~ . L. . .

zando do fato que ¥ = (191, Do, ... ,ﬁm) tem distribuicao normal assintética multivariada

sob certas condi¢oes de regularidade com média ¥ e matriz de variancias e covariancias

I1(9), em que I(9) = —E [L(ﬂ)], tal que, £(9) = 8%(9) /9999 .

O calculo da matriz informacao de Fisher I(19) é complicado devido & presenca
de censura, assim pode-se utilizar alternativamente a matriz —ﬁ:(ﬁ) avaliada em 9 = 5,

denominada matriz de informacao de Fisher observada, que é um estimador consistente

de I(19).

O intervalo de confianca assintotico para 9;, j = 1,...,m com (1 — ¢)100% de

confianca é dado por

19] + Zw/Q\/IJGIa

em que I;' é o elemento (j, j) da matriz I~'(9) e z,/2 é 0 quantil /2 de uma distribuigao

normal padronizada.

Apesar de a distribuicao WMG ser mais flexivel do que as distribuicoes Weibull
modificada e Weibull exponenciada devemos investigar qual delas fornece o melhor ajuste
aos dados. Para testar a hipotese Hy : ¥ = 199, podemos utilizar a estatistica da razao de

verossimilhangas (RV)
A =20 —5(50)] , (3.13)

sendo que A tem distribuicao assintética X%mfk), em que k é o nimero de parametros de

Jg € 50 maximiza a verossimilhanga sob Hy (Casella & Berger] 2002]).

O principal interesse é testar o modelo de mistura padrao Weibull exponenciada
(hipotese nula), contra um modelo mais abrangente dado pelo modelo MWMG (hipdtese
alternativa). A distribuigdo Weibull exponenciada é um caso particular da distribuigao
WMG quando A = 0, o que faz com que as condig¢oes de regularidade nao sejam satisfeitas
e, entao, a aproximacao por uma distribui¢cao qui-quadrado nao necessariamente se aplica.
Para avaliar a viabilidade desta aproximacao, construimos diversas réplicas de conjuntos
de dados sob o modelo de mistura padrao Weibull exponenciada e comparamos a estatis-
tica da RV com a distribuicao X?l)‘ E esperado que a taxa de rejeicao da hipétese nula nao

ultrapasse o nivel de significancia do teste. Analisamos também, o poder do teste da razao
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de verossimilhancas simulando conjuntos de dados construidos sob a hipotese alternativa
para diferentes valores de A. Realizamos também, replicagoes de conjuntos de dados do
modelo MWMG e fizemos testes de hipoteses dos principais sub modelos verificando a

taxa de rejeigao da hipotese nula. Os resultados serao apresentados na Segao 3.4

3.3.3 Comparacao de Modelos

Devemos ser cautelosos na escolha de um modelo estatistico para representar os
dados. O modelo MWMG engloba diversos casos particulares e devemos verificar se um
modelo mais simples pode ser considerado. Devemos testar hipdteses tais como estao

apresentadas na Tabela 311

Tabela 3.1: Testes de hipoteses

Modelo H,
Exponencial A=0,0=1,v=1
Rayleigh A=0,8=1~v=2
Rayleigh generalizada A=0,v=2
Weibull A=0,0=1
Exponencial exponenciada A=0,7v=1
Weibull exponenciada A=0
Weibull modificada 8=1

Existem na literatura diversas metodologias que se propoem a analisar a adequa-
bilidade do modelo, além de, dentre uma colegao deles, selecionar o melhor. Dentre as
varias técnicas existentes podemos destacar o AIC (Akaike Information Criterion), [Akaike
(1974) e o BIC (Bayesian Information Criterion), [Schwarzl (1978), que sdo definido, res-

pectivamente, por

-~ -~

AIC = —20(9) +2d e BIC = —2¢(9) + dlog(n)

-~

em que ¢(¥) representa o méaximo da fun¢do de log-verossimilhanga, d é o ntumero de
parametros do modelo e n é o nimero de observacoes em estudo. Melhores modelos

correspondem a menores valores de AIC e BIC.
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Os dois critérios apresentados, AIC e BIC, tém como objetivo introduzir a com-
plexidade do modelo no critério de sele¢ao, pois sao critérios que “penalizam” a verossi-

milhanca.

3.4 Estudo de Simulacao

Com o objetivo de verificar se o procedimento assintotico é valido para pequenos
e moderados tamanhos de amostras, n = 30,50, 100 e 300 foram efetuados diversos estu-
dos de simulagoes. Consideramos que o tempo de ocorréncia do evento de interesse segue
distribuicaco WMG com parametros ¢ = 2, v =5, A = 3, = 5 e proporcao de nao cura-
dos py = 0,5. Para o estudo consideramos distribui¢ao exponencial com média 10 para o
tempo de censura. Foram realizadas £ = 1000 simulagoes, sendo que em cada etapa deter-
minamos as estimativas de méxima verossimilhanca através do algoritmo numérico optim
implementado no sistema R. O erro quadratico médio (EQM) das estimativas também
foram calculados. Consideramos como valores iniciais para o processo de otimizacao os
valores pré-fixados. As simulagoes que nao convergiram foram descartadas. Foi também
obtido o intervalo de confianca de 95% para cada parametro baseado na teoria assintotica
e verificado se o intervalo de confianca continha o verdadeiro valor do parametro com o
objetivo de obtermos a probabilidade de cobertura (PC) dos intervalos de confianca para

cada parametro.

Considerando que a simulacao pode ser vista como uma amostra de uma distri-
buigao Binomial(k, 0,95), entao podemos testar a igualdade das probabilidades de cober-
tura empirica com o valor nominal de 0,95. Um teste para a igualdade de proporgoes
pode ser construido de (Casella & Berger], 2002))

p—p

p (1 —p*)
k

Z = — N(0,1),

em que p é a probabilidade de cobertura observada. Supondo um nivel de significancia

de 5%, a regiao critica do teste, delimitada por 7; e 179, ¢ obtida de

P(m < p <mnelp*=0,95) =0,95,
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isto é,

771_0795 <7 7]2_0,95

<
/0,05 x 0,95 /0,05 x 0,95
1000 1000

em que obtemos 1; = 0,936 e 1o = 0,964. Logo, rejeitamos a igualdade entre as propor-

P

= 0,95,

gOes para as coberturas observadas fora do intervalo (0,936; 0,964).

Os tempos observados e a variavel indicadora de censura sao geradores como

segue abaixo.

1. Gerar M; ~ Bernoulli(py);

2. Se M; =0, entao y; = co. Caso contrario, gerar u; ~ U(1 — po, 1);

1
1 1—wu; \?
3. Determinar yze’\yi + —log [1 — ( u ) ] =0;
o

4. Gerar ¢; ~ Exp(0,1) e fazer t; = min{y;, ¢;};

5. Se y; < ¢;, entao 9; = 1, caso contrério, o; =0, parat=1,...,n.

A Tabela 3.2l apresenta a média da estimativas, o erro quadratico médio, a proba-
bilidade de cobertura e a amplitude média dos intervalos. Os resultados mostram que as
médias das estimativas nao foram muito afetadas pelo aumento no tamanho da amostra,
mesmo com amostra pequena a média das estimativas ficaram proximas dos valores ver-
dadeiros. Observamos ainda que a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca
de 95% para os parametros atingem o valor nominal esperado para n = 300. Ja para o
parametro py observamos para n > 30 que as probabilidades de cobertura encontram-se

em um nivel nominal esperado.



3.4. Estudo de Simulagao

27

Tabela 3.2: Resultados das simulagoes com o modelo MWMG para pg = 0,5, 0 = 2,

y=5 A=3e3=5.

Tamanho da amostra (n) Parametros Média EQM  PC  Amplitude

Do 0,498 0,009 0,936 0,362

o 1,985 0,102 0,927 1,203

30 07 0,576 1,742 0,822 4,735
A 3.355 0,725 0788 2,993

¢ 5,203 2,074 0,771 9,328

Do 0,497 0,005 0,947 0,281

o 1,973 0,009 0,936 1,037

50 ~ 5434 1,116 0861  3.439
3261 0437 0841 2167

B 5,072 1,758 0,802 4,419

Do 0,499 0,003 0,946 0,202

o 1,985 0,049 0,947 0,901

100 0% 0,238 0,476 0,903 2,548
3,147 0,189 0,885 1,588

I} 5,012 1,013 0,905 3,829

Do 0,500 0,001 0,945 0,116

o 1,987 0,029 0,963 0,655

300 ~ 5103 0,183 0955 1,533
A 3,060 0,071 0,945 0,971

I} 4,970 0,574 0,938 2,893

A Figural3.Ilapresenta as probabilidades de cobertura versus o tamanho da amos-

tra para os intervalos de confianca dos parametros do modelo.
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Figura 3.1: Probabilidade de cobertura dos intervalos de 95% versus o tamanho da amos-
tra. Os valores 0,936 e 0,964 correspondem respectivamente aos limites inferiores e su-

periores do intervalo de 95% da probabilidade de cobertura de 0, 95.
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A performance da estatistica da razao de verossimilhangas apresentada em (B.13))
foi testada com nivel de significancia nominal de 5%, na comparagao do modelo MWE con-
tra o modelo MWMG. Para isso, foram calculados o poder do teste e o tamanho do teste
para diferentes valores do pardmetro A e diferentes tamanhos amostrais,
n = 30,50,100 e 300. Para cada tamanho amostral foram geradas 1000 amostras. Os
resultados apresentado na Tabela [3.3] nos permitem concluir, como esperado, conforme o
valor de A aproxima de zero, maior dificuldade ha em distinguir entre um modelo e outro.
Tal dificuldade é suprida com o aumento do nimero de observagoes. A taxa de rejeicao
da hipotese nula (MWE) fica abaixo de 5% quando a hipotese alternativa converge para
o modelo MWE. Analogamente, 1000 réplicas do conjunto de dados sob o modelo MWE
foram construidas para analisar o desempenho da estatistica RV na comparacao do mo-
delo MWE contra o modelo proposto. Como mostra na Tabela 3.4 a taxa de rejeigao da
hipétese nula ficou abaixo do nivel de significAncia de 5% para n = 30, 50, 100 e atingiu o

nivel de significAncia esperado teoricamente para n = 300.

Tabela 3.3: Taxas de rejeicao da hipétese nula na comparagao do modelo MWE contra o
modelo MWMG para py = 0,5, 0 =2, vy=5e §=05.
Tamanho da amostra (n) A=3 A=2 A=1 A=0,5 A=0,2

30 0,697 0,211 0,002 0,001 0,001
20 0,889 0,248 0,002 0,001 0,001
100 0,917 0,356 0,002 0,002 0,001
300 0,999 0,487 0,002 0,002 0,001

Tabela 3.4: Taxas de rejeicao da hipotese nula na comparacao do modelo MWMG contra
o modelo MWE para po =0,5, 0 =2, vy=5e §=05.
n=30 n=50 n=100 n =300

0,001 0,002 0,01 0,045

Realizamos ainda, outros testes de hipoteses com o objetivo de avaliar a taxa de
rejeigdo de um modelo especial (hipotese nula) contra o modelo MWMG. Os resultados

sao apresentados nas Tabelas e 3.0l
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Tabela 3.5: Taxas de rejeicao da hipotese nula na comparagao do modelo MWM contra
o modelo MWMG para pg =0,5, 0 =2, y=5e A = 3.
Tamanho da amostra (n) =11 =16 =2 =3 =5 =10

30 0,006 0011 0,013 0,038 0087 0,235
50 0,015 0,030 0,046 0,088 0,179 0,425
100 0,033 0,066 0,120 0241 0424 0,647
300 0,046 0,176 0,351 0,664 0884 0,996

Podemos concluir com base nos resultados apresentado na Tabela quanto
menor o valor de 3, maior é a dificuldade em distinguir entre os modelos. Essa dificuldade

é suprida conforme aumentamos o tamanho amostral e o valor do parametro (.

Tabela 3.6: Taxas de rejeicao da hipdétese nula na comparacao do modelo MWE contra o
modelo MWMG para pp =0,5, 0 =2, y=5e A =3.
Tamanho da amostra (n) =11 =16 =2 =3 =5 =10

30 0,280 0,280 0,362 0,519 0,697 0,874
50 0424 0480 0,567 0,732 0,889 0,972
100 0,580 0,632 0,717 0825 00917 0,955
300 0,975 0,991 0,989 00992 0999 1

Os resultados apresentado na Tabela observamos para amostra pequena, mo-
derada e valor de (3 pequeno, existe uma dificuldade em distinguir os modelos, no entanto,
para n = 300 essa dificuldade nao existe. Os resultados das taxas de rejeicao da hipotese
nula na comparacao dos modelos MRG, MR, MEE, MW e ME contra o modelo MWMG
apresentaram em cada caso, taxa de rejeicao proximos de um, ou seja, os sub modelos
nao sao adequados, indicando assim, que o modelo MWMG ¢é mais adequado para este

estudo.

3.5 Dados Artificiais

Para a construcao dos dados supomos que ha 200 unidades em estudo. Atribuimos

po = 0,5 e consideramos que os tempos de falha das unidades em risco seguem uma
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distribuicaco WMG com parametros ¢ = 0,01, v =5, A = 3 e § = 3. Para o tempo de

censura, suponhamos distribuicao exponencial com média 10.

O procedimento de geracao da amostra e estimacao dos parametros foram obtidos
como no estudo de simulacao. A Tabela 3.7 apresenta os resultados e nos permite concluir
que a propor¢ao de cura estimada é de aproximadamente 0,514. O desvio padrao de cada
estimativa foi calculado através da matriz hessiana estimada. Observamos ainda na Tabela
[B.7 que os valores estimados estao proximos aos verdadeiros valores dos parametros, assim

como os intervalos de confianga de 95% contém os verdadeiros valores dos parametros.

Tabela 3.7: Estimativa dos paradmetros para o modelo MWMG.
Parametros Verdadeiro valor EMV  Desvio padrao IC (95%)

Po 0,5 0,486 0,038 (0,415 ; 0,561)
o 0,01 0,009 0,004 (0,001 ; 0,017)
5 5 4,994 0,227 (4,549 ; 5,439)
A 3 2,970 0,324 (2,335 ; 3,605)
3 3 2,989 0,553 (1,905 ; 4,073)

3.6 Dados de Melanoma Cutaneo

Analisamos os dados referentes a um estudo clinico em que os pacientes sao
observados ap6s a remoc¢ao de um melanoma maligno, no periodo de 1962—77. O conjunto
de dados possui 205 individuos, sendo que 72% sao censurados. O tempo méximo de
observacao foi de 5565 dias e a morte do paciente é o evento de interesse. Neste estudo
temos o interesse em estimar a proporc¢ao de cura da populagao. A curva de sobrevivéncia

estimada através de Kaplan-Meier é apresentada na Figura 2.1

Antes de ajustarmos o modelo devemos identificar o comportamento da funcao
de risco dos tempos observados. Utilizamos um método gréafico baseado no TTT plot

(tempo total em teste) [Aarset! (I985). A versao empirica do grafico TTT plot é dado por

T‘; Yvi:n —n=r }/’r:n
Glrfn) = Ztz (0 =1
i=1 Limn

em que r=1,...,n e Y, representam as estatisticas de ordem da amostra.
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A fungao de risco cresce (decresce) se o grafico TTT plot ¢ concavo (convexo). Se
o grafico aproxima de uma linha diagonal temos fungao de risco constante e, se a curvatura
é concava e depois convexo, o risco tem forma unimodal. Se o grafico apresentar curvatura
convexo e depois concava a fungao de risco tem forma de banheira. O grafico TTT plot é
apenas uma condi¢ao suficiente e nao necessaria para indicar o formato da funcao de risco,
e sera utilizado como um indicador de seu comportamento. Na Figura apresenta a
curva TTT dos dados de melanoma cutéaneo, indicando que a funcao de risco é crescente,

podendo assim ser representada pela distribuicago WMG.
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Figura 3.2: Grafico TTT plot para os dados de melanoma cuténeo.

Ajustamos o modelo MWMG ao conjunto de dados e os resultados das estimativas
de maxima verossimilhanca dos parametros, seus desvios padrao e seus intervalos de

confianca de 95% sao apresentados na Tabela [3.§]
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Tabela 3.8: Estimativas de méxima verossimilhanca dos parametros do modelo MWMG,

desvios padrao e seus intervalos de confianca assintoticos de 95%.

Parametros ~ EMV ~ Desvio padrao IC (95%)
Do 0,363 0,004 (0,355 ; 0,371)
o 0,278 0,119 (0,047 ; 0,509)
v 0,295 0,044 (0,209 ; 0,381)
A 1,6e — 04 9,9 — 06 (1,4e — 04 ; 1,8e — 04)
3 12,643 3,991 (4,821 ; 20,465)

A Figura B3] ilustra os graficos do ajuste da curva de Kaplan-Meier e da sobre-

vivéncia estimada pelo modelo MWMG.
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Figura 3.3: Estimativa de Kaplan-Meier e fungao de sobrevivéncia estimada pelo modelo

MWMG para os dados de melanoma cutéaneo.

Na Tabela B.9] apresentamos os resultados das estimativas de méxima verossimi-
lhanga do modelo MWMG e dos seus principais sub modelos, os desvios padrao (dado

entre parénteses) e os valores das estatisticas AIC e BIC.
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Tabela 3.9: Estimativas de méxima verossimilhanca do modelo para os dados, o desvio

padrao correspondente (dado em parénteses) e as medidas AIC e BIC.

Modelo Do o y A I} AIC BIC
0,363 0,278 0,295 1,6e—04 12,643 1134,2 1150,81

MWMG

(0,004)  (0,119)  (0,044) (9,9 — 06) (3,991)

0,361  1,2e—05 1,501  5,9e — 05 1 113344 114673
MWM

(0,003) (1,6e—06) (0,021) (1,6e — 06)

0,409 0,013 0,672 0 3,024 1132,74 1146,03
MWE

(0,084)  (0,003)  (0,033) (0, 353)

0,358  2,4e— 07 2 0 0,734 1131,64 114161
MRG

(0,003) (5, 5e — 09) (0,009)

0,346 1,2 — 05 2 0 1 113278 113943
MR

(0,003) (4, 4e — 09)

0,374 0,001 1 0 2,108 1130,83 1140,30
MEE

(0,004) (1,6e — 05) (0,033)

0,360 6,9 —06 1,590 0 1 113127 1141,24
MW

(0,003) (6,8¢ —07) (0,014)

0,623  0,0001 1 0 1 113778 114442
ME

(0,021) (1, 1e — 05)

Com base nos resultados apresentados na Tabela podemos extrair diversas
conclusdes. Exceto para o modelo ME, a proporgao de curados (1 — py) apresentou
estimativa de aproximadamente 0,64. A estimativa de A do modelo MWMG esta muito
proximo do valor zero, indicando que para os dados de melanoma cutaneo o modelo MWE
pode ser considerado para ajustar aos dados. No modelo MWMG o parametro \ atua
como um fator acelerador na sobrevida do paciente, de forma que para esse conjunto
de dados, o fator acelerador tem pouca influéncia, uma vez que A esta proximo de zero.
Observamos ainda que diversos modelos especiais apresentaram valores menores para
as estatisticas AIC e BIC em relagao aos apresentados pelo modelo MWMG, como por
exemplo os modelos MEE e MR, no entanto, como estes modelos sao encaixantes devemos
realizar testes de hipoteses para verificar se um sub modelo fornece um melhor ajuste aos

dados. Podemos concluir que o modelo MWMG é mais flexivel que os modelos MWM,
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MWE e a vantagem em se trabalhar com um modelo mais abrangente nos permite em

discriminar modelos.

3.7 Consideracgoes Finais

Neste capitulo apresentamos o modelo de mistura padrao de Berkson & Gage
supondo que o tempo de vida dos individuos em risco seguem distribuicao Weibull modi-

ficada generalizada intitulado de modelo de mistura padrao Weibull modificada generali-

zada (MWMG).

A vantagem desse modelo reside na capacidade de modelar taxas de falha em
formas monotonas e também as ndo monotonas (unimodal e em forma de banheira) para
os individuos em risco. O modelo abordado abrange um grande ntimero de modelos
especiais, sendo assim importante a realizacao de testes de hipdteses para verificar se um

sub modelo é adequado para representar os dados.

No estudo de simulagao, observamos que a teoria assintotica nao deve ser adotada
para amostra pequena, pois para certos parametros a probabilidade de cobertura dos
intervalos de confianca nao atingiram o nivel nominal de 95%. Através de simulagoes
foram realizados diversos testes de hipoteses com o objetivo de mensurar a capacidade do

modelo proposto em distinguir os principais sub modelos.

A aplicabilidade do modelo foi demonstrada em um conjunto de dados reais de
pacientes com cancer de pele, em que o modelo MWMG apresentou estimativa de A
proximo de zero, indicando que o modelo MWE pode ser ajustado para representar os

dados.



Capitulo 4

Modelos de Longa Duracao com

Fragilidade

Os métodos estatisticos para a analise de dados de sobrevivéncia, pressupoem
que os tempos de sobrevivéncia de individuos ou unidades distintos sao independentes.

Em muitos estudos essa suposicao é valida, entretanto, pode ser inadequada para outros.

Os tempos de vida podem nao ser independentes quando se observam grupos de
individuos de uma mesma familia ou animais de uma mesma ninhada. Uma situacao em
que a suposicao de independéncia entre os tempos de vida pode nao ser vélida ocorre
quando os individuos estao sujeitos a multiplas ocorréncias do mesmo evento, conhecidos
por eventos recorrentes. Nos casos em que se observam diversos tempos de recorréncia

para o mesmo individuo, caracterizam dados de sobrevivéncia multivariados.

Um modelo que tem sido usado com frequéncia e que considera essa associacao
entre os tempos é o modelo de fragilidade. Este modelo também pode ser usado em dados
de sobrevivéncia univariados. Neste caso, cada individuo terd a sua propria fragilidade
e esta ¢ uma medida de heterogeneidade dos individuos, enquanto que em sobrevivéncia

multivariada ¢ uma medida de associagao.

Na area médica, a argumentacao de que os individuos sao relativamente diferen-
tes € amplamente aceita. Nao importa quantas covariaveis sejam medidas, dois pacientes
com exatamente os mesmos valores das covariaveis nao sao esperados experimentar qual-
quer resposta médica exatamente no mesmo tempo. Existem variagoes biolégicas nao

mensuraveis entre esses individuos que justificam tal fato e a heterogeneidade pode surgir

36
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devido a varios motivos, alguns dos quais nao sao observaveis (Colosimo & Giolol, 2006).

Os modelos com taxa de cura sob a suposicao que nao haja covaridveis no modelo,
assumem que todos os individuos que sofreram o evento de interesse tém risco homogé-
neo. Alternativamente, utilizamos o modelo de mistura padrao com um termo fragilidade
como uma maneira de modelar dados de sobrevivéncia com longa duracao. Este modelo
é caracterizado pela inclusao de um efeito aleatorio, ou seja, de uma variavel aleatoria
nao observavel, que representa as informagoes que nao podem ou que nao foram observa-
das; como fatores ambientais, genéticos ou informagoes que por algum motivo nao foram
considerados no planejamento. Uma das formas encontradas para incorporar esse efeito
aleatorio é introduzi-lo na modelagem da funcao de risco com o objetivo de controlar
a heterogeneidade nao observavel das unidades em estudo. A fragilidade pode ser inse-
rida no modelo de forma aditiva ou multiplicativa com o objetivo de avaliar o grau de
heterogeneidade nao observavel entre as unidades na funcao de risco. Neste trabalho con-
sideramos dados de sobrevivéncia univariados e o termo de fragilidade atuando de forma

multiplicativa.

Diversos autores estudaram o uso dos modelos de fragilidade multiplicativos,
sendo que estes representam uma generalizacao dos modelos de riscos proporcionais de
Cox (Cox, 1972)). |Andersenl (1993) e Hougaard| (1995)) apresentaram uma revisdo dos
modelos de fragilidade multiplicativos numa perspectiva classica, enquanto que, Sinha &
Dey] (1997)) elaboraram uma revisao completa desses modelos sob o ponto de vista Baye-
siana. O termo de fragilidade foi introduzido por [Vaupel et al] (1979) em modelos de
sobrevivéncia com dados univariados. [Clayton| (I978) e [Oakes (1982) trabalharam com
modelos de sobrevivéncia multivariados. [Aalen| (1988)), [Hougaard et ol (1994)), Longini Jr
& Halloran! (1996)), [Price & Manatungal (2001)), [Peng et ol (2007), [Yau & Ng| (2001), Yu
& Peng| (2008), dentre outros, estenderam os modelos de fragilidade considerando a fragao

de cura.

4.1 Modelo de Fragilidade

O modelo de fragilidade multiplicativo é uma extensao do modelo de Cox (Coxl,

1972)), onde o risco individual depende de uma variavel aleatéria nao observavel, nao
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negativa, V', a qual age de forma multiplicativa na funcao de risco de base. O risco para

o individuo ¢ em um tempo ¢ condicionado a fragilidade é dado por

em que vy, . .., U, representam as fragilidades individuais, ho(t) é a fungao de risco comum
a todos os individuos, x é o vetor de covariaveis e 3 é o vetor de coeficientes. O modelo de

fragilidade (4.J]) assume estrutura de risco proporcional condicionado ao efeito aleatorio.

Como v; representa um valor da variavel aleatéria nao observavel V;, o risco
individual cresce quando v; > 1, decresce se v; < 1 e para v; = 1 o modelo de fragilidade

(#J) reduz ao modelo de risco proporcional de Cox (Coxl, 1972).

O fato de a variavel de fragilidade atuar de forma multiplicativa na funcao de risco
implica quanto maior o valor da variavel de fragilidade, maior sera a chance de ocorrer
a falha. Dessa forma, quanto maior for v;, mais “frageis” as observacoes pertencentes ao
individuo ¢ estao para falhar, dai o nome de fragilidade. Portanto, é esperado que o evento

de interesse ocorra para os individuos mais “frageis”.

A fragilidade introduzida neste modelo nao explica apenas a heterogeneidade
dos individuos, permite também avaliar o efeito de covariaveis que por algum motivo nao
foram observadas. Se por exemplo, uma covaridvel importante nao foi incluida no modelo,
isso fard com que a heterogeneidade nao observada cresga, afetando assim as inferéncias
sobre os parametros relacionados as covariaveis que foram incluidas no modelo. Incluir

um termo de fragilidade auxilia a amenizar esse problema (Colosimo & Giolol, 2006)).

Um problema importante em modelos de fragilidade é na escolha da distribuicao
para o efeito aleatorio. Devido a forma como o termo de fragilidade atua na funcao de
risco, dado em (4.J]), as candidatas a distribuigao de fragilidade sdo supostamente nao
negativas, usualmente continuas e nao dependentes do tempo. Por causa do facil trata-
mento algébrico a distribui¢cao gama tem sido a mais utilizada para modelar a fragilidade,
sendo estudada por [Vaupel et al| (1979). Em Tomazellal (2003)), as distribuigdes gama,
lognormal e gaussiana inversa sao apresentadas em um estudo comparativo para modelos

de regressao em processos de Poisson.

No contexto de modelo de riscos proporcionais ([£1]), segundo [Elbers & Ridder
(1982) quando se trabalha com fragilidade é necessario que a distribui¢ao do efeito ale-

atorio tenha média 1 para o modelo ser identificavel. Desta forma, assumimos que os
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valores das fragilidades individuais sao provenientes de variaveis aleatorias V' independen-
tes e identicamente distribuidas com distribuicao de probabilidade gama com média 1 e
variancia qualquer. Para isso, consideramos V' ~ Gama(a, o) independentes com « > 0.

Segue entdo, E(V)=1e Var(V)=1/a.

A variancia da variavel de fragilidade, neste caso 1/a, quantifica a heterogenei-
dade entre os individuos. Quando « é grande, implica em pouca variabilidade entre os
individuos, ou seja, uma populacao mais homogénea, assim os valores das variaveis de fra-
gilidade serao iguais a 1, consequentemente, a distribuicao gama fica degenerada no ponto
1 e, com isso, tem-se o modelo de riscos proporcionais padrao para dados independentes.
Por outro lado, com valor pequeno de « indica que ha uma grande heterogeneidade nao

observavel entre os individuos.

Vamos considerar o modelo (d.]]) sem a presenca de covariaveis. A fungao de risco

para o i-ésimo individuo é dado por
hi(t) = hi(t|v;) = v;ho(t),
com funcao de sobrevivéncia
Si(t) = Si(tlvi) = [So(t)]™,
em que Sp(t) é a funcdo de sobrevivéncia comum a populagao.

A fim de obter a funcao de verossimilhanca, é necessario encontrar a funcao de

sobrevivéncia nao condicional, assim ¢é preciso integrar o termo de fragilidade, isto é,

S(t) = /0 " S(tv)g(v)dv, (4.2)

em que g(v) é a fungao densidade de probabilidade da variavel de fragilidade.

Uma importante ferramenta para resolver (£2) ¢ a transformada de Laplace.

Defini¢ao 4.1 A transformada de Laplace de uma fungao f: [0,00] — R € definida por

Li(s) =E (™) = /00 e "t f(t)dt, (4.3)

0

para todo s > 0 em que a integral (L3) converge.

Observe que a expressao (4.2]) possui a mesma forma de (£3). Para determinar

a funcdo de sobrevivéncia nao condicional, considere que f(¢) possui fungao densidade de
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probabilidade da variavel de fragilidade g(v) e s a fungao de risco base acumulada Hy(t).

Dai,

S(t) = / " [So(0)]” g(v)dv = / " e O () = L, [Ho(t)).

0

A transformada de Laplace da distribui¢do Gama(«, ) cuja fungao densidade é

(67

g(v) = Fo(é&)va_le_“”, v >0,
¢ dada por
S —Q
Ly(s) = (1+ E) . (4.4)

Em ([@4]) considerando s = Hy(t), tem-se a fungao de sobrevivéncia propria com

fragilidade,
H —Q
S(t) = [1+ 0@} , (4.5)
Q@
com fungao densidade
Ha(t —a—1
Fo) = hofe) 1+ 220 (46)

em que Hy(t) é a funcdo de risco acumulado em (2.4]).

4.2 Modelo de Mistura Padrao com Fragilidade

O modelo de mistura padrao possui uma vantagem em relagao aos modelos de
sobrevivéncia usuais, no sentido de incorporar a heterogeneidade de duas subpopulagoes
(curados e os nao curados) ao evento de interesse. Sabemos que os individuos sao diferen-
tes, e essa variabilidade é frequentemente chamada de variagao biologica ou fragilidade e é
geralmente considerada como uma das mais importantes fontes de variacao em medicina

e biologia.

Price & Manatungal (2001)) abordaram modelos de fragilidade considerando a fra-
¢ao de cura como uma abordagem alternativa para modelar dados de sobrevivéncia com
longa duracao. Neste trabalho, as distribui¢oes gama e gaussiana inversa foram conside-

radas para a variavel de fragilidade. Para um conjunto de dados reais eles observaram
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que o modelo de mistura padrao com fragilidade gama fornecia melhor ajuste comparado
com o modelo de mistura padrao. Nossa proposta é analisar o comportamento dos esti-
madores do modelo através de um estudo de simulagao e verificar se ha custo em estimar

a proporcao de curados na presenca do termo de fragilidade.

A fim de modelar dados de sobrevivéncia com longa duragao e incorporar a fragi-
lidade ao modelo, a fungao de sobrevivéncia populacional é dada por (Price & Manatunga,

2001)

Spop(t) =1 — po + poLv [Ho(t)], (4.7)

em que a variavel aleatéria nao observavel V' segue uma distribuicao continua tendo su-
porte nos reais positivos. A varidvel aleatoria de fragilidade neste modelo tem ponto de
massa em zero com probabilidade (1 — pg), ao passo que a heterogeneidade entre os indi-
viduos que sofreram o evento de interesse é modelado por uma distribui¢cao continua com

probabilidade py. Quando pg = 1, o modelo reduz ao modelo de fragilidade padrao.

Assim, substituindo (£H]) em (7)), a fungdo de sobrevivéncia populacional com

fragilidade gama é

H(;(t)} - (4.8)

Spop(t) =1- Po + Po |:]- +

com fungao densidade

Ho(t)} o .

Fpop(t) = Poho(t) [1 +—
Propriedade 4.1 A func¢ao de sobrevivéncia (L), possui as sequintes propriedades:
i) Sepo=1 e a— oo, tem-se o modelo homogéneo (2.2);

it) Se po = 1, obtemos o modelo de fragilidade gama ([A3);

iii) Quando oo — oo, tem-se o modelo de mistura padrao (B1]).

A partir destas propriedades, observamos que o modelo de mistura padrao com
fragilidade compreende alguns sub modelos. Este fato é importante, pois podemos realizar
testes de hipdteses para verificar se ha evidéncia de curados na populacao, bem como se

a heterogeneidade nao observavel esté presente.

Uma questao importante quando se trabalha com o modelo de mistura padrao

com fragilidade é quanto a identificabilidade do modelo. No trabalho de |Peng & Zhang
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(2008)) eles abordam essa questao em que consideram efeito de covariaveis na fracao de
cura e na distribuicao do tempo de falha, de forma que o modelo é identificavel se a

distribuicao da variavel de fragilidade é de uma familia completa.

Podemos incluir como vantagem do modelo de mistura padrao com fragilidade a
sua identificabilidade no caso em que a distribuicao do efeito aleatério é de uma familia

completa.

4.3 Modelo de Mistura Padrao Weibull com Fragili-
dade

Nesta secao abordamos o modelo de mistura padrao com um termo de fragilidade
assumindo a distribuicao de Weibull para, em um cenario de longa duragao, modelar
o tempo de vida de individuos sob risco. O modelo de mistura padrao Weibull com
fragilidade (MWF) é definido considerando que o tempo de vida dos individuos em risco
seguem distribui¢ao de Weibull com parametros de escala ¢ > 0 e de forma v > 0. Assim,

a funcao de sobrevivéncia populacional é dada por

ot? ]
Spop(t) = 1l—po+po|l+ ? (4.9)
com func¢ao de densidade impropria
- O'tfy —a—1
fonlt) = ot LT 0

Combinando as expressoes (B.11]), (£9) e (£I0) obtemos a funcao de verossimi-
lhan¢a do modelo MWF dada por

85 1-6;
L(ﬂ' D) x f[ ovt? 1+ U—t? - 1—p9+ 1+ Utz h (4 11)
; PooYL; o Po T Do o . .

=1

Vamos estimar os parametros do modelo maximizando a fungdo de verossimi-
lhanca, isto é, faremos o uso da inferéncia classica. Como a funcao de verossimilhanga do
modelo MWF dada em (4.I1]) é complexa, seu ponto de méximo nao é calculado por uma
expressao analitica, assim é necessario o uso de algum procedimento numérico como por
exemplo os métodos implementados no sistema R. A rotina optim é um deles e fornece

também a matriz hessiana das estimativas.
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Na presenca de dados de sobrevivéncia com longa duragao, temos o interesse em
estimar a propor¢ao de curados na populagao, assim ¢é razoavel proceder com um teste
para verificar se realmente existem imunes na populagao, ou seja, estamos interessados
em testar a hipotese nula Hy : pg = 1. A estatistica de teste mais usada é a razao de
verossimilhancgas. Assintoticamente essa estatistica possui distribuigao x?, porém, sob Hy
o valor do parametro encontra-se na fronteira do espaco paramétrico e problemas podem

ocorrer ao testar a hipétese nula mencionada.

Seja @ = (64,...,0,) um vetor com n pardmetros de uma distribui¢ao para os
tempos de vida e D representa os dados observados. Temos o interesse em testar se a

proporc¢ao de individuos curados na populagao é nula.

A estatistica de teste da razao de verossimilhangas (RV) ¢ dada por
AzQ[é(p},&ﬁ;D)—Z(l,&,g;Dﬂ, (4.12)

em que « e @ sao os estimadores de maxima verossimilhanca restritos a hipotese nula.

Sob certas condigoes de regularidades, |Ghitany et al| (1994), Maller & Zhou
(1995) mostraram que a distribuigao da estatistica RV é uma mistura nas proporgoes
(50%, 50%) de uma distribuigdo qui-quadrado com um grau de liberdade e um ponto de

massa em zero, isto &,

1 1
P(Aéf):§+§P(Xf§€)' (4.13)
O percentil de 95° da distribuicao dada em (£.13), representado por &5, ¢ tal

que

1 1
5t §P (x] < &.95) = 0,95,

de forma que & 95 = 2,71. Portanto, rejeita-se Hy a um nivel de significincia de 5% se

A>2 71

O modelo de mistura padrao com fragilidade como apresentado na Secao
engloba varios modelos especiais, dessa forma podemos também utilizar o teste da razao
de verossimilhancas para verificar se hé evidéncia de heterogeneidade nao observavel entre

os individuos.
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4.3.1 Estudo de Simulacao

Tendo em vista a possibilidade de um experimento haver heterogeneidade nao
observavel na amostra e sob a premissa de que todos individuos que falharam possuiam
risco homogéneo, surge a questao dos estimadores. Como eles se comportam quando

ignoramos a presenca de heterogeneidade na amostra?

Com o objetivo de responder a esta questao, consideramos que o tempo de ocor-
réncia do evento de interesse segue distribuigao de Weibull com parametros o e . Assu-
mimos que o tempo de censura possui distribui¢ao exponencial com média 10. O estudo
consistiu em gerar amostras do modelo MWF e confrontar as estimativas dos parame-
tros do modelo MWF com o do modelo MW dado em (BI0). Inicialmente geramos 1000
amostras, com censuras, do modelo MWEF. Os parametros fixados foram pyg = 0,5, 0 = 1,
vy=1lea=0,51e2 (oinverso de o quantifica a heterogeneidade nao observavel). Para
cada amostra foram calculadas as estimativas de maxima verossimilhanca dos modelos
através do algoritmo numérico optim implementado no sistema R. Consideramos como
valores iniciais para o processo de otimizacao os valores pré-fixados. As simulacoes que
nao convergiram foram descartadas. Comparamos os modelos através da média, da va-
riancia (Var) e do erro quadratico médio (EQM) das estimativas. Utilizamos diversos
tamanhos de amostras n = 50,70, 100 e 300 para avaliar como ele afeta as propriedades

dos estimadores.

Procedimento semelhante ao descrito na Secao [B.4] foi utilizado para a geragao
dos dados. A diferencga entre o esquema utilizado e o apresentado anteriormente esté no

terceiro item, em que y; é substituido por:

1 1
Do .

Para o modelo MWEF, os resultados das simulagoes estao apresentados na Tabela

1
3. Determinar y; = — {a
o

4.1l Os resultados mostram para ambos os modelos que as médias das estimativas de pg
nao foram muito afetadas com os aumentos no tamanho amostral e da heterogeneidade.
Mesmo para amostras pequenas, as médias ficaram proximas dos valores fixados. Um fato
curioso ocorreu sobre o paradmetro pg, pois as médias das estimativas, o erro quadratico
médio e o desvio padrao apresentaram resultados muito semelhantes. Esse fato é citado

em [Shao & Zhoul (2004)), em que eles observaram que havia uma grande diferenga no
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deviance mas que as estimativas da proporg¢ao de curados nao diferiam, justificando que a
estimativa de py ¢ amplamente determinada pelos valores dos dados proximo da cauda a
direita, enquanto que a fungao de verossimilhanga é influenciada uniformemente por todo

o conjunto de dados.

Tabela 4.1: Resultados das simulagoes para pg = 0,5, 0 =1, y=1e a=0,5,1,2.

Grau de heterogeneidade 1/«

a=0,5 a=1 a=2

n Modelo | Parametros | Média Var EQM | Média Var EQM | Média Var EQM
Po 0,510 0,0061 0,006 | 0,507  0,0054 0,005 | 0,507 0,0051 0,005

o 1,397 1,5901 0,910 | 1,303 0,8263 0,638 | 1,186 0,4264 0,328

MWE 1,190 0,2116 0,217 | 1,178  0,1513 0,165 1,159  0,1218 0,123

50 e 0,656 0,3612 0,360 | 1,237  1,4568 0,696 | 2,120 5,9731 0,858
Po 0,497 0,0049 0,005 | 0,501  0,0050 0,005 | 0,504 0,0050 0,005

MW o 0,494 0,0174 0,267 | 0,626  0,0240 0,161 | 0,768 0,0313 0,088

vy 0,446 0,0043 0,317 | 0,660  0,0100 0,133 | 0,837 0,0171 0,055

Po 0,494 0,0039 0,004 | 0,503  0,0038 0,004 | 0,505 0,0037 0,004

o 1,321 1,0322 0,717 | 1,241  0,5559 0,500 | 1,190 0,3136 0,304

MWE ol 1,138 0,1421 0,143 1,132 0,1056 0,103 | 1,131  0,7744 0,086

70 e 0,647 0,2450 0,287 | 1,289 11,1270 0,737 | 2,120  4,3722 0,971
Do 0,485 0,0035 0,004 | 0,498 0,0036 0,004 | 0,503 0,0036 0,004

MW o 0,495 0,0127 0,263 | 0,628 0,0171 0,153 | 0,766  0,0210 0,079

vy 0,441 0,0030 0,318 | 0,652  0,0069 0,133 | 0,808 0,0110 0,053

Po 0,497 0,0027 0,002 | 0,501  0,0027 0,003 | 0,501 0,0026 0,002

o 1,239 0,6320 0,497 | 1,190 0,3410 0,311 1,109  0,1664 0,145

MWE 1,097 0,0942 0,093 1,115  0,0713 0,077 | 1,096 0,0529 0,050

100 e 0,628 0,1576 0,195 1,234 0,8046 0,605 | 2,150  3,2797 0,831
Do 0,490 0,0025 0,002 | 0,496  0,0025 0,003 | 0,500  0,0025 0,002

MW o 0,497 0,0088 0,258 | 0,628 0,0121 0,147 | 0,757  0,01563 0,075

¥ 0,438 0,0020 0,320 | 0,636  0,0045 0,142 | 0,799  0,0075 0,052

Do 0,502 0,0009 0,001 | 0,501  0,0009 0,001 | 0,501 0,0008 0,001

o 1,148 0,1552 0,151 1,123  0,0840 0,099 | 1,065 0,0041 0,040

MWE 1,062 0,0286 0,030 | 1,070  0,0219 0,024 | 1,043 0,0156 0,014

300 e 0,495 0,0249 0,024 | 0,980 0,1406 0,117 | 1,980 0,9235 0,270
Po 0,493 0,0008 0,001 | 0,497  0,0008 0,001 | 0,500 0,0008 0,001

MW o 0,498 0,0029 0,253 | 0,624 0,0039 0,144 | 0,751  0,0050 0,067

¥ 0,405 0,0005 0,354 | 0,596  0,0012 0,165 | 0,761  0,0022 0,061

As estimativas dos parametros ¢ e 7 no modelo MWF apresentaram valores
relativamente maiores em relacao ao modelo MW. Isto fez com que o valor do EQM
ficasse superior ao do modelo MW. Em ambos os modelos o valor do EQM diminui a
medida que aumentamos o tamanho da amostra, o que ja era esperado. Com a inclusao

do termo de fragilidade no modelo de mistura padrao, observamos para os parametros o
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e v, que os valores da Var e do EQM para o modelo MWF sao superiores em relacao ao

modelo MW.

Para a situagao de grande heterogeneidade nao observavel (« = 0,5) na amostra,
observamos através dos resultados de simulacao apresentados na Tabela 1] que a média
das estimativas de o aproximam do valor real conforme aumentamos o tamanho da amos-
tra. Os valores do EQM e do desvio padrao aproximam de zero & medida que o tamanho
da amostra aumenta. Para os casos em que se tem um grau de heterogeneidade moderada
e baixa, isto é, a = 1 e a = 2, respectivamente, observamos que as médias aproximam do

valor verdadeiro quando se tem amostra grande.

Foi também obtido o intervalo de confianca de 95% para cada parametro do mo-
delo MWF baseado na teoria assintética e verificado se o intervalo de confianca continha
o verdadeiro valor do parametro, com o objetivo de obtermos a probabilidade de cober-
tura (PC) dos intervalos de confianca para cada parametro. Nas Tabelas [d.2] e 44
sao apresentados as probabilidades de cobertura e a amplitude média para os trés casos

estudados, « = 0,5,1 e 2.

Tabela 4.2: Probabilidades de cobertura empiricas para os intervalos de confianca dos
parametros de interesse quando a = 0,5 e amplitude média dos intervalos de confianca

(entre parénteses).

Tamanho da amostra (n)

Parametros
20 70 100 300
Do 0,947(0,304) 0,935(0,246) 0,954(0,203) 0,948(0, 118)
o 0,897(4,941) 0,887(3,983) 0,898(3,115) 0,953(1,543)
0,959(1,801) 0,956(1,478) 0,949(1,201) 0,967(0,663)
@ 0,888(2,357) 0,913(1,942) 0,938(1,557) 0,938(0,621)
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Tabela 4.3: Probabilidades de cobertura empiricas para os intervalos de confianca dos
parametros de interesse quando a = 1 e amplitude média dos intervalos de confianca

(entre parénteses).

Tamanho da amostra (n)

Parametros
50 70 100 300
Do 0,953(0,289) 0,929(0,243) 0,944(0,202) 0,941(0,116)
o 0,913(3,565) 0,911(2,934) 0,930(2,289) 0,963(1,141)
0,984(1,523) 0,987(1,275) 0,980(1,046) 0,973(0,581)
o 0,880(4,733) 0,889(4,417) 0,885(3,516) 0,935(1,471)

Tabela 4.4: Probabilidades de cobertura empiricas para os intervalos de confianca dos
parametros de interesse quando a = 2 e amplitude média dos intervalos de confianca

(entre parénteses).

Tamanho da amostra (n)

Parametros
50 70 100 300
Do 0,953(0,283) 0,929(0,238) 0,946(0,200) 0,937(0,115)
o 0,959(2,561) 0,956(2,195) 0,959(1,599) 0,980(0,798)
0,982(1,370) 0,991(1,131) 0,989(0,902) 0,972(0,490)
@ 0,893(9,580) 0,876(8,195) 0,909(7,097) 0,939(3,768)

O procedimento para a construgao de intervalos de confianca baseado na norma-
lidade assintotica dos estimadores de méaxima verossimilhanga mostrou-se satisfatorio na
maioria dos casos, no entanto, houve algumas simulagoes em que os resultados obtidos

nao atingiram o resultado esperado.

Com os resultados apresentados nas Tabelas ad.4l podemos concluir que a PC
de py e v apresentaram resultados satisfatorios, mesmo com tamanho amostral pequeno
a cobertura observada estd proxima da probabilidade de cobertura esperada de 95%.
Quando a = 2 os resultados da PC de ¢ nao prejudicam as estimativas para pequenas e
moderadas observagoes, no entanto, quando o« = 0,5 e 1 a PC atinge o valor esperado de

95% para amostras grandes.

A Figurald.Ilapresenta as probabilidades de cobertura versus o tamanho da amos-
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tra para os intervalos de confianca dos parametros do modelo.
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Figura 4.1: Probabilidade de cobertura dos intervalos de 95% versus o tamanho da amos-

tra. Os valores 0,936 e 0,964 correspondem respectivamente aos limites inferiores e su-

periores do intervalo de 95% da probabilidade de cobertura de 0, 95.

4.3.2 Custo de Estimacao de pg

Taylor et al| (1996) analisaram o custo de adicionar parametros para modelos de

resposta binéria. [Siqueira & Taylor| (1999) investigaram o custo de estimar o parme-

tro A da transformagao Box-Cox na inferéncia do efeito de tratamento. [Louzada-Netol
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& Perdondl (2002) estudaram o efeito do termo de nao-linearidade na variabilidade de
outros coeficientes do modelo de teste de vida acelerado com uma relagao de resposta ao
estresse log-nao-linear. [Tomazellal (2003)) estudou o custo de estimar o efeito de covariavel
com a introducao de um termo aleatério no modelo com dados de processo de Poisson

homogéneo.

Neste trabalho temos o interesse em determinar o custo de estimar py com a
adicao da fragilidade no modelo de mistura padrao, isto é, considerando o modelo MWEF,

desejamos saber qual a inflacdo da variancia de estimar py na presenca de «.

Para realizar esse estudo, o dados foram gerados de forma similar ao apresentado

na Secao B3Il Considere ¥ = (po, 0,7, a)" o vetor de pardmetros do modelo MWF e
N ~ o~ o~ o~/ . . L. .. . . ~

9 = (po,0,7,Q) as estimativas de maxima verossimilhanga com matriz de informagao
. a ~ ~ o~/ . . L, . ..

observada denotada por I. Seja Y. = (Po,,0+,7«) as estimativas de méxima verossimi-

lhanga do modelo MW com matriz de informacao observada denotada por I,.

O objetivo é estabelecer o custo de estimar pg na presenca de «, ou seja, medir
quanto a variancia de py € inflacionado na presenca do parametro o. Uma medida deste
custo é dada pela razdo de variancias (CRV), definido por
I*l
~y _ 1n
CRV(pO) - 1_17

*11
em que [ j’jl é 0 j-ésimo elemento da diagonal da inversa da matriz de informacao observada
I, avaliada nas suas estimativas de maxima verossimilhanca, py, o, 7 e @, e I,j; € o j-

ésimo elemento da diagonal da inversa da matriz de informacao observada I, nas suas

estimativas de maxima verossimilhanca, p,, 0. € Y.

Dizemos que nao hé& custo em estimar py na presenca de «, quando a razao de

variancias CRV(py) for igual a 1.

No estudo de simulacao foram geradas 1000 amostras, sendo que em cada etapa
determinamos o custo de estimar py na presenca do termo aleatério e, por fim, determi-

namos o custo médio.

As médias das razoes de variancias de py sao apresentadas na Tabela 5l Os
resultados indicam quando hé uma grande heterogeneidade na amostra (o pequeno),
existe um custo em estimar pgy, no entanto, & medida que a populagao torna-se mais
homogénea (a grande), a razao de varidncias assume o valor proximo de 1, indicando

assim custo zero na estimacao de py.



4.3. Modelo de Mistura Padrao Weibull com Fragilidade

50

Tabela 4.5: Médias das razoes de variancias (CRV(py)).

n
" 50 70 100 300
0,5 1,686 1,348 1,122 1,078 1,080
1,0 1,154 1,089 1,085 1,057 1,040
1,5 1,044 1,043 1,030 1,022 1,019
2,0 1,053 1,050 1,017 1,014 1,008
50 1,004 1,003 1,002 1,001 1,001

A Figura ilustra o comportamento do custo para os diversos valores do para-

metro de fragilidade « e para o tamanho da amostra n.
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Figura 4.2: Médias das razoes de variancias (CRV(py)).

Com base no estudo realizado, observamos que o custo em adicionar fragilidade

no modelo nao inflaciona significativamente a variancia de py quando « é superior a 2.

Porém, quando existe uma grande heterogeneidade na populagao (« pequeno), tem-se um

custo em estimar a proporcao de curados.
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4.4 Dados Artificiais

Consideramos uma amostra de tamanho 100 e fixamos pg = 0,5, 0 =1, v =1¢e
a = 1. Supomos ainda, que os tempos de censura seguem distribui¢ao exponencial com

média 10.

O procedimento de geracao dos dados e as estimativas de maxima verossimilhanga
foram obtidos como realizados no estudo de simulagao. A Tabela apresenta as esti-
mativas dos parametros para o modelo MWF, em que obtemos proporcao de curados de
aproximadamente 0,58. Observamos ainda, que e os valores estimados estao proximos
aos valores fixados, assim como os intervalos de confianca de 95% contém os verdadeiros

valores dos parametros.

Tabela 4.6: Estimativa dos parametros para o modelo MWEF.
Parametros Verdadeiro valor EMV IC (95%)

Do 0,5 0,581 (0,481 ; 0,681)
o 1 0,931 (0,537 ; 4,335)

1 0,948 (0,647 ; 1,754)
a 1 1,154 (0,243 ; 6,459)

4.5 Dados de Leucemia

Analisamos os dados presentes em [Kersey et al.| (1987), que s@o referentes a um
estudo sobre recorréncia de leucemia em pacientes que foram submetidos a um tipo de
transplante, autogénico. Foram observados 44 pacientes, sendo que desses, nove individuos

foram censurados e o tempo maximo observado foi de aproximadamente cinco anos.

Para identificar o comportamento da funcao de risco dos tempos observados,
construimos o grafico TTT plot descrito na Segao A Figura apresenta a curva
TTT dos dados de leucemia, indicando que a funcao de risco é crescente. Tal situacao

pode ser representada pela distribuicao Weibull.
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Figura 4.3: Gréafico TTT plot para os dados de leucemia.

Ajustamos os modelos MWF e MW aos dados. Os resultados das estimativas de
maxima verossimilhanca dos parametros dos modelos e os intervalos de confianca 95%
assintoticos e via bootstrap nao paramétrico com 5000 replicacoes sao apresentados na
Tabela L7l A Tabelal4.§ apresenta os valores de méaximo das fungoes log-verossimilhanga

juntamente com os valores das estatisticas AIC e BIC para os modelos ajustados.

Tabela 4.7: Estimativas de maxima verossimilhanca para os dados de leucemia.

Intervalos de confianca de 95%
Modelo Parametros EMV

Assintotico Bootstrap
1 —po 0,202 (0,080 ; 0,321) (0,107 ; 0,321)
o 55,053 (7,042 ; 2,6e+04) (11,474 ; 459,718)
MWE 3,077 (1,825 ; 6,293) (2,236 ; 4,369)
! 0,720 (0,203 ; 3,024) (0,351 ; 3,773)
Do 0,205 (0,104 ; 0,338) (0,090 ; 0,327)
MW o 3,391 (2,301 ; 4,793) (2,091 ; 7,858)
v 1,371 (1,075 ; 1,684) (1,106 ; 2,135)
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Tabela 4.8: Valores dos critérios AIC, BIC e maxlog L(-).
Modelo AIC  BIC maxlog L(-)

MWF 34,84 41,98  -13,42
MW 44838 50,23  -19.44

Os resultados apresentados na Tabela .7 observamos que a proporcao de cura
em ambos os modelos estao proximos, esse fato ja era esperado como vimos no estudo
de simulacao. Os intervalos de confianga obtidos assintoticamente e via bootstrap apre-
sentaram resultados proximos, exceto pelos intervalos assintoticos para o parametro o de
ambos os modelos. Na Tabela [4.§] os resultados apontam que o modelo MWEF é o mais

indicado para ajustar aos dados, pois apresentam os menores valores para as estatisticas

AIC e BIC.

Com o objetivo de verificar se ha evidéncia de pacientes curados, procedemos com
o teste de hipotese apresentado na Segao 3 Considerando um nivel de significancia de
5% e utilizando (£I2]), obtemos A = 35,177 > 2, 71. Portanto, rejeitamos a hipotese nula

e concluimos que ha evidéncia de pacientes curados.

Para verificar se a heterogeneidade nao observével estd presente na populacao,
utilizamos o teste da razao de verossimilhangas considerando o modelo de fragilidade gama
(@3 e o modelo homogéneo (2.2)), obtendo A = 37,06, ou seja, ha uma heterogeneidade
nao observavel na amostra. Assim, devemos incluir o termo de fragilidade no modelo de
mistura padrao. Para verificar a presenca de individuos curados considerando o termo de
fragilidade no modelo, ajustamos o modelo MWF e o modelo homogéneo (2.2)), obtendo

A =10,152 > 2,71, ou seja, ha evidéncia de individuos curados.

Com base nos resultados da Tabela e nos testes de hipoteses, observamos que
o modelo MWF' é o mais indicado para ajustar aos dados, em que a proporcao de cura

estimada ¢ de 0,202 com um grau de heterogeneidade nao observavel de 1/a = 1, 389.

A Figurald4]apresenta os graficos do ajuste da curva de Kaplan-Meier juntamente

com a sobrevivéncia estimada pelos modelos MWF e MW.
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Figura 4.4: Estimativa de Kaplan-Meier e as fungoes de sobrevivéncia estimada por cada

um dos modelos para os dados de leucemia.

Na Figura [4.4] observamos que a curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo
MWEF esta mais proxima da curva de Kaplan-Meier, confirmando que este modelo é

adequado para os dados.

4.6 Consideracoes Finais

O modelo de mistura padrao de Berkson & Gage assume implicitamente que
todos os individuos que falharam possuem risco homogéneo, entretanto, sabemos que os
individuos sao diferentes e consequentemente hé variagoes biologicas entre esses individuos
que nao sao mensuraveis. Com o objetivo de quantificar a heterogeneidade nao observavel,
adicionamos um termo de fragilidade no modelo de mistura padrao de Berkson & Gage.
Assumimos que os tempos de vida dos individuos em risco seguem distribuicao de Weibull,
obtendo o modelo MWF. Os resultados das simulagoes mostram a eficicia do método de
estimagao dos parametros quando a amostra ¢ grande. Foi realizado um estudo para
verificar qual a inflacdo da varidncia em estimar a proporcao de curados na presenca do

termo de fragilidade, em que os resultados mostraram nao haver custo em estimar pg
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quando a populagao torna-se homogénea.

Do ponto de vista préatico, o modelo abordado propiciou melhor ajuste aos dados
de leucemia, ja que permitiu estimar a proporc¢ao de curados e quantificar a heterogenei-

dade nao observavel.



Capitulo 5

Abordagem Bayesiana dos Modelos

Neste capitulo os modelos propostos sao analisados sob o ponto de vista Bayesiano
para estimar os parametros de interesse. Consideramos os mesmos conjuntos de dados

reais e ficticios apresentados nos Capitulos [3] e (4.

5.1 Modelo de Mistura Padrao Weibull Modificada Ge-

neralizada

A inferéncia Bayesiana é uma alternativa para a estimacgao dos parametros do
modelo proposto, (po, 7,7, A, 3). Consideramos uma distribuigao a priori conjunta propria
para os parametros do modelo com o objetivo de garantir que a distribuicao a posterior:

conjunta seja propria. A densidade a prior: conjunta é dada por

T(po, 7,7, A, B) = fB(Polapy; bpy ) fr(olcs, do) fr(v|ey, dy) fr(Ae, da) fr(Bles, ds),  (5.1)

em que fg(z|a,b) oc 24 H(1—2)""1, 0 < x < 1, ou seja, é a fungao densidade da distribuicao
beta com parametros a,b > 0, com média a/(a + b) e variancia ab/(a + b+ 1)(a + b)* e
fr(yle,d) o< y=te=%, y > 0, ¢ a funcdo densidade da distribuicao gama com parametros
de forma ¢ > 0 e de escala d > 0, cuja média é c¢/d e variancia c¢/d?>. Assumimos
conhecidos os hiperparametros das distribuigoes a priori em (B.I]). Combinando a fungao

de verossimilhanca e as densidades a priori, obtemos a densidade a posteriori
W(p(b 0,7, )‘7 6|D) X exp{ﬁ('ﬂ, D)}ﬂ'(po, g,7, /\7 5)7 (52)

96
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em que ¢(9; D) é dada por (B12) e D ¢ o conjunto de dados observados.

As densidades marginais a posteriori de cada um dos pardmetros sao obtidas
integrando (5.2) com relagao a cada um dos pardmetros, no entanto, tais integrais nao
sao analiticamente calculaveis, assim uma alternativa é fazer o uso de um dos métodos de
Monte Carlo com Cadeias de Markov (MCMC), como o Gibbs Sampling e o algoritmo de
Metropolis-Hastings (veja p. ex. [Gamerman! (1996)). Devemos inicialmente explicitar as

densidades condicionais completas de todos os parametros, dadas por

m p0|07 77AaﬁaD 8 p8p0_1<1 _pO)bp()i1 exp{@(ﬁ, D)}

(
(o|po,v,\, 8, D
(
(

T o« o texp{—d,o +{(¥; D)}
oc v texp{—d,y + ((9; D)}

o AN lexp{—dy\y + ((9; D)}

™ 7|p070-7 Avﬂa D

)
)
)
7(Alpo, 0,7, 8, D)

7(Blpo, 0,7, A\, D) o B texp{—dgB+ ((V; D)}

em que a e b, indexado pelo parametro pg, sao os parametros da densidade beta da
distribuicao a priori de py. Os ¢ e d, indexados por, o,\,7 e § sao os parametros de
forma e de escala, respectivamente, da densidade gama das distribui¢oes a priori de
o,7, e f.

Como as densidades condicionais dadas anteriormente nao apresentam nenhuma
distribuicao conhecida, fazemos o uso de Gibbs Sampling juntamente com algoritmo de
Metropolis-Hastings para gerar valores de pg, 0,7, A, 3. Tal algoritmo nos permite simular
amostras de distribui¢oes conjuntas complexas, utilizando as distribui¢oes condicionais

completas dos parametros desconhecidos.

Para verificar a convergéncia do algoritmo de Metropolis-Hastings, |Gelfand &
Smith! (T990) sugerem o uso de técnicas graficas, [Gelman & Rubinl (1992) e [Geweke
(1992) propoem analises estatisticas dos dados da amostra gerada. O critério de Geweke

estd implementado no sistema R e sera utilizado juntamente com a anélise grafica.
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5.1.1 Dados Artificiais

Considerando o conjunto de dados ficticios apresentado na Segao 3.5 as estimati-
vas dos parametros foram encontradas com a inferéncia Bayesiana. Utilizamos distribui-
¢oes a priori independentes e nao informativas para os parametros, tais que py ~ B(1, 1),
o ~ T'(00,%), v ~ T'(d0,%), A ~ ['(d0,7) e B ~ T'(dp,7), em que dy = 7o = 0,001.
Para cada parametro foi gerada uma cadeia de tamanho amostral 35000. Eliminamos
as primeiras 10000 amostras e as restantes foram selecionadas de 25 em 25, resultando
numa amostra de tamanho 1000. Este estudo foi implementado no sistema R. A Tabela
.1l apresenta a média a posteriori, desvio padrao e o intervalo de credibilidade 95% para

cada parametro do modelo.

Tabela 5.1: Resumos das distribui¢oes a posteriori dos parametros do modelo MWMG.

Média Desvio Intervalo
Parametros Verdadeiro valor ! Vi ety

a posteriori padrao credibilidade de 95%

Po 0,5 0,487 0,039 (0,410 ; 0,561)
o 0,01 0,009 0,002 (0,006 ; 0,011)
5 5 4,921 0,810 (3,043 ; 6,696)
A 3 3,001 0,188 (2,649 ; 3,486)
3 3 3,009 0,649 (1,945 ; 4,531)

Uma analise dos resultados apresentados nas Tabelas B.7] e 5.1l nos permite con-
cluir que as estimativas fornecidas pelas duas inferéncias nao apresentam diferengas sig-
nificativas. O mesmo podemos concluir sobre ambas as proporg¢oes de cura estimadas, no
entanto, ha uma pequena diferenca entre os desvios padrao, levando assim na diferenca

entre as amplitudes dos intervalos de confianca e dos intervalos de credibilidade.

5.1.2 Dados de Melanoma Cutaneo

Para o conjunto de dados reais apresentado na Se¢ao [3.6, obtemos o ajuste do mo-
delo MWMG através da inferéncia Bayesiana. Utilizamos distribuig¢oes a prior: indepen-
dentes e nao informativas, sendo py ~ B(1,1), o ~ I'(do, %), v ~ I'(d0, %), A ~ T'(do,Y0)
e B~ I'(6,70), em que dy = 79 = 0,001. Geramos uma cadeia de tamanho 210000 para
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cada parametro. Descartamos as primeiras 10000 e as restantes foram selecionadas de
50 em 50, resultando em uma amostra de tamanho 4000. A convergéncia da cadeia foi
monitora pela anélise grafica e pelo método de Geweke (Gewekel 1992). A Tabela
apresenta a média a posteriori, desvio padrao e o intervalo de credibilidade 95% para

cada parametro.

Tabela 5.2: Resumos das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo MWMG.

A Média Desvio Intervalo
Parametros
a posteriori  padrao credibilidade de 95%
Do 0,419 0,093 (0,284 ; 0,653)
o 0,310 0,051 (0,216 ; 0,421)
0 0,271 0,026 (0,222 ; 0,322)
A 1,3 —04 9,2¢e—05 (2,0e—06 ;3,2 — 04)
I} 12,090 2,374 (8,220 ; 17,388)

A Figura .1 mostra o grafico das amostras selecionadas para cada parametro
e a Figura [(.2] apresenta as densidades marginais a posteriori aproximadas para cada

parametro.
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Figura 5.1: Historico das cadeias.
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Figura 5.2: Densidades marginais a posterior: aproximadas dos parametros.

Com base nos resultados apresentados nas Tabelas [3.8 e [5.2] observamos que os
dois processos de estimagao apresentaram resultados similares e que a proporcao de cura
estimada é aproximadamente de 0,63. Observamos ainda que a estimativa do parametro
A estd muito proximo de zero, ou seja, os dados indicam que o modelo MWE também é

adequado para representar os dados.
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5.2 Modelo de Mistura Padrao Weibull com Fragili-

dade

As distribuicoes a priori dos pardmetros foram escolhidas de acordo com o es-
pago paramétrico de cada um deles, o que significa que py ~ B(ay,, by, ), 0 ~ I'(c,,d,),
v ~ I'(cy,dy) e a ~ I(ca,dy), em que ayy, byys Coy do, €y, dy, Co, dy, 580 hiperparametros

conhecidos.

A funcéo de verossimilhanga (£I1) juntamente com tais suposi¢oes nos fornecem

que a distribuicao a posteriori é dada por

n O't’y —a—1 di t’y —a 1-46;
7(po, .7, /D) o [] {pomt?_l { oj} } {1 — Po + Po { } }
=1

X T(Polapy, by ) T(0|Co, do )T (Y| Cyy dy) T (| Car, doy)-

A distribuigao a posteriori para o modelo MWF é analiticamente intratavel inde-
pendente das distribuigoes a priori. Dessa forma utilizamos como alternativa os métodos
de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC), como por exemplo o Gibbs Sampling e
o algoritmo de Metropolis-Hastings. As distribui¢oes condicionais completas a posteriori

de todos os parametros sao dadas por

1-5;
n . O_t;y —Q
m(polo, v, D) Hpoéz {1 — Do+ Do [ o } } 7 (polapg, bpy ),

7T(O'|p0,”)/,OJ,D) X H{U ﬂ/ o } {1_ } O'|CU, U)

n ’y —a—1 o O_t'y
7T(’7|p0,0'70é,D) 0.8 H ’yt’y_ :| 1_p0+p0|: fY|c’y7 )
n p1-e)” ot] o
O'.
w(alpo.0,7.D) H{[ J] } {1—p0+po[ 4 } (ol do)

As distribuic¢oes condicionais nao sao avaliadas de forma fechada, entao utilizamos

o algoritmo de Gibbs Sampling juntamente com Metropolis-Hastings.

5.2.1 Dados Artificiais

Para o conjunto de dados ficticios apresentado na Secao [.4] as estimativas dos

parametros foram encontradas com a inferéncia Bayesiana. Utilizamos distribuicoes a
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priori independentes e nao informativas para os parametros, tais que py ~ B(1,1), 0 ~
T'(00,%0), ¥ ~ T'(d0,70) € a ~ T'(dg,70), em que g = o = 0,001. Para cada parametro foi
gerada uma cadeia de tamanho amostral 35000. Eliminamos as primeiras 5000 amostras
e a restantes foram selecionadas de 30 em 30, resultando numa amostra de tamanho 1000.
Este estudo foi implementado no sistema R. A Tabela [5.3] apresenta a média a posteriori,

desvio padrao e o intervalo de credibilidade 95% para cada parametro do modelo.

Tabela 5.3: Resumos das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo MWF.

. Média Desvio Intervalo
Parametros Verdadeiro valor v v

a posteriori padrao credibilidade de 95%

o 0,5 0,579 0,056 (0,468 ; 0,689)
o 1 1,242 0,688 (0,575 ; 3,279)
5 1 1,044 0,232 (0,704 ; 1,570)
a 1 1,134 0,840 (0,269 ; 3,478)

Os resultados apresentados nas Tabelas e 0.3 nos permite concluir que as
estimativas fornecidas pelas duas inferéncias nao apresentam grande diferengas. O mesmo
podemos concluir sobre ambas as proporcoes de cura estimadas, no entanto, ha uma
diferenga entre os desvios padrao, levando assim na diferenca entre as amplitudes dos

intervalos de confianca e dos intervalos de credibilidade.

5.2.2 Dados de Leucemia

Ajustamos o modelo MWEF para os dados de leucemia apresentado na Segao
em que a estimacgao dos parametros foi obtido pela inferéncia Bayesiana. Escolhemos dis-
tribui¢oes a priori independentes e nao informativas, tais que py ~ B(1, 1), o ~ I'(do, Y0),
v ~ I'(60,70) € a ~ T'(dp, ), em que §y = o = 0,001. O codigo computacional foi imple-
mentado no sistema R. Uma cadeia de tamanho 155000 foi gerada para cada parametro.
As primeiras 5000 foram descartadas e as restantes selecionadas de 30 a 30, totalizando
uma amostra de tamanho 5000. A convergéncia da cadeia foi monitorada pela anélise
grafica e pelo método de Geweke. A Tabela [5.4] apresenta a média a posteriori, desvio

padrdo e o intervalo de credibilidade 95% para cada parametro.
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Tabela 5.4: Resumos das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo MWF.

R Média Desvio Intervalo
Parametros
a posteriori padrao credibilidade de 95%
Do 0,788 0,061 (0,655 ; 0,897)
o 54,950 10,085 (37,052; 76,672)
y 3,053 0,239 (2,594 ; 3,520)
Q@ 0,728 0,229 (0,358 ; 1,251)

A Figura mostra o grafico das amostras selecionadas para cada parametro
e a Figura [0.4] apresenta as densidades marginais a posteriori aproximadas para cada

parametro.

0.4

0.3

1-po

0.2

0.1

T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Simulagées Simulagoes
Y a
S
< o
2
n
[ 0
2
> [=]
o |
3] o |
—
n
[N © |
o
T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Simulagdes Simulagdes

Figura 5.3: Historico das cadeias.
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Figura 5.4: Densidades marginais a posterior: aproximadas dos parametros.

Os resultados apresentados nas Tabelas 4.7 e [5.4] observamos que os dois processos
de estimacao apresentaram resultados similares e que a proporcao de cura estimada é

aproximadamente de 0, 20.

5.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos uma abordagem Bayesiana dos modelos de mistura
padrao Weibull modificada generalizada e do modelo de mistura padrao Weibull com
um termo de fragilidade. A inferéncia Bayesiana foi aplicada com o objetivo de estimar
os parametros dos modelos, em que obtivemos resultados similares aos encontrados por

maxima verossimilhanca.



Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas Futuras

Neste trabalho apresentamos brevemente os principais conceitos de analise de
sobrevivéncia bem como a distribuicao Weibull modificada generalizada que é capaz de

acomodar func¢oes de risco monotonas e nao monotonas.

Vimos o que caracteriza o modelo de longa duracao em anélise de sobrevivéncia,
no qual apresentamos o modelo de mistura padrao e como ele é construido a partir de
uma variavel binaria que classifica os individuos de uma populacao em curados e nao
curados. Motivado pela flexibilidade da distribuicao Weibull modificada generalizada em
acomodar taxas de falha mondtonas e nao monétonas, abordamos o modelo de mistura
padrao Weibull modificada generalizada, em que foram realizados diversos estudos de
simulagoes com o objetivo de verificar a adequabilidade do modelo, além de permitir o

uso deste para discriminar modelos.

Como alternativa para modelar dados de sobrevivéncia com fracao de cura, um
termo de fragilidade foi adicionado ao modelo de mistura padrao com o objetivo de quan-
tificar a heterogeneidade entre os individuos na populagao. A distribuicao de Weibull
foi considerada para modelar os tempos de vida dos individuos em risco. Com os estu-
dos desenvolvidos neste texto, observamos que realizar uma analise tradicional quando a
amostra possui um grau de heterogeneidade nao observavel prejudica as estimativas dos
parametros da distribuicao de Weibull, no entanto, para a fragao de curados nao houve
problemas. Através de simulagoes podemos quantificar esse erro, onde confrontamos a
média das estimativas de cada modelo, o desvio padrao e o erro quadratico médio. Para o

parametro de fragilidade os resultados mostraram que para amostra pequena resulta em
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estimativas viesadas. Assim os resultados assintoticos devem ser usados com cautela.

Para ilustrar a aplicabilidade dos modelos, consideramos conjuntos de dados reais,
em que as estimativas dos parametros foram determinadas através das abordagens de

méxima verossimilhanga e Bayesiana.

A principal contribuicao deste trabalho foi em abordar o modelo de mistura pa-
drao Weibull modificada generalizada, um modelo que abrange diversos modelos especiais,
propiciando assim o seu uso para discriminar modelos, em que foram realizados diversos
estudos de simulagoes utilizando a abordagem frequentista. Para o modelo de mistura
padrao Weibull com fragilidade, contribuimos com a realizacao de um estudo de simula-
¢ao com o objetivo de verificar as propriedades dos estimadores do modelo e o custo de
estimar a proporc¢ao de curados quando incluimos o termo de fragilidade no modelo de

mistura padrao.

Extensoes deste trabalho seriam realizar estudos de simulagoes do ponto de vista
Bayesiano para ambos os modelos. Abordar o modelo de mistura padrao com fragilidade
supondo que os tempos de vida dos individuos em risco seguem distribuicao Weibull
modificada generalizada, além de adicionar covaridveis em ambos os modelos através da

fracao de cura.
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