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Resumo

Em analise de sobrevivéncia quando uma populacao apresenta, apos
um periodo representativo de tempo, uma quantidade expressiva de observacoes
censuradas, podemos suspeitar que exista uma fracao de individuos que nao é
susceptivel ao evento de interesse. Diz-se entao que esses individuos sao "imu-

", e que o conjunto de dados ao qual eles pertencem possui uma fracao de

nes
cura. Os modelos de cura assumem implicitamente que todos os individuos que
apresentaram o evento de interesse pertencem a uma populagdo homogénea, mas
no entanto podemos medir a heterogeneidade observada adicionando covariaveis
ao modelo. Ja a parcela da heterogeneidade que é induzida por fatores de risco
nao observaveis é estimada através de modelos de fragilidade. Com a finalidade
de analisar dados de longa duragao com heterogeneidade nao observada na po-
pulagao, apresentamos o modelo de mistura padrao de Boag (1949) e Berkson &
Gage (1952) sob um ponto de vista paramétrico, com covariaveis incidindo tanto
na proporc¢ao de curados quanto na funcao de sobrevivéncia dos nao curados.
Peng & Zhang (2008a) realizaram uma estimagao semiparamétrica deste modelo,
e em nosso trabalho assumimos as distribui¢oes de probabilidade Weibull para
a parcela em risco e gama para a fragilidade. Também modelamos a proporcao
de curados através de modelos de regressao com diferentes fungoes de ligagao, e
testamos todos os modelos em uma base com dados reais envolvendo portadores
de melanoma, realizando os ajustes tanto através da metodologia classica quanto

da bayesiana.
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Abstract

Some studies involving survival data are characterized by showing a signi-
ficant proportion of censored data, that is, individuals who will never experience
the event of interest, even if accompanied by a long period of time. For the
analysis of long-term data, we presented the standard mixture model by Berkson
& Gage (1952), where we assume the Weibull distribution for the lifetime of
individuals at risk and covariate. The cure rate models implicitly assume that
those individuals experiencing the event of interest possess homogeneous risk.
Alternatively, we consider the standard mixture model with a frailty term in
order to quantify the unobservable heterogeneity among individuals. This model
is characterized by the inclusion of a unobservable random variable, which repre-
sents information that can not or have not been observed. We assume frailty with
a gamma distribution, obtaining the Weibull stardanrd mixture model with frailty
and covariates from a point of view parametric. We realized simulation studies
with the purpose of analyzing the frequentists properties of estimation procedures.
Applications to real data set showed the applicability of the proposed models in
which parameter estimates were determined using the maximum likelihood and

bayesian approaches.

1l
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Capitulo 1

Introducao

Experimentos em que a resposta representa o tempo até a ocorréncia
de um evento de interesse ocorrem com frequéncia em diversos ramos de conhe-
cimento, especialmente em estudos envolvendo as dreas médica, financeira, de

seguros e industrial.

Técnicas tradicionais de andlise estatistica, como anélise de variancia ou
modelos de regressao, poderiam ser apropriadas para este tipo de estudo, mas nem
sempre existe a garantia que todos elementos da amostra terao experimentado o
evento de interesse no momento da coleta dos dados, o que torna a informagao

para tais individuos incompleta.

A classe de estudos estatisticos que lida com esta falta de informacao
(denominada censura) é conhecida como anéalise de sobrevivéncia (Colosimo &
Giolo, 2006), e o tempo até a ocorréncia do evento de interesse ¢ comumente
denominado "tempo de falha" (embora nao necessariamente a medigao esteja
relacionada a uma falha). Os trabalhos historicamente mais importantes nessa
area sao o estimador nao paramétrico de Kaplan-Meyer (Kaplan & Meier, 1958)

e o modelo de riscos proporcionais de Cox (Cox, 1972).

Os principais objetivos quando se utiliza a anélise de sobrevivéncia sao a
obtencao das estimativas da funcao de sobrevivéncia, que corresponde a probabili-

dade que um individuo sobreviva mais do que um determinado periodo de tempo,
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e da fungao de risco, que mede a probabilidade de falha acontecer exatamente em

um instante do tempo, dado que ela ainda nao ocorreu até entao.

Para atingir esses objetivos sao possiveis abordagens nao paramétricas,
paramétricas ou semiparamétricas. Na andlise de sobrevivéncia usual a func¢ao
de sobrevivéncia converge para zero quando o tempo tende para infinito, ou seja,

todos os individuos em estudo sao considerados susceptiveis ao evento estudado.

A partir do momento em que avangos em areas médicas se tornaram mais
frequentes, um nimero maior de pacientes passou a ser considerado curado, ou
imune a doenca estudada. Diante disso, estimar a proporc¢ao de curados também
passou a ser algo de bastante relevancia. Os trabalhos apresentados por Boag
(1949) e Berkson & Gage (1952), que falam sobre o modelo de mistura padrao,
formaram a base do que veio a se chamar modelo de sobrevivéncia de longa

duragao (ou modelo de sobrevivéncia com fragao de cura).

Este modelo é um dos mais utilizados dentro da literatura estatistica, no
entanto possui algumas restri¢coes e desvantagens, como apontadas por Chen et al.
(1999), que também utilizaram um modelo, que apresenta algumas vantagens em

relagao ao modelo de mistura padrao, denominado modelo de tempo de promocao.

Varios autores vém discutindo a respeito de modelos envolvendo misturas
de distribui¢oes e fragdo de cura. Por exemplo, Farewell (1977) abordou o
modelo de mistura Weibull e investigou como o fator de risco afeta o tempo
de desenvolvimento de uma doenca, sendo que posteriormente utilizou o modelo

de riscos proporcionais de Cox (Farewell, 1982).

Goldman (1984) discutiu sobre a analise de sobrevivéncia quando a cura
é possivel. Greenhouse & Wolfe (1984) estudaram uma generaliza¢ao do modelo
de mistura padrao baseada na teoria de riscos competitivos. Farewell & Sprott
(1986) examinaram o uso de tais modelos na inferéncia estatistica, enquanto
Kuk & Chen (1992) combinaram a formulagao logistica para a probabilidade de
ocorréncia do evento de interesse com estrutura de riscos proporcionais, propondo

uma generalizagao semiparamétrica para o modelo de Farewell (Farewell, 1982).

Peng & Dear (2000) utilizaram a suposigao de riscos proporcionais para
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modelar o efeito das covariaveis sobre o tempo de falha dos pacientes nao curados
considerando métodos nao paramétricos de estimacao. Um excelente livro que

aborda modelos de sobrevivéncia com fra¢ao de cura ¢ o de Maller & Zhou (1996).

Quando se utiliza a abordagem paramétrica nos modelos de mistura, é
necessario assumir uma distribuicao de probabilidade para o tempo de falha dos
pacientes nao curados. As fungoes densidade e de sobrevivéncia serao derivadas
desta distribui¢ao, que por sua vez dependeré de um ou mais pardmetros (Peng
& Dear, 2000). Discussoes a respeito deste tipo de modelo foram feitas, dentre
outros, por Berkson & Gage (1952), Farewell (1982), Farewell & Sprott (1986),
Mailer & Zhou (1992) e Denham et al. (1996). Um problema com os modelos
paramétricos se refere & verificacao de suas suposicoes e restricoes. Modelos nao

paramétricos sao utizados quando se objetiva relaxar tais restricoes.

Recentemente, modelos mais complexos de longa duragao como o de
Yakovlev et al. (1993), Chen et al. (1999), Ibrahim et al. (2001), Rodrigues et al.
(2009), entre outros, vém sendo explorados com o objetivo de explicar melhor os
mecanismos biologicos envolvidos. Tsodikov (1998) definiu, em um estudo voltado
a area bioldgica, a cura de um tumor como a probabilidade da nao existéncia de
células cancerigenas clonéveis ao final do tratamento. A proporg¢ao de pacientes

sem este tipo de célula corresponderia entao a fracao de curados.

Uma definicao alternativa do modelo de mistura padrao, que lida com
células com potencial para desenvolver o tumor, foi proposta por Yakovlev et al.
(1993) e Chen et al. (1999), entre outros, e denominada modelo de tempo de
promogao. Yin & Ibrahim (2005) estabeleceram uma classe geral que contém
como casos especiais os dois modelos de fracao de cura, construida através de
uma transformagao de Box & Cox (Box & Cox, 1964) na fungao de sobrevivéncia

populacional.

Os modelos de cura assumem implicitamente que todos os individuos
que sofreram o evento de interesse pertencem a uma populacao homogénea.
No entanto isso nem sempre ocorre, e uma forma de medir a heterogeneidade
observada é adicionar covariaveis ao modelo. Assim, o risco da parcela que atingiu

o evento de interesse deixaréd de ser considerado homogéneo.
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Hougaard (1991) mostrou que é vantajoso considerar duas fontes de
variabilidade: uma relativa aos fatores de risco observaveis (as covariaveis) e
outra aos nao observaveis, dado que nem sempre temos todas as informagoes que
podem ser relevantes para um tempo de falha. Esse fato deu origem a inclusao de
um novo termo nos modelos de sobrevivéncia, que recebeu o nome de fragilidade

(Vaupel et al., 1979).

Em esséncia, o conceito de fragilidade teve inicio no trabalho de Gre-
enwood & Yule (1920) sobre tendéncia de acidentes e, mais tarde, Vaupel et al.
(1979) introduziram o termo de fragilidade em modelos de sobrevivéncia univa-
riados. Posteriormente, Clayton (1978) e Oakes (1982) abordaram os primeiros

modelos de fragilidade para dados multivariados.

Aalen (1989), Hougaard et al. (1994), Longini & Halloran (1996) e Price
& Manatunga (2001), dentre outros, estenderam os modelos de fragilidade con-
siderando a fragao de cura, sendo que Price & Manatunga (2001) desenvolveram
um modelo considerando tanto a fracao de cura quanto a fragilidade, e também
assumiram uma distribuicao paramétrica para a funcao de risco base, embora
nao tenham considerado o efeito de covariaveis em nenhum dos componentes
do modelo. Peng & Zhang (2008a) incorporaram covariéveis e propuseram um
método de estimacao semiparamétrico baseado nos algoritmos EM e de multipla

imputagao.

Ja considerando também a abordagem bayesiana, Yin (2005) analisou
dados odontologicos, sendo um individuo rotulado como curado quando nao
apresentava problema em nenhum de seus dentes, e o componente de fragilidade
nesse caso foi 1til para considerar a correlagao causada por observagoes vindas
do mesmo individuo, e utilizou o amostrador de Gibbs para obter as estimativas

dos parametros.

Em estudos mais recentes Leng & Khalid (2010) compararam os resul-
tados obtidos via maxima verossimilhanca com os da metologia bayesiana para
modelos de sobrevivéncia com fracao de cura e fragilidade, sem a presenca de
covariaveis, enquanto Yu & Tiwari (2012) propuseram um enfoque bayesiano

para um modelo similar, envolvendo pacientes de cancer, mas empregando uma
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mistura finita de distribui¢oes ao invés de modelar a distribuicao latente através
de uma distribuicao paramétrica fixada, e estimaram os parametros através do

método MCMC.

1.1 Objetivo do trabalho

A proposta deste trabalho é considerar o modelo de mistura padrao com
fragilidade para analisar dados de sobrevivéncia censurados com fracao de cura
e informagoes observéaveis entre os individuos, a fim de discriminar quais fatores
sao relevantes em cada componente do modelo, e adicionalmente quantificar a

heterogeneidade nao observéavel entre os individuos.

Neste trabalho o modelo de mistura com fragilidade e fragao de cura é
considerado incorporando covariaveis tanto na proporcao de curados quanto na
funcao de sobrevivéncia dos nao curados, e utilizado um modelo paramétrico.
Aqui o tempo de vida dos individuos em risco segue uma distribuicao Weibull
e a variavel de fragilidade uma distribuicdo gama. Além disso, a proporcao de
pacientes nao curados é modelada através de modelos de regressao com fungoes de
ligacao logito, probito e complementar log-log, a fim de verificar se existe alguma
vantagem em se considerar alguma delas, ou se essa escolha nao interfere nos

resultados.

Através de um estudo de simulacao checamos as propriedades assintoticas
dos estimadores, e com aplicagoes em dados reais verificamos as estimativas dos
parametros dos modelos propostos, inicialmente através da abordagem cléssica,

e na sequéncia utilizando a bayesiana.

1.2 Organizagao do trabalho

No Capitulo 2 sao apresentados alguns dos principais conceitos de analise
de sobrevivéncia, focando os que nos serao particularmente tteis. No Capitulo
3 serd descrito o modelo de mistura padrao com fragilidade na presenca de

covariaveis. Para ilustrar a aplicabilidade do modelo, no Capitulo 4 foi utilizado
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um conjunto de dados reais em que a estimagao dos parametros foi determinada
através do método de maxima verossimilhanca, e também realizado um estudo
de simulagao com dados gerados artificialmente. No Capitulo 5 estimamos os
mesmos parametros pela metodologia bayesiana, enquanto que no Capitulo 6 sao

apresentadas as conclusoes e as propostas futuras.



Capitulo 2

Analise de Sobrevivéncia

2.1 Principais conceitos

A grande particularidade em estudos que envolvem dados de sobrevivén-
cia é o fato de que no momento da coleta uma parte da amostra ainda nao tera
experimentado o evento de interesse. Estas observacoes podem ser classificadas
tanto como censuradas quanto como curadas (imunes). Desconsiderar tais obser-
vagoes nao é apropriado, pois perderiamos informacao. Por outro lado, utilizar as
técnicas estatisticas tradicionais geraria resultados imprecisos, dada a diferenca

conceitual entre o tempo observado entre os que falharam e os censurados.

Basicamente os dados em um estudo de sobrevivéncia sao constituidos
por um conjunto de n elementos, em que observam-se seus respectivos tempos de
falha (no caso do evento de interesse ter ocorrido), ou de censura (caso o evento
de interesse nao tenha ocorrido). Existem varios tipos de censuras, e dentre eles

podemos citar (Colosimo & Giolo, 2006):

Censura tipo I:. ocorre em estudos que encerram-se apés um periodo
pré-estabelecido de tempo, ou seja, sabe-se de antemao o tempo maximo até a

ocorréncia do evento, ou a censura.

Censura tipo II: é observada em estudos em que o encerramento se
dard apds uma quantidade pré-determinada de elementos atingirem o evento de

interesse.
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Censura tipo aleatoério: acontece quando o elemento da amostra é
retirado no decorrer do estudo, sem que o evento de interesse tenha sido observado,

por qualquer outra razao que nao diz respeito aos objetivos do experimento.

Com relagao ao posicionamento do tempo de censura em relacao ao tempo

de ocorréncia do evento, podem existir as seguintes possibilidades:

Censura a direita: é observada quando o tempo de ocorréncia do evento
acontece apos o tempo observado, ou seja, esta a direita do mesmo. E o tipo de
censura que ¢ mais comumente utilizado em analise de sobrevivéncia, e que seré

considerado neste trabalho.

Censura a esquerda: neste caso o tempo de ocorréncia registrado é
maior do que o tempo de falha, ou seja, o evento ja teria ocorrido quando o

elemento da amostra foi observado.

A censura pode ser classificada como informativa ou nao-informativa.
Ela sera considerada informativa se sua ocorréncia depender do mecanismo que

gera a falha, e nao-informativa caso contrario (Colosimo & Giolo, 2006).

O tempo de ocorréncia pode ser pontual, que é quando sabe-se exa-
tamente o momento em que a falha ocorreu, ou intervalar, onde os registros
sao feitos de tempos em tempos, e consequentemente nao podemos precisar o

momento da ocorréncia (Wienke, 2011).

Em estudos envolvendo dados de sobrevivéncia as seguintes variaveis

aleatorias sao consideradas as mais importantes:
T = tempo até a ocorréncia;

C = tempo até a censura;

Y = min(7, C);
5 l,se T <C(C
0,se T >C

Outras variaveis sao incluidas & medida em que sofisticamos os modelos,

como serd visto mais adiante.
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Além das variaveis aleatorias, existem fungoes de extrema importancia

dentro dos estudos de sobrevivéncia:

Funcao de sobrevivéncia - é definida como a probabilidade de uma

observagao nao falhar até o tempo ¢, ou seja:

S(t)=P(T >1t) (2.1)
que também pode ser expressa em termos da funcao de distribui¢ao acumulada
de probabilidade:

S(t)=1-— F(t), (2.2)
e possui as seguintes propriedades: S(t) =1, para t < 0 e lim;—,..S(t) = 0.

O gréfico abaixo mostra um exemplo de comportamento da func¢ao de

sobrevivéncia ao longo do tempo. Neste caso especifico a funcao de sobrevivéncia

chega a 0 com o passar do tempo, o que significa que toda a amostra falhou.

Fungéo de Sobrevivéncia

08+

06

04

0.2

0.0+

Tempo

Figura 2.1: Exemplo de curva de sobrevivéncia.

Fungao de risco - também chamada de funcao de taxa de falha, é
definida como a probabilidade condicional de que o evento ocorra dentro de um

intervalo (t,t + A(t)), dado que nao ocorreu até o inicio do mesmo:

L PAST<t+AM)|T >1)
) = Alé?io A(t)

A funcao de risco pode ser crescente ou decrescente. Isto ocorrera quando
a taxa de falha crescer (ou decair) conforme o tempo passar. Também pode ser

constante ao longo do tempo, ou até mesmo combinacoes destes trés tipos citados.
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Funcao de risco acumulada - também chamada de fun¢ao de taxa de

falha acumulada, é definida como:

Algumas relagoes bastante utilizadas entre as fungoes descritas sao:

(=~ 23)
_ f(t)  —dlogS(t)
hlt) = S(t) dt

S(t) = exp(—H(t)) = exp ( /0 t h(u)du)

Os métodos para a estimagcao dos parametros que envolvem estas fungoes
podem ser nao paramétricos, paramétricos ou semiparamétricos. Dentre os nao
paramétricos, o mais utilizado em estudos clinicos é o estimador de Kaplan-
Meier (Kaplan & Meier, 1958), também conhecido na literatura como estimador

produto-limite.

O estimador de Kaplan-Meier ¢ uma adaptagao da funcao de sobre-
vivéncia empirica, mas com a vantagem de trabalhar com dados censurados.
Basicamente ele considera uma amostra de n elementos em que t; < ty <
-+ t, em que os k representam os tempos de falha ordenados, di,ds,--- ,d; 0s
respectivos nimeros de falhas em ¢; e n; o nimero de individuos sob risco em ¢;.

O estimador de Kaplan-Meier para a funcao de sobrevivéncia seréd dado por:

oI ()1 (-4
S(t) qu ( . jEt -
sendo que cada termo do produto acima é uma estimativa da probabilidade con-
dicional de nao falha no instante t; dado que nao existiu falha até o instante ¢;_.
Uma desvantagem deste estimador ¢ sua incapacidade de incorporar covariaveis.
No caso, uma alternativa é estratificar a base de dados e ajustar uma curva para

cada nivel da covariavel, o que pode-se tornar complicado em caso de muitos

niveis ou de combinagoes de niveis de diversas covariaveis.
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A Figura 2.2 ilustra a curva de sobrevivéncia estimada através do método
de Kaplan-Meier para dados referentes a um estudo clinico em que os pacientes
sao observados apés a remogao de um melanoma maligno. O conjunto de dados
possui 205 individuos, sendo que 148 foram censurados no periodo observado.
O tempo méaximo observado foi de 5565 dias e a morte do paciente é o evento
de interesse. Estes dados foram retirados do pacote timereg do sistema R (R

Development Core Team, 2009).

Curva de Sobrevivéncia

Funcéo de Sobrevivéncia

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

Tempo (dias)

Figura 2.2: Curva de sobrevivéncia de Kaplan-Mayer

Observamos na Figura 2.2 que ap6s um determinado tempo a curva se
estabiliza, nao havendo mais falhas. Isto sugere que ao menos parte dos individuos
censurados no final do experimento podem ser imunes ao risco em questao ou
foram curados durante o experimento. Entretanto, o estimador de Kaplan-Meier,
por ser sensivel a quantidades altas de censura, nao é apropriado para estimar

esta proporgao de cura.

2.2 Modelos de probabilidade

Embora qualquer distribuicao de variaveis aleatérias nao negativas possa
ser utilizada para representar tempos de sobrevivéncia, existem algumas que tém
sido tradicionalmente mais empregadas e auxiliado na resolucao de problemas
praticos. Podemos citar como exemplo as distribui¢oes exponencial, log-normal,

Weibull e gama (Colosimo & Giolo, 2006), e outras propostas mais recentemente,
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como a Weibull modificada e a Weibull modificada generalizada (Calsavara, 2011).
Nesta secao apresentamos caracteristicas de duas destas distribuicoes, que utili-

zaremos na formulacao dos modelos que iremos testar.

2.2.1 Distribuicao Weibull

A distribui¢ao Weibull foi descrita originalmente por Waloddi Weibull
em 1951 e, desde entao, tem sido amplamente usada como modelo em aplicagoes

biométricas, industriais, laboratoriais e de confiabilidade.

Esta distribuicao apresenta dois parametros e sua funcao de risco é
monotona (ou seja, ela acomoda riscos crescentes, decrescentes ou constantes).

Sua func¢ao densidade de probabilidade é dada por:
flt;a,N) = aX (PN Texp[— (N, a>0, A>0, t>0, (2.4)
onde « representa o parametro de forma e A o parametro de escala.

As fungoes de sobrevivéncia, de risco acumulado e de risco serao, respec-

tivamente:
S(t) = exp[— (tA)], (2.5)
H(t) = (N (2.6)
h(t) = aX (tA)* . (2.7)

Além disso, quando a = 1 a distribui¢ao Weibull se reduz a distribui¢ao

exponencial.

Na figura 2.3 sao mostrados os gréaficos da fungao densidade, funcao de
sobrevivéncia e funcao de risco da distribuicao Weibull, fixando o parametro A

em 1 e atribuindo valores para o parametro « iguais a 2, 1, 0,75 e 0,5:

2.2.2 Distribuicao gama

Essa distribuigao tem sido uma das mais utilizadas para descrever tem-

pos de falha, e especificamente em nosso trabalho a utilizaremos para modelar
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Figura 2.3: Fungoes de densidade, sobrevivéncia e de risco da distribuigao Weibull.

componente de fragilidade. Esta distribuicao possui diversas outras distribuigoes
como casos especiais, e sua funcao densidade de probabilidade é dada por:

I(a)

onde a representa o parametro de forma e b o parametro de escala desta distri-

f(tla,b) = t* Lexp(—th), a>0,b>0,t>0,

buigao. Sua fungao de sobrevivéncia é calculada pela integral:

S(t) = /too Flz‘;) u® ! exp(—ub) du.

Na Figura 2.4 mostramos os graficos da funcao densidade, fungao de
sobrevivéncia e fun¢ao de risco da distribuicdo gama, fixando o parametro de

forma em 1 e valores para o parametro de escala iguais a 2, 1, 0,5 e 0,25.
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Figura 2.4: Fungoes de densidade, sobrevivéncia e de risco da distribui¢ao gama.
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Além das ja citadas, outras distribugoes citadas na literatura e que podem
ser utilizadas em estudos de sobrevivéncia sao a log-logistica, a log-gama, a

Rayleigh, a normal inversa e a distribuigado de Gompertz (Wienke, 2011).

O uso de qualquer um destes modelos implica na estimagao de seus
respectivos parametros, e como o modelo é paramétrico, é utilizado o método
da maxima verossimilhanga (Colosimo & Giolo, 2006): em uma amostra de n
elementos, em que r deles sdo nao censurados (ou seja, possuem tempos de falha
completos) e n—1r sao censurados, e denominando € e D os vetores de parametros
desconhecidos e dados observados, respectivamente, teremos a seguinte fungao de
verossimilhanca:

L(¢|D) ocht\ﬁ H S(til€), (2.8)

1=r+1

ou seja, a contribuicao para a verossimilhanca dos individuos que falharam seré
dada pela funcao densidade, enquanto que a contribuicao dos censurados é dada
pela funcao de sobrevivéncia. Dada a variavel indicadora de falha relativa ao

i-ésimo individuo, ¢;, a fungao de verossimilhanca pode ser reescrita como:

n n

L(ED) = [ ] LAl [S(t:l)1 [A(t:1€)) S(t:]€) (2.9)

=1 1=
Os estimadores de maxima verossimilhanca sao os valores de £ que maxi-
mizam L(&|D), ou equivalentemente o log L(£|D), e sao encontrados resolvendo

o seguinte sistema de equagoes:
dlog L(&|D)
9

cuja solugao é obtida na maioria das vezes através de algoritmos numéricos, como

U(g) = =0,

o método de Newton Rhapson. A obtengao de intervalos de confianga para estes

parametros é feita através das propriedades assintoticas de tais estimadores.

2.3 Modelo de riscos proporcionais de Cox

Considerando-se um conjunto de covariaveis x = (z1, T2, ..., 2,)’, a ex-

pressao geral do modelo de Cox (Cox, 1972) é dada por:

h(t|x) = ho(t)g(x B), (2.10)
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sendo g uma fun¢do nao negativa com ¢(0) = 1, ho(t) a fungao de risco base que
representa o componente nao paramétrico, e g(x'ﬁ) o componente paramétrico

do modelo. Dai a denominacao de modelo semiparamétrico.

Em linhas gerais ele trata a funcao de risco como uma funcao fatoravel
em duas, sendo que a primeira contempla a parcela dinamica do risco e a segunda
é associada ao efeito que as covariaveis exercem na funcao de risco. Normalmente
utiliza-se uma func¢ao exponencial, a fim de garantir que seu resultado seja posi-

tivo.

O modelo de regressao de Cox é chamado de modelo de riscos proporcio-
nais pois a razao entre o risco de dois individuos é constante no tempo, dado que
a fungao de risco base é idéntica para todos os elementos da amostra. Assim, a

diferenca entre eles sera explicada apenas pelas covaridveis:

= g(x,8 - x,8).

Mesmo com todas essas caracteristicas que envolvem sua flexibilidade,
o modelo de Cox nao se ajusta necessarimente a qualquer problema envolvendo
dados de sobrevivéncia, o que torna necesséario avaliar sua adequacao. Algumas
extensoes deste modelo envolvem a inclusao de covariaveis dependentes no tempo
ou modelos que nao exijam o cumprimento da suposi¢ao de proporcionalidade

dos riscos.

2.4 Modelo com componente de fragilidade

Embora possam apresentar valores idénticos para todas as covariaveis,
alguns individuos eventualmente exibem respostas diferentes no que diz respeito
ao efeito de uma droga, ou de um tratamento, por exemplo. Neste contexto,

existe uma variabilidade nao observavel em andlise de sobrevivéncia (Hougaard,

1991).

Mesmo quando a andlise se restringe a apenas um individuo sujeito
a alguns fatores de risco (conceito bastante utilizado em analises clinicas), os

tempos t1, ..., t;, relativos aos k fatores de riscos competitivos até entao foram
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considerados independentes - o que nao parece ser muito provavel dado que
tais tempos pertencem a mesma unidade amostral. Desta maneira, é necessario

também considerar esta dependéncia, o que nao sera o foco deste trabalho.

Assim, uma possivel solugao é incorporar um termo que represente esta
heterogeneidade, w;, para cada individuo, e considerar que w;, ti,...,%; sejam

independentes e identicamente distribuidos, com fungao de distribui¢ao F'(.|w).

Em anélise de sobrevivéncia este termo recebe o nome de fragilidade,
pois teoricamente quanto maior seu valor, mais "fragil" seria o individuo, e por

consequéncia, maior sua probabilidade de falha (Vaupel et al., 1979).

No nosso estudo, particularmente, o termo de fragilidade atuara na fun-
¢ao de sobrevivéncia dos individuos nao imunes, como um complemento as cova-
riaveis observadas, ajudando desta forma a estimar esta funcao de maneira mais

precisa. Nao estimaremos, desta forma, a fragilidade a nivel individual.

Clayton (1978) introduziu o termo de fragilidade ao modelo de Cox (1972)
de forma multiplicativa, ou seja, a varidvel aleatoria que representa a fragilidade,

W, ira agir multiplicativamente na funcao de risco base, da seguinte maneira:
h(tW = w) = w hy(t), (2.11)

onde W ¢ considerada uma variavel aleatoria latente e ndo negativa e ho(t) a

funcao de risco base.

Neste contexto, de acordo com Elbers & Ridder (1982), é necessario que
a distribuigao do efeito aleatorio tenha média 1 para o modelo ser identificavel.
Sua variancia ¢é interpretada como uma medida de heterogeneidade da populagao.
Valores pequenos de Var(W) deixam os valores de W todos muito proximos
de 1, enquanto altos valores de Var(W) apontam que os valores de W estao
muito dispersos, ou seja, hd uma forte heterogeneidade nao observavel entre os

individuos (Calsavara, 2011).

A variavel de fragilidade também pode agir de forma aditiva na funcao
de risco, conforme proposto por diversos autores, dentre eles Rocha (1995). Neste

caso o modelo tomaria a seguinte forma:

h(t[W = w) = w + ho(t).
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A obtengao das fungoes de risco e sobrevivéncia marginais para o modelo
aditivo de fragilidade nao serao aqui demonstradas, pois sera utilizado o modelo

multiplicativo (2.11).

Adicionando-se covariaveis ao modelo multiplicativo de fragilidade, este

assumira a seguinte forma:
h(t|X=x, W = w) = why(t) exp(x B), (2.12)

em que X = (1, T2, ..., T,)’ corresponde ao vetor de covariaveis e 8 = (51, Sz, ..., Bp)’
os parametros a elas correspondentes, o que mostra que este modelo é uma
generaliza¢do dos modelos de riscos proporcionais de Cox (Colosimo & Giolo,

2006).

Aqui teremos um parametro para cada covariavel estudada, ao contrério
do que veremos quando adicionarmos covaridveis a parcela imune, onde havera

um Sy que correspondera ao intercepto da regressao ajustada a fracao de cura.

Para a obtengao da S(t) considerando o termo de fragilidade, denotamos
S(t|W = w) como a fungao de sobrevivéncia de um individuo condicional &

fragilidade W, ou seja:

S = w) = exp (= [ blstwts ) = exp (—w [ huls)ds) = exp (~wthfe),

em que Hy(t) representa a fun¢ao de risco base acumulada no instante t.

Entretanto os dados para este modelo a nivel individual nao sao observa-
veis. Consequentemente é necessério ir para o nivel populacional, em que o termo
de fragilidade pode ser integrado. Assim utilizando a transformada de Laplace

podemos obter S(t), da seguinte maneira:
S(t) = E[SHW = w)] = /OOO exp(—wHy(t))g(w)dw = Ly (Ho(t)),  (2.13)

em que g(w) é a fungdo densidade da variavel de fragilidade e L,,(Hy(t)) é a
tranformada de Laplace aplicada no ponto Hy(t), o que mostra a importancia

desta transformagao nos modelos de fragilidade (Wienke, 2011).

As derivadas da transformacao de Laplace podem também ser utilizadas

para obtermos outros resultados relativos a funcao de sobrevivéncia nao condici-
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onal:
f(t) = —ho(t)Lw'(Ho(t)) , h(t) = —ho(?)
E(W)=—Ly'(0) e Var(W)= Ly"(0)— (Ly'(0))?

onde Ly (.)" e Ly/(.)” denotam as derivadas de primeira e segunda ordem da

transformacao de Laplace, respectivamente.

2.4.1 Modelo de fragilidade gama

Iremos considerar que W, a variavel aleatoéria que representa a fragilidade,

segue uma distribuicao gama, com a seguinte fun¢ao densidade de probabilidade:

a

[(a)

f(wla,b) = w* texp {— (wb)}, w>0,a>0,b>0.

Entao sua transformada de Laplace de primeira ordem sera dada por:

Lu() = Ble ] = (1+ %)_ (2.14)

Assim, sem considerar covariaveis, sua funcao de sobrevivéncia sera ob-
tida, considerando a distribui¢ao da fragilidade W ~ G(a,b) e a = b = o, a fim

de garantir que a média seja igual a 1, como indicado, e conforme (2.14):

S(t) = L (Ho(t)) = (1 + HO—“)) o (2.15)

g

Consequentemente, a funcao densidade sera dada por:

£(t) = (1 + H°<t>>_a_ ho(t). (2.16)

g

E na presenga de covariaveis teremos:

S(t]x) = Ly (Ho(t)) = (1 4 ) exP(X"”)_U,

g

Hy(t) exp
o

ft|x) = (1 + (X/ﬁ))a ho(t) exp(x'3).

A distribui¢do gama tem sido a distribui¢ao mais comumente utilizada

para representar o componente de fragilidade, mas outras distribui¢oes também
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empregadas neste sentido sao a log-normal, a normal inversa e a positiva estével,

por exemplo (Hougaard, 1991).

J& para a fungao de risco base podem ser atribuidas distribuigoes tra-
dicionalmente utilizadas para representar tempos de vida, como a exponencial,

log-normal, Weibull e gama, dentre outras (Wienke, 2011).

2.5 Modelo de mistura padrao

Em diversos experimentos notamos que a curva de sobrevivéncia estabiliza-
se em um patamar estritamente maior que 0. Este fato ocorre com frequéncia cada
vez maior na area clinica, em que novos tratamentos tém conseguido prolongar
ou mesmo curar diversos tipos de tumores. Essa proporg¢ao de individuos que nao
experimentam o evento de interesse recebe o nome de curados, ou sobreviventes
de longa duragao. Este conceito também pode ser utilizado em outras &reas,
bastando para isso que uma parcela dos elementos nao venha a experimentar o

evento de interesse em longos periodos de observacao.

Verificar se essa propor¢ao de curados (ou imunes, nao suscetiveis - dentre
outras possiveis denominagdes) realmente existe, e estiméa-la é algo de grande
relevancia atualmente em andlise de sobrevivéncia. Outro desafio é diferenciar os

curados dos meramente censurados a direita.

O modelo de mistura padrao proposto por Boag (1949) e Berkson &
Gage (1952) para estudos em que uma proporgao substancial dos individuos nao
experimentara o evento de interesse pode ser utilizado para modelar a fragao
de cura, pois envolve duas subpopulagoes (no caso os individuos susceptiveis e
0s nao susceptiveis ao evento de interesse). Sempre que o estimador da funcao
de sobrevivéncia convergir para um valor maior que 0 ap6s um extenso periodo
de tempo, existe a possibilidade de haver uma proporcao da populagao que seja

imune, e assim jamais experimentara o evento de interesse.

O modelo de mistura padrao considera que ntimero de riscos desconheci-
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dos, N, é proveniente de uma distribui¢cao Bernoulli com parametro 6, ou seja:
P(N|O) =601 -6 0<6<1 (2.17)
e sua fungao de sobrevivéncia populacional, sera:
Spop(t) =1 —0+060S(t), (2.18)

em que 1 — 6 representa a incidéncia de curados, ou imunes, e S(t) a funcao
de sobrevivéncia dos individuos em risco. E interessante notar que S(t) ¢ uma
fungao propria mas Sy, (t) ¢ impropria, pois:
tll{& Spop(t) =1 —0
A exemplo do que ocorre com a fungao S(t), Spep(0) = 1, e também é
decrescente. Além disso, quando # = 1, a fungdao de sobrevivéncia impropria
Spop(t) se reduz & funcdo de sobrevivéncia propria S(t), pois nesse caso nao

existiria uma parcela de curados.
Neste contexto, a funcao de densidade populacional sera, de acordo com
(2.3):
fp0p(t) = 9f<t)7
com a seguinte func¢ao de risco populacional:

_ Jee(t) — OF(2)
hoon(D) = g T T+ 050

(2.19)

E possivel incorporar covaridveis tanto na fragao de cura quanto na funcao

de sobrevivéncia propria deste modelo, conforme sera visto no Capitulo 3.

O modelo de mistura padrao foi um dos primeiros modelos paramétricos
em analise de sobrevivéncia de longa duracao. Mas, como qualquer modelo esta-
tistico, ele possui vantagens e desvantagens. A atribuicao da variavel Bernoulli
a condi¢ao dos pacientes implica numa fécil formulagao do modelo, dependendo
somente de algumas nogoes de probabilidade. Por outro lado, esse modelo nao
exprime o mecanismo biologico envolvido, algo que, por exemplo, ja nao ocorre
no modelo de tempo de promogao de Yakovlev & Tsodikov (1996), em que se

modela o niimero de causas que competem entre si e que podem causar o evento.
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Uma outra caracteristica do modelo de mistura padrao é que ele nao é
um modelo de riscos proporcionais. Para isto, basta observar a funcao de risco
do modelo (2.19). Se considerarmos f(t) como a func¢ao de risco base, comum
a todos os individuos, o restante da expressao ainda dependeréd de t através da

fungao de sobrevivéncia S(t).

Uma importante questao referente ao modelo de mistura padrao é com re-
lacao a sua identificabilidade. Laska & Meisner (1992) mostraram que se a tltima
observagao é censurada, o resultado da estimagao por maxima verossimilhanca
nao é unico. Entretanto Li et al. (2001) mostraram que o modelo de mistura
padrao é identificavel quando a funcao de sobrevivéncia propria é especificada
parametricamente e a fragdo de curados 6 é um parametro (e que também pode

ser fungao de covaridveis), o que é nosso caso.

2.6 Consideracoes finais

Neste Capitulo apresentamos uma introducao a anélise de sobrevivéncia,
destacando especialmente defini¢bes e conceitos que nos serao tteis em nosso
estudo. Com o objetivo de analisar dados de sobrevivéncia com fragao de cura
e fragilidade, no Capitulo 3 apresentaremos um modelo baseado no modelo de

Berkson & Gage (1952) para estimar a probabilidade de cura.

Este modelo de mistura padrao com fragilidade e na presenga de covaria-
veis também considerara (e estimara) a heterogeneidade nao obseravada através
do compontente de fragilidade, a qual seré atribuida uma distribuicao gama. Para
os individuos em risco consideraremos que os tempos de vida seguem distribuicao

Weibull.



Capitulo 3

Modelo de Mistura Padrao com

Fragilidade e Covariaveis

3.1 Definicoes

O modelo de mistura padrao com fragilidade e covariaveis tem como
objetivo analisar dados de tempo de vida considerando censura (como é feito em
modelos usuais de sobrevivéncia), propor¢ao de curados (como inserido através
dos modelos de mistura padrao) e também a heterogeneidade nao captada pelas

covariaveis, que neste contexto recebe o nome de fragilidade.

Em seu trabalho, Peng & Zhang (2008a) incluiram covariaveis em ambos
os componentes do modelo e assumiram uma distribuicdo gama para a fragili-
dade. Entretanto sua abordagem foi semiparamétrica, pois eles nao atribuiram
distribuicao de probabilidade para a funcao de risco base. Aqui sera proposta
uma abordagem totalmente paramétrica, assumindo uma distribuicao de pro-
bababilidade adequada para a funcao de risco base. Adicionalmente, Peng &
Zhang (2008a) estimaram os parametros do modelo de forma classica, utilizando

o algoritmo EM e o método de miltipla imputacao.

Calsavara (2011) estimou tanto pelo enfoque classico quanto pelo baye-
siano os parametros do modelo de fragilidade com fragao de cura, considerando

a distribuicao Weibull para a funcao de risco base. No entanto, nao incluiu

22
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covariaveis em nenhum dos componentes do modelo.

Assim o modelo introduzido por Berkson & Gage (1952) pode ser exten-
dido, a fim de incluir efeito de covariaveis. Seja z = (21, 29, ..., 2,)" representando
o conjunto de covariaveis que afetara a probabilidade de cura e x = (21, 22, ..., 2,)’
o conjunto de covariaveis que incidiré na funcao de sobrevivéncia dos nao curados.

Assim, o modelo pode ser reescrito como:
Spoplt]x,2) = 1 — 6(z) + 0(z) S(t}x), (3.1)

em que 1—60(z) representa a probabilidade de um paciente ser curado dependendo
das covariaveis z e S(t|x) é a fungao de sobrevivéncia da distribui¢do do tempo
de falha de pacientes nao curados, dependendo de x. Estes dois conjuntos de
covariaveis podem conter covaridveis em comum, ou mesmo serem idénticos, pois
uma mesma covariavel pode afetar os dois subconjuntos do modelo de mistura

padrao.

Algumas abordagens paramétricas foram apresentadas por Farewell (1982)
e Peng et al. (1998), em que foram assumidas distribui¢ées de probabilidade para
a variavel latente. Alternativas semiparamétricas sao também bastante usuais,
com a vantagem de reduzir a dependéncia do modelo em relagao as suposi¢oes
dos estudos paramétricos. A mais popular delas é o modelo semiparamétrico
de mistura com taxa de cura e riscos proporcionais (Kuk & Chen, 1992), cujas

funcoes de sobrevivéncia S,.,(.) e de densidade f,o(.) sao:

Spop(t]x,2) = 1 — 0(z) + 0(z) So(t)=PP), (3.2)

Foop(t|x,2) = 0(2) f(t) exp(x'B) Sy(t)* A1, (3.3)

em que Sp(t) é uma fungdo base de sobrevivéncia, arbitraria, e (3 representa
o vetor de parametros que serao estimados para as covaridveis associadas aos
individuos em risco. Atribuindo uma distribuicao de probabilidades para t, o

modelo torna-se paramétrico.

Para modelar os efeitos das covariaveis na taxa de cura, podemos uti-
lizar diferentes fungoes de ligagoes (Peng & Zhang, 2008a). Definindo b =

(bo, b1, ..., b;)" como sendo o vetor de pardmetros que serdo estimados para as
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covariaveis associadas a fragao de cura e a fungao de ligagao logito, temos o
modelo de regressao logistico:

_ exp(b'z)
b(z) = 1+ exp(b'z)

Outra funcao de ligacao bastante empregada é a probito:
0(z) = 2(b'z),

em que ¢ corresponde & fungao de distribuicao acumulada de uma distribuicao

normal padrao.

Adicionalmente, também é utilizada funcao de ligacao complemento log-

log, que é dada por:
0(z) = exp(—exp(b'z))

O processo de estimagao empregado é similar para as trés fungoes de
ligacao. Para a estimacao da probabilidade de cura, basta substituir os parame-
tros pelas estimativas obtidas, de acordo com as covariaveis e a fun¢ao de ligagao

utilizada. Desta forma 1 — 6(z) sera a probabilidade de cura.

Conforme visto em (2.15), a fung¢éo de sobrevivéncia, considerando que o
componente que representa a fragilidade siga uma distribuicao de probabilidade
W ~ G(o,0) e ainda sem considerar covariaveis é dada por:

Ho(t))_(f’

g

S(t) = L (Holt)) = (1 n

com Lyy(.) representando a transformada de Laplace e Hy(t) a fungao de risco

base acumulada.

Na presenga de covaridveis, temos:

ol ()

(3.4)

o

S(t)x) = <1+

Consequentemente suas respectivas fungoes de densidade e de risco, tam-
bém com covariaveis, serao dadas por:

Ho(t) exp

g

f(tx) = (1 + (ng))—”— ho(t) exp(x'0), (3.5)
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Ho(t) exp(x8) ) 7’
1+ ( )

(e

h(tlx) =
em que podemos notar que o efeito das covaridveis x nao satisfaz a suposicao de
riscos proporcionais.

Se ¢ for muito grande (o que implica que a variancia da variavel que
representa a fragilidade é muito proxima de zero) o denominador se aproximara

de 1, e a funcao de risco se reduzira a:
h(t|x) = exp(x'B)ho(t),

que voltara a possuir proporcionalidade nos riscos.

Substituindo (3.4) na expressao (3.1) obtemos a func@o de sobrevivéncia

populacional com fracao de cura e fragilidade, na presenca de covaridveis:

Ho(t) eXP(X'5)>U ’

(3.6)

St 2) = 1= 8(a) + 6(s) (14 20
com o vetor de covaridveis z, que afeta a probabilidade de cura podendo ter
elementos em comum com o vetor de covaridveis X, que atua na funcao de

sobrevivéncia dos nao curados.

Utilizando a propriedade (2.3), e aplicando-a em (3.6) chegamos a fungao
densidade populacional:

|+ Hy(t) exp(x'3)
o

Toop(tx,z) = 6(z) ( )_U_ ho(t) exp(x'8). (3.7)

3.2 Inferéncia

Como a abordagem proposta é totalmente paramétrica, a estimacao,
dentro do enfoque cléssico, seré feita pelo método da maxima verossimilhanca.
Desta maneira se torna necessaria a obtencao da fun¢ao de verossimilhanca para
os parametros que precisarao ser estimados. Considerando os dados observados
D = (t,9), sendo t o tempo de ocorréncia e § o indicador de censura de cada

elemento da populagao e o conjunto de parametros a ser estimado & = (o, b, 3),
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temos que a fungao de verossimilhanca para o modelo de mistura padrao ¢ dada

por:
n

L(ED) = [ ] [Spep(ti; €)1 [frop(ti; €)] (3.8)

i=1
Portanto, aplicando (3.6) e (3.7) em (3.8), chegamos a funcdo de veros-

similhanca para o modelo de mistura padrao com covariaveis e fragilidade:

n

LED) =] [1 — O(zs) + 0(z) (l | Ho(t) eXp(x;B)>’”] )

. o
=1

d;

[em) (1 1 Ho®) eXp(X”))G holt) exp(x;m] (3.9)

g

Considerando a fungao de risco base seguindo uma distribuigao Weibull
com parametros a e A, conforme (2.4), a fungao de verossimilhanca (3.9) toma a
seguinte forma, agora com & = (o, a, A, b, 3):

_o] 16
L) =] [1 — 0(z;) + 0(z;) (1 + ) eXp(Xiﬁ)) ] X

! o
=1

[em) (1 RO T g e exp(x;m]

0;

o

E consequentemente os seguintes parametros precisarao ser estimados:

e o: parametro da distribui¢ao do termo de fragilidade, gama.
e o parametro de forma da distribui¢ao da funcao de risco base, Weibull.

e \: parametro de escala da distribui¢ao da fungao de risco base, Weibull.

b = (bo,b1,..,b,): pardmetros relativos as covariaveis que influenciam a

probabilidade de cura, sendo by o intercepto da regressao.

o B3 = (B1,..,B,): pardmetros relativos as covariaveis que influenciam a

funcao de sobrevivéncia.
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Para se obter as estimativas de todos os parametros envolvidos através da
metodologia cléassica, serd necessério maximizar (3.9). Entretanto diante de sua
complexidade torna-se impossivel encontrar seu ponto de maximo analiticamente.
Diante disso é necessaria a utilizacao de métodos numéricos para a obtencao de
tais valores. Para tal finalidade utilizaremos a rotina optim do sistema R (R

Development Core Team, 2009).

Com relagao a identificabilidade deste modelo, Peng & Zhang (2008b)
estudaram o modelo de mistura padrao com fragilidade e covariaveis em duas
situacoes distintas: uma quando as covaridveis z que afetam a fracao de cura sao
exatamente as mesmas que o conjunto X, que representa as que interferem na
distribuicao latente, e também quando sao conjuntos distintos. Eles mostraram
que tal modelo é identificavel se a fracao de cura é modelada por uma func¢ao
nao constante e quando os dois componentes do modelo envolvem as mesmas
covariaveis existe uma condicao adicional que a distribuicao da fragilidade seja
proveniente de uma familia completa. Como a distribuicao gama é completa e a
fracao de cura nao estid sendo modelada por uma funcao constante, a identifica-

bilidade do modelo esta assegurada.

3.3 Meétodos de selecao de modelos

A fim de comparar modelos, algumas técnicas estatisticas sao comumente
utilizadas. Uma delas é a do teste da razao de verossimilhanca, que é apropriada
para testar dois modelos encaixados, ou seja, o conjunto de covariaveis de um
deles deve ser um subconjunto das covariaveis do outro. Este teste utiliza o valor

do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga de cada modelo.

E possivel mostrar, sob certas condicoes de regularidade e sob a hipotese
Hy : € = &,, que a estatistica da razado de verossimilhanga A = 2 [l(é’) - l(éo)}
possui assintoticamente distribuicao an em que p é a diferenga entre o ntmero

de parametro dos dois modelos (Lawless, 2002).

Outra técnica tradicional utilizada para a selecao de modelos é o AIC

(Akaike Information Criterion), proposto por Akaike (1974). A estatistica AIC
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¢ dada por:
AIC = =2I(&) + 2d,

em que [(&) denota o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga e d é o nimero de

parametros do modelo.

Schwarz (1978) propds uma pequena alteracao ao AIC, o BIC (Bayesian

Information Criterion), que é definido como:
BIC = =2Il(§) + dlog(n),

em que n representa o tamanho da amostra.

Tanto para o AIC quanto para o BIC, menores valores correspondem aos
melhores modelos. E interessante notar que estes critérios comparam modelos
que nao sao encaixados ou mesmo com nimeros diferentes de pardmetros, pois
consideram o nimero de parametros e penalizam a verossimilhanca de modelos

com muitos parametros.

3.4 Consideracoes finais

O modelo de mistura padrao de Berkson & Gage (1952) assume implici-
tamente que todos os individuos que falharam pertencem a uma populagao homo-
génea. Entretanto, sabemos que os individuos sao diferentes e consequentemente

hé variagoes bioldgicas entre eles que nao sao mensuraveis.

Com o objetivo de quantificar a heterogeneidade nao observavel, adicio-
namos um termo de fragilidade ao modelo de mistura padrao de Berkson & Gage
(1952) e incorporamos covariaveis na taxa de cura e na fungao de sobrevivéncia
dos nao curados, adotando um método de estimacao paramétrico, assumindo que

os tempos de vida dos individuos em risco seguem uma distribuicao Weibull.



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Estudos de Simulacao

Com a finalidade de verificar se as propriedades assintoticas dos esti-
madores de méaxima verossimilhanca sao validas para nosso modelo, realizamos
algumas simulacoes com dados gerados artificialmente. Inicialmente considera-
mos o modelo com uma covariavel tanto na fracao de cura quanto na parcela
nao imune, e na sequéncia incluimos o componente de fragilidade a esse modelo.
Isso também nos ajudaré a dimensionar se, e quanto, a inclusao do parametro de
fragilidade afetara tais propriedades e a velocidade de convergéncia. Aqui ainda

consideraremos a funcao de ligacao logito.

4.1.1 Geragao dos dados e resultados

Os tamanhos de amostra determinados fora 30, 100, 300 e 500, e para
cada um deles foram realizadas quantidades de simulagoes suficientes de modo a
garantir que um nimero em torno de 1000 convergisse para a sumarizacao dos

resultados.

Para cada amostra gerada foram determinados os estimadores de maxima
verossimilhanca através de um processo de otimizacgao que utiliza a rotina optim

do sistema R (R Development Core Team, 2009). Também foram calculados os

29
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valores da probabilidade de cobertura, erro quadréatico médio e desvio-padrao.

Para realizar estes procedimentos, iremos gerar valores para os tempos de
ocorréncia, de censura, da variavel indicadora de censura e da covariavel incluida
nos modelos, que aqui sera tratada como um binaria, e sera utilizada tanto para
incidir na fracao de cura quando no tempo de sobrevivéncia da parcela dos nao

munes.

A geracao do tempo de ocorréncia foi realizada através do método da
inversa, e neste contexto, para o modelo ainda sem fragilidade, utilizamos a
Spop(.) dada em (3.2) e ja consideramos a distribuigdo Weibull para o tempo de
ocorréncia. Também atribuimos os seguintes valores para a geracao dos dados:
a=1 =12 b = 0,5 b =3 e =0,5e assumimos uma distribuicao

exponencial com média 10 para o tempo de censura.
Desta maneira, o algoritmo de geracao dos dados teré os seguintes passos:

1. Gerar a covariavel X de uma distribuicao binomial com n = 30, 100,

300 ¢ 500 ¢ p = 0,5;

2. Calcular a probabilidade de cura para cada elemento da amostra,
1 —#;, utilizando a covariavel gerada, os valores atribuidos a by e by e a funcao de

ligacao logito;
3. Gerar u; de uma distribui¢ao uniforme (0, 1);

4. Se u; < 1 — 6; entao y; = 0o, caso contrario:

- , 1/
— log (125t

Aexp(xif) ;

Yi =

5. Gerar o tempo de censura, c;, de uma distribui¢ao exponencial com

média 10;
6. Fazer t; = min{y;, ¢;};

7. Se y; < ¢; entao d; = 1, caso contrario d; = 0.
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As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam os valores das estatisticas de interesse

obtidos para cada um dos tamanhos amostrais.

Tabela 4.1: Resultados das simulacoes para n = 30 e n = 100.

n = 30 n = 100
Parametro | Verd. Valor | Média EQM DP PC Média EQM  DP PC
1,0 1,112 0,058 0,213 0,940 | 1,026 0,012 0,108 0,928
A 1,2 1,290 0,435 0,654 0,863 | 1,232 0,089 0,297 0,933
b1 0,5 0,527 0,389 0,624 0,912 | 0,501 0,079 0,281 0,943
bo 0,5 0,795 0,840 0,88 0,986 | 0,510 0,146 0,379 0,948
by 3,0 3,459 4,485 2,068 0,948 | 3,212 2,002 1,335 0,970

Tabela 4.2: Resultados das simulagoes para n = 300 e n = 500.

n = 300 n = 500
Parametro | Verd. Valor | Média EQM DP PC Média EQM  DP PC
1,0 1,006 0,003 0,059 0,931 | 1,002 0,002 0,045 0,947
A 1,2 1,206 0,026 0,162 0,918 | 1,207 0,016 0,126 0,926
b1 0,5 0,501 0,027 0,165 0,925 | 0,504 0,017 0,130 0,924
bo 0,5 0,510 0,042 0,204 0,926 | 0,511 0,026 0,161 0,931
by 3,0 3,212 0,790 0,863 0,946 | 3,089 0,301 0,541 0,954

Notamos que embora as estimativas obtidas se mostrem satisfatorias
mesmo para tamanhos de amostras menores, o aumento do tamanho amostral
faz com que os valores médios dos estimadores se aproximem cada vez mais dos
verdadeiros valores utilizados para a geragao, da mesma forma que as estatisticas

de variabilidade diminuem com o aumento da amostra.

As Figuras 4.1 e 4.2 mostram a evolugao do erro quadratico médio das
estimativas conforme aumentamos o tamanho amostral, enquanto as Figuras
4.3 e 4.4 mostram como se comportou a probabilidade de cobertura, para cada

parametro.
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Notamos que o erro quadratico médio diminui significativamente, e a
probabilidade de cobertura se aproxima do valor nominal de 0,95 com o aumento

do tamanho amostral, para todos os parametros.
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Para a geracao dos dados artificiais do modelo que incluiu o componente
de fragilidade, cuja Spp(.) foi demonstrada em (3.6), adotamos a mesma estraté-
gia. As diferencas principais s@o que nesta situacao temos seis parametros, dada a
inclusao da variavel de fragilidade, com seu parametro o. Atribuimos os seguintes
valores para a geracao dos dados: aa = 1, A =1,2, 0 =1, by = 0,5, by = 3 ¢

B1 = 0,5. Desta forma, o algoritmo de geracao dos dados sera o seguinte:

1. Gerar a covariavel X de uma distribuicao binomial com n = 30, 100,

300 e 500 e p = 0,5;

2. Calcular a probabilidade de cura para cada elemento da amostra,
1 — 0;, utilizando a covariavel gerada, os valores iniciais de by e by e a funcao de

ligacao logito;
3. Gerar u; de uma distribui¢ao uniforme (0, 1);

4. Se u; < 1 — 6; entao y; = 0o, caso contrario:

—1- 1/
_)\_ao' _'_ A_ao- <w> 7

w(zi)

exp(zf3) ;

Yi =

5. Gerar o tempo de censura, ¢;, de uma distribui¢ao exponencial com

média 10;
6. Fazer t; = min{y;, ¢; };
7. Se y; < ¢; entao 9; = 1, caso contrario 9; = 0.

As Tabelas 4.3 e 4.4 apresentam os valores obtidos para cada um dos
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tamanhos amostrais:

Tabela 4.3: Resultados das simulacoes para n = 30 e n = 100.

n =30 n = 100
Parametro | Verd. Valor | Média EQM DP PC Média EQM  DP PC
1,0 1,422 0,811 0,796 0,985 | 1,125 0,095 0,282 0,970
A 1,2 1,042 0,872 0,761 0,752 | 1,075 0,293 0,527 0,817
o 1,0 1,846 4,423 2,099 0,826 | 1,434 1,296 1,053 0,875
B 0,5 0,674 1,709 1,297 0,979 | 0,669 0,432 0,635 0,946
bo 0,5 0,903 2,081 1,38 0,972 | 0,592 0,224 0,465 0,960
by 3,0 3,391 4,742 2,144 0,949 | 3,463 3,294 1,756 0,932
Tabela 4.4: Resultados das simulagoes para n = 300 e n = 500.
n = 300 n = 500
Parametro | Verd. Valor | Média EQM DP PC Meédia EQM  DP PC
1,0 1,022 0,012 0,109 0,977 | 1,012 0,006 0,080 0,974
A 1,2 1,089 0,075 0,251 0,939 | 1,083 0,044 0,175 0,944
o 1,0 1,286 0,283 0,449 0,963 | 1,234 0,159 0,322 0,977
B1 0,5 0,598 0,093 0,289 0,955 | 0,588 0,057 0,222 0,944
bo 0,5 0,562 0,091 0,296 0,956 | 0,554 0,048 0,212 0,954
b1 3,0 3,314 1,565 1,211 0,929 | 3,180 0,814 0,884 0,938
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As Figuras 4.5 e 4.6 mostram como se comportou o erro quadrético
médio dos parametros simulados, enquanto as Figuras 4.7 e 4.8 mostram como a

probabilidade de cobertura, por tamanho de amostra, para cada parametro.
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Nestas simulagoes também verificamos que o aumento do tamanho amos-
tral faz com que os valores médios dos estimadores se aproximem cada vez mais
dos valores utilizados para a geracao dos dados, embora de maneira mais lenta
do que verificamos no modelo sem fragilidade, pois enquanto que no modelo sem
fragilidade os valores para n = 500 praticamente sao iguais aos usados na geragao
dos dados, no modelo com fragilidade eles ficaram um pouco mais distantes,

embora se aproximando gradativamente.

Da mesma forma, as estatisticas de variabilidade diminuem e a pro-
babilidade de cobertura se aproxima do valor nominal de 0,95 & medida que

aumentamos o tamanho da amostra.

4.2 Aplicacao com dados de melanoma

Nesta secao, aplicamos a teoria descrita no Capitulo 3 através de um
exemplo com dados reais estudados por Kirkwood et al. (2000), em que iremos
considerar (caso comprovemos sua adequabilidade) o modelo Weibull para os
tempos de ocorréncia do evento de interesse. Toda a programacao utilizada neste
trabalho foi desenvolvida em linguagem de programagao R (R Development Core

Team, 2009)

O conjunto de dados para esta aplicagao provém de um estudo de me-
lanoma, que foi realizado com o objetivo de avaliar a eficacia da aplicagao de

uma dosagem alta de interferon alfa-2b como forma de prevenir a recorréncia do
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cancer de pele. Os pacientes foram incluidos no estudo entre 1991 e 1995, tendo

sido acompanhados até 1998.

A variavel resposta Y representa o tempo até a morte de paciente ou
tempo de censura. Nesta amostra temos n = 417 pacientes, com 56% de observa-
¢oes censuradas. As variaveis incluem y: tempo (em anos); x;: tipo de tratamento
(0: sem tratamento; 1: interferon) ; x9: idade do paciente; wz3: categoria do
nodulo (1,2,3,4); z4: sexo (0: masculino; 1: feminino); z5: capacidade funcional

(0: ativo; 1: outras) e xg: espessura do tumor(em mm).

A Figura 4.1 mostra a estimativa de Kaplan-Meier para a funcao de
sobrevivéncia deste conjunto de dados. Observamos que com o passar do tempo
a curva se estabiliza em um patamar acima de 0, o que é um indicio de que
uma parcela dos pacientes esteja curada. Assim torna-se interessante ajustar um

modelo que considere essa possibilidade.

Estimador de Kaplan-Meier

Funcéo de Sobrevivéncia

T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

Tempo (anas)

Figura 4.9: Curva de Kaplan-Meier

Além da variavel resposta e do indicador de censura, existem cinco cova-
riaveis que poderao ser relevantes tanto na probabilidade de cura quanto na func¢ao
de sobrevivéncia dos pacientes nao curados. Outros interesses serao determinar
se existe e qual a proporg¢ao de curados, e se o efeito da fragilidade, que representa

a heterogeneidade nao explicada pelas covariaveis, também ¢ significativo.

Antes de avaliar quais modelos poderao ser ajustados com os dados
disponiveis, deve-se verificar o comportamento da funcao de risco dos tempos

observados. Aarset (1985) propos um método grafico denominado TTT-Plot
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(Total Time Test), em que sua versdao empirica é dada por:

G(r/n) = > i Yirzn:l(;i; 7)Yn

Na formula acima, » = 1,2,...,n e Y, representam as estatisticas de

ordem da amostra. Caso o grafico se aproxime de uma linha diagonal pode-se
aceitar que a fungao de risco seja constante. Se apresentar um formato concavo,
o risco deve crescer ao longo do tempo, e em caso de um formato convexo, o risco

¢é decrescente.

Por outro lado, caso o formato da curvatura se altere de concavo para
convexo, o risco tem forma unimodal, enquanto que se passar de convexo para

concavo a funcao de risco teria forma de banheira (Calsavara, 2011).

A seguir, mostramos na Figura 4.2 o TTT Plot para o conjunto de dados

a ser analisado:

TTT PLOT DADOS MELANOMA
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Figura 4.10: TTT Plot Dados Melanoma.

Como a curva apresentou formato concavo, assumimos que a funcao de
risco cresce com o passar do tempo, o que inviabilizaria, por exemplo, a utilizagao
da distribuicao exponencial para a funcao de risco base. Assim, esta justificada
a utilizacao da distribuicao Weibull, que acomoda esse tipo de comportamento,

monoétono e crescente, da fungao de risco.
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4.2.1 Modelos e resultados

Analisamos este conjunto de dados reais considerando trés modelos: o
Modelo 1, que considerou covariaveis apenas na fragao de cura, e apresenta as

seguintes funcoes:

Sop(tlz) = 1 — 0(z) + 0(2)S(2), (4.1)

Jpon(t]z) = 0(2) f(1); (4.2)
o Modelo 2, que considerou covaridveis tanto na fracao de cura quanto na func¢ao
de sobrevivéncia dos nao curados, conforme visto em (3.2) e (3.3); e o Modelo 3,
que adicionou o componente de fragilidade ao Modelo 2, e que foi demonstrado

em (3.6) e (3.7).

Os trés modelos serao ajustados e comparados, todos considerando como
fungdo de risco base a distribuigago Weibull (cuja escolha ja foi justificada) e
testando a mesma covaridvel tanto na fracao de cura quanto na funcao de so-
brevivéncia dos nao curados, que é a covariavel x3, que identifica a categoria do

nodulo (possuindo os niveis 1, 2, 3 e 4).

Esta escolha foi baseada em outros trabalhos que ajustaram modelos com
essa mesma base de dados, mostrando a categoria do ndédulo é a mais (quando nao
tnica) covariavel significativa (Rodrigues et al., 2008). A exemplo do que também
foi feito nestes estudos, também a trataremos como uma variavel quantitativa
(Ortega et al., 2008), o que gerard apenas um parametro a ser estimado, ao invés
dos quatro que seriam necesséarios se optassemos criar uma variavel binaria para

cada um dos niveis.

Primeiramente exibiremos as estimativas de maxima verossimilhanca dos
parametros de cada modelo e seus respectivos desvios-padrao, para cada uma das
trés fungoes de ligacao, bem como as estatisticas de comparacao de modelos e
testes de significancia entre os modelos. Na sequéncia exibiremos analises graficas

e as proporcgoes estimadas de curados para cada modelo e funcao de ligacao.

Desta forma, no Modelo 1, para cada um dos links, quatro parametros

serao estimados: os dois referentes a distribuicao de probabilidade da func¢ao de
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sobrevivéncia dos nao curados, Weibull (a e A); by, que representara o intercepto,
e by, que é o parametro associado a covariavel utilizada na regressao relativa
a probabilidade de cura (o nivel do tumor). Os resultados das estimativas de
méxima verossimilhanca dos parametros do modelo e seus desvios-padrao sao

apresentados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Resultados para o modelo 1.

Link Logito Link Probito Link Compl. Log-Log
Parametros | EMV DP EMV DPp EMV DP
1,6168 0,1057 | 1,6165 0,1057 | 1,6171 0,1057
A 0,4519 0,0275 | 0,4518 0,0275 | 0,4516 0,0275
bo —1,1647 0,2658 | —0,7240 0,1629 | 0,4252 0,1716
by 0,4675 0,1033 | 0,2910 0,0634 | —0,3254 0,0730
Log Veross. | —517,591 —517,587 —517,853
AIC 1043, 182 1043, 175 1043, 708
BIC 1059, 314 1059, 308 1059, 840

Observamos na Tabela 4.5 que os parametros da distribuicao Weibull
tiveram valores muito proximos para os trés links, e, como era de se esperar,
by e by, que dependem da funcao de ligacao escolhida, tiveram valores distintos
de acordo com o link. Também notamos que todas as estimativas apresentaram
variabilidade muito baixa, o que atesta a significancia de todos os parametros.
J& com relag@o aos valores das estatisticas AIC e BIC e do logaritmo da fungao
de verossimilhanca, podemos verificar que todos foram praticamente iguais para

as trés fungoes de ligacao utilizadas.

Para Modelo 2, cuja Spop(.) € fpop(.) foram mostradas em (3.2) e (3.3), o
parametro [, foi acrescentado, e sera relativo a covariavel adicionada a fungao de
sobrevivéncia dos nao curados. Desta maneira, para cada funcao de ligacao, cinco
parametros serao ajustados: os quatro do modelo anterior e o novo parametro

B1. A Tabela 4.6 sumariza os resultados obtidos.
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Tabela 4.6: Resultados para o Modelo 2.

Link Logito Link Probito Link Compl. Log-Log
Parametros | EMV Dp EMV DP EMV DP
1,6084 0,1045 | 1,6081 0,1045 | 1,6069 0,1046
A 0,3174 0,0559 | 0,3172 0,0559 | 0,3156 0,0560
b1 0,2136 0,0883 | 0,2137 0,0883 | 0,2160 0,0885
bo —0,9736 0,2962 | —0,6064 0,1827 | 0,3005 0,1952
b1 0, 3989 0,1080 | 0,2487 0,0666 | —0,2795 0,0760
Log Veross. | —514,4713 —514, 467 —514, 6631
AIC 1038, 943 1038, 934 1039, 326
BIC 1059, 108 1059, 100 1059, 492

Novamente as estimativas apresentaram variabilidade muito baixa para
todos os parametros do modelo e os trés links nao mostraram diferencas relevantes
em relagao as estatisticas de comparagao AIC, BIC e o logaritmo da verossimi-

lhanga.

Ja em relacao ao Modelo 1, os valores de AIC e BIC mostraram uma
redugao, o que indica que a adi¢ao do novo paradmetro pode ter sido significativa.
Para determinar se o Modelo 2 trouxe ganhos significativos em relagao ao Modelo
1, foi realizado o teste da razao de verossimilhanca, visto na Secao 2.5. A
estatistica deste teste apresentou um valor de 6,2, que originou um valor-p de
0,012. Deste modo concluimos que existe diferenca entre esses dois modelos,
ou seja, a adigao de mais um paradmetro se mostrou relevante na explicagao da

resposta.

Passando para o Modelo 3, conforme Sp,,(.) € fpop(.) definidas em (3.6)
e (3.7), adicionamos o termo de fragilidade, e o seu parametro a ser estimado, o,
é relativo a funcao de distribuicao escolhida para este novo componente - que no
caso foi a gama com parametros (o, c). Desta forma, 1/0 sera o valor estimado da
heterogenidade nao observada. A Tabela 4.7 resume os valores obtidos no ajuste

do Modelo 3.
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Tabela 4.7: Resultados para o Modelo 3.

Link Logito Link Probito Link Compl. Log-Log
Parametros | EMV DP EMV DP EMV DP
2,4285 0,3015 | 2,4301 0,3021 | 2,4301 0,3022
A 0,3312 0,0586 | 0,3311 0,0587 | 0,3292 0,0587
o 0,6645 0,3487 | 0,6603 0,3478 | 0,6555 0,3453
61 0,5402 0,1675 | 0,5408 0,1678 | 0,5456 0, 1686
bo —0,6777 0,3886 | —0,4214 0,2427 | 0,1148 0, 2670
b1 0,3789 0,1230 | 0,2364 0,0760 | —0,2794 0,0926
Log Veross. | —506, 0406 —506,0191 —506, 1804
AIC 1024, 081 1024, 038 1024, 361
BIC 1048, 280 1048, 237 1048, 559

Com base nos resultados da Tabela 4.7 observamos que alguns desvios-
padrao cresceram proporcionalmente em relagao ao valor de seus respectivos
parametros (mais precisamente o e by, que agora ja ndo ¢ mais significativo).
Também notamos que novamente houve uma reducao dos valores das estatisticas
de comparacao AIC e BIC em relacao aos Modelos 1 e 2, o que é um indicio de

que o modelo com fragilidade se ajustou melhor aos dados.

Para comprovar que o Modelo 3 também trouxe ganhos significativos em
relagao ao Modelo 2, novamente foi realizado o teste da razao de verossimilhanca,
mostrado na na Secao 2.5. Desta vez a estatistica do teste apresentou um valor
de 16,9, e consequentemente um valor-p < 0,001. Assim, podemos afirmar que

a inclusao do termo de fragilidade foi algo significativo para o estudo.

Além disso, o valor estimado da varidncia da varidvel que representa a
fragilidade, sera desta forma Var(oc) = 1/6 = 1/0,66 = 1,51. Dado que tal
varidvel possui média 1, podemos justificar a inclusao do termo de fragilidade,

que representara a variabilidade nao explicada pela covariavel.

Como uma analise complementar, nas Figuras 4.11 e 4.12, sao compa-
radas as fungoes de sobrevivéncia geradas pelos Modelos 1, 2 e 3 com a curva
de Kaplan-Meier, por nivel da covariavel. Neste caso, como ja foi visto que as
estatisticas de comparacao mostraram que as trés func¢oes de ligacao tiveram

desempenhos praticamente idénticos, utilizamos apenas a ligacao logito.
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Visualmente, os trés modelos mostraram ajustes satisfatorios e proximos
a curva de Kaplan-Meier, para os quatro niveis da covariavel testada. Entretanto
observamos que em alguns trechos iniciais da curva de sobrevivéncia, o Modelo 3

tem uma aderéncia um pouco melhor do que os outros dois modelos.

Nivel 1 - Comparacéo Entre Modelos
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Figura 4.11: Curvas de sobrevivéncia estimadas e de Kaplan Mayer para os niveis 1 e 2 da

covariavel xs.
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Nivel 3 - Comparacao Entre Modelos
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Figura 4.12: Curvas de sobrevivéncia estimadas e de Kaplan Mayer para os niveis 3 e 4 da

covariavel x3.

Na sequéncia, calculamos para cada modelo a proporcao de curados,
através das respectivas estimativas de by e by aplicadas a cada fungao de ligacao.

Os resultados sao exibidos na Tabela 4.8:
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Tabela 4.8: Estimativas das proporcoes de cura.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Niveis Logito  Probito  Compl. | Logito Probito Compl. | Logito Probito Compl.

Nivel 1 | 0,668 0,667 0,669 | 0,640 0,640 0,640 | 0,574 0,573 0,572
Nivel 2 | 0,557 0,556 0,550 | 0,544 0,543 0,538 | 0,480 0,480 0,473
Nivel 3 | 0,441 0,441 0,438 | 0,444 0,444 0,442 | 0,387 0,387 0,384
Nivel 4 | 0,331 0,330 0,341 | 0,349 0,349 0,357 | 0,302  0,3001 0,307

Total 0,518 0,517 0,517 0,510 0,510 0,510 0,451 0,450 0,448

Notamos que, em relagao aos niveis da covariavel ocorreu o que esperéa-
vamos, ou seja, quanto maior o nivel do tumor menor a proporg¢ao de cura, pois
nesse caso a doenca estaria num estagio mais avancado. Também percebemos
que os resultados foram bastante similares dentro de cada modelo, independente
da funcao de ligacao escolhida, e que os Modelos 1 e 2 apresentaram resultados
bastante proximos entre si, ao contrario do Modelo 3, que estimou uma proporgao

de curados menor que os outros.

E interessante notar que se tivéssemos utilizado a analise de sobrevivéncia
tradicional, tratariamos os 56% de pacientes que nao chegaram ao evento de

interesse como meros censurados, ou seja, assumiriamos que todos eles acabariam

falhando.

Incorporando a fracao de cura e covariaveis, como nos Modelos 1 e 2,
ja poderiamos afirmar que em torno de 51% dos pacientes estariam curados, ou

imunes, e nesse caso apenas 5% viriam a morrer por conta do melanoma no futuro.

E finalmente, ao considerarmos também o termo de fragilidade, através
do Modelo 3, concluimos que a proporc¢ao de cura foi de aproximadamente 45%.

Sendo assim, dos 56% originalmente censurados, 11% nao estariam imunes.

Como um meio de comparagao grafica entre as fungoes de ligacao, as
Figuras 4.13 e 4.14 apresentam os graficos do ajuste da curva de Kaplan-Meier
juntamente com a sobrevivéncia estimada pelos Modelo 2 e Modelo 3 considerando

a categoria do nodulo no nivel 1 para as trés diferentes fungoes de ligacao.
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Modelo 2 - Comparacéo Entre Fungdes de Ligacao

1.0

SE—— Logite

Probito
AE— Compl. Log-Log
E— Kaplan-Meier

08
I

06
I

Funcéo de Sobrevivéncia
04

02

0.0
I

T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

Tempo (anos)

Figura 4.13: Comparacgao entre fungoes de ligacao - Modelo 2.

Modelo 3 - Comparacéo Entre Funcdes de Ligacéao
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Figura 4.14: Comparagao entre fungoes de ligagdo - Modelo 3.

Podemos notar que, visualmente, em ambos os modelos as trés fungoes
produziram ajustes rigorosamente iguais (o que ja esperado dada a proximidade
que as estatisticas de comparagao ja haviam mostrado), e que todos ajustes

ficaram muito préoximos a curva de Kaplan-Meier.

Além disso, mais uma vez é possivel observar que no inicio da curva de
sobrevivéncia o Modelo 3 fica um pouco mais proximo das estimativas de Kaplan-
Meier do que o Modelo 2, reforcando a diferenca entre ambos e a importancia do

componente de fragilidade para a melhoria do ajuste.
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4.3 Consideracoes finais

Neste capitulo consideramos uma aplicacao com dados reais de mela-
noma, em que assumimos que os tempos de ocorréncia do evento dos individuos
em risco seguem distribuicao Weibull, obtendo assim o Modelo 3, denominado

modelo de fragilidade com fragao de cura e covaridveis.

Além disso fizemos a anélise dos dados comparando-o a um modelo
considerando covariaveis apenas na fragdo de cura (Modelo 1) e a outro com
covariaveis na fracdo de cura e na funcao de sobrevivéncia dos nao curados

(Modelo 2).

Observamos que o Modelo 3 propiciou melhor ajuste aos dados, ja que
permitiu quantificar a heterogeneidade nao observavel, e ainda que as trés fungoes
de ligacao utilizadas no processo de estimacao do parametro de cura produziram

resultados extremamente proximos.

Também realizamos estudos de simulagao com dados artificiais, em que

verificamos as propriedades assintoticas dos estimadores.



Capitulo 5

Abordagem Bayesiana dos Modelos

Neste capitulo vamos considerar o método bayesiano para estimar os
parametros dos Modelos 1, 2 e 3 considerando os mesmos dados reais utilizados
na Segao 4.2, de pacientes portadores de melanoma. Aqui, novamente a covaridvel

utilizada sera a categoria do nodulo.

Dentro do enfoque bayesiano, o desconhecimento é representado através
de modelos probabilisticos para os parametros. Desta maneira, nao existe ne-
nhuma distingao entre quantidades observaveis e os parametros de um modelo

estatistico. Todos sao considerados quantidades aleatorias.

Dentre os componentes da inferéncia bayesiana, estao a distribuicao a
priori, m(#), que expressa o conhecimento que temos a respeito do parametro de
interesse 6 antes de observarmos os dados, e a fungao de verossimilhanga L(x|6),
que utiliza os dados observados no experimento e que conecta as distribuicoes a

priori e posteriori.

Por sua vez, a distribui¢ao a posteriori, 7(6|x), expressa o conhecimento
que temos a respeito do parametro depois de observarmos os dados. Assim,

fazendo uma analogia com o Teorema de Bayes, podemos escrever:

7(0]x) x L(x]0)7(6).

Isto significa que a probabilidade () sera revista com base nos dados

observados x, dando origem a 7(f)|x). Ou seja, os dados observados "corrigem"

48
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a informagao inicial. A partir da distribuigao a posteriori do parametro, podemos

examinar qualquer aspecto de 6 (média, variancia, percentis, etc).

5.1 Distribuicoes a priori dos modelos

Para a estimacao dos parametros dos trés modelos através da metodologia
bayesiana, sera necessario determinar a distribuicao a priori para cada um de
seus pardmetros. A seguir mostramos as distribui¢oes escolhidas, sendo que o
Modelo 1 utilizara apenas quatro delas, o Modelo 2, cinco, e o Modelo 3 utilizara
todas. Para os parametros positivos assumiremos distribuigoes a priori seguindo
a distribuicao gama, e para os parametros que podem assumir valores dentro do
intervalo dos ntimeros reais escolhemos como distribuicao a priori a distribuicao

normal:

_ a—1 .

m(a) = I(a) a’ “exp(—ba), a,b>0
T(A) = & A lexp(—dN), ¢,d >0
- F C) p ) )

o s" r—1 o
(o) = T o rexp(—so), r,s>0

- . 2
7(bo) = (27h)"V? exp (%) gER, h>0

—1/2 — (b = k)?
7(by) = (2m) exp | —— kEeR, m>0

w(61) = (2mq) "/ exp (_(512—(;]9)2> pER, ¢>0,

onde a, b, ¢, d, r e s sao hiperparametros relativos as distribui¢oes gama atribuidas
as prioris dos parametros o, A e o e g, respectivamente e h, k, m, p e ¢ sao os

hiperparametros relativos as prioris dos parametros by, by e 31, respectivamente.

Todos os trés modelos serao ajustados apenas com a funcao de ligacao
logito, dado que detectamos que nao existiu, através dos resultados obtidos pela

metodologia classica, vantagens de uma funcao de ligacao em relagao as demais
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(ver Secao 4.2). Assim, para cada um dos modelos serdo definidas as densida-
des a priori conjuntas, as densidades a posteriori e as condicionais completas a

posteriori para cada parametro.

5.2 Distribuicoes a posteriori para o Modelo 1

Supondo que para o Modelo 1 os parametros de interesse sao indepen-
dentes, a priori conjunta serd o produto de suas respectivas fungoes densidade.

Deste modo:

(v, A\, b, by) = w(a) w(A) w(bo) w(by) (5.1)

Para a obtencao da densidade a posteriori, é necessario definirmos a
fungao de verossimilhanga, que ¢é relacionada & Sp,,(.) € & foop(.). Para o Modelo
1, considerando (4.1) e (4.2), o vetor de parametros & = (a, \, by e by) e o risco
base proveniente de uma distribuicao Weibull, a fun¢ao de verossimilhanca sera

dada por:

n

L(ED) = [ 1 — 0(z:) + 0(z:) exp [— (t:N) ] [0(zi)ad (t:0)* " exp [— (m)a]]‘*‘

=1

(5.2)

E, combinando (5.1) e (5.2), obtemos a densidade a posteriori:

n

(o, A\, b, bi|D) o [T [1— 0(z:) + 0(z:) exp [— (80 x

[0(z:)aX (0 exp [ (0] @ exp(—ba) x
et exp(—d\) exp (—_(bo — 9)2) exp (—_(bl — k)2)

2h 2m

Desta forma, as distribui¢oes condicionais completas a posteriori de cada
parametro serao:

(el bo, b, D) oc [ [1 = 0(z:) + 0(z:) exp [— (£:0)]]' ™ [ax*2 " exp [— (t:A)°]]% x

=1

a® ! exp(—ba)
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n

(e, bo, b1, D) oc [T [1 = 0(z:) + 0(z:) exp [~ (X)) [Ate exp [~ (8:0)%])] " %

=1

A exp(—d\)

—.

7(bola, A, b1, D) oc [T [1 = 0(z) + 0(z) exp [— (t:X)]]" % [0(2:)]” exp ( o7

=1

7T<b1|Ck, )\, bo, D) X

—.

(1= 0(z:) + 0(z) exp [= (0] [0(24)]” exp ( v

=1

Como estas densidades condicionais a posteriori nao possuem a forma
de nenhuma das distribui¢oes conhecidas, para gerar valores para os quatro
parametros de interesse utilizaremos o algoritmo de Metropolis-Hastings (Has-
tings, 1970). Com ele, conseguiremos simular amostras da distribuigdo conjunta

utilizando as distribui¢oes condicionais completas destes parametros.

De acordo com a teoria das cadeias de Markov, esperamos que as cadeias
geradas convirjam para uma distribuicao estacionaria, que no caso também é
nossa distribuicao de interesse. Para verificar se tais cadeias de fato convergiram,
existem alguns testes que podemos fazer, tanto numéricos quanto visuais. Neste
estudo, a convergéncia das cadeias sera avaliada pelo método numérico de Geweke

(1992) e pela anélise grafica da densidade a posteriori.

O diagnostico de Geweke considera duas partes distintas da cadeia de
Markov gerada (normalmente os primeiros 10% e os ultimos 50%), e compara as
médias destas partes, utilizando um teste de diferenca entre as médias, a fim de
verificar se estas duas partes da cadeia sao provenientes da mesma distribuicao
(hipotese nula). A estatistica teste é uma estatistica Z padrao, e desta forma néao

descartamos a convergéncia da cadeia para casos em que —2 < Z < 2.

Para a geracao das cadeias do Modelo 1, consideramos distribuicoes
a priori independentes, assumindo valores dos hiperparametros de forma que
as prioris fiquem nao informativas, ou seja, em principio os parametros terao
uma variabilidade muito alta: o ~ G(0,001;0,001), A ~ G(0,001;0,001), by ~
N(1;1000) e by ~ N(1;1000). Geramos, através de uma programagao realizada
no sistema R (R Development Core Team, 2009), uma cadeia de 100000 elemen-
tos para cada parametro. Descartamos as primeiras 5000 e as restantes foram

tomadas de 20 em 20, o que gerou uma amostra de tamanho 4750.

—(bo — 9)?

—(by — k)*

)
)
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A Tabela 5.1 apresenta as médias a posteriori, desvios-padrao, intervalos

de 95% de credibilidade e os valores da estatistica de Geweke para cada um dos

quatro parametros do Modelo 1.

Tabela 5.1: Resultados das distribuigoes a posteriori para o Modelo 1.

Parametro | Média a posteriori | Desvio padrao | Intervalo de credibilidade | Estatistica Z
1,528 0,151 (1,196;1,799) —0,569
0,421 0,076 (0,265;0,554) —0,431

bo —1,080 0,283 (—1,636; —0,521) 0,052

by 0,487 0,132 (0,264;0,778) —0,047

Observamos que os valores obtidos pela metodologia bayesiana (média e

desvio-padrao) sao bastante similares aos do método classico, mostrados na Se¢ao

4, e que os valores da estatistica Z de Geweke ficaram proximos de zero, e isso é

um indicio de convergéncia da cadeia gerada.

A Figura 5.1 exibe as densidades marginais a posteriori para todos pa-

rametros do modelo:
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Figura 5.1: Densidades marginais a posteriori dos parametros - Modelo 1.
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5.3 Distribuigoes a posteriori para o Modelo 2

Considerando o Modelo 2, mostrado em (3.2) e (3.3), sua priori conjunta,

dada a suposicao de independéncia dos parametros sera:

m(c, A, B, bo, b1) = m(a) w(A) 7(B1) m(bo) 7(by), (5.3)

com a seguinte fun¢ao de verossimilhanga, considerando a funcao de risco base

seguindo uma distribuigdo Weibull e o vetor de parametros & = («, A, by, by e [31):
—0;

L(£D) = f[[ 0(z:) + 0(z:) exp [— (£:))° ]expxm] x

=1

[B(z)ox 17 exp(xiB) exp [ ()72 (5.4

e combinando (5.3) e (5.4) temos a densidade a posteriori:
n 1-4;

W(C% A, B, b, b1|D) x H [1 — Q(Zi) + Q(Zi) exp [_ (ti)\>a]exp(x;,3)] %

=1

[Bz)x 1 exp(xiB) exp [~ ()]
a®Lexp(—ba) N exp(—d)) exp (_(boz—]:g)z) exp (_(b;—;k)z) exp (_(612—;1’)2>

Desta forma, as distribuicoes condicionais completas a posteriori de cada
parametro sao:
n 1-6;

m(alA, B bo. b, D) o T [1 = 020)) + () exp [— (1) x

i=1

[a)\atf“_l exp [— (t;\) ]eXp *i B)} a® ! exp(—ba)

7'['()\‘06, 517 bo, bl, O( H [ + 9(z2)> exp [_ (ti}\)a]eXp(x;B)] 1—6; y
rete exp [ (1) ]e"p"ﬁ)ri At exp(—d))
(o by D) o T [1 = 06a)) + 6@)) exp (= (60 T75) ™ o)) x
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n
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Novamente as densidades condicionais a posteriori nao apresentaram
nenhuma forma conhecida, assim para gerar valores para os quatro parametros

de interesse novamente recorreremos aos algoritmo de Metropolis-Hastings.

A exemplo do que fizemos no Modelo 1, consideramos as mesmas dis-
tribui¢oes a priori independentes, com o parametro adicional 51 ~ N(1;1000) e
também geramos uma cadeia de 100000 elementos para cada paradmetro. Des-
cartamos as primeiras 5000 e as restantes foram tomadas de 20 em 20, chegando

novamente a uma amostra de tamanho 4750.

A Tabela 5.2 apresenta as médias a posteriori, desvios-padrao, intervalos
de 95% de credibilidade e valores da estatistica de convergéncia de Geweke para

cada um dos cinco parametros do Modelo 2.

Tabela 5.2: Resultados das distribuigoes a posteriori para o Modelo 2.

Parametro | Média a posteriori | Desvio padrao | Intervalo de credibilidade | Estatistica Z
1,608 0,103 (1,408;1,808) —0,224
0,344 0,053 (0,246;0,452) —0,097

51 0,173 0,082 (0,011;0,337) 0,145

bo —1,002 0,288 (—1,555; —0,420) -0, 571

by 0,412 0,107 (0,198;0,625) 0,526

Observamos novamente que os valores obtidos pela metodologia bayesi-
ana ficaram proximos aos do método classico, mostrados na Secao 4, e que os
valores da estatistica de Geweke ficaram dentro do limite em que nao se pode

descartar a convergéncia da cadeia.

A Figura 5.2 exibe as densidades marginais a posteriori para todos para-

metros do Modelo 2. Observamos que alguns parametros obtiveram uma melhor
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convergéncia do que outros, e isso se deve ao fato de termos aumentado o niimero

de parametros a serem estimados no processo iterativo:

Densiaade
=

A A Ll 4 1] ] [ i ] ] ] ] ] M 0 (] il 0§
(278} by 34

Figura 5.2: Densidades marginais a posteriori dos parametros - Modelo 2.

5.4 Distribuicoes a posteriori para o Modelo 3

Para o Modelo 3, temos a inclusao do termos de fragilidade, com seu
pardmetro o Assim, sua densidade priori conjunta, dada a suposicao que os

parametros de interesse sao independentes, sera:

m(a, A, 0, B, by, b1) = m(a) w(A) (o) w(B1) 7(bo) 7(br), (5.5)

Considerando a Sy, € a f,p dadas respectivamente por (3.6) e (3.7), o
vetor de parametros € = (a, A, 0, by, by e 51), a fungao de risco base Weibull, e a

fungao de verossimilhanga dada em (3.9), obtemos a seguinte posteriori:
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O conjunto das distribui¢oes condicionais completas a posteriori para o

Modelo 3 sera dado por:
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E, a exemplo dos Modelos 1 e 2, as densidades condicionais a posteri-
ori nao apresentaram nenhuma forma conhecida, o que sugere a utilizacao do

algoritmo de Metropolis-Hastings.

Como a convergéncia, considerando as mesmas prioris nao informativas
dos Modelos 1 e 2 e para o parametro de fragilidade ¢ ~ G(1;0,001), nao foi
obtida, optamos por reduzir a variabilidade dos trés parametros que nao estavam
convergindo, que foram by, by e 0. Neste contexto, assumimos o ~ G(1;1),

bo ~ N(0;1) e by ~ N(0;1), mudanga essa que levou a convergéncia da cadeia.

A Tabela 5.3 apresenta as médias a posteriori, desvios-padrao, intervalos
de 95% de credibilidade e valores da estatistica de convergéncia de Geweke para

cada um dos cinco parametros do Modelo 3.

Tabela 5.3: Resultados das distribuigoes a posteriori para o Modelo 3.

Parametro | Média a posteriori | Desvio padrao | Intervalo de credibilidade | Estatistica Z
2,385 0,294 (1,868; 3,030) 0,442
0,312 0,055 (0,215;0,430) —0,343

o 0,767 0,428 (0,235;1,926) —0, 580

B1 0,570 0,168 (0,274;0,931) 0,820

bo —0,468 0,369 (—1,108; 0, 340) —0,319

b1 0,352 0,129 (0,119;0,627) 0,232

Observamos novamente que os valores obtidos pela metodologia bayesi-
ana ficaram proximos aos do método classico, mostrados na Secao 4, e que os
valores da estatistica de Geweke ficaram dentro do limite em que podemos nao
rejeitar a convergéncia da cadeia. Embora o intercepto da regressao logistica, by,
neste caso pareca nao ser significativo, a covariavel permanece sendo relevante
para explicar a proporcao de curados, dado que o coeficiente linear, by, mostrou

um desvio-padrao baixo, ao contrario do que ocorreu com by.
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Também observamos que o valor estimado da variancia da variavel de
fragilidade, foi de Var(o) = 1/6 = 1/0,77 = 1,30. Como definimos esta
varidvel de modo que ela tenha média 1, podemos afirmar que devemos considerar
no modelo um componente que represente a variabilidade nao explicada pela

covariavel.

A Figura 5.3 exibe as densidades marginais a posteriori para todos pa-

rametros do Modelo 3:
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Figura 5.3: Densidades marginais a posteriori dos parametros - Modelo 3.
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Finalmente, calculamos para cada modelo a proporgao de curados, atra-
vés das estimativas de by e by aplicadas a funcao de ligacao logito. Os resultados

sao exibidos na Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Estimativas das proporgoes de cura pelo método bayesiano.

Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3
Nivel 1 | 0.644 0.643 0.529
Nivel 2 | 0.526 0.544 0.441
Nivel 3 | 0.406 0.442 0.357
Nivel 4 | 0.296 0.344 0.281
Total 0.487 0.510 0.416

Percebemos que os resultados obtidos foram razoavelmente préximos aos
da metodologia classica, e também que ao considerar o componente de fragilidade,
através do Modelo 3, a proporcao de cura foi de aproximadamente 42%. Sendo
assim, dos 56% originalmente censurados, 42% estariam imunes, e consequente-
mente nao falhariam mesmo em um periodo maior de observacao, fato que nao

seria contemplado se utilizassemos a analise de sobrevivéncia tradicional.

5.5 Consideracoes finais

Neste capitulo utilizamos os dados do melanoma, e estimamos novamente
os parametros dos trés modelos propostos no Capitulo 4, s6 que desta vez dentro
de uma abordagem de estimacao bayesiana. Apoés definirmos as distribuigoes a
priori para cada um dos parametros, notamos que as distribui¢oes condicionais a

posteriori nao apresentaram nenhuma forma conhecida.

Diante disso, utilizamos um método MCMC, no caso o algoritmo de
Metropolis Hastings, para a geracao dos dados de cada um dos parametros, que
nos forneceram estatisticas a posteriori satisfatoérias, pois os estimaram de forma
bastante similar ao enfoque cléssico, detectando significancia da covariavel em
ambos os componentes do modelo de mistura, bem como do termo de fragilidade.
Apenas para o Modelo 3 foi necessaria uma redugao da variabilidade das distri-

buigoes a priori de alguns parametros a fim de obtermos a convergéncia da cadeia
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gerada. Também calculamos a proporcao de cura para cada um dos trés modelos,

onde os resultados também foram similares aos obtidos via metodologia cléssica.



Capitulo 6

Conclusoes e Propostas Futuras

Neste trabalho apresentamos brevemente os principais conceitos de ana-
lise de sobrevivéncia bem como algumas distribuigoes comumente utilizadas nessa
area. Vimos o que caracteriza o modelo de longa duracao em analise de sobrevi-
véncia, no qual apresentamos o modelo de mistura padrao e como ele é construido
a partir de uma variavel binéria que classifica os individuos de uma populagao em
curados e nao curados. Como alternativa para modelar dados de sobrevivéncia
com fracao de cura, um termo de fragilidade foi adicionado ao modelo de mistura
padrao com o objetivo de quantificar a heterogeneidade nao observavel entre os

individuos na populacgao.

A principal contribuicao foi apresentar o modelo de mistura padrao de
Berkson & Gage (1952) com fragilidade na presenga de covariaveis. Motivado
pela flexibilidade da distribuicao Weibull em acomodar diversas formas para a
taxa de falha, consideramos que os individuos em risco sao modelados por essa
distribuicao e propomos um método de estimacao totalmente paramétrica. Para

esta finalidade, foi empregado o método de estimacao de maxima verossimilhanca.

Como ilustracao, aplicamos o modelo apresentado em um conjunto de
dados reais de pacientes com Melanoma, e ajustamos esses dados a trés modelos,
o Modelo 1 considerando covaridveis apenas na fragao de cura, o Modelo 2
considerando covariaveis na fragao de cura e na funcao de sobrevivéncia dos nao

curados, e o Modelo 3, com fragilidade, fracao de cura e covariaveis na fracao de

61
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cura e na fun¢ao de sobrevivéncia dos nao curados.

Observamos que o modelo de fragilidade com fragao de cura na presenca
de covariaveis, o Modelo 3, ¢ interessante para esse conjunto de dados. De
forma geral os modelos de fragilidades sao interessantes para resolver questoes
de heterogeneidade nao observada nos estudos em analise de sobrevivéncia e o
modelo de fragilidade com fracao de cura estudado aqui pode conduzir a vérios

trabalhos futuros.

Na sequéncia estendemos este trabalho, realizando estudos de simulacao,
onde comprovamos as propriedades assintoticas dos estimadores dos parametros,
e apresentamos uma metodologia bayesiana para a estimativa dos parametros dos
modelos estudados, e a aplicamos na mesma base de dados estudada na aplicagao,
e notamos que tal metodologia apresentou resultados bastante proximos dos

obtidos via méxima verossimilhanga.

Como propostas futuras estao a escolha de outras distribuicoes de pro-

babilidade para o componente de fragilidade e para o risco da parcela nao imune.

Também pode ser de grande utilidade a determinacao do custo de es-
timacgao da fracao de cura com a inclusao da fragilidade ao modelo de mistura
padrao, e também a utilizacdo do modelo de partigao produto (Denison et al.,

2002) como ferramenta de selegao de covariaveis.
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