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Resumo

A anélise de dados bivariados pode ser encontrada nas mais diversas dreas do conhecimento, quando
os dados de interesse sao obtidos de forma pareada e apresentam correlagao entre as contagens.

Neste trabalho sao apresentados os modelos Poisson bivariado de Holgate, Poisson generalizado biva-
riado e Poisson bivariado inflacionado de zeros, os quais sdo uteis na modelagem de dados de contagem
bivariados correlacionados. Aplicagoes ilustrativas serao apresentadas para estes modelos e a comparagao
entre eles sera realizada pelos critérios de selegdo de modelos AIC e BIC, assim como pelo teste da razao
de verossimilhanca assintético. Particularmente, propomos uma abordagem Bayesiana para os modelos
Poisson bivariado de Holgate e Poisson Inflacionado de zeros, baseada no algoritmo Gibbs sampling com
dados ampliados.

Palavras-chave: distribui¢oes discretas bivariadas, método da reducgao trivariada, excesso de zeros,

algoritmo EM, dados ampliados.



Abstract

The analysis of bivariate data can be found in several areas of knowledge, when the data of interest
are obtained in a paired way and present correlation between counts.

In this work the Holgate bivariate Poisson, bivariate generalized Poisson and bivariate zero-inflated
Poisson models are presented, which are useful to the modeling of bivariate count data correlated. Illus-
trative applications are presented for these models and the comparison between them is made by using
criteria of model selection AIC and BIC, as well as the asymptotic likelihood ratio test. Particularly, we
propose a Bayesian approach to the Holgate bivariate Poisson and bivariate zero-inflated Poisson models,
based in the Gibbs sampling algorithm with data augmentation.

Keywords: bivariate discrete distributions, trivariate reduction method, excess zeros, EM algorithm,

data augmentation.
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Lista de Abreviaturas

R Conjunto dos ntimeros reais

N Conjunto dos ntmeros naturais

f.p. Fungao de probabilidades

f.g.p. Funcao geradora de probabilidades
PB Poisson bivariada de Holgate

PD Poisson dupla
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BZIP Poisson bivariada inflacionada de zeros
ZIPD Poisson dupla inflacionada de zeros
EMV Estimador de méaxima verossimilhanga
EMM Estimador de momentos

EP Erro padrao

MCMC Métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov



Capitulo 1

Introducao

A anélise de dados pareados pode ser encontrada nas mais diversas areas. A distribuicao Poisson
bivariada tem se destacado nos casos em que esses dados pareados sao de contagem. Na area da satde,
Kocherlakota & Kocherlakota (2001) investigaram o ntiimero de ataques epilépticos em pacientes antes
e depois da aplicagdo de uma determinada droga. Karlis & Ntzoufras (2005) avaliaram o ntmero de
consultas ao médico e o nimero total de medicamentos prescritos aos pacientes. No esporte, Karlis &
Ntzoufras (2003) verificaram o nimero de pontos ganhos marcados entre equipes adversarias.

A distribuigao de Poisson bivariada foi primeiramente discutida por Campbell (1934) e Aitken (1936),
mas somente apos o trabalho de Holgate (1964) a distribuigao foi amplamente considerada na literatura. A
distribuicao de Poisson bivariada também foi estudada por Kawamura (1973) quem obteve a distribuigao
a partir do limite da distribui¢do Binomial bivariada. Em outros trabalhos, Kawamura (1984,1985)
desenvolveu métodos inferenciais do modelo. Karlis & Ntzoufras (2003) constataram que o alto custo
computacional para a estimacao dos parametros da distribuicao impediu a utilizacdo do modelo Poisson
bivariado de Holgate nas décadas de 70 e 80. A partir da década de 90, com o desenvolvimento de recursos
computacionais, surgiram os primeiros modelos de regressao Poisson bivariado de Holgate apresentados
por Jung & Winkelmann (1993), Kocherlakota & Kocherlakota (2001), Ho & Singer (2001) e Karlis &
Ntzoufras (2005), entre outros.

Nas aplicagoes citadas acima, nota-se que os dados de contagem bivariados apresentam sobredispersao
e excesso de zeros. Sobredispersao é um fendmeno comum que ocorre na modelagem de dados discretos e
cuja ocorréncia é caracterizada quando a varidncia é maior que a média. Visando a modelagem de dados
com essa caracteristica, Famoye & Consul (1995) propuseram a distribuigdo de Poisson generalizada
bivariada, a qual é derivada a partir da distribuicao de Poisson generalizada definida por Consul & Jain
(1973) usando o método da redugao trivariada. A distribuigao de Poisson generalizada bivariada tem
como caso particular o modelo de Poisson bivariado de Holgate. Vernic (1997) comparou estes modelos
utilizando dados reais e obteve um melhor ajuste do modelo Poisson generalizado bivariado. O excesso de
zeros em dados de contagem bivariados é uma ocorréncia de certa forma, comum em diversas aplicagoes,
que pode ser causada por uma combinacao dos chamados zeros estruturais e zeros amostrais. Estas

classifica¢oes foram mencionadas em Ridout et al. (1998). No primeiro caso, os zeros estruturais ocorrem



de forma inevitavel. No tultimo, os zeros amostrais ocorrem ao acaso. Com o objetivo de melhorar
o ajuste dos modelos aos dados com excesso de zeros, modelos bivariados inflacionados de zeros foram
discutidos por diversos autores. Dentre eles, Li et al. (1999) propuseram vérios tipos de modelos de Poisson
multivariado inflacionado de zeros e suas propriedades, entre eles o0 modelo Poisson bivariado inflacionado
de zeros; Walhin (2001) discutiu a construcao de trés modelos de Poisson bivariado inflacionado de zeros e
realizou uma comparagao entre eles; Krishna & Tukaram (2011) definiram a distribuigao series de poténcia
bivariada inflacionada de zeros e suas propriedades. A distribuicdo de Poisson bivariada inflacionada de
zeros, abordada em Li et al. (1999) foi proposta para ajustar dados com maior ocorréncia de zeros que o
esperado no modelo Poisson bivariado de Holgate.

Na abordagem Bayesiana, as distribuigoes discretas bivariadas, segundo Arab et al. (2011), envol-
vem dificuldades computacionais que tém impedido pesquisadores de usar essa abordagem para estas
distribuicoes. Os recentes avangos na modelagem Bayesiana e, especificamente, a melhoria de métodos
computacionais, como os MCMC, forneceram mecanismos para facilitar a analise Bayesiana das distri-
buicGes discretas bivariadas, como as de Poisson bivariada de Holgate e Poisson bivariada inflacionada
de zeros.

Neste contexto Bayesiano, varios trabalhos foram propostos com respeito ao modelo Poisson bivari-
ado de Holgate. Por exemplo, Tsionas (1999) abordou uma analise Bayesiana da distribui¢ao de Poisson
multivariada, baseada no algoritmo Gibbs sampling com dados aumentados. Stern & Zacks (2002) discu-
tiram um teste de independéncia entre duas variaveis aleatorias de Poisson sobre a distribuicao de Poisson
bivariada de Holgate, utilizando o teste Bayesiano Evidence Test. Karlis & Tsiamyrtzis (2008) discutiram
a anélise Bayesiana do modelo Poisson bivariado de Holgate e ofereceram uma estimagao da distribuigao
a posteriori do modelo. Recentemente, Majumdar & Gries (2010) discutiram a abordagem Bayesiana do

modelo de regressao Poisson bivariado inflacionado de zeros utilizando os métodos MCMC.

1.1 Definicoes preliminares

1.1.1 Variaveis aleatorias discretas univariadas

Definigao 1 Uma varidvel aleatoria X € discreta quando ela assume valores no conjunto A = {x;,i =
1,2,...} CR finito ou infinito enumerdvel. A fungao de probabilidades de X, px(z;) = P(X = x;), para

i=1,2,..., satisfaz

i) px(x;) >0, para todo x; € A;
o0

i) Y px () = 1.
i=1

Definigao 2 Seja X uma varidvel aleatéria discreta que assume valores inteiros e ndo negativos. A f.g.p.

de X € definida em um intervalo I C IR como

gx(t) =B[t*] = px(z)t™, tel,
=1



desde que a série convirja absolutamente em I.
Observe que o dominio de definigdo I da f.g.p gx(¢) contém o intervalo [—1,1]. De fato, para |t| < 1

temos que

oo o o
0< Z Ipx ()" | < pr(ﬂﬁi)!txi! < ZPX(%‘) = 1.
=1 i=1 i=1

Teorema 1.1.1 Ezxiste uma correspondéncia biunivoca entre f.p. e f.g.p. para varidveis aleatorias dis-

cretas que assumem valores em N.

Demostragao: A k-ésima derivada de gx(t), denotada por gg?) (t), em relagao a t e k > 1, é obtida pela

sua diferenciagao termo a termo e é dada por

g§'§)<t> = Zn(n -1H(n—-2)...(n—k+ 1)t”—kp<X =n),
n==k
para t € I, o que implica
g0 (0) = KIP(X = k)
Logo,
(k)
0
P(X =k)= ngl( )7 k=01,
na qual definimos gg?) (t) = gx(t). Logo, podemos obter a f.p. de X a partir da f.g.p. de X. ]

1.1.2 Variaveis aleatorias discretas bivariadas

Defini¢ao 3 Um wvetor aleatdrio (X,Y) € discreto quando assume ele valores em um conjunto S =
{(ziyy;), 4,7 = 1,2,...} C R2 finito ou infinito enumerdvel. A f.p. de (X,Y), dada por pxy(zi,y;) =
P(X =u;,Y =vy;), para i,j =1,2,..., satisfaz

i) pxy(zi,y;) >0 para todo (x;,y;) € S;
e.) o
it) ZZPX,Y(xi7yj> =1
i=1 j=1
Definigao 4 Duas varidveis aleatorias X eY discretas sao independentes se, e somente se, px,y (i, y;) =

px (zi)py (y;) para todo (xi,y;) € S = {(xs,y5),%,j =1,2,...} C R2.

Definicao 5 Seja (X,Y') um vetor aleatorio discreto com f.p. px )y (zs,y;) = P(X = x;,Y = y;), (x4, y;) €
N2, parai,j =1,2.... A f.g.p. bivariada de (X,Y) € definida em um retangulo I x J C R? como

o o0
gxy(tit) =Bt ] =YY pxy (@ y)tity, (t,t2) € I xJ,
=1 j=1



desde que a série convirja absolutamente em I x J.
Observe que o dominio de defini¢do I x J da f.g.p gx,y(t1,t2) contém o intervalo [—1,1] x [—1,1].
Note que para |t1| < 1 e [t2| < 1 temos que

0< ZZ\]?XY i, Yty ty’ | < ZZPXY i, y;) = 1.
=1 j=1 =1 j=1

Teorema 1.1.2 Eziste uma correspondéncia biunivoca entre f.p. e a f.g.p. para varidveis aleatdrias

discretas bivariadas que assumem valores em N2.

Demostragao: A derivada parcial de gx y (t1,t2), r vezes em relagdo a t1 e s vezes em relacao a to,

r > 1,s > 1, é obtida pela sua diferenciagao termo a termo e é dada por

81"—4—5

gx,v(t1,t2) ey

o113 ZZ (1) (w=r+1yly—1)...(y— s+ D] " *p(a,y),
T=r y=s

para (t1,t2) € I x J.

Disto, temos que
9" gx,y(0,0)

oot = rlslp(r, s),
o que implica que f.p de (X,Y") é dada por
1 orts t1,t

p(rv S) = gX?-/g ! 2) ) r,s = 1727 ;
slr! otits £1=0,£2=0
1 839)( y(O,tQ)

p(()?S): T v — ) 821727 ’
s! ot; t0=0
1 9"gx,y(t1,0)

70 = —— ) = 1)27 )
p(r,0) =5 ot oy

p(0,0) = gx,v(0,0).
|

Teorema 1.1.3 Seja gx,y(t1,t2) a f.g.p. conjunta das varidveis aleatorias X e Y definida em (t1,t2) €
I x J. Entio, X eY sdo independentes se, e somente se, gxy(ti,t2) = gx(t1)gy (t2) para todo t; €
Ity € J, em que gx(t1) = gx,y(t1,1) e gy (t2) = gx,y(1,t2) sdo as f.g.p. de X eY, respectivamente.

Demostragao: Se X e Y sao independentes, entao

(e e lNe o]

gxy (t1,t2) ZZtTZtQ p(wi,y;) Zzt "ty px (zi)py (y5) Ztl px(z; Ztg py (y;) = g9x (t1)gy (t2).

=1 j=1 =1 j=1 =1 7=1



Por outro lado, se gx v (t1,t2) = gx(t1)gy (t2), entao

Zztalsth bPxy xuyj Zt1 pX Z; Ztg py yz Zzt?tg pX T pY(Z/z)

=1 j=1 =1 j=1

Da equagdo acima temos px.y (z;,9;) = px(x;)py (y;) para todo (x;,y;) € N2. Portanto, X e Y sdo

variaveis aleatoérias independentes. |

1.2 Meétodos de estimacao

Nesta se¢ao, vamos considerar que a f.p. p(x,y) é indexada de um vetor de pardmetros 6 € © C R4,
para ¢ > 1, a qual sera denotada por p(z,y|0).
Diversos métodos de estimagao tem sido sugeridos na literatura para estimar 8 = (61,62,...,6,),

como, por exemplo, os métodos dos momentos e de maxima verossimilhanga, que discutiremos a seguir.

1.2.1 Meétodo dos momentos

O método dos momentos é bastante simples e intuitivo. Este método consiste em igualar os momentos
populacionais a seus respectivos momentos amostrais.
Seja p,. = E[X"Y?®] < o0, o (r, s)-ésimo momento das variaveis aleatorias X e Y e s = E[(X —
x)"(Y —puy)®] < oo, o (r, s)-ésimo momento central das variaveis aleatorias X e Y, em que px = E[X] =
t10, Hy = E[Y] = pg 4, parar, s =0,1,.. ..
Considere uma amostra aleatoria bivariada (X1, Y1), ..., (X,,Y,) de tamanho n de uma f.p. p(z,y|@),

e sejam n;; = ZI{(M)}(XK,YK) a frequéncia de cada par (i,7) e D = {(4,j) : n;j > 0} o conjunto dos

k=1
pares observados, para ¢,7 = 0,1,.... Desta forma, o tamanho da amostra é dado por
> M
(i,j)€D

O (r, s)-ésimo momento amostral sera denotado por

1
! . T S I
mns_ﬁ E 1 J N, r,s=0,1,...,
(i,5)eD

e o (r, s)-ésimo momento amostral central seré representado por

1 . —
mys = — Z (Z_X)T(]_Y) Mg,
(i,5)eD
sendo
=13 y-1
= P Mg, T ALY



Nos casos em que é possivel se obter 8 em funcao dos momentos amostrais a partir da resolucao de
um sistema de equagoes em que se iguala momentos populacionais aos respectivos momentos amostrais,

denominamos esta fungdao como estimador de momentos.

1.2.2 Meétodo de maxima verossimilhanca

Seja (r1,Y1), s (Tn, yn) 0s valores observados de uma amostra aleatoria bivariada (X1, Y1), ..., (X, Ya)
de um vetor (X,Y") que possui a f.p. p(z,y|0), para@ € © C R, eq > 1. A sua fungao de verossimilhanca
para 6 é dada por

n

L(0) = Hp(l"z', yil6),
i=1
e seu logaritmo ¢ 1(0) = > | log {p(z;,v;|0)}. A estimativa de méaxima verossimilhanca 6 ¢ o valor de
0 que maximiza a fungao de verossimilhanga L(0) ou, equivalentemente, que maximiza o seu logaritmo
().
As estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros 61, ..., 0, sao obtidas resolvendo-se o sis-

tema de equagoes,

o16)
6,

o16)
a6,

Para garantir que a solucao das equacoes do sistema seja ponto de méaximo, a matriz Hessiana da

fungao de verossimilhanca de 1(0)

- (2]

0=0
deve ser definida negativa, isto ¢, 2 Hz < 0, onde z # 0 é um vetor coluna pertencente a R?, sendo cada

elemento da matriz H dado por

021(0)

hij=—7+, 4,j=1,2,...,q.
1,] 8618037 2,7 ) Sy 4

E importante ressaltar que nem sempre é possivel obter os estimadores de maxima verossimilhanca de

forma analitica, e portanto se faz necessério o uso de alguns métodos numéricos para obter as estimativas.

1.2.3 Algoritmo EM

O algoritmo EM, proposto por Dempster et al. (1977) é um amplamente utilizado no céalculo das

estimativas de méxima verossimilhanga de forma iterativa.



Existem duas principais aplicagdes do algoritmo EM: a primeira quando os dados sao incompletos,
devido a problemas ou limitagdo do processo de observacao (dados faltantes) e a segunda, quando a
maximizacao da funcao de verossimilhanca é analiticamente complexa, mas a f.p. pode ser simplificada,
admitindo a existéncia de valores adicionais (dados latentes). A segunda aplicagdo ¢ mais comum e mais
simples computacionalmente. Isto porque o algoritmo EM reduz a complexidade da maximizacao da
funcao de verossimilhanca utilizando os dados completos. Mais detalhes sobre o algoritmo EM pode visto
em McLachlan & Krishnan (2007).

Seja x o conjunto de dados observados e w o conjunto dos dados latentes (nao observados). Assim,
temos que x. = (x,w) sao os dados completos e sua f.p. é p(x.|0), para @ € © C RY, ¢ > 1. Denota-se
por 1.(8|x.) o logaritmo da fungao de verossimilhanga dos dados completos. Cada iteragao do algoritmo

EM consiste de dois passos, um passo E (esperanga) e um passo M (maximizagao), definidos como:

e Passo E: calcule Q(0]6%)= E[l.(8]| X.)|z, 8%], onde a esperanca e tomada com respeito a distribuigao
condicional p(w|x, 8%), para k =1,2,....

e Passo M: encontre 8%t que maximiza Q(6|6%).

Estes passos devem ser repetidos até se atingir uma convergéncia, podendo ser adotado como critério
de parada, por exemplo, ||@**1 —6F||,, < ¢, onde ||.||;n é a norma do méaximo e € é um valor determinado

maior que Zero.

1.3 Critérios de selecao

Apobs a obtencado das estimativas dos parametros dos modelos propostos pelos métodos de estimacao
¢é importante a utilizagao de um critério que nos possibilite escolher um dos modelos. Os critérios mais
usados sao AIC [Akaike (1974)] e o BIC [Schwarz (1978)], definidos por AIC= —2log L(6) + 2d e BIC=
—2log L(0)+dlog N, respectivamente, com L(6) sendo a fungao de maxima verossimilhanga, d a dimensao
do vetor de pardmetros e N o tamanho da amostra. O modelo escolhido é aquele que apresenta o menor
valor de AIC ou BIC.

1.4 Objetivo do trabalho

O objetivo deste trabalho é modelar dados de contagem bivariados correlacionados sob uma perspec-
tiva classica e bayesiana. Inicialmente, apresentamos o modelo Poisson bivariado proposto por Holgate
(1964). Em seguida considerando situagdes em que existem sobredispersao ou uma quantidade excessiva
de zeros nos dados, discutimos duas generalizagoes da distribui¢ao proposta por Holgate: PGB e a BZIP.
A primeira tem distribui¢bes marginais que apresentam sobredispersdo, enquanto a segunda contempla a
situacao em que ha excesso de zeros.

Todos os modelos foram ajustados sob enfoque frequentista, enquanto que os modelos PB e BZIP tam-

bém foram ajustados sob enfoque Bayesiano a partir de distribuigoes a priori nao informativas para os



pardmetros. A principal contribuicao deste trabalho foi a deducao de expressoes analiticas para a imple-
mentacao de algoritmos de estimagao iterativos (algoritmo EM e Gibbs sampling com dados aumentados)
para os modelos PB e BZIP. Estes algoritmos de estimacao utilizam varidveis latentes e simplificam a
inferéncia sobre os parametros.

Do ponto de vista frequentista, a comparagao entre os ajustes dos modelos acima é realizada por
meio dos critérios de selegao AIC e BIC, enquanto que a verificagao da associagao entre as distribuigoes

marginais dos modelos PB e PGB é realizada por meio do teste de razao de verossimilhanca.

1.5 Organizagao do trabalho

No Capitulo 2, serd apresentada uma revisao do modelo PB e métodos inferenciais. Para ilustrar
aplicagao do modelo, serd utilizado um conjunto de dados reais em que a estimagao serd determinada
através dos métodos dos momento e maxima verossimilhanca.

No Capitulo 3, sera descrito o modelo PGB, suas propriedades e testes de hipoteses. Em seguida, os
métodos de momentos e de maxima verossimilhanca serao usados a partir de um conjunto de dados reais.

Para melhorar o ajuste dos modelos ao caso em que os dados apresentam uma quantidade de zeros
excessiva, no Capitulo 4 serd apresentado o modelo BZIP. Para ilustrar a aplicagdo do modelo, seréa
utilizado um conjunto de dados reais em que a estimacao seré determinada através do método méaxima
verossimilhanca via algoritmo EM.

No Capitulo 5, sera apresentada uma metodologia Bayesiana para os modelo PB e BZIP, baseada em

dados aumentados. Finalmente, no Capitulo 6, serdo apresentadas as conclusoes e as propostas futuras.



Capitulo 2

Distribuicao Poisson Bivariada de Holgate

2.1 Distribuicao Poisson univariado

O modelo Poisson univariado é amplamente utilizado na modelagem de dados de contagem. Este
modelo foi escrito por Siméon Denis Poisson em 1837 com o objetivo de estudar a probabilidade de
julgamentos criminais e civis. A distribuicdo de Poisson é aplicada em diversas areas. Por exemplo: na
medicina na contagem de recorréncias de um determinado tipo de doenga e na ecologia na contagem de
peixes em uma regiao demarcada.

Segundo Johnson et al. (2005), uma variavel aleatéria X tem distribuigao de Poisson com parametro

A > 0 se sua fungao de probabilidades é dada por

e AN

z!

f(z|A) = , r=0,1,2,.... (2.1)

A média e a varidncia da distribuicao Poisson s&o iguais a A. A igualdade entre a média e a varidncia
caracteriza a distribuicao de Poisson entre as demais distribuigoes discretas univariadas. Esta distribuicao

satisfaz a relacao de recorréncia univariada dada por
xf(z|\) = Af(z — 1|N), x> 1.

A f.g.p. da distribui¢do de Poisson com média A é

e AN
z!

(o.) o o x
gx () =E[*] =D " f(z[A) =D " =e ) (A;,) =MDt eR.
=0 =0 =0 )

2.2 Distribuicao Poisson bivariada de Holgate

O modelo Poisson bivariado proposto por Holgate (1964) é construido pelo método da reducao triva-
riada. Este método é muito usado na construcao de distribuicoes bivariadas. Basicamente, a ideia é criar

um vetor de variaveis aleatorias dependentes a partir de trés ou mais variaveis aleatoérias independen-
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tes. Um importante aspecto deste método é que as fungbes que conectam estas varidveis sao geralmente
fungdes elementares; maiores detalhes ver, Lai (1995).
Supondo Vi, Vo, U variaveis aleatérias independentes com distribuigoes Poisson univariadas com

parametros A1 > 0, Ay > 0 e A3 > 0, respectivamente, definimos o vetor (X,Y’) como

X:Vvl—i_U)
Y=V+U.

Portanto, a f.p. de (X,Y) da distribui¢ao PB é dada por

p(z,y) =P(X =2,Y =y)
=PVi+U=2a,Vo+U=y)

:ip(\ﬁ+U:x,V2+U:y|U:u)P(U:u)
= Z PVi=oz—u,Va=y—u|lU=u)P(U =u) (2.2)

= PVi=z—u)P(Va=y—u)P(U =u)

min(xuy) Tr—u —u m
— e—()\1+)\2+>\3) Z >\1 )\?QJ Ai?)
(x —u)! (y —u)! u!’

z,y=0,1,....

u=0

Note que, quando A3 = 0, temos que a variavel U serd degenerada no ponto 0, isto &, f(u|0) = I;oy(u),
o que implica que as variaveis X e Y sao independentes.

Como em Kocherlakota & Kocherlakota (1992) a f.p. de (X,Y), dada em (2.2), pode ser obtida
através da f.g.p. De fato, a f.g.p de (X,Y), é

gxy(ti,ta) = E[tft)]
_ E[t¥1+Ut¥2+U]
= E{t}/lt;@(tltg)ﬂ
= E[t;"| Elty*] E[(t1t2)"]
= gvi(t1)gw,(t2)gu(tit2)

— e(>\1[tl—1]+)\2[t2—1]+)\3[t1t2—1]) tl; t2 cR. (23)

I
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Expandindo a expressao (2.3) em série de poténcias de ¢; e ta, temos

gxy(ti,ty) = eAlti=1]+A2fta—1]+As[t1t2—1])

_ [i t%_w] [i t;%_m;z] [i (tztl)“e_A3A§]

o | | |

01=0 V1- 09—0 V2. =0 U.
oo oo V1 +Utvz+u)\vl )\1)2 )\u

= el Z Z Z : v1lvglu!

v1= 0’U2 0u=0

Fazendo z =v1 +u e y = v2 + u,

oo 00 mlnxy

A~ “Ay Ay

_ *()\1+)\2+>\3 x y
- Sy A
z=0y=0 wu=0
in(z,y u
N~ “Ay Ay
— )\1+)\2+)\3 twty
ZZ@ Z (x—uw)(y —w)lu! %
=0 y=0 u=0
p(z,y)

obtém-se a f.p. (2.2) no ponto (z,y) como o coeficiente de tjt}, para z,y = 0,1,....

As variaveis aleatorias X e Y possuem a f.p. marginal dadas, respectivamente, por

6_(>‘1+>‘3)()\1 + )\3)$

P(X =x) = o , =0,1,2,...,
¢ (A2+A3)
—(A2TA3) () A2 )Y
P(Y =y)=© a2+3),y:QLZm.
y!
Note que a distribuicdo marginal de X e Y é Poisson, com parametros A1 + A3 e A2 + Ag, respectiva-
mente.

Logo, a média e a variancia das varidveis sao dadas por

E[X] = V[X} =X+ e
E[Y] = V[Y] = \g + )\3.

A covariancia entre X e Y é dada por

Cov[X,Y] = Cov[V1 + U, Vo + U]
= Cov|[V1 + U, V5] + Cov[Vi + U, U]
= Cov[V1, Vo] + Cov[V1, U] + Cov[U, V| + Cov|[U, U]
= Cov|U, U]
VU]

= )‘37
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ou seja, A3 é uma medida de dependéncia entre as variaveis aleatérias X e Y. Logo, o coeficiente de

correlagao entre X e Y é

A3
VO FA3) e+ A3)

Note que o coeficiente de correlagao assume somente valores positivos pois A1, A2, A3 > 0. Além disso,

Corr[X,Y] =

para o modelo PB, se A3 = Cov[X,Y] = 0, entao as variaveis X e Y sdo independentes e, neste caso, a
fp. (2.2) é

p(ﬂ?,y) = P[X =z,Y = y]
—P[X = 2] P[Y = ¢

)\x)\y —(A1+A2)
AR Ty =0,1,..., (2.4)
xly!

a qual é referida em Karlis & Ntzoufras (2003) como distribui¢ao Poisson dupla.

Teicher (1954) e Kawamura (1985) obtiveram as relacoes de recorréncia mostradas no Lema 2.2.1.

Lema 2.2.1 A fp. p(z,y) associada com a distribuicao PB satisfaz as relagoes de recorréncia:
i) op(r,y) = Mip(z — Ly) + Asp(z — L,y —1) e
i) yp(x,y) = Aop(x,y — 1) + Asp(z — 1,y — 1),

em que p(—1,y) = p(xz,—1) = 0 para todos os inteiros x,y =0,1,2,....

Demostragao: A f.p. da distribuicao PB é dada por

min(z,y)
play) = Y fle—ulh)fly—ud)f(ulrs) z,y=0,1,...,
u=0
em que f(k|\), para k =0,1,... é a f.p. da distribui¢ao Poisson univariada.

Supondo z < y, tem-se

plz,y) = D fle—ulh)f(y —ul2)f(ulrs)
u=0

= f(@A)f(ylA2) f(0[A3) + f(z — A1) f(y — 1[A2) f(1]A3)
+ flz = 20M) f(y — 2[A2) F(2[A3) + [z = 3[M) f(y — 3[A2) F (3 A3)
Lo
+ fO[A) f(y — 2| A2) f (2] A3). (2.5)
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Multiplicando ambos os lados de (2.5) por z, com 1 < z < y, tem-se

zp(,y)

= xf(x|A1)f(y[A2) f(O]As)

(x = 1) f(x — 1A f(y — 1A2) F(AA3) + 1f (2 — 1|A1) f(y — 1] A2) f(1[A3)

(x —=2) f(z —2|A1) f(y —2[X2) f(2[A3) + 2f (x — 2[A\1) f(y — 2|A2) f(2]A3)

_l’_ P

+ (1A f(y — 2+ 1A2) f(@ — 1[A3) + (z — 1) f(1|A1) f(y — 2 + 1|A2) f(@ — 1[A3)

+ 2 f(0|A1) f(y — z[X2) f(|A3), (2.6)

+
+

utilizando kf(k|A) = Af(k — 1|\), para k > 1, em (2.6), temos que

zp(z,y)

Arf(z = 1{A1) f(y[A2) £(O[A3)

+ A f(z —2[A) f(y — 1A2) f(1[A3) + Az f(z — A1) f(y — 1[A2) f(O[A3)

+ A f(@ = 3[A) f(y — 2[A2) f(2[A3) + A3 f(z — 2[A1) fy — 2[A2) f(1[A3)

T

+ MfOA) f(y — 2+ 1 A2) f(z — L[A3) + A3 f(1[A1) f(y — = + 1A2) f(z — 2|A3)
+ A3 f(0[A1) f(y — z[A2) f(z — 1|A3)

Arf(z — 1A f(y[A2) F(O[A3) + AL f(z — 2[A1) f(y — 1[A2) f(1]A3)

+ A f(z = 3[M) f(y = 2[X2) f(2[A3) + -+ + A f(0[M) f(y — 2 + LX) fz — 1|A3)
+ Asf(z — 1 A1) f(y — 1A2) f(O[A3) + As f(z — 2[A1) fy — 2[A2) f(1[As)

+ A f (M) f(y — 2 4+ LA2) f( = 2[A3) + A3 f (0] A1) f(y — z[A2) f(z — 1[A3)

min(z—1,y)
A flo =1 —ulM)f(y — ulA2) f(ulAs)
u=0
min(z—1,y—1)
T Y Sl ud) Sy — 1 o) f(ulrs)

u=0

Ap(z —1,y) + Asp(z — 1,y — 1).

Similarmente, se x > y, entao

play) = Y fl@—ulh)f(y—uld)f(ulXs)
u=0

= [ M) f(y[A2) f0[As) + f(z — 1|A1) f(y — 1[A2) f(1]A3)
+ [z = ylA) f(0A2) £ (y[As). (2.7)
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Multiplicando por x ambos os lados de (2.7), com 1 <y < z, tem-se

ap(z,y) = xf(x|A)f(y[A2)f(0]As)
+ (= Df (@ —1A)f(y — L) f(L[As) + 1f (2 — 1A f(y — 1[A2) F(1[A3)
+ (z —y) f(z —y[M) F0[A2) f(y[As) + yf(z — y[A) F(O[A2) f (y[As). (2.8)

Usando kf(k|A) = Af(k —1|)\), para k > 1, em (2.8) temos

= Aif(@ —1A1) f(y[A2) £(0[A3)
+ Af(@ = 2[A0) f(y — LX) f(1[A3) + Asf(z — L[A1) f(y — 1|A2) f(O[A3)
T
+ A f(z =y — A1) F(O0[A2) f(y[As) + Asf (@ — y[A1) F(O[A2) f(y — 1| As)
= Auf(@ = 1A (y[A2) fF(O[As) + A f(z = 2|A) f(y — 1[A2) f(1]|A3)
+ o+ Af(@ =y — 1A F(0[A2) f(y[As)
+ A3f(z = 1A f(y — 1[A2) f(0[A3) + Asf(z — L[A1) f(y — 1|A2) f(O[A3)
+ o+ Asf(x — ylA) f(0[A2) f(y — 1| A3)

min(z—1,y)

= X\ fl@ =1 —u[A)f(y —ulr2) f(ulA3)
u=0

min(z—1,y—1)

+As ) fle—1—uld)f(y —1—uo)f(ulrs)

u=0

= Ap(x —1,y) + Asp(z — 1,y — 1).

Portanto, a f.p. associada com a distribui¢ao PB satisfaz a rela¢do de recorréncia (7). Analogamente

a relagao de recorréncia (ii) é obtida. [ |

2.3 Estimacao pontual

Na literatura sao mencionados os seguintes métodos de estimacao para os pardmetros do modelo
PB: método dos momentos, método de méaxima verossimilhanca, método do duplo zero e o método dos
pontos pares. Alguns métodos foram especificamente desenvolvidos para estimar o pardmetro associado
com a covaridncia como o método do duplo zero; maiores detalhes ver, Kocherlakota & Kocherlakota
(1992). Neste trabalho utilizamos os métodos dos momentos e de méaxima verossimilhanca para estimar
os parametros do modelo sob o ponto de vista classico.

No que segue vamos considerar uma amostra aleatoria (X1,Y1),. .., (Xn, Ys) de tamanho n da distri-

n
bui¢do PB. Denotamos n;; = Z It i)y (X, Yi) como a frequéncia de cada par (i, j), para i,j =0,1,...

k=1
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e D = {(4,7) : nyj > 0} como o conjunto dos pares (7,j) observados. Consequentemente, o tamanho da

n = E Ngj.

(3,7)€D

amostra é dado por

Denotaremos por © = (z1,x2,...,2,) € Yy = (Y1,Y2, ..., Yn) 0s vetores observados de contagens de X

e Y, respectivamente.

2.3.1 Meétodo dos momentos

Os momentos populacionais p} o, i, 1 € p1,1 da distribuigdo PB sao, respectivamente,

E[X] = A1 + As,
E[Y] = A2 + A3,
COV[X, Y] = )\3.

e 0s seus respectivos momentos amostrais sao dados por

(3,7)€D
- 1
Y =— ]
n Z ]nlja
(3,7)€D
1 R -
mig=— Y (i—X)(j—Y)n.
(3,7)€D

Denotando ):1, ):2 e ):3 os estimadores de A1, A9 e A3, respectivamente, e igualando os momentos popula-

cionais a seus respectivos momentos amostrais, temos que

)\~1 + )\~3 = X,
):2 + ):3 = Y,
):3 =mi,
0 que implica
):1 = X —mi,
):2 = Y —mi,1,
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2.3.2 Meétodo de maxima verossimilhanga

Para estimar os parametros de interesse pelo método de maxima verossimilhanga de uma forma mais

simples, Holgate (1964) reescreveu a f.p. (2.2) em termos

)\T = M+ =E[X] e
)\Z = A+ A3 = E[Y],
ou seja,

in(z,y)
pla,y) = e”WitAi2s) Z i

(x —u) (y —u)! !

, z,y=0,1,...

onde 0 < AT, A5 < oo e 0< A3 <min(A}, \}).

Assim, a fungao de verossimilhanca do vetor de parametros A* = (A}, A3, A\3) é dada por

n min(x;,y;)
. (N Ak — (AT = A3)™i (A5 — Ag)¥im "Ny
L()\ ) = e (AT+A5—X3) H Z (x — u)‘(yz — u)‘u'

)

i=1 u=0

e o logaritmo da funcao de verossimilhanca é

(A") = log [ [ p(wi, vi) = D log {p(wi, vi)} -
=1

=1

(2.9)

(2.10)

Derivando o logaritmo da fungao de verossimilhanca (2.10) em relagdo aos parametros \j, A5 e A3,

obtém-se as respectivas escores dadas por

Ol(A*) _ i op(x;, yi) 1
ON] oNy p(ziyi)

AUN) _ = Op(wiyi) 1
s = Ny pli )

Ol(A*) _ i op(xi, yi) 1 .
Ors = Oxs  plziy)

As derivadas da f.p. (2.9) com respeito a A}, A5 e A3, sdo respectivamente dadas por

min(z—1y) —1—u () * —u\U
Op(z,y) o~ (AT +A5-23) Z PO = Ag) TN — Ag)Y Uy
O} (x —1—u)l(y —u)lu!

u=0
min(z,y) ()\* A )a; u()\ —\ )y u/\u
e~ (AT +A3-23) E 3 3
‘ (x —u)(y — u)lu!

u=

= p(r—1,y) —p(z,y),

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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min(z,y—1)

Op(z.y)  _ —(i+as-ra) 3 (AF = 23)" (A5 = A3)Y 1y
oX; e (x —u)l(y — 1 —u)lu!
min(z,y) * T—u uU\U
o~ (i 25— %) Zy (AT = A3)"7"(A3 — A3)Y7"AS

o (x —u)(y — u)lu!

min(z,y) * T—U () * —UuU\U

Op(z,y) e~ (AT HA3-X9) Zy (AT = A3)"7%(A5 — A3)YV A}

O3 ~ (x —u)(y — u)lu!

min(z—1,y) " r—l—u wAw
O 3 P = Xa)TTITS — Ag)V Y
‘ (x —1—u)l(y —u)lu!

min(z,y—1) , |, r—T1—1u/\ —l-uyu
O 3 AL = A8)" 175 = Ag)v 1Ny
2 G-uly-1-uww
min(z—1,y—2) r—1—r —ry\T
1 e (AT —2a) Zy AF = 23)" 1775 = Ma) TG
s (x=1—=r)(y—1—-7)r!

= plx,y) —plr—1,y) —plz,y — 1) +plz — 1,y — 1), (2.16)

em que p(—1,y) = p(x,—1) = p(—-1,—1) =0, paraz,y=0,1,....

Utilizando o Lema (2.2.1) temos as relagdes de recorréncia

zp(z,y) = (A —N)p(z—Ly) +Asp(z —1,y—1) e
yp(z,y) = (A3 —Ag)p(z,y — 1) + Asp(z — 1,y — 1),
para todos os inteiros x,y = 0,1, 2,..., das quais temos
plz—1ly)  x  ple—ly—1) A3 (2.17)
p(z,y) (Af = X3) p(x,y) (A —A3)’
ple,y—1) y  ple—ly—1) A3 (2.18)
plzy) (A=) plx,y) (A= A3)’
com x,y =0,1,...
Substituindo (2.14) e (2.17) na escore (2.11), temos
n Z; p -1 s Yi — 1) nx A3 =
—-—n = — nR —n, 2.19
Z (AT —A3) )\* )\3 Z p(zi,yi) (AT —=A3) (AT —A3) (2.19)

i=1
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em que
1 — 1,y — 1) 1L
E; pl@i, i) T i o
Substituindo (2.15) e (2.18) na equagdo escore (2.12), temos
= Yi p -1,y - 1) ny A3 =
-n= - nR —n,
;}QS—M) (A3 — A3§: p(zi, i) (A3 =23) (A3 —N3)
onde
1 1,y - 1) 1
E z:: l‘l, yz) ¢ ﬁ z::
Usando (2.16) e as equagoes (2.17) e (2.18) na escore (2.13), temos
nx ny A3 A3 } 5
n— - - + +1|nR.
AT —A3 A5 — A3 [X{—)\g A5 — A3

Igualando os escores dados em (2.19), (2.20)

e (2.21) a zero, obtemos o sistema de equagoes

em que A}, A5 e A3 sao os estimadores de maxima verossimilhanca de A1, A2 e A3, respectivamente.

De (2.22)

AXA__AMRA_lza

N Xs M= X

o A,
. A—A&RA—lzu

X5—Xs N5 — X

X Y by X _
1+ 2 B I R-1=0,

N Xs N — X N Xs o N — X

e (2.23), segue que

Substituindo em (2.24), temos que

94 29R

X=X A —

X 3R
~ — =14+ — ~ e
AE— X3 Af— X3
Y, MR
X5 — s X5 — X3
XsR by X _ _
3 i+ 48 IR 1=0=>1-R=0=R=
X3 Xf— Xy XN — A

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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Logo, de (2.22) e (2.23), segue que

X \x .
v — 1 + = )\3 ~ — = )\1 =
PLEDY PLIED VEED L T
v XN
N5 — A3 YT PR b W

Para obter o estimador de méxima verossimilhanca A3, devemos encontrar a raiz de R = 1, em relagao

a variavel A3, para valores fixados de )\Af =Xe ):; =Y no intervalo [0, min(X,Y)), o que implica

A =X -,

>

XQZY_ 3

X3 € [0, min (X,Y)).

2.4 Teste de hipoétese

Nesta secao, iremos utilizar o teste da razao de verossimilhancga para testar a hipétese de interesse.

2.4.1 Teste de independéncia

As variaveis aleatérias X e Y sfo independentes se A3 = 0, j4 que neste caso a f.p. conjunta de X e

Y é dada por (2.4). Portanto, para testar a hipotese de independéncia, devemos considerar as hipoteses

HO : )\3 =0
versus Hj : A3 # 0,

e a estatistica da razao de verossimilhangas dada por

sup L(A)
_ A€y

sup L(\)’

AEA
onde XA = (A1, A2, A3) € A = (0,00)% e Ag = (0,00)?x{0}. A estatistica —2log(¥) segue, assintoticamente,
uma distribui¢do qui-quadrado com 3 — 2 = 1 grau de liberdade (diferenca entre a dimensao do espago
paramétrico irrestrito e restrito). A regiao critica do teste é, portanto, C' = {—210g(\I/) > X%,a}? onde

X2 o € o0 ponto critico da X? correspondente ao nivel de significancia a.
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2.5 Aplicacao

Nesta secao, aplicaremos a teoria descrita neste capitulo através de um conjunto de dados reais
utilizado por Cresswell & Froggatt (1963). O dados referem-se ao numero de acidentes de 6nibus ocorridos
com 708 motoristas pesquisados no norte da Irlanda durante os perfiodos 1952 — 53 e 1954 — 55. Estes

dados sao mostrados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Distribui¢ao das contagens do ntimero de acidentes

Nro de acidentes em | Nro de acidentes em 1954-55 (Y')
1952-53 (X) 0 1 2 3 4 5 6 7

0 117 96 55 19 2 2 0 O

1 61 69 47 27 8 5 1 0

2 34 42 31 13 7 2 3 0

3 7T 15 16 7 3 1 0 O

4 3 31 1 2 1 1 1

5) 2 1 0 0 0 0 0 O

6 0 0O 0 0 1 0 0 O

7 0 0 0 1 0 0 0 O

A variavel X representa o niimero de acidentes no periodo 1952 — 53 e a variavel Y o niamero de aci-
dentes no periodo 1954 —55. Toda a programacao utilizada neste trabalho foi desenvolvida em linguagem
de programagao R, veja www.r-project.org.

A Tabela 2.2 apresenta os resultados descritivos para este conjunto de dados reais.

Tabela 2.2: Resumo descritivo dos dados
z Y ma mo,2 mi
1,0014 1,2909 11,1934 1,5961 0,3258

Observamos que os dados apresentam uma covariancia amostral positiva mq 1 = 0, 3258, o que indica
que existe uma associagao positiva entre o nimero de acidentes no primeiro periodo e o segundo periodo.
Desta forma, o modelo PB pode ser adequado para este conjunto de dados.

Na Tabela 2.3 estdo apresentadas as estimativas dos pardmetros do modelo PB, que foram obtidas
pelos métodos dos momentos e de méxima verossimilhanca, e seus erros-padrao dos estimadores de méa-
xima verossimilhanga obtidos através da inversa da matriz de informagao observada. Observamos uma

proximidade das estimativas segundo ambos os métodos de estimacao.

Tabela 2.3: Resultados para o modelo PB
Parametro MM EMV EP
A1 0,6756 0,7722 00,0469
Ao 0,9651 1,0617 0,0510
A3 0,3258 0,2292 0,0378
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Para testar se o modelo com independéncia é adequado, foi realizado o teste de razao de verossimi-
lhangas descrito na Subsecdo 2.4.1, obtendo —2log(¥) = 38,87. O percentil da x?, considerando o nivel
0,1% de significancia, tem valor critico do teste igual a 10,82 e, observa-se que o valor obtido ¢ maior
que o valor critico, levando a rejeicdo da hipotese nula. Assim, rejeitamos a hipotese de independéncia
entre as varidveis X e Y e, desta forma, vale ressaltar a importancia de se considerar a associa¢ao entre
as varidveis aleatorias.

A Tabela 2.4 apresenta as frequéncias observadas e esperadas de acordo com o modelo PB, cujos
pardmetros foram estimados pelo método de méxima verossimilhanca. Observamos que as frequéncias
esperadas nao estao proximos dos valores observados, notadamente para as frequéncias dos pares (0,0) e
(1,1). Visualmente o modelo PB nao se ajusta bem a este conjunto de dados. A falta de um melhor ajuste
do modelo PB pode ter ocorrido devido a sobredispersao ou a quantidade excessiva de zeros aos dados.

A fim de obter um melhor ajuste dos dados em questao, apresentaremos a seguir duas generalizagbes da
distribuicao PB.

Tabela 2.4: Frequéncias observadas e esperadas para o modelo PB

ly = 0 1 2 3 4 5 6 7 Total

0 Obs 117 96 55 19 2 0 0 0 291
PB 89,94 9550 50,70 1794 4,76 1,01 0,17 0,02

1 Obs 61 69 47 27 8 5 1 0 218
PB 69,46 94,36 61,04 2547 7,79 187 0,37 0,06

2 Obs 34 42 31 13 7 2 3 0 132
PB 26,82 44,39 34,38 16,83 5,92 161 0,35 0,06

3  Obs 7 15 16 7 3 1 0 0 49
PB 6,90 1347 1224 695 2,81 086 0,21 0,04

"

4 Obs 3 3 1 1 2 1 1 1 13
PB 133 299 313 204 094 032 0,09 0,020

5 Obs 2 1 0 0 0 0 0 0 3
PB 020 052 062 045 023 009 0,02 0,00

6 Obs 0 0 0 0 1 0 0 0 1
PB 002 007 0,10 008 004 000 0,00 0,00

7 Obs 0 0 0 1 0 0 0 0 1

PB 0,00 000 001 001l 000 000 0,00 0,00




Capitulo 3

Distribuicao Poisson Generalizada

Bivariada

3.1 Distribuicao Poisson generalizada

Quando trabalhamos com dados de contagem, geralmente o modelo Poisson é considerado, sabe-se
que a média e a varidncia sao iguais. Na pratica sao encontradas aplicagoes que nao obedecem essa
condi¢ao sobre a igualdade entre a varidncia e a média; uma, por exemplo, é a distribuicao do niimeros
de organismos em uma colonia de bactérias, onde a taxa de nascimento de qualquer lugar no espaco ou
tempo é dependente do nimero anterior de organismos proximos daquele lugar em questdao (devido a
disponibilidade de comida, temperatura, comportamento social, etc).

Numerosos investigadores tentaram explicar essa divergéncia do modelo Poisson, sugerindo algumas
generalizagoes. Em particular, Consul & Jain (1973) propuseram a distribuigao de Poisson generalizada,
a qual tem um pardmetro adicional que a torna mais flexivel a dados observados que tendem a ser
sobredispersos. Sobredispersao é um fendémeno comum que ocorre na modelagem de dados discretos e
cuja ocorréncia é caracterizada quando a varidncia e maior que a média.

Uma varidvel aleatoria X tem uma distribuigao Poisson generalizada se a f.p. é dada por

)\()\ + Hx)x—le—()\-i-@x)

' , 1=0,1,2,..., (3.1)
xX.

p(z|A, 0) =

em que A >0e 0 <6< 1. A média e a varidncia da varidvel X sdo, respectivamente,

Nota-se que a variancia é maior que a média quando 6 > 0 e se § = 0, o modelo Poisson generalizado

corresponde ao modelo Poisson classico com E(X) = V(X) = A.

22
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3.2 Distribuicao Poisson generalizada bivariada

A distribuigao Poisson generalizada bivariada proposta por Famoye & Consul (1995) ¢é construida pelo
método de reducao trivariada aplicada a distribuicdo Poisson generalizada.
Supondo Vi, Vo e U varidveis aleatérias independentes com distribui¢oes Poisson generalizada com

vetor de parametros (A1, 01), (A2, 62), (A3, 03), respectivamente definimos o vetor aleatorio (X,Y’) como

X=WV+U,
Y=V+U.

Com isso, a f.p. conjunta do vetor (X,Y) é

p(:l?,y) = P[ _337Y2y]
= P[Vl—i—U—x Vo +U =y

= ZP[Vl—U:x,Vg—U:y|U:k]P[U:kz]

0
min(z,y)
= Z P[Vi =2 — k|P[Va =y — k| P[U = K]
k=0
= Mddgexp{—(A1 + A2+ A3+ b1z + bay)} H(A,0), r,y=0,1,..., (3.2)
em que
min(z,y) o—k—1 —k—1 k-1
A+ 01(x — k)] A2 + Oa(y — k)Y (A3 + 03K k(61+00—0s)
H 0 _ 1 2 3
(*,6) g @ —h)! (o — R o :

com A = (A1, A2, A3), @ = (01,09,03), sendo (X,0) € By U By onde By = (0,+00)3 x [0,1)3 e By =
(0,00)% x {0} x [0,1)% x {0}. No caso em que (X, 80) € By, temos que as variaveis V;, Va tem distribuicio
Poisson generalizada com respectivos parametros (A1,61), (A2,02) e U = 0 (degenerada em 0), o que
implica que as varidveis X e Y sao independentes.

Note que se 0; = 0 = 03 =0, a f.p. (3.2) se reduz a distribuigao PB.

As f.p. marginais de X e Y sd@o dadas, respectivamente, por

[)\1 + 011}1]”1_1[/\3 + 93(33 — Ul)]x_vl_le_vl(el_%)
(x — v1)lvy!

P(X=2z2) = A Age~ArtAst0sz) Z , ©=0,1,...

v1=0

Y vo—1 . —v9—1_,—v2(01—03)
)\2 + 927)2 2= [)\3 + (93( UQ)]y 27 eT 2
P(Y = = Ao (A2+A3+03y)
( y) 2A3€ E (g — v2)loa!

v2=0

, y=0,1,...
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A média das variaveis X e Y sdo dadas, respectivamente, por

EX)=M[1-6]" ' +x1-63]"" e
E(Y) = X[l — 6] " + Ag[l — 3],

as correspondentes varidncias sao respectivamente

V(X) = )\1[1 — 91]_3 + Ag[l - 93]_3 e

enquanto que a covariancia entre X e Y é dada por
Cov[X,Y] = Cov[Vi + U, Vo + U] = V(U) = A3[1 — 5] 3,

e o coeficiente de correlagao é dado por

Corr[X,Y] = _CovX, Y]
7 V(X)V(Y)
)\3[1 — 93]_3
\/)\1[1 — (91]_3 + )\3[1 — 93]_3\/)\2[1 — 92]_3 + )\3[1 — 93]_3

= A3 { (1= 61) 73 (1= 03)> + N3] Ao (1 — 62) (1 — 65)° + A3}

~1/2

Note que o coeficiente de correlacao assume somente valores positivos pois \; > 0 e 0 < 6; < 1, para
1=1,2,3.
Para o modelo PGB se A\3 = 03 = 0, as variaveis X e Y s@o independentes e a Corr[X,Y] = 0, neste

caso, a f.p. (3.2) é o produto de duas distribui¢ao Poisson generalizadas independentes, ou seja,

p(x,y) = P[X =z,Y = y]
=P[X =z|P[Y =y]

_ Adgem MRt Omt 0 () 4 610) 7 (Ag + Oay)Y !
o xly!

, z,y=0,1,..., (3.3)
que neste trabalho chamamos de distribuicao Poisson generalizada dupla.

3.3 Estimacao pontual

Nesta secao apresentaremos dois métodos de estimacao para os parametros do modelo PGB, os quais

foram utilizados em Famoye & Consul (1995). No que segue vamos considerar uma amostra aleatoria
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(X1, Y1),...,

(i,7) ¢ denotada por n;; = Z I (

k=1

Xk, Ye), parai, j =0,1,...

(Xn,Ys) de tamanho n tendo distribuicao PGB. Assumiremos que a frequéncia de cada par
n

e D = {(i,j) : nyj > 0} como o conjunto

dos pares (i,7) observados. Logo, o tamanho da amostra é dado por

3.3.1 Meétodo dos momentos

E Nij.

(4,5)eD

Os momentos populacionais da distribuicdo PGB sao dados, respectivamente por

!
mio

’

mMo,1
ma2.0

mo,2

ma.1

Ml = 6]
Nofl — o]
ML= 048
Aol — 6] 3
A3(3[1 — 5]
A3[l — 057

-1

+ A3[1 — 03]

+ A3l — 5],

+ A3l — 65]73,

+ A3[1 — 03] 73,
—2)[1 -3 e

X = l Z inj,
(4,7)€D
Y = l Z jnz]7
(i,9)€D
1 /
- Z (i — my 9)*nij,
(4,9)€D
1 . /
n Z (j —mo,1) Mg,
(4,9)€D
1 ! !
- Z (i —=my)°(J — mg)nij, e
(4,9)€D
1 ! . ’
n (i —my)(J — Mg 1)n4
(4,9)€D

Igualando os momentos populacionais com seus respectivos momentos amostrais obtemos as seguintes
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equacoes

nas quais A1, A2, A3, 01, 0 e 03 sdo estimadores de A1, Ao, A3, 01, 02 e 05, respectivamente.

11— 01) 7+ A1 — 05] 7!
\o[1 — o] TF + A3[1 — 03] 7!
\1[1—601]73 + A\3[1 — 5] 3
\o[1 — 2] 72 + A3[1 — 03] 3
A3(3[1 — 03]~ —2)[1 — 054
\3[1 — 5] 3

X?
}77
ma2.0,
mo,2,
ma1,

mii,

A partir das equacdes (3.4), (3.5) e (3.9), obtemos os estimadores Ai, Aa e Az dados, respectivamente,

por

ST A
VLY |
3 [1 — 9~3]_3

Substituindo (3.9) em (3.6), e utilizando (3.10) temos

—3__ M2po—MmMi1

(moo —ma)[1 — 01]7!

(-6 =

):1 X — ):5[1 — 9‘*3]71

ma2,0 —MmMi,1

[1—6,]2 = e

— ):3[1 — ég]_l

1-6]"= ¢

m20 —MmMi,1
X — /\~3[1 — 53}_1 '

Substituindo (3.9) em (3.7), e utilizando (3.11) temos

—3 _ Mo2—mi1

(mo2 —mi1)[1 — 9~2]_1

[1—6,]7% =

):2 }7 — ):3[1 — 9‘,3]71

mp2 —Mi1

[1—62)7% = =

— ):3[1 — ég]_l

[1—6]7" = ¢

mop,2 —MmMi1,1
Y — Xg[l — (9~3]_1 .

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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Substituindo (3.12) em (3.8), obtemos

sendo

m1,1(3[1 — 9~3]_1 — 2)[1 - ég]_4

1— 6,3 S
3[1— 052 — 21— 3 = 2L o
mi,1
~ 2 ~
3(1—d7") —2(1 -6 7") —a=0, (3.13)

ma 1
a = .
mi,1

Resolvendo a equagao quadratica (3.13), obtemos as solugoes

Como 0 < 3 < 1, entdo 0 < [1 — 63]~". Logo,

[1_5]—1:1i7 v1+3a
3 3 :
(A 14++v1+3a

— 5

Com isso, a partir das equagoes (3.10), (3.11) e (3.12), obtemos os estimadores 01, 65 e 05 dados,

respectivamente, por

- N
0 =1- . ,
X — )\3[1 — 93]_1
- A
0y =1— _ 2 ,
V- [l — Nt
- A
by =1 | 22
mia

3.3.2 Meétodo de maxima verossimilhanca

A funcao de verossimilhancga é dada por

L6 = II G,

(i,5)eD
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onde (A, 0) = (A1, A2, A, 01,02, 03) e seu logaritmo é

(A,0) = logq [] IpG,i)]™

(i,5)eD

= Z n;; log p(i, )

(4,5)€D

= Y ni{logh +1log Ay +1og Az — (A1 + A2 + Az + O1i + 625) + log H(6, A)} .
(3,5)€D

Calculando as derivadas parciais do logaritmo da funcao de verossimilhanga com respeito aos para-

metros A e 0y, para £ = 1,2, 3, e igualando elas a zero, obtemos as equagoes

(A, 0) _ 5 nij{l—)\g_i_alogH()\,O)}:O’ ,

2 (i.)eD Al e B

As estimativas de maxima verossimilhancga dos pardmetros do modelo sao obtidas a partir das equacoes
acima. Observamos que as equagoes nao tem solugao explicita; no entanto podem ser resolvidas por meio

de métodos numéricos. Nos usamos o método de Newton-Raphson neste caso.

3.4 Teste de hipétese
Nesta secao, iremos utilizar o teste da razao de verossimilhancas para testar as hipoteses de interesse.

3.4.1 Teste de independéncia

As variaveis aleatorias X e Y sdo independentes quando os parametros A3 = 0 e #3 = 0'. Para testar
a hipétese de independéncia, devemos considerar as hipoteses

Hy:X3=063=0
versus Hi : A3 + 03 > 0,

'!Quando A3 = 0 e 63 = 0 a variavel U sera degenerada no ponto 0, isto é P[U = 0] = 1.
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e a estatistica da razao de verossimilhangas dada por

sup L(X,0)
¥ — (\,0)eBs
N sup L(X,0)

(}\,9)6B1UBQ

na qual By = (0,+00) x [0,1)3 e By = (0,00)% x {0} x [0,1)% x {0}. A estatistica —2log(¥) segue,
assintoticamente, uma distribuicdo qui-quadrado com 2 graus de liberdade. A regiao critica do teste
é, portanto, C' = {—210g(\1’) > X%,a}? onde X%,a é o ponto critico da x3 correspondente ao nivel de

significAncia a.

3.4.2 Teste para a distribuicao PB

A distribuigdo PGB se reduz a distribuigao PB quando 6; = 6 = 63 = 0. Para avaliar a adequagao

da distribuicao PB aos dados vamos considerar as hipoteses

Hy:00=0,=0;=0
versus Hy : 01 + 05 + 63 > 0,

e a estatistica da razao de verossimilhancas dada por

sup LPB(X)
\I]/ _ AEA
sup  L(A,0)’

(\,0)€eB1UBy

em que LFB(X) = L(A\1, A2,23,0,0,0) é a funcdo de verossimilhanca para o modelo restrito, PB, com
A= (A, A2, A3) € A. A estatistica —21og(V’) segue, assintoticamente, uma distribuigdo qui-quadrado
com 3 graus de liberdade. A regido critica do teste é, portanto, C = {—2log(\11’) > nga}, onde X%,a éo

ponto critico da X:2>) correspondente ao nivel de significincia a.

3.5 Aplicacao

Neste secao, utilizaremos o conjunto de dados reais apresentados na Tabela 2.1 da Secao 2.5. Este
conjunto de dados apresentou varidncias amostrais maiores que as médias amostrais, e uma covariancia
amostral positiva o que indica a sobredispersao dos dados e que existe uma associagao positiva entre o
numero de acidentes no primeiro periodo e o segundo periodo. A analise descritiva dos dados sugere que
o modelo PGB pode ser adequado para este conjunto de dados.

Na Tabela 3.1 estdo apresentadas as estimativas dos pardmetros do modelo PGB, que foram obtidas
pelos métodos dos momentos e de maxima verossimilhanca, e os erros-padrao dos estimadores de ma-
xima verossimilhanca obtidos através da inversa da matriz de informacéo observada. Observamos uma

proximidade entre as estimativas obtidas por ambos os métodos de estimacao.
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Tabela 3.1: Estimativas dos parametros do modelo PGB

Parametro MM EMV EP
Al 0,6206 0,6767 0,0570
A9 0,8653 10,9456 0,0628
A3 0,2987 0,2310 0,0460
01 0,1057 0,0949 0,0336
0 0,1200 0,0885 0,0313
03 0,0286 0,0892 0,0591

Uma questao de interesse é testar se as variaveis X e Y sao independentes, isto é, se o modelo com

independéncia ¢ adequado. Para tanto, utilizaremos os critérios AIC e BIC e realizamos o teste de razao

de verossimilhancgas descrito na Subsegao 3.4.1. A Tabela 3.2 apresenta os valores destes critérios para os

modelos considerados, em que se observa um melhor ajuste do modelo PGB.

Tabela 3.2: Critérios de sele¢ao de modelos

Modelo

AlIC BIC

Poisson generalizado bivariado
Poisson generalizado duplo

4005,25 | 4018,93
4043,66 | 4061,91

Para este conjunto de dados obtivemos a estatistica —2log(¥) = 36,41. O percentil da x3, conside-

rando o nivel 0, 1% de significancia, tem valor critico do teste igual a 13, 81 e, observa-se que o valor obtido

é maior que o valor critico. Logo, rejeitamos a hipdtese de que as varidveis X e Y sao independentes e,

desta forma, vale ressaltar a importancia de considerar a associagdo entre as variaveis aleatorias.

A Tabela 3.3 apresenta as frequéncias observadas e esperadas de acordo com os modelos PGB e PB,

cujos parametros foram estimados pelo método de maxima verossimilhanca. Em geral, observamos que

as frequéncias esperadas do modelo PGB estao mais préximas das frequéncias observadas do que as do

modelo PB, notadamente para as frequéncias dos pares (0,0) e (0,1). Assim, o modelo de PGB se ajusta

melhor a este conjunto de dados reais.
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Tabela 3.3: Frequéncias observadas e esperadas para os modelos PGB e PB

X |y-= 0 1 2 3 1 5 6 7 Total
0 Obs 117 96 55 19 2 0 0 0 291
PGB 110,94 96,04 49,34 19,66 6,72 2,08 0,59 0,16
PB 89,94 9550 50,70 17,94 4,76 1,01 0,17 0,02
1 Obs 61 69 47 27 8 5 1 0 218
PGB 6827 8255 50,66 22,52 829 270 0,80 0,22
PB 6946 94,36 61,04 2547 7,79 1,87 037 0,06
2 Obs 34 42 31 13 7 2 3 0 132
PGB 26,90 37,72 2884 14,98 6,14 215 0,68 0,20
PB 2682 44,39 3438 1683 592 1,61 035 0,06
3 Obs 7 15 16 7 3 1 0 0 19
PGB 870 1321 11,49 7,22 344 134 046 0,14
PB 690 1347 1224 6,95 281 086 021 0,04
4 Obs 3 3 1 1 2 1 1 1 13
PGB 252 4,02 3,77 268 153 0,70 0,26 0,09
PB 6,90 1347 1224 695 281 086 021 0,04
5  Obs 2 1 0 0 0 0 0 0 3
PGB 068 1,02 1,11 085 055 030 0,13 0,05
PB 020 052 062 045 023 009 002 0,00
6 Obs 0 0 0 0 1 0 0 0 1
PGB 0117 029 030 024 017 0,10 0,05 0,02
PB 002 007 010 008 004 000 000 0,00
7 Obs 0 0 0 1 0 0 0 0 1
PGB 004 007 007 006 004 003 0,02 0,01
PB 000 000 00l 001 000 000 000 0,00

Uma alternativa para a comparagao dos modelos propostos PB e PGB é utilizar os critérios de selegao

AIC e BIC. A Tabela 3.4 apresenta os valores destes critérios para os modelos considerados, em que se

observa um melhor ajuste do modelo PGB.

Tabela 3.4: Critérios de selecao de modelos

Modelo AIC BIC
PGB 4005,25 4018,93
PB 4028,40 4037,53

Outra forma de comparagao dos modelos é dada pelo teste da razao de verossimilhanga discutido na

Subsegao 3.4.2, que fornece —2log(¥’) = 25.16. Considerando o nivel 0,1% de significancia tem-se valor

critico do teste igual a 16, 26 e, observa-se que o valor obtido é maior que o valor critico, indicando forte

evidéncia contra do modelo PB. Portanto, pode-se concluir que o modelo PGB se ajustou melhor que o

modelo PB para este conjunto de dados.



Capitulo 4

Distribuicao Poisson Bivariada

Inflacionada de Zeros

4.1 Distribuicao Poisson inflacionada de zeros

O excesso de zeros em dados de contagem é uma ocorréncia muito comum em experimentos de diversas
areas, tais como epidemiologia, medicina, odontologia, agricultura e indistria. Esses zeros podem ter
diferentes origens. Ridout et al. (1998) mencionaram duas classificagoes: zeros estruturais, os zeros que sao
inevitaveis e zeros amostrais os que podem ocorrer ao acaso. Para exemplificar a diferenca entre as duas
classifica¢oes, em um estudo sobre a quantidade de lesdes em plantas, Ridout et al. (1998) asseguravam
que uma planta pode nao apresentar a lesdo porque é resistente aquela doenga (zero estrutural) ou
simplesmente porque o agente causador da doenga nao recaiu sobre aquela planta (zero amostral).

Johnson et al. (2005) discutiram uma maneira simples de modificar uma distribui¢ao discreta para
modelar os zeros extras, através de uma mistura finita de distribuig¢oes. Por exemplo, o modelo Poisson
inflacionado de zeros (ZIP, do inglés zero inflated Poisson) é construido como uma mistura da distribuigao
Poisson e uma distribuigdo degenerada em zero. KEste modelo foi discutido por diversos autores, entre
eles, Lambert (1992) quem ajustou o modelo Poisson inflacionado de zeros a dados sobre ntimero de
defeitos em itens industriais. Van den Broek (1995) apresentou uma estatistica escore para testar se o
modelo Poisson inflacionado de zeros se ajusta melhor a um conjunto de dados que um modelo de Poisson
classico.

Segundo Ridout et al. (1998), a distribuigdo Poisson inflacionada de zeros considera que alguns zeros,
estruturais ocorrem com probabilidade w e os zeros amostrais com probabilidade (1 — w). Bayarri et al.

(2008) referem-se a w como parametro de inflacao de zero e definem a f.p. da distribuigao ZIP como

e AN

x!

Pyip(X = z|w, \) :wl{o}(.r)—i—(l —w) , =0,1,..., (4.1)

32
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em que

1, sex =0,
I{o}(x)Z{O sz £0

onde 0 <w <1, A>0.

A média e a variancia da distribuicdo Poisson inflacionada de zeros sao dadas por
E[X] = (1—-w)A,
V[X] = E[X](1+w)).
Note que a varidncia e maior que a média, ou seja, a distribuicdo ZIP contempla a superdispersao

gerada pelo excesso de zeros. Quanto maior a probabilidade de zeros, w, maior varidncia. Quando w = 0

o modelo corresponde ao modelo Poisson usual com E[X] = V[X] = \.

4.2 Distribuicao Poisson bivariada inflacionada de zeros

Para dados de contagem bivariados com excessos de zeros, a distribuicao BZIP pode ser construida
como uma mistura da distribui¢do PB e uma distribui¢ao degenerada em (0,0). A f.p. da distribuicao
BZIP para o vetor (X,Y) é dada por

Ppzip(X = 2,Y = y[d) = wioop(z,y) + (1 —w)p(z,ylA), =,y=0,1,..., (4.2)

em que

L0,y (7, y) = {

sendo & = (W, A), A = (A1, A2,A3), 8 € A =[0,1] x (0, +00)? x {0} e p(x,y|A) é a f.p. da distribuicio PB

dada por
min(z,y

pla,yl) = e~ z

S
(x —u)(y — u)lu!’

O parametro w é a probabilidade de zeros de forma deterministica e (1 — w) é a probabilidade de
zeros aleatorios gerados pela distribuigao PB, a qual se adequaria aos dados caso nao houvesse a presenca
excessiva de zeros nos dados.

Temos os seguintes casos particulares:
1. Para w = 0, o modelo (4.2) é reduzido a distribuigao PB;
2. Para A3 =0, o modelo (4.2) é reduzido a distribui¢ao ZIPD;

3. Quando w =0 e A3 =0, o modelo (4.2) é reduzido a distribui¢ao PD.
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A f.g.p. de (X,Y), com distribuigao BZIP ¢é dada por
gxy (t1, t2) = B[t t3 ]

:iitgftgP(X:x,Y:y)

z=0 y=0
= 1915 {w + (1 —w)e ML 1SS~ w)p(a, yIA)
S (4.3)
= w (1 —w)e” W) 4 (1 — ) SN a7t p(a, y|A)
z=1y=1
=wt (1—w) Y Y titip(a,y|A)
=0 y=0

— ot (1 - @)Dl g e R

As f.p. marginais de X e Y s@o dadas respectivamente por

e~ (A (A 1 M)
z!

PBZIP(sz)IwI{O}(Ji)qL(l*w) , ©=0,1,2,...,
e_()‘1+>‘3)()\1 + A3)¥
y!

Note que a distribuicdo marginal de X e Y é ZIP, com parametros A1 + A3 e Ay + A3, respectivamente.

Ppzip(Y = y) = wljoy(y) + (1 —w)

, y=0,1,2,....

Logo, a média e a variancia das variaveis X e Y sao dadas por

E[X] = (1—-w)A1+XA3], V[X]=E[X][1+w + A3,
ElY] = (1—-w)A2+ 3], VY] =E[Y][l+w(A2+ A3)].

Para se obter a covariancia entre X e Y, é preciso calcular E[XY] utilizando a f.g.p. bivariada,
gX,Y(tht?) = ZgO:O ZZO:OP(X =zY = y)t%tg €

0? (t1,12)
gXY 1, 2 7223@}) )ta: lty 17

0t10t; P

para (t1,t9) € I x J C R2.

Fazendo t; = t9 = 1, temos

d? th,t 0
[W] =) > wyP(X =xY =y) = E[XY].
t1=ta=1
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Assim, usando a f.g.p. dada em (4.3), temos

D%gx.y(t1,t2)

el = |5

] =1 -w) { A3+ A +A3)( A2+ A3)}.
ti=ta=1

Desta forma, a covaridncia entre X e Y é dada por

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X] E[Y]
= (1 — cu) {)\3 + ()\1 + )\3)()\2 + )\3)} — (1 — w)Q()\l + )\3)()\2 + )\3)
= (1 — w) {)\3 + w(/\1 + )\3)()\2 + A3)} .

4.3 Estimacao pontual

4.3.1 Meétodo de maxima verossimilhanca

Considere uma amostra aleatoria (X1,Y1), (X2, Y2),...,(X,,Y,) de tamanho n da distribui¢ao BZIP.

A funcéo de verossimilhanca é dada por

L(8) = [ [ [Pzp (w4, 4| 8)) 100 8 [Prgpp (5, 33| 8)) '~ 0.0 (Fo)
=1

-
I

I1 0,003 (%i594)

=TI [w+0-we™] (1 = w)p(ai, gal W) 00y 1) (4.4)
1=1
= o+ (= we ] (@ = w) e T ol M) oo o),
1=1

n
sendo z;,y; = 0,1,..., mg = ZI{(O,O)}(xiayi) e e = (A1 + A2+ A3).
i=1
Aplicando o logaritmo na fung¢éo de verossimilhanca temos

1(8) = mglog {W + (1= W)B_N} + (n—mo)log(1 —w) + > _[1 = Iy (i, y:)] log pli, yilA).  (4.5)
i=1

Derivando o logaritmo da fungao de verossimilhanga (4.5) em relagdo aos parametros m, A1, Ay € A3 e



36

igualando a zero, obtém-se as equagoes

ol6)  my[l —e ] _n-mo
ow  wH(l-—we?r 1-w

ol(8)  —mpo[(1 —w)e ]

Ip(xi, yi| \) 1

oA w (I —w)e i ;(1 ~ ooy oy on plrnylN) v
9l(8)  —mo[(1 —w)e™™] & owop(@anylA) 1
O wH(l—w)e e i ;(1 foon(@w) Mo plaiyilX) N
ol(6)  —mo[(1 — w)e_)"] " o op(x4, yi|\) 1 B
s w+(l—w)e A + 2.0~ oo (wi ) Mg pla,yilX) v

=1

As estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros do modelo poderiam ser obtidas a partir
da solucao das equagbdes acima. Entretanto, as equacoes nao tem solugdo analitica, o que nos leva a
adotar um método numérico para obter as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros.
A seguir utilizaremos o algoritmo EM descrito na Se¢ao 1.2.3 para a obtengao das estimativas de maxima

verossimilhanca para os parametros do modelo.

4.3.2 Funcao de verossimilhanca baseada nos dados aumentados

A distribuicao BZIP pode ser explicada a partir de um mecanismo probabilistico que consiste em
duas etapas. Na primeira etapa, observa-se uma variavel aleatéoria Z com distribuicao de Bernoulli com

parametro w. Em seguida, observa-se (X,Y,U) tal que

0,00} (@, y,u), se z=1,
PX=2zY=yU=ulZ=2A)=

p(z,y, ulX), se z =0,

sendo z,y = 0,1,...,u=0,1,...,min(z,y), A = (A1, A2, \3) e

)\flﬂ—u)\?é—“)\ge*()q +A2+23)

p(z,y,ulA) = If0,....min(z,y))} (1)

(x —u)(y — u)lu!

Isto é, dado z = 1, (X,Y,U) tem distribuigdo degenerada em (0,0,0) e dado z = 0, (X,Y,U) tem
fungao de probabilidades p(z, y, u|A) que equivale assumir que X —U,Y —U e U, tem distribui¢ao Poisson
independente com pardmetros Ay, Ao, A3, respectivamente.

Assim, f.p. conjunta de (X,Y,U, Z) é dada por

P(X =2,Y =y,U =u,Z = 2[8) = wljop,0)(®,y, u)y(z) + (1 — w)p(@,y, ulA) 10} (2), (4.6)
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em que

]" s€ (':L‘7 y’ u) = (07 07 0)?

1 Y, u) =
{(07070)}(:1: Yy ’U,) { 0, se («Tayau) 7é (07070)7

onde z,y =0,1,...,u=0,...,min(z,y), 2=0,1,d = (w,A),0<w<1e)\; >0, parai=1,2e A3 > 0.

As variaveis U e Z sao denominadas variaveis latentes, pois nao sao observadas diretamente, e a f.p.
conjunta dada em (4.6) sera dita f.p. ampliada. Note que a f.p. marginal do vetor (X,Y’) obtida por
meio de (4.6) é a mesma f.p. do modelo BZIP dada em (4.2).

A seguir, deduziremos a f.p. condicional de (Z,U) dado (X,Y’) para obtermos as esperangas condi-
cionais das variaveis latentes U e Z dado (X,Y) que serao uteis no desenvolvimento dos passos para o
algoritmo EM.

A f.p. condicional de (U, Z) dado X =z, Y =y e § é dada por

P(X =2,Y =y,U =u,Z =1/9)
P(X =2,Y =y|d)
wlf0,0,00 (7, y,u)

wlfo,03(z,y) + (1 —w)p(z, y|A)

PU=u,Z=1X=2zY =y,0) =

ST w)e-OiFargys S (z,y) = (0,0),

0’ se (IL’,y) 7& (070)7
(]
P(X =2,Y =y,U =u,Z = 05)
(U=u,Z=0X=z,Y =y,0) P X =0 =15
— (1—w)p(x,y,u|)\)
wlf(0,0)}(@,y) + (1 — w)p(z, y[A)
—w)e—(A1Haa+Ag)
w—(&—l(l—z.z)e—(l*l'*‘z&ﬁ-sf\s) ) Se(:L', y) = (07 0)7
e (2%) » se (@) # (0,0,
min(z,y) 1 )\3 -
endo =0 i) e eln ) 2 ; (z =)y —r)lr! <)\1)\2> .

Assim, definimos as esperancas condicionais como
s(z,y;0) =E[U|X =z,Y =y,d] e

r(z,y;0) =E[Z|X =2,Y =y,4].

As expressoes s(z,y;0) e r(x,y; d) serdao obtidas em dois casos: (i) (x,y) = (0,0); (i7) (x,y) # (0,0).
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Assim,

5(0,0;6) =0,
1 min(z,y)
s@y:6) = Y. uPU=uZ=z2X=2Y=y3)
z=0 u=0
min(z,y)
= Y uPU=uZ=0X=21Y =y,
u=0
min(z,y)

. 1 Y u /\3 v
ez, y, ) Z (x —u)l(y — u)lu! (x\y\g)

u=0

1 min(z,y)

r(0,0;6)=> >  zPU=uZ=zX=2Y =y,0)

= Y PU=uZ=1X=2Y =y,0)
u=0
w

W+ (1 —w)e=(PrtratAs)’

r(z,y;0) =0,

comz,y=0,1,...,eu=0,1,..., min(z,y).

Considere as observagoes de uma amostra aleatoria (1, y1,u1,21), - -, (Tn, Yn, Un, 2,) proveniente da
f.p. ampliada dada em (4.6) e defina Dy = {i € {1,2,...,n} : (x4, vi,u;) = (0,0,0)} o conjunto de zeros
na amostra. E conveniente notar que z; = 0 sempre que i ¢ Dy, pois caso (x;,y;,u;) # (0,0,0) entdo a
i-ésima observagao nao é proveniente da distribuigao degenerada em (0, 0,0). A fungao de verossimilhanga

ampliada para & é

HP = IL'Z, i = Yi, U, = Uu i = Zz|6)
H P(X; =2, Y = vi, Uy = ui, Z; = z|6) H P(X; =2, Y = yi, Uy = u;, Z; = 0]9)
i€Dg Z§ZDO

\Ti U )\yi_ui )\Uie—k.

Y 1—z;
H W [ (1—-w) A } H (1-w) (mll _ ul)z'(yl —Sui)!ui!

1€ Do i¢ Do
(i — w;) (yi — ui) U
Z Zi " Z Zi —)\.(n— Z zl) AZ¢ZDO )\12¢ZD0 )\é¢ZDO

=wi€Do (1 —w) €D ¢ i€Do 1
H (.CI?Z — ul)‘(yl — ul)'uz'

i¢ Do
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n
emque x;,y; = 0,1,...,u; =0,...,min(z;,y;),2 = 0,1, ng = ZI{(O,O,O)}<$i7yiaui) ede = ()\1+)\2+)\3).

i=1

Note que a fungao de verossimilhanga ampliada (4.7) é muito mais simples do que a funcdo de veros-

similhanga original (4.4), pois nao envolve um produtorio de somatorios.

O logaritmo da fungéo de verossimilhanga é dado por

la(0) = Zzilogw—i-[n— Zzi]log(l—w)—/\.[n— ZZ’ + Z i —ui)log A1 + Z i — ;) log Ao

i€Dg i€Dg i€Dg i¢ Do i¢ Do
+ Z u; log Az — Z log {(z; — wi)(y; — w;i)lu;!}
i¢ Do i¢ Do
= [logw — log(1l — w) + Ad] Z zi + nlog(l —w) — Ae] + log A1 Z x; + log Ao Z Yi
i€Dg iéDo iéDO
— [log A1 + log A2 — log A3] Z u; — Z log {(z; — uwi)(y; — wi)lu;!}. (4.8)
i¢ Do i¢ Do
4.3.3 Estimacao via algoritmo EM
A esperanca do [4(d) com respeito a distribuigdo condicional (Z,U) dado X = x,Y = y e o

parametro 6* é dada pela funcao

Q(0,0") = Ez ux=x,y=y,5+ [l4(0)]
= logw —log(1 — w) + A] Y BZi|X; = 2;,Y; = i, 6*] + n [log(1 — 7) — Ad]

€Dy
+ log A\ Z x; +1og Ao Z yi — [log A1 +log Ao — log A3] Z ElU;|X; = 2, Y; = yi, 07|
i¢ Do i¢ Do i¢ Do
i¢ Do
= [logw —log(1 — w) + A Z r(zi,yi;0°) + nllog(l —w) — Xe] + log Ay Z x;
i€Dg i¢D0
+log Xy Y yi — [log Ay + log Ao —log Ag] Y s(wi, i 6%) — > K(wi, i, 6
i¢ Do 1¢ Do i¢ Do
onde K (x;,y;,0%) = E[log {(z; — U)/(yi — U)'U} Xi = x4, Y; = 4, 0%].

Para aplicar o algoritmo EM atribui-se um valor inicial ao vetor de parametros 8, () e repete-se o

passo E e o passo M, até obter a convergéncia.

Passo E : Dado ) = (w(k), )\gk), )\gk), )\ék)), o valor de § na k-ésima iteracao, calcule r(z;, y;, 6(k)) e

3(1’,‘, Yi, 6(k))
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Para i € Dy, definimos

( 6(’“)) w®
T\, Yi5 = 9
’ Wk 1 (1 — w®))e= A7 4A)

(4.9)
e para i ¢ Dy
min(z;,y;) (k) u
1 U A
iy 0y = — — 3 , 410
sy 0 c(xi,yi, AW) = (@ —u)l(yi — w)lul (Ag’“),\g’“) (4.10)
onde

min(z;,y;) ) \T"
1 As ‘
2 =Dy — 0 \ AP
Passo M: Maximize Q(8, ) em relacdo a 8, obtendo as seguintes solucoes analiticas

d)(k'H) _ 1€ Do

C(Ii, Yis A(k)) =

Y

n

> [xz - 5($i,yi;5(k))]

JR+D) i¢ Do

L n— Y r(wiyi6") 7

i€Dg

> |:yz — s(@i, yis 5(@)}

§(k+1) _ Do

T - > (@i 6W) ’

1€Dg
> @i, yi; 60)
j\ékﬂ) _ __i¢Do .
n— Z r (x4, yi; 6
1€ Do

4.4 Teste de hipotese

Nesta secao, iremos utilizar o teste da razao de verossimilhancas para constatar as hipdteses de

interesse.
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4.4.1 Teste de hipotese para o parametro de inflacao

A distribuicao BZIP se reduz a distribuicdo PB quando w = 0. Desta forma, para avaliar adequagao

da distribuicao PB aos dados, vamos considerar o teste de hipoteses

Hy:w=0

versus Hy : w > 0.

e a estatistica da razao de verossimilhancas dada por

sup LFB(X)
_ XeA

sup L(6) ’

0cA
em que LFB(A) = L(A1, M2, A3) é a funcdo de verossimilhanca para o modelo restrito, PB, com A =
(A1, A2, A3) € A. A estatistica —2log(V) segue, assintoticamente, uma distribui¢do qui-quadrado com 1
graus de liberdade. A regido critica do teste é, portanto, C' = {—210g(\11) > Xia}, onde X%,a é o ponto

critico da x? correspondente ao nivel de significincia a.

4.4.2 Teste para a distribuicao ZIPD

A distribuicao BZIP se reduz a distribui¢ao ZIPD quando A3 = 0. Desta forma, para avaliar adequagao

da distribuicao ZIPD aos dados, vamos considerar o teste de hipdteses

HO:)\3:0

versus Hy : A3 > 0.

e a estatistica da razao de verossimilhancas dada por

sup L#PP(§y)
_ 01€A,
sup L(§)
dEA

\I/*

em que LZPP(§1) = L(w, A1, \2,0) é a funcdo de verossimilhanga para o modelo restrito, ZIPD, §; €
A1 = [0,1] x (0,4+00)? x {0}. A estatistica —2log(¥*) segue, assintoticamente, uma distribuicio qui-
quadrado com 1 graus de liberdade. A regiao critica do teste é, portanto, C = {—210g(\11*) > X%a}, onde

X3, € o ponto critico da x? correspondente ao nivel de significancia a.
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4.4.3 Teste para a distribuicao PD

A distribui¢ao BZIP se reduz a distribuigao PD dada por (2.4), quando w = 0 e A3 = 0. Desta forma,

para avaliar adequagao da distribuigao PD aos dados, vamos considerar o teste de hipéteses

Hy:w=X3=0
versus Hy : w = A3 # 0.

e a estatistica da razao de verossimilhancas dada por

sup LD (d)

' _ %0€A0
sup L(8)

deA

v

em que LFP(8g) = L(0, A1, \2,0) ¢ a funcdo de verossimilhanca para o modelo restrito, PD, com dg €
Ag = {0} x (0,400)% x {0}. A estatistica —2log(¥') segue, assintoticamente, uma distribuicdo qui-
quadrado com 2 graus de liberdade. A regido critica do teste é, portanto, C' = {—210g(\l”) > X%a}, onde

X3, ¢ o ponto critico da x3 correspondente ao nivel de significancia .

4.5 Aplicacao

Nesta secao, utilizaremos o conjunto de dados reais apresentados na Tabela 2.1 da Secao 2.5, referentes
ao nimero de acidentes de dénibus ocorridos com 708 motoristas no norte da Irlanda durante os periodos
1952 — 53 e 1954 — 55.

Na Tabela 4.1 estao apresentadas as estimativas dos parametros do modelo BZIP, que foram obtidas

pelo método de maxima verossimilhanga via algoritmo EM.

Tabela 4.1: Estimativas dos parametros do modelo BZIP
pardmetros w A1 A9 A3
EMV 0,072 0,900 1,212 0,177

Utilizando o teste da razao de verossimilhanga discutido na Subsecao 4.4.1, a fim de determinar se ha
excesso de zeros, dado que a proporcao de zeros estimados pelo modelo BZIP é um critério importante
para a qualidade do ajuste. A estatistica da razao de verossimilhanga ¢ —2log(¥) = 791,44. O percentil
da X%, considerando o nivel 0,1% de significancia, tem valor critico do teste igual a 10,82 e, observa-
se que o valor obtido é maior que o valor critico, indicando forte evidéncia contra do modelo de PB.
Portanto, pode-se concluir que existe uma quantidade excessiva de zeros nos dados e o modelo BZIP é
mais apropriado nesta situagao.

Notamos que o modelo ZIPD é um caso particular do modelo BZIP, quando A3 = 0, para verificar
a adequagao deste modelo aos dados recorremos ao teste da razao de verossimilhanca desenvolvido na

Subsecao 4.4.2. A estatistica da razao de verossimilhanga ¢ —2log(¥*) = 791,19. Considerando o nivel
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0,1% de significancia, o valor obtido é maior que o valor critico, de modo que rejeitamos a hipotese nula
Hy : A3 = 0. Pode-se concluir que o modelo BZIP é mais apropriado do que o modelo ZIPD.

Outro caso particular é o modelo PD. Quando w e A3 sao nulos, foi calculado o valor da estatistica
da razao de verossimilhanga do teste definido na Subsegao 4.4.3, que fornece —210g(\11/) = 311, 95 sendo
maior que valor critico, levando a rejei¢ao da hipdtese nula. O que significa que o modelo mais adequado
para este conjunto de dados é o modelo BZIP.

A Tabela 4.2 apresenta as frequéncias observadas e esperadas de acordo com os modelos BZIP, PGB e
PB, cujos parametros dos modelos foram estimados pelo método de méxima verossimilhanca. Observamos
que as frequéncias esperadas dos modelos BZIP e PGB estao mais préximas das frequéncias observadas
do que o modelo PB. Nota-se o0 modelo BZIP é o modelo que mais se ajusta ao nimero de zeros, (0,0)

do conjunto de dados.

Tabela 4.2: Frequéncias observadas e esperadas para os modelos BZIP, PGB e PB
x / y 0 1 2 3 4 5 6 7 Total
0 Obs 117 96 55 19 2 2 0 0 291
BZIP 116,99 80,66 48,91 19,77 599 145 0,29 0,05
PGB 110,94 96,04 49,34 19,66 6,72 2,08 0,59 0,16
PB 89,94 95,50 50,70 17,94 4,76 1,01 0,17 0,02
1 Obs 61 69 47 27 8 5 1 0 218
BZIP 59,92 84,47 5837 26,48 8,90 2,37 0,52 0,09
PGB 68,27 82,55 50,66 2252 829 270 0,80 0,22
PB 69,46 94,36 61,04 2547 7,79 187 037 0,06
2 Obs 34 42 31 13 7 2 3 0 132
BZIP 26,99 43,36 33,78 17,10 6,36 1,85 0,44 0,09
PGB 26,90 37,72 28,84 14,98 6,14 2,15 0,68 0,20
PB 26,82 44,39 34,38 16,83 5,92 1,61 0,35 0,06
3 Obs 7 15 16 7 3 1 0 0 49
BZIP 8,10 1462 12,71 713 292 0,93 0,24 0,05
PGB 870 1321 1149 7,22 344 134 046 0,14
PB 6,90 13,47 1224 6,95 281 0,86 0,21 0,04
4 Obs 3 3 1 1 2 1 1 1 13
BZIP 1,82 3,65 3,51 2,17 097 0,34 0,09 0,02
PGB 2,52 4,02 3,77 268 1,53 0,70 0,26 0,09
PB 6,90 13,47 12,24 6,95 281 086 021 0,04

5 Obs 2 1 0 0 0 0 0 0 3
BZIP 0,32 072 0,76 051 025 009 0,02 0,00
PGB 0,68 1,12 1,11 0,85 0,55 0,30 0,13 0,05
PB 0,20 0,52 0,62 0,45 0,23 0,09 0,02 0,00

6 Obs 0 0 0 0 1 0 0 0 1
BZIP 0,04 0,11 0,13 0,09 0,05 0,021 0,00 0,00
PGB 0,17 0,29 0,30 0,24 0,17 0,10 0,056 0,02
PB 0,02 0,07 0,10 0,08 0,04 0,00 0,00 0,00

7 Obs 0 0 0 1 0 0 0 0 1
BZIP 0,00 0,01 0,02 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
PGB 0,04 0,07 0,07 0,06 0,04 0,03 0,02 0,01
PB 0,00 0,00 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00

Uma alternativa para a comparacao dos modelos discutidos PB, PGB e BZIP é utilizar os critérios
de selecdo de modelos AIC e BIC. A Tabela 4.3 apresenta os valores destes critérios para os modelos

considerados, em que se observa um melhor ajuste do modelo BZIP.
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Tabela 4.3: Critérios de selecao de modelos

Modelo AIC BIC

BZIP 1624,51 | 1624,76
PGB 4005,25 | 4018,93
PB 4028,40 | 4037,53

Portanto, conclui-se que o modelo BZIP se ajustou melhor que os modelos PB e PGB para este

conjunto de dados.



Capitulo 5

Abordagem Bayesiana dos Modelos PB e
BZIP

5.1 Introdugao

A abordagem Bayesiana dos modelos PB e BZIP tem como principal obstéculo a funcido de veros-
similhanga pois esta é analiticamente dificultosa, devido a presenca de produtos de somas. Buscando
solucionar os problemas apontados com relagdo a fungao de verossimilhanga, Tanner & Wong (1987)
introduziram varidveis latentes aos dados observados reduzindo a complexidade da funcao de verossimi-
lhanga. De acordo com Diebolt & Robert (1994) e Tsionas (1999) o acréscimo de varidveis latentes pode
simplificar a implementacao do algoritmo Gibbs sampling (Cassela & George (1992)). Albert & Chib
(1993) foram um dos primeiros a incluir variaveis latentes para obtengao das distribuigdes condicionais
completas conhecidas no contexto do algoritmo Gibbs sampling. Neste trabalho, vamos ilustrar estas
técnicas para o problema de estimacao Bayesiana dos modelos PB e BZIP.

O algoritmo Gibbs sampling com dados ampliados é essencialmente um esquema iterativo de amos-
tragem de uma cadeia de Markov formada a partir das distribui¢bes condicionais completas. Sob certas
condigoes de regularidade, a distribuigao limite é a densidade de interesse. Uma discussao mais geral
sobre este algoritmo pode ser encontrada em Diebolt & Robert (1994). O algoritmo Gibbs sampling com

dados ampliados é resumido por:
Passo 1: inicialize o contador t = 0;
Passo 2: especifique valores iniciais 8(0) = (9&0), 950), ooy 057);

Passo 3: facat =1+ 1;

Passo 4: gere a variavel latente u® ~ f(ulx,0¢1),
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Passo 5: a partir do valor de u® obtenha o vetor 8®) como

0\ ~ w(Or]x, u®, 6087V ¢,

Qgt) ~ m(0s|x, ’U,(t), 9§t+1)7 R egt——i—ll))v

Passo 6: retorne para o passo 3 até obter a convergéncia.

5.2 Distribuicao a posteriori do modelo PB a partir de dados ampliados

Pela construgdo do modelo PB, como foi visto na Segao 2.2, temos que (X,Y’) sdo as variaveis de
interesse e Vq, Vo, U sao as variaveis latentes, pois nao sao observadas diretamente. Note que a variavel
U é comum aos dados de interesse. Desta forma, (X,Y,U) é o vetor ampliado. A f.p. de (X,Y,U) é dada

por

p(z,y,ulA) =P(X =2,Y =y,U = ulA)
=PWVi=z—u,Va=y—u,U=ulX)
)\gf_“/\g_u)\ge—(h-i-)Q-&-)\a*)

5.1
(x —u)l(y—uw)lu! (5.1)
sendo A = (A, A2, \3), 2,y =0,1,... e u =0,...,min(z,y).
Supondo que (1, y1,u1), .-, (Tn, Yn, Un) sejam as observagdes de uma amostra aleatoria proveniente
da f.p. (5.1). A funcao de verossimilhanga baseada nos dados ampliados D = (z,y,u) é
n
Lp(A) = [[PXi=2:Yi =4, Ui = ui|\)
i=1
_ ﬁ lei—uz')\gruz‘)\gie—()\l-i-/\g-k)\;;)
i—1 (l‘l — Uz)'(yz — uz)'ul'
x )\12?:1(331'*'“1')6—12)\1 )\2217';1(3/2'*“2')6—11)\2 )\32?:1 Uie—nA3 ) (52)

Note que a fungao de verossimilhanca torna-se mais simples com o acréscimo da variavel latente.
Para estimar os pardmetros A1, A2 € A3 do modelo PB, dentro de um contexto bayesiano, é necessério

especificar a distribuicao a priori de A1, Ay e Ag.
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A fungao de verossimilhanca (5.2) sugere prioris independentes para A1, A2 e A3 dadas por

sy

7T()\1) —F(al))\?lile’_ﬁlh, aq, 81 >0,
m(A2) :76(2)62 A2mle=B2d2 g, 8y > ()
2 F(CYQ) 2 ) 2y, M2 ;
m(A3) = By Mg lemPsAs g B3 >0
3 F(a3) 3 9 3y M3 9

onde I'(.) é a fungdo gamma e «; e f;, para i = 1,2, 3, s@o hiperpardmetros conhecidos.

Assim, considerando as prioris independentes, a densidade a priori conjunta é dada por
(A1, Az, Ag) oc MG tem A 02— o =fade \as L o =fsds (5.3)

Portanto, combinando a fun¢ao de verossimilhanga dada em (5.2) e a densidade a priori conjunta

dada em (5.3), obtém-se a densidade a posteriori conjunta para A dado D = (x,y,u) dada por

T(AID) o )\12?21(mi—uz‘)+a1—1€—(n+61)>\1 )\22?:1(yi—“i)+0‘2_1€—(n+,32)>\2 )\??:1 uitas=l —(n+fs)As (5.4)

A partir da distribui¢do a posteriori conjunta (5.4), obtemos as distribuigdes condicionais completas

necessérias para o algoritmo Gibbs sampling com dados ampliados dadas por

/\1’/\2,)\3,’1) ~ Gamma (Z(l’l — uz) +a1,n+ 51) 5

i=1
A3|A1, A2, D ~ Gamma (Z u; + az,n + ﬁg) )

=1

i=1
A2|A1, Az, D ~ Gamma (Z(yz —u;) +og,n+ 52) ;
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A f.p. condicional dos dados latentes dado os dados observados é dada por

P
P

U=ulX=aY =y, A
X=zY =y, U =u|)]

p(ux,y,A)

<

PIX; =2, Y = yi, Ui = w;| A

I
A::

N
Il
—

PV} =2 —u;, Va = y; — u;, Uy = ug| Al

I

N
I
—

e)‘l )\ﬂlci—uie)\g )\gi_uie)\g )\gi

I

@
Il
A

R
=

1 A3 i
1 (xz — uz)'(yz — uz)'uz' /\2)\1 ’

-
Il

com u; = {0,...,min(z;,y;)}, parai =1,...,n.

Assim, o algoritmo Gibbs sampling com dados ampliados é dado por:
Passo 1: inicialize o contador ¢t = 0;
Passo 2: especifique valores iniciais A(0) = ()\go), )\éo), )\éo));

Passo 3: fagat =t 4+ 1;

Passo 4: gere valores para u®) a partir da distribui¢ao condicional
U ~ p(ulx,y, A1),

Passo 5: a partir dos valores de u® obtenha o vetor A®) como

n

)\(175) ~ CGamma <Z((L’Z — ugt)) +a1,n+ Bl) ;
)\gf) ~ Gamma (Z(yz — ugt)) + ag,n + ﬁ?) )

)\ét) ~ Gamma (Z uz(»t) + az,n + 53) ;

(2

Passo 6: retorne para o passo 3 até obter a convergéncia.
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5.3 Distribuicao a posteriori do modelo BZIP a partir de dados ampli-

ados

Como foi visto na Subsegao 4.3.2, o modelo BZIP pode ser reescrito em termos do vetor ampliado
(X,Y,U,Z), onde (X,Y) sdo as variaveis de interesse e (U, Z) sao as variaveis latentes.

Sejam (1, y1,U1,21),- -+, (Tn, Yn, Un, 2n) Observagdes de uma amostra aleatoria proveniente da f.p.
(4.6). Seja Dy = {ie{1,2,...,n}: (zi,vi,u;) = (0,0,0)} o conjunto de zeros na amostra. Assim a

funcdo de verossimilhanga baseada nos dados ampliados A = (z,y, z,u) é

Z (zi — u;) Z (yi — u;) Z Ui (5.5)

La(8) ws(l o w)”_sAZfDO e~ (=X /\éﬁDo e—(n—S),\Q)\ééDo e—(n—S))\g’

sendo z;,y; = 0,1,...,u; =0,1,...,min(z;,y;), 2z = 0,1, S = Z zie 0 = (w, A1, A2, A\3).
1€Dg
A funcdo de verossimilhanga (5.5) sugere as seguintes distribuigbes a priori independentes para

w,/\l,)\g (S} )\3

(W) —fmwa_l(l - w)b_l, a,b>0,

B el g
Ai = 2 A R iy Mi ’
(i) o) e ai, B3 >0

onde I'(.) é a fungdo gamma e o, (;,a,b, para i = 1,2, 3, s@o hiperpardmetros conhecidos.

Assim, considerando as prioris independentes, a distribuicao a priori conjunta é descrita como
(W, A1y A2, Ag) o w1 — w)P7ING e Ah\g2ml o =fada yas =l o =Bads (5.6)

Combinando a func¢ao de verossimilhanga dada em (5.5) e a distribui¢do a priori conjunta (5.6),

obtém-se a distribui¢do a posteriori conjunta para § dado A = (x,y, z,u) expressada como

W(&‘A) . wS-i—a—l(l . w)n—S-ﬁ-b—l/\ZieDo (xifui)Jral*le—(n—S-&-,&))\l )\ZiéDo(yifui)+a271€—(n—5+ﬂ2)/\2
1 2 (5 7)

igpg vites—l _(n_gygx
H 3)1\3
X A3 e .

Da distribuigao a posteriori conjunta (5.7) temos as distribuigdes condicionais completas necessérias
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para aplicar o algoritmo Gibbs sampling com dados ampliados dadas por
w|A1, A2, Az, A ~ Beta (S +a,n— S +b);

A1|w, A2, A3, A ~ Gamma Z(:Ui—ui)—i—al,n—S—i—ﬂl :
i¢ Do

A2jw, A1, Az, A ~ Gamma Z(yi—ui)+a2,n—5’+ﬁg ;
i¢ Do

Ag|w, A1, A2, A ~ Gamma Z u; +ag,n— S+ B3
i¢Do

E conveniente notar que z; = 0 sempre que i ¢ Dy, pois caso (z;,vi,u;) # (0,0,0) entdo a observacio
i nao é proveniente da distribuigao degenerada em (0,0,0). Assim, a f.p. condicional da variavel latente

Ui, para i ¢ Dy é dada por

U=uX=x,Y=y,Z=0,9)
X=x,Y=y,U=u,Z=0|9)

p(u’X,y,Z = 076) =P
x P

—

I
A::

=1
ey (@i — uil)(yi — us!)us!

X

.

Il
—

1 Az \ "
(xi — ul)'(yz — UZ)'UZ' )\2)\1 ’

)

com u; = 0,...,min(z;, y;). Quando i € Dy, tem-se que P(U; = u;|X; = x4, Y; = yi, Z; = 1,8) = Loy (w;).
Por outro lado, para ¢ € Dy, a variavel aleatoria Z; condicionada a X; = x;,Y; = y;, U; = u; e & tem

distribui¢ao de Bernoulli com parametro p(d) dado por

P(X; =z, Y; = y;, Ui = w4, Z; = 1]0)
P(X; = 2, Y = i, Ui = u;/0)

w
wH (1 —w)e e’

Como S = Z Z;, entao a distribuicdo condicional de S dado X = x,Y = y,U = u e § é Binomial

i€Dg
n

com parametros ng e p(d), em que ng = Z I{(0,0)} (i, yi) € 0 nlimero de zeros na amostra.

Portanto, o algoritmo Gibbs sampling_com dados ampliados é dado por:
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Passo 1: inicialize o contador t = 0;
Passo 2: especifique valores iniciais §(9) = (w(o), )\50), )\(0), )\éo) );
Passo 3: facat =1+ 1;

Passo 4: gere valores para u) e s® a partir das distribui¢des condicionais
UY ~plulx,y, z=0,6""Y),
S® ~ Binomial (no,p(é(t_l))> ;
Passo 5: gere os valores de () como

w® ~ Beta (S(t) +a,n— st 4+ b) ,

)\gt) ~ Gamma Z (x; — ugt)) +a,n — s® 4 61,
i¢ Do

)\gt) ~ Gamma Z (yi — ugt)) +ag,n— s+ By |,
i¢ Do

)‘:(;t) ~ Gamma Z ugt) +az,n—sb 4 B3
i¢ Do

Passo 6: retorne para o passo 3 até obter a convergéncia.

5.4 Aplicacao

A fim de ilustrar a analise bayesiana dos modelos PB e BZIP, utilizamos os dados reais apresentados
na Tabela 2.1 e discutidos na Segao 2.5. Para obter amostras da distribui¢ao a posteriori de cada modelo
e calcular as estimativas bayesianas dos parametros, utilizamos os métodos MCMC, particularmente o
algoritmo Gibbs sampling com dados ampliados, o qual foi desenvolvido no software R.

Considerando a metodologia apresentada na Segao 5.2, adotamos distribuigoes a priori nao informati-
vas, isto é distribuigdes com variancias grandes, para os parametros \; ~ Gamma(a;, 5;), para i =1,2,3
com hiperparametros «; = 3; = 0.005.

Partindo de diferentes valores iniciais, foram geradas duas cadeias de 200.000 iteragdes. A convergéncia
das cadeias foi verificada através do critério de convergéncia de Gelman & Rubin (1992) e pela analise
grafica de suas médias ergbdicas dadas na Figura 5.1, onde a trajetéria das médias ergddicas apresenta
um comportamento estavel ao longo das iteragoes indicando a convergéncia das cadeias. Destas cadeias
foram descartadas as 30.000 primeiras como burn-in e considerando um salto de tamanho 50, para evitar
a autocorrelacao entre os valores gerados, resultando em uma amostra final de tamanho 3.400 para cada

cadeia.
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Figura 5.1: Médias ergbdicas das cadeias ao longo das iteragoes

A partir de uma das cadeias, obtém-se o sumério a posteriori dos parametros do modelo PB dado na
Tabela 5.1 e os graficos da Figura 5.2. Estes gréaficos apresentam as densidades marginais a posteriori do

modelo PB e a autocorrelagao da cadeia gerada, é observa-se que os valores da cadeia sao independentes.

Tabela 5.1: Sumério a posteriori dos paradmetros do modelo PB

Desvio Intervalo de

Parametro Média padrao credibilidade de 95%
A1 0,7805 0,198 [0,68; 0,87]
Ao 1,0720 0,295 [0,96; 1,17]

A3 0,2263 0,123 [0,14; 0,30]
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Figura 5.2: Densidades marginais a posteriori do modelo PB e autocorrelagao da cadeia gerada

Para a obtencao da distribuicao a posteriori do modelo BZIP, adotamos as respectivas prioris nao
informativas, \; ~ Gamma(«;, 3;), parai = 1,2,3 e w ~ Beta(a, b) com hiperparametros a; = 3; = 0.005
ea=b=1.

A partir das distribuigbes condicionais completas da Secao 5.3, geramos duas cadeias de 200.000
iteragoes, com diferentes valores iniciais. A convergéncia das cadeias foi verificada através do critério de
convergéncia de Gelman & Rubin (1992) e pela anélise grafica das suas médias ergodicas dadas na Figura
5.3, onde a trajetoria das médias ergddicas apresenta um comportamento estavel ao longo das iteragoes
indicando a convergéncia das cadeias. Destas cadeias foram descartadas as 8.000 primeiras como burn-in
e considerando um salto de tamanho 160, para evitar a autocorrelagao entre os valores gerados, resultando

uma amostra final de tamanho 1.200 para cada cadeia.
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Figura 5.3: Médias ergbddicas das cadeias geradas ao longo das iteragoes

A partir de uma das cadeias, obtém-se o sumario a posteriori dos parametros do modelo BZIP dado

na Tabela 5.2 e os graficos da Figura 5.2. Estes graficos apresentam as densidades marginais a posteriori

do modelo BZIP e a autocorrelagdo da cadeia gerada, em que se observa que os valores da cadeia sao

independentes.

Tabela 5.2: Sumério a posteriori dos parametros do modelo BZIP

Desvio
Parametro Média padrao

Intervalo de
credibilidade de 95%

w 0,07
A1 0,92
Ao 1,25
A3 0.17

0,027
0,411
0,977
0,459

[0,03; 0,10]
[0,79; 1,05]
[1,09; 1,37]
[0,06; 0,24]
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Capitulo 6

Conclusoes e Propostas Futuras

Neste trabalho foram apresentadas inicialmente as distribuicoes PB e PGB, suas propriedades bésicas,
assim como métodos inferenciais para os pardmetros. A construcao destas distribui¢oes é baseada no
método da reducao trivariada, que torna suas distribui¢oes marginais positivamente correlacionadas.

Para ilustrar os métodos, consideramos um conjunto de dados reais sobre acidentes de 6nibus ocorridos
com 708 motoristas ao norte da Irlanda, durante os periodos 1952 — 53 e 1954 — 55. Os ajustes dos
modelos a este conjunto de dados foram ilustrados a partir da comparagao entre frequéncias observadas
e esperadas. O teste da razao de verossimilhanga e os critérios de selegao AIC e BIC permitiram concluir
que os modelos que nao incorporam dependéncia entre as suas distribuicbes marginais sao inadequados
para o conjunto de dados em questao. Para a comparagao entre os dois modelos discutidos, novamente
considerou-se o teste da razao de verossimilhanga e os critérios de selecao AIC e BIC, sendo que por todos
estes critérios o modelo PGB mostrou-se o mais adequado para este conjunto de dados.

Observamos que o conjunto de dados reais discutido apresenta uma quantidade de zeros excessiva,
0 que motivou a inclusdo da distribuicdo BZIP neste trabalho. O método de méxima verossimilhanca
foi utilizado para estimar os parametros desta distribui¢do. No entanto, nao foi possivel obter os esti-
madores de méaxima verossimilhanga explicitamente, devido a complexidade das expressoes envolvidas.
Consideramos entao o algoritmo EM para obter a estimativas dos parametros. Neste caso, a obtengao
das expressoes dos passos E e M do algoritmo foram relativamente simples. Através do teste da razao
de verossimilhanga, concluimos que modelos particulares a distribuicao BZIP nao sao adequados para o
conjunto de dados em questao.

Os ajustes dos modelos PB, PGB e BZIP aos dados foram ilustrados a partir da comparagao entre as
frequéncias observadas e esperadas. Para a comparag@o entre estes trés modelos utilizamos os critérios
de selecao de modelos AIC e BIC, que sugerem que o modelo BZIP é o mais adequado.

Especificamente, para os modelos PB e BZIP, apresentamos uma metodologia para a realizagao da
inferéncia bayesiana, conduzida por meio do algoritmo Gibbs sampling com dados ampliados. Portanto,
a inclusao de variaveis latentes na modelagem simplificou a tarefa de fazer inferéncia sobre os parametros.

Como sugestao para desenvolvimentos futuros, listamos a seguir algumas possibilidades:

e Os modelos bivariados discutidos tem a limitagao de apenas acomodar dependéncia positiva, sendo
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importante, desenvolver métodos capazes de modelar também a dependéncia negativa;

e Implementar métodos inferenciais para o modelo Poisson generalizado bivariado com inflagao de

Z€ros;

e Estudar uma classe de modelos bivariados mais geral, como por exemplo, a classe das distribuig¢oes

series de poténcias bivariadas inflacionadas de zeros discutida em Krishna & Tukaram (2011).



Referéncias

Aitken, A. (1936). A further note on multivariate selection. Proceedings of the Edinburgh Mathematical
Society (Series 2), 5(1), 37-40.

Akaike, H. (1974). A new look at the statistical model identification. IEEE Transactions on Automatic
Control, 19(6), 716-723.

Albert, J. H. & Chib, S. (1993). Bayesian analysis of binary and polychotomous response data. Journal
of the American statistical Association, 88(422), 669-679.

Arab, A., Holan, S. H., Wikle, C. K. & Wildhaber, M. L. (2011). Semiparametric bivariate zero-
inflated Poisson models with application to studies of abundance for multiple species. ArXiv preprints
:1105.8169.

Bayarri, M., Berger, J. O. & Datta, G. S. (2008). Objective bayes testing of Poisson versus inflated
Poisson models. Pushing the Limits of Contemporary Statistics: Contributions in honor of Jayanta K.

Ghosh. IMS Collections, 3, 105—121.

Campbell, J. (1934). The Poisson correlation function. Proceedings of the Edinburgh Mathematical
Society, 4(1), 18-26.

Cassela, G. & George, 1. (1992). Explaining the gibbs sampler. The American Statistician, 46, 167-174.

Consul, P. C. & Jain, G. C. (1973). A generalization of the Poisson distribution. Technometrics, 15(4),
791-799.

Cresswell, W. L. & Froggatt, P. (1963). The causation of bus driver accidents; an epidemiological study.

Dempster, A. P., Laird, N. M. & Rubin, D. B. (1977). Maximum likelihood from incomplete data via the
EM algorithm. Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), 39(1), 1-38.

Diebolt, J. & Robert, C. P. (1994). Estimation of finite mixture distributions through Bayesian sampling.
Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), 56(2), 363-375.

Famoye, F. & Consul, P. (1995). Bivariate generalized Poisson distribution with some applications.
Metrika, 42(1), 127-138.

o8



59

Gelman, A. & Rubin, D. B. (1992). Inference from iterative simulation using multiple sequences. Statistical
science, 7(4), 457-472.

Ho, L. L. & Singer, J. d. M. (2001). Generalized least squares methods for bivariate Poisson regression.
Communications in Statistics-Theory and Methods, 30(2), 263-277.

Holgate, P. (1964). Estimation for the bivariate Poisson distribution. Biometrika, 51(1-2), 241-245.

Johnson, N. L., Kemp, A. W. & Kotz, S. (2005). Univariate discrete distributions, volume 444. John
Wiley & Sons.

Jung, R. C. & Winkelmann, R. (1993). Two aspects of labor mobility: a bivariate Poisson regression
approach. Empirical Economics, 18(3), 543-556.

Karlis, D. & Ntzoufras, I. (2005). Bivariate Poisson and diagonal inflated bivariate Poisson regression
models in R. Journal of Statistical Software (to appear), 14, 1-36.

Karlis, D. & Ntzoufras, J. (2003). Bayesian and non-bayesian analysis of soccer data using bivariate

Poisson regression models. In 16th Panhelenic Conference in Statistics. Kavala, volume 20.

Karlis, D. & Tsiamyrtzis, P. (2008). Exact bayesian modeling for bivariate Poisson data and extensions.
Statistics and Computing, 18, 27-40.

Kawamura, K. (1973). The structure of bivariate Poisson distribution. Kodai Mathematical Seminar
Reports, 25, 246-256.

Kawamura, K. (1985). A note on the recurrent relations for the bivariate Poisson distribution. Kodai
Mathematical Seminar Reports, 8, 7T0-78.

Kocherlakota, S. & Kocherlakota, K. (1992). Bivariate discrete distributions, volume 132. CRC Press.
Kocherlakota, S. & Kocherlakota, K. (2001). Regression in the bivariate Poisson distribution. 30, 815-825.

Krishna, P. M. & Tukaram, S. D. (2011). Bivariate zero-inflated power series distribution. Applied
Mathematics, 2(7), 824-829.

Lai, C. (1995). Construction of bivariate distributions by a generalised trivariate reduction technique.
Statistics € probability letters, 25(3), 265-270.

Lambert, D. (1992). Zero-inflated Poisson regression, with an application to defects in manufacturing.
Technometrics, 34(1), 1-14.

Li, C. S., Lu, J. C., Park, J., Kim, K., Brinkley, P. A. & Peterson, J. P. (1999). Multivariate zero-inflated

Poisson models and their applications. Technometrics, 41(1), 29-38.

Majumdar, A. & Gries, C. (2010). Bivariate zero-inflated regression for count data: a bayesian approach

with application to plant counts. The international journal of biostatistics, 1, 1-26.



60

McLachlan, G. & Krishnan, T. (2007). The EM algorithm and extensions, volume 382. John Wiley &

Sons.

Ridout, M., Demétrio, C. G. & Hinde, J. (1998). Models for count data with many zeros. In Proceedings
of the XIXth International Biometric Conference, volume 19, pages 179-192.

Schwarz, G. (1978). Estimating the dimension of a model. The annals of statistics, 6(2), 461-464.

Stern, J. & Zacks, S. (2002). Testing the independence of Poisson variates under the holgate bivariate
distribution: the power of a new evidence test. Statistics € probability letters, 60, 313-320.

Tanner, M. A. & Wong, W. H. (1987). The calculation of posterior distributions by data augmentation.
Journal of the American statistical Association, 82(398), 528-540.

Teicher, H. (1954). On the multivariate Poisson distribution. Scandinavian Actuarial Journal, 1954(1),
1-9.

Tsionas, E. G. (1999). Bayesian analysis of the multivariate Poisson distribution. Commaunications in
Statistics-Theory and Methods, 28(2), 431-451.

Van den Broek, J. (1995). A score test for zero inflation in a Poisson distribution. Biometrics, 51(2),
738-743.

Vernic, R. (1997). On the bivariate generalized Poisson distribution. Astin Bulletin, 27, 23-32.

Walhin, J. F. (2001). Bivariate zip models. Biometrical Journal, 43(2), 147-160.



	Lista de Abreviaturas
	Introdução
	Definições preliminares
	Variáveis aleatórias discretas univariadas
	Variáveis aleatórias discretas bivariadas

	Métodos de estimação
	Método dos momentos
	Método de máxima verossimilhança
	Algoritmo EM

	Critérios de seleção
	Objetivo do trabalho
	Organização do trabalho

	Distribuição Poisson Bivariada de Holgate
	Distribuição Poisson univariado
	Distribuição Poisson bivariada de Holgate
	Estimação pontual
	Método dos momentos 
	Método de máxima verossimilhança

	Teste de hipótese
	Teste de independência

	Aplicação

	Distribuição Poisson Generalizada Bivariada
	Distribuição Poisson generalizada
	Distribuição Poisson generalizada bivariada
	Estimação pontual
	Método dos momentos
	Método de máxima verossimilhança

	Teste de hipótese
	Teste de independência
	Teste para a distribuição PB

	Aplicação

	Distribuição Poisson Bivariada Inflacionada de Zeros
	Distribuição Poisson inflacionada de zeros
	Distribuiçao Poisson bivariada inflacionada de zeros
	Estimação pontual
	Método de máxima verossimilhança
	Função de verossimilhança baseada nos dados aumentados
	Estimação via algoritmo EM

	Teste de hipótese
	Teste de hipótese para o parâmetro de inflação
	Teste para a distribuição ZIPD
	Teste para a distribuição PD

	Aplicação

	Abordagem Bayesiana dos Modelos PB e BZIP 
	Introdução
	Distribuição a posteriori do modelo PB a partir de dados ampliados
	Distribuição a posteriori do modelo BZIP a partir de dados ampliados
	Aplicação

	Conclusões e Propostas Futuras

