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Resumo

Dados correlacionados com estrutura nao linear sao comuns em bioestatistica, es-
tudos farmacocinéticos e longitudinais. Modelos mistos nao lineares sao ferramentas
lteis para se analisar esses tipos de problemas. Nesta dissertacao, propoe-se uma ge-
neralizacao desses modelos, chamada de modelo misto semiparamétrico parcialmente
nao linear (MMSPNL), com uma fun¢ao ndo paramétrica para se modelar a média da
variavel resposta. Assume-se que a média da variavel de interesse é explicada por uma
funcao nao linear, que depende de parametros de efeitos fixos e varidveis explicativas,
e por uma funcao nao paramétrica. Tal funcao nao paramétrica possui grande flexibi-
lidade, permitindo uma melhor adequacao a forma funcional que subjaz aos dados. Os
efeitos aleatorios sao incluidos linearmente ao modelo, o que simplifica a expressao da
distribuicao da variavel resposta e permite considerar a estrutura de correlacao intra
grupo. E assumido que os erros aleatorios e efeitos aleatérios conjuntamente seguem
uma distribuicao normal multivariada. Em relacao a funcao nao paramétrica, utiliza-se
a técnica de suavizacao com P-splines. A metodologia para se obterem as estimativas
dos parametros ¢ o método de maxima verossimilhanca penalizada. Os efeitos aleatorios
podem ser obtidos usando-se o método de Bayes empirico. A qualidade do modelo e
a identificacao de observacoes aberrantes é verificada pelo método de influéncia local e
por andlise de residuos. O conjunto de dados farmacocinéticos, em que o antiasmatico
theophylline foi administrado a 12 sujeitos e concentracoes séricas foram tomadas em 11
instantes de tempo durante as 25 horas (apos ser administrado), foi reanalisado com o

modelo proposto, exemplificando seu uso e propriedades.

Palavras-chave: modelos mistos nao lineares; modelos semiparamétricos; suavizacao;

influéncia local; P-splines.



Abstract

Correlated data sets with nonlinear structure are common in many areas such as bi-
ostatistics, pharmacokinetics and longitudinal studies. Nonlinear mixed-effects models
are useful tools to analyse those type of problems. In this dissertation, a generalization
to this models is proposed, namely by semiparametric partially nonlinear mixed-effects
model (MMSPNL), with a nonparametric function to model the mean of the response
variable. Tt assumes that the mean of the interest variable is explained by a nonlinear
function, which depends on fixed effects parameters and explanatory variables, and by
a nonparametric function. Such nonparametic function is quite flexible, allowing a bet-
ter adequacy to the functional form that underlies the data. The random effects are
included linearly to the model, which simplify the expression of the response variable
distribution and enables the model to take into account the within-group correlation
structure. It is assumed that the random errors and the random effects jointly follow a
multivariate normal distribution. Relate to the nonparametric function, it is deal with
the P-splines smoothing technique. The methodology to obtain the parameters estima-
tes is penalized maximum likelihood method. The random effects may be obtained by
using the Empirical Bayes method. The goodness of the model and identification of
potencial influent observation is verified with the local influence method and a residual
analysis. The pharmacokinetic data set, in which the anti-asthmatic drug theophylline
was administered to 12 subjects and serum concentrations were taken at 11 time points
over the 25 hours (after being administered), was re-analysed with the proposed model,

exemplifying its uses and properties.

Key words: nonlinear mixed-effects models; semiparametric models; smoothing; lo-

cal influence; P-splines.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos nao lineares sao ferramentas uteis para se analisarem dados que apresen-
tam relacao nao linear entre as covariaveis e as variaveis respostas, ao considerarem
expressoes matematicas para explicar o mecanismo gerador dos dados. Como vantagem
desses modelos tem-se a interpretacao dos parametros e bons resultados na predicao da
variavel resposta fora do dominio dos dados observados (Pinheiro & Bates 2000). Por
outro lado, ha que se considerar também que esses modelos apresentam dificuldades
encontradas, por exemplo, no processo de estimacao, uma vez que em geral as estimati-
vas dos parametros nao possuem solugao analitica e tornam-se necessarias aproximacoes
numéricas.

Dados com medidas repetidas, caracterizados pela correlacao entre observacoes in-
traunidade experimental, também podem apresentar relacao nao linear entre a variavel
resposta e os parametros. Para modelar a correlacao intraunidade experimental uma
possibilidade ¢ considerar modelos com efeitos aleatorios. Davidian & Giltinan (1995)
apresentam o modelo nao linear com efeitos aleatorios, que sao uteis para se estudarem
tais dados. Nesse caso, a varidvel resposta é explicada por uma funcao nao linear nos
parametros e nos efeitos aleatérios. A dificuldade desses modelos é a necessidade de
integracoes numéricas para se obter a distribui¢do da variavel resposta (modelo mar-
ginal). Uma alternativa ¢ considerar o modelo misto parcialmente nao linear (Vonesh
& Carter 1992) em que os efeitos aleatorios sao incluidos linearmente. Neste trabalho
assume-se que os erros e efeitos aleatorios seguem uma distribuicao normal. A vantagem
dessa formulacao surge ao passo em que o modelo marginal é obtido de forma direta
por propriedades da distribuicao normal. Porém, os efeitos aleatorios nao possuem a
mesma interpretagao dos parametros. Russo (2010) estende esse modelo considerando
distribuicoes elipticas, que fornecem estimativas robustas para os parametros e podem
acomodar observacoes aberrantes.

Ke & Wang (2001) apresentam um modelo semiparamétrico misto nao linear em que
a variavel resposta é explicada por uma funcao que pode ser nao linear com relacao

a parametros, funcao nao paramétrica e efeitos aleatérios. Assim, torna-se necessério



utilizar aproximagoes numeéricas para se obter o logaritmo da fungao de verossimilhanca
para o modelo marginal. A complexidade desse modelo dificulta o processo de estimacao
e inferéncia, tanto dos parametros de efeitos fixos quanto da fung¢ao nao paramétrica.
Elmi et al. (2011) desenvolveram um método alternativo para ajustar o modelo apre-
sentado por Ke & Wang (2001), modelando a fun¢ao ndo paramétrica por meio de
B-splines. Esse fato fornece vantagens computacionais na estimagao dos parametros.
Ibacache-Pulgar et al. (2012) desenvolveram os modelos mistos lineares semiparamétri-
cos aditivos considerando distribuicoes elipticas para as componentes aleatorias.

Desta forma, propoe-se o modelo misto semiparamétrico parcialmente nao linear
que pode ser visto como generalizacao direta do modelo proposto por Vonesh & Car-
ter (1992), ao incluir uma fungdo ndo paramétrica para modelar a média da variavel
resposta. Os parametros fornecem um resumo interpretavel dos dados e a funcao nao
paramétrica fornece flexibilidade com relacao a forma funcional que subjaz aos dados.

Além disso, desenvolve-se o método de influéncia local, proposto por Cook (1986),
para o modelo misto semiparamétrico parcialmente nao linear. Em particular, sera
considerada a curvatura normal conformal (Poon & Poon 1999), ao invés da curvatura
normal, que é invariante sob reparametrizagoes conformais e é uma medida padroni-
zada. Essa técnica de diagnodstico propoe um enfoque geométrico para se verificarem as
variacoes que pequenas perturbagoes nos dados ou nos pressupostos do modelo podem
causar nas estimativas dos parametros. Alguns trabalhos relacionados a esse método
na literatura sdo citados a seguir. Russo et al. (2009) realizaram estudo de influéncia
local para o modelo misto parcialmente nao linear com distribuicoes elipticas. Osoério
et al. (2007) desenvolveram o método de influéncia local para modelos mistos lineares
aplicados a dados com estrutura longitudinal. Ibacache-Pulgar et al. (2012) realizaram
estudos de influéncia local para o modelo misto semiparamétrico aditivo considerando
distribuicoes elipticas para as componentes aleatorias.

A organizacao desta dissertacao estd descrita a seguir. Apods esta introducao, no
Capitulo 2 é apresentada uma visao geral da teoria de modelos nao lineares mistos
paramétricos, destacando-se as vantagens e desvantagens. No Capitulo 3 é apresentado
o modelo misto semiparamétrico parcialmente nao linear e sao realizadas discussoes
importantes sobre os métodos de estimacao e inferéncias. No Capitulo 4 é desenvolvido
o método de influéncia local para o modelo proposto. No Capitulo 5 é apresentada a
andlise do conjunto de dados farmacocinéticos theophylline, em que o antiasméatico foi
administrado a 12 sujeitos e 11 medidas dessa substancia foram tomadas nas 25 horas
seguintes. No Capitulo 6 tem-se a discussao do estudo realizado e indicacao de propostas

futuras.



Capitulo 2

Modelos nao lineares com efeitos

mistos

Neste capitulo é apresentada uma visao geral da teoria de modelos nao lineares com
efeitos aleatorios. Na Secao 2.1 sao discutidas possiveis aplicacoes e alguns trabalhos
relacionados a essa classe de modelos. Na Secao 2.2 é definido o modelo nao linear com
efeitos mistos, de duas formas distintas, ressaltando-se as vantagens e desvantagens de
se trabalhar com cada modelo. Na Secao 2.3 sao apresentadas as equacoes obtidas de
estimacao baseadas no logaritmo da fungao de verossimilhanca e é apontado o algoritmo
escore de Fisher para se obterem as estimativas de maxima verossimilhanga dos parame-
tros associados ao modelo apresentado. Na Secao 2.4 é apresentado o método de Bayes

empirico para predicao dos efeitos aleatorios.

2.1 Introducao

Dados com medidas repetidas, comuns em bioestatistica, tais como dados farma-
cocinéticos e dados de crescimento, sao, em geral caracterizados por uma relacao nao
linear entre as covariaveis e a variavel resposta. Podem-se considerar modelos de regres-
sao polinomial que apresentam bons ajustes aos dados. Porém, muitas vezes estes nao
permitem interpretacao dos parametros e podem apresentar problemas para predi¢ao
da variavel resposta para valores do dominio dos dados além do intervalo (ou regiao)
a que pertencem os dados observados. Uma alternativa sao os modelos nao lineares
que visam descrever a mecanica geradora da resposta e, portanto, possuem parametros
interpretaveis. Além disso, esses modelos possuem boa capacidade de predi¢ao para
valores do dominio dos dados além dos observados, ja que levam em consideragao o
mecanismo gerador dos mesmos. Dados com medidas repetidas requerem modelos que
levem em consideragao a estrutura de correlacao existente nas observacoes intraunidade

experimental. Modelos com efeitos mistos desempenham bem essa funcao ao adiciona-



rem efeitos aleatorios ao modelo. Dessa forma, modelos nao lineares com efeitos mistos
sao lteis para se analisarem esses dados, uma vez que modelam tanto seu mecanismo
quanto a estrutura de correlacao intraunidade experimental.

Existem diversas maneiras de se formularem esses modelos. Lindstrom & Bates
(1990) e Pinheiro & Bates (2000) consideram o caso em que os parametros de efeitos
fixos e efeitos aleatorios sao incorporados de forma nao linear. A dificuldade em utilizar
essa formulacao vem do fato de que as inferéncias sao baseadas no modelo marginal que,
em geral, nao possui solucao analitica. Dessa forma, é necessario realizar aproximagcoes
numeéricas para o logaritmo da funcao de verossimilhanca, o que resulta em perda da
capacidade de predicao do modelo. Uma alternativa é considerar o modelo apresentado
em Vonesh & Carter (1992), em que a variavel resposta é explicada por uma funcao
nao linear nos parametros fixos e uma forma linear nos efeitos aleatérios. Nesse caso,
a distribui¢do marginal da varidvel resposta é conhecida e as inferéncias podem ser
realizadas de maneira direta. Neste capitulo sera considerado principalmente o altimo
modelo, considerando que o vetor de erros é independente do vetor de efeitos aleatérios

e que ambos seguem uma distribuicao normal multivariada.

2.2 Especificacao do modelo

Seja y; = (Yit, - - Yim,) " 0 vetor de observagoes do i-ésimo individuo (i = 1,...,n).

O modelo nao linear usual com efeitos mistos é representado por

yi = n;(b;, X)) + €4,

(2.1)
¢; = AiB + Zu;,

em que 1;(¢;,%;) = (Mi(Ps1,Xi1), - - Mi(Piy,» Xim,)) | € uma funcao nao linear do vetor
de parametros ¢,, com ¢; = (¢;q, - - . ¢imi)T que depende das matrizes de planejamento
A= (Ay,.. ., A" e Zi = (Za, ..., Zip,)" com dimensdes m; X p e m; X q, res-
pectivamente, 3 = (B1,...,5,)" € o vetor de parametros referentes aos efeitos fixos,
u; ¢ um vetor ¢g-dimensional de efeitos aleatorios, x; = (X;1, - .., Xim,) ¢ uma matriz de
covariaveis e €; = (&;1,...,Eim,) € 0 vetor de erros aleatorios.

Denote por N,(u,¥) a distribui¢do normal multivariada com vetor de médias p

n-dimensional e matriz de variancias-covariancias X, ,. E comum supor que

2
u;, ~N,(0,Q) e & ~N,(0,0°1,,)
sao mutuamente independentes para ¢ = 1,...,n, em que Q é a matriz varidncias-
covariancias de u; e I,,, representa a matriz identidade de dimensao m;.

As estimativas de méaxima verossimilhanca do modelo (2.1) sao baseadas na distri-



bui¢ao de probabilidades de y = (y1,...,yn)", que é fornecida por

p(y|B.0%Q) = / p(y, ul, 0>, Q)du (2.2)
- / p(y[u, B,0%)p(u|Q)du

em que u = (uy,...,u,) ", p(ylu,B3,0%) é a fungio densidade condicional de y dados
os efeitos aleatorios u e p(u|Q) representa a fungao de densidade de u. E conveniente
expressar a matriz de variancias-covariancias dos efeitos aleatorios na forma de um fator
de precisio relativa', A, tal que Q™' = 0>A " A (Pinheiro & Bates 2000, cap. 7).

Assim, é possivel expressar a funcao densidade de probabilidades de y como

2 A" lyi = m:(8, wi)[* + [[Au*
p(y|B,0%,A) = (o)) 2 H/exp{ 552 du; (2.3)

€111 que T’z(/BJ ui) = T’z((p(ﬁv ui)7Xi)'

Como m); pode ser nao linear nos efeitos aleatorios, a integral em (2.3) pode néo ter

solucao analitica. Para facilitar a maximizacao da funcao de verossimilhanca, diferentes
aproximacoes dessa equagao tém sido propostas (vide, por exemplo, Pinheiro & Bates
2000, pag. 313). Um desses métodos, considerado por Vonesh & Carter (1992), consiste
em realizar uma expansao de Taylor de primeira ordem da func¢ao n,;(¢,,x;) em torno
de u; = 0. Levando-se em conta que para cada i € {1,...,n} a forma funcional de n,
é a mesma, faz sentido considerar n,(¢;,x;) = n(®;,x;). Assim, essa aproximac¢ao do

modelo (2.1) é fornecida por
=n(B,x;) + Z;u] + ¢, (2.4)

em que
0¢; i=Aif

e u = u;, denominado modelo pseudo nao linear com efeitos mistos.

Esse modelo pode ser visto como um caso particular do proposto por Vonesh & Carter

(1992) denominado modelo de regressao nao linear com efeitos mistos generalizado
:7]</8,XZ)+ZZUZ+€Z, 1= 1,...,71, (25)

com 1n(B,x;) = (n(B,%xi1),--.,m(B,Xim;)) " uma funcio nao linear de B com dimensao
m; X 1, B vetor de parametros fixos, x; vetor de variaveis explicativas, Z; matriz de

planejamento®, &; = (g1, .. .,&im,) " e W; = (U, ..., uy) " sao os vetores de erros e efeitos

1Se Q for positiva definida, entdo A existe, mas nio é tinica.
2Exemplos de estruturas para a matriz Z; sdo apontados na pagina 14.



aleatorios, respectivamente, mutuamente independentes. Neste trabalho o modelo (2.5)
serd referido como modelo misto parcialmente nao linear. Vonesh & Carter (1992)
consideram o modelo (2.5) supondo que os erros e efeitos aleatorios sdo independentes
e seguem uma distribuicdo normal. Russo (2010) generaliza o ultimo modelo supondo
distribuicoes elipticas para as componentes aleatoérias, que possibilitam ao modelo, maior
capacidade de acomodar observacoes aberrantes. Neste trabalho sera dada énfase ao
modelo (2.5) em que os erros e efeitos aleatorios sdo mutuamente independentes e seguem

uma distribuicao normal, o que equivale a supor que

( Yi ) ind. Ninitq (( n(ﬁaxi) > , [ ZiQZiT —:—UzImi 49 ]) ) (2.6)

i=1,...,n. Como vantagem da formulagdo (2.5) e (2.6) tem-se que a distribuigdo de
probabilidades de y é obtida de maneira direta pelas propriedades da distribuicao normal
multivariada, o que facilita a maximizacao da funcao de verossimilhanca. Pela mesma
razao, a distribuicao de probabilidades dos efeitos aleatérios u; dado y; é facilmente
determinada, o que permite predizer os efeitos aleatorios pelo método Bayes empirico.
Além disso, tal formulacao preserva a média da distribuicao da variavel resposta em sua

forma original nao linear e possibilita a inclusao da correlagao intragrupo.

2.3 Estimacao de maxima verossimilhanca

A componente da fun¢ao de log-verossimilhanca Z Li(y:;x;, 3,3;) para o modelo
i=1
(2.6), associada ao grupo i é fornecida por

L = — 5 1og |33 + lvi — (8, %) = Iy — (B, x:) .7

parai=1,...,n, em que ¥; = Z;,QZ/ + 0°1,,,. O vetor de parametros a ser estimado
é definido como 6 = (BT,O'Q,TT)T, em que T é o vetor com elementos da matriz Q.
Defina v = 02 ey, = 75, j = 1,...,t. Os elementos da fungao escore (Russo et al.
2009) para @ = (8" ,70,...,7)" = (8",4")" sdo dados por

Us = > J/E'rie
=1
U, = (U,,...,U,)", com

1 < : .
U, = =52 o [E080)] - =0E T )E



€m que r; = (Yi - 7’](599’)% Ji = 8n(ﬁ,xi)/8aT € Ez(]) = 821'/8%& J=0,...,t i=
1,...,n.

A matriz de informacao de Fisher para 6 é dada por

K 0
Koo = & : (2.8)
0 K,

em que

Ko = > J/5'3
i=1
K,, = [K, ..], cujo (r,s)-ésimo elemento ¢ dado por

1 & . .
Ky = EZtr[Ei’lEi(r)Zi’lEi(s)].
i=1

As estimativas de maxima verossimilhanca para @ podem ser obtidas com o algoritmo

escore de Fisher, que é dado por

By = Buy + Koslw Usw
ﬁ/(k—',-l) = '3’(k) + [va]@l)Uv(k)

para k = 0,1,2,... As estimativas iniciais & e (o) podem ser as estimativas de

minimos quadrados, que podem ser obtidas utilizando-se a func@o nls do R.

2.4 Predicao dos efeitos aleatoérios

A predigao dos efeitos aleatorios no modelo (2.5) é realizada utilizando-se o método
de Bayes empirico, que consiste em predizer u; pela sua média condicional, dadas as
respostas y;, i@ = 1,...,n. Pela suposicao feita em (2.6), segue, por propriedades da

distribui¢ao normal multivariada (Muirhead 1982, cap.1), que
wly; ~ No(QZ = (v — n(8,x)), Q — QZ/ 27'Z,Q).

Para X; fixada, a predicao dos efeitos aleatoérios u; usando-se o método de Bayes empirico

é dada por
U = Elwly] = QZ 7 (yi — n(8, %)) (2.9)

Como 3X; é desconhecida, ¢ usual substitui-la por sua estimativa de maxima verossimi-

lhanca. Portanto, a predi¢ao de y; é fornecida por



que pode ser interpretada como uma média ponderada do perfil populacional n(3, x;) e
AN A_l AN A_l .
dos dados observados y;, com pesos 62X, e (I,,, — 02X, ), respectivamente.
No capitulo seguinte ¢ proposta uma generalizacao do modelo misto parcialmente
nao linear ao se adicionar uma funcao nao paramétrica para modelar a média da variavel

resposta.



Capitulo 3

Modelo mistos semiparamétrico

parcialmente nao linear

Neste capitulo é proposta uma generalizacao do modelo desenvolvido por Vonesh &
Carter (1992), a qual neste trabalho é designada modelo misto semiparamétrico par-
cialmente nao linear. Na Secao 3.1 serao discutidas a motivacao para esse modelo,
possiveis aplicacoes e alguns trabalhos relacionados. Na Secao 3.2 o modelo é definido
formalmente e aspectos relevantes sao discutidos. Na Secao 3.3 é apresentada a repre-
sentacao matricial para o modelo, para, na secao 3.5, se construir o logaritmo da func¢ao
de verossimilhanca penalizada. Na Secao 3.6 é apresentado o processo de estimacao dos

parametros referentes aos efeitos fixos e da funcao nao paramétrica.

3.1 Introducao

Modelos mistos nao lineares, como apresentados no Capitulo 2, sao ferramentas tteis
para se estudarem dados correlacionados que apresentam relacao nao linear entre as co-
variavies e a variavel resposta. Porém, esses modelos podem ser muito restritivos e certos
conjuntos de dados sao muito complexos e informativos para serem totalmente modela-
dos de forma paramétrica. Neste trabalho é proposto o modelo misto semiparamétrico
parcialmente nao linear (MMSPNL) (Machado & Russo 2013), que pode ser visto como
uma generalizacao direta do modelo misto nao linear apresentado por Vonesh & Carter
(1992) e, portanto, uma generaliza¢ao de varios outros modelos. Um MMSPNL assume
que a média da varidvel resposta pode ser explicada por uma funcao paramétrica nao
linear, com relagao aos parametros e as covariaveis, e uma funcao nao parameétrica. Os
parametros proporcionam um resumo interpretavel dos dados, enquanto a fungao nao
parameétrica fornece flexibilidade para deixar que os dados “decidam” sobre componentes
desconhecidos ou incertos, como a forma funcional da média da resposta ao longo do

tempo. Os efeitos aleatorios, usados para modelar a estrutura de variancias-covariancias
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dos dados, sao incluidos de forma linear, o que proporciona a vantagem de se obter o
modelo marginal de forma direta, sem que sejam necessarias integracoes numéricas. A
funcao nao paramétrica é aproximada usando-se suavizacao por B-splines. A funcao de
verossimilhanca penalizada baseada no modelo marginal ¢ utilizada para se estimarem
todos os parametros e a funcdo nao paramétrica. A penalidade é baseada no operador
de diferencas apresentado por Eilers & Marx (1996).

Ha poucos trabalhos envolvendo modelos mistos semiparamétricos nao lineares na
literatura. Ke & Wang (2001) apresentam um modelo misto semiparamétrico nao li-
near, em que a variavel resposta é explicada por uma funcao que pode ser nao linear
com relacao a parametros, funcao nao paramétrica e efeitos aleatoérios. Assim, torna-se
necessario utilizar aproximacoes numéricas para se obter a verossimilhanca para o mo-
delo marginal. A complexidade desse modelo dificulta muito o processo de estimacao
e inferéncia. Liu & Wu (2008) apresentam uma aplicacio desses modelos para dados
de HIV com dados perdidos ndo ignoraveis e com erros de medi¢do. Elmi et al. (2011)
desenvolvem um método alternativo para ajustar o modelo apresentado por Ke & Wang

(2001), baseando a suavizagao em termos de B-splines.

3.2 Especificacao do modelo

Considere uma amostra consistindo de n sujeitos e m; observagoes do i-ésimo sujeito
ao longo do tempo. Seja y;; (i =1,...,n;j =1,...,m;) a j-ésima resposta do i-ésimo
sujeito. O modelo misto semiparamétrico parcialmente nao linear (MMSPNL) assume a

seguinte forma
vi; = n(B, %) + f(tiy) + Zhw; + e, (3.1)

em que 7 ¢ uma funcao nao linear de B e x;;, x;; ¢ uma covaridvel que pode ser um
escalar ou um vetor, 3 = (31,...,3,)" é o vetor de parametros fixos e desconhecidos, Zi;
é um vetor conhecido relacionado aos efeitos aleatorios, w; = (u;, . .. ,uir)T é o vetor de
coeficientes de efeitos aleatorios associado ao i-ésimo sujeito, €;; sao os erros aleatorios,
f € uma funcao real univariada do tempo e ¢;; sao os instantes de tempo.

No modelo (3.1) os efeitos fixos, constituidos pelas componentes paramétricas e nao
paramétricas, sao utilizados para modelar o valor esperado da varidvel resposta y;;.
A fungdo f deve ser considerada como um parametro do modelo (3.1) assim como
B. A diferenga é que o 1dltimo pertence a um espago de dimensdo finita (usualmente
RP) enquanto f, sendo uma funcdo, pertence a um espago de dimensao infinita. No
processo de estimacao é preciso especificar a qual espaco f pertence. A escolha desse
espaco depende dos conhecimentos a priori sobre a funcao f, como o dominio, a forma
funcional, restri¢oes para garantir identificabilidade e propositos da analise (Ke & Wang

2001). Uma possibilidade é considerar que f é uma fun¢ao do espaco de Sobolev de
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ordem 2, ou seja, f € W?[a,b], em que

W?[a,b] = {f . f € C'a, b],/ab{f(z)(x)}zdx < oo} : (3.2)

e C'la,b] representa o conjunto das fungdes definidas no intervalo [a,b] que possuem
derivadas de primeira ordem continuas.

Segundo Reinsch (1967) e Silverman (1985), as estimativas de maxima verossimilhan-
¢a penalizada da funcao f pertencem a um espaco de dimensao finita. Especificamente,
sao polinémios ciibicos. Dessa forma, faz sentido considerar a expansao da funcao f em
uma combinacao linear de polinomios ctibicos.

Em particular, um método amplamente utilizado é considerar B-splines (ver Apén-
dice B) para realizar tal expansao (Eilers & Marx 1996, Elmi et al. 2011). Elas consistem
em partes de polinomios, conectados de uma forma conveniente em valores especificados
do dominio da funcao f, os nés. Uma vez dados os nés, as B-splines podem ser calcu-
ladas facilmente de maneira recursiva. Existem funcoes em linguagem R tteis para se
construirem, computacionalmente, as matrizes de representacao dessas funcoes base. A
escolha do ntimero e posicao dos nés é uma questao importante para se obter uma boa
aproximacao para a funcao f. Uma quantidade grande de nés leva a um sobreajuste
dos dados, enquanto uma quantidade pequena deles leva a um subajuste dos mesmos.
Para contornar esse problema, uma possibilidade é considerar um nimero relativamente
grande de nos. Para prevenir sobreajuste, uma penalidade, com relacao a forma fun-
cional da curva ajustada, pode ser considerada (ver Secao 3.5). O uso de B-splines é
justificado por serem elas uma boa aproximacao da funcao f, estimada de forma nao
paramétrica, que apresentam eficiéncia computacional nas estimativas, nao possuem
efeitos de borda e permitem extensoes diretas dos modelos de regressao paramétricos.

Neste trabalho, a expansao da funcao f é realizada com B-splines de grau 3 com [
nos equidistantes,

f(tij) = aaBy(tij) + ... + auBi(ti;) (3.3)
em que @ = (aq,...,q;)" é um vetor desconhecido de coeficientes das B-splines para
serem estimados.

Com relacao aos efeitos aleatorios, esses sao titeis para modelar as curvas especificas
para cada individuo, assim como a estrutura de variancias-covariancias. Eles podem ser
preditos utilizando-se o método de Bayes empirico.

A terminologia MMSPNL vem do fato de que o modelo (3.1) contém uma parte para-
métrica representada pela funcao n que pode ser nao linear com relagao aos parametros
B e as covariaveis, uma parte nao paramétrica representada pela funcao f e os efeitos
aleatorios incorporados de forma linear ao modelo. O modelo (3.1) pode ser visto como

uma generalizacao de varios modelos amplamente estudados nos dltimos anos, como

12



pode ser observado por meio dos exemplos apresentados adiante. No entanto, pode ser
considerado como uma generalizacao direta do modelo misto parcialmente nao linear
(2.5), desenvolvido por Vonesh & Carter (1992).

Modelo misto parcialmente n3o linear.
Quando f = 0, o modelo (3.1) assume a forma do modelo misto parcialmente nao
linear

Yij = 77(,3,Xij) +Z;;lli +ey, 1=1,...,n, j=1,...,m,, (3.4)

apresentada no Capitulo 2. Esse modelo foi apresentado inicialmente por Vonesh &
Carter (1992), considerando que os erros e efeitos aleatorios seguem uma distribuicao
normal. Russo (2010) generaliza esse trabalho supondo uma familia de distribui¢oes

elipticas para as componentes aleatorias do modelo.

Modelo misto linear
Quando 7(3,x;;) = X;;ﬁ e f = 0, tem-se o amplamente estudado modelo misto

linear proposto por Laird & Ware (1982),
— T S S
Yij = Xij/3+ Zijui +€ij7 1= 1, o, n, g = 17 cee My, (35)
em que os erros e efeitos aleatorios sao normalmente distribuidos.

Modelo misto semiparamétrico linear
Quando n(x;;, 8) = X;;B e gij = 2i(ti;)+e;;, com z;(t;;) sendo um processo estocéastico

independente de ¢;;, 0 modelo (3.1) assume a seguinte forma
yij = X;;ﬁ + f(tz]) + Z;uz + Z,L(tzj) + 6ij7 = 1, Loy, j = 1, cee My, (36)

que é o modelo estocastico misto semiparamétrico apresentado por Zhang et al. (1998),
em que os erros e efeitos aleatorios sao mutuamente independentes uns dos outros e

seguem uma distribuicao normal.

Modelo misto ndo paramétrico

Quando 8 = 0, tem-se o modelo misto ndo paramétrico proposto por Wang (1998),
yij = Z;;uz + f(tlj) + 81‘]', 1= ]_, ey ny ] = 1, e,y (37)

em que os erros e efeitos aleatorios sao normalmente distribuidos.
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3.3 Representacao matricial

Em representagao matricial, o modelo (3.1) para a variavel resposta y; (m; x 1) pode
Ser exXpresso como
yi =n(8,x;) + Bia + Zu; + ¢, (3.8)

em que y; = (i, -y Yims) > Xi = Xty ooy Ximy) s Zi = (Ziny oo Zim,) T, M(B, %) =
(B, %), -, n(B, Xim,)) T, B= (B, -, Bp) T, Wi = (ir, - i) T, €0 = (€i, -+, Eim,) |
e os elementos da matriz de representagao de B-splines B; (m; x 1) sao by = By(t;;) para
0 i-ésimo sujeito, i = 1,...,n.

Neste trabalho a fun¢do nao paramétrica f é tratada de acordo com a metodologia
desenvolvida por Eilers & Marx (1996), em que é realizada uma expansao em combi-
nacao linear de B-splines como apresentada na equacao (3.3). Os autores fornecem
fungoes, em linguagem S-Plus e MATLAB, dteis para se construirem as matrizes B;
(¢t = 1,...,n). Green & Silverman (1994), no entanto, apresentam um método para
estimar a funcao f de maneira nao paramétrica, a qual é amplamente utilizada por
muitos autores (Ibacache-Pulgar et al. 2012, Zhang et al. 1998).

Como dito anteriormente, a matriz Z; relacionada aos efeitos aleatérios é conhe-
cida. Existem diversas estruturas que se podem considerar. Sejam X; as matrizes de

covariaveis e 1 = (1,...,1)", entdo Z; pode ser representada por
(i) Z;=1,

(i) Z; = (1,x;),

(iii) Z; = (1,x;,x%) e

em que (3 representam as estimativas de minimos quadrados de 3 para o modelo sem

efeitos aleatorios, i = 1,...,n.

3.4 Pressupostos do modelo

Neste trabalho é assumido que u; e €; sao mutuamente independentes e seguem uma

distribuicao normal multivariada. Assim, a distribuicao conjunta do vetor aleatério

(yl,u,e/)" & fornecida por

()

Yi n(8,x;) + B« ¥, Z2,Q V;
w | % Nom. 0 1 Qz/ Q@ o , (3.9)
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i =1,...,n, em que as matrizes 3; = Z,QZ] + V;, Q, V; e Z,Q sdo matrizes de
variancias-covariancias Var(y;), Var(u;), Var(e;) e Cov(y;, u;), respectivamente. Nesse
caso é facil trabalhar com o modelo marginal para se preservar a média da variavel
resposta sem que sejam necessarias integracoes numeéricas, sendo essa uma grande van-
tagem desse modelo. Ademais, modela o mecanismo gerador dos dados por meio de uma
funcao nao linear e permite maior flexibilidade para explicar a média da variavel resposta
pela componente nao paramétrica. Além disso, ao modelar a estrutura de correlacao dos
dados por meio dos efeitos aleatorios, adicionados de forma linear ao modelo, tem-se que
o modelo marginal é obtido de maneira exata utilizando propriedades da distribui¢ao
normal multivariada,

ind.

yi ~ Np,(n(B8,x;) + B, 3;),

1=1,...,n.

3.5 Funcao de log-verossimilhanca penalizada

Considere que as matrizes de variancias-covariancias 3; = Z;QZ; + V;, sdo po-
sitivas definidas, em que Q = Q(7) e V; = V,(d) e dependem de um ntimero finito
de parametros, tais que 7 € R% e § € R%, i = 1,...,n. Assim, o vetor de para-
metros a ser estimado no modelo misto semiparamétrico parcialmente nao linear sera
0=B",a", 77,6 =(B",a",~")7, cujo espaco paramétrico associado é dado pelo
conjunto

©={0cR"|BcOsacO,~cO,},

em que p* =p+I1+d,, O3 CRP, 0, CR e O, C R denotam os espagos paramétricos
associados, respectivamente, aos efeitos fixos paramétricos, aos efeitos fixos nao para-
métricos e as componentes de variancias-covariancias. Assim, o logaritmo da funcao de

verossimilhanca para @ é, a menos de uma constante, dado por

L() = i Li(6), (3.10)

em que

1

1 _
Li = —5log %] — 5 [yi —n(xi, B) — Bia]' ;7 [yi — n(x, 8) — Bial

¢ o logaritmo da verossimilhanca associada ao i-ésimo individuo.

A maximizagao direta de (3.10) sem impor restri¢oes a fun¢ao f pode causar sobre-
ajuste aos dados e inidentificabilidade de 8 (Green 1987, Ibacache-Pulgar et al. 2012).
Para tornar o ajuste menos flexivel, um procedimento é incorporar em (3.10) uma fun-

¢ao de penalidade, J(f), construida para considerar caracteristicas da funcdo f como,
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por exemplo, a suavidade. Assim, obtém-se a fungao de log-verossimilhanca penalizada,

em que A > 0 é denominado parametro de suavizagao, que controla o peso relativo da
funcao de penalidade na estimacao de f.

Uma importante questao para se obter um bom ajuste é a escolha do parametro
de suavizacao. No processo de estimacao é comum propor uma rede de valores para
A e escolher seu valor 6timo baseado em algum critério de informacao (Eilers & Marx
1996). Outra alternativa ¢ considerar A como um parametro adicional a fungao de
verossimilhanca penalizada. Zhang et al. (1998) utilizam esse método para estimar o
parametro de suavizacao no modelo misto semiparamétrico linear. No entanto, realizar
esse procedimento no caso nao linear pode ser um problema complexo. Na Secao 3.6 o
processo de estimagao de A\ serd abordado de maneira mais aprofundada.

Com relagao a funcao de penalidade, existem diversas alternativas (Goodd & Gas-
kins 1971, Shen 1997). Uma amplamente utilizada é a penalidade baseada na segunda
derivada da funcao f (Green & Silverman 1994, Ibacache-Pulgar et al. 2012, O’sullivan
et al. 1986),

1= [ (s 3.12)

para o caso em que f pertence ao espago de Sobolev de ordem 2,

W2a,b] = {f . f € Ca, b],/ab{f@)(x)}?dx < oo} : (3.13)

Segundo Green & Silverman (1994), é possivel expressar a equagao (3.12) como

J(f) = / [f®)(2))%dx = £TMS (3.14)

em que f é um vetor de parametros associados a funcao f e M,y ¢ uma matriz com
coeficientes reais, definida positiva, que depende somente dos nos (Green & Silverman
1994). Observe que essa fun¢ao de penalidade influencia diretamente na suavidade
da fungdao f. A grande vantagem de se trabalhar com esse caso é que a estimativa
de méaxima verossimilhanca penalizada de f pertence a um espago de dimensao finita,
sendo especificamente, um polinémio cubico.

Como apontado anteriormente neste trabalho, a funcao de suavizagao é uma combi-
nacao linear de B-splines cibicas, fato que reduz o problema de estimar f em um es-
pago de dimensao infinita para um de dimensao finita. Seguimos Eilers & Marx (1996)
e consideramos a funcao de penalidade baseada em diferencas finitas dos coeficientes

de B-splines adjacentes, que fornece a fun¢ao de log-verossimilhancga penalizada para o
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1-ésimo individuo,
A
L, (0,\) = L) — %aTD;Dka, (3.15)

para i = 1,...,n, em que Dy é a matriz de representagdo do operador diferenca (de

coeficientes de B-splines adjacentes) e k é a ordem das diferencas. Assim, a fungao de
log-verossimilhanca, L,(0,\) = > " | L,, (0, ), é fornecida por

A TT

L,(0,\)=L(0)— Pha D, D;o. (3.16)

Nesse caso, em que a suavizacao é realizada por meio de B-splines e a funcao de

penalidade baseada no operador de diferencas Dy, temos a conhecida suavizacao com

P-splines. Eilers & Marx (1996) justificam utilizar a penalidade baseada no operador

de diferencas por ser uma boa aproximagao discreta da integral do quadrado da k-ésima

derivada da funcao de suavizacao. Computacionalmente, essa matriz pode ser calculada

utilizando-se a fun¢ao diff() no R.

3.6 Processo de estimacao

Considere, para A fixo, a funcao escore penalizada dada por

L0,

(3.17)
em que 0L,(6,))/00 representa a primeira derivada parcial da funcao de log-verossi-
milhanca penalizada com relacdo ao vetor @ = (8", a’, 77,6 )T = (8", a’,y")". Os
componentes da funcao escore penalizada sao fornecidas pelas equagoes

n

g _ OLp(0,A) _ Tt
Ul = —BF =33 My,
=1

I n
Ug = OLy(8,%) %(Z’ N _ > B[S 'r; - A\D/ Dy e
=1
OL,(0,))
U, = %77 = (U,,, ..,deﬂ/)T, com

Uy = =3 3 {u [B180)] - =5 )

em que J; = dn(x;,8)/08", r; = (yi — n(x;, 8) — Bicw), Xi(j) = 0%4/0n;, para j =
Lo.oodyi=1...,n,ey=(,...,7,) = (7,67,
A matriz de informacao de Fisher penalizada para o vetor de parametros @ é definida

por

(3.18)

Kp(Q)Z—E{%}

em que 9%L,(0,\)/0000" representa as derivadas parciais da fungao de log-verossimilhanca
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penalizada e é fornecida pela matriz

K K& 0

00 __ al aa

K= | K Koo 0 |,
0o 0 K

em que

n
K’ =>"3%713;,
=1
n
Koo = ZBZE;lBi + AD; Dy,
=1
n
K=Y J/5'B;e
=1

n
K)" = ZK"V’ cujo (g, s)-ésimo elemento é dado por
i=1
| e e
Kiygs = 5tr [2i ()3 zi(s)}.
Um algoritmo iterativo para se obterem as estimativas de maxima verossimilhanca

penalizada para 0 usando o método escore de Fisher é dado por

~ ~ —1
A A Ba aq «@
<~/ (mt) ) LB K" 1\ S

~ o A~ 71 o
’7(m+1) - V(m) + (ng)(m)U;(m)a m = 07 17 2...

com Kffj , Ko7, Kff"‘, K7, Uf, , Uy e UJ como apresentado anteriormente. Os valores

iniciais para o algoritmo podem ser, por exemplo, as estimativas de minimos quadrados.

3.6.1 O parametro de suavizacao

O parametro de suavizacao A controla o peso relativo da funcao de penalidade, ou
equivalentemente, controla a suavidade da curva estimada. Segundo Eilers & Marx
(1996), uma questao importante em qualquer técnica de suavizagao é a escolha da quan-
tidade 6tima de suavizacao. O processo de estimacao de A\ consiste em propor uma rede
grande de valores para esse parametro e escolher seu valor 6timo segundo algum critério
de informagao. Neste trabalho serd considerado o critério de informagao Akaike (AIC).
A definicao de AIC para o MMSPNL ¢ dada por

AIC(A) = 2k — 2L,(8, \), (3.19)

em que k é o numero de parametros no modelo e Lp(a, A) é o valor da funcao de log-
verossimilhanca penalizada (3.5), avaliada em sua estimativa de maxima verossimilhanca

para cada A fixo.

18



Tal procedimento é equivalente a comparar o maior valor da funcao de verossimi-

lhanca, uma vez que k é fixo para todos os valores considerados para .

3.6.2 Predigao dos efeitos aleatérios e da variavel resposta

A predigao dos efeitos aleatorios no modelo (3.1) é realizada utilizando-se o método
de Bayes empirico, que consiste em predizer u; pela sua média condicional, dadas as
respostas y;, 2 = 1,...,n. Devido aos pressupostos de distribuicao para as componentes
aleatorias, segue por propriedades da distribui¢do normal multivariada (Muirhead 1982,

cap. 1), que
ui‘yi ~ Ny (QZZE;I (Yi - U(B,Xi) - Bia) ,Q— QZIE;IZiQ) .
Para X, fixada, a predicao dos efeitos aleatorios u; é dada por

% = Eluly) (3.20)
- Qz'u! <yi —n(B,xi) — Bia) .

Como X; é desconhecida, ¢ usual substitui-la por sua estimativa de maxima verossimi-

lhanca penalizada. Portanto, a predicao de y; ¢ fornecida por

~
~

yz-:n(

,xi) + Bia + Zu;

-1 -1

L (n(Bx) +B@) + (L, - ViE, Dy

que pode ser interpretado como uma meédia ponderada do perfil populacional n(fi’, x;) +

~ ~ ~—1 ~~—1 .
B;a e dos dados observados y;, com pesos V;3. e (L,, — V;X, ), respectivamente.

3.6.3 Erros padrao das estimativas

Uma importante questao é como determinar a matriz de variancias-covariancias das
estimativas de méaxima verossimilhanca penalizada. De acordo com Ibacache-Pulgar
et al. (2012), pode-se aproximar essa matriz pela inversa da matriz de Fisher penalizada.

Assim, a matriz de variancias-covariancias assintotica aproximada de @ é fornecida por
Cov(0) ~ K, (8)] .

Finalizando a discussao sobre o MMSPNL, no proximo capitulo é apresentado o

método de influéncia local para esse modelo.

19



Capitulo 4
Influéncia local

Neste capitulo é desenvolvido o método de influéncia local para o modelo misto se-
miparamétrico parcialmente nao linear, baseado na curvatura normal conformal. Na
Secao 4.1 sao discutidos alguns trabalhos relacionados ao assunto. Na Secao 4.2 é apre-
sentado o método de influéncia local. Na Secao 4.3 sao apresentadas as deducgoes da
curvatura normal de Cook, da curvatura normal conformal e da matriz de informa-
¢ao. Finalmente, na Secao 4.4 é apresentado o método de influéncia local baseado em
trés esquemas de perturbacoes: ponderacao de casos, perturbacao na matriz escala e

perturbacao da variavel resposta.

4.1 Introducao

O método de influéncia local consiste em verificar as variacdes que pequenas per-
turbagoes nos dados ou nos pressupostos do modelo podem causar nas estimativas dos
parametros. Se essas variacoes nao forem representativas, o desconhecimento do modelo
preciso nao causard problemas para extrair informacoes de um conjunto de dados. Cook
(1986) propos um enfoque geométrico para a verificagao das suposi¢oes do modelo, assim
como a identificagao de dados aberrantes e/ou influentes, ao estudar o efeito de pequenas
perturbagoes no modelo (ou dados) usando uma medida de influéncia adequada (Osorio
et al. 2007). Lee & Xu (2004) desenvolveram andlises de influéncia local para modelos
mistos ndo lineares assumindo normalidade. E possivel citar alguns exemplos de estu-
dos de influéncia local supondo distribuigoes elipticas para os componentes aleatorios do
modelo. Osorio et al. (2007) desenvolveram o método para modelos lineares aplicados a
dados longitudinais, Russo et al. (2009) desenvolveram o método para modelos mistos
parcialmente nao lineares e Ibacache-Pulgar et al. (2012) desenvolveram o método para
modelos lineares mistos semiparamétricos. Na secao seguinte é desenvolvido o método

de influéncia local para o modelo misto semiparamétrico parcialmente nao linear.
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4.2 Meétodo de influéncia local

Para desenvolver o método de influéncia local baseado na funcao de verossimilhanca
penalizada para o MMSPNL, considere o parametro de suavizacao A fixo. Para um
conjunto de dados especifico, seja L,(0,\) a funcdo de log-verossimilhanca penalizada
correspondente ao modelo postulado, em que @ é um vetor p X 1 de parametros des-
conhecidos em um espaco paramétrico ®, as perturbacoes no modelo sao introduzidas
pelo vetor w de dimensao ¢ X 1 que pertence a um subconjunto aberto {2 de R?. Seja
L,(0,\|w) a funcdo de log-verossimilhanga penalizada correspondente ao modelo per-
turbado para um dado w pertencente a ). Assume-se que existe wg em () tal que
L,(0,)\) = L,(0,\wy), 8 € O. Sejam 6 ¢ 6, os estimadores de méxima verossimi-
lhanga penalizada obtidos como maximos de L,(0, ) e L,(0, \|w), respectivamente, e
assuma-se que L,(6, A\|w) é duas vezes continuamente diferenciavel com relacao ao ve-
tor (6,w)’. Para verificar a influéncia das perturbacoes nas estimativas de méxima

verossimilhanca penalizada 6, considere o afastamento da verossimilhanca penalizada

A

LD(w) = 2[L,(8,)\) — Ly(8w, N)]. (4.1)

O grafico de LD(w) contra w contém informagdes essenciais sobre a influéncia dos

esquemas de perturbagoes. Considere o grafico formado pelos valores do vetor (¢+1) x 1
p(w) = (w', LD(w))" (4.2)

denominado gréfico de influéncia. Cook (1986) propds usar a curvatura normal para
caracterizar o comportamento de um grafico de influéncia em torno de wy.

Observe-se que um grafico de influéncia é uma superficie em RY™ e a nocao de
curvatura pode ser entendida como segue. Deseja-se descrever como a superficie ¢(w)
se diferencia de seu plano tangente em wg. Essa descricao pode ser obtida estudando-se
a curvatura de certas curvas da superficie passando por ¢(wg). Visualizando em R3,
essas curvas sao secoes normais formadas pelas intersecoes da superficie com planos
contendo o vetor que é normal ao plano tangente em wy. As curvaturas dessas secoes
normais sao chamadas de curvaturas normais (do Carmo 1976) e sdo essas curvaturas
que Cook (1986) propds para estudar o comportamento de um gréfico de influéncia em
torno de wy.

Como LD(w) atinge um minimo local em wy, para construir uma se¢ao normal,

considere uma reta em () passando por wg. Essa reta pode ser representada por
w(a) = wp + al, (4.3)

em que a € R, I ¢ um vetor fixado pertencente a R? e ||I|| = 1. Essa linha gera a linha
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projetada no grafico de influéncia ¢ (w) passando por ¢(wy). Cada diregao I especifica
uma linha projetada e cada linha projetada corresponde a uma secao normal. Cook

(1986) mostrou que a curvatura normal na dire¢ao unitaria I toma a forma

Cr=2[lTAJ(I,)7'All, (4.4)
em que ||[I| = 1, L, ¢ a matriz de informagio observada penalizada para o modelo
postulado (w = wy), cujos elementos sdo dados pela relagao

. 0?L,(0,\
i, = LT) B (4.5)
0000 |9-0

enquanto A, é uma matrix p X ¢ com elementos

0*L, (0, \|w)
= T 4.6
Pig 89,8@ ( )
avaliada em @ = 0 e w = we,t=1,...,pej=1,...,q. Para estudar o comportamento

de p(w), Cook (1986) sugeriu considerar a dire¢ao l,,,, que corresponde a maxima
curvatura Cy,(0). O grafico de l,,,, contra a ordem das observac¢oes pode revelar
as observacoes que tém uma influéncia desproporcional sob pequenas perturbacoes em

LD(w). Observe que l,,,,, & 0 autovetor referente ao maior autovalor absoluto da matriz

T —
Ap (Lp) 1AP‘
Considere a particio de 8" = (0],0,) e suponha que se deseja avaliar a influéncia

somente sobre o subvetor 8. Nesse caso, a curvatura normal na direcao de I é dada por
C1(0) = 2]lTA;(fJ —B1)Al|, em que

0O o
B1 — . 5
0 Loy

sendo que Lo, representa a matriz de informacio observada relacionada ao subvetor 6s.
O gréfico de indices do autovetor correspondente ao maior autovalor de Ag(t -B))A,
contra a ordem das observacoes pode indicar os pontos com grande influéncia em OAI
As dificuldades em trabalhar com a curvatura normal surgem na medida em que a
curvatura normal pode tomar qualquer valor e nao é invariante sob mudangas uniformes
de escala. Como resultado, nao existe um critério objetivo para se julgar a magnitude das
curvaturas normais e o tamanho relativo das componentes de direcoes correspondentes

a grandes curvaturas normais. Para contornar esse problema, Poon & Poon (1999)
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propuseram utilizar a curvatura normal conformal na direcao unitéria 1

—ITA) (L)' Al

By(0) = - : (4.7)
) E) A,y

0-0 w-w,

que é uma transformagao injetora da curvatura normal Cy(8).

Seja €2 o conjunto de perturbacoes. Uma reparametrizacao é uma aplicacao suave
¢ : Q — Q do dominio Q para um novo dominio 2 com a mesma dimensao, tal que a
matriz Jacobiana de ¢ é nao singular em 2. Em particular, essa é uma aplicagao injetora
e, portanto, é invertivel (Poon & Poon 1999). Nesse trabalho, reparametrizages sao
consideradas modificacoes dos esquemas de perturbagoes. Uma matriz quadrada M ¢é
uma matriz conformal se existe um nimero real positivo & tal que MM ' = £I,,, em que
I, é a matriz identidade de ordem n. Uma reparametrizacao é conformal em wy se sua
matriz Jacobiana é uma matriz conformal nesse ponto.

A curvatura normal conformal possui propriedades importantes que serdo breve-
mente discutidas a seguir. Se uma reparametrizacao de €2 é conformal em um ponto
critico wq do grafico de LD sobre €, entao a curvatura normal conformal em qualquer
direcdo em wy € invariante sob reparametrizacoes. Além disso, para qualquer direcao I,
By satisfaz a condigdo que 0 < |By| < 1. Esse resultado implica que B; é uma medida
padronizada e, portanto, interpretar sua magnitude se torna uma tarefa mais simples
do que interpretar a magnitude da curvatura Cj.

Seja {e1,...,es} um conjunto de autovetores ortonormais da matriz

A, (L)' A,

com autovalores padronizados 14, ..., vs. Entao B, ¢ igual ao autovalor padronizado v,
i=1,...,s. Como resultado, tem-se que ) . Bgi =1.

Para se avaliar a influéncia local de um esquema de perturbagao, Poon & Poon (1999)
definem que um autovetor é ¢ influente se |Be| > ¢/+/n. Seja E; o vetor coluna em R”
cuja i-ésima entrada ¢ igual a 1 e todas as outras iguais a 0, ¢ = 1,...,n, denominados
vetores de perturbacao béasica do espago de perturbacgoes. Para se analisar a influéncia
dos vetores de perturbacao béasica em todos os autovetores, considere o agrupamento

dos valores absolutos dos autovalores normalizados em ordem decrescente
Vmaz = V1 > . > Vg > @/ > Vg > . > 10 >0

e denote por a;; o j-ésimo elemento do autovetor normalizado correspondente a v;,

1 = 1,...,s. A contribuicao agregada da j-ésima perturbacao bésica para todos ¢
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autovetores influentes é fornecida por

Quando g = 0 é possivel avaliar a contribui¢ao agregada de todos os autovetores. Ade-
mais, existe ¢ suficientemente grande que possibilita avaliar apenas a influéncia na di-
recao do autovetor correspondente ao maior autovalor, ou seja, a influéncia na direcao
de 1,4

Para julgar a magnitude de m(q) uma possibilidade é considerar m(q) 4+ c*sm(q), em
que m(q) e sm(q) representam a média e o desvio padrao de m(q), respectivamente, e

¢* ¢ uma constante selecionada (Lee & Xu 2004, Russo 2010).

4.3 Derivacao da curvatura

Nesta secdo sao apresentadas a matriz de informacao observada penalizada —L,(6)
e a matriz de perturbagao penalizada A,(0) para diferentes esquemas de perturbacao.
Consideram-se os esquemas de ponderacao de casos, perturbacao da matriz escala e

perturbacao na variavel resposta. Para tanto, considere o parametro de suavizagao, A,

fixo e denote por Q(j) = 0Q/97;, Q(j, k) = 8*°Q/0T;0m, Vi(t) = AV,;/36, e V(t, k) =

02V, /06,00y, as derivadas parciais das matrizes de escala Q e V.

4.3.1 Matriz de informacao

A matriz de informacao observada penalizada é dada por

_LP<9) == Z LP;(G%

em que
L7 Lyr Ly Ly
i (6)= 2L, (0) | LgP Lo~ Lom Le?
pi(0) = ——==1| .7 .
8080 Lpzﬁ Lpi Lpi Lpi
98 oo for T[99
Pi pi Pi pi
eparacadat=1,...,n,
2
158 — 9Ly, (6,)) _ JiTEi_lJi,

pi aﬁaﬁT
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]:504 — 62Lpi(0’ )\) — JTE_lBZ
Di 8,88QT 7 7 )
LgT ¢ uma matriz cuja j-ésima coluna, j = 1,...,d,, é fornecida por

0*L, (0, \ _ < _
ag—f%,) =-J/=7'0,Q() U/ = M,
J

Lgf é uma matriz cuja t-ésima coluna, t = 1,...,dy, é fornecida por

2L, (6, \)

= IV E
aﬂa(st 1 3 ( ) 1 r7

o0 0°L, (0,0 )
Ly = 20— = —[B]S{'B; + AD; Dy,

L77 ¢ uma matriz cuja j-ésima coluna, j = 1,...,d,, ¢ fornecida por

2L, (0, ) :
Ly (6,3) _ B/~ 'U,Q()U/ = ',

801873
T_.;z‘f é uma matriz cuja t-ésima coluna, t = 1,...,ds, é fornecida por
0?L,, (0, \) -
— ) — _BIY'V)E
dadd, $ VIO,

L)7 ¢ uma matriz com elementos fornecidos por

x U/ 3y

L;f ¢ uma matriz com elementos fornecidos por
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0*L,.(0,)\)

_ 1 —1xX7/( -177.C T

1 ) ) . )
- u [VOETUQMU] + UQMU = V()] s,

Lgf ¢ uma matriz com elementos fornecidos por

Ly, (0,0) 11y y
e = SUE VDTV (E) = V(R

b oTS N R) + VOBV () - VRS V]S

emquer; =(y; —n(3,x;) —Biax), j=1,....d; et=1,...,ds.

4.4 Matriz de perturbacao

A matriz A, de perturbacao de casos penalizada é obtida pela seguinte relagao

AJ(0)

N PLOw) | A
' 000w’ 9.0, w-w, AL(0)
AL(0)

em que AP(6) = 9L,(0, \|w)/0B0w ", A%(6) = IL,(0, \|w)/dadw", A7(6)
= O0L,(0,\|w)/0T0w" e Ag(@) = OL,(0,\|w)/080w", sendo os elementos de cada
matriz avaliados em suas estimativas de maxima verossimilhanca penalizada 6@ = 6 e no
vetor de nao perturbagao w = wy.

A seguir apresentaremos trés esquemas de perturbacao, ponderacao de casos, per-

turbagao na matriz escala e perturbacao na variavel resposta.

4.4.1 Ponderacao de casos

O esquema de perturbacao de ponderacao de casos consiste em perturbar multipli-
cativamente o logaritmo da fungao de verossimilhanca referente a cada grupo de obser-
vacoes. O objetivo é identificar possiveis grupos de medidas influentes em cada caso.
Sejam w = (wy,...,w,) o vetor de pesos, com 0 < w; < 1,4 =1,...,n e o vetor de nao

perturbacdo wy = (1,...,1)". O logaritmo da funcao de verossimilhanga penalizada
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com os pesos atribuidos é fornecida por

»(0, Nw) = Zwl (0) — —aTDTDka (4.8)

1
em que L; = —% log |3;] — 5 ly: — n(x;, 8) — BiOz]T >, yi — n(x;,8) — Bia]. Dife-

renciando L,(0, A\|w) com relacdo a 0 e w;, obtém-se as equagoes

0*L, (0, \|w) I
OBOw; 0-0. w-w, Y
O*L, (0, \|w) _ BTs s
Oadw; 0-0 w-w, L
2L,(0 Lo SN
TLyOAw) | = S UQOU 4+ 55 S UQU)UT S, T e
87']‘8(,0,‘ 0:0’ w=Wy 2 2
2 1. Nl A
L0 Nw) | = _LaE e+ s VeSS,
00, 0w; 0-0, w=w, 2

emquer; =(y;, —n(3,x;) —Bia),i=1,....n,j=1,...;d;et=1,...,ds.

4.4.2 Perturbacao na matriz escala

O esquema de perturbacao na matriz escala permite avaliar a influéncia que exercem
as observacoes na estrutura de escala e no vetor das componentes de variancia. Essa

perturbagao pode ser realizada tomando

em que w = (wi,...,w,) € R"— {0}, o vetor de nio perturbagio ¢ dado por wy =
(1,...,1)T ei=1,...,n. Diferenciando com relacio a 8 e w, obtém-se as equagoes
82Lp(9,)\|w) i _ jin};l/r\“
IBOw; 0-0, w-w,
Oadw; 0-0. w-w,
0?L, (0, ) 1 ra-1n PPN
TLO M) = 58 UQUUTE Fe
070w;  10-0, w-w, 2
2L,(0, ) 1 rmm .
TLy(8: Aw) - 8 VR E,
35@% 0:@, Ww=Wwy 2

emquer; =(y;, —n(3,x;) —Biax), j=1,....d,, t=1,...;dsei=1,... n.
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4.4.3 Perturbacao na variavel resposta

Um esquema de perturbacao na variavel resposta consiste em considerar o vetor
Vio = Yitw;, em que w; = (Wi1, ..., Winm,) | &0 vetor de perturbacio para o i-ésimo grupo
ewy=(0,...,0)T &o vetor de niao perturbagdo. O objetivo é avaliar a sensibilidade das
estimativas quando sao introduzidas pequenas perturbacoes nas componentes de cada
vetor de respostas. O logaritmo da funcao de verossimilhanga penalizada do modelo
perturbado é fornecido por

n

A
Ly(0,Mw) =Y Li(Blw;) — §aTDkTDka, (4.9)

=1

em que L;(0|w;) = —1log |Z;| — L (yw — n(B.x:) — Bia) ' (yiw — 1(8,%x;) — Biaw),

i =1,...,n. Diferenciando L,(0, \|w) com relagio a 6 e w;, obtem-se
FLy6,Mw)| _ s
IBIw;, 0-0, w=w,
32Lp(9, )\’(.d) _ ]/?\);l—gz—l’
dadw 0-0, w-w,
2
L ~— ) _
M _ = ?z‘TEz‘ lUiQ(j)Uszi 1 €
OT;0w;  10-6, w-w,
2 AN — . o~ —
0°L,(0, )\T]w) ) _ S 1V(t)2i 1’
9010w, 0-0, w-w,

emquer; =(y;, —n(3,x;) —Bia),i=1,....n,j=1,...,d,et=1,...,ds.

No proximo capitulo serd apresentada a aplicacao do MMSPNL para os dados de
concentracao de theophylline, assim como uma analise de diagnéstico baseada na iden-
tificacao de observacoes aberrantes utilizando o método de influéncia local, desenvolvido

neste capitulo, e uma analise de residuos.
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Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo é apresentada a aplicacao do modelo misto semiparamétrico parcial-

mente nao linear aos dados de concentracao de theophylline.

5.1 Dados de concentracao de theophylline

Em um experimento descrito em Davidian & Giltinan (1995), o antiasmatico the-
ophylline foi administrado via oral a 12 sujeitos e concentragoes dessa substancia foram
medidas em 11 instantes de tempo (ver Apéndice A). O objetivo de se utilizar a meto-
dologia desenvolvida neste trabalho com este conjunto de dados ¢ identificar possiveis
ganhos na modelagem estatistica, ao se considerar o modelo semiparamétrico (equagao
3.1), ao invés do modelo paramétrico (equagao 2.5). A Figura 5.1 representa o diagrama

de dispersao dos dados.

Concentragéo de theophylline ( mg/L)

Tempo (h)

Figura 5.1: Diagrama de dispersao dos dados de concentracao de theophylline.

As covariaveis sdo os instantes de tempo ¢;; (h) e as doses d; (mg/kg) administradas

ao i-ésimo individuo. A variavel resposta ¢ a concentracao de theophylline conc;; (mg/L),
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1 =1,...,12 e 5 = 1,...,11. Note-se que existe uma correlacao intrinseca entre as
observacoes do mesmo individuo, representadas pelas linhas no grafico. Além disso, os
dados apresentam relacao nao linear entre a concentracao de theophylline e o tempo. A

Figura 5.2 representa o boxplot dos dados.

| fh

1 =

Tempo (h)

Concentracado de theophylline (mg/L)

Figura 5.2: Boxplot dos dados de concentracao de theophylline.

E possivel observar pelo grafico da Figura 5.2 que, inicialmente, os dados apresen-
tam pouca variagao entre as concentracoes da substancia nos individuos. Essa variagao
aumenta nas medidas seguintes e novamente fica pequena na ultima medida. Os va-
lores extremos referentes a primeira medida sao os individuos 1 e 10, que receberam
doses iniciais de 4,02 e 5,50 (mg/kg), respectivamente. As doses iniciais variam de 3,10
(mg/kg) a 5,86 (mg/kg). Ja o valor extremo referente a segunda medida ¢é o individuo
9 que recebeu a menor dose 3,10 (mg/kg). Isso pode indicar que esse individuo possui
alta taxa de absorcao da substancia. O valor extremo referente & quarta medida é o
individuo 5 que recebeu a maior dose 5,86 (mg/kg). Finalmente, os valores extremos

referentes & ultima medida sao os individuos 1 e 10.

5.2 Modelo proposto

Usualmente nessa aplicacao se considera a seguinte funcao nao linear para modelar

o mecanismo gerador dos dados (Pinheiro & Bates 2002)

(exp(—eet;;) — exp(—eKet;;))
olKa _ plKe ;

77(/6|t1j, dz) = dz exp(lKe —I— lKa — lCl)

(5.1)

emquei=1,...,12,j=1,...,11 e B = (IK,,IK,,IC))" ¢ o vetor de parametros fixos.
Tem-se que [K,, IK, e [C; representam o logaritmo da absor¢ao (1/h), o logaritmo da

eliminagao (1/h) e o logaritmo da depuragao plasmatica (L/kg), respectivamente. As
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quantidades d; (mg/kg) representam a dose administrada ao i-ésimo individuo. Deno-
tando por y;; a concentragao de theophylline do individuo ¢ no tempo j (i = 1,...,12;

j=1,...,11), o modelo proposto & definido por
yij = n(Bltiy, di) + f(tiy) + Ziju; + €5 (5.2)

em que 7(B|t;;, d;) é como apresentado em (5.1), f é uma fungao arbitraria que depende
do tempo, Z;; é a j-ésima linha da matriz (5.3), u; ¢ o vetor de efeitos aleatorios e €5
sao os erros aleatorios.

Neste trabalho, a matriz associada aos efeitos aleatorios é fornecida por

LAk, aK, oG g’

(5.3)

com B sendo as estimativas de minimos quadrados de 3 = (I1K,,lK,,(C;)", para i =
1 12.

Munido da notacao adotada neste trabalho, verifica-se que as matrizes Z; possuem

g eey

dimensoes 11 x 3, pois existem 11 observagoes no tempo para cada individuo. Isso implica
que a matriz Q de variancias-covariancias dos efeitos aleatorios possui dimensao 3 x 3.
Para um modelo mais parcimonioso, considere que Q = Q(7) seja uma matriz diagonal
com elementos do vetor 7 = (71,72, 73), 0 que significa que os efeitos aleatorios sao
descorrelacionados. Além disso, considere que os erros aleatérios sao homoscedasticos e
posstem matriz de variancias-covariancias V; = 021, parai = 1,...,12. Para modelar
a funcao nao paramétrica foi utilizado um total de 10 nos, ja que, para cada individuo, h&
11 observacoes. Assim, foi necessario estimar 10 coeficientes de B-splines. Note-se que
no processo de estimagcao, esses coeficientes sao tratados como parametros de efeitos
fixos. Entretanto, eles nao possuem interpretacao como os parametros associados a
funcao paramétrica, que modela a relacao funcional entre a covariavel tempo e a variavel
resposta concentracao de theophylline. Assim, o vetor de parametros a ser estimado tem
17 componentes, fornecido por 8 = (IK,, K., 1C},aq, ..., a19,0%, 71, T2, T3), CUjO €Spago
paramétrico associado ¢ dado por @ = {6;0 € R? x R!Y x RT x R?*}. O nimero
total de parametros a ser estimado ¢ menor do que o ntimero de observacoes, ja que sao
utilizados dados de todos os individuos para estimar os parametros que modelam a média
da variavel resposta. Resumindo, temos 132 observagoes para estimar 17 parametros.
O parametro de suavizagao foi escolhido usando o critério AIC. Como o niimero de
parametros ¢ fixo, o AIC se reduz a escolher o A que maximiza a log-verossimilhanca
penalizada. O melhor modelo, segundo o critério AIC, dentre os ajustados foi obtido
com A\ = 0,01, com funcao de log-verossimilhanga penalizada igual a -181.53. Além
disso, foi ajustado o modelo paramétrico para desenvolver comparacoes entre esse e 0

modelo semiparamétrico. Os resultados sao apresentados na Figura 5.3 e na Tabela
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5.1. A Figura 5.4 representa o grafico de indice dos efeitos aleatérios preditos para o

modelo semiparamétrico. Os resultados para o caso paramétrico foram semelhantes e

serao omitidos

0510 20

0510 20

11

=
NAOO
L1111

TTTTT
N

a

=
NAOO
L1111
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Figura 5.3: Modelos paramétrico e semiparamétrico ajustados

Tabela 5.1: Estimadores e seus respectivos erros padrao para os modelos paramétrico e

semiparamétrico.
Paramétrico Semiparamétrico (A = 0.01)
Parametros Estimativas FErros padrao Estimativas Erros padrao
K, -2.5209 0,0488 -1,9439 0,3703
K, 0,4514 0,1868 0,41180 0,2286
IC) -3,2628 0,0613 -2,7521 0,3992
o2 0,5895 0,0815 0,56213 0,0781
T -0,0086 0,0075 -0,0069 0,0075
Ty 0,4098 0,1764 0,47219 0,1987
T3 0,0286 0,0119 0,02617 0,0112

Pela Figura 5.3, o ajuste obtido para o caso semiparamétrico visualmente difere

pouco do ajuste paramétrico. Em ambos os casos o modelo se ajusta bem aos dados

da maior parte dos individuos. Porém, nos individuos 1 e 10, os modelos tendem a

subestimar as curvas individuais, ou seja, os modelos prevém um decaimento mais rapido

da substancia no organismo do que o decaimento realmente observado. Ja nos individuos

2 e 6, os modelos tendem a superestimar as curvas individuais, ou seja, os modelos

prevém um decaimento mais lento da substancia no organismo do que o decaimento

realmente observado. No individuo 5, os modelos apresentam um ajuste coerente em

relacao aos dados, com excecao de um ponto extremo que destoa das observagoes de
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Figura 5.4: Grafico de indice dos efeitos aleatorios preditos para o modelo semiparamé-
trico

todos os outros individuos. Além disso, a Tabela 5.1 mostra que os erros padrao no
modelo paramétrico sao, na maior parte dos casos, menores que os obtidos para o modelo
semiparamétrico. A intepretacao dos parametros da funcao nao linear é semelhante, ja
que as estimativas dos parametros possuem sinais iguais.

A Figura 5.4 ilustra a variabilidade dos efeitos aleatérios preditos para o modelo
semiparamétrico, que permitem o ajuste das curvas especificas para cada individuo. Os
graficos de efeitos aleatorios preditos para o modelo paramétrico sao semelhantes ao

modelo semiparamétrico e serao omitidos.

5.3 Analise de residuos

Para identificar observagoes aberrantes com relacao aos modelos paramétricos e se-
miparamétricos, uma possibilidade é desenvolver analise de residuos considerando a

distancia de Mahalanobis,

6 = (yi — 1) T (yi — ), (5.4)

em que u;, = N(6,x;)+B;a, t = 1,...,n. Para o caso normal, J; segue uma distribuigao
qui-quadrado com m; graus de liberdade. Assim, é possivel considerar percentis de
Xfm (£), em que 0 < £ < 1, para construir pontos de corte para identificagdo de pontos
aberrantes (Salgado 2006). A Figura 5.5 representa a distancia de Mahalanobis para
os modelos ajustados. O ponto de corte foi construido considerando-se o pencentil
&=0,975.
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Figura 5.5: Distancia de Mahalanobis para os modelos paramétrico e semiparamétrico

Os gréficos indicam o individuo 5 como possivel observacao aberrante. Ele possui a
quarta maior medida da substancia e recebeu a maior dose. As curvas ajustadas com
os modelos paramétricos e semiparamétricos subestimam essa medida.

Para verificar a adequabilidade dos pressupostos dos modelos desenvolvidos, uma

possibilidade seria considerar graficos dos residuos condicionais, definidos por

-~

reig = Yij — (B, i) — f(ti;) — Zij,. (5.5)

Os graficos da Figura 5.6 representam os residuos condicionais padronizados para
os modelos paramétrico e semiparamétrico. Eles mostram que, para ambos os mode-
los ajustados, todas as observagoes ficam dentro do intervalo estabelecido (—1.96,1.96).
Além disso, o comportamento aleatorio em torno da origem indica um ajuste razoavel-

mente bom do modelo.
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Figura 5.6: Residuos condicionais padronizados para os modelos paramétrico e semipa-
ramétrico
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A Figura 5.7 representa os graficos de quantis para os modelos paramétrico e semipa-
ramético. Eles indicam que, em ambos os casos, os residuos padronizados se aproximam
dos quantis teéricos da distribuicao normal, ja que os pontos estao distribuidos préximos

da reta identidade, o que ¢ um indicio de um ajuste razoavel do modelo.
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Figura 5.7: Graficos de quantis dos residuos condicionais padronizados.

5.4 Diagno6stico de Influéncia

Para realizar o estudo de influéncia local para os dados de concentracao de theophyl-
line, considere inicialmente o esquema ponderacao de casos. Considerando ¢ = 0 é
possivel avaliar a influéncia agregada de todas as direcoes de influéncia. Considerando
q = 2 é possivel avaliar a influéncia na dire¢do de maior curvatura l,,,,, (Figura 5.8). A

medida m(q) + 2sm(q) sera utilizada para definir o ponto de corte para m(q).
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Figura 5.8: Autovalores relativos as direcoes de influéncia sob o esquema de ponderagao
de casos

Ao avaliar a contribuicao agregada de todas as direcoes de influéncia em @, por meio
do gréfico de indices de m(0), nenhuma observagao se destacou como influente em ambos

os modelos paramétrico e semiparamétrico (Figura 5.9).
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Figura 5.9: Gréaficos de indices de m(0) para 6 sob o esquema de ponderagao de casos.
Ao avaliar a influéncia na direcao de l,,,, de maior curvatura, a observacao 1 se

destacou como provavel ponto influente no modelo semiparamétrico e nenhum ponto se

destacou no modelo paramétrico (Figura 5.10).
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Figura 5.10: Graficos de indices de m(2) para 0 sob o esquema de ponderacao de casos.

Com relacao ao esquema perturbacao na matriz escala, considerando ¢ = 0, é possivel
avaliar a influéncia agregada de todas as direcoes de influéncia e, quando ¢ = 2 ¢
possivel avaliar a influéncia na dire¢ao de maior curvatura l,,,, (Figura 5.11). A medida

m(q) + 2sm(q) seréa utilizada para definir o ponto de corte para m(q).
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Figura 5.11: Autovalores relativos as dire¢oes de influéncia sob o esquema de perturbagao
na matriz escala.

Ao avaliar a contribuicao agregada de todas as dire¢oes de influéncia em 5, por meio
do grafico de indices de m(0) sob o esquema perturbacdo na matriz escala, nenhuma
observagao se destacou como influente sob os modelos paramétrico e semiparamétrico
(Figura 5.12).
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Figura 5.12: Graficos de indices de m(0) para 0 sob o esquema perturbacao na matriz
escala.

Ao avaliar a influéncia na direcao de l,,,, de maior curvatura sob o esquema per-
turbacao na matriz escala, a observagao 1 se destacou como provavel ponto influente no
modelo semiparamétrico e nenhum ponto se destacou no modelo paramétrico (Figura
5.13).
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Figura 5.13: Gréaficos de indices de m(2) para 0 sob o esquema de perturbacao na matriz
escala.

Com relacao ao esquema perturbacao na variavel resposta, considerando g = 0 é
possivel avaliar a influéncia agregada de todas as direcoes de influéncia e, quando ¢ = 6
¢ possivel avaliar a influéncia na dire¢cao de maior curvatura I, (Figura 5.14). A

medida m(q) + 3sm(q) serd utilizada para definir o ponto de corte para m(q).
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Figura 5.14: Autovalores relativos as dire¢oes de influéncia sob o esquema de perturbacgao
na variavel resposta

Ao avaliar a contribuicao agregada de todas as diregoes de influéncia em 5, por meio
do grafico de indices de m(0) sob o esquema perturbagao na variavel resposta, a medida
4 se destacou como possivel ponto influente sob o modelo paramétrico e as medidas 8§,
12 e 124 se destacaram como influentes sob o modelo semiparamétrico (Figura 5.15).
As medidas 4 e 8 sao referentes ao individuo 1, a medida 12 referente ao individuo 2 e

a medida 124 referente ao individuo 12.

Modelo paramétrico Modelo semiparamétrico
o o
-4 <
[ee] [ee]
S S
12
© © *
<3 o
— —
o o
S S
IS < E <
S s 8 124
~N ~N
o * o .
- e . S e et LI N
° . "-""_"_.:"_'g",.-.«-_#. R :-_-2 s ,-.'.. g ° N e
d 1 T T T T — T T T O 1 T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
indice indice

Figura 5.15: Gréficos de indices de m(0) para 0 sob o esquema de perturbacao na
variavel resposta.

Ao avaliar a influéncia na direcao de l,,,, de maior curvatura sob o esquema per-
turbacao na variavel resposta, a medida 55, referente ao individuo 5, se destacou como
provavel ponto influente no modelo paramétrico e nenhum ponto se destacou no modelo

semiparamétrico (Figura 5.16).
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Figura 5.16: Gréficos de indices de m(6) para 0 sob o esquema de perturbacao na
variavel resposta.

De acordo com a analise realizada foi possivel observar que o individuo 1 se destacou
como possivel observagao influente sob alguns esquemas de perturbacao em ambos os
modelos paramétrico e semiparamétrico. Ele foi identificado também como um valor
extremo no boxplot apresentado na Figura 5.2. Além disso, com relagao aos ajustes ob-
tidos para esse individuo, em ambos os casos os modelos tendem a subestimar as curvas
individuais. Os individuos 2 e 12 se destacaram como possiveis observagoes influentes
somente sob o esquema de perturbagao na variavel resposta em todas as diregoes de
influéncia, mas os modelos propostos se ajustaram bem aos dados desses individuos. Ja
o individuo 5 ficou acima do ponto de corte sob o esquema de perturbacao na varia-
vel resposta na direcao de maior influéncia e com relacao a distancia de Mahalanobis.
Como dito anteriormente, esse individuo possui um valor alto na quarta medida, que é
subestimada em ambos os modelos.

No capitulo seguinte é realizada uma discussao sobre o estudo desenvolvido nesta

dissertacao e sao apontadas algumas propostas para trabalhos futuros.
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Capitulo 6
Discussao e propostas futuras

Neste trabalho foi proposto o modelo misto semiparamétrico parcialmente nao linear
que pode ser uma alternativa para se estudarem dados correlacionados com estrutura
nao linear. Esse modelo foi apresentado como uma generalizacao de varios outros como,
por exemplo, modelos mistos nao lineares, modelos mistos lineares e modelos lineares
mistos semiparamétricos. Foi discutido o processo de estimacao dos parametros baseado
na maximizagao do logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada. O critério de
informacao AIC foi adotado para selecionar o valor 6timo do parametro de suavizagao.
O método de influéncia local para o modelo proposto foi desenvolvido. Por fim, foi
apresentada a aplicacao realizada aos dados de concentracao de theophylline, que sao
caracterizados pela relacao nao linear entre a variavel resposta e os parametros de efeitos
fixos e pela estrutura de correlagao intraunidade experimental.

A aplicacao foi norteada pela comparacao dos resultados entre os modelos para-
métrico e semiparameétrico. Nesse desenvolvimento foi possivel verificar que as curvas
ajustadas sao muito semelhantes graficamente, apesar de possuirem estimativas dos pa-
rametros com valores diferentes. Com relacao ao estudo de influéncia local, os resultados
indicaram que a capacidade para acomodar observacoes aberrantes varia de acordo com
o esquema de perturbacao, nao sendo possivel concluir qual modelo é melhor nesse
sentido.

Durante o desenvolvimento deste trabalho surgiram alguns desafios computacionais.
Uma das dificuldades em trabalhar com modelos nao lineares é com relacao aos valores
iniciais para o algoritmo utilizado. Quando se consideram modelos nao lineares semi-
paramétricos, essas dificuldades ampliam se consideravelmente. O algoritmo proposto
exige valores iniciais adequados para se atingir a convergéncia. Além disso, apresentou
algumas dificuldades de convergéncia para alguns valores do parametro de suavizacao.

Em conclusao, existem diversas possibilidades de continuacao deste trabalho. Uma
delas seria melhorar o processo de estimacdo ao considerar outros algoritmos. Além
disso, é necessario realizar uma discussao com relagao a existéncia e unicidade do estima-

dor de méxima verossimilhanca penalizada. Ademais, é possivel considerar distribuicoes
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com caudas mais pesadas do que a distribuicao normal. Verifica-se também a importan-
cia de se realizar um estudo de simulacao para verificar empiricamente as propriedades
do modelo ajustado. Considera-se que seria relevante aplicar o MMSPNL a diferentes
conjuntos de dados para avaliar sua performance em diferentes situacoes. Para finalizar,
uma conclusao importante que se depreende da analise desenvolvida para o conjunto de
dados de concentracao de theophylline é que os pressupostos do modelo paramético estao
bem definidos. Especificamente, a funcao paramétrica nao linear descreve satisfatoria-
mente o mecanismo gerador dos dados. Caso contrario, o modelo semiparamétrico iria
melhorar consideravelmente a modelagem estatistica, ao fornecer maior flexibilidade a
forma funcional que subjaz aos dados. Para verificar essa afirmacao, pode-se considerar
uma funcao nao linear insatisfatéria para descrever os dados e analisar o desempenho

dos modelos paramétrico e semiparamétrico.
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Apéndice A
Dados de concentracao de theophylline

A Tabela A.1 representa os dados de concentracao de Theophylline. A concentragao

de theophylline é representada pela variavel conc.

Tabela A.1: Dados de concentracao de theophylline

Sujeito Peso Dose Tempo conc

1 1 79.60 4.02 0.00 0.74
2 1 79.60 4.02 0.25 2.84
3 1 79.60 4.02 0.57  6.57
4 1 79.60 4.02 1.12 10.50
5 1 79.60 4.02 2.02  9.66
6 1 79.60 4.02 3.82  8.58
7 1 79.60 4.02 5.10  8.36
8 1 79.60 4.02 7.03 747
9 1 79.60 4.02 9.05 6.89
10 1 79.60 4.02 1212 5.94
11 1 79.60 4.02 2437 3.28
12 2 72.40  4.40 0.00  0.00
13 2 72.40 4.40 027 1.72
14 2 72.40 4.40 0.52 7091
15 2 72.40 4.40 1.00  8.31
16 2 72.40  4.40 1.92 833
17 2 72.40  4.40 3.50  6.85
18 2 72.40 4.40 5.02  6.08
19 2 72.40  4.40 7.03 540
20 2 72.40 4.40 9.00 4.55
21 2 72.40  4.40 12.00  3.01
2

[\
[\]

72.40 440 2430 0.90
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Sujeito  Peso Dose Tempo conc
23 3 70.50 4.53 0.00  0.00
24 3 70.50 4.53 0.27 4.40
25 3 70.50 4.53 0.58  6.90
26 3 70.50 4.53 1.02  8.20
27 3 70.50 4.53 2.02 7.80
28 3 70.50 4.53 3.62  7.50
29 3 70.50 4.53 5.08  6.20
30 3 70.50 4.53 7.07  5.30
31 3 70.50 4.53 9.00 4.90
32 3 70.50 4.53 1215 3.70
33 3 70.50 453 2417 1.05
34 4 72.70 4.40 0.00  0.00
35 4 72.70 4.40 0.35 1.89
36 4 72.70 4.40 0.60  4.60
37 4 72.70  4.40 1.07  8.60
38 4 72.70 4.40 213 8.38
39 4 72.70 4.40 3.50  7.54
40 4 7270  4.40 5.02  6.88
41 4 72.70  4.40 7.02  5.78
42 4 72.70  4.40 9.02 5.33
43 4 7270 440 1198 4.19
44 4 7270 440 2465 1.15
45 5 04.60 5.86 0.00  0.00
46 5 54.60 5.86 0.30  2.02
47 5 54.60  5.86 0.52  5.63
48 5 24.60 5.86 1.00 11.40
49 5 54.60 5.86 2.02  9.33
20 5 04.60 5.86 3.50 8.74
ol 5 54.60 5.86 5.02  7.56
52 5 54.60  5.86 7.02  7.09
53 5 24.60 5.86 9.10  5.90
24 5 54.60 5.86  12.00 4.37
25 5 24.60 5.86  24.35 1.57
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Sujeito  Peso Dose Tempo conc
56 6 80.00 4.00 0.00 0.00
57 6 80.00 4.00 0.27 1.29
58 6 80.00 4.00 0.58 3.08
29 6 80.00 4.00 1.15 6.44
60 6 80.00 4.00 2.03 6.32
61 6 80.00 4.00 3.57  5.53
62 6 80.00 4.00 5.00 4.94
63 6 80.00 4.00 7.00 4.02
64 6 80.00 4.00 9.22 3.46
65 6 80.00 4.00 12.10  2.78
66 6 80.00 4.00  23.85 0.92
67 7 64.60 4.95 0.00 0.15
68 7 64.60 4.95 0.25 0.85
69 7 64.60 4.95 0.50  2.35
70 7 64.60 4.95 1.02  5.02
71 7 64.60 4.95 2.02 6.58
72 7 64.60 4.95 3.48 7.09
73 7 64.60 4.95 5.00 6.66
74 7 64.60 4.95 6.98 5.25
75 7 64.60 4.95 9.00 4.39
76 7 64.60 4.95 12.05 3.53
77 7 64.60 4.95 2422 1.15
78 8 70.50  4.53 0.00 0.00
79 8 70.50  4.53 0.25 3.05
80 8 70.50  4.53 0.52  3.05
81 8 70.50  4.53 0.98 7.31
82 8 70.50  4.53 2.02 7.56
83 8 70.50  4.53 3.53  6.59
84 8 70.50  4.53 5.05 5.88
85 8 70.50  4.53 715 4.73
86 8 70.50  4.53 9.07 4.57
87 8 70.50  4.53 12.10  3.00
88 8 70.50 453 2412 1.25
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Sujeito  Peso Dose Tempo conc

89 9 86.40 3.10 0.00  0.00
90 9 86.40 3.10 0.30  7.37
91 9 86.40 3.10 0.63  9.03
92 9 86.40  3.10 1.06  7.14
93 9 86.40 3.10 2.02  6.33
94 9 86.40 3.10 3.53  5.66
95 9 86.40 3.10 2.02  5.67
96 9 86.40 3.10 717 4.24
97 9 86.40  3.10 8.80 4.11
98 9 86.40  3.10 11.60  3.16
99 9 86.40 3.10 2443 1.12
100 10 58.20  5.50 0.00 0.24
101 10 58.20  5.50 0.37  2.89
102 10 58.20  5.50 0.77  5.22
103 10 58.20  5.50 1.02  6.41
104 10 58.20  5.50 205 7.83
105 10 58.20  5.50 3.55 10.21
106 10 58.20  5.50 5.05 9.18
107 10 58.20  5.50 7.08  8.02
108 10 58.20  5.50 938 T7.14
109 10 58.20  5.50 12.10  5.68
110 10 58.20 5,50  23.70 242
111 11 65.00 4.92 0.00  0.00
112 11 65.00 4.92 0.25 4.86
113 11 65.00 4.92 0.50 7.24
114 11 65.00 4.92 0.98  8.00
115 11 65.00 4.92 1.98 6.81
116 11 65.00 4.92 3.60  5.87
117 11 65.00 4.92 5.02  5.22
118 11 65.00 4.92 7.03 4.45
119 11 65.00 4.92 9.03 3.62
120 11 65.00 4.92 12,12 2.69
121 11 65.00 4.92 24.08 0.86
122 12 60.50 5.30 0.00  0.00
123 12 60.50  5.30 0.25 1.25
124 12 60.50  5.30 0.50  3.96
125 12 60.50 5.30 1.00 7.82
126 12 60.50 5.30 2.00 9.72
127 12 60.50 5.30 3.52  9.75
128 12 60.50 5.30 5.07  8.57
129 12 60.50 5.30 7.07  6.59
130 12 60.50 5.30 9.03 6.11
131 12 60.50 5.30 12.05  4.57
132 12 60.50 5.30  24.15 1.17
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Apéndice B
B-splines e P-splines

Neste apéndice serdo apresentadas mais informagoes sobre B-splines, a fim de pro-
porcionar um entendimento mais amplo sobre os termos nao paramétricos no modelo

3.1 1. Considere N + 2 valores reais t;, chamados nos
lo<t1 <...<tny1.

Os N > 0 valores t; sao chamados noés internos e sempre existem dois pontos extremos,
toetnyt.

Seja t = {t;;i € Z} uma sequéncia de numeros reais nao decrescentes (t; < t;41) .
Defina-se uma sequéncia de nos por

t_(m_l):...:t0§t1§...§tN§tN+1:...:tN+m,

em que os nos extremos foram incluidos n = m — 1 vezes (necessario para a construgao

recursiva das B-splines). Assim, pode-se indexar o conjunto de nos por ¢ =0,..., N +
2m — 1.
Dada uma sequéncia de nés t;, i = 0,..., N +2m —1, a i-ésima funcao base B-spline

de ordem j, B;;, é definida pela relacdo de recorréncia (De Boor 1978, cap. 9)

Bio(z) = { ) o (B.1)
0, caso contrario
Biji(r) = ijr1(2)Bij(2) +[1 — qigjjs1(2)] Biv(2), (B.2)
em que
aij(x) = q liwg —hi " (B.3)
0, caso contrario

LA descrigao foi baseada em Racine (2012).
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Para realizar os calculos acima, g é definido como 0.
Uma B-spline de grau n (de ordem m = n + 1) é uma curva paramétrica composta

por uma combinacao linear de bases de B-splines B;,(z) de grau n, dada por

N+n

B(x) =} _ BiBin(x), (B.4)

em que = € [to,tnys1] e B = (Bi,...,0nsn)" & um vetor de niimeros reais.

Como exemplo ilustrativo de uma funcao B-spline, considere um conjunto com trés
nos interiores (N = 3), dados por {0.25,0.5,0.75}, em que os nos extremos sao {0, 1}.
O grau da spline serd n = 3. Portanto, sua ordem serd m = 4. O conjunto de todos os

nos necessarios para construir a B-spline é
{0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1}

e o numero de funcoes base ¢ K = N +m = 7. As sete fungoes base de B-spline serao
denotadas por Bys,...Bss. A Figura B.1 representa esse exemplo de uma B-spline de

terceiro grau e trés nos equidistantes.

0.8
!

0.4

0.0
|

Figura B.1: Fungoes base de B-splines de terceiro grau e 3 nds interiores.

O método de suavizacao com P-splines consiste em aproximar uma funcao nao pa-
ramétrica com B-splines e considerar a funcao de penalidade baseada no operador de
diferencas (de coeficientes de B-splines adjacentes)

N+n
J(f) =) (A", (B.5)

j=k+1

em que [ é a funcao a ser estimada em um problema de regressao nao paramétrica, k é

a ordem das diferengas, A*B; = AAF13; e AB; = 8; — B;_1 (Eilers & Marx 1996).
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Para calcular a matriz B de representacao de B-splines para um dado vetor x no R,

baseando-se em B-spline de grau bdeg, pode-se usar a funcao

bspline<-function(x, x1, xr, ndx, bdeg) {
dx <- (xr-xl) /ndx

knots <- seq(xl-bdeg+dx,xr+bdeg*dx, by=dx)
B<-spline.des(knots, x, bdeg+ 1, 0*x)$design
B

}

em que x1 e xr sao o minimo e o maximo do dominio de x, respectivamente, e existem
ndx intervalos no dominio de x. A matriz D, de representacao do operador de diferencgas

pode ser calculada usando-se o cédigo

D <- diag(ncol(B))
for (k in 1:pord) D <- diff(D)

em que pord representa a ordem das diferencas.
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