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RESUMO

Um dos procedimentos usuais para estudar uma relagao entre variaveis é analise de
regressao. O modelo de regressao usual ajusta os dados sob a suposicao de que as varidveis
explicativas sao medidas sem erros. Porém, em diversas situagoes as variaveis explicati-
vas apresentam erros de medicao. Nestes casos sao utilizados os modelos com erros de
medicao. Neste trabalho estudamos um modelo estrutural com erros de medigao para
observacoes replicadas. A estimacao dos parametros dos modelos propostos foi efetuada
pelos métodos de maxima verossimilhanca e de maxima pseudoverossimilhanca. O com-
portamento dos estimadores de alguns parametros foi analisado por meio de simulagoes
para diferentes nimeros de réplicas. Além disso, sao propostos o teste da razao de veros-
similhancas, o teste de Wald, o teste escore, o teste gradiente, o teste C'(«) de Neyman e
o teste da razao de pseudoverossimilhancas com o objetivo de testar algumas hipoteses de
interesse relacionadas aos parametros. As estatisticas propostas sao avaliadas por meio
de simulagoes. Finalmente, o modelo foi ajustado a um conjunto de dados reais referentes
a medicoes de concentracoes de elementos quimicos em amostras de ceramicas egipcias.

A implementacao computacional foi desenvolvida em linguagem R.

Palavras-chave: Erros heteroscedasticos, matriz de covariancias, maxima pseudoveros-

similhanca, maxima verossimilhanca, modelos com erros de medicao, modelo estrutural.



Abstract

The usual regression model fits data under the assumption that the explanatory va-
riable is measured without error. However, in many situations the explanatory variable
is observed with measurement errors. In these cases, measurement error models are re-
commended. We study a structural measurement error model for replicated observations.
Estimation of parameters of the proposed models was obtained by the maximum likelihood
and maximum pseudolikelihood methods. The behavior of the estimators was assessed
in a simulation study with different numbers of replicates. Moreover, we proposed the
likelihood ratio test, Wald test, score test, gradient test, Neyman’s C'(«) test and pseudo-
likelihood ratio test in order to test hypotheses of interest related to the parameters. The
proposed test statistics are assessed through a simulation study. Finally, the model was
fitted to a real data set comprising measurements of concentrations of chemical elements
in samples of Egyptian pottery. The computational implementation was developed in R

language.

Keywords: Heteroscedastic errors, covariance matrix, maximum pseudolikelihood, ma-

ximum likelihood, measurement error models, structural model.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O problema pratico que motivou este trabalho esta presente em diversas areas do co-
nhecimento, como por exemplo em Agronomia. Suponha que estamos relacionando, por
meio de um modelo, as variaveis rendimento na producao de um determinado cereal e
teor de nitrogénio no solo (Fuller, 1987). Em Medicina, podemos estudar a relagao entre
impedancia cardiografica (IC) e ventriculografia radioisotopica (RV), que sao utilizadas
para a medi¢ao do débito cardiaco em individuos (Carstensen et al., 2012); ou estudar a
relacao entre as variaveis dosagem de uma determinada droga e nivel de proteina na urina
(Barnett, 1970) ou o desempenho académico e atlético de criangas de diferentes grupos
de idades em duas localizacoes distintas (Dolby et al., 1987)). Nestes casos as varidveis
envolvidas nao podem ser medidas com exatidao. Uma alternativa na anélise para cada
um dos conjuntos de dados acima seria a utilizagao de modelos de regressao com erros de
medicao ou modelos com erros nas variaveis. Estes modelos estendem os modelos de re-
gressao usual procurando representar as variaveis explicativas de uma forma mais realista
(Cheng & Van Ness, 1999). Além disso, esses erros podem acontecer devido a vérias cir-

cunstancias, como por exemplo, a leitura incorreta nos instrumentos de medigao; métodos



e técnicas de registro de dados, isto é, coletas por entrevistas ou questionarios, pois os
erros podem ser ocasionados por desonestidade, ignorancia ou por falta de cuidado e nas
condi¢Oes ambientais que geram a variabilidade em instrumentos de leitura (Buonaccorsi,
2010).

Em problemas envolvendo validacao de métodos de medicao, cuja finalidade é verificar
se os procedimentos analiticos irao fornecer resultados equivalentes das medigoes obtidas.
Em outras palavras, a validacao de métodos é a verificacao da equivaléncia entre eles.
Carstensen (2010) apresentou algumas metodologias e ferramentas praticas em estudos de
comparacao de métodos de medicoes clinicas. Alguns exemplos e aplicacdes a conjuntos
de dados reais podem ser encontrados, por exemplo, em |Galea-Rojas et al. (2003)) e
Carstensen et al. (2012). Como aplicacao da metodologia estudada nesta dissertagao,
utilizaremos um conjunto de dados reais relacionado ao problema em questao.

Existe uma ampla cobertura de diversos topicos referentes aos modelos de regressao
com erros de medigao (vide Fuller, 1987; Cheng & Van Ness, 1999; [Stefanski, 2000; |Carroll
et al., 2006; [Buonaccorsi, 2010, por exemplo). Estes modelos envolvem erros de medigao
nas variaveis explicativas. Se uma andlise estatistica é realizada ignorando a presenca
dos erros de medida, algumas inferéncias podem resultar nao confidveis. Recentemente,
modelos de regressao com erros de medicao heteroscedasticos sob enfoque estrutural tém
sido objeto de pesquisa, como por exemplo, podemos citar |Galea et al. (2008), Patriota
et al. (2009) e de Castro et al. (2013)). Em diversas aplicacoes supoe-se que os erros de
medicao sdo descorrelacionados e suas variancias sao conhecidas (Kulathinal et al., 2002).

Nesta dissertacao consideramos uma tnica covaridvel medida com erro e situacoes em
que réplicas estao disponiveis tanto da variavel explicativa quanto da variavel resposta,
que por sua vez estas podem ser balanceadas ou desbalanceadas. Quando as medigoes sao
replicadas, presume-se que a base do valor verdadeiro nao se altera durante a replicacao
e nao existe nenhum emparelhamento entre as medic¢oes repetidas (Sengupta, 2012, Cap.

3). Além disso, consideramos duas situagdes em relagao a estrutura dos erros de medi-



¢ao, sejam heteroscedésticos ou homoscedasticos. Assim, o presente trabalho tem como

objetivos:

(1)

Revisar os métodos inferenciais que podem ser utilizados em modelos de regressao
com erros de medicao sob enfoque estrutural, tanto heteroscedésticos quanto ho-
moscedasticos, para observagoes replicadas (Dolby, 1976; Chan & Mak, 1979; Gong
& Samaniego, 1981} |Carroll et al., 1993; |Artes & Botter, 2005; Carroll et al., 2006;
Guolo, 2011)).

Obter os estimadores de maxima verossimilhanga (MV) e de méaxima pseudoverossi-

milhan¢a (MPV) dos parametros de interesse dos modelos propostos e compara-los.

Estudar estatisticas para testar a homoscedasticidade das variancias dos erros de

medigao e testes envolvendo simultaneamente os coeficientes angular e linear.

Realizar um estudo de simulacao sobre as propriedades assintoticas dos estimadores
e estatisticas de teste desenvolvidos, considerando que o tamanho da amostra é fixo

e que o numero de réplicas das observacoes aumenta.

Como ilustracao, aplicamos os modelos estudados a um conjunto de dados reais
referentes a medigoes de potassio (K) encontrado em amostras de ceramicas egipcias,
e em que foram utilizadas duas técnicas de medigao (mais detalhes sobre o conjunto

de dados reais encontram-se em |[Rasekh & Fieller, 2003).

Na Secao 1.1 apresentamos alguns conceitos basicos dos modelos com erros de medi-

cao. Resultados sobre o estimador de méaxima pseudoverossimilhanca e sua distribuicao

assintotica sao descritos na Secao 1.2. Na subsecao 1.3 faremos uma revisao bibliografica

a respeito de modelos com erros de medicao para dados com e sem réplicas. Finalmente,

na Secao 1.4 apresentamos a organizacao do trabalho.



1.2 Conceitos basicos

Uma extensao dos modelos de regressao usuais sao os modelos de regressao com erros
de medicao, que sao caracterizados pelo fato de que hé covariaveis do modelo medidas
com erros (Fuller, 1987; Cheng & Van Ness, 1999)). Considerando o modelo linear usual

com erros de medigao, assumimos que as variaveis y e x sao relacionadas por

Yi = Bo + B, (1.1)

parat=1,...,n, em que y; e x; nao sao observados diretamente. £ importante destacar
que a varidvel resposta e a covariavel estdo sujeitas a erros aditivos, dados por ¢; e 9;,

respectivamente, isto é, o que observamos de fato é

Xi=z;+0 e Y=y, +ei, (1.2)

em que (X;,Y;) independentes, i = 1,...,n, os erros de medigao 0; e &; sao independentes
entre si e x; é independente de (g;,0;). Esses erros tém médias nulas e variancias finitas
e nao nulas.
Em algumas situagdes, como em |[Kulathinal et al. (2002)), os erros de medicao (6;, &;)
tém distribuicao
6\ ind 0 oy 0

2N, S Ci=1,....n, (1.3)
g 0 0 O'2

com variancias o3 e oZ, conhecidas e maiores do que 0. O modelo (1.1)-(1.3) é classifi-
3 k3
cado em modelo de regressao heteroscedastico, quando as variancias dos erros variam de
observacao para observacao em (1.3)), e se estas variancias sao o, = o5 e 02, = 0? para
° ? 51‘ 1) Ei £ p
i =1,...,n, & denominado de modelo de regressao homoscedastico (caso particular do
modelo anterior). Além disso, trés situagdes de modelagem podem ser abordadas para

a covariavel nao observada x. De acordo com as suposicoes encontradas na literatura,

podemos classificar o modelo com erros de medigao dado em (1.1])-(1.3), como



Modelo funcional: Se cada x; é uma constante desconhecida.
Modelo estrutural: Se x; ¢ uma variavel aleatoria com média p, e variancia o2 .

Modelo ultraestrutural: Se cada x; é uma varidvel aleatoria independente, mas
nao identicamente distribuida, podendo ter diferentes médias 1., e variancia o2 para
todo i. Este modelo é uma generalizacao dos modelos funcional e estrutural. Assim,
S€ g, = -+ = [z, = [z, 0 modelo ultraestrutural se reduz ao modelo estrutural e

se 02 = 0, 0 modelo ultraestrutural se reduz ao modelo funcional (Dolby, 1976)).

Nessas condigoes, o modelo de regressao linear usual ¢ um caso particular do modelo
de regressao com erros de medi¢ao quando os erros ¢;’s sao todos nulos para i =,1... n.

Se tentarmos escrever (1.1)-(1.3) como um modelo de regressao usual, temos

Y=y+e=0+pr+te=0+ (X —-9)+e¢
=60+ 51X + (e = £16) = fo+ 1 X + €4

(1.4)

em que £, = € — 10. No entanto, ndo se trata do modelo de regressao usual, devido a
que X é uma variavel aleatoria e é correlacionada com o termo do &,.

Surgem problemas ligados & consisténcia dos estimadores ao estimar os parametros
dos modelos com erros nas varidveis. Em modelos funcionais e ultraestruturais, devido
a presenca dos parametros incidentais, estimadores de maxima verossimilhanca (MV)
podem ndo existir, e caso existam, podem nao ser consistentes (fungio verossimilhanga
ilimitada). Nos modelos estruturais, os problemas de inconsisténcia ocorrem devido &
falta de identificabilidade do modelo. Modelos inidentificdveis permitem que diferentes
conjuntos de valores para os parametros originem a mesma distribui¢ao para X e Y (Fuller,
1987). Assim, sob o enfoque estrutural de modelos de regressao com erros nas variaveis sem
réplicas assume-se alguma suposicao adicional sobre os parametros para tornar possiveis
as inferéncias (Cheng & Van Ness, 1999). No entanto, em diversas situagoes encontradas

na literatura as variancias dos erros de medigao em ((1.3)) sdo estimadas utilizando réplicas



das observacoes X e Y. No Capitulo 2, serao apresentados os modelos de regressao com

erros de medicao sob enfoque estrutural para obervacgoes replicadas.

1.2.1 Método de maxima pseudoverossimilhanca

Na estimacao dos parametros dos modelos que serao apresentados utilizamos uma
alternativa baseada nas modificacoes do método de maxima verossimilhanca, sendo esta
o método de maxima pseudoverossimilhanca (MPV), descrito em (Gong & Samaniego
(1981). Este método de estimacao ¢é utilizado na inferéncia em um determinado modelo
que envolve apenas alguns dos parametros mas nao todos, isto é, quando ha presenca de
parametros de perturbacao e de interesse. Um atrativo desta abordagem ocorre quando
nao é factivel eliminar o parametro de perturbacao por condicionamento ou fatoracao
(Gong & Samaniego, 1981} Carroll et al., 2006; (Guolo, 2011)).

Consideramos S o espaco amostral sobre o qual definimos uma familia de distribuicoes
D(0) indexadas por um vetor de parametros desconhecidos 0, com dim(€) = p; + po.
Além disso, consideramos uma parti¢ao para @ = (¢, A')!, em que ¢ e X sdo os vetores
de parametros de interesse e de perturbacao, com dimensoes p; e po, respectivamente. O
simbolo ”t” denota a transposta de um vetor ou matriz.

Seja Z = (Z, ..., Z!)" uma amostra aleatoria da familia de distribui¢des D(¢p, X), com
parametros (¢, A) € ® x A C RP* x RP? respectivamente. Seja fz a funcao densidade da

amostra aleatoria Z e cuja funcao verossimilhanca correspondente & amostra observada é

dada por
Lip.N) = ﬁmzi; .0, 15)

cujo logaritmo & dado por _
L(¢.A) =L(p,\; Z) = ilog fz(Zi; ¢, A). (1.6)



Definicao 1.2.1 Seja X um estimador consistente do parametro A. Definimos
Ly(¢;Z) = L(b, X; Z),
como sendo a funcao logpseudoverossimilhanca de ¢.

Na realidade, £, representa a fun¢ao logverossimilhanca dada em (|1.6) com A fixado,
isto ¢, £, ¢ agora uma funcao somente de ¢. Em virtude dessas consideragoes, duas defini-
¢oes encontradas na literatura referentes ao estimador de méxima pseudoverossimilhanca

para o vetor de parametros de interesse sao apresentadas.

Definigao 1.2.2 Seja Z = (Z%,..., Z!)" uma amostra aleatoria, com Z ~ D(¢, A). Seja
X um estimador consistente do parametro A baseado na amostra Z. Se

= argmax L,(¢; Z),
¢ = argmax L,(¢; Z)
dizemos que $ ¢ um estimador de maxima pseudoverossimilhanca do parametro ¢.

Definigao 1.2.3 Seja Z = (Z!,..., Z!)" uma amostra aleatoria, em que Z; = (X}, Y;*)!
com Z; ~ D(¢p,\) e X; ~ D(X) para i,...,n. Seja X um estimador consistente do

parametro A baseado na amostra Xi,..., X,. Se

=argmax L,(¢; Z),
¢ g bed o(®; Z)
dizemos que (}5 é um estimador de maxima pseudoverossimilhan¢a do parametro ¢.

As defini¢oes 1.1.2 e 1.1.3 sao formuladas segundo os autores (Gong & Samaniego
(1981) e (Guolo (2011), respectivamente. Além disso, um fato importante é que as fun-
coes logpseudoverossimilhancas nao sao tnicas, elas variam de acordo com o estimador
encontrado para o parametro de perturbagao A.

Outro método que contorna a presenca de parametros de perturbacao é o método
de méxima verossimilhanca perfilada, mas este difere da abordagem tratada aqui. Para

explicar brevemente este método, consideremos 8 = (@', A')" e supomos que ¢ ¢é fixo.

7



Reescrevemos a fungao logverossimilhanca como L£(¢, A) = L4(A) para mostrar que ¢ é
fixo, mas A varia. Assim, para estimar A maximiza-se L£4(\) com respeito a A, isto é,
ch = arg Ii?,i( Ls(AX). No entanto, ¢ é desconhecido, por conseguinte, para cada ¢ tem-se
a substituicao de A por Ag. O estimador de maxima verossimilhanca perfilada de ¢ é

obtido por
¢ = argmax Ly(Ay) = argmax L{¢, Ag).

da ultima expressao notemos que X¢ é obtida quando ¢ é suposto fixo, ao contrario da
abordagem do método de méaxima pseudoverossimilhanca, pois 5 simplesmente requer
um estimador consistente para A. Portanto, além do método de maxima verossimilhanca
(MV), utilizamos o método de maxima pseudoverossimilhanca (MPV) na inferéncia sobre

os parametros dos modelos que serao propostos no Capitulo 2.

1.2.2 Distribuicao assintética do estimador MPV

Nesta subsecao utilizamos a teoria de equacgoes de estimacao para encontrar a dis-
tribuicdo assintotica dos estimadores de méaxima pseudoverossimilhanca (Carroll et al.,
2006; |Guolo, 2011). Consideremos uma amostra aleatéria Z;, i = 1,...,n, como na defi-
nicao 1.1.2, em que cada i-ésima unidade amostral associa-se uma parcela da funcao de
estimacao, ¥,;. O conceito de funcao de estimacao para uma amostra Z é dado através

da expressao
(Z;0)=) ¥(Z;,0). (1.7)
i=1

Restringimos (1.7) de modo que
n 'y W,(Z,,0) =0, (1.8)
i=1
¢ denominada de equagao de estimacao, com 6 uma solucdo para (1.8) e a0 mesmo tempo

¢ um M-estimador para 0 (para mais detalhes, vide |Artes & Botter, 2005, por exemplo).

A equagao de estimagao dada em (1.8) é dita nao viciada se E{>";" ¥,(Z;,0)} = 0.

8



Logo, se as equacoes de estimacao sao nao viciadas, entao 6 ¢ um estimador consistente
para 0, sob condicoes de regularidade (Gong & Samaniego, 1981; Delgado, 1995). No caso
em que as amostras sdo independentes e identicamente distribuidas (iid), a ideia é que
para cada valor de 0, converge para sua propria esperanca (isso acontece pela lei dos
grandes ntimeros). Assim, pelo fato de que 0 ¢ consistente e por aproximacoes de Taylor,

tem-se

n

0~ n_lz\IfZ—(Zi, 0) + n_l %\I’Z(Z“ 0)(5— 0), (19)

i=1 i=1
sendo @ o verdadeiro valor do parametro. Daqui, aplicando novamente a lei dos grandes
niimeros ao termo entre parénteses do lado direito em (1.9), obtém-se uma aproximagao

da diferenca entre o estimador e o verdadeiro valor do parametro dada por

-0~ —{A6)" n-lzn:qfi(zi, 9), (1.10)
A(0) =n-'Y" {%\pxzi,a)} | (1.11)

Utilizando as propriedades da distribuicao normal multivariada, segue-se que 6 tem

distribuicao normal assintética com média @ e matriz de covariancias dada por

n ' {A(0)" H{B(0)H{A®) '}, (1.12)
em que
B(0) = nflzcov{xpi(zi, 6)}. (1.13)

Consideramos uma particio 0 = (@', A")" como na Se¢do 1.2.1 e a estimacgao pelo
método de maxima pseudoverossimilhanca conforme apresentado anteriormente. Este
método requer um estimador para o vetor de parametros de perturbagao A. Com efeito,

seja X obtido como solucao de
> Wi(Zi, X)) =0. (1.14)
i=1

9



Em seguida, estima-se o vetor de parametros de interesse ¢, que resolve a equacao de

estimacao obtida pela derivada primeira da funcao logpseudoverossimilhanca, dada por
znjic i(®.X Z) =0, (1.15)
i=1 0"

em que X é fixado em (L.15) e obtido de (1.14). Se a equacao de estimacao (1.15]) for
ndo viciada, temos que 8 = (X', ')’ é uma solucdo simultanea de 1)1) e pode-
mos encontrar a distribuicao assintotica de (Xt, ggt)t, ja que podemos escrever uma unica

equacao de estimacao, isto é,

n L AVAPY 0

0 - = . (1.16)

Utilizando a aproximacio dada em (1.12)), particionamos as matrizes A = A(0),
B = B(#) e AA'BA™!, de acordo com as dimensoes dos parametros de interesse e de
perturbacao, p; = dim(¢) e p; = dim(A). Por consequéncia, a matriz de covariancias

1

assintotica de ¢ ¢ n~! vezes a submatriz inferior direita de AL BA™ (Carroll et al.,

2006), e é dada por

Y = A [(Byy — Ap A5\ By — B, AL AL + ApAGBOLWALTAL )AL (L17)
cujos blocos sao

O*’Ly(p, \; Z;) OW,(X; Z))
oo = ZE{ ) A”‘ZE{ Falt
.7 4 LAt
Aqﬁ)\ _ _ZE {a ‘Cpl(¢ >‘ Z; ) } : B¢¢ _ Zaﬁp,i((ﬁa)\y Zz){aﬁp,z((ﬁ?)‘: Zz)} ’
i=1

PO a O By
OLyi(¢, A Z:) - t
BM)_Z\IJ { P <g¢ )} e Bu=)Y U(X\Z){¥(X2Z)}

i=1

(1.18)

Portanto, a distribuicao assintética do estimador de méxima pseudoverossimilhanca

do vetor de parametros de interesse ¢, sob condigoes de regularidade (Gong & Samaniego,
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1981} |Delgado, 1995)) é
V(=) % N, (0.5), (1.19)
em que X é a matriz de covariancias dada em ([1.17)).
Cada um dos blocos da matriz de covariancias ¥ do estimador MPV do parametro
de interesse ¢, pode ser obtido por meio do estimador sanduiche (Artes & Botter, 2005;
Carroll et al., 2006)). Neste trabalho, adaptamos esta abordagem para o caso em que as
observacoes sao independentes, mas nao identicamente distribuidas e utilizamos a teoria

de equacao de estimacao apresentada a fim de apresentar em forma geral a distribuicao

assintotica do estimador de MPV de ¢.

1.3 Breve revisao da literatura

Como mencionado na Secao 1.1, existem diversos trabalhos publicados sobre modelos
com erro de medigao (linear ou ndo linear), motivados por problemas das diversas areas de
conhecimento (Agronomia, Medicina, Quimica e Econometria, dentre outras). Referén-
cias, métodos e exemplos de conceitos basicos para esta literatura podem ser encontradas
em [Fuller (1987), (Cheng & Van Ness (1999)), (Carroll et al. (2006), Buonaccorsi (2010).

Barnett (1970) estudou um modelo linear heteroscedéstico sob enfoque funcional com
observacoes replicadas. Fxm outras palavras, considerou a seguinte relacao entre as varia-
veis observadas: Y;; = By + fix; + €5 € Xy = x; + 6,5, para j = 1,...,7; € 08 erros ;5 e
d;; sao nao correlacionados para ¢ = 1,...,n. O autor derivou os estimadores de maxima
verossimilhanca para os parametros 3y e 31, assim como também sua respectiva matriz de
covariancias assintotica. Dolby et al. (1987) também derivam os estimadores de méxima
verossimilhanga considerando o mesmo modelo de Barnett (1970), mas flexibilizando o
ntmero de réplicas para cada variavel (X e Y), isto &, Y;; e X, para j = 1,...,s; ¢
k=1,...,r; respectivamente.

Chan & Mak (1979) estudaram o modelo normal com erros homoscedésticos, mas com

11



numero de réplicas constante, obtendo os estimadores de maxima verossimilhanca para
os parametros do modelo e a matriz de covariancias assintotica dos estimadores para os
parametros de intercepto e inclinacao.

Guolo (2011) utilizou o algoritmo EM-Monte Carlo para estimar os parametros pelo
método de maxima pseudoverossimilhanca em modelos de regressao com covariaveis afe-
tados por erros de medicao. Na literatura, existem outros trabalhos publicados que consi-
deram outras abordagens a respeito do método de MPV, por exemplo, (Geys et al. (2006)
utilizam um método de estimacao por pseudoverossimilhanca, mas nao é o método tratado
aqui. A ideia principal é substituir uma funcao de densidade conjunta numericamente difi-
cil por uma funcao mais simples, isto é, pode ser substituida por um produto adequado de
razoes de verossimilhancas de subconjuntos das variaveis. Por exemplo, uma distribuicao

bivariada pode ser substituida pelo produto de duas fun¢oes condicionais.

1.4 Organizacao do trabalho

Este trabalho encontra-se dividido em seis capitulos. No Capitulo 2 apresentamos o
modelo de regressao na presenca de erros de medicao sob enfoque estrutural para ob-
servagoes replicadas e segundo a natureza dos erros de medigao (heteroscedasticos ou
homoscedésticos). Apresentaremos a matriz de informagao esperada dos parametros. No
Capitulo 3 desenvolvemos as inferéncias baseadas nos métodos de maxima verossimilhanca
e de maxima pseudoverossimilhanca. Expressoes para as matrizes de covariancias assin-
toticas dos estimadores de MV e MPV foram obtidas, além de estatisticas de teste para
testar as hipoteses de homoscedasticidade das variancias dos erros de medicao e ausén-
cia de vieses aditivo e multiplicativo. No Capitulo 4 realizamos um estudo de simulacao
utilizando a linguagem R (R Core Team, 2013)), para avaliar o comportamento dos estima-
dores e desempenho dos testes de hipoteses de interesse. A situacao em que o niimero de
observacoes n permanece fixo e o nimero de réplicas tende a infinito. O comportamento

das estatisticas da razao de verossimilhancas, Wald, escore, gradiente, C(a/) de Neyman e
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da razao de pseudoverossimilhancas é analisado. No Capitulo 5 aplicamos a metodologia
apresentada nos Capitulos 2 e 3 a um conjunto de dados reais referente a medigoes de
potassio (K) encontrado em amostras de ceramicas egipcias. Por ltimo, sdo apresentadas

as conclusoes e propostas de trabalhos futuros no Capitulo 6.
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Capitulo 2

Modelos

Neste capitulo inserimos as réplicas na estrutura do modelo, modificando o modelo de
regressao — dado na Se¢ao 1.2. Deste modo, o modelo é dito modelo de regressao
com erros de medicao sob enfoque estrutural para observacoes replicadas. Descrevemos
seus casos particulares segundo as estruturas das variancias dos erros de medi¢ao. Con-
sideramos que o ntmero de réplicas das observacoes sao balanceadas e desbalanceadas.
Além disso, apresentamos a matriz de informacao esperada dos parametros para cada

modelo descrito a seguir.

2.1 Modelo de regressao com erros de medicao sob en-
foque estrutural para observacoes replicadas

Supomos r; > 1 e s; > 1 réplicas das varidveis explicativa e resposta, X;; e Yi;

respectivamente. Assim, a partir do modelo (1.1])-(1.3), escrevemos

Yyi = Po + b, (2.1)
Yij =y + ey (2.2)
e X =+ Ok, (2.3)
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em que os erros de medicao €;; e J;; sao independentes entre si e para diferentes observa-

itd

¢oes, ; ¢ independente de (g5, 0i), i ~ N(O,a?i) para j=1,...,8 e 0 Y

~ N(O’ O-gz)
para k =1,....,r; et = 1,...,n. Sob o enfoque estrutural, assumimos neste trabalho
que a distribuicao da covariével ndo observada z; é normal, ou seja, z; ~~ N(ps, 02) para
i=1,...,n, com p, €R e o2 >0 representando a média e a variancia da i-ésima obser-
vacao da variavel preditora nao observavel. Esta especificacao é conhecida como modelo
estrutural normal com erros de medicao para observacoes replicadas. A inferéncia, neste
trabalho, esta centrada no vetor de parametros de interesse ¢, cujas componentes sao (3
e (1, que representam os coeficientes de regressao linear e angular, respectivamente.

Por outro lado, como comentado na Secao 2.2, os modelos com erros de medicao
estruturais devem ser tratados levando-se em conta o problema de identificabilidade. Para
evitar esse problema nestes modelos com erros de medicao foram inseridas as réplicas como
parte do modelo a fim de estimar todos os parametros do modelo tornando assim o modelo
identificavel.

A seguir apresentamos os modelos de regressdo que surgem a partir de (2.1)-(2.3),

segundo a natureza das variancias dos erros de medicao.

2.1.1 Modelo heteroscedastico

Dizemos que o modelo (2.1))-(2.3)) é dito modelo heteroscedéstico se as variancias dos

2

erros de medicao ai e oZ. variam de obervagao para observagao. Por conseguinte, obtemos

ind. ind.

Yij ~ N(Bo+ Biptas Bioz+02) e Xip ~ N(pa, 03 4 03,), com

Cov(Yij, Xix) = 1oz e Cov(Vyy, Xip) =0, i #1, parai,l=1,...,n.

2t

. N t
Desta forma definimos o vetor de parametros 8 = (8o, 81, bz, 02, 0% , 02 )!, sendo o3 =

(03,...,05 ) ea?=(02,...,02 ). Sejam X; = (Xi1,..., Xin,)", Vi = (Yir,...,Yi,) e

€1’

Z,= (X!, Y, i=1,...,n. Portanto,
Z’i izd N’I’i-i-si (mia ‘/;)7 (24)
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em que m; = (p 1%, (Bo + Bipe)1:)" € o vetor de médias e V; é a matriz de covariancias

de Z;, dada por

V.= R, +0%bb, (2:5)
sendo
Ungm 0,5 ¢ t
R, = | % e b= (1, 41L), (2.6)
O'SiIsi

em que 1, e 1, ; denotam o vetor e a matriz de 1’s de ordem r x 1 e r X s, respectivamente.
Portanto, a funcao logverossimilhanca para o vetor de parametros 8, dada as n observagoes

do vetor aleatorio Z; = (X!, Y")!, i =1,...,n, do modelo baseado em ({2.4) é dada por

L(6;Z)=) Li(6;Z), (2.7)
i=1
com
1 LR
L;(0; Z;) = const. — 3 log |V;| — §szZ d;, (2.8)

. , o .
em que d; = Z; — m;, o determinante de V; é dado por |V;| = aéflafflaiai, a; dada em

(2.13), e a inversa da matriz V; é
Vil =R - Rb(0," + bR L) R

-2 1 _—4 —lp -2 2 )
o Os, IT‘z‘ —a; Og, 17”i,7"i —a; Blaéi Oe, 17“1',51' (2 9)

—2 —192 —4
JEi Isi - ai 510-81' 137;731‘

Apos algumas manipulacoes algébricas podemos expressar a funcao logverossimilhanca

(2.7) como

1 1 ¢
L(0; Z) = const. — glog i 3 ;Ti log agi —3 Z; s;log U?i
= = (2.10)

n

LS o - L3 - )
=1

=1
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sendo

hi =052 (Xik — pa)? + 022y (Yig = o — Bupta)?, (2.11)
k=1 J=1

Qi :05_1_2 Z(sz — pg) + 0;251 Z(Y;j — Bo — Pipz) e (2.12)
k=1 j=1

a; =biR;'b; + 0,° = rio;” + 810" + 0,7 (2.13)

Ainda que a funcao logverossimilhanca tenha sido escrita de uma forma algébrica mais

simples ainda nao deixa de ser complexa.

2.1.2 Modelo homoscedastico

Este modelo surge como caso particular do modelo de regressao anterior. Neste caso as
variancias dos erros de medigao sdo o3 = 03 e 02, = 02 para i = 1,...,n. Neste sentido,

no modelo (2.1)-(2.3) substituimos as variancias o3 e 02 por oj e 02, respectivamente,

ey
obtendo Y, w N(Bo + Bipte, Bic%+02) e Xy w N(pg, 02 + 0f) para j = 1,...,s;,

k=1,...,r; e covariancias

Cov(Yij, Xi) = 102 e Cov(Yyy, Xip) =0, i # [, parai,l=1,...,n.

Portanto, Z; ~ N,, s, (m;, V;*), com m,; como em , e V.* ¢ a matriz de covariancias V;
dada em (2.5), mas no lugar das variancias o3 e 02 sdo 0 e 02, respectivamente. Daqui
em diante identificamos com (-)* todas as expressoes envolvidas no modelo de regressao
homoscedastico.

O vetor de parametros ¢ dado por 0* = (B, 81, iz, 02,02, 02)".  Assim, a fungio

logverossimilhancga para as n observagoes de Z é dada por

1 - 1 -
L(0%; Z) = const. — glogafc ~3 log o3 27“1- - §logaf lei
= = (2.14)

n

- 33 togar — 5 D00 — i)
=1

=1
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em que hf, ¢f e af sdo as expressoes consideradas em (2.11))-(2.13), mas com a diferenca

)

2

2 sdo substituidas por o3 e o2, respectivamente.
3

de que as variancias o} e o
Se considerarmos r; = r e s; = r (réplicas balanceadas), no modelo de regressao
homoscedéastico tratado aqui, este se reduz ao modelo considerado em Chan & Mak (1979).
E importante comentar que em problemas de validacdo de métodos de medicdo, cujo
interesse ¢ a equivaléncia de um método y em relagdo a outro z, isto é, (2.1)) é reescrito

como y = x. Adotamos fy = 0 e $; = 1 identificando a auséncia de vieses aditivo e

multiplicativo, respectivamente, que serd descrito no Capitulo 3.

2.2 Matriz de informacao esperada

Nesta se¢ao, foram utilizados alguns dos resultados encontrados em Dolby (1976) e
Chan & Mak (1979) para apresentar de forma explicita a matriz de informagao esperada
referente dos parametros do modelo de regressao descrito e casos particulares, heteros-
cedastico e homoscedastico. A matriz de informacao esperada é importante, ji que nos
permite encontrar a matriz de covariancias assintotica dos estimadores de MV, assim como
também a construcao de intervalos de confianca para os parametros do modelo.

Consideremos o vetor escore para o modelo baseado em , dado por

B " 0L(0; Z;)
U©0:2) =3 Ui0:2) = 3 55—

com L;(+;-) dada em (2.7 e os elementos do vetor U; sao

Lo (VA did! - VOV V) — LV (2.15)

2 Y 1

Um =

em que tr(-) é o trago, v € {Bo, b1, s 03,0502, i =1,...,n}, Vi, = 0V; /0y e d; , =

&
dd;/07. De maneira analoga é feito para o modelo de regressao homoscedastico, trocando
0 por 0" e 7y por fy* € {607517”170:%70(?703}'

As componentes da matriz de informacao esperada do modelo de regressao com erros

de medicao sob enfoque estrutural para observacoes replicadas, tanto heteroscedastico
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quanto homoscedastico, sdo calculadas com uma adaptagao a relacao de (Dolby, 1976),

dada por

82£(9§ Z) ~ 1 -1 —1 -1
Z,y=-E {W} = Z {étr (V; VoV, Wﬁ) + d?,cp‘/i dm} 3 (2.16)

i=1

em que @,y € {fo, b1, fta 05, 05,0%, 1 = 1,...,n}. Seguidamente, apresentamos para

cada um dos casos do modelo de regressao a respectiva matriz de informacao esperada.

2.2.1 Matriz de informacao esperada do modelo heteroscedastico

2 2t 2t

_ t 2 _ (.2 2 \t
Neste modelo lembramos que 6 = (5o, 1, fie, 05, 05", 02')", sendo of = (05, ,...,05 )

2 2
Z.,05

esperada, a partir da relacdo dada em ({2.16)), tem a forma

eo?=(o )t. Assim, o ntimero de parametros é 2n + 4. A matriz de informagao

Loosy Loosr Loows Loooz ZLpoz  + ZLpooz  Lpoo?, Zsoo2,
Loy Lowwe Iowoz Lpoz, 0 Lpoz,  Lpio?, Zs02,
Lot Zywoz Lo, Lot Tweor, 0 Lo,
Ia’%aﬁ Io%agl T Ia?ﬁcrgn Igﬂ%ggl T Iagogn
I 2 2 A I 2 2 I 2 2 A _’Z: 2 2
I= 75,5, 761%n T 75%8 T8%n | (2.17)
Loz 02 Loz o2, Loz o2,
Iag 198 I”g 192,
1.0-2 0-2

Utilizando resultados de (Chan & Mak (1979)) e apos algumas redugoes algébricas e
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matriciais, conseguimos expressar a matriz Z como

v eV q O1x2n+1)
Pap + 1oV 112G t!
7= " a;— 0 0 , (2.18)
; TU?C 1x(2n+1)
T
em que
- 2 2 o 2 2 924\-1
= 2¢;1;8; | a;o” + 2878,—= |, ¢ = (2a;050-) 7,
Pss ; ( 2+ 20 nﬁi) (2a;05,02,)

S; 15; B S;
_ _ ’ S , 2.1

i=1 T =1 €
26, Z" P50
t_ i t gt
t — 2 7”15162 (1 2 2) 9 t17 t2 9
T ;=1 TZO—EZ'
t -2 -2
t = (—2017“15151051 . —QCnrnsnﬁl%n ) ,

€1

2 2 2 2
¢ 2615161051 8161 QCnSnﬁlU(sn Snﬁl
t2: — | a1 — gy | Oy — —— ,
2 2 2 2
oz, g oz, oz,

tn th, ti

T = Ty, T |, (2-20)
° T33
n 92\ 2 2 2
b = Ci0¢,; 05, 2 ;b 4,52 4.2
— o 0,0, 0,075

2
(ops 20, 1
. €3 2 i i .
T22 :Dlag (CiTiO'_Z (ai — —2+—4) , 1= 1,...,7’L> N

5 9s; O
2
. c/r’sﬁ .
T,; =Diag (%,z:l,...,ro e
0¢,9s;
2 4
2a;3 S
(2 iP1 iP1
T35 =Diag | ¢isi— | a; — —; — |.i=1...n
=01 0-5 O-E'
1 1 1



Deste modo, conseguimos encontrar a matriz de informacao esperada com expres-

soes em forma explicita. Propriedades assintoticas dos estimadores sao necessarias para

construir intervalos de confianca e testar hipoteses de interesse. Desta forma, a matriz de

informacao esperada torna-se de suma importancia, como veremos nos capitulos seguintes.

2.2.2 Matriz de informacao esperada do modelo homoscedastico

Uma caracteristica deste modelo, em contraste com o anterior, é que o nimero de

parametros a serem estimados é menor, ou seja, 0* = (B, 81, pte, 02,02, 02)". Novamente,

usando a rela¢ao dada em (2.16)), temos que os elementos da matriz Z* sdo dados por

Iﬂoﬂo Iﬂoﬂ1 Iﬂouz Iﬁocf%

15151 I/Bllta; Iﬂléf%

I* _ Iﬂzﬂz Iu,;o‘%
Lo2,2

Iﬁodg
Iﬂwg

IﬁoU?
I51 o2
7

Nzo—g

Ls202
12,2
Lozo?

(2.21)

Novamente, utilizando resultados encontrados em [Chan & Mak (1979)), os elementos

da matriz Z* sao

Il
*

I*

em que

n 2 n
o
* * * 2 2 [ *
Phs = E 2¢T;8; (ai o, + 25152»;) , V=
i=1 j

€

* -2 2 _—2 -2 * ¥2 2 2\—1 * __
al =rio5 -+ s;fio. "+ o0, %, ¢ = (2a0502), ¢ =

)

01><3

t*

: (2.22)

(2.23)



n

n 2. 2 n 2 2
at 231 . Bisios 2cirisifh 2¢} 55105 . Sibi
t" = | — risic. |1+ ——= ), — a; — —— e
2 i 2 2 i 2
o o o2 o

2
o
T =1 tre i=1 6 i=1

n * _9oN 2 x 2 o x 2 2
x 2 2@ — Oy TiCiO¢ csibi (o5
€005 2 1.2 2 —2

2 olo lop o2

o 2
i=1 i=1 %0 i=1
n 2 * n * 2
* « O¢ w2 20 i i risi P
= g\ T o Tl
i=1 ) 6 ) i=1 PR
n 2 * 32 4
v 05 ( 42 20751  siPy
. c;Si— | a;” — +
i 2 | Y 2 1
4 o fop ol

(2.24)

A matriz de informacao esperada Z*, em comparacao com Z, apresenta uma reducao
na ordem, devido a que o ntimero de parametros é 6. Além disso, a matriz quadrada T™*

¢ de ordem 3 x 3 em contraste com a matriz T, que é (2n+ 1) x (2n + 1).
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Capitulo 3

Inferéncia

Neste capitulo abordaremos os métodos de maxima verossimilhanga (MV) e méxima
pseudoverossimilhanga (MPV) para estimar os parametros dos modelos descritos no Ca-
pitulo 2. Desta forma, apresentamos a seguir os estimadores de MV e de MPV dos
parametros de interesse, assim como também suas respectivas matrizes de covariancias
assintoticas. Finalmente, propomos estatisticas de teste para testar homoscedasticidade

das variancias e verificar os vieses aditivo e multiplicativo, em relacao a [y e f;.

3.1 Estimacao

As estimativas dos parametros pelo método de méaxima verossimilhanca sao obtidas
a partir da maximizacao da funcao logverossimilhanca. O método de maxima pseudo-
verossimilhanca é utilizado quando ha parametros de perturbagao, que sao estimados
previamente a partir de alguma metodologia usual, para depois serem substituidos na
fungao logverossimilhanga original da amostra (descrito no Capitulo 1). O algoritmo EM
(Demspter et al., 1977; Tanner, 1996)) sera utilizado na estima¢ao numérica dos parametros

dos modelos por ambos os métodos de MV e MPV.
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3.1.1 Maxima verossimilhanca

A fungao logverossimilhanga dada em ({2.7), para o modelo de regressao heteroscedéas-

tico, é escrita de forma alternativa como

1 < 1 < .
L(0; Z) = const. — 5 Zlog |Vi| — 5 ;tr(‘/; D,), (3.1)

i=1
com D; = d;d! e d; dada em (2.7). Assim, usando (3.1]) e (2.15) a derivada da fungao

logverossimilhanga em relacao a um parametro v ¢

Uy = 2”: Uiy = % Zn: tr (PViy) — z”: d; V. 'd;, (3.2)
=1 i=1 i=1

_y-1 -1 2 2 2 . _
€1m que-Pi—‘/; (Dz_‘/z)‘[l 676{507ﬁlaﬂzaaz7a5iaagiu Z—]_,...,TL}.
Para encontrar as estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros do modelo

de regressao heteroscedastico devemos resolver o sistema de equagoes dado por
U(0:Z) = (Ug,,Up,, Uy, , U2, U"Ei’ Uagi,i, ...,n)t=0, (3.3)

cujas componentes sao

Usy=— Y _di s Vi'd;,
=1

Us, = =3 tr(PVig)— Y (dig) V,'d,,
i=1 i=1
U, =-— d’L ' V_ld“
Nz ; ( 7Nz) 2 (34)
1 n
Uo% = 5 tr (Pi‘/i,og) ’
=1

Uye = 1tl“ <RV 2) e
5; 2

05
1 .
Us2e = étr (PZ»V;,J?) ,i=1,...,n.
Derivando parcialmente V; e d; em relacao a algumas das componentes de 8, obtemos

as matrizes e vetores representados por

2
o Oriv"'i O-xlTi,Si 17“1'77“1: 6117%51:
W?Bl - ) .VZ'

2ﬁ10§15i73i

2 =
T Y

Bils.s,

Nes
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0, 0, ., O, .
Vi = . Vs = , (3.5)

t t t
dig=— (00, 11) dig = (08, m1t) e di=-(1, A1)
Similarmente, para o modelo de regressao homoscedastico, utilizamos (3.2)) mas com

vetor de parametros @* e resolver o seguinte sistema de equagoes dado por
U*(0; Z) = (U, Us,, Uy, Uz, Upe, Ug)' = 0, (3.6)

0-2

cujas componentes sao
n
* *—1
Uz ==Y di' Vi 'd;,
i=1

Us, = ‘Ztr PIVi) =D (dig,) Vi d,

=1
U;z - Z (dzuz)t ‘/z‘*_ldiv
1" . (3.7)
2= 3 Zt (PVie).

v, = L tr(PVie) e

0'5 2 K3 N
=1
1 n
* Y 7k
2= 52 (i V;,ag> :
=1

em que V;* ! e P’ sio as matrizes V! e P; dadas em (2.9) e (3.2), respectivamente,

3 2

2 2 2 2 < * * % * ~
com o5 = o5 e o, = o, para i = 1,...,n. Logo, V%5, Vi, dis ., dis e d, sao

2

: X 2 2143 * * x
como em (3.5)), pois nao dependem de o3 e o2, e por tltimo, Vmg e Vi, sdo ngi e

. 2 _ 2. 2 _ 2
o2, dadas em (3.5), mas com o5 = o5 e 0Z = 0. Ao mesmo tempo, vemos que 0s
sistemas de equagoes dados em (3.3) e (3.6) apresentam formas complexas, ou seja, néo
se consegue isolar expressoes algébricas para cada um dos estimadores dos parametros.

Assim, as equagoes de verossimilhanca, em ambos os casos, nao tém solucao explicita para

cada um dos sistemas acima, exigindo métodos numéricos em sua solucao. Na literatura
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existem procedimentos iterativos que ajudam na obtencao de estimativas numéricas dos
parametros, por exemplo, o algoritmo de Newton-Raphson. Nesta dissertagao, utilizamos
um algoritmo que facilita na obtencao de estimativas tanto de MV quanto de MPV dos

parametros para os modelos apresentados no Capitulo 2 e é descrito a seguir.

Algoritmo EM

Utilizaremos um algoritmo iterativo para obter as estimativas dos parametros nume-
ricamente, devido a complexidade das expressoes das derivadas apresentadas em e
, pois nao é simples obter os estimadores explicitamente. O algoritmo EM é muito
utilizado como uma alternativa, ja que em diversos problemas apresenta uma forma mais
simples na obtengao de estimativas de maxima verossimilhan¢a numericamente (Tanner,
1996). A seguir deduzimos os passos do algoritmo EM, encontrando expressoes de forma
algébrica em cada passo para os modelos de regressao apresentados.

A ideia do algoritmo EM, nesta dissertacao, é considerar os verdadeiros valores das
covariaveis (variaveis latentes) como dados perdidos, isto é, tomar como vetor de dados
completos o vetor W; = (x;, X!, Y:')! = (2, Z!)" e com o algoritmo estimando os valores
de E[x;|Z,0] ¢ E[z?|Z, 0] (passo E) e maximizando a esperanca condicional da fungao
logverossimilhanga dos dados completos dadas as observagoes (passo M).

Primeiramente, desenvolvemos o algoritmo EM para o modelo de regressao heterosce-

dastico. Assim, o modelo com os dados completos é

ind.
Wi = N1+7'i+3i P Ly, ’ UgiI”' + O-:%ln'm /610'92517”1',51' ’ (3'8)
(ﬁO + ﬁlﬂx)lsi : 0’521_151' + ﬁ%‘ja%lsmsi

com a; dado em (2.13)), i = 1,...,n. Seja G; a matriz de covariancias do modelo completo.
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O determinante de G; e sua inversa G; ' sdo dados por

a; —0521t —fro-?1L
2 2 (3 2 I3 -1 N
’G ’ - U " Uej € Gz - O-(SZ.QIM Ori,si . (39)
U;?Isi

E importante destacar que |G;| ndo depende de ;. Logo, a funcdo logverossimilhanca

baseada no modelo completo é denotada por L. e é dada por

1 n
L.(0; W) = const. —§loga ——anog@s ——Zszlogasz 252 Z(x

i=1 T =1
R L
i=1 0 k=1 = 6131

(3.10)

E conveniente utilizar a formulacio em (3.10]), que é mais simples do que (2.10). Logo,

calculando o valor esperado condicional de £.(W,0) dadas as observagoes, obtemos

E[L.(0; W)|Z, 0] = const. —§log0 ——anoga& ——Zslloga

= =1
1 n
T =1
e 1 &
—3 > Py > (X7 - 2XyE[z:| Z, 6] + B[} Z, )
i=1 0 k=1
-5 Z Z — B3 + BE[}| Z, 6] — 2Yi; 80 — 2Yy;51E[xi] Z, 6] + 2805, E[x;| Z, 0)).

— 81]1

(3.11)

Para calcular E[z;|Z, 0] e E[x?|Z, 0] utilizamos (3.8)). Particionamos W; = (x;, Z!)!

e de acordo com as dimensoes de W, a matriz de covaridncias G;. Assim, utilizando o

Teorema 3.6.1. em |Graybill (1976) temos

xZ|Z2 ~ N(:u:t + Ein‘/;il(zi - mi)? O-:% - Zilzvilzim)'

7
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em que 3;, = (021!, f1071% )!, X;,, = X! . Além de serem m; e V; dados em (2.4)).

O processo do algoritmo EM consiste estimar @ maximizando em relacao aos
parametros, em que os valores E[z;|Z, 0] e E[z?| Z, 0] sdo substituidos pelas suas estimati-
vas com 6 da iteracio anterior. Em seguida, estima-se novamente Elz;|Z,0] e E[22| Z, 0]
utilizando as estimativas atualizadas dos parametros e assim sucessivamente até que se

obtenha a convergéncia. Executando os calculos de E[z;|Z, 0] e E[z?|Z, 0] e calculando

as derivadas de (3.11)) em relacdo aos parametros obtemos os passos do algoritmo.

(1) Inicie o procedimento iterativo com x = 0 e atribua valores iniciais a 0O ou seja,
0) »0) (0) 20 20 200) . e
6(() ), ﬁ{ ), Mé ), o2t ), 05,( Ve agi( ), 1 =...,n. Como valores iniciais, podemos usar as
K2
estimativas encontradas por algum outro método, por exemplo, minimos quadrados

ponderados e componentes de variancias.

(2) Calcule

(x) Z Xik DYy = sify”

Ha k=1 k) J=1

+ +p
2(&) 2(/@) 1 2(&) 3 12
0-3; g . g i .

ZC‘,EH+1) :E[SL’1|Z, 0] _ 0; 2(;; o ( )

1 N T i3

Og(ﬁ) Ugi(ﬁ) ggi(ff)
" 1
(a2)) =B[22|Z, 0] = (a""V)? + ,
7 7 % 1 r 8452("{)
+ 7 1M1

o2 g2 2 (3.13)

i1=1,...,n.

(3) Calcule

n n

1 1
(k+1) _ 21 (k+1) 2(r+1) _ * [ 2 (r+1) _ o, (k+1) . (5H1) 2(/44—1)]
g - > a™h o2 - > @) [T TR N s :

=1 =1
1 ¢ " .

g2+ T Z[YZ + By + B (=)D — 28,Y;; — 2513/@‘]’335 4 28081,
i

28



K 1 K K 7 .
051( +1) = Z[X _2Xz‘k«73§ +1) +(x12>(n+1)]7 w( +1) _ S i

7 2(k+1) 7
v k=1 &4
Z wl(l{-‘rl)?i. Z wz(/{-i-l)x’gl@-‘rl)
6((]/1—0—1) _ i:ln . B%H) =1 e (314)
Z (k+1) Z (k+1)
=1 =
Z n—i—l) (H-‘rl Y ((]n—&—l))
By = = : (3.15)
> e
=1

(4) Incremente x em uma unidade.

(5) Repita os passos 2, 3 e 4 até a convergéncia.

Observe que a maximizacao da esperanca condicional da funcao logverossimilhanga
dos dados completos em relacao a @ é mais simples e tem forma explicita. Desta forma, a
obtencao das estimativas de méxima verossimilhanca mediante o algoritmo EM ¢é bastante
simples e apresenta menor custo computacional.

Os passos do algoritmo EM, para o modelo de regressao homoscedastico, sao resultado
de uma adaptagao do algoritmo EM descrito anteriormente. Especificamos que a espe-
ranca condicional da funcao logverossimilhanca dos dados completos para este modelo é

dada por (3.11)), mas com as variancias dos erros de medi¢ao substituidas por o2 = o2 e
) 0; 1)

2 _

oz, =

2 (passo E). Logo, por analogia, o passo M ¢ obtido calculando as derivadas desta
fungao logverossimilhanga em relagao as componentes de 8* = (By, b1, fiz, 02,02, 0%)t. As-

sim, obtemos os passos do algoritmo.

(1) Inicie o procedimento iterativo com x = 0 e atribua valores iniciais a 0+ ou seja,
0 0 520 20 2(0 e . .

6 ﬁf ), o ( ), 05( ) e 05( ). Como valores iniciais, podemos usar as estimativas

encontradas por algum outro método, por exemplo, minimos quadrados ponderados

e componentes de variancias.
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(2) Calcule

M( k=1 )
xr + = —I'—/BK/
2() 2(w) 1 2(%) (3.16)
) Elr,|Z,6) = T e ;
1 T Si3]
PR T
e 1
(22)*) <E[2?]Z, 0] = (") + TR
1 LT siBq (3.17)
PO ORI
para i,...,n.
(3) Calcule
1< 1<
(k+1) _ 2+ *(r+1) ,.;+1 _ [ n—‘,—l) 9, (" +D) *(n+1) (K+1) 2}
e =D @, == |@ ul + ()2

i=1 =1

n S

1 *( K *(K
o2t =3 "N [ B3+ B D — 250Yy — 281 Vi MY 1 2681 H)] ;

} :Si i=1 j=1

i=1
P2 LSS [ — 2l 4 (@3]
Zrl i=1 k=1
SiX g, S$iZ; SQZ (Y )
S = Sy )= S O = @
Yoo 3 DMEEE
i=1 i=1 =1

(4) Incremente x em uma unidade.

(5) Repita os passos 2, 3 e 4 até a convergéncia.
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Neste trabalho, a convergéncia ¢ obtida quando a diferenca relativa entre as estimativas

dos parametros, considerando os passos atual e o anterior, é suficientemente pequena. Seja

é\(nJrl) _ é\(,‘i)

L L

e

L

—

,Lzl,...,2n+4}, (3.19)

em que @T“) ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca da -ésima componente do ve-

tor @ = (Bo, b1, tey 02,03, 02!)! na k-ésima iteracdao. No caso do modelo de regressao

PPN . _ 2 2 9yt
homoscedéstico as componentes de 8* = (5, 1, fte, 05,05, 02)".

3.1.2 Maxima pseudoverossimilhanca

O método de maxima verossimilhanca é um dos mais conhecidos e utilizados na estima-
cao dos parametros. Além de apresentar boas propriedades assintdticas como consisténcia
forte, eficiéncia assintotica e distribuicao normal assintética. No entanto, a aplicacao deste
método pode enfrentrar dificuldades em diversas situacoes, e especialmente na presenca
de parametros de perturbacao. Existem vérios procedimentos alternativos que tém sido
propostos, como por exemplo, o método de méxima verossimilhanca perfilada, maxima
verossimilhan¢a marginal (Berger et al., 1999) e maxima pseudoverossimilhanga (Gong &
Samaniego, 1981)). Em geral, o objetivo de todas estas abordagens é a eliminagao desses
parametros de perturbagao. A seguir utilizamos o método de maxima pseudoverossimi-
lhanca com o intuito de contornar a presenca de parametros de perturbagao como descrito
na Sec¢ao 1.2. Deste modo, consideramos a partigdo do vetor 8 (8*) em ¢ (¢d*) e A (X¥),
vetores de parametros de interesse e perturbagao, respectivamente, segundo o modelo de
regressao heteroscedastico (homoscedéstico).

O método de maxima psendoverossimilhanca requer encontrar uma estimativa X (A*)
para A (A*) por meio de algum método de estimagao alternativo. Neste trabalho, X foi
obtida por meio de componentes de variancia. (Guolo (2011) apresentou outra alternativa
para encontrar uma estimativa para A, obtida pela maximizacao de uma funcao logve-

rossimilhanca reduzida (Lg) baseada na distribuigao das covariaveis de X, mas nao sera
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apresentada neste trabalho.

Estimacao do parametro de perturbacao

Em Searle (1971, Cap. 10, Se¢do 8) encontramos estimadores de componentes de

! no mo-

variancia. A obten¢ao de um estimador para A = (y,,02,03,02,i = 1,...,n)
delo de regressao heteroscedastico utilizou componentes de variancia levando em conta
que o numero de réplicas podem ser balanceadas ou desbalanceadas. No modelo de re-
gressao homoscedastico usamos as estimativas de componentes de variancia para A* =
(o, 02,02, 02)", encontradas em Carroll et al. (2006, Cap. 4, Se¢do 4.2). Denotamos
por X e A* como os estimadores dos parametros A e A*, respectivamente. Assim, as

componentes de A sao dadas pelas expressoes

~ = i ~ 1 —

=X = Th= Y (- X0
Nfi - Si_lz(}/ﬁ 1)27 =1, yn, €
7=1
~ = N — 7 N
~2 ~ \2 i ~9

= i(Xi — Hz)” — ‘ ,
Oy ;7’ (Xs. — fa) ; N o NT S,

em que

N:Zﬁ‘, S2=ZT¢2, Yi.:%ZXik e?z’.:ézzifij' (3.21)
i=1 1 v vj=1

= k=1

Para A*, temos X\* = (ji%, 52%,52*, %), sendo ji* igual a i, dada em (3.20) e os demais

)

estimadores sao

n T4

75" ! Y. \2 2 1 ' o
s & 2 e X)L = et 20 (5 =T

i=1 k=1 i1 (50

~2% - Y ~ ~% N
e 5= ;n<Xi.—ux)2—<n—1)052 N5,
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Em algumas situagoes, as estimativas 2 e 02 podem resultar em valores negativos.
Nesses casos, Searle (1971)) recomenda truncar em zero, mas o estimador obtido por
componentes de variancia seria viesado. No Capitulo 4 as amostras que apresentaram
valores negativos para o> e 02 foram descartadas. Note que as dimensoes dos vetores de

perturbacao A e A* sao 2n + 2 e 4, respectivamente.

Estimacao do parametro de interesse por MPV

Apos encontrar estimadores para A, a etapa seguinte consiste em substituir A na
fungao logverossimilhanga dada em ([2.7)). Assim, a fungdo logpseudoverossimilhanga para

o modelo de regressao heteroscedastico é
7 X 1o 3 1 ¢ Y\ Y1 X

em que V; e d; estao em fungao de (¢, X), com X fixado. Conservando a notacao utilizada

no Capitulo 1, para a funcao logpseudoverossimilhanca, temos
1 1 ~
L,(¢: Z) = const. — 5 > log|[Vi(@)| — 5 D di(9)'Vi(¢) " di(¢p). (3.24)
i=1 i=1

Para encontrar os estimadores de MPV para ¢ = (0, 1)*, derivamos ({3.24)) em relagao

a cada componente, e igualando a 0, obtemos o sistema de equacgoes

%Z;Z) == dig (@) Vi(@) 'di(¢) =0 e
0L\ &: 2 ;:171 " (3.25)
% Y : tr (P(¢)Vig (@) — Zdi7ﬁ1(¢)t‘/i(¢)_ldi(¢) o,

em que d; e V7! sdo dadas em e (2.9), respectivamente, Vi, , d; 5, € d;p, sdo
como em , mas com A = X dado em . Se segue por analogia que para o
modelo de regressao homoscedastico, as expressoes citadas acima sao substituidas por
suas correspondentes matrizes e vetores envolvidos e A* substituido por \* dada em

(3.22). Agora, vemos que o numero de equagoes é reduzido somente a duas equagoes
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de pseudoverossimilhanca, diminuindo a dimensao do espago paramétrico e torna-se mais
simples encontrar suas solucoes, mas ainda assim as equacgoes nao tém solucao explicita.
Novamente recorremos ao algoritmo EM descrito na Secao 3.1.1, que serd adaptado ao
método de MPV. E importante comentar que para o modelo de regressao heteroscedastico,
id d 2 2 2 sa imad d ianci
considerando que [, 0, € 08 vetores oy e o_ sao estumados por componentes de variancia,

o ntimero de possiveis estimadores de MPV é 2* — 1 = 15. Agora, se considerarmos os

2

elementos dos vetores o2 e a2,

o ntimero de estimadores MPV é muito maior, passando

a ser 22t — 1. Por exemplo, se n = 10, temos 4194303 diferentes estimadores de MPV
de ¢.

Algoritmo EM para o método de MPV

Em primeiro lugar, considerando o modelo de regressao heteroscedastico, o algoritmo
EM para o método de MPV é baseado em algumas adaptagoes do algoritmo descrito na
Secao 3.1.1. Assim, obteremos qz = (50,51)2 uma estimativa numérica de MPV para

¢ = (Bo, B1)!. Os passos do algoritmo sao:

- . . . . . 0 0
(1) Inicie o procedimento iterativo em k& = 0 e atribua valores iniciais a ﬂé) e 5£ ),
Como valores iniciais, podemos usar as estimativas encontradas por algum outro

método (minimos quadrados ponderados, método dos momentos, etc).

(2) Calcule 7" e (#2)(*+1) dadas em (3.12)), mas com A = X dado em (3.20).

(2

(3) Calcule E(()“H) e A" dadas pelas expressoes de BSKH) e AT em (3.14), mas com
A = X dado em (13.20]).

(4) Incremente x em uma unidade.
(5) Repita os passos 2, 3 e 4 até a convergéncia.

Para a obtencao de estimativas de MPV utilizando o algoritmo EM para o modelo de

regressao homoscedastico, sao dados os seguintes passos:
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. . . . . . e e e . 0 0
(1) Inicie o procedimento iterativo em £ = 0 e atribua valores iniciais a BS) e 5{ ),
Como valores iniciais, podemos usar as estimativas encontradas por algum outro
método alternativo, como minimos quadrados ponderados, método dos momentos,

etc.

(2) Calcule 7" e (7:2)"tD) dadas em (3.16)), mas substituidas em A = A* dada em

(3.22).

(3) Calcule B, e Bi"*Y dadas pelas expressdes de 8" e gr") em ([B.18), mas

com A = A* dado em (13.22)).
(4) Incremente x em uma unidade.
(5) Repita os passos 2,3 e 4 até a convergéncia.
Neste caso, a convergéncia ¢ verificada pelo erro relativo, dado por
3

até atingir um valor pequeno. Da mesma maneira, para as componentes de ¢* = (55, 57)".

Br+1) _ 5(k)
0 0

3(r)
0

(h+1) _ 1
¢ = max { BY”)

S(k+1 (kK
‘ﬂ( ) §)

No Capitulo 4, estudos de simulacao serao realizados para avaliar algumas propriedades

dos estimadores MV e MPV para ambos os modelos propostos.

3.2 Matriz de covariancias assintotica

Propriedades assintoticas dos estimadores sao necessarias para construir intervalos
de confianca e testar hipoteses. Nesta secdo apresentamos as matrizes de covariancias
assintoticas dos estimadores obtidos pelos métodos de estimacao estudados na Secao 3.1

para os parametros de interesse.
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3.2.1 Estimador MV

Em geral, sob algumas condicoes de regularidade (Lehmann & Casella, 1998, Cap.
7, Se¢ao 5), no modelo de regressdo com erros de medigdo sob enfoque estrutural para
observacoes replicadas e casos particulares, as matrizes de covariancias assintoticas dos
estimadores de maxima verossimilhanca dos vetores de parametros 8 e 8%, para a situacao
em que o nimero de observacoes n é fixo e o niimero de réplicas r; e s; cresce, é obtida
pela inversao das matrizes de informagao esperada Z e Z*, respectivamente (Chan & Mak,
1979; Dolby, 1976)).

Em primeiro lugar, particionamos a matriz Z de acordo com as dimensoes dos vetores
0 = (¢', X)) sendo @ = (Bo, 51)" € X = (e, 02, 1, 03°, )t 08 parametros de interesse
e perturbacao, respectivamente, pois estamos interessados especialmente na matriz de

covariancias assintotica dos estimadores dos parametros de interesse ¢. Assim, tal particao

de T é efetuada como

T, T
T=|("" 77|, (3.26)
- Ty
sendo
v MV q 01><(2n+1)
I, = , | Iy,= .
© Ppst RV Haq t
Zn:ai o (3.27)
— 1x(2n+1)
Iy == ;07 )
O2nt1)x1 T

em que a; ¢ dado em (2.13), v, pgg, t e T sao dados em (2.19)) e (2.20)).

A matriz Z~! tem blocos
11 12
L [T T
Il = . (3.28)
. 122
O nosso propésito é obter a submatriz Z''. A partir da forma de Z em (3.26) e

usando propriedades de particdo de matrizes (Magnus & Neudecker, 2007, Cap. 1, Secao
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11), temos

-1

- _ v—n ta(v — 1)
IV = (T), — T1nT5 TY,) - : (3.29)

pes + pa(v —n) — T 't

em que

-1 2
B —~a;—0,° s
77 - F Z aio_g Z aio_gi ) (330)

¢\ i=1 i=1
com t dado em (2.18) e no Apéndice A encontra-se a matriz T~
Portanto, a matriz de covariancias dos estimadores de méxima verossimilhanca dos

parametros de interesse do modelo de regressao heteroscedastico, é obtida por

1 (pasg+pi(v—m) —tT 't —p,(v—n)

Cov(Bo, B1) =— : 3.31
ov(o: 1) =% | S (3:31)

com A = (pgg — T (v — 7).

De acordo com o procedimento anterior, podemos encontrar a matriz de covariancias
do estimador de méaxima verossimilhanca para o vetor de parametros ¢* no modelo de
regressdo homoscedastico. Neste caso, a parti¢io de 6* tem a forma ¢* = (By, 51)" e

X = (g, 02,02, 0%)t. Depois de manipulagoes matriciais, a matriz correspondente ¢ dada

por
s 1 p* _I_ Hi(y* _ 77*) _ t*tT*—lt* —Mx(’/* _ 77*)
Cov(Bs. 61 =5z | L (332)
. V* _ 77*
sendo . )
. B (—af -0’ — 5
T Z aso? Z(, |

e A% = (phs — tT* 1) (v — n*), em que V¥, Phs e t* sao dados em e (223). A
matriz T*~! encontra-se no Apéndice A.

A matriz de covariancias assintotica dada em ¢ estimada consistentemente subs-
tituindo os parametros por seus estimadores e (E Sob condigoes de regularidade adequa-

das, os estimadores de maxima verossimilhancga para $ = (ﬁAo, ﬁAl)t obtido na Secao 3.1.1
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o~ ANk A~k
tém distribuigao conjunta assintotica normal bivariada. Analogamente, ¢* = (5o , 51 )" é
substituida em (3.32]) e como resultado teremos um estimador consistente para sua matriz

de covariancias assintotica.

3.2.2 Estimador MPV

Para encontrar a matriz de covariancias assintotica do estimador de méxima pseudo-
verossimilhanga para ¢ (¢* no caso homoscedastico), utilizaremos a teoria de equagoes
de estimacao, semelhante & abordagem descrita na Secao 2.1. No modelo de regressao he-
teroscedastico as observacoes sao independentes, mas nao sao identicamente distribuidas
para ¢ = 1,...,n, pois existem parametros especificos para cada ¢, como por exemplo,
0521_ é a variancia do erro de medida ¢§; para cada i, assim como também existem para-
metros comuns entre as observagoes (8y, 1, pe € 02). Além disso, a nossa situagao é
para o nimero de observacoes n mantido fixo e o nimero de réplicas r; e s; tendendo

ao infinito. A seguir, apresentaremos as matrizes de covariancias para os estimadores de

maxima pseudoverossimilhanca para ¢ e ¢*.

Modelo heteroscedastico

A partir do estimador X dado em (3.20)), podemos obter a parcela da funcao de esti-

macao para a i-ésima observacao como

\Ilil(ﬂza Zi)
\Iji a:70-2a0-2.7Zi

w2 = | Ve T i B (333

‘I’ia(o'g> Zi)

‘1’1‘4(0'37 Zi)

em que
‘I’il(um Zi) :Z(Mx - Xik)7
k=1 (3.34)
N2 - S - N —T;
\IliQ(Mxv Ui, U;; Zi) :TiTZCTi - Ti(Xz‘. - Mm)Q + Taia
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\Ifisl(cri, zZ;) = k=1
, C.C
e .
(si —L)o2 — Z(Yij —Y;)? se i=nm,
Vi, (02, Z;) = i (3.35)
0 , €.
paral=1,...,nem=1,...,n, respectivamente.

Por sua vez, a funcdo de estimacao para as n observacoes no modelo de regressao

heteroscedastico é

n

ri( e — Xi)
N .
N? -8 — N-—r
N 202 — D ori(Xi =)+ N “a3,
i=1 - 1=1
(r1—1)oF, = > (X — X1)°
k=1
n ;
> WA Z) = - : (3.36)
i=1 (rn— 1o}, = > (Xpk — Xn.)?
k=1
S1
(s1—1)o2 — Z(Ylj ~Y1)?
j=1
n
(n — 1)052n - Z(Ynj - Yn-)2
j=1

Neste contexto, a matriz de covariancias assintotica do estimador de maxima pseudo-
verossimilhanca para ¢ com A\ substituido por A é

¥ = A }(Byy — Apn A\ Byy — Bi,AAL + Ay AL BLATAL AL

S (3.37)

cujos blocos sao dados em ([1.18]). Entretanto, Parker (1986) mostra que a matriz B)s em
(3.37) é a matriz nula. Além disso, utilizamos o resultado encontrado em Cordeiro (1999,
Cap. 1, Se¢ao 3) sobre E{U(0; Z)U (0; Z)'} = —E{0°L(0; Z)/060?} com U (0; Z) dado
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em (3.3, que por conseguinte utilizando esse fato na fungio de logpseudoverossimilhanca,

teremos

NOL( SN [OL (0N Sy [ PLu($i 20N
B¢¢—; 0 { 06 }——;E{ 00 }-A¢¢, (3.38)

sob algumas condigoes de regularidade adequadas. Logo, considerando ([3.38)) e o resultado

de Parker (1986) temos que a matriz de covariancias assintotica do estimador de MPV

para ¢, com A substituido por A, é reescrita como

%= A <A¢>¢> + A¢>,\A/\>\ B)\)\A 1At )A¢(;’ (339)
sendo
n 82 ; d) ) v quy
Agy = ZE{ Cril® } = , (3.40)
dadd © o Pap RV
- 0L (P, N) q 01x(2n+1)
Agr = Eq—2to = 3.41
» Z { DPON: } g ot ’ (3:41)
"L OW;(N) n .
Mo ¢ Ba = L B {EO) (3.42)
com ¥;(A; Z;) dada em ([3.33), obtemos
n a<\111i7 \1[27,) a(\lllh \1121)
PR i ZICO O Oy [Aw A
w — ox 12—1: O(Wsi, W) O(W3:, W) | — O2n,x2 Az 7
- - aA1 8A2
em que
N 0 01><n len
A)\Al = n o N2 -9 ) AA)\2 — N _ ’ ‘
2;”0{ “H) TR 2 < Nr,i:--,n) O1xn | (3.43)

e Aysz=Diag(ri—1...,r,—1,s1—1,...,8,—1),

em que v, pgg, q € t sao como em ([2.18) e (2.19), mas com X substituido por X. Denotamos
A= (ALAD com Ap = (g, 02) e Ay = (02, 02)". Seja O(Vy;, ¥y;)/OA; a matriz
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jacobiana das func¢oes de estimacao Wq; e ¥y, dadas em em relacao aos parametros de
f € 02, em outras palavras, a primeira linha representa as derivadas parciais da fungao ¥y,
em relagao a cada componente de A; (i, e 02). A segunda linha representa as derivadas
parciais de Wy; em relagao a A;. De forma analoga seguem as outras componentes da
matriz Ay,. Além disso, a inversa da matriz A, pode ser encontrada no Apéndice A.
E notéavel observar que para 3 foi possivel encontrar cada bloco em forma fechada. A
matriz X é estimada consistentemente substituindo os parametros de interesse por seus
estimadores qg Sob condigoes de regularidade apresentadas por|Gong & Samaniego (1981))
e Delgado (1995), sabemos que a distribuicio assintotica de (¢ — ¢) ¢ normal com vetor

de média 0 e matriz de covariancias 3 dada em (3.39)).

Modelo homoscedastico

O procedimento utilizado para encontrar a matriz de covariancias no modelo de regres-
sao heteroscedéstico, pode ser utilizado quando estamos adotando o modelo de regressao
homoscedastico, pois trocando @ por 8* sendo 8* = (™, A*) com ¢* = (5o, 1) e
X = (g, 02,02, 02) vetores de parametros de interesse e perturbagio do modelo. Além

disso, ao invés da fungao de estimacao (3.44]), consideramos a funcao de estimacao

> rilpe — Xir)
i=1
n N2]; S2 U:% - Zrz(yz ,U;L‘)Q + (71 — 1)0'(%
Y WX Z) = n = . (3.44)
i=1 Z[(m —1)o? - Z(Xi —X.)’]
i=1 k=1
D lsi— o2 =) (Y~ Y1)
i=1 Jj=1

Desse modo, o processo ¢ analogo. Estudos de simulacao serao realizados para analisar
as propriedades assintoticas, ja que sao muito importantes na validacao teorica e serao

apresentados no Capitulo 4.
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3.3 Testes de hipoteses

Na Secao 3.1 estudamos abordagens para estimar os parametros do modelo de re-
gressao considerando seus casos particulares. Em geral, realizam-se também testes de
hipoteses sobre parametros de interesse. Os testes assintoticos mais frequentes utilizados
na literatura sdo da razdo de verossimilhancas ({gy ), Wald (W) e escore (Sg) (Fahrmeir,
1988). Por outro lado, existem outros testes assintoticos equivalentes aos mencionados
acima, como por exemplo, a estatistica gradiente (S7) (Terrell, 2002)), C'(«) de Neyman
(Bera & Bilias, 2001) e da razao de pseudoverossimilhangas (§gpy) (Self & Liang, 1996)).
Uma propriedade em comum destes testes é que sao assintoticamente equivalentes sob a
hipotese nula, exceto a estatistica de teste da razao de pseudoverossimilhangas (Egpy ).

Self & Liang (1996) mostraram que a distribui¢ao assintotica nula da estatistica da
razao de pseudoverossimilhancas é dada por uma soma ponderada de variaveis indepen-
dentes qui-quadrado. Além disso, os autores sugerem uma aproximacao para 0s pesos.

A seguir iremos apresentar de forma breve alguns conceitos referentes as estatisticas
de gradiente S, C'(a) de Neyman e da razao de pseudoverossimilhangas {rpy .

Consideremos o vetor Z = (Z%,..., Z!)" composto de n observagoes independentes
mas nao necessariamente identicamente distribuidas. Seja £(0; Z) a funcao logverossi-
milhanca, dado Z, que depende de um vetor de parametros desconhecido @ com p; + po
componentes. Sejam U (0; Z) = 0L£(0;Z)/00 ¢ T = —E{0*L(0; Z)/00?}, a fungao es-
core e a matriz de informagao esperada para @, respectivamente. O problema em questao

é o de testar uma hipotese nula composta

Hy : ¢ = ¢y, (3.45)

contra a hipotese alternativa Hy : ¢ # ¢g, em que 0 = (@', A)!, @ e A sdo os vetores
de parametros de interesse e perturbacao com dimensodes p; e ps, respectivamente, e
sendo ¢y um vetor p;-dimensional de valores especificados. A particdo de 0 induz as

correspondentes particdes em U (0) = (U,(0)!,U,(0)")* a partir de (3.3)), para Z e Z~*
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consideram-se as parti¢oes em ([3.26) e (3.28]), respectivamente.

Definicao 3.3.1 (Terrell, 2002) A estatistica gradiente, Sp, para testar a hipdtese nula
composta Hy : ¢ = ¢y contra a alternativa H; : ¢ # ¢ é definida como

St =U(0)' (¢ — ¢o), (3.46)

em que 6 = ((Zt? S\t)t e 0 = (¢, A)! sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de @

sob Hy e Hy, respectivamente.

A estatistica gradiente é uma estatistica muito simples de ser calculada, nao envolvendo
nenhum céalculo matricial como pode-se observar na Definicao 3.3.1. Um atrativo desta
estatistica é que nao ha necessidade de se obter a matriz de informagao esperada.

A estatistica de teste de C'(«) de Neyman (Bera & Bilias, 2001) para testar a hipotese

(3.45) ¢ dada por
Cla) = UG™)'Z(6™) ' U(6™) — Uy(8) Tss(6") ' Ux(8"), (3.47)

sendo 6 = (¢6,X**t)t e A é um estimador consistente de A. Vale lembrar que 6**
nao necessariamente ¢ um estimador de méxima verossimilhanca, para evitar confusao.
Algumas vezes ¢ dificil encontrar as expressoes para as matrizes envolvidas em ((3.47)),
mas neste trabalho foram obtidas estas matrizes com Z e Lo, dadas em e ,
respectivamente.

Por fim, consideramos a estatistica de teste da razao de pseudoverossimilhancgas (RPV'),
que é dada por {gpy = —2{L,(¢o) — Ep(c,g)}, em que ¢g ¢ um ponto interior do espaco
paramétrico (Self & Liang, 1996). A seguir enunciamos duas conjecturas que surgem a
partir de estudos teoricos apresentados em [Self & Liang (1996).

Conjectura 1 Suponha que
—Mpéz; 2) , 0\ (A, o
B — Np,4ps , , (3.48)
A—A 0 D Y%\

d=¢0,A=Ao
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em que ¢y e Ag sao os verdadeiros valores de ¢ e A, respectivamente, tal que

82£ (¢0 Z)
02 0 a4
quando r; e s; crescem na mesma taxa para ¢ = 1,...,n. KEntdo, sob condicoes de

regularidade sob L,(¢; Z) dada em ([3.24)), temos

¢~ 5 N, (0,5),

sendo

3= A (Agy + AnZnAL )AL = A B AL, (3.49)

. [_a%p<¢o,i>

8¢8)\f ] —>A¢/\.

Observe que X\ = A;/\lB,\)\AA,\ é a matriz de covaridncias de (X — Ao) e cujos blocos
sao dados em (3.42)).

Conjectura 2 Sob as mesmas condi¢oes da Conjectura 1, a distribuicao de &gpy sob
P

Hy : ¢ = ¢, quando r; e s; incrementam-se na mesma taxa para n fixo, é y = E ApXp,

p=1
sendo os x,’s varidveis independentes qui-quadrado com um grau de liberdade e A; >

Ay > -+ > Ap sao os P autovalores positivos de B¢¢qu{; dado em (3.49).

Prova: A prova desta conjectura pode ser andloga & encontrada em Selt & Liang
(1996), mas nao sera apresentada aqui.

Esta Conjectura 2 é 1til se os A,’s forem estimados. [Self & Liang (1996]) apresentaram
uma aproximacao para X, estimando consistentemente By, e A(;(; que sao fungoes de
(¢, Ao) por meio de g¢¢ e AV;(; em fungao de (¢, X), respectivamente. Desse modo, x é

aproximada por Ay2 em que

~ 1 ~
A= 5t (B As)) (3.50)
em que P é o niimero de autovalores positivos e tr(-) denota o trago.
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E importante ressaltar que estamos considerando o caso em que n é fixo, r; — oo e

s; — 00, sendo que a taxa de crescimento é a mesma para r; e s;.

3.3.1 Teste de homoscedasticidade

Quando consideramos o modelo na Secao 2.1.1, supomos que as variancias dos erros
de medicao sao heteroscedésticas. Entretanto, em algumas situacoes as variancias dos
erros podem ser homoscedésticas. Nesses casos, podemos utilizar o modelo visto na
Secao 2.1.2, com a vantagem de que o ntimero de parametros a estimar ¢ menor do
modelo heteroscedéstico. A homoscedasticidade das variancias 3 e o, pode ser testada

considerando

o Hy:05 =o0jeo? =0 parai=1,...,n, contra
Hipoteses 1:
Hy : 0} # 0} ouoZ # o para pelo menos um i # j, 4,j € {1,...,n}.

(3.51)

Utilizando o teste da razao de verossimilhancas, temos que a estatistica de teste é
dada por &gy = 2{£(§; Z)— ﬁ(é\*; Z)}, sendo L(+;-) é a fungao logverossimilhanca dada
em ([2.7)), 6 ¢ o estimador de maxima verossimilhanga (EMV) irrestrito de 6 e 6* 0 EMV
sob Hy. Tanto 0 quanto 6* sio obtidos por algoritmos EM. Neste caso, {gy tem uma
distribuigao assintotica x3, o, quando s; — 0o e r; — 00, sendo a taxa de crescimento a
mesma para ¢ = 1,...,n. Assim, rejeitamos Hy com um nivel de significancia a se o valor

&gy € maior do que o quantil 1 — « da distribui¢ao x2, .

3.3.2 Testes de vieses aditivo e multiplicativo

Em diversas aplicacoes as observacoes em e dizem respeito a medicoes
de uma mesma quantidade desconhecida x utilizando dois métodos de medi¢ao, conforme
apresentado em Riu & Rius (1996)) e|Galea-Rojas et al. (2003)), por exemplo. Desse modo,
outras hipoteses de relevancia neste trabalho, envolvem os vicios aditivo e multiplicativo

de um método em relagao ao outro, desta forma a hipotese formulada como Hy : (Sy, 81)' =
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(0,1)" verifica a auséncia de vicio, pois constitui questao de interesse. Lembremos que
¢ = (Bo, 51)" & o parametro de interesse e A = (., 02, o2, 02)! representa parametro de

perturbacao. Assim, para testar

Ho : (8o, B1)t = ,B10)t  contra
Hipoteses 2: 0 ¢ (Bo, B1)" = (Boo, bro) (3.52)

Hy : (50,51)t # (ﬁoo;ﬁlo)t~

em que [y € 19 sao constantes conhecidas, utilizamos as estatisticas dadas por
RV: v = —2{L(6; Z) — L(6; Z)},
Wald: W = (¢ — o) {Z11(8) — Z12(8)T,(6) ' T22(8) }( — bo).
Escore: Sg = Uy (0)'Z"(0)U,(6),
o~ (3.53)
Gradiente: Sy = U,(0)" (¢ — ¢o),
C(a) de Neyman: C(a) = U(0*)' T~ (6")U(6") — U,(6**)'T~"(8")U,(6*)

e RPV:&ppy = —2{Ly(d0; Z) — Ep(g; Z)},

em que 6 = (¢', A') e 6 = (¢4, A!) sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de
sob H, e H,, respectivamente. Além disso, 8 = (&, X**t)t, em que A** é um estimador
consistente de A, $ é o estimador de maxima pseudoverossimilhanca de ¢ sob H;. Assim,
sob Hy temos que gy, W, Sg, St, e C(a) L X3. Além disso, {grpy 4 Ax2 com A obtido
em (3.50). Novamente, enfatizamos que tratamos do caso em que n é fixo e o numero de
réplicas r; e s; cresce na mesma taxa. Logo, rejeitamos Hy com um nivel de significancia
a se o valor {gy é maior do que o quantil 1 — « da distribuigao x3 e por analogia seguem
as demais.

Similarmente ao procedimento utilizado para testar as Hipoteses 2 no modelo de
regressao heteroscedéstico, é considerado também para o modelo dada na Secao 2.1.2
substituindo o parametro 0 por 8*, sendo 6* = (¢, A*") com ¢* = ([, [1)" e A* =
(02, 53, 02"

E importante comentar, que testar 5y = 0 e 3; = 1 separadamente podem-se reduzir

a dois modelos diferentes e conhecidos.

46



Capitulo 4

Estudos de simulacao

Neste capitulo realizamos um estudo de simulagao com o objetivo de avaliar o com-
portamento dos estimadores dos parametros de interesse, 5y e §1, dos modelos de regres-
sao com erros de medicao sob enfoque estrutural heteroscedastico e homoscedastico para
observacoes replicadas. Sao utilizadas as medidas do viés e da raiz quadrada do erro
quadratico médio para os estimadores obtidos através dos métodos de méxima verossimi-
lhanca e de maxima pseudoverossimilhanca como foram abordados no Capitulo 3, assim
como também avaliar o comportamento do desvio padrao amostral e os erros padrao as-
sintoticos. Apos isso, verificamos o desempenho dos estimadores de 3y e (1 apresentando
simulacoes da amplitude média e taxas de cobertura dos intervalos de confianca. Além
disso, analisamos os testes da razao de verossimilhancas, Wald, escore, gradiente, C'(«) de
Neyman e da razao pseudoverossimilhancas, descritos na Secao 3.3, em relacao as taxas de
rejeicao de Hy sob Hy e sob Hy. Diferentes niimeros de réplicas foram utilizados, em que
procuramos encontrar a quantidade minima de replicacoes necessarias para que o nivel
nominal e poder dos testes propostos sejam satisfatorios.

Em uma situacao semelhante ao conjunto dos dados reais com o qual trabalharemos no
Capitulo 5, geramos B = 5000 conjuntos de amostras com a escolha de verdadeiros valores

dos parametros baseada nas estimativas obtidas pelos métodos de maxima verossimilhanca
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e maxima pseudoverossimilhanca. Selecionamos os seguintes parametros que permanecem
fixos para todas as simulagoes: u, = 1,3, 02 = 0,1, By = —0,1, 8, = 1,1, pois foram
encontrados a partir do modelo da Secao 2.1.1. Assim, amostramos os valores verdadeiros
de x; ~ N(piz,02%) e e calculamos y; = By+ SB12z;. As observagoes replicadas sao geradas das
equacoes e e de acordo com a natureza das variancias dos erros de medicdo, ou
seja, as variancias podem ser tanto heteroscedasticas quanto homoscedasticas resultando
nos modelos dados nas Secoes 2.1.1 e 2.1.2, respectivamente.

Cabe enfatizar que nesta dissertacao definimos uma alta ou baixa variancia dos erros
de medicao considerando os coeficientes de confiabilidade dados por k,, = 02 /(02 +03)) e

— 12/( 2 1 2 2 _ ;322 - P .
ky, = o,/(0, +0-) com o, = B{oz, e por conseguinte, as variancias dos erros de medicao

2 . 022
g 1U:E

sao geradas por of = 02(1 — ky,)/ks, € 0 (1 — ky,)/ky, para i = 1,...,n, pois
ambas expressoes dependem da variancia o2. Adotamos a distribui¢ao uniforme (U) no
intervalo (a’, b’) para gerar os valores de k,, e k,,. No modelo de regressao heteroscedastico
analisamos dois cenarios. No Cenério 1, quando consideramos k,, ~ U(0,5;0,6) e k,, ~
U(0,55;0,65) tem-se maiores valores para as variancias dos erros de medi¢ao. No Cenéario
2, quando k,, ~ U(0,7;0,9) e k,, ~ U(0,75;0,95) obtém-se menores valores para as
variancias dos erros de medicao. Em seguida, no modelo de regressao homoscedéstico,
consideramos somente um cenario, em que k, é igual a média dos k;,’s e k, igual a média
dos k,,’s com kg, e k,, referentes ao Cendrio 2 descrito acima. Em relagao ao ntimero de
réplicas consideramos as seguintes situagoes: (1) r; = s; = 2 (nimero minimo de réplicas),
(2) a escolha baseada no conjunto dos dados reais, ou seja, em que ; e s; estdo entre 2 a 18,
sendo neste caso réplicas desbalanceadas, (3) consideramos o dobro do nimero de réplicas
existentes dos dados reais, ou seja, r; e s; variam entre 4 a 36, (4) o namero de réplicas

balanceadas, dado por r; = s; = 20, (5) quando o namero de réplicas é r; = s; = 40, e

por fim (6) o nimero de réplicas balanceadas r; = s; = 200.
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4.1 Viés e REQM

Como medidas de avalia¢ao utilizamos o viés e a raiz do erro quadratico médio (REQM)
simulados. O viés simulado do estimador foi obtido pela diferenca entre a média das
estimativas do parametro e o valor verdadeiro do parametro em questao. A raiz quadrada
do erro quadratico médio simulado (REQM), é calculada pela expressao

B 1/2
REQM = {é > G- v>2} ,
em que B é o numero de simulacoes e v é o verdadeiro valor do parametro do modelo.
Enfatizamos que nesta dissertagao, fixamos o tamanho da amostra em n = 21 e o nimero

de réplicas cresce. Como pode ser visto na Tabela

Tabela 4.1:  Cenéario 1 - Viés simulado e REQM simulado das estimativas de 5y e (5
obtidas pelos método de MV e pelo MPV - k,, ~ U(0,5;0,6) e k,, ~ U(0,55;0,65).

Situagao Numero de Método de  Viés REQM
réplicas estimacao Bo 551 Bo 51
r; =2 MV 0,407 -0,314 0,875 0,662
1 s; =2 MPV 0,135 -0,099 0,835 0,641

ri=2al8 MV 0,238 -0,179 0,411 0,299

2 s;=2al8  MPV 0032 -0026 0270 0,198
ri =4 a 36 MV 0,079 -0,059 0,139 0,102

3 s;=4a36  MPV 0009 -0,008 00105 0,076
r; = 20 MV 0,055 -0,042 0,111 0,083

4 s; = 20 MPV  -0,00l 0,000 0,098 0,073

Podemos observar na Tabela que quando dispomos de um ndimero minimo de
réplicas de x e y, ou seja, na situacio (1), o método MPV apresenta melhores resultados do
que o método MV, em termos de viés simulado das estimativas de 5y e 8; e analogamente
acontece nas situacoes (2), (3) e (4). Em relacdo & REQM, o método de MPV mostra
melhor desempenho do que pelo método MV quando consideramos o ntimero de réplicas

minimas (situagao (1)), assim como também acontece nas situacoes (2) e (3). Por fim,
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na tultima situacao r; = s; = 20, o método de MPV mostrou-se com melhor desempenho
em contraste com o método de MV. As medidas de viés simulado (em modulo) e REQM
diminuem a medida que o niimero de réplicas aumenta com o tamanho de amostra n = 21
fixo, conforme esperado. A seguir apresentamos os resultados das medidas de viés e
REQM simulados correspondentes ao Cenéario 2, descrito no inicio deste capitulo, dados

na Tabela

Tabela 4.2: Cenario 2 - Viés simulado e REQM simulado das estimativas de [y e [
obtidas pelos métodos de MV e pelo MPV - k,, ~ U(0,7;0,9) e k,, ~ U(0, 75;0,95).

Situacao Numero de Método de  Viés REQM
réplicas estimacao Bo B Bo 51
Ty =2 MV 0,118 -0,117 0,202 0,170
1 s; =2 MPV 0,045 -0,040 0,257 0,197

ri=2als8 MV 0,015 -0,013 0,092 0,070

P s;=2al18  MPV 0,010 -0,009 0,113 0,081
ri=4a 36 MV 0,002 -0,001 0,056 0,040

3 s;=4a36  MPV 0,002 -0,002 0057 0,041
ri = 20 MV 0,004 -0,003 0,051 0,038

4 s; = 20 MPV 0,002 -0,001 0,052 0,039

Notamos que os vieses das estimativas dos parametros By e $; no Cenario 2 do mo-
delo de regressao heteroscedastico, apresentados na Tabela tém melhor desempenho
quando utilizamos o método MPV em contraste com o método de MV, nas situagoes (1),
(2) e (4). Ja na situacdo (3) o método de MV mostrou os menores valores de viés em
modulo. Além disso, na Tabela [4.2] nas situagdes de réplicas (1) e (2), o método de MV
apresentou melhor comportamento do que o método de MPV em relacao &8 REQM. Ainda
com relagdo a esta métrica, os resultados obtidos nas situagoes (3) e (4) tém melhor de-
sempenho pelo método MV, porém, nota-se que os valores sao bem préximos a aqueles
obtidos pelo método MPV. Verificamos também, que o viés simulado (em moédulo) dos
estimadores dos parametros [y e 5, pelos dois métodos diminui & medida que o nimero

de réplicas aumenta, tendendo a 0, o qual acontece devido a que os estimadores de (5 e 51
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sao consistentes. Apos analisar os resultados obtidos para os Cenarios 1 e 2 do modelo de
regressao heteroscedastico, foram analisados os vieses e a REQM simulados para o modelo

de regressao homoscedéstico, cujos resultados calculados sao apresentados na Tabela

Tabela 4.3: Modelo homoscedastico - Viés simulado e REQM simulado das estimativas de
Bo e 1 obtidas pelos método de MV e pelo MPV - k, ~ U(0,7;0,9) e k, ~ U(0, 75; 0, 95).

Situacao Numero de Método de  Viés REQM
réplicas estimacao Bo ot 5o 51
r; =2 MV -0,001 0,001 0,174 0,131
1 s; =2 MPV -0,004 0,004 0,187 0,141

ri=2al8 MV 0,005 -0,004 0,079 0,058
p s;=2al8  MPV 0,009 -0,008 0,082 0,059
ri =4 a 36 MV 0,002 -0,001 0,059 0,042

3 s;i=4a36  MPV 0,003 -0,002 0,061 0,044
ri = 20 MV 0,004 -0,003 0,052 0,039

4 s; = 20 MPV 0,001 -0,001 0,055 0,041

Para o modelo de regressao homoscedastico, conforme Tabela [4.3] observamos que, em
modulo, os vieses dos estimadores de 3y e 81, nas situacoes em (1), (2) e (3), o método de
MV mostrou melhores resultados do que o método MPV. Para r; = s; = 20, o método de
MPYV apresentou melhor desempenho em termo de viés simulado (em médulo), porém, os
valores da REQM foram maiores do que aqueles encontradas pelo método de MV. Para as
situacoes (1),(2) e (3), notamos que em relacado & REQM, pelos métodos de MV e MPV| os
resultados obtidos sao bem préximos, mas sendo o método MV com melhor desempenho,

além disso, diminuem conforme o niimero de réplicas cresce, como esperado.
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4.2 Desvio padrao e erro padrao

Como medidas de dispersao das estimativas, apresentamos o desvio padrao (DP) e o

erro padrao (EP). O desvio padrao amostral do estimador 7 é obtido por

B 1/2
DP(3) = {ﬁ > Gi —5)2} , (11)

b=1

em que 5 é a média dos B valores 7. O erro padrio (EP) estimado ¢ a média dos erros
padrao assintoticos obtidos das matrizes Z e ¥ dadas em (3.31) e (3.39), respectiva-
mente, quando as variancias dos erros de medida sao heteroscedasticas e analogamente

sao calculadas para o caso de variancias homoscedasticas.

Tabela 4.4: Cenario 1 - Desvio e erro padrao simulados das estimativas de 3y e 81 obtidas
pelos método de MV e pelo MPV - k,. ~ U(0,5;0,6) e k,, ~ U(0,55;0,65).

Situacao Numero de Método de  DP EP
réplicas estimagao 5o ot Bo B
r; =2 MV 0,774 0,583 0,124 0,093
1 8; = MPV 0,824 0,633 0,250 0,188

ri=2al8 MV 0,335 0,240 0,111 0,080
y s;=2al8 MPV 0268 0,197 0,119 0,086
ri =4 a 36 MV 0,115 0,083 0,091 0,066
3 s;i=4a36  MPV 0,105 0,076 0,093 0,067
i = 20 MV 0,007 0,072 0,088 0,066
4 s; = 20 MPV 0,098 0,073 0,090 0,067

As Tabelas [4.4] e para o modelo de regressao heteroscedastico, nos mostram o DP
amostral simulado e o EP assintotico dos estimadores de ¢p = (8, 51)", para dois diferentes
cenarios, ou seja, valores diferentes para agi e afi para i =1,...,n, as variancias dos erros
de medicao e diferentes ntimeros de réplicas. O estudo de simulacao tem o objetivo
de avaliar o comportamento das matrizes de covariancias assintoticas, apresentadas nas

Secoes 3.2.1 e 3.2.2, e determinou que os erros padrao assintoticos dos estimadores MV de
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Bo e B1, sao menores que os respectivos erros padrao assintoticos dos estimadores de MPV
em relacao & Tabela [£.4] mas apresentaram resultados bem proximos. Além disso, os
resultados do EP calculados pelo método MPV apresentaram valores menores de aqueles
encontradas pelo método MV como sao mostrados na Tabela 4.5 mas sendo também
proximos. Cabe ressaltar que quando dispomos de valores altos para as variancias dos
erros de medigdo (Cenéario 1) e em que a quantidade de réplicas é minima (situagao (1)),
o valor do EP assintotico encontrado pelo método MV apresentou menor valor, pode ser

util nestas condicoes.

Tabela 4.5: Cenario 2 - Desvio e erro padrao simulados das estimativas de 3y e 81 obtidas
pelos método de MV e pelo MPV - k,. ~ U(0,7;0,9) e k,, ~ U(0,75;0,95).

Situacao Numero de Método de  DP EP
réplicas estimagao 5o B Bo B
r, =2 MV 0,129 0,096 0,086 0,064
1 ;=2 MPV 0,186 0,134 0,073 0,055

r=2al8 MV 0,078 0,057 0,074 0,055
y s;=2al8  MPV 0,099 0,069 0,065 0,047
ri =4 a 36 MV 0,055 0,040 0,056 0,042
3 s;i=4a36  MPV 0,056 0,040 0,051 0,037
7 = 20 MV 0,051 0,038 0,050 0,037
4 s; = 20 MPV 0,051 0,038 0,048 0,036

E possivel notar a reducio do valor do EP assintotico dos estimadores de MV e MPV
dos parametros, By e (1, para a situagao em que o nimero de réplicas aumenta e n = 21
fixo. No Cenério 1 e 2 dadas nas Tabelas e o DP simulado manteve o mesmo
comportamento do EP assintotico em relacao a 5y e 1, quando dispomos de ntamero de
réplicas variando entre 4 e 36 e quando ambas réplicas sao constantes, ou seja, r; = s; = 20.
Para r; = s; = 2, os valores de DP simulado das estimativas de MV foram menores do
que os valores obtidos por MPV.

Por outro lado, na Tabela mostra-se o DP amostral e EP assintotico dos esti-
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madores de ¢* = (0o, 51)" na situagdo em que as varidncias dos erros de medi¢ao sao
homoscedasticas. Notamos que o comportamento dos desvios padrao das estimativas de
MYV de ¢*, ao contrario dos desvios padrao das estimativas de MPV, sao menores em to-
das as situacoes, ou seja, para todas as situacoes do ntmero das réplicas. Em relacao ao
EP, os valores obtidos pelo método de MPV foram menores do que os valores obtidos pelo
método de MV nas situagoes de réplicas (2), (3) e (4), porém, apresentaram valores muito
proximos. Além disso, as medidas de DP e EP obtidas pelos métodos de MV e MPV
mantiveram um comportamento assintotico proximos, assim como também a reducao dos

erros padrao dos estimadores de [y e [;.

Tabela 4.6:  Modelo homoscedastico - Desvio e erro padrao das estimativas de 3y e 5
obtidas pelos método de MV e pelo MPV - k, ~ U(0,7;0,9) e k, ~ U(0, 75;0,95).

Situacao Numero de Método de  DP EP
réplicas estimagao 5o ot Bo o1t
r; =2 MV 0,174 0,131 0,177 0,133
1 s; =2 MPV 0,187 0,141 0,179 0,135

ri=2al8 MV 0,079 0,057 0,086 0,065
y s;=2al8  MPV 0,081 0,059 0,078 0,057
ri=4a 36 MV 0,058 0,042 0,063 0,047
3 si=4a36  MPV 0061 0,044 0,057 0,041
i = 20 MV 0,052 0,039 0,054 0,040
4 s; = 20 MPV 0,055 0,041 0,053 0,039

4.3 Amplitude média e probabilidade de cobertura dos
intervalos de confianca

Nesta se¢ao adicionamos a situacao (5) na qual as quantidades das réplicas serao

r; = s; = 200. Nas Tabelas (4.7)-(4.9) apresentamos as probabilidades de cobertura (PC)
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dos intervalos de confianga para os parametros de interesse, isto é, 3y e 31, com coeficiente
de confianga nominal 95%. Esta medida foi obtida por

_ #{é €001 — ity (4.2)

P
¢ B

em que ¢, ¢ o 1-ésimo elemento de ¢ = (fy, £1)", B & o nimero de repetigoes e IC[¢p,; 1 —
a] é o intervalo de confianga para ¢, com coeficiente nominal 1 — a. Na Tabela
sao apresentados os resultados referentes a amplitude média (AM) e a probabilidade de
cobertura (PC) dos intervalos de confian¢a nas situagoes (1)-(4) e (6) considerando o

modelo de regressao heteroscedastico.

Tabela 4.7: Cenario 1 - Amplitude média e probabilidade de cobertura dos intervalos com
95% de confianga. Métodos de MV e MPV - k,, ~ U(0,5;0,6) e k,, ~ U(0,55;0,65).

Situagdo Numero de Método de  AM PC (%)
réplicas estimacao Bo ot Bo ot
Ty =2 MV 0,485 0,364 26,86 26,70
1 §; =2 MPV 0,980 0,738 45,64 45,90

r=2al8 MV 0,436 0,315 51,10 49,98
2 s;=2al18 MPV 0466 0,338 78,82 79,78

r, =4 a 36 MV 0,358 0,259 79,96 79,38
3 s;i=4a36  MPV 0364 0264 91,58 91,42

7 = 20 MV 0,344 0,258 86,60 86,38
4 s; = 20 MPV 0,351 0263 93,32 93,32

r; = 200 MV 0,112 0,084 93,64 93,54
6 s; = 200 MPV 0,112 0,084 9464 94,52

Notamos que os valores da medida de amplitude média (AM) dos intervalos de con-
fianca, em relacao de [y e (1, obtidos pelo método de MV foi menor em contraste com
o método MPV nas quatro primeiras situagoes. Observe que na situacao (5), as medidas
de AM obtidas por ambos os métodos de estimacao sao bem semelhantes. Em relacao a
probabilidade de cobertura dos IC’s, 0 método de MPV mostrou probabilidades maiores

do que o método de MV nas situacoes (1)-(4). Cabe enfatizar que na situagdo (1) a PC
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encontrada pelo método de MV mostrou-se uma taxa com péssimo desempenho. A fim
de encontrar o niimero de réplicas minimo para atingir o coeficiente de confianca nominal
foi dada pela situacao (6). Neste sentido, o método MPV apresentou probabilidade de
cobertura mais proxima no nivel nominal (95%). Similarmente, observamos na Tabela
um desempenho semelhante dos estimadores.

Convém ressaltar que na Tabela as amplitudes médias dos IC’s s@o maiores do
que na Tabela , isso pelo fato de considerar valores para as variancias dos erros de

medi¢ao maiores e menores, respectivamente.

Tabela 4.8: Cenario 2 - Amplitude média e probabilidade de cobertura dos intervalos
com 95% de confianca. Métodos de MV e MPV - k,, ~ U(0,7;0,9) e k,, ~ U(0,75;0,95).

Situacdo Numero de Método de  AM PC (%)
réplicas estimacao Bo 151 Bo 551
r, =2 MV 0,231 0,173 29,68 29,18
1 §; =2 MPV 0,240 0,180 36,82 36,64

ri=2al8 MV 0,232 0,167 55,46 55,14
2 s;=2al8  MPV 0,238 0,172 73,66 74,82
ri=4a36 MV 0,166 0,120 80,70 79,12
3 s;i=4a36  MPV 0,166 0,120 87,60 86,30

ri = 20 MV 0,162 0,121 89,90 88,50
4 s; = 20 MPV 0,163 0,122 92,56 91,70

i = 200 MV 0,050 0,038 94,86 94,38
6 s; = 200 MPV 0,050 0,038 94,90 94,56

No modelo de regressao homoscedastico, com base na Tabela[4.9] as amplitudes médias
dos 1C’s para 3y e 31, obtidas por ambos os métodos de estimacao sao proximos, mas ainda
assim pelo método de MPV apresentam valores abaixo do que o método MV. Em relacao
ao método de MV, ressaltamos que as probabilidades de cobertura se mostraram mais
proximos do coeficiente de confianca nominal 95% quando consideramos as quantidades

de réplicas r; = s; = 200.
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Tabela 4.9: Modelo homoscedastico - Amplitude média e probabilidade de cobertura
dos intervalos com 95% de confianga. Métodos de MV e MPV - k, ~ U(0,7;0,9) e
k, ~ U(0,75;0,95).

Situagdo Numero de Método de  AM PC (%)
réplicas estimacao Bo B Bo B
Ty = 2 MV 0,546 0,411 93,96 93,82
1 §; =2 MPV 0,041 0,407 93,18 93,04

ri=2al8 MV 0,203 0,220 95,94 96,62
y s;=2al18  MPV 0,265 0,192 93,70 93,72

ri =4 a 36 MV 0,213 0,160 96,08 97,04
3 s;i=4a36  MPV 0,192 0,139 93,22 93,06

i = 20 MV 0,182 0,137 94,84 94,68
4 s; = 20 MPV 0,177 0,133 9446 94,14

r; = 200 MV 0,080 0,060 9528 95,06
6 s; = 200 MPV 0,078 0,058 94,62 94,40

E importante notar que foram observados os seguintes comportamentos esperados dos

estimadores de MV e MPV, comuns a todas as tabelas desta secao:

e 4 medida que aumentamos o nimero de réplicas com n fixo, as medidas amplitude

média dos [C’s de 5y e £y, diminuem;

e as probabilidades de cobertura dos IC’s obtidos pelos métodos de MV e MPV con-
vergem para o coeficiente de confianca nominal conforme aumentamos os valores de

r; e s; para o tamanho amostral n fixado.

4.4 Taxas de rejeicao dos testes

Nesta se¢ao analisamos o desempenho dos testes da razao de verossimilhangas (RV),
razao de pseudoverossimilhancas (RPV), Wald (W), escore (Sg), gradiente (St) e C'(«) de
Neyman em relacao as taxas de rejeicao de Hy sob Hy e H; considerando os cenérios dos

valores das variancias dos erros de medicao descritos no inicio do Capitulo 4. Enfatizamos
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que os testes mencionados acima foram utilizados para testar as Hipoteses 2 em (3.52)
e, no caso, das Hipoteses 1 dada em foi utilizado somente o teste da razao de
verossimilhancas. Utilizamos a probabilidade do erro de tipo I, que foi estimada gerando
amostras sob a hipotese Hy e calculando a proporcao de simulacoes em que o teste rejeitou
a hipotese nula. A taxa de rejeicdio de Hy sob H; foi obtida gerando amostras sob a
hipotese H, e calculando a proporgao de simulagoes em que o teste rejeitou a hipotese

nula. Geramos 5000 conjuntos de dados, como foi mencionado no inicio do Capitulo 4.

4.4.1 Homoscedasticidade

Sejam as Hipoteses 1 apresentadas em (3.51). Consideramos que sob Hy, as varian-

2

cias dos erros o3 e o2
K3 K3

sao dadas respectivamente por o5 = 03(1 — k;)/k, e 0? =
B202(1 — ky)/ky, i = 1,...,n, em que k, e k, sdo as médias dos valores dos k,,’s e
k,,’s correspondentes no Cenario 2 do modelo heteroscedéstico. Sob H;, analisamos a
situacao em que as variancias dos erros de medicao sao geradas por meio das expressoes

05 = 02(1 = ky,) ke, € 02, = 02(1 — ky,) /ky, para i = 1,...,n, e consideramos os valores

de k,, e k,, como no Cenério 1, ou seja, k,, ~ U(0,5;0,6) e k,, ~ U(0,55;0,65).

Tabela 4.10: Taxas de rejeicao (%) das hipoteses Hy e Hy - Teste RV - homoscedasticidade

das varidncias com n = 21 para um nivel de significancia o = 0, 05.
Situacao Nuamero de Sob Hy Sob H;

réplicas
r; = 2
1 s; =2 38,72 51,82
ri=2al§
2 s;=2al8 14,32 71,22
r; =4 a 36
3 s;=4a36 826 95,54
r; = 20
4 s; = 20 6,18 100,00
r; =40
5 s; = 40 5,16 100,00
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E importante comentar que sob Hy, em 0, 44% das amostras geradas para o nimero de
réplicas r; = s; = 2, o valor da estatistica da razao de verossimilhancas foi negativo. Nesse
caso, essas amostras foram descartadas da anélise. Gréficos de quantis para a estatistica

do teste da razao de verossimilhancas também foram apresentados na Figura (4.1)).
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Figura 4.1: Grafico de quantis da estatistica de teste {gy - homoscedasticidade (a) r; =
si =2, (b) 1y, s; entre 2 a 18, (¢) 14, s; entre 4 a 36, (d) r; = s; =20 e (e) r; = s; = 40
com n = 21 para um nivel de significincia a = 0,05, quantil 1 — a = 0,95 (linha vertical

tracejada) e 1 — o = 0,99 (linha vertical cheia).

Verificamos na Figura (4.1) (a) que quando o nimero de réplicas é r; = s; = 2, ndo ha
indicios de que a estatistica da RV segue uma distribui¢ao x3,_,, ou seja, uma distribui¢ao

X%,- Na Tabela (4.10) em relagio & estatistica da &y, vemos que as taxas de rejei¢ao
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sob Hj sao altas, sendo os valores distantes do valor nominal dado por 5%. Entretanto,
observamos que fixando o tamanho amostral n = 21 e aumentando o nimero de réplicas,
percebemos que as taxas de rejeicao sob Hy diminuem. Na Figura observamos que
os quantis tedricos e amostrais se aproximam com o aumento do ntmero de réplicas.
Percebemos que na situagao (4), com o nimero de réplicas r; = s; = 20, a taxa de rejeicao
de Hy sob Hy é proxima ao nivel nominal 5% e o resultado melhora quando o ndmero
de réplicas é incrementada para r; = s; = 40, como pode ser visto na Figura (e),
indicando que para esta quantidade de réplicas o resultado assintotico é satisfatorio. Em
relacao as taxas de rejeicao de Hy sob H;p, notamos que os valores encontrados em todas
as situacgoes foram altos, conforme esperado. Portanto, concluimos que o teste da razao de
verossimilhancas para testar a homoscedasticidade das variancias é insatisfatorio para as
situacoes em que dispomos de quantidade de réplicas inferior a 40, no cenario analisado.
O teste escore também poderia ser utilizado para testar as Hipoteses 1, mas nao serd

apresentado neste trabalho.

4.4.2 Vieses aditivo e multiplicativo

Em seguida, como mencionado na Secao 3.3, analisamos o teste das Hipoteses 2, ja que
é de interesse em problemas de comparagao de métodos de medicao, em que por meio deste
teste dada em (3.52)) verificamos vicios aditivo e multiplicativo de um método de medigao
em relacao ao outro método analisado. Sob Hy, Sy = 0, 81 = 1 e as variancias dos erros de
medicao sao iguais as variancias dos cenarios descritos no inicio do Capitulo 4, tanto para
o modelo de regressao heteroscedastico quanto homoscedastico. Sob H;p, como o espaco
paramétrico de (S, £1) ¢ ilimitado, esses parametros podem tomar infinitos valores sob
H;. Dessa forma, consideramos a situagao Hi: (S, 51)" = (—0,08; 0,9)".

Para o modelo de regressao heteroscedastico, os resultados obtidos sao apresentados
na Tabela (4.11)), segundo os testes da &gy, W, Sg, Sr, C(a) e da Egpy, e a fim de

completar os resultados, apresentamos os graficos de quantis para todas as estatisticas
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mencionadas acima. Tais gréaficos referem-se apenas ao Cenéario 1, uma vez que para o

Cenario 2 a situacio é anéloga, e com situagdo de réplicas (4) ( Figura [4.2)).

Tabela 4.11: Modelo heteroscedastico - Taxas de rejeicdo (%) das hipoteses Hy - Testes
RV, W, Sg, St, C(a) e RPV - para um nivel de significancia o = 0, 05.

Situacao Numero de Estatisticas Cenéario 1 Cenario 2
réplicas de teste Sob Hy Sob Hy Sob Hy Sob H;
RV 30,64 85,70 28,68 99,14
w 63,32 96,86 67,68 99,94
1 r; =2 Sk 3,32 45,76 3,16 85,38
s; =2 St 11,62 77,86 11,64 98,80
C(a) 82,94 97,46 79,52 99,90
RPV 72,86 99,96 74,70 99,94
RV 8,18 99,86 8,16 100,00
W 11,90 99,98 13,64 100,00
2 r; =2al8 Sk 5,74 99,82 6,26 100,00
s;=2al8 St 6,72 99,96 7,28 100,00
C(a) 26,34 99,56 25,56 99,94
RPV 23,80 99,92 28,00 100,00
RV 6,40 100,00 6,06 100,00
|14 6,32 100,00 6,48 100,00
3 r;=4a36 Sk 6,76 100,00 7,02 100,00
s;=4a36 St 6,10 100,00 5,88 100,00
C(a) 8,74 100,00 7,78 100,00
RPV 8,52 100,00 9,10 100,00
RV 5,92 100,00 6,30 100,00
|14 7,04 100,00 7,54 100,00
4 r; =20 Sk 5,04 100,00 5,34 100,00
s; =20 St 5,72 100,00 6,06 100,00
C(a) 7,48 100,00 7,18 100,00
RPV 6,28 100,00 6,50 100,00

Analisando a Tabela verificamos que para o ntimero de réplicas minimo, ou seja,

r; = S; = 2, as taxas de rejeicao sob H referentes aos Cenarios 1 e 2 foram altas exceto

61



para a estatistica de teste Sgp que teve um comportamento conservador. Para o nimero
de réplicas nas situacoes (2) e (3), observa-se que, em relagao ao teste escore, as taxas
de rejeicao sob H, sao menores do que as taxas encontradas pelos outros testes. No
entanto, as taxas seguem sendo altas, mas o desempenho obtido pelo teste escore, Sg, se
mostrou bem melhor na situagao (2) e a estatistica gradiente apresentou a menor taxa na
situagdo (3), mas ainda ambas estatisticas ndo atingem ao valor nominal 5%, como pode
ser observado nos Cenarios 1 e 2. A medida que aumentamos o ntimero de réplicas com
n = 21 fixo, observamos que para a situacao (4) a estatistica Sg teve o melhor desempenho
em relagao as taxas de rejeicao sob Hy, seguido pelos testes St e RV, assim como também
pode ser visto na Figura (a), (c) e (d), respectivamente. Nessa mesma situagao, as
estatisticas de teste W, C'(«) e RPV apresentam valores que nao sao proximos ao valor
nominal, o que requer o aumento de nimero de réplicas assim como também pode ser
visto através do grafico de quantis dado na Figura (b), (e) e (f), respectivamente.
Portanto, logramos verificar que todas as estatisticas de teste mostradas na Tabela [£.11]
apresentam melhorias quando acrescentamos o nimero das réplicas, conforme esperado.
Cabe ressaltar que o o teste escore apresentou melhor comportamento em relacao as taxas
de rejeigao atingindo préximo do nivel nominal.

Para o modelo de regressao homoscedéstico, as taxas de rejeicao de Hy, sob Hy e Hy,
utilizando as estatisticas descritas na Se¢ao 3.3.2, sao apresentadas na Tabela [4.12] Sob
Hy, notamos que na situacao (1), a estatistica de teste RV apresentou melhor desempenho
em relacao as taxas de rejeicio de Hy. Nas situagoes (2) e (3), as estatisticas de teste RV e
RPV se mostraram com melhor desempenho proximos do valor nominal 5%. Entretanto,
a estatistica C'(«) apresentou altas taxas de rejeicdo nas situagdes (1) — (4). Por fim, na
situagdo (4) notamos que os valores das taxas de rejei¢ao sob Hy utilizando as estatisticas
RV, W, Sr e RPV se aproximam ao valor nominal (5%). Em relagdo ao poder do teste,
vimos que as taxas de rejeicao sob Hi, tanto para o modelo heteroscedastico quanto no

modelo homoscedéstico em todas as situagoes, foram altas as taxas de rejeicao, como
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esperado.

Na Figura foram apresentados os graficos de quantis para a situagao (4), isto é,
r; = s; = 20. Observe que também incluimos os quantis do 95% e 99% que sao pelos
valores 5,99 e 9, 21, respectivamente. Notamos que na Figura (4.3)) (a), (d) e (f) os quantis

amostrais sao proximos aos quantis tebricos.

Tabela 4.12: Modelo homoscedéastico - Taxas de rejeigao (%) das hipoteses de Hy - Testes
RV, W, Sg, St, C(a) e RPV para um nivel de significancia o« = 0.05
Situagao Numero de Estatisticas
réplicas de teste Sob Hy Sob H;

RV 462 82,64

W 7,10 82,56

1 =2 Sk 13,46 31,32
5 =2 Sy 14,10 64,48

C(a) 19,40 62,50

RPV 6,20 51,98

RV 510 99,68

W 11,82 100,00

P ri=2al8 Sk 8,58 92,70
si=2al8 Sy 750 99,90

C() 14,00 99,10

RPV 520 99,48

RV 4,66 100,00

0% 6,72 100,00

3 ri =4 a 36 Sk 8,10 100,00
s;i=4a36 Sy 562 100,00

C() 13,40 100,00

RPV 4,82 100,00

RV 4,68 100,00

0% 5,36 100,00

4 r; = 20 Sk 598 100,00
si = 20 Sy 560 100,00

C() 8,10 100,00

RPV 5,02 100,00
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Figura 4.2: Cenario 1 - Grafico de quantis da distribuigao x3 para réplicas r; = s; = 20
- Testes (a) RV, (b) Wald (W), (c) escore Sk (d) gradiente Sr, (e¢) C(a) e (f) RPV
para um nivel de significincia o = 0,05, quantil 1 — a = 0,95 (linha vertical tracejada) e

1 —a=0,99 (linha vertical cheia).
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Figura 4.3: Modelo homoscedastico - Grafico de quantis da distribuicao Y3 para réplicas
ri,si = 20 - Testes (a) RV, (b) Wald (W), (c) escore Sk (d) gradiente Sy, (e) C(«) e
(f) RPV para um nivel de significancia o = 0,05, quantil 1 — o = 0,95 (linha vertical

tracejada) e a — a = 0,99 (linha vertical cheia).
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Capitulo 5
Aplicacao

Em problemas de comparacao de métodos analiticos é comum aplicar técnicas de
regressao, como visto no Capitulo 1. Nestes problemas o principal objetivo é detectar
possiveis vicios aditivo e multiplicativo de um método em relacao ao outro, que é feito
testando-se as Hipoteses 2 dadas em (3.52). Neste capitulo ajustamos o modelo ([2.1)-
a um conjunto de dados reais relacionado a problemas de comparacao de métodos
de medicao. Aplicamos os métodos de estimacao desenvolvidos no Capitulo 3 e os testes
da razao de verossimilhancas e escore para testar as Hipoteses 1 em e as Hipoteses
2 em , respectivamente. As Hipoteses 2 permitem verificar a auséncia de vicios
aditivo e multiplicativo de um método em relacao a outro. A adequacao do ajuste do
modelo foi verificada por meio do grafico de envelope (Atkinson, 1985)).

O conjunto de dados utilizado aqui foi retirado de Rasekh & Fieller (2003). Os dados
referem-se a medigoes de concentracoes de potéssio (K), presente em amostras de cera-
micas egipcias. As medicoes foram realizadas utilizando duas técnicas diferentes denomi-
nadas andlise de ativacao de néutrons (NAA) e espectrometria por plasma indutivamente
acoplado (ICP). A unidade das medi¢oes nao foi informada no artigo. Os potes foram
coletados de diferentes localidades ao redor da antiga cidade egipcia de Amarna e cada

peca possui um coédigo de construcao que serd de utilidade na identificacdo. Assim, as
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pecas da mesma procedéncia e com o mesmo codigo sao consideradas repeticoes. Desta
forma, o conjunto de dados foi dividido em 21 grupos, em que cada grupo contém um
certo nimero de pegas. A quantidade de réplicas varia de 2 a 18. Convencionamos que Y;;
é 0 j-ésimo valor observado no i-ésimo grupo utilizando a técnica NAA, ao passo que X
denota o k-ésimo valor observado no i-ésimo grupo utilizando a técnica ICP, j =1,...,s;,
k=1,...,r,ei=1,...,2L

Inicialmente realizamos uma breve analise descritiva das variaveis envolvidas no pro-
blema. A Tabela mostra que estamos na situacao em que as quantidades das réplicas
sao desbalanceadas, pois as médias de r; e s; sdo 7,5 e 7,4, respectivamente. Algumas
medidas resumo das medigoes do teor de potassio em cada um dos 21 grupos, conside-
rando as técnicas NAA e ICP, mostram que sao bem proximos. As medidas (1 e (3 sao

o primeiro quartil e o terceiro quartil, respectivamente.

Tabela 5.1: Medidas resumo das varidveis.

Varidveis Namero

(Métodos ) de réplicas Minimo (@  Mediana Média @3  Maximo
min: 2

Y (NAA ) média:7,5 0,882 1,207 1,339 1,390 1,580 2,103
max: 18
min: 2

X (ICP) média: 7,4 0,714 1,129 1,332 1,301 1,495 1,869
max: 18

No grafico da Figura [5.1] observa-se a dispersao das réplicas e de suas médias notando
que uma relacao linear parece fornecer uma boa aproximacao.

O grafico na Figura[5.2] mostra as médias e os desvios padrao das medigoes de concen-
tracoes do elemento K. Pode-se notar que em média, os valores do teor de K obtidos por
ambas técnicas sao bem semelhantes, mas os desvios padrao assumem valores distintos
apresentando uma possivel heteroscedasticidade das variancias, que serd verificada mais

adiante.
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Figura 5.1: Grafico de dispersao das réplicas (o) e suas médias (A) com as retas segundo

as estimativas de MV e MPV.

Desta forma, ajustamos os modelos de regressao dados na Secao 2.1.1 e 2.1.2 apresen-
tado no Capitulo 2 ao conjunto de dados reais descrito no inicio deste capitulo, aplicando
os métodos de maxima verossimilhanca e de maxima pseudoverossimilhanca, obtendo as
estimativas dos parametros de interesse 3y e 1, assim como também utilizamos o método
de reamostragem bootstrap paramétrico (Efron, 1993)) para realizar inferéncias.

O ajuste do modelo de regressao — e seus casos particulares, pode ser verifi-
cado por meio do grafico de envelope simulado. A técnica foi desenvolvida por [Atkinson
(1985). Para utilizar esta ferramenta grafica, inicialmente encontramos as estimativas de

maxima verossimilhanga considerando os valores amostrais. De (2.4) podemos utilizar
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Figura 5.2: Médias de cada grupo (A) 4, i = 1,...,21, considerando NAA(Y;) e ICP

X)) e seus respectivos desvios padrdes com a reta tracejada identidade.
)
que sob o modelo,
(Z; —my))'V N Z;—m;) ~ ), parai=1,...,n

Aplicando a transformagao de Wilson-Hilferty (Johnson et al., 1994)), calculamos

_ /3
T+ 8, (Z; — my)'V, Y (Z; — m,) ' 2 -
i = 34/ : —1+———3i=1,...,n, (5.1
7 2 {|: Ti‘f—Si + 9(T‘i+8i) ‘ " ( )

iid . o . .
com 7; ~ N(0,1), aproximadamente. Substituindo os parametros pelas suas respectivas

estimativas de MV. Deste modo, obtemos n valores 7;. Ordenamos esses valores obtendo

Ty < -++ < T(p) e representamos os pontos (~*((i —3/8)/(n+1/4)),7;)) em um grafico,
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em que ®~! é a funcdo quantil da distribuicdo normal padrdo. Para obter os limites
do envelope, simulamos G = 100 conjuntos de dados, e para cada conjunto g gerado,
encontramos as estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros de interesse. En-
tdo, novamente encontramos os valores de 7, ¢ = 1,...,n, substituindo os parametros
da expressao dada em pelas estimativas encontradas. Ordenamos os valores en-
contrados e por fim, representamos os pontos (®7'((i — 3/8)/(n + 1/4)), minG_, 7y;)) e
(@'(( —3/8)/(n+1/4)), maxl | 7)) para i = 1,...,n, correspondendo aos limites in-

ferior e superior do envelope. Os pontos (d~*((i—3/8)/(n+1/4)), 3¢

g=1 ?g(i)/G) também

sao representados no gréfico.

A técnica descrita acima é aplicada ao conjunto de dados em questao, considerando os
modelos de regressdo homoscedastico e heteroscedastico, como visto na Figura[5.3] Note
que o grafico na Figura [5.3H(b) nao apresenta afastamentos sérios em contraste com o
grafico em (a). Entretanto, o modelo de regressao homoscedastico ndo apresentou um
ajuste adequado para os dados em questao. Como visto no grafico na Figura (b)
Portanto, o modelo de regressao heteroscedastico se ajustou bem ao conjunto de dados

de concentracoes de K nas pecas egipcias.
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Figura 5.3: Grafico normal de probabilidades com envelope simulado. Ajuste dos modelos

de regressao (a) homoscedastico e (b) heteroscedastico com n = 21 fixo.

Na Tabela sao apresentadas as estimativas dos parametros 5y e 31 considerando o
modelo de regressao heteroscedastico. Note que, pelos métodos MV e MPV | as estimativas
de By e 1 sao bem proximas, assim como também as estimativas bootstrap se comportam
de modo similar. Nao podemos esquecer que através da matriz de covariancias assintotica
dos estimadores de MV e MPV foi obtido o erro padrao (EP) assintotico, respectivamente.
Observamos que, na Tabela os valores dos EP assintoticos das estimativas dos para-

metros 3y e 1 obtidos pelo método de MV foram menores se comparando com o método

71



Tabela 5.2: Estimativas dos parametros pelos métodos de MV e MPV com seus respectivos

erros padroes estimados.
Parametro Método de  Amostra bootstrap

estimacao Estimativa EP  Estimativa EP,

Bo MV -0,068 0,162 -0,069 0,127
MPV -0,052 0,170 -0,064 0,165
b1 MV 1,073 0,119 1,078 0,100
MPV 1,057 0,125 1,075 0,130

de MPV. Mas, observe-se que os valores dos erros padrao, foram bem proximos. Além
disso, os erros padrao bootstrap, EP,, apesar de apresentarem valores menores do que os
EP assintoticos, foram proximos. As retas ajustadas segundo os métodos de MV e MPV
sao mostradas no gréafico da Figura[s.1] A implementagao computacional foi desenvolvida
em linguagem R (R Core Team, 2013]).

Na Tabela apresentamos os intervalos de confianca bootstrap para 5y e (1, obtidos
pelos método de maxima verossimilhanca e pelo método de maxima pseudoverossimi-
lhanca. Para o célculo do intervalo de confianca bootstrap, consideramos 5000 amostras
bootstrap. Os intervalos foram obtidos utilizando as estimativas corrigidas bootstrap e seus

respectivos erros padrao (EPy), apresentados na Tabela , com 95% de confianca.

Tabela 5.3: Intervalos de confianca assintotico e bootstrap dos parametros de Sy e [
obtidas pelos métodos de maxima verossimilhanca e maxima pseudoverossimilhanca -
Teor de K nas ceramicas egipcia.

Parametro Método de  Assintotico bootstrap
estimacao (LL,LS) (LL,LS)
Bo MV (-0,386; 0,249)  (-0,317; 0,180)
MPV (-0,385; 0,281) (-0,388; 0,260 )
51 MV ( 0,840; 1,306) ( 0,883; 1,273 )
MPV ( 0,812; 1,302) ( 0,820; 1,330 )

A seguir aplicamos o teste da razao de verossimilhancas e o teste escore com o objetivo
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de testar as Hipoteses 1 e 2 dadas em (3.51)) e (3.52), respectivamente. Os valores da
estatistica da razao verossimilhancas e da estatistica escore para as Hipoteses 1 e 2,

respectivamente, com seus respectivos valores-p sao apresentados na Tabela 5.4}

Tabela 5.4: Estatisticas da razao de verossimilhancas e escore para as Hipoteses 1 e 2, e

respectivos valores-p.
Hipoteses 1 Hipoteses 2

Estatistica gy Valor p Estatistica Sz Valor p
129,910 < 0,001 0,873 0,771

Para as Hipoteses 1, observamos que o valor-p foi inferior ao nivel de significancia
adotado (5%), levando a rejeicao da hipotese nula de homoscedasticidade das variancias.
Em relacao as Hipoteses 2, observamos pela Tabela [5.4] que o valor-p foi maior do que
a = 5%, levando A nao rejeicdo da hipotese nula, ou seja, a auséncia de vicios aditivo
e multiplicativo nio é rejeitada. E importante destacar que no estudo de simulacio
realizado no Capitulo 4, em condicoes semelhantes as dos dados reais, a estatistica escore
para testar as Hipoteses 2 apresentou melhor desempenho em comparacao com as outras
estatisticas de teste abordadas na Secao 3.3.

Em sintese, pela analise realizada neste capitulo, concluimos que nao ha vicios aditivo
e multiplicativo da técnica NAA em relacao a técnica ICP, sendo como um de nossos
objetivos principais a verificacdo da equivaléncia de um método de medi¢ao em relacao

ao outro, e por conseguinte em geral produzem medigoes semelhantes.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusao

Nesta dissertacao apresentamos, como contribuicao deste trabalho, um modelo com
erros de medicao sob enfoque estrutural para observacoes replicadas e seus casos particula-
res, isto é, foram apresentados os modelos de regressao heteroscedastico e homoscedastico.
Neste sentido, estes modelos sao modificacoes flexibles aos modelos considerados em |(Chan
& Mak (1979) e |[Kulathinal et al. (2002). Estes modelos sao utilizados, por exemplo, em
diversas aplicacoes relacionadas com problemas de comparacao de métodos de medicao.
Portanto, nesses casos o interesse é verificar a existéncia de vicios aditivo e multiplicativo
de um método em relacao ao outro.

Os métodos de maxima verossimilhanca e méxima pseudoverossimilhanca foram utili-
zados para estimar os parametros dos modelos propostos. O algoritmo EM foi desenvol-
vido para ambas abordagens de estimacao logrando-se encontrar as expressoes das estima-
tivas em forma simples. Avaliamos numericamente o comportamento dos estimadores dos
parametros de interesse calculando o viés e raiz do erro quadratico médio de 5000 conjuntos
de amostras. As estimativas de maxima verossimilhanga e maxima pseudoverossimilhanca

dos parametros 5y e (1, calculadas utilizando o algoritmo EM, mostraram que a medida
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que o numero de réplicas aumenta com tamanho amostral n fixo, o viés (em modulo) e a
REQM simulados diminuem, conforme esperado. Em relagao a probabilidade de cobertura
dos intervalos de confianca, o método de maxima pseudoverossimilhanga mostrou-se com
melhor desempenho do que o método de méxima verossimilhanca no modelo de regressao
heteroscedéstico. Em termos computacionais o método de maxima pseudoverossimilhanca
requer menos esforco computacional e é mais simples, do que o método de méaxima veros-
similhanca. E recomendavel utilizar o método de méaxima pseudoverossimilhanca como
alternativa de estimacao na presenca de parametros de perturbacao, pois apresenta boas
propriedades assintoticas, como foram verificadas nas avaliagoes numéricas.

As matrizes de covariancias assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca
e de maxima pseudoverossimilhanca foram encontradas em forma fechada, assim como
também foram avaliadas numericamente. Em geral, os resultados apresentados do DP e
EP assint6tico mostraram que a medida que o ntimero de réplicas r; e s; cresce com n
mantido fixo, o DP e o EP diminuem, como esperado.

Utilizamos a estatistica de teste da razao de verossimilhancas para testar as Hipoteses
1 (homoscedasticidade das variancias dos erros de medigao) e as estatisticas de teste da
razdo de verossimilhangas, Wald, escore, gradiente, C'(«) de Neyman e razao de pseudove-
rossimilhancas para testar as Hipoteses 2 (Vieses aditivo e multiplicativo). Em relacao aos
testes de homoscedasticidade das variancias dada na Secao 3.3, o teste da RV mostrou-se
insatisfatorio para situacoes em que a quantidade de réplicas disponivel é inferior a 40.

Para os testes abordados na Secao 3.3, ou seja, RV, W, Sg, Sr, C(a) e RPV para
testar as hipoteses de vicios aditivo e multiplicativo mostraram-se insatisfatoérios quando
o nuamero de réplicas foi inferior a 20, exceto o teste escore Si. Cabe ressaltar que o teste
escore mostrou-se com o melhor desempenho em todas as situacoes dos Cenérios 1 e 2,
no modelo de regressao heteroscedéastico. Para o tnico cenario do modelo de regressao
homoscedastico, os testes da RV e da RPV mostraram-se com melhor desempenho em

contraste com os testes score, gradiente, Wald e C'(«) de Neyman.
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No Capitulo 5 consideramos um conjunto de dados reais para avaliar as metodologias

propostas nos Capitulos 2 e 3. Utilizamos o método de bootstrap como alternativa para

realizar inferéncias.

6.2

Propostas de trabalhos futuros

Como possiveis propostas de trabalho futuros listamos:

1.-

Considerar em (2.1)) erro na equagao e entao, aplicar os métodos descritos no Capi-

tulo 3.

Estender o modelo (2.1)-(2.3) para as situagoes em que os erros de medi¢ao sdo

correlacionados.

Utilizar o enfoque estrutural supondo outra distribuicao para a covariavel x nao

observada.

Provar as conjecturas descritas na Secao 3.3 sobre a distribuicao assintotica do teste
da razao de pseudoverossimilhancas para o caso em que o tamanho amostral n é

fixo e o numero de réplicas cresce.

Aperfeicoamento de testes como da razao de verossimilhancas e da razao de pseu-

doverossimilhancas, quando considera-se pequenas amostras.
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Apéndice A

Neste Apéndice, apresentamos as inversoes de algumas matrizes utilizadas neste tra-

balho ja que permitiram a implementacao computacional como sao obtidas a seguir.

Inversa da matriz T

Nesta secao apresentamos a inversa da matriz T' dada em . O uso desta matriz
facilita a obtencao da matriz de covariancias assintotica de ambos os estimadores, MV e
MPYV, do modelo de regressao heteroscedastico. Usamos a seguinte propriedade da inversa
de uma matriz em blocos (Magnus & Neudecker, 2007, Cap. 1). temos que

-1

Fll F12 Fll F12
F22 . F22
(P~ FiaFy Fy) ™! —(Fi1 — FioFy, Ffy) "' Fio Fy)!
Fy' + Fp, Fly(Fiy — FioFy) Fly) 7' FoFyy!
(6.1)

Utilizando a particdo dada em (6.1) em T dada em (2.20). Tomamos Fy; = ti4,
Fiy = (tis, tys)', Foy = Fy e

em que




2 2
0¢,95
.2 2 4
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2 i 2 4
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Inicialmente calculamos a inversa do bloco F5, dada por
T22 T23
-1
1%2 - )
. jﬂ33
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4 4 2.2 2
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. O5 Wi | . 10:.05. .
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De maneira andloga ¢ encontrada para a matriz T dada em (2.24]).

Inversa da matriz A,
Apresentamos a inversa da matriz A,, dada em (3.42), como segue:

A)\Al A)\AQ
A5, =
02n><2 A)\AJ
sendo
1
AN 2> ri(Xi — pa) ’
_ =1 N
N2 -G, N2 - Sy
01><n 01><n
3 _ 0 .
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